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Tez temel kavramlar ve dort ana bagliktan olusmaktadir. Birinci ana baglik "Yar1 Degismeli
Halkalar", ikinci ana baghik "Nil-Yar1 Degismeli-I Halkalar", iigiincii ana baglik "Nil-Yar1
Degismeli-II Halkalar" ve son ana baglik "Sol (Sag) N-Yar1 Degismeli Halkalar" olarak
adlandirilmistir. I1k iki boliim giris ve temel kavramlara ayrilmistir. Ugiincii boliimde yar1
degismeli halka kavrami tamtilmistir. Dordiincii boliimde iistel sifirli elemanlar iizerinde
yar1 degisme 6zelligi tanimlanmis olup bu 6zellie sahip halkalar nil-yar1 degismeli-I olarak
adlandirilmigtir. Bu boliimde nil-yar1 degismeli-I olan ancak yar1 degismeli olmayan halka
ornekleri verilmis; nil-yar1 degismeli-I halkalarin ne zaman yar1 degigsmeli halka kavramina
denk oldugu incelenmistir. Ustelik nil-yar1 degismeli-1 halkalarin genislemeleri: asikar,
polinom ve Laurent polinom halka genislemelerine deginilmistir. Besinci boliimde nil-yar1
degismeli halkalarin bagka bir ¢esidi olan nil-yar1 degismeli-II halka kavrami ele alinmagtir.
Bu halkalarin da degismeli olmayan halka teorisinde siniflandirilmasi yapilmistir. Son
boliimde ise Sol (Sag) N-yar1 degismeli kavrami tanitilmig ve bazi genislemelerine yer

verilmigtir.
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1. GIRIS

Tez boyunca R birimli halkay1 gosterecektir. Bell, 1970’ te R halkas1 icin a,b € R olmak
tizere eger ab = 0 iken aRb = 0 saglaniyorsa R halkasim1 IFP (sifir carpanlama 6zelligi)
ozelligine sahip olarak adlandirdi [7]. Simmons II, 1982’ de R halkasinin sifir sikistirma
ozelligine sahip olmasi ile her a € R igin a nin sol sifirlayan [(a) = {r € R|ra = 0}
kiimesinin iki-yanli ideal olmasi ile denk oldugunu ispatladi [39]. Habeb, 1990 da IFP
ozelligine sahip halkalar sifir sikistirma (zi1) 6zelligine sahip olarak adlandird: ve bu 6zellige
sahip halkalarin eskare elemanlarinin merkezde yer aldigini1 gosterdi [12]. Shine ve Narbonne;
IFP 6zelligi icin sirastyla S I ve yar1 degismeli kavramlarini kullandilar [35, 38]. Tez boyunca;

bu notasyon i¢in yar1 degismeli kavrami kullanildi.

Halka teorisinde yar1 degismelilik notasyonu 6nemli ve genis bir rol oynar. Yar1 degismeli
halkalar ile bu halkalarin genellestirmeleri pek ¢ok bilim insani tarafindan calisildi.
Yar1 degismeli halkalarin baz1 genellestirmeleri [1, 8, 34] te verildi. R halkas1icin a,b € R
olmak iizere eger ab = 0 iken her x € R icin azb merkezde oluyorsa R ye merkezi yar
degismeli halka denir [43]. Mohammadi ve digerleri; 2012 de yar1 degismeli halkalarin
bir diger genellestirmesi olarak nil-yar1 degismeli halka kavramim tanittilar. R halkasi i¢in
a ve b iistel sifirlh elemanlar olmak iizere eger ab = 0 iken aRb = 0 saglaniyorsa R ye
nil-yari degismeli halka denir [34]. Herhangi bir karisikliga yol agmamak i¢in bu halkalar tez
boyunca nil-yar1 degismeli-I notasyonu ile gosterildi. Bu calismada R deki biitiin iistel sifirli
elemanlarinin kiimesinin; R nin bir ideali oldugu gosterildi. Her yar1 degismeli halkanin

nil-yar1 degismeli-I 6zelligine sahip oldugu ancak tersinin dogru olmadig: érneklendirildi.

Nil-yar1 degismeli halkalarin bir ¢esidi de Chen tarafindan verildi [8]. Buna gore R halkasi
icin a, b € R olmak iizere eger ab iistel sifirli eleman iken aRb; R nin nil alt kiimesi oluyorsa
R ye nil-yari degismeli halka denir. Herhangi bir karisikliga yol agmamak i¢in bu halkalar

tez boyunca nil-yar1 degismeli-II notasyonu ile gosterildi.

Tezin son boliimiinde N-yar1 degismeli halka tamimlandi. Buna gore R bir halka olmak lizere
eger ab = 0 olacak sekildeki her a € nil(R) ve b € R i¢in arb = 0 oluyorsa, R sol N-yari
degismeli olarak adlandirildi. Benzer sekilde eger ab = 0 olacak sekildeki her a € R ve
b € nil(R) i¢in arb = 0 oluyorsa R sag N-yari degismeli olarak adlandirildi. Sonug olarak R



halkas1t hem sol hem de sag N-yar1 degismeli ise N-yart degismeli halka olarak adlandirildi.

Ayrica sol N-yar1 degismeli halkalar icin 6rnekler verilerek bazi geniglemelerine deginildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilan temel kavramlar verilmistir.

2.1. Temel Tanimlar

Tanim 2.1. [4] R bir halka ve a € R olsun. Eger a” = 0 olacak sekilde bir n € N varsa,
bu durumda a ya iistel sifirli eleman denir. R halkasinin biitiin iistel sifirli elemanlarinin

kiimesi nil(R) ile gosterilir.

Tanim 2.2. [26] R bir halka olsun. Eger ¢ € R i¢in > = e oluyorsa, e ye eskare eleman

denir. Birimli bir halkada halkanin O (sifir) ve 1z (birim) elemanlar1 eskare elemanlardir.

Ornek 2.3. Z x Z kiimesi bilesensel toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikte bir halkadir.
Bu halkanin egkare elemanlarinin kiimesi {(0, 0), (1,0), (0, 1), (1,1)}.

Tamim 2.4. [43] R bir halka olsun.

C(R) ={a € Rlherr € Rigin ar = ra}

kiimesine halkanin merkezi denir.

Tanmm 2.5. [26] R bir halka olsun. Eger ¢ = e € R merkezde ise e ye merkezi eskare

eleman denir.

Ornek 2.6. R bir halka ve e, R de merkezi eskare eleman olmak iizere 1 —e merkezi eskare

elemandir.

Tanim 2.7. [27] R bir halka ve I; R nin bir ideali olsun. R/I = {x + [ | = € R} ile
tanimlansin. Herx + 1, y+1 € R/l icin (z+1)® (y+1) =z+y+Ive(x+1)O(y+1) =
xy + I islemleri ile bir halkadir. Bu halkaya boliim halkast denir.

Tamm 2.8. [26] R bir halka olmak iizere eger her a € R icin a = aba olacak sekilde bir

b € R varsa R ye von Neumann diizenli halka denir.

Ornek 2.9. Diizenli halkalarin direk ¢arpimlart da diizenlidir.



Tamm 2.10. [26] R bir halka olsun. Eger aRa = 0 olacak sekildeki her a € Ricina = 0

oluyorsa R halkasina yart asal denir.

Tamm 2.11. [26] R bir halka olsun. X; R nin bos olmayan bir alt kiimesi olmak {izere
rr(X) = {a € R | Xa = 0} ile tammlanan bu kiimeye X in R deki sag stfirlayani denir.
Benzer sekilde Iz(X) = {a € R | aX = 0} kiimesine ise X in R deki sol stfirlayant denir.

Tamim 2.12. [26] R bir halka S C R olmak iizere eger S kiimesi asagidaki ozellikleri

sagliyorsa;

(1) 1p €S

(2) a,b e Siginab € S

S ye carpimsal kapali alt kiime denir.

Ornek 2.13. Bir halkanin tersinir elemanlarinin kiimesi R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesidir.

Ispat: R bir halka ve U(R) = {r € R | 7o = xr = 13} ile R halkasindaki ¢arpimsal tersi
olan elemanlarin kiimesi gosterilsin. Bu durumda; 1z1z = 1z oldugundan 1z € U(R). Her
r,s € U(R) igin rs € U(R) oldugunu gosterelim. (rs)(s™'r=1) = r(ss) Ir !t =rigr! =

lrve (s'r7Y)(rs) = s (r'r)s=s'lgs = lgoluprs € U(R). =

Tanim 2.14. R bir halka, z bir bilinmeyen, ag, a1, . . . a, R nin elemanlar1 olmak iizere
f(x) = ap + a1 + ax® + ... + a,z"
ile tanimlanan f ye R iizerinde bir polinom denir. R iizerindeki biitiin polinomlarin kiimesi
Riz] ={ap+az+...+a,2" | neN,q; € R}

olmak tizere
n

f(x) = a;z’, g(x) = ijxj € R[z]

=0

icin f(x) ve g(z) polinomlarinin toplam ve ¢arpimi;

k

fz)+g(z) =Y (ai+ b))’

1=0



m—+n

fl@)gle) =) e’

i=0
t
seklinde tanimlanir. Burada & = maks{m,n} ve ¢; = Z a;b,;. Tanimlanan toplama ve
=0
carpma ile R|[x] bir halkadir. Bu halkaya polinom halkast denir.

Tamim 2.15. [42] R bir halka olsun. x bilinmeyen olmak iizere
R[z;z7 ' = {Z a;x' | a; € Rk € Z}
i=k

(k ve n negatif tamsay1 olabilir) kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve ¢arpma islemleri-

ne gore bir halkadir. Bu halkaya Laurent polinom halkas: denir.

Tamim 2.16. [32] R halka ve M bir modiil olsun. (ry,my), (r2,ma) € T(R, M) olmak
tizere

(r1,ma) + (r2, ma) = (r1 + 19, My + My)
ve

(r1,ma)(re, me) = (r1r2, rime + myrs)

islemleri ile bir halkadir. Bu halkaya R nin M tarafindan agikar genislemesi denir. Ozel

olarak

ab
T(R,R) = |a,b€eR
0a

seklindedir.

Tamim 2.17. [11] R bir halka olsun. R x Z iizerinde ikili islem asagidaki gibi tanimlansin.

(r1,n1), (ra,m2) € Rx Z ver; € Rven; € Zigini = 1,2 olmak iizere;
(Tl, nl) + (TQ,?’LQ) = (Tl + 9, M1 + ng)

(r1,m1) (72, na) = (r17ra + N1 + nary, ning)

islemleri ile bir halkadir. Bu halkaya R nin Dorroh genislemesi denir ve D(R,7Z) ile

gosterilir.



Tanim 2.18. R bir halka olmak iizere R iizerindeki n X n tipindeki tiim matrislerin kiimesi,
matrislerin bilinen toplama ve garpma iglemlerine gore bir halkadir. Bu halka M, (R) ile
gosterilir.

M,(R) = {[aijlnxn | aij € R,1 <i<n,1<j<n}

R iizerindeki n x n tipindeki tiim iist iiggensel matrislerin halkasi ise

T (R) = {[aijlnxn | @ij € R0 > j,a;; = 0,1 <i <n,1<j<n}

seklindedir.

Tanim 2.19. [4] R bir halka olsun. 7, (R) iist iiggensel matris halkasinin iistel sifirh

elemanlarinin kiimesi nil(7,(R)):

nil(R) R R
nil(To(R)) = [ 0 R
0 0 nil(R)

seklindedir.

Tamim 2.20. Herhangi bir R halkasi iizerinde 7. satir j. siitunundaki bileseni 1, diger

bilesenleri 0 olan matrislere elemanter matris denir ve matris F;; ile gosterilir.

Tanmm 2.21. [38] R bir halka olsun. P(R); R nin asal radikali olmak iizere eger
P(R) = nil(R) ise R ye 2-asalli denir.

2.2. Bazi Halka Simiflar1

Tanim 2.22. [1] R bir halka olsun. Eger her ¢ = e € Rigin e € C(R) ise R ye Abel halka

denir.
Tamim 2.23. [29] R bir halka olsun. Eger nil(R) = {Og} ise R ye indirgenmis halka denir.
Ornek 2.24. Her tamlik bolgesi indirgenmistir.

Teorem 2.25. [29] R bir halka olsun. Bu durumda R nin indirgenmis olmasi i¢in gerek ve

yeter sart a® = 0 olacak sekildeki her @ € R i¢in a = 0 olmasidr.



Tanim 2.26. [10] R bir halka olsun. Eger ab = 0 olacak sekildeki her a,b € R i¢in ba = 0

oluyorsa R ye terslenebilir halka denir.

Ornek 2.27. [44] Her indirgenmis halka terslenebilirdir. Kabul edelim ki; R indirgenmis
halka olsun ve a,b € R i¢in ab = 0. (ba)* = b(ab)a = 0 olup R indirgenmis oldugundan
ba = 0 elde edilir.

Tanmm 2.28. [37] R bir halka ve f(x Zala: g(z Zb 2/ € R[x] olsun. Eger

f(z)g(xz) = 0 olmasther¢,5 (0 < ¢ <mn,0 g Jj < m)icin a; b = 0 olmasin1 gerektiriyorsa

R ye Armendariz halka denir.

Ornek 2.29. [5] Her indirgenmis halka Armendariz halkadur.

Tanim 2.30. [31] R bir halka olsun. f(z Za z' ve g(x Zb ) € Rlx] icin

eger f(z)g(x) = 0 olmasi her i, j i¢in a;b; € ml (R) olmasint gerektlrlyorsa R ye zayif

Armendariz halka denir.

Ornek 2.31. [31] Her Armendariz halka zay1f Armendarizdir.

n

Tanim 2.32. [31] R bir halka olsun. f(z) = Zazx ve g(x Zb 2’ € Rlx] icin
i=0
f(z)g(x) € nil(R)[x] iken her ¢, j i¢in a;b; € nil(R) oluyorsa R ye ml Armendarzz halka

denir.

Tamim 2.33. [24] R bir halka olsun « : R — R endomorfizmast i¢in eger aa(a) = 0 iken
a = 0 oluyorsa « ya kati endomorfizma denir. Eger R boyle bir o kati endomorfizmasina

sahip ise R ye a-katt halka denir [18].

Ornek 2.34. [17] Her kat1 halka indirgenmistir.

Ispat: a € R icin > = 0 olsun. Kabul edelim ki; R kat1 halka ve o : R — R bir
endomorfizma olmak iizere a(a?) = 0 olup 0 = aa(a?)a?(a) = aa(a)a(a)a(ala)) =
ac(a)a(aa(a)) bulunur. R halkast kati1 oldugundan aa(a) = 0 ve tekrar kabulden a = 0

elde edilir. Dolayisiyla R indirgenmistir. ®

Tanim 2.35. [28] R bir halka olsun. Eger abc = 0 olacak sekildeki her a,b,c € R igin

acb = 0 oluyorsa R ye simetrik halka denir.



Ornek 2.36. [38] Her indirgenmis halka simetriktir.

Tanmim 2.37. [18] «, R halkasi iizerinde bir endomorfizma olmak iizere her ¢,j igin

flz) = Zaixi, g(x) = ijxj € R[z;a] i¢in f(x)g(z) = 0 iken a;a'(b;) = 0 oluyorsa
-0

i=0 =
R ye a-kati Armendariz halka denir.

Ornek 2.38. [18] R halkasi a-kat1 ise R a-kati Armendariz halkadur.



3. YARIDEGISMELI HALKALAR

Bu bolimde yan degismeli halkalar tamitilacak ve bu halkalarin 6zelliklerinden
bahsedilecektir. Degismeli bir halkada; iistel sifir elemanlarin kiimesi nil(R); halkanin asal
radikali olan P(R) ye esittir. Bu 6zellik degismeli olmayan halkalarda iki-asall1 (2-asall)

olarak adlandirilir.

Tanim 3.1. [7] R bir halka olsun. Her a,b € R i¢in ab = 0 iken aRb = 0 oluyorsa R ye
yart degismeli halka denir.

Ornek 3.2. Sifirdan baska iistel sifir elemani olmayan halkalar yari degismelidir. Gergekten
a,b € Rigin ab = 0 olsun. Bu durumda (ba)? = b(ab)a = 0 olup ba = 0. Herr € R
i¢in (arb)? = (arb)(arb) = ar(ba)rb = 0 olup halkanin sifirdan bagka iistel sifir elemani

olmadigindan arb = 0. Yani R yar1 degismeli halkadir.

Lemma 3.3. [12] Yar1 degismeli halkalar Abel halkadir.

Ispat: R bir halka, ¢> = ¢ € R olsun. Bu durumda e(1 — ¢) = 0 olup R halkas1 yari
degismeli oldugundan her » € R igin er(1 — e) = 0 ve buradan er — ere = 0 elde edilir.
O halde er = ere seklindedir. Ayrica, (1 — e)e = 0 ve R yar1 degismeli oldugundan her
r € Rigin (1 — e)re = 0 olup, re = ere elde edilir ki her iki durumdan er = re bulunur.

Dolayisiyla R Abel halkadir. m

Lemma 3.4. [31] R bir halka olsun. R yar1 degismeli halka ise nil(R), R de idealdir.



4. NIL-YARI DEGISMELI-I HALKALAR

Bu boliimde iistel sifirli elemanlar tizerinde yar1 degismeli olma 6zelligi incelenecek ve yari
degismeli halkalarin smifin1 iceren nil-yar1 degismeli-I halkalar tamitilacaktir. ~ Bu
siniflandirma yar1 degismeli halka kavraminin bir genellestirmesidir. Bu 6zellik [34] te
tanitildi ve bu halkalar nil-yar1 degismeli-I halka olarak adlandirildi. Nil-yar1 degismeli-I
halkalar; yar1 degismeli olmayan biiyiik bir halka sinifin1 olusturmaktadir. Bu boliimde,
Anderson ve Camillo’nun sonuglarinin degismeli olmayan bir genellestirilmesini vermek
icin yar1 degismeli halkalarin bir genellestirilmesi olan nil-yar1 degismeli-I halka kavrami
tanitilmustir. Ayrica, R nin nil-yar1 degismeli-I halka olma sarti altinda nil( R[z]) = nil(R)[z]
oldugu ispatlanmistir. Yine, R nil-yar1 degismeli-I halkalarin 2-asallr oldugu gosterilmistir.
Bununla beraber R nin nil-yar1 degismeli-I halka olmasi durumunda R[z| polinom halkasi
ve R[z]/(x™) halkalarinin zayif Armendariz oldugu ispatlanmugtir. [31] de verilen sonuglara

iligkin baz1 genellestirmeler yapilmisgtir.

Tanim 4.1. [34] R bir halka olsun. Eger ab = 0 olacak sekildeki her a,b € nil(R) i¢in
aRb = 0 oluyorsa, R ye nil-yar: degismeli-1 halka denir.

Ornek 4.2. [34] Yar1 degismeli halkalar nil-yar1 degismeli-I halkadur.

Ispat: R yar1 degismeli halka olsun. ab = 0 olacak sekildeki a,b € nil(R) alahm. R yari
degismeli oldugundan ab = 0 i¢in arb = 0 olacak sekilde » € R vardir. Buradan R nin

nil-yar1 degismeli-I oldugu goriiliir. m

Ornek 4.3. [34] Nil-yar1 degismeli-I halkalarim alt halkalar1 da nil-yari degismeli-1 halkadir.

Asagida nil-yar1 degismeli-I olma ozelligine sahip fakat yar1 degisme Ozelli§ine sahip

olmayan halka ornegi verilecektir.

Ornek 4.4. [34] Her indirgenmis R halkasi icin 3 x 3 tipinde matris halkas1 T3(R); nil-yar
degismeli-I halkadir. Buna ragmen yar1 degismeli halka degildir.
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0 a2 a3 0 b2 513

Ispat: Kabul edelimki [ 0 0 as; [ | 0 0 by | € nil(T3(R)) igin

00 0 00 0
0 a1z a3 0 bio b3 0 0 aizba3
0 0 ags 0 0 by | =0o0lsun. Buradan | 00 0 = 0 elde edilir.
00 0 00 0 00 O

R indirgenmis halka oldugundan a;5 Rby3 = 0 seklindedir.

0 a1z az C11 C12 C13 0 by2 bys 0 0 ajacazbag
0 0 ass 0 o9 Co3 00 by | =100 0 = ( elde edilir. Simdi
00 O 0 0 es33 00 O 00 0

T3(R) halkasinin yart degismeli olmadigimi gosterelim.  Fyy, Eey €  T3(R) igin
F11Ey = 0 olmasina ra§men EyjE3F2 = Eip # 0 oldugundan T3(R) yari degismeli
halka degildir. m

Anderson ve Camillou Armendariz halkalarin abelyan oldugunu gosterdi [3]. Baser yari
degismeli halkalarin abelyan oldugunu gosterdi [6, Sonu¢ 2.8]. Buna ragmen
nil-yar1 degismeli-I halkalar abelyanhig1 gerektirmez. Ornek 4.4 teki halka goz Oniine
alindiginda (Fy)? = Es € T3(R) eskare eleman olmak iizere Fy, merkezde olsaydi

E11E12E22 = 0 bulunurdu. Oysa ki E11E12E22 = Elg 7é 0.

Ornek 4.5. [34] R bir halka olmak iizere

Q11 Q12 A13 Q14
0 ag9 a3 a
V(R) = 2EE T, e R0<,j<4
0 O as3 0

0 0 0 au

ile taniml1 V' (R); T4 (R) halkasinin alt halkasidir.

Ornek 4.6. [34] Her indirgenmis R halkas1 i¢in V (R) nil-yar1 degismeli-I olma 6zelligine

sahip fakat yar1 degismeli 6zelligine sahip olmayan bir halkadir.
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Ispat: Kabul edelim ki

0 a1z a13 aa 0 b2 b13 b14
0 0 a3 a 0 0 bysb
28 T ve 2 € nil(V(R)) olsun.
00 0 O 00 0 O
00 0 O 00 0 O
0 a1z aiz as 0 bi2 bi3 b1a 0 0 a12b23 a12b24
00 93 24 00 b23 b24 00 0 0 0
00 0 O 00 0 O 00 O 0
00 0 O 00 0 O 00 O 0

ve a12ba3 = 0, aj2bo4 = 0 bulunur. R indirgenmis oldugundan a;5 Rby3 = 0, a;oRbyy = 0.

Buradan
0 a2 ai3 aiy €11 C12 C13 C14 0 b1z b3 b14
0 0 ags an 0 o2 Co3 Coa 0 0 ba3 bay o
00 0 0 0 0cs0 | {00 00|
00 0 O 0 0 0 cua 00 0 O
0 0 a12c22ba3 a12¢22b24
00 0 0 _9
00 0 0
00 0 0
elde edilir.

Ey1, By € V(R) igin EjqEyy = 0 olmasina ragmen Eyy F1oEsy = E5 # 0. Dolayisiyla
V' (R) halkasi yar1 degismeli degildir. m

Ornek 4.7. [34] R halka olmak iizere

( )
ain 0 aiz aus

0
S(R) = ) G e R0 <, < 4
0 0 aszass

0 0 0 g4

\

seklinde tanimli S(R); T4 (R) nin alt halkasidur.
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Ornek 4.8. [34] Her indirgenmis R halkasi igin S (R) nil-yar1 degismeli-I halka olma

ozelligine sahip fakat yar1 degismeli 6zelligine sahip olmayan bir halkadir.

Ispat: Ornek 4.6 nin ispatina benzer sekilde yapilir. m

Armendariz halka ve zayif Armendariz halka literatiiriinde karsilagilan pek ¢ok ornekte iistel
sifirlh elemanlarin kiimesi nil(R) nin bir ideal formatinda oldugu goriiliir. Ancak Antoine

Armendariz halkalarda bu durumun dogru olmadigina yonelik karsi bir 6rnek vermistir [4].

Ornek 4.9. [4] K bircisimven > 2olsun. R = K < a,bla™ = 0 > halkas1 Armendarizdir.
Fakat nil( R) bir ideal degildir. Ayrica Huh, Lee ve Smoktunowicz bu halkanin yar1 degismeli
olmadigin1 gostermislerdir [20]. Buna gore a,a” ' € R igin aa”' = 0 olmasina ragmen

aba™ ! # 0.

Asagida nil-yar1 degismeli-I halkasi igin nil( R) kiimesinin bir ideal olusturdugu gosterilir.

Teorem 4.10. [34] R bir halka olsun. Eger R nil-yar1 degismeli-I halka ise nil(R), R nin

idealidir.

Ispat: Kabul edelim ki a*™ = 0 olsun. Bu durumda R nil-yar1 degismeli-I halka oldugundan
her r € R igin a™ra™ = 0 dir. Diger taraftan (ara™)?* = ara™ara™ = (ara)(a™ra™) =

(ara)0 = 0 ve 6zel olarak r = a™* € Rigin a™a™ 3a™ = a™ 'aa™ *aa™

~1 oldugundan
a™ ! ara™ € nil(R) dir. a™ (ara™) = a™ra™ = 0 ve R nin nil-yar1 de8ismeli-I halka
olmasindan @™ 'rara™ = 0 elde edilir. ™! (ra)ra™ = 0 esitliginden a™ *raraa™ ! = 0.
Her iki taraf sagdan (ra)? ile ¢arpildiginda ™' (ra)?a™ ! (ra)* = 0 yani (a™ ' (ra)?)* = 0
bulunur. Bu ise ™ !(ra)? € nil(R) olmasidir. Yine R nil-yar1 degismeli-I 6zellifinden
a™ ' € nil(R),a™ Y(ra)* € nil(R) ve a™ ' (ar)?a™ ! = 0 iken ™ (ra)*ra™! = 0.

3¢m=2 = ( bulunur. Yeniden

Buradan a™ !(ra)*ra™ ! = a™ (ra)*raa™ % = a™ (ra)
a™ 2 (ar)*a™=? € nil(R) elde edilir. Islemlere bu sekilde devam edildiginde (ar)*™ = 0
olur ve boylece ar, ra € nil(R) bulunur.

Simdi kabul edelim ki ™ = 0,0" = 0ve k = m+n+ 1olsun. 0 < 7y, 71,...,105,7s < k

i¢in (a + b)F = Z (a" b a™b” ... a"b*). Ber iy + iy + ... +is > mise
) ) ) i1+j1+---+is+js:k )
aa”...a"* = 0veher0 < p < sigin a’” € nil(R) dir. Buradan R nil-yar1 degismeli-I

oldugundan a® b/t a2b%2 . . . a’ Vs = 0 elde edilir. Eger i, +ip+...+i, < mve ji+jo+...+
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Js > nise W12 Js = () ise benzer sekilde a” b1 a’2b’? . . . a'*b’* = 0 bulunur. Dolayisiyla

(a+b)k=0dr m

Sonug 4.11. [31] Eger R yar1 degismeli halka ise nil(R), R nin idealidir.

Ispat: [31, Onerme 3.1] den ispat aciktir. m

Uyar1 4.12. Artin ve Wedderburn’a gore R halkasinin Wedderburn radikali R nin iistel sifirlt
elemanlarin ideallerinin toplamidir. Ny(R) olarak gosterilir. Ayrica Nil,(R), R nin daha

diisiik nil-radikalidir.

Lemma 4.13. [34] Nil-yar1 degismeli-I halkalar 2-asalli dir.

Ispat: nil(R) C Nil,(R) oldugunu gostermek yeterlidir. a € nil(R) olsun. Teorem 4.10
dan nil(R), R nin ideali ve RaR C Nil,(R) dir. R nil-yar1 degismeli-I ve RaR nil ideal
oldugundan RaR € Ny(R) C Nil.(R) elde edilir. Boylece her iistel sifirli eleman i¢in keyfi

bir ideal icerir. m

Uyar 4.14. Teorem 4.10 ile nil-yar1 degismeli-I halka sinifi icin Kothe varsayiminin dogru
oldugu gosterilmistir. Gergekten de tiim nil-yar1 degismeli-1 halkalar 2-asalli dir. 2-asallr

halkalar i¢in de Kothe varsayimi dogrudur.

Asagida 2-asallr olan nil-yar1 degismeli-I olmayan halka 6rnegi verilecektir.

Ornek 4.15. R indirgenmis olmayan herhangi bir halka olsun. Ust iicgensel matris halkas1
T5(R) abelyan degildir. Gergekten de F1, i3 € T5(R) olmak iizere F13E;; = 0 fakat
EnEys # 0.

Ornek 4.16. R indirgenmis bir halka olsun. Ornek 4.15 ten 75(R) nin nil-yar1 degismeli-I
halka olmadig1 ve dolayisiyla abelyan olmadid1 gosterildi. Ancak T5(R), 2-asalli dir.

Sonuc 4.17. [34] Nil-yar1 degismeli-I halkalar nil-Armendarizdir.

Ispat: R nil-yar1 degismeli-I halka olsun. Teorem 4.10 dan nil(R), R nin idealidir. Antoine
gore nil(R), R nin ideali ise R nil-Armendariz halkadir [4, Onerme 2.1]. =

Sonuc 4.18. [34] Nil-yar1 degismeli-I halkalar zayif Armendarizdir.
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Ispat: Sonug 4.17 de nil-yar1 degismeli-I halkalarin nil-Armendariz halka oldugu gosterildi.
Antoine nil-Armendariz halkalarin ise zayif Armendariz halka oldugunu gosterdi [4].
Boylece nil-yar1 de8ismeli-I halkalar nil Armendariz ve nil Armendariz halkalar zayif
Armendariz oldugundan sonug agiktir. Burada nil-yar1 degismeli-I halkalarin yar1 degismeli
halkalarin ve 6zel olarak zayif Armendariz halkalarin bir genellestirilmesi oldugu goriiliir.
Eger nil-yar1 degismeli-I halka ise her n € N i¢in T),(R) iist iiggensel matris halkasi da

nil-yar1 degismeli-I halkadir. Asagida verilen ornek yukaridaki olasiligi kaldirir. m

Ornek 4.19. Herhangi bir R halkas: icin Tj(R) iist iicgensel matris halkasi nil-yar:
degismeli-I degildir. Gergekten 0 # a € nil(R) igin aFyq, Ees € nil(T5(R)) ve
aF11Fo3 = 0 olmasina ragmen aFyq E19 Fo3 = aFE13 # 0 seklindedir.

Simdi asagida bir R halkasi i¢in nil(R); R nin ideali olmasina ragmen nil-yar1 degismeli-I

ozelligine sahip olmayan bir halka 6rnegi verilecektir.

Ornek 4.20. R indirgenmis bir halka olsun. [31, Onerme 2.2] den T4(R) zayif Armendariz
halkadir ve nil(Ty(R)); T4(R) nin bir idealidir. Buna ragmen F\s, F3, € nil(Ty(R)) i¢in
E19E3y = 0 ancak Ei9Fy3Fs, = E14 # 0 oldugundan Ty(R) nil-yar1 degismeli-I halka
degildir.

Lemma 4.21. [34] Nil-yar1 degismeli-I halkalarin sonlu dik ¢carpimlar da nil-yar1 degismeli-I
halkadir.

Ispat: Ilk olarak m’l(HRZ) = Hm’l(Ri) oldugunu gosterelim. Bunu gormek igin

i=0 i=0

m’l<HRi> C Hm‘l(Ri) ve Hm’l(Ri) C m’l(HRZ) oldugunu gostermeliyiz. Simdi
i=0 i=0 i=0 i=0

(ay,az,...,a,) € nil ( H Ri) olsun. Bu durumda (ay, as, ..., a,)* = 0 olacak sekilde k
=0
pozitif tamsayisi1 vardir. Burada her biri = 0,1,...,n i¢in a¥ = 0 elde edilir. Bu ise her

=0,1,2,...,nigin a; € nil(R;). Boylece (ay, as, ..., a,) € | [ nil(R;). O halde
=0

nil ( f[ RZ-) C ngm‘l(m)

1=0
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seklindedir. Simdi (by,bo,...,b,) € H nil(R;) olsun. Bu durumda her biri = 0,1,...,n
i=0

icin b; € nil(R;). Yani her i = 0,1,2,...,n icin b¥ = 0 olacak sekilde k; pozitif

tamsayilart vardir. k = maks(ky, ko, ..., k,) olsun. Buradan (by,bs, ..., b,)* = 0, yani

(by, by, ..., by)k € mz(HRi). O halde
1=0

[[ril(R:) € nit ( 11 RZ-)
i=0 i=0
seklindedir.
(Cll,a,27 ce ,an), (bl,bQ, ce ,bn) € ml(HRz) 191n ((Zl,az, ce ,an)(bl,bz, e 7bn) =0
i=0
olsun. Bu durumda her bir 7,j = 1,2,...,n i¢in a;b; = 0 elde edilir. Her bir ¢ i¢in R; de

nil-yar1 degismeli-1 oldugundan a; R;b; = 0. Boylece (ay, as, . .., a,) H Ri(b1,ba, ..., b,) =
i=0

0 bulunur. Bu ise ispati tamamlar. m

Onerme 4.22. [34] R bir halka ve (2, R nin merkezi diizenli elemanlardan olusan ¢arpimsal
kapal1 alt kiimesi olsun. Bu durumda R nin nil-yar1 degismeli-I halka olmasi i¢in gerek ve

yeter sart Q'R nin nil-yan1 degismeli-I halka olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki Q' R nil-yar1 degismeli-I halka olsun. Nil-yar1 degismeli-I halkalarin
alt halkalar1 da nil-yar1 degismeli-I 6zelliine sahip oldugundan R de nil-yar1 degismeli-I
halkadir. Tersine R nil-yar1 degismeli-I halka olsun. « = u™'a, 8 = v™'b € nil(Q'R)
icin a5 = 0 olsun. Bu durumda her u,v € Q i¢in a,b € nil(R) ve 2 C C(R) oldugundan
af = u~lv~tab = 0 elde edilir. Yani ab = 0. R nil-yar1 deZismeli-I halka oldugundan her
r € Rigin arb = 0. Bdylece her bir v = w™'r € Q7' Ri¢in ayf = (u'a)(w™'r)(v™10) =

(uwv) ™ (arb) = 0 olur ki bu ise Q! R nil-yar1 degismeli-I halka olmasidir. m

Sonug 4.23. [34] R bir halka olsun. Bu durumda R[x] nil-yar1 degismeli-I halkadir gerek ve

yeter sart R[z; z~!] Laurent polinom halkasi nil-yar1 degismeli-1 halkadir .

Ispat: Kabul edelim ki R[z] nil-yar1 degismeli-I olsun. Q = {1,z,2%,...} alindiginda
Rlz;271] = Q7'R[z] olup Onerme 4.22 den R[z;x~!] nil-yan degismeli-I ozelligine
sahiptir. Tersine R[x]| polinom halkasi; R[z; 2| Laurent polinom halkasinin alt halkalari da

nil-yar1 degismeli-I olma 6zelliginin kalittmli olmasindan elde edilir. m
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Asagidaki Ornekte nil-yar1 degismeli-I 0zelligine sahip [ halkast igin; asikar

genislemesi olan 7'( R, R) nin nil-yar1 degismeli-1 6zelligine sahip olmadig1 verilmistir.

Ornek 4.24. [34] R indirgenmis bir halka olsun. Ornek 4.4 te R halkasi iizerine kurulan

3 x 3 tipindeki iist iicgensel matris halkasinin nil-yar1 degismeli-I 6zelligine sahip oldugu

L .. [ab cd . e f
gosterildi. Bunu gormek igin, , € nil(T(S,S)) ve e T(S,9)
0a 0c 0e
ab cd ab e f cd
olmak iizere = 0 ancak # (0. Burada
0a 0c 0a Oe 0c
011 011 011 111 111
a=1000f,b=1]1011|,c=]000],d=]001 [,e=1]1001]ve
000 001 000 00—1 000
111
f = 1010 | seklindedir. (a,b)(c,d) = 0 bulunur. Ancak (a,b)(e, f)(c,d) # 0 olup
000

T(S, S) nil-yar1 degismeli-I 6zelligine sahip degildir.

Onerme 4.25. [34] R yari asal bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(1) R indirgenmistir.
(2) R simetriktir.

(3) R terslenebilirdir.
(4) R yar1 degismelidir.

(5) R nil-yar1 degismeli-I.

ispat: (1) = (3) R halkasi i¢in a,b € R olmak iizere ab = 0 olsun. Bu durumda
(ba)> = b(ab)a = 0 olup ba € nil(R). R indirgenmis oldugundan ba = 0. Yani R
terslenebilirdir.

(3) = (4) R halkasi i¢in a,b € R olmak iizere ab = 0 olsun. Bu durumda R terslenebilir
oldugundan ba = 0. Her r € R igin esitligi r ile ¢arpalim. Buradan b(ar) = 0 ve kabulden
arb = 0 bulunur. Yani aRb = 0.

(4) = (2) R halkasii¢in a, b, c € R olmak iizere abc = 0 olsun. R yar1 degismeli oldugundan
aRbc = 0. Esitligin her iki yani soldan bc ve sagdan a ile ¢arpildiginda bca Rbca = 0 elde
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edilir. R yar1 asal halka oldugundan bca = 0. Bu ise 12 halkasinin simetrik oldugunu gosterir.
(4) = (5) R halkasi i¢in a,b € nil(R) olmak iizere ab = 0 olsun. R yar1 degismeli
oldugundan aRb = 0. Yani R nil-yar1 degismeli-I halkadir.

(5) = (4) R halkasi i¢in a,b € R ab = 0 olsun. Bu durumda (ba)?> = b(ab)a = 0 olup
ba € nil(R). Diger taraftan R nil-yart degismeli-I ve yari asal halka oldugundan ba = 0.
Buradan (arb)(arb) = 0 olup her r € R igin arb € nil(R) ve R nil-yar1 degismeli-I
ozelligine sahip oldugundan (arb)R(arb) = 0. Buradan R nin yine asal halka olmasindan

arb = 0 bulunur. Yani R yar1 degismelidir. m

Sonug 4.26. [34] R von Neumann diizenli halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir:

(1) R indirgenmistir.
(2) R simetriktir.

(3) R terslenebilirdir.
(4) R yar1 degismelidir.

(5) R nil-yar1 degismeli-I.

Ispat: (1) = (2) R halkas1 icin a, b, ¢ € R olmak iizere abc = 0 olsun. (bca)? = be(abc)a =
0 olup bea € nil(R) ve R indirgenmis oldugundan bca = 0 yani R simetriktir.

(2) = (3) R halka olmak iizere a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda 1ab = 0. R simetrik
oldugundan 1ba yani ba = 0 olup R terslenebilirdir.

(3) = (4) R halkast icin a,b € R olmak iizere ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan
ba = 0 herr € Rig¢in bar = 0 ve arb = 0. Yani aRb = 0 olup R yar1 degismelidir.

(4) = (5) R halkas1 i¢in a,b € nil(R) olmak iizere ab = 0 olsun. nil(R) C R ve R yar
degismeli oldugundan a Rb = 0.

(5) = (1) R halkasi i¢in @ € R olmak iizere a*> = 0 olsun. a € nil(R) ve R nil-yar
degismeli-I halka oldugundan aRa = 0. R von Neumann regular halka ve a € aRa = 0

oldugundana = 0. m

Tamm 4.27. [36] I; R halkasinin sag yada sol ideali olmak iizere eger a, b € /I i¢in ab € I
olmas1 aRb C [ olmasini gerektiriyor ise [ ya nil-yar1 degismeli-1 6zelligine sahip ideal

denir. Burada /T = {s € R| Bir n pozitif tamsayisi i¢in s" € I }.
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Lemma 4.28. [34] R bir halka ve I; R nin bir ideali olsun. Bu durumda R/I nin nil-yar

degismeli-I halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart / nin nil-yar1 degismeli-I ideal olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki R := R/I nil-yar1 degismeli-I halka olsun. a,b € VT olmak iizere
ab € I olsun. Buradan a",0™ € I olacak sekilde n, m pozitif tamsayilar1 vardir. Yani
a® = 0,b™ = 0 ve ab = 0. Kabulden aRb = 0. Dolayisiyla aRb C I elde edilir. Boylece [
nil-yar1 degismeli-I idealdir.

Tersine kabul edelim ki; I nil-yar1 degismeli-I ideal olsun. @,b € nil(R/I) olmak iizere
ab = 0 olsun. Buradan @* = 0 ve b = 0 olacak sekilde k, ¢ pozitif tamsayilar1 vardir ve
ab € I. Kabulden aRb C I olup aRRb = 0 elde edilir. Bu ise R/I boliim halkasinin nil-yari

degismeli-I olma 6zelligine sahip oldugunu gosterir. m

Tamim 4.29. R bir halka, U; R nin bir alt kiimesi olmak iizere,
rir)(U) = {r € R|Ur = 0} ve lur) (U) = {l € R|rU = 0}

seklide tanimlidir.

Onerme 4.30. [34] R halkasi igin asagidaki ifadeler denktir :

(1) R nil-yar1 degismeli-I halkadir.
(2) Her U C nil(R) igin rp;p)(U), R nin idealidir.

(3) Her V' C nil(R) i¢in l,,;(ry(V'), R nin idealidir.

Ispat: (1) = (2) Kabul edelim ki R nil-yar1 degismeli-I halka olsun. r € Tri(r)(U) olmak
tizere R nil-yar1 degismeli-I olma 6zelligine sahip oldugundan Ur = 0 ve URr = 0 elde
edili. Yani Rr C 7,y (U). Ayrica Ur = O oldugundan UrR = 0. Dolayisiyla
rR € roamr)(U). Her r,s € rpur)(U) icin Ur = 0 ve Us = 0. Buradan U(r + s) =
Ur+Us =040 = 0 elde edilir. Boylece r + s € r,,;(r)(U). Bu yiizden her bir U C nil(R)
i¢in 7,y (U), R nin idealidir.

(2) = (1) a,b € nil(R) olmak iizere ab = 0 olsun. U = {a} C nil(R) alindiginda
b € 1) (U) elde edilir. Kabulden her r € R igin rb € rpr)(U) olup Urb = 0 yani
arb = 0 bulunur. Boylece R nil-yar1 degismeli-I halkadir.

(1) = (3) ispat1 (1) = (2) ye benzer sekide yapilir. ®
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Onerme 4.31. [34] R nil-yar1 degismeli-I halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler vardir:

(1) Her U C nil(R) igin R/rp; g (U) nil-yar1 degismeli-I halkadur.

(2) Her V' C nil(R) i¢in R/l,yry (V') nil-yar1 degismeli-I halkadir.

Ispat: @,b € nil(R/rmury(U) olmak iizere ab = 0 olsun. Bu durumda a” = 0,b™ = 0
olacak sekilde n, m pozitif tamsayilar1 vardir. Yani; a”, 0™ € 7,,(g)(U) elde edilir. Buradan
a,b € nil(R) ve ab € rp;r) (U) oldugundan Uab = 0 seklindedir. R nil-yar1 degismeli-I
oldugundan her r € R i¢in Uarb = 0. Ayrica nil(R); R nin ideali oldugundan arb €
rni(ry(U) bulunur. Béylece her r € R igin arb = arb = 0 elde edilir. Bu ise R/7ir)(U)
boliim halkasinin nil-yar1 degismeli-I 6zelligine sahip oldugunu gosterir.

(2) nin ispat1 (1) e benzer sekilde yapilir. m

4.1. Nil-Yar:1 Degismeli-1 Halkalarin Polinom Genislemeleri

Kim ve Lee , R terslenebilir iken R|x] yar1 degismeli olmayacak sekilde ornek verdiler
[22, Ornek 2.1]. Hirano R yar1 degismeli halka iken R[x] te yar1 degismeli halkadir iddasinda
bulundu [15]. Ancak [20, Ornek 2] de bu iddianin yanlis oldugu gosterildi. [4, Teorem
5.3] teki nil-Armendariz halkalar igin nil(R[x]) = nil(R)[x] olup olmadig1 buna denk
olarak nil halkalar iizerinde polinom halkalarinin nil olup olmadig1 sorusu soruldu. Amitsur,
sayillamayan K-cebirleri icin bu ifadenin dogrulugunu ispatladi [2]. Ancak son zamanlarda,
[40] ta Agata Smoktunowicz, sonucun sayilabilir alanlar {izerindeki cebirler i¢in dogru
olmadigin kanitladi.

R bir halka ve f(z) = ap + a1x + ... + a,2™ € R[z] olsun. Cy; f nin katsayilar kiimesini

gostersin.

Lemma 4.32. [34] R nil-yar1 degigsmeli-I halka olsun. fifs...f, € R[z] olmak iizere
Cf1f2...fn Q ml(R) ise Ofl Cf2 .. Cfn Q ml(R)

Ispat: R nil-yar1 degismeli-I halka oldugundan ve teorem 4.10. dan nil(R); R nin idealidir.

Sonug [31, Onerme 3.3] ten elde edilir. m

Sonug 4.33. [34] Eger R nil-yar1 degismeli-I halka ise nil(R[z]) C nil(R)[x].
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Teorem 4.34. [34] Eger R nil-yar1 degismeli-I halka ise nil(R[x]) = nil(R)|x].

Ispat: Sonu¢ 4.33 te nil(R[z]) C nil(R)[z] oldugundan diger hesaplamay1 yani;
nil(R)[z] C nil(R[x]) gostermeliyiz. ap+ a1z + ...+ a,z" € nil(R)[x] olsun. Bu durumda
ag,ai, .. .,a, € nil(R). Kabul edelimki; i = 0,1,...,ni¢ina;" = 0 olacak sekilde m; > 0

vardir. k = mg + mq + - - - + m,, + 1 olsun. Bu durumda;

nk
@t tat e =3 (Y )

s=0 “ip+ig+-Fig=s

iy iy - . . a;,, € {ag,ai,...,a,} disinelim. a; a;, ...aq; da yer alan ag mn sayisi mg dan

fazla ise a; a;, ...a; elemamm boal'bial ...bi_1altb, olarak vyazarz. Burada
172 0 0 0

k
1 < 71,0205 0emo < Jj1+ g2+ ...+ gy ve her bir 7 icin 0 < ¢ < ¢ olmak lizere
bi; {ag,ai,...,a,} deki bazi elemanlarin ¢carpimina ya da 1 e esittir. a61+j2+"‘+jt =0
ve R nil-yar degismeli-I oldugundan a)bya?a? ... a} = 0 elde edilir. Teorem 4.10 dan
al'by,al?a? ... al € nil(R) bulunur. Burada nil-yar1 degismeli-I olma ozelliginden;
al'byal?baalPalt .. a%t_lagf — 0. Bu isleme devam edildiginde bya} bya)) ... b;_1al'b, = 0

olur ve buradan a; a;, ...a;, = 0 bulunur. Eger a; a;, ...a; lerin sayis1 m; den daha

k
biiyiikse benzer sonugla a;, a;, . . . a;, = 0 ve buradan
nk
S
E ( E ailaiQ...aik)$ = 0.

s=0 i1+io+-+ip=s

Buise f(x)F = 0 yani f(z) € nil(R[z]). =

[31] de; R halkasimin yari degismeli olmasi durumunda nil(R[z]) C nil(R)[z] oldugu

ispatlandi.

Sonug 4.35. [34] Eger R yar1 degismeli halka ise bu durumda nil( R[x]) = nil(R)[x] saglanir.

Ispat: Eger R yari degismeli halka ise R nil-yar1 degismeli-I halkadir. Teorem 4.34 ten

sonug aciktir. W

Teorem 4.36. [34] Eger R nil-yar1 degismeli-I ve Armendariz halka ise bu durumda R[x]

polinom halkasi nil-yar1 degismeli-I halkadir.
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Ispat: f(r) = Z a;x', g(z) = Z bz’ € nil(R[z]) olsun. R nil-yari degismeli oldugundan
=0 =0
Teorem 4.34 e gore nil(R[x]) = nil(R)[z]. Dolayisiyla 0 < ¢ < m,0 < j < n i¢in

a;,b; € nil(R). Kabul edelim ki; f(z)g(z) = 0. R Armendariz halka oldugundan her i, j

P
i¢in a;b; = 0. Nil-yar1 degismeli-I 6zelliginden; a; Rbj = 0. Her bir h(z) = Z crx® € R[]
k=0

polinomu i¢in f(z)h(x)g(x) = Z ( Z aickbj)xs = 0. Yani f(z)R[z]g(z) =0

s=0 i+j+k=s
olup R[z] nil-yar1 degigsmeli-I halkadir. m

Teorem 4.37. [34] Eger R nil-yar1 degismeli-I halka ise bu durumda R[z] polinom halkasi

zay1f Armendariz halkadir.

p q
Ispat: F = Z fiyt, G = Zgjyj € R][y] olmak iizere FG = 0 olsun. Burada
=0 =0

fi= Z atx® ve g; = Z b{ 2" seklindedir. [3, Teorem.1] gore R nil-yar1 degismeli-1 halka
s=0 t=0
oldugundan ve Teorem 4.10 dan a’b] € nil(R). Boylece her bir i, j, s, icin Z albl €
s+t=k

m; i) MG

nil(R). Teorem 4.34 ten f;g; = (Z aiﬁ) (Z b{xt) = Z ( Z aib{)xk € nil(R[x)).
s=0 t=0 k=0 s+t=k

Bu durumda R[z] zayif Armendarizdir. m

Sonug 4.38. [31, Teorem 3.8] Eger R yar1 degismeli halka ise R[z] zayif Armendariz
halkadir.

Teorem 4.39. [34] Eger R nil-yar1 degismeli-I halka ise her n pozitif tamsayist i¢in
R[x]/(z™) zayif Armendariz halkadir.

Ispat: Kabul edelim ki R nil-yar1 degismeli-I halka olsun. R = R[xz]/(z") ile tanmlansin, R
deki elemanlar w ile degistirilirse u™ = 0 i¢in R[z]/(z") = R[u] = R+ Ru+ Ru®>+ ...+
p
Ru™' seklindedir. Burada fg = 0 olacak sekilde f, g € R[u][y] olsun. Ayrica f = Z fi
=0

q n—1 n—1
ve g = Z gjyj seklinde tanimlidir. f; = Zaius, g = Zb@ut olmak tizere f ve g
§=0 5=0 t=0
P n—1 n—1 P
de yerine yazildiginda f = Z <Z aius) Y = Z <Z aiyi) u® elde edilir. Buradan

i=0 N s=0 s=0 * =0
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Islemler yapildiginda k = 0,1,...,n — 1 icin

q

> (L) (i) -0 @n

s+t=k 7=0

denklemi elde edilir. 0 < i < pve 0 < j < ¢ olmak iizere a’b] € nil(R) oldugunu

gostermek igin her s +¢ = 0,1,...,n — 1 icin s + ¢ lizerinde tiimevarim uygulanir. Ilk
p q

olarak eger s +t = O ise s = ¢t = 0 dir. Boylece (Z af)y") (Z béyj) = 0 elde edilir.
i=0 =0

Sonug 4.17 ye gore R nil-yar1 degismeli-I oldugundan zayif Armendariz halkadir. Buradan

0<i<pve0<j<qgigin af)bé € nil(R) elde edilir. Daha sonra k < n — 1 olacak sekilde

0<i<pve0<j<qicina'bl € nil(R) olsun. Ispati tamamlamak i¢in s + ¢t = k olacak

sekildeki her s, t icin a’b] € nil(R) oldugu gosterilecektir. Bulunan (4.1) denkleminden

-3 (L) () - S5 (S an)

s+t=k s+t=k =0 i+j=l

p+q ' p+q '
S (X T -Y (XX an)y
1=0 =0

s+t=ki+j=I i+j=l s+t=k

islemleri yapildiginda

Z a’t? = 0

s+t=k
071 1,0 __
g agb, + E agby =0...,
s+t=k s+t=k
07.p+ 17p+tq—1 0
g a by + g a T+ + E a?tip) = 0
s+t=k s+t=k s+t=k

esitlikleri bulunur. Eger s > 1, ise k — s < k. Burada timevarim hipotezinden adb} _ €

nil(R) olur ve b)_.aj € nil(R). Boylece R nil yari degismeli-I oldugundan a0} ,af +

a9b? ,ad + ...+ adbiay € nil(R) elde edilir. Eger Z a’b) = 0 sagdan a ile carpilirsa
s+t=k
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adbdad € nil(R) bulunur ve bu yiizden adb} € nil(R) dir. Daha sonra ayni denklem sagdan

a{ ile garpilirsa

0 = agbgay + ajby_,a] + ajb)_,al + ... + ajbyal
alb)_al = —agbpay — (a9b)_,al + ... + adbya?)
Burada ab} € nil(R) oldugundan ajblal € nil(R) ve hipotezden a30? ,a?, ... adb3a? €

nil(R). R nil-yari degismeli-1 oldugundan a0} _,

€ nil(R) bulunur. Benzer sekilde iglemlere
devam edildiginde a3b} , € nil(R), ..., adb) € nil(R) elde edilir. Her s, ¢ i¢in s+t = k ve
her ¢, j icin < + 7 = 0 olmak iizere asb{ € nil(R) oldugu ispatlanmig olur. Simdi varsayalim
ki her s,ti¢in s +t = k ve her 4, j i¢in ¢ + j = [ olmak lizere [ < p + ¢ olacak sekilde
a’b] € nil(R) olsun. Her s, t icin s+t = k ve her i, j icin i+j = [ olmak iizere a’b} € nil(R)
oldugu gosterilecektir. Eger ¢ < k ise tiimevarim hipotezinden adb! € nil(R) ve boylece

blad € nil(R). Bgeri > 1lisel —i < 1 olur. p + ¢ iizerinde uygulanan timevarim

hipotezinden, her i > 1 igin aJb " € nil(R) ki bunun anlami b; ‘al € nil(R).

> ali+ > albit o+ ) db) =0

s+t=k s+t=k s+t=k
denklemi sagdan a ile ¢arpilirsa ajblad € nil(R) ve bu yiizden afbl € nil(R) bulunur.
Benzer sekilde her s, ¢ icin s +t = k ve her 4, j i¢in 7 + j = [ olmak iizere a’b] € nil(R)
oldugu gosterilebilir. Boylece tiimevarim hipotezinden her 0 < i < p, 0 < j < g ve s,t igin
s+t=0,1,...,n—1olmak iizere a’b] € nil(R) elde edilir.

n—1 n—1 2n—2 n—1
o= (St ) (St ) = 30 (3 i)t =50 (0 ittt
s=0 k=0

t=0 s+t=k k=0 s+t=k

Burada R nil-yar1 degismeli-I oldugundan ve Teorem 4.10 dan Z a'b] € nil(R). Boylece
s+t=k
Teorem 4.34 ten f;g; € nil(R[u]) oldugu agiktir. Bu da R[u] nun zayif Armendariz oldugunu

ispatlar. m

Sonuc¢ 4.40. [31, Teorem 3.9] R bir halka olsun. Eger R yar1 degismeli halka ise her n

pozitif tamsayist i¢in R[x]/(z") zayif Armendarizdir.

[31, Teorem 3.6] da R halkasi ve R nin [ ideali i¢in eger R/I zayif Armendariz ve I yar1

degismeli (birimsiz halka) ise bu durumda R nin zayif Armendariz oldugunu ispatladilar. Liu
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ve Zhao’ nun sonucu benzer bir ispatla asagidaki gibi

genisletilebilir.

Onerme 4.41. [34] R bir halka, I; R nin ideali olsun. Kabul edelimki R /I zayif Armendariz

olsun. Eger [ nil-yar1 degismeli-I halka ise bu durumda R zayif Armendariz halkadir.

Tamim 4.42. R bir halka olsun. Eger
aa(a) € nil(R) < a € nil(R)

saglaniyorsa R ye zayif a-kati halka denir.

Tanim 4.43. [36] R bir halka olsun. Eger p = Zaixi ve ¢ = ija:j € R[z;q]
=0 =0

polinomlart i¢in pg = 0 iken her 0 < i < m 0 < j < nigin a;0’(b;) € nil(R) saglaniyorsa

R halkas1 zayif a-skew Armendarizdir.

Onerme 4.44. R bir zayif a-kat1 halka ve nil(R), R nin ideali olsun. Bu durumda asagidakiler
vardir. [36, Onerme 2.3].

(1) Eger ab € nil(R) ise her m,n pozitif tamsayilart i¢in aa™(b) € nil(R), a"(a)b €
nil(R).
(2) Eger bir k pozitif tamsayist i¢in o (a)b € nil(R) ise bu durumda ab, ba € nil(R).

(3) Eger bir ¢ pozitif tamsayisi igin ac’ (b) € nil(R) ise bu durumda ab, ba € nil(R)
ispat:

(1) Eger ab € nil(R) ise a(ab) = afa)a(b). nil(R),R nin ideali oldugundan
ba(a)a(b)a?(a) = ba(a)a(ba(a)) € nil(R) elde edilir. Bu durumda ba(a) € nil(R)
ve a(a)b € nil(R) olur. Bu sekilde iglemlere devam edildiginde her m pozitif tamsay1si
icin o™ (a)b € nil(R). Benzer sekilde ba € nil(R) igin de her n pozitif tamsayist i¢in
a"(a)b € nil(R) ispatlanir.

(2) Eger her k pozitif tamsayisi igin o* (a)b € nil(R) ise
o (a)a®(b) = o (ab) = a(a" 1) (ab) € nil(R).
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Boylece nil(R), R nin ideali oldugundan (a*~!(ab))a((a*~1)(ab)) € nil(R) ve tanim
geregi o ~1(ab) € nil(R) bulunur. Bu islemlere devam edildiginde ab € nil(R) elde

edilir.

(3) (2) deki yontem kullanilarak ispatlanir.

[36, Teorem 3.3] de nil(R), R nin ideali iken R zayif a-kati olmasi durumunda R nin
zayif a-kati Armendariz oldugu ispatlanmistir. [36, Teorem 3.9] da R zayif a-kat1 ve yari
degismeli halka olmasi durumunda R[z| in zayif a-kati Armendariz oldugu ispatlanmustir.
Benzer bir ispatla daha genel bir sonuca ulagilir. Ornek 4.4, 4.6, 4.8 de R a-kat1 halka alinirsa
o zaman nil-yar1 degismeli-I halkalarin alt halkalar1 da nil-yar1 degismeli-I oldugu goriiliir
[36, Teorem 3.1]. Ancak yar1 degismeli olmayan zayif a-kat1 olan c¢esitli halka ornekleri
vardir. [14] de a-uyumlu halkalar tanitilmig ve incelenmigtir. R bir halka ve her a,b € R
iken ab = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart ac(b) = 0 olmast durumunda R halkasina a-kati
denir. Bu durumda « nin birebir endomorfizma oldugu aciktir. Ayrica [14, Teorem 2.2] de
R bir halka olmak iizere R nin a-kati olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin a-uyumlu ve

indirgenmis olmasidir.

Teorem 4.45. [34] R bir halka olsun. Eger R zayif a-kati ve nil-yar1 degismeli-I halka ise

R|x] zayif a-skew Armendariz halkadir.

Ispat: fg = 0 olacak sekilde f,g € R[z][y;a] olsun. f = fo + fiy + ... + fy” ve

m;

g = go + g1y + ... + g.y? seklide tanimhdir. Varsayalim ki f; = Z alr® olsun. i =
s=0
0,1,2,...,p olmak iizere m = maks{m;} i¢in her f; = Z a’x® yazilabilir. [36, Teorem
s=0

2.4]de a(1) = 1 ve zy = yx. Her a € R igin za = az. Boylece

P> (S )y =3 ()

1= s=0 s=0
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Benzer sekilde her g; i¢in g; = Z b{ 2" yazilabilir. Buradan
t=0

=Y (S )y =3 (L)
§j=0 N t=0 t=0 N j=0

bulunur. fg = 0 oldugundan asagidaki denklem elde edilir.

> (Z )(Zbﬂ ):O,k:O,l,...,m—l—n (4.2)

s+t=k =0

Her s, ticin s+t = 0,1, ..., m+n iizeride tiimevarim yontemini kullanarak her 0 <7 < pve
0 < j < nigina’a’(bl) € nil(R) oldugunu gosterelim. ilk olarak s +¢ = O igin s = ¢ = 0
olur ve (i aéyi> (i by’ ) = 0 bulunur. Teorem 4.10 a gore nil(R), R nin idealidir.
Boylece R zayif a-kati ve nil(R), R nin ideali oldugundan R zayif a-skew Armendarizdir
[36, Teorem 3.3]. Bu yiizden her 0 < i < pve 0 < j < n icin aja’ (b)) € nil(R). Simdi
varsayalim ki s +¢ < k ve k < m + n olacak sekilde her 0 < i < pve 0 < j < nicin
aa’(b]) € nil(R) olsun. s+t = kicinher 0 < i < pve 0 < j < nicin a’a/(b]) € nil(R)

oldugunu gosterelim. Denklem 4.7 den

2. (Za )(Zbﬁy> Z%(Zaéof'(b{))yl

i=0 sHt=k 1=0 Ni+j=I

S (X S )y -5 (¥ 3 )

=0 s+t=k i+j=I i+j=l s+t=k
Boylece
070 _ n.
E ayb; = 0;
s+t=k
§ 071 E : 1 0y __
asbt + asa(bt) -
s+t=k s+t=k

Z albl + Z ala() +.. + Z ala! (b)) = 0;

s+t=k s+t=k sHt=Fk

Y aar(bf) =

s+t=k
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Eger s < k ise tiimevarim hipotezinden a%b) € nil(R) ve buradan bJa’ € nil(R) yazilabilir.

Z alb) = 0 esitligi soldan b ile garpilirsa bJadb? + b3al) | + - - + b3al b9 € nil(R).
s+t=k
Buradan R nil-yar1 degismeli-I oldugundan b3a2b% € nil(R) ve b3a? € nil(R) bulunur.

Dolayisiyla alby € nil(R) olur. Eger aymi esitlik soldan 8! ile ¢arpilirsa 6%a? 09 = (b9adb?+
Bt -+ a_B0) — Bt = — () — (R, — - — (Bal_ ) —
b9(abl) € nil(R) bulunur. R nil-yari degismeli-1 oldugundan af .8 € nil(R). Benzer
sekilde iglemlere devam edilirse a) ,b5 € nil(R),...,adb) € nil(R) oldugu goriilir.
Oyleyse her s,t icin s +t = k ve her 7, j i¢in i + j = 0 olmak iizere alo/(b]) € nil(R)
oldugunu gostermeliyiz. Varsayalim ki her s,¢ igin s +¢ = k ve her 4,5 icin ¢ + j < [
olsun. Her s, t i¢in s +t = k ve her i, j icin 7 4+ j = [ olmak iizere a’o/(b]) € nil(R). Eger
s < k ise tiimevarim hipotezinden a’a’(b3) € nil(R). Onerme 4.44 ten a’b) € nil(R) ve bu
sebeple bYa’ € nil(R). Eger i < [ ise [ iizerinde tiimevarim hipotezinden a%b) € nil(R) ve

bu yiizden bjaj, € nil(R) dir. Z a’bl + Z ata (b + Z o (b?) denklemi
s+t=k s+t=k s+t=k
sol taraftan ] ile ¢arpilirsa nil(R), R nin ideali oldugundan b3ala!(b3) € nil(R) bulunur.

Boylece bjal ol (b))l (al) = blalal(b5al) € nil(R). Dolayisiyla bal € nil(R) ve buradan
at by € nil(R) oldugu goriiliir. Onerme 4.44 ten al.a! (b)) € nil(R) bulunur. Benzer sekilde
islemler yapilarak her s,t icin s +t = k ve her i, j i¢in i + j = [ iken ala/(b]) € nil(R)
elde edilir. Boylece tiimevarim ispatlanmis olur. Yani her s,ticin s+t =0,1,...,m+n

ve heri,ji¢in0 <i<pve0 < j < qikenalai(b}) € nil(R)

m n m n m+n

fia(g;) = Zalxsoﬂ(z b{xt) = Z ai$s(2ai(bg)xt) = Z ( Z aio/(b{)) 2"
s=0 =0 s=0 =0 k=0 s+i=k

R nil-yar1 degismeli-1 oldugundan ve Teorem 4.10 dan Z o' (b)) € nil(R). Teorem

s+t=k
4.34 ten f;a'(g;) € nil(R[z]). Boylece R[z] zayif a-skew Armendariz halkadir. m

Sonug 4.46. [36, Teorem 3.9] R zayif a-kat1 ve yar1 degismeli halka ise R[z| zayif a-skew

Armendariz halkadir.

Sonuc 4.47. [34] R zayif a-kati ve nil-yar1 de8ismeli-I halka olsun. Bu durumda

Rlz]/ < 2™ > zayif a-skew Armendariz halkadir.

Sonug 4.48. R zayif a-kat1 ve yari1 degismeli halka olsun. Bu durumda R[z]/ < 2™ > zayif
a-skew Armendariz halkadir [36, Teorem 3.10].
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5. NIL-YARI DEGISMELI-II HALKALAR

Bu béliimde nil-yar1 degismeli halkalar i¢in yeni bir tanimlama yapilacak ve genislemeleri

incelenerek ornekler verilecektir.

Tamim 5.1. R bir halka olsun. Eger ab € nil(R) iken her r € R i¢in arb € nil(R) ise R ye

nil-yar1 degismeli-II halka denir.

Uyar1 5.2. [8] R halkasi nil-yar1 degismeli-II halkadir gerek ve yeter sart n > 2 ve
ai,as,...,a, € Rigin ayas .. .a, € nil(R) iken ayrasry . .. ay_17r,_1a, € nil(R) olacak

sekilde 1,79, ...,7,—1 € R vardir.

Ispat: R nil-yar1 degismeli-II halka olsun. Her ay, as, ..., a, € Ricina,as . .. a, € nil(R).

R nil-yar1 degismeli-II oldugundan
airias . .. a, € nil(R)

ajriasrs . . . a, € nil(R)

a17m1a2Ts - . . Ay 1Tn_10, € Nil(R)

bulunur. Yani; 71,79, ...,7,—1 € Ri¢in a1riasry . ..ap_17m—16, € nil(R). Simdi n > 2
ve aj,as,...,a, € Rigin ajay...a, € nil(R) oldugunda airiasry,...an 17p_1a, €
nil(R) olacak sekilde r1,79,...,7,_1 € R olsun. n = 2 i¢in R nin nil-yar1 degismeli-II
oldugunu gostermek yeterlidir. ajas € nil(R) oldugunda a;rias € nil(R) olur. R nil-yar

degismeli-1II halkadir. m

Sonug 5.3. [8] R nil-yar1 degismeli-II halka olsun. a € nil(R) ve r € R olmak iizere
ar,ra € nil(R). Yani R halkasindaki her a € nil(R) i¢in aR ve Ra; R halkasinn tek tarafli

idealleridir.

Ispat: a € nil(R) olsun. Bu durumda ¢* = 0 olacak sekilde k pozitif tamsayist vardir.
a*r = 0 ve aa*~'r € nil(R). R nil-yar1 degismeli-II oldugundan ara*~'r € nil(R) ve

arara®=r € nil(R). Bu sekilde igsleme devam edildiginde (ar)™ = 0 olacak sekilde m
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pozitif tamsayis1 bulunur. Dolayisiyla ar € nil(R). Benzer sekilde ra € nil(R) oldugu

gosterilir. m

Teorem 5.4. [8] R bir halka ve I; R nin ideali olsun. Eger I ve R/I nin her ikiside nil-yari
degismeli-1II halka ise 12 de nil-yar degismeli-II halkadir.

Ispat: I ve R/I nil-yar degismeli-II halka olsun. a,b € R olmak iizere ab € nil(R) olsun.
Bu durumda (ab)* = 0 olacak sekilde k pozitif tamsayist vardir. R = R/I,a =a+I,b =
b+1 ve 7 = r+1 olmak iizere ab € nil(R). Burada R nil-yar1 degismeli-II oldugundan a7b €
nil(R) olur. (arb)" € I olacak sekilde bir n pozitif tamsayist vardir. s = 1,2,...,k — 1 igin
rb(arb)"ar, (arb)"a, b(ab)*(arb)" € I. (ab)* = 0 oldugundan [(arb)"a][b(ab)* ! (arb)"] =
(arb)™(ab)*(arb)™ = 0 seklindedir. Burada iki koseli parantez arasina rb(arb™)ar eklenirse,
I nil-yan degismeli-II oldugundan (arb)"a(rb(arb)™ar)b(ab)*=*(arb)™ € nil(I) bulunur.
Buradan (arb)***2(ab)*~!(arb)" € nil(I) oldugu goriiliir.

(arb)® 2 (ab)*(arb)™ = [(arb)*2a][b(ab)**(arb)"] € nil(I).
Benzer sekilde yukaridaki isleme devam edildiginde
[(arb)*"2a]rb(arb)™ar[b(ab)* 2 (arb)"] € nil(I)

elde edilir.  Yani; (arb)®*4(ab)*~2(arb)® € nil(I). Siirece devam edildiginde

(arb)*+2m+2k ¢ nil(I) C nil(R) bulunur. Boylece R nil-yar1 degismeli-II halkadur.

Sonug 5.5. [8] R bir halka ve I C nil(R); R nin bir ideali olsun. Bu durumda R nil-yari
degismeli-II halkadir gerek ve yeter sart R/ nil-yar1 degismeli-1II halkadir.

Onerme 5.6. [8] R bir halka ve n > 2 olsun. Bu durumda R nil-yar1 degismeli-II halkadir
gerek ve yeter sart 7, (R) halkasi nil-yar1 degismeli-II halkadir gerek ve yeter sart R[z|/(x™)
halkas1 nil-yar1 degismeli-1I halkadir.

Ispat: Nil-yari degismeli-II halkalarin sonlu dik toplamlari da nil-yari degismeli-II halkadur.
T.(R)/Nil*(T,(R)) = €, ,R/Nil*(R) oldugundan Sonu¢ 5.6 ya gore T,(R)
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nil-yar1 degismeli-II halkadir. Ayrica R[x]/(z™), T,,(R) nin alt halkasi olan V,(R)

( apgp Ay ... AQp—2 Ap_1 )
apg a1 ... QAp—2
V,(R) = . | laer
Qo aq
\ o

ye izomorf oldugundan R[z|/(z™) nil-yar1 degismeli-II halkadir [9, Teorem 3.9]. m

Onerme 5.7. [8] R nil-yar1 degismeli-II halka olsun. Eger R Armendariz halka ise R[]
nil-yar1 degismeli-II halkadir.

ispat: R Armendariz halka oldugundan nil(R), R nin (birim olmaksizin) alt halkasidir [4,
Sonug¢ 3.3]. Burada R[z| de Armendariz halkadir [3, Teorem 1]. Boylece nil(R)[z] =
nil(R|x])

[4, Onerme 2.7 ve Teorem 5.3]. Kabul edelim ki f(z Z a;x’, g(x Z b; =
Rz] i¢in f(x)g(x) € nil(R[z]) olsun. Ayrlca R Armendanz oldugundan her i,7 icin
a;b; € nil(R) [3, Onerme 1]. Her h(x chx € R[z]i¢in f(z)h(z)g(x) yazildiginda
katsayilari Z a;ciyb; formunda bulunur. R ml—yarl degismeli-II oldugundan a;b; € nil(R)
iken a;ckb; € nil(R). Buradan ) a;cb; € nil(R) elde edilir. Yani f(z)h(x)g(z) €
nil(R)[x] = nil(R[z]). =

Onerme 5.8. [8] R bir halka olsun. Nil-yar1 degismeli-II 6zelligine sahip R halkas: dik

sonludur.

ispat: R halkasiin dik sonlu olmadigini kabul edelim. O zaman ¢, 5, k,l = 1,2,... icin

0 # e;; ve e;ep = Ojxe; birim matrisleri igermelidir [25]. ejje2; = 0 olmasina ragmen
ej1eioea; = eqp sifir olmayan eskare elemandir. Bu ise kabulle celisir. O halde R dik
sonludur. m

Onerme 5.10 un ispati, herhangi bir R halkasi i¢in, M, (R) matris halkasinin, n > 2

oldugunda nil-yar1 degismeli-II olmadigin1 gosterir.
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5.1. «-Uyumluluk Sartim1 Saglayan Yar1 Degismeli Halkalar

R bir halka ve «; R nin bir endomorfizmasi olsun. a,b € R igin ab = 0 < aa(b) =
0 oluyorsa R ye a-uyumlu halka denir. R nin a-uyumlu olmasi icin gerek ve yeter sart

ab=0< aa™(b) =0,n > 0.

Lemma 5.9. [8] R bir aendomorfizmasi icin a-uyumluluk sartin1 saglasin. Bu durumda
aa;y . ..a, =0 < a"(a))a*(ay) ... a" (a,) = 0.
Burada kq, ko, . . ., k,, negatif olmayan tamsayilar ve aq, as, . . . , a,, R nin elemanlaridir.

Ispat: Kabul edelim ki R bir o endomorfizmasi i¢in a-uyumluluk sartini saglasm. Bu

durumda o monomorfizmadir. Ayrica herhangi bir negatif olmayan k tamsayisi icin o

monomorfizmadir. Gergekten; o*(a) = 0 olsun. Bu durumda la(a*~1(a)) = 0 ve R

a-uyumluluk sartin1 sagladigindan of~1(a) = 0 elde edilir. Siirece devam edildiginde a = 0

k

bulunur ki; bu ise " nin monomorfizma oldugunu gosterir.

(
& aM(a))a" (ay. .. a,) =0
& akl(al)ag co.a,=0
& o (a))a*(ay. . .a,) =0
& akl(al)alﬁ(ag)a@(% a,) =0
& aM(ar)a*?(as)(as . .. ap) =0
& o (ay)a*?(ag)a™ (as. .. a,) =0

Islemlere bu sekilde devam edilirse ajay...a, = 0 < af(a1)a*(as) ... a* (a,) elde

edilir. m

Sonug 5.10. R a-uyumlu bir halka olsun. Bu durumda
aay . .. a, € nil(R) < o™ (a))a™(ay) ... o™ (a,) € nil(R)

olmasidir. Ozel olarak, ab € nil(R) < aa(b) € nil(R) olmasidir.
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Lemma 5.11. [8] R yar1 degismeli halka ve «; R nin bir endomorfizmasi olsun. Eger R

a-uyumluluk sartini saglarsa, bu durumda nil( R[z; a]) = nil(R)[x; o.

Ispat: 1k olarak nil(R[z; o)) C nil(R)[z; o] oldugunu gosterelim. R yari degismeli halka
oldugundan 2-asalli ve ayn1 zamanda nil(R) = Nil.(R). R nin endomorfizmas1 olan «,

R/nil(R) nin de endomorfizmasidir. Burada & tanimlanirsa a € R igin
a + nil(R) — a(a) + nil(R)

seklinde gosterili.  R/nil(R) indirgenmis halkadir. R halkast a-uyumluluk sartini
sagladigindan R/nil(R) a-katidir. Bu yiizden R/nil( R)[z; @] halkasi a-skew Armendarizdir.

a: Rlz;a] — R/nil(R)[x; o

ap+ a1z + ... + apx” = ag + nil(R) + (ay + nil(R))z + ... + (an, + nil(R))x"

a homomorfizmadir ve buradan R[z; a]/nil(R)[z;a] = R/nil(R)[x; o] elde edilir. Simdi
f(z) = ap+ ai(x) + ... + apa™ € nil(R[z; a]) igin f(x)* = 0 olacak sekilde bir k pozitif
tamsayis1 vardir. Dolayisiyla f(x) = ag+ay(z)+. .. +d,a™ € R/nil(R[z; &)) igin f(z)* =
0 saglanir. Boylece Lemma 5.13 ten her i = 0, 1,...,n igin @;a'(a@) ... a* Yi(g) = 0.
Lemma 5.11 den a¥ = 0 oldugu goriiliir. Boylece her i i¢in a; € nil(R) elde edilir. Diger
taraftan [30, Onerme 3.4] te nil(R)[z;a] C nil(R[z;a]) oldugu ispatlandi. Dolayistyla

nil(R)[z; o] = nil(R[z; a]) olur ve ispat tamamlanir. m

Teorem 5.12. [8] R yar1 degismeli bir halka olsun. Eger R; R nin bir & endomorfizmasi

icin c-uyumluluk sartin1 saglarsa bu durumda R[z; o nil-yar1 degismeli-II halkadur.

Ispat: Kabul edelim ki f(z) = ag + a12 + ... + a,2", g(x) = by + by + ... + bpa™ €
nil(R[x; a]) igin f(x)g(z) € nil(R[z;a]) olsun. (f(x)g(z))* = 0 olacak sekilde bir k
pozitif tamsayisi vardir ve bu yiizden f(z), §(x) € R/nil(R)[z; o] igin (f(x)g(z))* = 0 du.
Lemma 5.11 den R/nil(R)|[x; a] a-skew Armendarizdir. (f(x)g(z))* = 0 oldugundan her

1=0,1...,nvej=0,1,...,micin Lemma 5.11 den

G0 (b)a'™ (@)att T (by) . atTDHEI (@) gt (5;) = 0
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elde edilir. Boylece Lemma 5.11 den (@;b,)* = 0 bulunur. Buradan da a;b; € nil(R) elde
edilir. Simdi herhangi bir h(z) = ¢y + c1x + ... + 2P € Rx;a] igin f(x)h(x)g(z) €
nil(R)[z; | oldugunu gostermeliyiz. h(x) € Rlzr;a] ve l = 0,1,....p i¢in a;qb; €
nil(R) vardir. nil(R) de f(x)h(z)g(x) islemleri yapildiginda > a;a’(¢;) ot (b;) formunda
katsayilar elde edilir. Boylece Sonug 5.12 den f(x)h(z)g(x) € nil(R)[z; o] = nil(R[z; o).

Sonug 5.13. [30, Teorem 3.1] R yar1 degismeli bir halka ve o, R nin endomorfizmasi olsun.
Eger R a-uyumluluk sartin1 saglarsa, bu durumda R[z; «| zayiflatilmig yar1 degismeli bir

halkadir.

Onerme 5.14. [8] R yari degismeli bir halka ve R nin bir o endomorfizmasi icin R
a-uyumluluk sartin1 saglasin. Eger R a-skew Armendariz ise bu durumda R[z; o] nil-yari

degismeli-1I halkadir.

Ispat: Kabul edelimki f(2) = ag + a12 + ... + apz” ve g(x) = by + bz + ... + bpa™ €
Rlz;a] icin f(x)g(z) = 0 kosulunu saglasin. R, a-skew Armendariz oldugundan her i, j
i¢in a;a'(b;) = 0. Lemma 5.11 den her ¢, j i¢in a;b; = 0 oldugu goriiliir. R yar1 degismeli
oldugundan herhangi bir h(z) = ¢y + 1z + ... + 2P € Rlx;a] ve l = 0,1,...,p i¢in
a;cib; = 0 elde edilir. Yine Lemma 5.11 den a;a’(¢;) ot (b;) = 0 olur ve f(z)h(x)g(z) =0

bulunur. R[z; o] yar1 degismeli halkadir. m

Nil-yar1 degismeli-II halkalar, NI-halkalar ile bir¢ok ortak ozellige sahiptir [21]. Ancak
nil-yar1 degismeli-II olan bir halkanin NI-halkas1 olup olmadig1 sorusunu cevaplamak zordur.
Ko6the varsayiminda nil-yar1 degigsmeli-II olan bir halkanin NI halkas1 oldugunu gosteren
olumlu bir soru varsa olumlu bir de ¢oziimii vardir. Ancak olumsuz bir soru varsa ¢oziimii
de olumsuzdur. Aslinda herhangi bir a € nil(R) i¢cin Ra, R nin sol idealidir ve bu yiizden
Ra C Nil*(R) dir. Benzer olarak aR C Nil*(R) dir. Dolaysiyla a,b € nil(R) i¢in
a,b C Nil*(R) ve bu ylizden a — b € Nil*(R) C nil(R) dir. Bu da Nil*(R) = nil(R)
esitligini verir. Ozellikle eger bir R halkas1 sinirsizlik indeksini sinirladiysa sorunun olumlu
bir cevabi vardir. Bu durumda a € nil(R) i¢in aR, Ra C L — rad(R) [41]. Dolayisiyla
nil(R) = L — rad(R) dir.

Onerme 5.15. [8] R bir halka olsun. Eger R[z] nil-yari degismeli-II ise bu durumda R bir
NI-halkadir.
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Ispat: [2, Teorem 1] e gore herhangi bir R halkasi i¢in I, R nin nil ideali olmak iizere
J(R[z]) = I[z]. Dolayisiyla J(R[z]) C nil(R)[z]| olur. R[x] nil-yar1 degismeli-II halka
oldugundan nil(R[z]) C J(R[x]). Simdi herhangi bir a, b € nil(R) i¢in a,b € nil(R[x]) C
J(R|x]). Boylece a — b € J(R[z]) C nil(R)[x] bulunur yani a — b € nil(R). R, R[z] in alt
halkasi ve nil-yar1 degigsmeli-II oldugundan ab € nil(R) ve bu yiizden nil(R) de R nin alt
halkasidir. Buradan da nil(R), R nin ideali oldugu ve nil(R) = Nil*(R) elde edilir. m

Onerme 5.16. [8] R nil-yar1 degismeli-II halka olsun. Eger nil(R)[z] = nil(R[z]) ise bu
durumda R[z] NI-halkadur.

Ispat: a,b € nil(R) olsun. Sonra a — bx € nil(R)[z] ve bu yiizden a — b € nil(R).
Onerme 5.17 nin ispatinda R nin NI halkas1 oldugu gosterilmistir. 12, NI halkas1 oldugundan
nil Armendarizdir. Buradan nil(R)[x] = nil(R[z]). [4, Onerme 2.3] e gore nil(R[z]), R[z]
in alt halkasidir. Herhangi bir f(z) = 2’”: a;x" € nil(R[z]) ve g(z) = z”: bz’ € R[z] igin

a;b; € nil(R) oldugundan f(z)g(z) eiZTSil(R[x]) dir. Benzer olarak g(]xz)of(x) € nil(R[x])

elde edilir. Boylece nil(R[z]), R[x] in idealidir. m
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6. SOL (SAG) N-YARI DEGISMELI HALKALAR

Tamim 6.1. R bir halka olsun. Eger ab = 0 olacak sekildeki her a € nil(R) ve b € R
icin arb = 0 oluyorsa, R halkasina sol N-yar: degismeli denir. Benzer sekilde eger ab = 0
olacak sekildeki her a € R ve b € nil(R) igin arb = 0 oluyorsa R halkasina sag N-yari
degismeli denir. Halkanin sifir ideali sol (sag) N-yar1 degismeli ise halka da sol (sag)
N-yar1 degismelidir. R halkas1 hem sol hem de sag N-yar1 degismeli ise 12 halkasina N-yart
degismeli halka denir.

Ornek 6.2. Her yari degismeli halka sol (sag) N-yar1 degismeli halkadir. Her sol (sag)
N-yar1 degismeli halka da nil-yar1 degismeli-I halkadir.

{ Yar1 degismeli halka} C {Sol (Sag) N-yar1 degismeli halka} C {Nil-yar1 degismeli-I halka}

Asagida nil-yar1 degismeli olan ancak sol N-yar1 degismeli olmayan halka 6rnegi verilecektir.

Ornek 6.3. Ornek(4.4) te her indirgenmis R halkas1 i¢in T5(R) nin nil-yar1 degismeli-I
halka oldugu gosterildi. Ancak T3(R) halkasi sol N-yar1 degismeli halka degildir.

011 110
Ispat: AB = 0 olacak sekilde A = [ 000 | € nil(T3(R)),B = |00 1 | €
000 00—1
111 011 111 110
T3(R)olsun. C' = [ 011 | € T3(R)igin ACB= | 000 011 00 1 =
001 000 001 00—1

00 —1
00 0 | #0. Dolayisiyla T5(R) sol N-yar1 degigsmeli halka degildir. m
00 0

Onerme 6.4. R sol N-yar1 degismeli bir halka olsun. Herhangi bir e eskare eleman:

icin e Re sol N-yar1 degismeli halkadir.

36



Ispat: cae € eRe iistel sifirli eleman ve ebe € eRe igin (eae)(ebe) = 0 olsun. R sol
N-yar1 degismeli halka olduundan (eae)R(ebe) = 0. Burada e = ¢? € R egkare eleman
oldugundan eae(eRe)ebe = 0. Dolayisiyla e Re sol N-yar1 degismeli halkadir. m

Onerme 6.5. R bir halka olsun. R sol N-yar1 degismeli halkadir gerek ve yeter sart a €
nil(R) icin rg(a) C rr(aR).

Ispat: Gerek sart icin, herhangi bir a € nil(R) ve 2 € 7z(a) igin az = 0 olsun. R sol N-yari
degismeli halka oldugundan aRz = 0. Buradan z € rg(aR) olur. Tersine, a € nil(R) ve
b € Ricin ab = 0 olsun. Buradan b € rgz(a) olur. Hipotezden (aR)b = 0. Boylece R sol
N-yar1 degismeli halkadir. m

Onerme 6.6. R indirgenmis bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler vardr:

( \
abc
(1H S = 0a0 |]ab,c€ R ) bir halka olsun. S sol N-yar1 degismeli halkadir.
00a
J
(
alc W
2 S=<¢| 0abd||ab,ce R} birhalkaolsun. S sol N-yar1 deismeli halkadir.
00a
\
ispat:
0bc uovt
() A= 1000 | € nil(S) stfirdan farkli iistel sifirh elemanve B = | 0w 0 | € S
000 00w

olsun. Varsayalim ki AB = (. Buradan bu = 0 ve cu = 0 denklemleri elde edilir.

R indirgenmis oldugundan R yar1 de8ismelidir. Dolayisiyla herhangi bir 2 € R

Ty z
icin bxu = 0 ve cxu = 0 elde edilir. Herhangi bir C' = 0z0 € S igin
00x
0 bxu cru
ACB=10 0 0 = 0 bulunur. Boylece S sol N-yar1 degismeli halkadir.
00 0
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(2) (1) ile benzer sekilde ispatlanir.

6.1. Sol (Sag) N-Yar1 Degismeli Halkalarin Baz1 Genislemeleri

Bu boliimde, sol (sag) N-yar1 degismeli halkalarin bazi genislemeleri incelenecektir.

Onerme 6.7. R halkas1 sol N-yar1 degismeli halkadir gerek ve yeter sart R halkasinin Dorroh

geniglemesi sol N-yar1 degismeli halkadir.

Ispat: nil(D(R,Z)) = {(r,0)|r € nil(R)} olsun. Gerek sart icin, (a,b) € D(R,Z) ve
(r,0) € nil(D(R,Z)) iken (r,0)(a, b) = 0 olsun. Sonra (ra+br,0) = 0. Buradan ra+br =
Over(a+blg) = 0. R sol N-yar1 degismeli halka oldugundan r R(a+b1x) = 0. Boylece her
(x,y) € D(R,Z) i¢in (r,0)(z,y)(a,b) = (r(z + ylg)(a + blg),0) = 0. Dolayisiyla R nin
Dorroh genislemesi D(R, Z) sol N-yar1 degismeli halkadir. Tersine, r € nil(R), s € R i¢in
rs = 0 olsun. (r,0) € nil(D(r.Z)) i¢in (r,0)(s,0) = 0. Hipotezden (r,0)D(R,Z)(s,0) =
0. Ozellikle z € R igin (r,0)(z,0)(s,0) = 0. Boylece rzs = 0. R sol N-yar1 degismeli
halkadir. m

Simdi 33 tipindeki matris halkasinin 6zel bir alt halkasi olan H ;4 (R) halkasi incelenecektir.

R bir halka ve s, t; R nin merkezinde olmak iizere;

a00
Hep(R) = cde | € Ms(R)|a,c,dye,f € Ra—d=sc,d— f=te
00 f

seklindedir. H, 4 (R) matrislerin bilinen toplama ve ¢carpma islemleriyle bir halkadir.

Ayrica H(s ) (R), M3(R) nin alt halkasidir. Elemanlarr;

sc+te+f 0 O
c te+ f e
0 0 f

formundadir.
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Lemma 6.8. R bir halka ve s, ¢, halkanin merkezinde olsun. Ustel stfirli elemanlarin kiimesi

a00
nil(Hsp)(R)) = cde |la,d, fenil(R),ceeR
00 f
seklindedir.
a00
Ispat: A= | ¢ de | €nil(Hgy(R)) iistel sifirli eleman olsun. A™ = 0 olacak sekilde n
00 f

pozitif tamsayisit vardir. Buradan o = d" = f" = 0. Tersine n, m, k pozitif tamsayilari i¢in

a” = 0,d™ = 0 ve f*¥ = 0 olsun. p = max{n, m, k} olmak iizere A% = 0. m

Teorem 6.9. R indirgenmis halka olsun. Hg)(R) sol N-yar1 degismeli halkadir ancak
indirgenmis halka degildir.

a00
Ispat: R indirgenmis halka ve a € nil(R) olmak lizere A = | ca e | € nil(Hpo(R))
00a

k0O

olsun. R indirgenmis halka oldugundan @ = 0. Simdi B = | [ kn | € Hq,(R) i¢in

00k

AHq0(R)B = 0 olsun. Bu durumda AB = 0 iken ck = ek = 0. ACB = 0 olacak
00

sekildeki herhangibir C' = | y z u | € H(o)(R), her x € Ricin cxk = exk = 0 bulunur.

00x
000
Boylece H,0)(R) sol N-yar1 degismeli halkadir. Ayrica A= [ 101 | € Ho,)(R) olmak
000

tizere A sifirdan farkli bir iistel sifir elemandir. Dolayisisyla H g )(R) indirgenmis halka
degildir. m
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