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Z : Tam sayılar kümesi

nil(R) : R deki üstel sıfır elemanların kümesi

C(R) : R halkasının merkezi

J(R) : R halkasının Jacobson radikali

P (R) : R halkasının asal radikali

R[x] : R üzerinde x bilinmeyen olmak üzere polinom halkası
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T (R,R) : R halkasının aşikar genişlemesi

R[x;x−1] : R üzerindeki Laurent polinom halkası

Cf : f(x) ∈ R[x] olmak üzere f(x) in katsayıları

D(R;Z) : R nin Dorroh genişlemesi
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

ÜSTEL SIFIRLI ELEMANLAR ÜZERİNDE YARI DEĞİŞMELİ
HALKALAR

Ayşe DÜRÜST

Kırşehir Ahi Evran Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Handan KÖSE

Tez temel kavramlar ve dört ana başlıktan oluşmaktadır. Birinci ana başlık "Yarı Değişmeli

Halkalar", ikinci ana başlık "Nil-Yarı Değişmeli-I Halkalar", üçüncü ana başlık "Nil-Yarı

Değişmeli-II Halkalar" ve son ana başlık "Sol (Sağ) N-Yarı Değişmeli Halkalar" olarak

adlandırılmıştır. İlk iki bölüm giriş ve temel kavramlara ayrılmıştır. Üçüncü bölümde yarı

değişmeli halka kavramı tanıtılmıştır. Dördüncü bölümde üstel sıfırlı elemanlar üzerinde

yarı değişme özelliği tanımlanmış olup bu özelliğe sahip halkalar nil-yarı değişmeli-I olarak

adlandırılmıştır. Bu bölümde nil-yarı değişmeli-I olan ancak yarı değişmeli olmayan halka

örnekleri verilmiş; nil-yarı değişmeli-I halkaların ne zaman yarı değişmeli halka kavramına

denk olduğu incelenmiştir. Üstelik nil-yarı değişmeli-I halkaların genişlemeleri: aşikar,

polinom ve Laurent polinom halka genişlemelerine değinilmiştir. Beşinci bölümde nil-yarı

değişmeli halkaların başka bir çeşidi olan nil-yarı değişmeli-II halka kavramı ele alınmıştır.

Bu halkaların da değişmeli olmayan halka teorisinde sınıflandırılması yapılmıştır. Son

bölümde ise Sol (Sağ) N-yarı değişmeli kavramı tanıtılmış ve bazı genişlemelerine yer

verilmiştir.

Temmuz 2020, 52 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Yarı değişmeli halka, Armendariz halka, Zayıf Armendariz halka,

Nil-yarı değişmeli-I halka, Nil-yarı değişmeli-II halka, Sol (Sağ) N-yarı değişmeli halka.
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The thesis consists of abstract, basic concepts, introduction, and four main chapters.

The first main section is "Semicommutative Rings", the second main section is

"Nil-semicommutative-I Rings", the third section is "Nil-semicommutative-II Rings"

and the last main section is Left (Right) N-semicommutative Rings. In the fourth chapter, it

is introduced the property of semicommutativity of rings on nilpotent elements. These rings

are called nil-semicommutative-I rings. It is investigated when nil-semicommutative-I ring

is semicommutative. This chapter also includes some extensions of nil-semicommutative-I

ring: trivial extension, polynomial extension and Laurent polynomial extension. In the fifth

chapter, it is defined the other version of nil-semicommutative rings. This ring is called

nil-semicommutative-II ring. Also, this ring is classified in non-commutative ring theory. In

the last chapter, the "Left (Right) N-semmicomutative Rings" is introduced and some of its

extensions are included.

July 2020, 52 Pages.

Keywords: Semicommutative ring, Armendariz ring, Weak Armendariz ring,
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1. GİRİŞ

Tez boyunca R birimli halkayı gösterecektir. Bell, 1970’ te R halkası için a, b ∈ R olmak

üzere eğer ab = 0 iken aRb = 0 sağlanıyorsa R halkasını IFP (sıfır çarpanlama özelliği)

özelliğine sahip olarak adlandırdı [7]. Simmons II, 1982’ de R halkasının sıfır sıkıştırma

özelliğine sahip olması ile her a ∈ R için a nın sol sıfırlayan l(a) = {r ∈ R|ra = 0}

kümesinin iki-yanlı ideal olması ile denk olduğunu ispatladı [39]. Habeb, 1990 da IFP

özelliğine sahip halkaları sıfır sıkıştırma (zi) özelliğine sahip olarak adlandırdı ve bu özelliğe

sahip halkaların eşkare elemanlarının merkezde yer aldığını gösterdi [12]. Shine ve Narbonne;

IFP özelliği için sırasıyla S I ve yarı değişmeli kavramlarını kullandılar [35, 38]. Tez boyunca;

bu notasyon için yarı değişmeli kavramı kullanıldı.

Halka teorisinde yarı değişmelilik notasyonu önemli ve geniş bir rol oynar. Yarı değişmeli

halkalar ile bu halkaların genelleştirmeleri pek çok bilim insanı tarafından çalışıldı.

Yarı değişmeli halkaların bazı genelleştirmeleri [1, 8, 34] te verildi. R halkası için a, b ∈ R

olmak üzere eğer ab = 0 iken her x ∈ R için axb merkezde oluyorsa R ye merkezi yarı

değişmeli halka denir [43]. Mohammadi ve diğerleri; 2012 de yarı değişmeli halkaların

bir diğer genelleştirmesi olarak nil-yarı değişmeli halka kavramını tanıttılar. R halkası için

a ve b üstel sıfırlı elemanlar olmak üzere eğer ab = 0 iken aRb = 0 sağlanıyorsa R ye

nil-yarı değişmeli halka denir [34]. Herhangi bir karışıklığa yol açmamak için bu halkalar tez

boyunca nil-yarı değişmeli-I notasyonu ile gösterildi. Bu çalışmada R deki bütün üstel sıfırlı

elemanlarının kümesinin; R nin bir ideali olduğu gösterildi. Her yarı değişmeli halkanın

nil-yarı değişmeli-I özelliğine sahip olduğu ancak tersinin doğru olmadığı örneklendirildi.

Nil-yarı değişmeli halkaların bir çeşidi de Chen tarafından verildi [8]. Buna göre R halkası

için a, b ∈ R olmak üzere eğer ab üstel sıfırlı eleman iken aRb; R nin nil alt kümesi oluyorsa

R ye nil-yarı değişmeli halka denir. Herhangi bir karışıklığa yol açmamak için bu halkalar

tez boyunca nil-yarı değişmeli-II notasyonu ile gösterildi.

Tezin son bölümünde N-yarı değişmeli halka tanımlandı. Buna göreR bir halka olmak üzere

eğer ab = 0 olacak şekildeki her a ∈ nil(R) ve b ∈ R için arb = 0 oluyorsa, R sol N-yarı

değişmeli olarak adlandırıldı. Benzer şekilde eğer ab = 0 olacak şekildeki her a ∈ R ve

b ∈ nil(R) için arb = 0 oluyorsaR sağ N-yarı değişmeli olarak adlandırıldı. Sonuç olarakR

1



halkası hem sol hem de sağ N-yarı değişmeli ise N-yarı değişmeli halka olarak adlandırıldı.

Ayrıca sol N-yarı değişmeli halkalar için örnekler verilerek bazı genişlemelerine değinildi.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezde kullanılan temel kavramlar verilmiştir.

2.1. Temel Tanımlar

Tanım 2.1. [4] R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer an = 0 olacak şekilde bir n ∈ N varsa,

bu durumda a ya üstel sıfırlı eleman denir. R halkasının bütün üstel sıfırlı elemanlarının

kümesi nil(R) ile gösterilir.

Tanım 2.2. [26] R bir halka olsun. Eğer e ∈ R için e2 = e oluyorsa, e ye eşkare eleman

denir. Birimli bir halkada halkanın 0R (sıfır) ve 1R (birim) elemanları eşkare elemanlardır.

Örnek 2.3. Z × Z kümesi bileşensel toplama ve çarpma işlemleri ile birlikte bir halkadır.

Bu halkanın eşkare elemanlarının kümesi {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}.

Tanım 2.4. [43] R bir halka olsun.

C(R) = {a ∈ R | her r ∈ R için ar = ra}

kümesine halkanın merkezi denir.

Tanım 2.5. [26] R bir halka olsun. Eğer e2 = e ∈ R merkezde ise e ye merkezi eşkare

eleman denir.

Örnek 2.6. R bir halka ve e,R de merkezi eşkare eleman olmak üzere 1R−emerkezi eşkare

elemandır.

Tanım 2.7. [27] R bir halka ve I; R nin bir ideali olsun. R/I = {x + I | x ∈ R} ile

tanımlansın. Her x+I, y+I ∈ R/I için (x+I)⊕(y+I) = x+y+I ve (x+I)�(y+I) =

xy + I işlemleri ile bir halkadır. Bu halkaya bölüm halkası denir.

Tanım 2.8. [26] R bir halka olmak üzere eğer her a ∈ R için a = aba olacak şekilde bir

b ∈ R varsa R ye von Neumann düzenli halka denir.

Örnek 2.9. Düzenli halkaların direk çarpımları da düzenlidir.

3



Tanım 2.10. [26] R bir halka olsun. Eğer aRa = 0 olacak şekildeki her a ∈ R için a = 0

oluyorsa R halkasına yarı asal denir.

Tanım 2.11. [26] R bir halka olsun. X; R nin boş olmayan bir alt kümesi olmak üzere

rR(X) = {a ∈ R | Xa = 0} ile tanımlanan bu kümeye X in R deki sağ sıfırlayanı denir.

Benzer şekilde lR(X) = {a ∈ R | aX = 0} kümesine ise X in R deki sol sıfırlayanı denir.

Tanım 2.12. [26] R bir halka S ⊆ R olmak üzere eğer S kümesi aşağıdaki özellikleri

sağlıyorsa;

(1) 1R ∈ S

(2) a, b ∈ S için ab ∈ S

S ye çarpımsal kapalı alt küme denir.

Örnek 2.13. Bir halkanın tersinir elemanlarının kümesiR nin çarpımsal kapalı alt kümesidir.

İspat: R bir halka ve U(R) = {r ∈ R | rx = xr = 1R} ile R halkasındaki çarpımsal tersi

olan elemanların kümesi gösterilsin. Bu durumda; 1R1R = 1R olduğundan 1R ∈ U(R). Her

r, s ∈ U(R) için rs ∈ U(R) olduğunu gösterelim. (rs)(s−1r−1) = r(ss)−1r−1 = r1Rr
−1 =

1R ve (s−1r−1)(rs) = s−1(r−1r)s = s−11Rs = 1R olup rs ∈ U(R).

Tanım 2.14. R bir halka, x bir bilinmeyen, a0, a1, . . . an R nin elemanları olmak üzere

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

ile tanımlanan f ye R üzerinde bir polinom denir. R üzerindeki bütün polinomların kümesi

R[x] = {a0 + a1x+ . . .+ anx
n | n ∈ N, ai ∈ R}

olmak üzere

f(x) =
n∑

i=0

aix
i, g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x]

için f(x) ve g(x) polinomlarının toplam ve çarpımı;

f(x) + g(x) =
k∑

i=0

(ai + bj)x
i

4



f(x)g(x) =
m+n∑
i=0

cix
i

şeklinde tanımlanır. Burada k = maks{m,n} ve ct =
t∑

j=0

ajbt−j . Tanımlanan toplama ve

çarpma ile R[x] bir halkadır. Bu halkaya polinom halkası denir.

Tanım 2.15. [42] R bir halka olsun. x bilinmeyen olmak üzere

R[x;x−1] =

{
n∑

i=k

aix
i | ai ∈ R, k ∈ Z

}

(k ve n negatif tamsayı olabilir) kümesi polinomlardaki bilinen toplama ve çarpma işlemleri-

ne göre bir halkadır. Bu halkaya Laurent polinom halkası denir.

Tanım 2.16. [32] R halka ve M bir modül olsun. (r1,m1), (r2,m2) ∈ T (R,M) olmak

üzere

(r1,m1) + (r2,m2) = (r1 + r2,m1 +m2)

ve

(r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 +m1r2)

işlemleri ile bir halkadır. Bu halkaya R nin M tarafından aşikar genişlemesi denir. Özel

olarak

T (R,R) ∼=


 a b

0 a

 | a, b ∈ R


şeklindedir.

Tanım 2.17. [11] R bir halka olsun. R × Z üzerinde ikili işlem aşağıdaki gibi tanımlansın.

(r1, n1), (r2, n2) ∈ R× Z ve ri ∈ R ve ni ∈ Z için i = 1, 2 olmak üzere;

(r1, n1) + (r2, n2) = (r1 + r2, n1 + n2)

(r1, n1)(r2, n2) = (r1r2 + n1r2 + n2r1, n1n2)

işlemleri ile bir halkadır. Bu halkaya R nin Dorroh genişlemesi denir ve D(R,Z) ile

gösterilir.
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Tanım 2.18. R bir halka olmak üzere R üzerindeki n× n tipindeki tüm matrislerin kümesi,

matrislerin bilinen toplama ve çarpma işlemlerine göre bir halkadır. Bu halka Mn(R) ile

gösterilir.

Mn(R) = {[aij]n×n | aij ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n}

R üzerindeki n× n tipindeki tüm üst üçgensel matrislerin halkası ise

Tn(R) = {[aij]n×n | aij ∈ R, i > j, aij = 0, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n}

şeklindedir.

Tanım 2.19. [4] R bir halka olsun. Tn(R) üst üçgensel matris halkasının üstel sıfırlı

elemanlarının kümesi nil(Tn(R)):

nil(Tn(R)) =


nil(R) R R

0
. . . R

0 0 nil(R)


şeklindedir.

Tanım 2.20. Herhangi bir R halkası üzerinde i. satır j. sütunundaki bileşeni 1, diğer

bileşenleri 0 olan matrislere elemanter matris denir ve matris Eij ile gösterilir.

Tanım 2.21. [38] R bir halka olsun. P (R); R nin asal radikali olmak üzere eğer

P (R) = nil(R) ise R ye 2-asallı denir.

2.2. Bazı Halka Sınıfları

Tanım 2.22. [1] R bir halka olsun. Eğer her e2 = e ∈ R için e ∈ C(R) ise R ye Abel halka

denir.

Tanım 2.23. [29] R bir halka olsun. Eğer nil(R) = {0R} ise R ye indirgenmiş halka denir.

Örnek 2.24. Her tamlık bölgesi indirgenmiştir.

Teorem 2.25. [29] R bir halka olsun. Bu durumda R nin indirgenmiş olması için gerek ve

yeter şart a2 = 0 olacak şekildeki her a ∈ R için a = 0 olmasıdır.
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Tanım 2.26. [10] R bir halka olsun. Eğer ab = 0 olacak şekildeki her a, b ∈ R için ba = 0

oluyorsa R ye terslenebilir halka denir.

Örnek 2.27. [44] Her indirgenmiş halka terslenebilirdir. Kabul edelim ki; R indirgenmiş

halka olsun ve a, b ∈ R için ab = 0. (ba)2 = b(ab)a = 0 olup R indirgenmiş olduğundan

ba = 0 elde edilir.

Tanım 2.28. [37] R bir halka ve f(x) =
n∑

i=0

aix
i, g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x] olsun. Eğer

f(x)g(x) = 0 olması her i, j (0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m) için aibj = 0 olmasını gerektiriyorsa

R ye Armendariz halka denir.

Örnek 2.29. [5] Her indirgenmiş halka Armendariz halkadır.

Tanım 2.30. [31] R bir halka olsun. f(x) =
n∑

i=0

aix
i ve g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x] için

eğer f(x)g(x) = 0 olması her i, j için aibj ∈ nil(R) olmasını gerektiriyorsa R ye zayıf

Armendariz halka denir.

Örnek 2.31. [31] Her Armendariz halka zayıf Armendarizdir.

Tanım 2.32. [31] R bir halka olsun. f(x) =
n∑

i=0

aix
i ve g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x] için

f(x)g(x) ∈ nil(R)[x] iken her i, j için aibj ∈ nil(R) oluyorsa R ye nil Armendariz halka

denir.

Tanım 2.33. [24] R bir halka olsun α : R → R endomorfizması için eğer aα(a) = 0 iken

a = 0 oluyorsa α ya katı endomorfizma denir. Eğer R böyle bir α katı endomorfizmasına

sahip ise R ye α-katı halka denir [18].

Örnek 2.34. [17] Her katı halka indirgenmiştir.

İspat: a ∈ R için a2 = 0 olsun. Kabul edelim ki; R katı halka ve α : R → R bir

endomorfizma olmak üzere α(a2) = 0 olup 0 = aα(a2)α2(a) = aα(a)α(a)α(α(a)) =

aα(a)α(aα(a)) bulunur. R halkası katı olduğundan aα(a) = 0 ve tekrar kabulden a = 0

elde edilir. Dolayısıyla R indirgenmiştir.

Tanım 2.35. [28] R bir halka olsun. Eğer abc = 0 olacak şekildeki her a, b, c ∈ R için

acb = 0 oluyorsa R ye simetrik halka denir.
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Örnek 2.36. [38] Her indirgenmiş halka simetriktir.

Tanım 2.37. [18] α, R halkası üzerinde bir endomorfizma olmak üzere her i, j için

f(x) =
m∑
i=0

aix
i, g(x) =

n∑
j=0

bjx
j ∈ R[x;α] için f(x)g(x) = 0 iken aiαi(bj) = 0 oluyorsa

R ye α-katı Armendariz halka denir.

Örnek 2.38. [18] R halkası α-katı ise R α-katı Armendariz halkadır.
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3. YARI DEĞİŞMELİ HALKALAR

Bu bölümde yarı değişmeli halkalar tanıtılacak ve bu halkaların özelliklerinden

bahsedilecektir. Değişmeli bir halkada; üstel sıfır elemanların kümesi nil(R); halkanın asal

radikali olan P (R) ye eşittir. Bu özellik değişmeli olmayan halkalarda iki-asallı (2-asallı)

olarak adlandırılır.

Tanım 3.1. [7] R bir halka olsun. Her a, b ∈ R için ab = 0 iken aRb = 0 oluyorsa R ye

yarı değişmeli halka denir.

Örnek 3.2. Sıfırdan başka üstel sıfır elemanı olmayan halkalar yarı değişmelidir. Gerçekten

a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda (ba)2 = b(ab)a = 0 olup ba = 0. Her r ∈ R

için (arb)2 = (arb)(arb) = ar(ba)rb = 0 olup halkanın sıfırdan başka üstel sıfır elemanı

olmadığından arb = 0. Yani R yarı değişmeli halkadır.

Lemma 3.3. [12] Yarı değişmeli halkalar Abel halkadır.

İspat: R bir halka, e2 = e ∈ R olsun. Bu durumda e(1 − e) = 0 olup R halkası yarı

değişmeli olduğundan her r ∈ R için er(1 − e) = 0 ve buradan er − ere = 0 elde edilir.

O halde er = ere şeklindedir. Ayrıca, (1 − e)e = 0 ve R yarı değişmeli olduğundan her

r ∈ R için (1 − e)re = 0 olup, re = ere elde edilir ki her iki durumdan er = re bulunur.

Dolayısıyla R Abel halkadır.

Lemma 3.4. [31] R bir halka olsun. R yarı değişmeli halka ise nil(R), R de idealdir.
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4. NİL-YARI DEĞİŞMELİ-I HALKALAR

Bu bölümde üstel sıfırlı elemanlar üzerinde yarı değişmeli olma özelliği incelenecek ve yarı

değişmeli halkaların sınıfını içeren nil-yarı değişmeli-I halkalar tanıtılacaktır. Bu

sınıflandırma yarı değişmeli halka kavramının bir genelleştirmesidir. Bu özellik [34] te

tanıtıldı ve bu halkalar nil-yarı değişmeli-I halka olarak adlandırıldı. Nil-yarı değişmeli-I

halkalar; yarı değişmeli olmayan büyük bir halka sınıfını oluşturmaktadır. Bu bölümde,

Anderson ve Camillo’nun sonuçlarının değişmeli olmayan bir genelleştirilmesini vermek

için yarı değişmeli halkaların bir genelleştirilmesi olan nil-yarı değişmeli-I halka kavramı

tanıtılmıştır. Ayrıca,R nin nil-yarı değişmeli-I halka olma şartı altında nil(R[x]) = nil(R)[x]

olduğu ispatlanmıştır. Yine, R nil-yarı değişmeli-I halkaların 2-asallı olduğu gösterilmiştir.

Bununla beraber R nin nil-yarı değişmeli-I halka olması durumunda R[x] polinom halkası

ve R[x]/(xn) halkalarının zayıf Armendariz olduğu ispatlanmıştır. [31] de verilen sonuçlara

ilişkin bazı genelleştirmeler yapılmıştır.

Tanım 4.1. [34] R bir halka olsun. Eğer ab = 0 olacak şekildeki her a, b ∈ nil(R) için

aRb = 0 oluyorsa, R ye nil-yarı değişmeli-I halka denir.

Örnek 4.2. [34] Yarı değişmeli halkalar nil-yarı değişmeli-I halkadır.

İspat: R yarı değişmeli halka olsun. ab = 0 olacak şekildeki a, b ∈ nil(R) alalım. R yarı

değişmeli olduğundan ab = 0 için arb = 0 olacak şekilde r ∈ R vardır. Buradan R nin

nil-yarı değişmeli-I olduğu görülür.

Örnek 4.3. [34] Nil-yarı değişmeli-I halkaların alt halkaları da nil-yarı değişmeli-I halkadır.

Aşağıda nil-yarı değişmeli-I olma özelliğine sahip fakat yarı değişme özelliğine sahip

olmayan halka örneği verilecektir.

Örnek 4.4. [34] Her indirgenmiş R halkası için 3× 3 tipinde matris halkası T3(R); nil-yarı

değişmeli-I halkadır. Buna rağmen yarı değişmeli halka değildir.
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İspat: Kabul edelim ki


0 a12 a13

0 0 a23

0 0 0

,


0 b12 b13

0 0 b23

0 0 0

 ∈ nil(T3(R)) için


0 a12 a13

0 0 a23

0 0 0




0 b12 b13

0 0 b23

0 0 0

 = 0 olsun. Buradan


0 0 a12b23

0 0 0

0 0 0

 = 0 elde edilir.

R indirgenmiş halka olduğundan a12Rb23 = 0 şeklindedir.


0 a12 a13

0 0 a23

0 0 0



c11 c12 c13

0 c22 c23

0 0 c33




0 b12 b13

0 0 b23

0 0 0

 =


0 0 a12c22b23

0 0 0

0 0 0

 = 0 elde edilir. Şimdi

T3(R) halkasının yarı değişmeli olmadığını gösterelim. E11, E22 ∈ T3(R) için

E11E22 = 0 olmasına rağmen E11E12E22 = E12 6= 0 olduğundan T3(R) yarı değişmeli

halka değildir.

Anderson ve Camillou Armendariz halkaların abelyan olduğunu gösterdi [3]. Başer yarı

değişmeli halkaların abelyan olduğunu gösterdi [6, Sonuç 2.8]. Buna rağmen

nil-yarı değişmeli-I halkalar abelyanlığı gerektirmez. Örnek 4.4 teki halka göz önüne

alındığında (E22)
2 = E22 ∈ T3(R) eşkare eleman olmak üzere E22 merkezde olsaydı

E11E12E22 = 0 bulunurdu. Oysa ki E11E12E22 = E12 6= 0.

Örnek 4.5. [34] R bir halka olmak üzere

V (R) =




a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 0

0 0 0 a44

 | aij ∈ R, 0 ≤ i, j ≤ 4


ile tanımlı V (R);T4(R) halkasının alt halkasıdır.

Örnek 4.6. [34] Her indirgenmiş R halkası için V (R) nil-yarı değişmeli-I olma özelliğine

sahip fakat yarı değişmeli özelliğine sahip olmayan bir halkadır.
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İspat: Kabul edelim ki


0 a12 a13 a14

0 0 a23 a24

0 0 0 0

0 0 0 0

 ve


0 b12 b13 b14

0 0 b23 b24

0 0 0 0

0 0 0 0

 ∈ nil(V (R)) olsun.


0 a12 a13 a14

0 0 a23 a24

0 0 0 0

0 0 0 0




0 b12 b13 b14

0 0 b23 b24

0 0 0 0

0 0 0 0

 =


0 0 a12b23 a12b24

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 = 0

ve a12b23 = 0, a12b24 = 0 bulunur. R indirgenmiş olduğundan a12Rb23 = 0, a12Rb24 = 0.

Buradan 
0 a12 a13 a14

0 0 a23 a24

0 0 0 0

0 0 0 0




c11 c12 c13 c14

0 c22 c23 c24

0 0 c33 0

0 0 0 c44




0 b12 b13 b14

0 0 b23 b24

0 0 0 0

0 0 0 0

 =


0 0 a12c22b23 a12c22b24

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 = 0

elde edilir.

E11, E22 ∈ V (R) için E11E22 = 0 olmasına rağmen E11E12E22 = E12 6= 0. Dolayısıyla

V (R) halkası yarı değişmeli değildir.

Örnek 4.7. [34] R halka olmak üzere

S(R) =




a11 0 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 0 a44

 | aij ∈ R, 0 ≤ i, j ≤ 4


şeklinde tanımlı S(R); T4(R) nin alt halkasıdır.
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Örnek 4.8. [34] Her indirgenmiş R halkası için S(R) nil-yarı değişmeli-I halka olma

özelliğine sahip fakat yarı değişmeli özelliğine sahip olmayan bir halkadır.

İspat: Örnek 4.6 nın ispatına benzer şekilde yapılır.

Armendariz halka ve zayıf Armendariz halka literatüründe karşılaşılan pek çok örnekte üstel

sıfırlı elemanların kümesi nil(R) nin bir ideal formatında olduğu görülür. Ancak Antoine

Armendariz halkalarda bu durumun doğru olmadığına yönelik karşı bir örnek vermiştir [4].

Örnek 4.9. [4]K bir cisim ve n ≥ 2 olsun. R = K < a, b|an = 0 > halkası Armendarizdir.

Fakat nil(R) bir ideal değildir. Ayrıca Huh, Lee ve Smoktunowicz bu halkanın yarı değişmeli

olmadığını göstermişlerdir [20]. Buna göre a, an−1 ∈ R için aan−1 = 0 olmasına rağmen

aban−1 6= 0.

Aşağıda nil-yarı değişmeli-I halkası için nil(R) kümesinin bir ideal oluşturduğu gösterilir.

Teorem 4.10. [34] R bir halka olsun. Eğer R nil-yarı değişmeli-I halka ise nil(R), R nin

idealidir.

İspat: Kabul edelim ki a2m = 0 olsun. Bu durumdaR nil-yarı değişmeli-I halka olduğundan

her r ∈ R için amram = 0 dır. Diğer taraftan (aram)2 = aramaram = (ara)(amram) =

(ara)0 = 0 ve özel olarak r = am−3 ∈ R için amam−3am = am−1aam−3aam−1 olduğundan

am−1, aram ∈ nil(R) dir. am−1(aram) = amram = 0 ve R nin nil-yarı değişmeli-I halka

olmasından am−1raram = 0 elde edilir. am−1(ra)ram = 0 eşitliğinden am−1raraam−1 = 0.

Her iki taraf sağdan (ra)2 ile çarpıldığında am−1(ra)2am−1(ra)2 = 0 yani (am−1(ra)2)2 = 0

bulunur. Bu ise am−1(ra)2 ∈ nil(R) olmasıdır. Yine R nil-yarı değişmeli-I özelliğinden

am−1 ∈ nil(R), am−1(ra)2 ∈ nil(R) ve am−1(ar)2am−1 = 0 iken am−1(ra)2ram−1 = 0.

Buradan am−1(ra)2ram−1 = am−1(ra)2raam−2 = am−1(ra)3am−2 = 0 bulunur. Yeniden

am−2, (ar)4am−2 ∈ nil(R) elde edilir. İşlemlere bu şekilde devam edildiğinde (ar)2m = 0

olur ve böylece ar, ra ∈ nil(R) bulunur.

Şimdi kabul edelim ki am = 0, bn = 0 ve k = m + n + 1 olsun. 0 ≤ i1, j1, . . . , is, js ≤ k

için (a + b)k =
∑

i1+j1+...+is+js=k

(ai1bj1ai2bj2 . . . aisbjs). Eğer i1 + i2 + . . . + is ≥ m ise

ai1ai2 . . . ais = 0 ve her 0 ≤ p ≤ s için aip ∈ nil(R) dir. Buradan R nil-yarı değişmeli-I

olduğundan ai1bj1ai2bj2 . . . aisbjs = 0 elde edilir. Eğer i1+i2+. . .+is ≤ m ve j1+j2+. . .+
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js ≥ n ise bj1+j2+...js = 0 ise benzer şekilde ai1bj1ai2bj2 . . . aisbjs = 0 bulunur. Dolayısıyla

(a+ b)k = 0 dır.

Sonuç 4.11. [31] Eğer R yarı değişmeli halka ise nil(R), R nin idealidir.

İspat: [31, Önerme 3.1] den ispat açıktır.

Uyarı 4.12. Artin ve Wedderburn’a göreR halkasının Wedderburn radikaliR nin üstel sıfırlı

elemanların ideallerinin toplamıdır. N0(R) olarak gösterilir. Ayrıca Nil∗(R), R nin daha

düşük nil-radikalidir.

Lemma 4.13. [34] Nil-yarı değişmeli-I halkalar 2-asallı dır.

İspat: nil(R) ⊆ Nil∗(R) olduğunu göstermek yeterlidir. a ∈ nil(R) olsun. Teorem 4.10

dan nil(R), R nin ideali ve RaR ⊆ Nil∗(R) dir. R nil-yarı değişmeli-I ve RaR nil ideal

olduğundan RaR ∈ N0(R) ⊆ Nil∗(R) elde edilir. Böylece her üstel sıfırlı eleman için keyfi

bir ideal içerir.

Uyarı 4.14. Teorem 4.10 ile nil-yarı değişmeli-I halka sınıfı için Köthe varsayımının doğru

olduğu gösterilmiştir. Gerçekten de tüm nil-yarı değişmeli-I halkalar 2-asallı dır. 2-asallı

halkalar için de Köthe varsayımı doğrudur.

Aşağıda 2-asallı olan nil-yarı değişmeli-I olmayan halka örneği verilecektir.

Örnek 4.15. R indirgenmiş olmayan herhangi bir halka olsun. Üst üçgensel matris halkası

T5(R) abelyan değildir. Gerçekten de E11, E13 ∈ T5(R) olmak üzere E13E11 = 0 fakat

E11E13 6= 0.

Örnek 4.16. R indirgenmiş bir halka olsun. Örnek 4.15 ten T5(R) nin nil-yarı değişmeli-I

halka olmadığı ve dolayısıyla abelyan olmadığı gösterildi. Ancak T5(R), 2-asallı dır.

Sonuç 4.17. [34] Nil-yarı değişmeli-I halkalar nil-Armendarizdir.

İspat: R nil-yarı değişmeli-I halka olsun. Teorem 4.10 dan nil(R), R nin idealidir. Antoine

göre nil(R), R nin ideali ise R nil-Armendariz halkadır [4, Önerme 2.1].

Sonuç 4.18. [34] Nil-yarı değişmeli-I halkalar zayıf Armendarizdir.
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İspat: Sonuç 4.17 de nil-yarı değişmeli-I halkaların nil-Armendariz halka olduğu gösterildi.

Antoine nil-Armendariz halkaların ise zayıf Armendariz halka olduğunu gösterdi [4].

Böylece nil-yarı değişmeli-I halkalar nil Armendariz ve nil Armendariz halkalar zayıf

Armendariz olduğundan sonuç açıktır. Burada nil-yarı değişmeli-I halkaların yarı değişmeli

halkaların ve özel olarak zayıf Armendariz halkaların bir genelleştirilmesi olduğu görülür.

Eğer nil-yarı değişmeli-I halka ise her n ∈ N için Tn(R) üst üçgensel matris halkası da

nil-yarı değişmeli-I halkadır. Aşağıda verilen örnek yukarıdaki olasılığı kaldırır.

Örnek 4.19. Herhangi bir R halkası için T5(R) üst üçgensel matris halkası nil-yarı

değişmeli-I değildir. Gerçekten 0 6= a ∈ nil(R) için aE11, E23 ∈ nil(T5(R)) ve

aE11E23 = 0 olmasına rağmen aE11E12E23 = aE13 6= 0 şeklindedir.

Şimdi aşağıda bir R halkası için nil(R); R nin ideali olmasına rağmen nil-yarı değişmeli-I

özelliğine sahip olmayan bir halka örneği verilecektir.

Örnek 4.20. R indirgenmiş bir halka olsun. [31, Önerme 2.2] den T4(R) zayıf Armendariz

halkadır ve nil(T4(R)); T4(R) nin bir idealidir. Buna rağmen E12, E34 ∈ nil(T4(R)) için

E12E34 = 0 ancak E12E23E34 = E14 6= 0 olduğundan T4(R) nil-yarı değişmeli-I halka

değildir.

Lemma 4.21. [34] Nil-yarı değişmeli-I halkaların sonlu dik çarpımları da nil-yarı değişmeli-I

halkadır.

İspat: İlk olarak nil

( n∏
i=0

Ri

)
=

n∏
i=0

nil(Ri) olduğunu gösterelim. Bunu görmek için

nil

( n∏
i=0

Ri

)
⊆

n∏
i=0

nil(Ri) ve
n∏

i=0

nil(Ri) ⊆ nil

( n∏
i=0

Ri

)
olduğunu göstermeliyiz. Şimdi

(a1, a2, . . . , an) ∈ nil
( n∏

i=0

Ri

)
olsun. Bu durumda (a1, a2, . . . , an)k = 0 olacak şekilde k

pozitif tamsayısı vardır. Burada her bir i = 0, 1, . . . , n için aki = 0 elde edilir. Bu ise her

= 0, 1, 2, . . . , n için ai ∈ nil(Ri). Böylece (a1, a2, . . . , an) ∈
n∏

i=0

nil(Ri). O halde

nil

( n∏
i=0

Ri

)
⊆

n∏
i=0

nil(Ri)
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şeklindedir. Şimdi (b1, b2, . . . , bn) ∈
n∏

i=0

nil(Ri) olsun. Bu durumda her bir i = 0, 1, . . . , n

için bi ∈ nil(Ri). Yani her i = 0, 1, 2, . . . , n için bkii = 0 olacak şekilde ki pozitif

tamsayıları vardır. k = maks(k1, k2, . . . , kn) olsun. Buradan (b1, b2, . . . , bn)k = 0, yani

(b1, b2, . . . , bn)k ∈ nil
( n∏

i=0

Ri

)
. O halde

n∏
i=0

nil(Ri) ⊆ nil

( n∏
i=0

Ri

)

şeklindedir.

(a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bn) ∈ nil

( n∏
i=0

Ri

)
için (a1, a2, . . . , an)(b1, b2, . . . , bn) = 0

olsun. Bu durumda her bir i, j = 1, 2, . . . , n için aibj = 0 elde edilir. Her bir i için Ri de

nil-yarı değişmeli-I olduğundan aiRibi = 0. Böylece (a1, a2, . . . , an)
n∏

i=0

Ri(b1, b2, . . . , bn) =

0 bulunur. Bu ise ispatı tamamlar.

Önerme 4.22. [34] R bir halka ve Ω, R nin merkezi düzenli elemanlardan oluşan çarpımsal

kapalı alt kümesi olsun. Bu durumda R nin nil-yarı değişmeli-I halka olması için gerek ve

yeter şart Ω−1R nin nil-yarı değişmeli-I halka olmasıdır.

İspat: Kabul edelim ki Ω−1R nil-yarı değişmeli-I halka olsun. Nil-yarı değişmeli-I halkaların

alt halkaları da nil-yarı değişmeli-I özelliğine sahip olduğundan R de nil-yarı değişmeli-I

halkadır. Tersine R nil-yarı değişmeli-I halka olsun. α = u−1a, β = v−1b ∈ nil(Ω−1R)

için αβ = 0 olsun. Bu durumda her u, v ∈ Ω için a, b ∈ nil(R) ve Ω ⊆ C(R) olduğundan

αβ = u−1v−1ab = 0 elde edilir. Yani ab = 0. R nil-yarı değişmeli-I halka olduğundan her

r ∈ R için arb = 0. Böylece her bir γ = ω−1r ∈ Ω−1R için αγβ = (u−1a)(ω−1r)(v−1b) =

(uωv)−1(arb) = 0 olur ki bu ise Ω−1R nil-yarı değişmeli-I halka olmasıdır.

Sonuç 4.23. [34] R bir halka olsun. Bu durumda R[x] nil-yarı değişmeli-I halkadır gerek ve

yeter şart R[x;x−1] Laurent polinom halkası nil-yarı değişmeli-I halkadır .

İspat: Kabul edelim ki R[x] nil-yarı değişmeli-I olsun. Ω = {1, x, x2, . . .} alındığında

R[x;x−1] = Ω−1R[x] olup Önerme 4.22 den R[x;x−1] nil-yarı değişmeli-I özelliğine

sahiptir. Tersine R[x] polinom halkası; R[x;x−1] Laurent polinom halkasının alt halkaları da

nil-yarı değişmeli-I olma özelliğinin kalıtımlı olmasından elde edilir.

16



Aşağıdaki örnekte nil-yarı değişmeli-I özelliğine sahip R halkası için; aşikar

genişlemesi olan T (R,R) nin nil-yarı değişmeli-I özelliğine sahip olmadığı verilmiştir.

Örnek 4.24. [34] R indirgenmiş bir halka olsun. Örnek 4.4 te R halkası üzerine kurulan

3 × 3 tipindeki üst üçgensel matris halkasının nil-yarı değişmeli-I özelliğine sahip olduğu

gösterildi. Bunu görmek için,

 a b

0 a

,

 c d

0 c

 ∈ nil(T (S, S)) ve

 e f

0 e

 ∈ T (S, S)

olmak üzere

 a b

0 a

 c d

0 c

 = 0 ancak

 a b

0 a

 e f

0 e

 c d

0 c

 6= 0. Burada

a =


0 1 1

0 0 0

0 0 0

, b =


0 1 1

0 1 1

0 0 1

, c =


0 1 1

0 0 0

0 0 0

, d =


1 1 1

0 0 1

0 0 −1

, e =


1 1 1

0 0 1

0 0 0

 ve

f =


1 1 1

0 1 0

0 0 0

 şeklindedir. (a, b)(c, d) = 0 bulunur. Ancak (a, b)(e, f)(c, d) 6= 0 olup

T (S, S) nil-yarı değişmeli-I özelliğine sahip değildir.

Önerme 4.25. [34] R yarı asal bir halka olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) R indirgenmiştir.

(2) R simetriktir.

(3) R terslenebilirdir.

(4) R yarı değişmelidir.

(5) R nil-yarı değişmeli-I.

İspat: (1) ⇒ (3) R halkası için a, b ∈ R olmak üzere ab = 0 olsun. Bu durumda

(ba)2 = b(ab)a = 0 olup ba ∈ nil(R). R indirgenmiş olduğundan ba = 0. Yani R

terslenebilirdir.

(3) ⇒ (4) R halkası için a, b ∈ R olmak üzere ab = 0 olsun. Bu durumda R terslenebilir

olduğundan ba = 0. Her r ∈ R için eşitliği r ile çarpalım. Buradan b(ar) = 0 ve kabulden

arb = 0 bulunur. Yani aRb = 0.

(4)⇒ (2)R halkası için a, b, c ∈ R olmak üzere abc = 0 olsun. R yarı değişmeli olduğundan

aRbc = 0. Eşitliğin her iki yanı soldan bc ve sağdan a ile çarpıldığında bcaRbca = 0 elde

17



edilir. R yarı asal halka olduğundan bca = 0. Bu iseR halkasının simetrik olduğunu gösterir.

(4) ⇒ (5) R halkası için a, b ∈ nil(R) olmak üzere ab = 0 olsun. R yarı değişmeli

olduğundan aRb = 0. Yani R nil-yarı değişmeli-I halkadır.

(5) ⇒ (4) R halkası için a, b ∈ R ab = 0 olsun. Bu durumda (ba)2 = b(ab)a = 0 olup

ba ∈ nil(R). Diğer taraftan R nil-yarı değişmeli-I ve yarı asal halka olduğundan ba = 0.

Buradan (arb)(arb) = 0 olup her r ∈ R için arb ∈ nil(R) ve R nil-yarı değişmeli-I

özelliğine sahip olduğundan (arb)R(arb) = 0. Buradan R nin yine asal halka olmasından

arb = 0 bulunur. Yani R yarı değişmelidir.

Sonuç 4.26. [34] R von Neumann düzenli halka olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

denktir:

(1) R indirgenmiştir.

(2) R simetriktir.

(3) R terslenebilirdir.

(4) R yarı değişmelidir.

(5) R nil-yarı değişmeli-I.

İspat: (1)⇒ (2) R halkası için a, b, c ∈ R olmak üzere abc = 0 olsun. (bca)2 = bc(abc)a =

0 olup bca ∈ nil(R) ve R indirgenmiş olduğundan bca = 0 yani R simetriktir.

(2)⇒ (3) R halka olmak üzere a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda 1ab = 0. R simetrik

olduğundan 1ba yani ba = 0 olup R terslenebilirdir.

(3) ⇒ (4) R halkası için a, b ∈ R olmak üzere ab = 0 olsun. R terslenebilir olduğundan

ba = 0 her r ∈ R için bar = 0 ve arb = 0. Yani aRb = 0 olup R yarı değişmelidir.

(4) ⇒ (5) R halkası için a, b ∈ nil(R) olmak üzere ab = 0 olsun. nil(R) ⊂ R ve R yarı

değişmeli olduğundan aRb = 0.

(5) ⇒ (1) R halkası için a ∈ R olmak üzere a2 = 0 olsun. a ∈ nil(R) ve R nil-yarı

değişmeli-I halka olduğundan aRa = 0. R von Neumann regular halka ve a ∈ aRa = 0

olduğundan a = 0.

Tanım 4.27. [36] I; R halkasının sağ yada sol ideali olmak üzere eğer a, b ∈
√
I için ab ∈ I

olması aRb ⊆ I olmasını gerektiriyor ise I ya nil-yarı değişmeli-I özelliğine sahip ideal

denir. Burada
√
I = {s ∈ R| Bir n pozitif tamsayısı için sn ∈ I }.
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Lemma 4.28. [34] R bir halka ve I; R nin bir ideali olsun. Bu durumda R/I nın nil-yarı

değişmeli-I halka olması için gerek ve yeter şart I nın nil-yarı değişmeli-I ideal olmasıdır.

İspat: Kabul edelim ki R̄ := R/I nil-yarı değişmeli-I halka olsun. a, b ∈
√
I olmak üzere

ab ∈ I olsun. Buradan an, bm ∈ I olacak şekilde n,m pozitif tamsayıları vardır. Yani

ān = 0̄, b̄m = 0̄ ve āb = 0̄. Kabulden ¯aRb = 0̄. Dolayısıyla aRb ⊆ I elde edilir. Böylece I

nil-yarı değişmeli-I idealdir.

Tersine kabul edelim ki; I nil-yarı değişmeli-I ideal olsun. ā, b̄ ∈ nil(R/I) olmak üzere

āb̄ = 0̄ olsun. Buradan āk = 0̄ ve b̄t = 0̄ olacak şekilde k, t pozitif tamsayıları vardır ve

ab ∈ I . Kabulden aRb ⊆ I olup āR̄b̄ = 0̄ elde edilir. Bu ise R/I bölüm halkasının nil-yarı

değişmeli-I olma özelliğine sahip olduğunu gösterir.

Tanım 4.29. R bir halka, U ; R nin bir alt kümesi olmak üzere,

rnil(R)(U) = {r ∈ R|Ur = 0} ve lnil(R)(U) = {l ∈ R|rU = 0}

şeklide tanımlıdır.

Önerme 4.30. [34] R halkası için aşağıdaki ifadeler denktir :

(1) R nil-yarı değişmeli-I halkadır.

(2) Her U ⊆ nil(R) için rnil(R)(U), R nin idealidir.

(3) Her V ⊆ nil(R) için lnil(R)(V ), R nin idealidir.

İspat: (1)⇒ (2) Kabul edelim ki R nil-yarı değişmeli-I halka olsun. r ∈ rnil(R)(U) olmak

üzere R nil-yarı değişmeli-I olma özelliğine sahip olduğundan Ur = 0 ve URr = 0 elde

edilir. Yani Rr ⊆ rnil(R)(U). Ayrıca Ur = O olduğundan UrR = 0. Dolayısıyla

rR ∈ rnil(R)(U). Her r, s ∈ rnil(R)(U) için Ur = 0 ve Us = 0. Buradan U(r + s) =

Ur+Us = 0+0 = 0 elde edilir. Böylece r+s ∈ rnil(R)(U). Bu yüzden her bir U ⊆ nil(R)

için rnil(R)(U), R nin idealidir.

(2) ⇒ (1) a, b ∈ nil(R) olmak üzere ab = 0 olsun. U = {a} ⊂ nil(R) alındığında

b ∈ rnil(R)(U) elde edilir. Kabulden her r ∈ R için rb ∈ rnil(R)(U) olup Urb = 0 yani

arb = 0 bulunur. Böylece R nil-yarı değişmeli-I halkadır.

(1)⇒ (3) ispatı (1)⇒ (2) ye benzer şekide yapılır.
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Önerme 4.31. [34]R nil-yarı değişmeli-I halka olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler vardır:

(1) Her U ⊆ nil(R) için R/rnil(R)(U) nil-yarı değişmeli-I halkadır.

(2) Her V ⊆ nil(R) için R/lnil(R)(V ) nil-yarı değişmeli-I halkadır.

İspat: a, b ∈ nil(R/rnil(R)(U) olmak üzere āb̄ = 0̄ olsun. Bu durumda ān = 0̄, b̄m = 0̄

olacak şekilde n,m pozitif tamsayıları vardır. Yani; an, bm ∈ rnil(R)(U) elde edilir. Buradan

a, b ∈ nil(R) ve ab ∈ rnil(R)(U) olduğundan Uab = 0 şeklindedir. R nil-yarı değişmeli-I

olduğundan her r ∈ R için Uarb = 0. Ayrıca nil(R); R nin ideali olduğundan arb ∈

rnil(R)(U) bulunur. Böylece her r ∈ R için arb = arb = 0 elde edilir. Bu ise R/rnil(R)(U)

bölüm halkasının nil-yarı değişmeli-I özelliğine sahip olduğunu gösterir.

(2) nin ispatı (1) e benzer şekilde yapılır.

4.1. Nil-Yarı Değişmeli-I Halkaların Polinom Genişlemeleri

Kim ve Lee , R terslenebilir iken R[x] yarı değişmeli olmayacak şekilde örnek verdiler

[22, Örnek 2.1]. HiranoR yarı değişmeli halka ikenR[x] te yarı değişmeli halkadır iddasında

bulundu [15]. Ancak [20, Örnek 2] de bu iddianın yanlış olduğu gösterildi. [4, Teorem

5.3] teki nil-Armendariz halkalar için nil(R[x]) = nil(R)[x] olup olmadığı buna denk

olarak nil halkalar üzerinde polinom halkalarının nil olup olmadığı sorusu soruldu. Amitsur,

sayılamayan K-cebirleri için bu ifadenin doğruluğunu ispatladı [2]. Ancak son zamanlarda,

[40] ta Agata Smoktunowicz, sonucun sayılabilir alanlar üzerindeki cebirler için doğru

olmadığını kanıtladı.

R bir halka ve f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n ∈ R[x] olsun. Cf ; f nin katsayılar kümesini

göstersin.

Lemma 4.32. [34] R nil-yarı değişmeli-I halka olsun. f1f2 . . . fn ∈ R[x] olmak üzere

Cf1f2...fn ⊆ nil(R) ise Cf1Cf2 . . . Cfn ⊆ nil(R).

İspat: R nil-yarı değişmeli-I halka olduğundan ve teorem 4.10. dan nil(R);R nin idealidir.

Sonuç [31, Önerme 3.3] ten elde edilir.

Sonuç 4.33. [34] Eğer R nil-yarı değişmeli-I halka ise nil(R[x]) ⊆ nil(R)[x].
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Teorem 4.34. [34] Eğer R nil-yarı değişmeli-I halka ise nil(R[x]) = nil(R)[x].

İspat: Sonuç 4.33 te nil(R[x]) ⊆ nil(R)[x] olduğundan diğer hesaplamayı yani;

nil(R)[x] ⊆ nil(R[x]) göstermeliyiz. a0 +a1x+ . . .+anx
n ∈ nil(R)[x] olsun. Bu durumda

a0, a1, . . . , an ∈ nil(R). Kabul edelim ki; i = 0, 1, . . . , n için ami
i = 0 olacak şekildemi > 0

vardır. k = m0 +m1 + · · ·+mn + 1 olsun. Bu durumda;

(a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n)k =
nk∑
s=0

( ∑
i1+i2+···+ik=s

ai1ai2 . . . aik

)
xs,

ai1ai2 . . . aik ∈ {a0, a1, . . . , an} düşünelim. ai1ai2 . . . aik da yer alan a0 ın sayısı m0 dan

fazla ise ai1ai2 . . . aik elemanını b0a
j1
0 b1a

j2
0 . . . bt−1a

jt
0 bt olarak yazarız. Burada

1 ≤ j1, j2, . . . , jt,m0 ≤ j1 + j2 + . . . + jt ve her bir i için 0 ≤ i ≤ t olmak üzere

bi; {a0, a1, . . . , an} deki bazı elemanların çarpımına ya da 1 e eşittir. aj1+j2+...+jt
0 = 0

ve R nil-yarı değişmeli-I olduğundan aj10 b1a
j2
0 a

j3
0 . . . a

jt
0 = 0 elde edilir. Teorem 4.10 dan

aj10 b1, a
j2
0 a

j3
0 . . . a

jt
0 ∈ nil(R) bulunur. Burada nil-yarı değişmeli-I olma özelliğinden;

aj10 b1a
j2
0 b2a

j3
0 a

j4
0 . . . a

jt−1

0 ajt0 = 0. Bu işleme devam edildiğinde b0a
j1
0 b1a

j1
0 . . . bt−1a

jt
0 bt = 0

olur ve buradan ai1ai2 . . . aik = 0 bulunur. Eğer ai1ai2 . . . aik lerin sayısı mi den daha

büyükse benzer sonuçla ai1ai2 . . . aik = 0 ve buradan

nk∑
s=0

( ∑
i1+i2+···+ik=s

ai1ai2 . . . aik

)
xs = 0.

Bu ise f(x)k = 0 yani f(x) ∈ nil(R[x]).

[31] de; R halkasının yarı değişmeli olması durumunda nil(R[x]) ⊆ nil(R)[x] olduğu

ispatlandı.

Sonuç 4.35. [34] EğerR yarı değişmeli halka ise bu durumda nil(R[x]) = nil(R)[x] sağlanır.

İspat: Eğer R yarı değişmeli halka ise R nil-yarı değişmeli-I halkadır. Teorem 4.34 ten

sonuç açıktır.

Teorem 4.36. [34] Eğer R nil-yarı değişmeli-I ve Armendariz halka ise bu durumda R[x]

polinom halkası nil-yarı değişmeli-I halkadır.
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İspat: f(x) =
m∑
i=0

aix
i, g(x) =

n∑
j=0

bjx
j ∈ nil(R[x]) olsun. R nil-yarı değişmeli olduğundan

Teorem 4.34 e göre nil(R[x]) = nil(R)[x]. Dolayısıyla 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n için

ai, bj ∈ nil(R). Kabul edelim ki; f(x)g(x) = 0. R Armendariz halka olduğundan her i, j

için aibj = 0. Nil-yarı değişmeli-I özelliğinden; aiRbj = 0. Her bir h(x) =

p∑
k=0

ckx
k ∈ R[x]

polinomu için f(x)h(x)g(x) =

m+n+p∑
s=0

( ∑
i+j+k=s

aickbj

)
xs = 0. Yani f(x)R[x]g(x) = 0

olup R[x] nil-yarı değişmeli-I halkadır.

Teorem 4.37. [34] Eğer R nil-yarı değişmeli-I halka ise bu durumda R[x] polinom halkası

zayıf Armendariz halkadır.

İspat: F =

p∑
i=0

fiy
i, G =

q∑
j=0

gjy
j ∈ R[x][y] olmak üzere FG = 0 olsun. Burada

fi =

mi∑
s=0

aisx
s ve gj =

nj∑
t=0

bjtx
t şeklindedir. [3, Teorem.1] göre R nil-yarı değişmeli-I halka

olduğundan ve Teorem 4.10 dan aisb
j
t ∈ nil(R). Böylece her bir i, j, s, t için

∑
s+t=k

aisb
j
t ∈

nil(R). Teorem 4.34 ten figj =

( mi∑
s=0

aisx
s

)( nj∑
t=0

bjtx
t

)
=

mi+nj∑
k=0

( ∑
s+t=k

aisb
j
t

)
xk ∈ nil(R[x]).

Bu durumda R[x] zayıf Armendarizdir.

Sonuç 4.38. [31, Teorem 3.8] Eğer R yarı değişmeli halka ise R[x] zayıf Armendariz

halkadır.

Teorem 4.39. [34] Eğer R nil-yarı değişmeli-I halka ise her n pozitif tamsayısı için

R[x]/(xn) zayıf Armendariz halkadır.

İspat: Kabul edelim ki R nil-yarı değişmeli-I halka olsun. R̄ = R[x]/(xn) ile tanmlansın, R

deki elemanlar u ile değiştirilirse un = 0 için R[x]/(xn) = R[u] = R + Ru + Ru2 + . . . +

Run−1 şeklindedir. Burada fg = 0 olacak şekilde f, g ∈ R[u][y] olsun. Ayrıca f =

p∑
i=0

fiy
i

ve g =

q∑
j=0

gjy
j şeklinde tanımlıdır. fi =

n−1∑
s=0

aisu
s, gj =

n−1∑
t=0

bjtu
t olmak üzere f ve g

de yerine yazıldığında f =

p∑
i=0

( n−1∑
s=0

aisu
s

)
yi =

n−1∑
s=0

( p∑
i=0

aisy
i

)
us elde edilir. Buradan
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g =

q∑
j=0

( n−1∑
t=0

bjtu
t

)
yj =

n−1∑
t=0

( q∑
j=0

bjty
j

)
ut bulunur ve fg = 0 denkleminden

( n−1∑
s=0

( p∑
i=0

aisy
i

)
us
)( n−1∑

t=0

( q∑
j=0

bjty
j

)
ut
)

= 0.

İşlemler yapıldığında k = 0, 1, . . . , n− 1 için

∑
s+t=k

( p∑
i=0

aisy
i

)( q∑
j=0

bjty
j

)
= 0 (4.1)

denklemi elde edilir. 0 ≤ i ≤ p ve 0 ≤ j ≤ q olmak üzere aisb
j
t ∈ nil(R) olduğunu

göstermek için her s + t = 0, 1, . . . , n − 1 için s + t üzerinde tümevarım uygulanır. İlk

olarak eğer s + t = 0 ise s = t = 0 dır. Böylece
( p∑

i=0

ai0y
i

)( q∑
j=0

bj0y
j

)
= 0 elde edilir.

Sonuç 4.17 ye göre R nil-yarı değişmeli-I olduğundan zayıf Armendariz halkadır. Buradan

0 ≤ i ≤ p ve 0 ≤ j ≤ q için ai0b
j
0 ∈ nil(R) elde edilir. Daha sonra k ≤ n− 1 olacak şekilde

0 ≤ i ≤ p ve 0 ≤ j ≤ q için aisb
j
t ∈ nil(R) olsun. İspatı tamamlamak için s + t = k olacak

şekildeki her s, t için aisb
j
t ∈ nil(R) olduğu gösterilecektir. Bulunan (4.1) denkleminden

0 =
∑
s+t=k

( p∑
i=0

aisy
i

)( q∑
j=0

bjty
j

)
=
∑
s+t=k

p+q∑
l=0

( ∑
i+j=l

aisb
j
t

)
yl

=

p+q∑
l=0

( ∑
s+t=k

∑
i+j=l

aisb
j
t

)
yl =

p+q∑
l=0

( ∑
i+j=l

∑
s+t=k

aisb
j
t

)
yl

işlemleri yapıldığında ∑
s+t=k

a0sb
0
t = 0

∑
s+t=k

a0sb
1
t +

∑
s+t=k

a1sb
0
t = 0 . . . ,

∑
s+t=k

a0sb
p+q
t +

∑
s+t=k

a1sb
p+q−1
t + . . .+

∑
s+t=k

ap+q
s b0t = 0

eşitlikleri bulunur. Eğer s ≥ 1, ise k − s < k. Burada tümevarım hipotezinden a00b
0
k−s ∈

nil(R) olur ve b0k−sa
0
0 ∈ nil(R). Böylece R nil yarı değişmeli-I olduğundan a01b

0
k−1a

0
0 +

a02b
0
k−2a

0
0 + . . . + a0kb

0
0a

0
0 ∈ nil(R) elde edilir. Eğer

∑
s+t=k

a0sb
0
t = 0 sağdan a00 ile çarpılırsa
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a00b
0
ka

0
0 ∈ nil(R) bulunur ve bu yüzden a00b

0
k ∈ nil(R) dir. Daha sonra aynı denklem sağdan

a01 ile çarpılırsa

0 = a0bka1 + a01b
0
k−1a

0
1 + a02b

0
k−2a

0
1 + . . .+ a0kb

0
0a

0
1

a01b
0
k−1a

0
1 = −a0bka1 − (a02b

0
k−2a

0
1 + . . .+ a0kb

0
0a

0
1)

Burada a00b
0
k ∈ nil(R) olduğundan a00b

0
ka

0
1 ∈ nil(R) ve hipotezden a02b

0
k−2a

0
1, . . . , a

0
kb

0
0a

0
1 ∈

nil(R). R nil-yarı değişmeli-I olduğundan a01b
0
k−1 ∈ nil(R) bulunur. Benzer şekilde işlemlere

devam edildiğinde a02b
0
k−2 ∈ nil(R), . . . , a0kb

0
0 ∈ nil(R) elde edilir. Her s, t için s+ t = k ve

her i, j için i+ j = 0 olmak üzere aisb
j
t ∈ nil(R) olduğu ispatlanmış olur. Şimdi varsayalım

ki her s, t için s + t = k ve her i, j için i + j = l olmak üzere l ≤ p + q olacak şekilde

aisb
j
t ∈ nil(R) olsun. Her s, t için s+t = k ve her i, j için i+j = l olmak üzere aisb

j
t ∈ nil(R)

olduğu gösterilecektir. Eğer t ≤ k ise tümevarım hipotezinden a00b
j
t ∈ nil(R) ve böylece

bjta
0
0 ∈ nil(R). Eğer i ≥ 1 ise l − i < 1 olur. p + q üzerinde uygulanan tümevarım

hipotezinden, her i ≥ 1 için a00b
l−i
k ∈ nil(R) ki bunun anlamı bl−i

k a00 ∈ nil(R).

∑
s+t=k

a0sb
l
t +

∑
s+t=k

a1sb
l−1
t + . . .+

∑
s+t=k

alsb
0
t = 0

denklemi sağdan a00 ile çarpılırsa a00b
l
ka

0
0 ∈ nil(R) ve bu yüzden a00b

l
k ∈ nil(R) bulunur.

Benzer şekilde her s, t için s + t = k ve her i, j için i + j = l olmak üzere aisb
j
t ∈ nil(R)

olduğu gösterilebilir. Böylece tümevarım hipotezinden her 0 ≤ i ≤ p, 0 ≤ j ≤ q ve s, t için

s+ t = 0, 1, . . . , n− 1 olmak üzere aisb
j
t ∈ nil(R) elde edilir.

figj =

( n−1∑
s=0

aisu
s

)( n−1∑
t=0

bjtu
t

)
=

2n−2∑
k=0

( ∑
s+t=k

aisb
j
t

)
uk =

n−1∑
k=0

( ∑
s+t=k

aisb
j
t

)
uk

Burada R nil-yarı değişmeli-I olduğundan ve Teorem 4.10 dan
∑
s+t=k

aisb
j
t ∈ nil(R). Böylece

Teorem 4.34 ten figj ∈ nil(R[u]) olduğu açıktır. Bu daR[u] nun zayıf Armendariz olduğunu

ispatlar.

Sonuç 4.40. [31, Teorem 3.9] R bir halka olsun. Eğer R yarı değişmeli halka ise her n

pozitif tamsayısı için R[x]/(xn) zayıf Armendarizdir.

[31, Teorem 3.6] da R halkası ve R nin I ideali için eğer R/I zayıf Armendariz ve I yarı

değişmeli (birimsiz halka) ise bu durumdaR nin zayıf Armendariz olduğunu ispatladılar. Liu
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ve Zhao’ nun sonucu benzer bir ispatla aşağıdaki gibi

genişletilebilir.

Önerme 4.41. [34]R bir halka, I;R nin ideali olsun. Kabul edelim kiR/I zayıf Armendariz

olsun. Eğer I nil-yarı değişmeli-I halka ise bu durumda R zayıf Armendariz halkadır.

Tanım 4.42. R bir halka olsun. Eğer

aα(a) ∈ nil(R)⇔ a ∈ nil(R)

sağlanıyorsa R ye zayıf α-katı halka denir.

Tanım 4.43. [36] R bir halka olsun. Eğer p =
m∑
i=0

aix
i ve q =

n∑
j=0

bjx
j ∈ R[x;α]

polinomları için pq = 0 iken her 0 ≤ i ≤ m 0 ≤ j ≤ n için aiαi(bj) ∈ nil(R) sağlanıyorsa

R halkası zayıf α-skew Armendarizdir.

Önerme 4.44. R bir zayıf α-katı halka ve nil(R), R nin ideali olsun. Bu durumda aşağıdakiler

vardır. [36, Önerme 2.3].

(1) Eğer ab ∈ nil(R) ise her m,n pozitif tamsayıları için aαm(b) ∈ nil(R), αn(a)b ∈

nil(R).

(2) Eğer bir k pozitif tamsayısı için αk(a)b ∈ nil(R) ise bu durumda ab, ba ∈ nil(R).

(3) Eğer bir t pozitif tamsayısı için aαt(b) ∈ nil(R) ise bu durumda ab, ba ∈ nil(R)

İspat:

(1) Eğer ab ∈ nil(R) ise α(ab) = α(a)α(b). nil(R), R nin ideali olduğundan

bα(a)α(b)α2(a) = bα(a)α(bα(a)) ∈ nil(R) elde edilir. Bu durumda bα(a) ∈ nil(R)

ve α(a)b ∈ nil(R) olur. Bu şekilde işlemlere devam edildiğinde herm pozitif tamsayısı

için αm(a)b ∈ nil(R). Benzer şekilde ba ∈ nil(R) için de her n pozitif tamsayısı için

αn(a)b ∈ nil(R) ispatlanır.

(2) Eğer her k pozitif tamsayısı için αk(a)b ∈ nil(R) ise

αk(a)αk(b) = αk(ab) = α(αk−1)(ab) ∈ nil(R).
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Böylece nil(R), R nin ideali olduğundan (αk−1(ab))α((αk−1)(ab)) ∈ nil(R) ve tanım

gereği αk−1(ab) ∈ nil(R) bulunur. Bu işlemlere devam edildiğinde ab ∈ nil(R) elde

edilir.

(3) (2) deki yöntem kullanılarak ispatlanır.

[36, Teorem 3.3] de nil(R), R nin ideali iken R zayıf α-katı olması durumunda R nin

zayıf α-katı Armendariz olduğu ispatlanmıştır. [36, Teorem 3.9] da R zayıf α-katı ve yarı

değişmeli halka olması durumunda R[x] in zayıf α-katı Armendariz olduğu ispatlanmıştır.

Benzer bir ispatla daha genel bir sonuca ulaşılır. Örnek 4.4, 4.6, 4.8 deRα-katı halka alınırsa

o zaman nil-yarı değişmeli-I halkaların alt halkaları da nil-yarı değişmeli-I olduğu görülür

[36, Teorem 3.1]. Ancak yarı değişmeli olmayan zayıf α-katı olan çeşitli halka örnekleri

vardır. [14] de α-uyumlu halkalar tanıtılmış ve incelenmiştir. R bir halka ve her a, b ∈ R

iken ab = 0 olması için gerek ve yeter şart aα(b) = 0 olması durumunda R halkasına α-katı

denir. Bu durumda α nın birebir endomorfizma olduğu açıktır. Ayrıca [14, Teorem 2.2] de

R bir halka olmak üzere R nin α-katı olması için gerek ve yeter şart R nin α-uyumlu ve

indirgenmiş olmasıdır.

Teorem 4.45. [34] R bir halka olsun. Eğer R zayıf α-katı ve nil-yarı değişmeli-I halka ise

R[x] zayıf α-skew Armendariz halkadır.

İspat: fg = 0 olacak şekilde f, g ∈ R[x][y;α] olsun. f = f0 + f1y + . . . + fpy
p ve

g = g0 + g1y + . . . + gqy
q şeklide tanımlıdır. Varsayalım ki fi =

mi∑
s=0

aisx
s olsun. i =

0, 1, 2, . . . , p olmak üzere m = maks{mi} için her fi =
m∑
s=0

aisx
s yazılabilir. [36, Teorem

2.4] de α(1) = 1 ve xy = yx. Her a ∈ R için xa = ax. Böylece

f =

p∑
i=0

( m∑
s=0

aisx
s

)
yi =

m∑
s=0

( p∑
i=0

aisy
i

)
xs

.
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Benzer şekilde her gj için gj =
n∑

t=0

bjtx
t yazılabilir. Buradan

g =

q∑
j=0

( n∑
t=0

bjtx
t

)
yj =

n∑
t=0

( q∑
j=0

bjty
j

)
xt

bulunur. fg = 0 olduğundan aşağıdaki denklem elde edilir.

∑
s+t=k

( p∑
i=0

aisy
i

)( q∑
j=0

bjty
j

)
= 0, k = 0, 1, . . . ,m+ n (4.2)

Her s, t için s+t = 0, 1, . . . ,m+n üzeride tümevarım yöntemini kullanarak her 0 ≤ i ≤ p ve

0 ≤ j ≤ n için aisα
i(bjt) ∈ nil(R) olduğunu gösterelim. İlk olarak s + t = 0 için s = t = 0

olur ve
( p∑

i=0

ai0y
i

)( q∑
j=0

bj0y
j

)
= 0 bulunur. Teorem 4.10 a göre nil(R), R nin idealidir.

Böylece R zayıf α-katı ve nil(R), R nin ideali olduğundan R zayıf α-skew Armendarizdir

[36, Teorem 3.3]. Bu yüzden her 0 ≤ i ≤ p ve 0 ≤ j ≤ n için ai0α
i(bj0) ∈ nil(R). Şimdi

varsayalım ki s + t < k ve k ≤ m + n olacak şekilde her 0 ≤ i ≤ p ve 0 ≤ j ≤ n için

aisα
i(bjt) ∈ nil(R) olsun. s+ t = k için her 0 ≤ i ≤ p ve 0 ≤ j ≤ n için aisα

i(bjt) ∈ nil(R)

olduğunu gösterelim. Denklem 4.7 den

∑
s+t=k

( p∑
i=0

aisy
i

)( q∑
j=0

bjty
j

)
=
∑
s+t=k

p+q∑
l=0

( ∑
i+j=l

aisα
i(bjt)

)
yl

=

p+q∑
l=0

( ∑
s+t=k

∑
i+j=l

aisα
i(bjt)

)
yl =

p+q∑
l=0

( ∑
i+j=l

∑
s+t=k

aisα
i(bjt)

)
yl

Böylece ∑
s+t=k

a0sb
0
t = 0;

∑
s+t=k

a0sb
1
t +

∑
s+t=k

a1sα(b0t ) = 0;

. . . . . . . . .∑
s+t=k

a0sb
l
t +

∑
s+t=k

a1sα(bl−1
t ) + . . .+

∑
s+t=k

alsα
l(b0t ) = 0;

∑
s+t=k

apsα
p(bqt ) = 0.
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Eğer s < k ise tümevarım hipotezinden a0sb
0
0 ∈ nil(R) ve buradan b00a

0
s ∈ nil(R) yazılabilir.∑

s+t=k

a0sb
0
t = 0 eşitliği soldan b00 ile çarpılırsa b00a

0
0b

0
k + b00a

0
1b

0
k−1 + · · ·+ b00a

0
k−1b

0
1 ∈ nil(R).

Buradan R nil-yarı değişmeli-I olduğundan b00a
0
kb

0
0 ∈ nil(R) ve b00a

0
k ∈ nil(R) bulunur.

Dolayısıyla a0kb
0
0 ∈ nil(R) olur. Eğer aynı eşitlik soldan b01 ile çarpılırsa b01a

0
k−1b

0
1 = (b01a

0
0b

0
k+

b01a
0
1b

0
k−1 + . . . + b01a

0
k−2b

0
2) − b01a

0
kb

0
0 = −(b01a

0
0)b

0
k − (b01a

0
1)b

0
k−1 − · · · − (b01a

0
k−2)b

0
2 −

b01(a
0
kb

0
0) ∈ nil(R) bulunur. R nil-yarı değişmeli-I olduğundan a0k−1b

0
1 ∈ nil(R). Benzer

şekilde işlemlere devam edilirse a0k−2b
0
2 ∈ nil(R), . . . , a00b

0
k ∈ nil(R) olduğu görülür.

Öyleyse her s, t için s + t = k ve her i, j için i + j = 0 olmak üzere aisα
i(bjt) ∈ nil(R)

olduğunu göstermeliyiz. Varsayalım ki her s, t için s + t = k ve her i, j için i + j < l

olsun. Her s, t için s+ t = k ve her i, j için i+ j = l olmak üzere aisα
i(bjt) ∈ nil(R). Eğer

s < k ise tümevarım hipotezinden aisα
i(b00) ∈ nil(R). Önerme 4.44 ten aisb

0
0 ∈ nil(R) ve bu

sebeple b00a
i
s ∈ nil(R). Eğer i < l ise l üzerinde tümevarım hipotezinden aikb

0
0 ∈ nil(R) ve

bu yüzden b00a
i
k ∈ nil(R) dir.

∑
s+t=k

a0sb
l
t +

∑
s+t=k

a1sα(bl−l
t ) + . . . +

∑
s+t=k

alsα
l(b0t ) denklemi

sol taraftan b00 ile çarpılırsa nil(R), R nin ideali olduğundan b00a
l
kα

l(b00) ∈ nil(R) bulunur.

Böylece b00a
l
kα

l(b00)α
l(alk) = b00a

l
kα

l(b00a
l
k) ∈ nil(R). Dolayısıyla b00a

l
k ∈ nil(R) ve buradan

alkb
0
0 ∈ nil(R) olduğu görülür. Önerme 4.44 ten alkα

l(b00) ∈ nil(R) bulunur. Benzer şekilde

işlemler yapılarak her s, t için s + t = k ve her i, j için i + j = l iken aisα
i(bjt) ∈ nil(R)

elde edilir. Böylece tümevarım ispatlanmış olur. Yani her s, t için s + t = 0, 1, . . . ,m + n

ve her i, j için 0 ≤ i ≤ p ve 0 ≤ j ≤ q iken aisα
i(bjt) ∈ nil(R)

fiα
i(gj) =

m∑
s=0

aisx
sαi

( n∑
t=0

bjtx
t

)
=

m∑
s=0

aisx
s

( n∑
t=0

αi(bjt)x
t

)
=

m+n∑
k=0

( ∑
s+t=k

aisα
i(bjt)

)
xk

R nil-yarı değişmeli-I olduğundan ve Teorem 4.10 dan
∑
s+t=k

aisα
i(bjt) ∈ nil(R). Teorem

4.34 ten fiαi(gj) ∈ nil(R[x]). Böylece R[x] zayıf α-skew Armendariz halkadır.

Sonuç 4.46. [36, Teorem 3.9] R zayıf α-katı ve yarı değişmeli halka ise R[x] zayıf α-skew

Armendariz halkadır.

Sonuç 4.47. [34] R zayıf α-katı ve nil-yarı değişmeli-I halka olsun. Bu durumda

R[x]/ < xn > zayıf α-skew Armendariz halkadır.

Sonuç 4.48. R zayıf α-katı ve yarı değişmeli halka olsun. Bu durumda R[x]/ < xn > zayıf

α-skew Armendariz halkadır [36, Teorem 3.10].
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5. NİL-YARI DEĞİŞMELİ-II HALKALAR

Bu bölümde nil-yarı değişmeli halkalar için yeni bir tanımlama yapılacak ve genişlemeleri

incelenerek örnekler verilecektir.

Tanım 5.1. R bir halka olsun. Eğer ab ∈ nil(R) iken her r ∈ R için arb ∈ nil(R) ise R ye

nil-yarı değişmeli-II halka denir.

Uyarı 5.2. [8] R halkası nil-yarı değişmeli-II halkadır gerek ve yeter şart n ≥ 2 ve

a1, a2, . . . , an ∈ R için a1a2 . . . an ∈ nil(R) iken a1r1a2r2 . . . an−1rn−1an ∈ nil(R) olacak

şekilde r1, r2, . . . , rn−1 ∈ R vardır.

İspat: R nil-yarı değişmeli-II halka olsun. Her a1, a2, . . . , an ∈ R için a1a2 . . . an ∈ nil(R).

R nil-yarı değişmeli-II olduğundan

a1r1a2 . . . an ∈ nil(R)

a1r1a2r2 . . . an ∈ nil(R)

...

a1r1a2r2 . . . an−1rn−1an ∈ nil(R)

bulunur. Yani; r1, r2, . . . , rn−1 ∈ R için a1r1a2r2 . . . an−1rn−1an ∈ nil(R). Şimdi n ≥ 2

ve a1, a2, . . . , an ∈ R için a1a2 . . . an ∈ nil(R) olduğunda a1r1a2r2, . . . an−1rn−1an ∈

nil(R) olacak şekilde r1, r2, . . . , rn−1 ∈ R olsun. n = 2 için R nin nil-yarı değişmeli-II

olduğunu göstermek yeterlidir. a1a2 ∈ nil(R) olduğunda a1r1a2 ∈ nil(R) olur. R nil-yarı

değişmeli-II halkadır.

Sonuç 5.3. [8] R nil-yarı değişmeli-II halka olsun. a ∈ nil(R) ve r ∈ R olmak üzere

ar, ra ∈ nil(R). Yani R halkasındaki her a ∈ nil(R) için aR ve Ra; R halkasının tek taraflı

idealleridir.

İspat: a ∈ nil(R) olsun. Bu durumda ak = 0 olacak şekilde k pozitif tamsayısı vardır.

akr = 0 ve aak−1r ∈ nil(R). R nil-yarı değişmeli-II olduğundan arak−1r ∈ nil(R) ve

ararak−2r ∈ nil(R). Bu şekilde işleme devam edildiğinde (ar)m = 0 olacak şekilde m
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pozitif tamsayısı bulunur. Dolayısıyla ar ∈ nil(R). Benzer şekilde ra ∈ nil(R) olduğu

gösterilir.

Teorem 5.4. [8] R bir halka ve I; R nin ideali olsun. Eğer I ve R/I nın her ikiside nil-yarı

değişmeli-II halka ise R de nil-yarı değişmeli-II halkadır.

İspat: I ve R/I nil-yarı değişmeli-II halka olsun. a, b ∈ R olmak üzere ab ∈ nil(R) olsun.

Bu durumda (ab)k = 0 olacak şekilde k pozitif tamsayısı vardır. R̄ = R/I , ā = a + I , b̄ =

b+I ve r̄ = r+I olmak üzere āb̄ ∈ nil(R̄). Burada R̄ nil-yarı değişmeli-II olduğundan ār̄b̄ ∈

nil(R̄) olur. (arb)n ∈ I olacak şekilde bir n pozitif tamsayısı vardır. s = 1, 2, . . . , k− 1 için

rb(arb)nar, (arb)na, b(ab)s(arb)n ∈ I . (ab)k = 0 olduğundan [(arb)na][b(ab)k−1(arb)n] =

(arb)n(ab)k(arb)n = 0 şeklindedir. Burada iki köşeli parantez arasına rb(arbn)ar eklenirse,

I nil-yarı değişmeli-II olduğundan (arb)na(rb(arb)nar)b(ab)k−1(arb)n ∈ nil(I) bulunur.

Buradan (arb)2n+2(ab)k−1(arb)n ∈ nil(I) olduğu görülür.

(arb)2n+2(ab)k−1(arb)n = [(arb)2n+2a][b(ab)k−2(arb)n] ∈ nil(I).

Benzer şekilde yukarıdaki işleme devam edildiğinde

[(arb)2n+2a]rb(arb)nar[b(ab)k−2(arb)n] ∈ nil(I)

elde edilir. Yani; (arb)3n+4(ab)k−2(arb)n ∈ nil(I). Sürece devam edildiğinde

(arb)(k+2)n+2k ∈ nil(I) ⊆ nil(R) bulunur. Böylece R nil-yarı değişmeli-II halkadır.

Sonuç 5.5. [8] R bir halka ve I ⊆ nil(R); R nin bir ideali olsun. Bu durumda R nil-yarı

değişmeli-II halkadır gerek ve yeter şart R/I nil-yarı değişmeli-II halkadır.

Önerme 5.6. [8] R bir halka ve n ≥ 2 olsun. Bu durumda R nil-yarı değişmeli-II halkadır

gerek ve yeter şart Tn(R) halkası nil-yarı değişmeli-II halkadır gerek ve yeter şart R[x]/(xn)

halkası nil-yarı değişmeli-II halkadır.

İspat: Nil-yarı değişmeli-II halkaların sonlu dik toplamları da nil-yarı değişmeli-II halkadır.

Tn(R)/Nil∗(Tn(R)) ∼=
⊕n

i=1R/Nil
∗(R) olduğundan Sonuç 5.6 ya göre Tn(R)
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nil-yarı değişmeli-II halkadır. Ayrıca R[x]/(xn), Tn(R) nin alt halkası olan Vn(R)

Vn(R) =





a0 a1 . . . an−2 an−1

a0 a1 . . . an−2

. . . . . . ...

a0 a1

a0


| ai ∈ R


ye izomorf olduğundan R[x]/(xn) nil-yarı değişmeli-II halkadır [9, Teorem 3.9].

Önerme 5.7. [8] R nil-yarı değişmeli-II halka olsun. Eğer R Armendariz halka ise R[x]

nil-yarı değişmeli-II halkadır.

İspat: R Armendariz halka olduğundan nil(R), R nin (birim olmaksızın) alt halkasıdır [4,

Sonuç 3.3]. Burada R[x] de Armendariz halkadır [3, Teorem 1]. Böylece nil(R)[x] =

nil(R[x])

[4, Önerme 2.7 ve Teorem 5.3]. Kabul edelim ki f(x) =
m∑
i=0

aix
i, g(x) =

n∑
j=0

bjx
j ∈

R[x] için f(x)g(x) ∈ nil(R[x]) olsun. Ayrıca R Armendariz olduğundan her i, j için

aibj ∈ nil(R) [3, Önerme 1]. Her h(x) =
s∑

k=0

ckx
k ∈ R[x] için f(x)h(x)g(x) yazıldığında

katsayıları
∑

aickbj formunda bulunur. R nil-yarı değişmeli-II olduğundan aibj ∈ nil(R)

iken aickbj ∈ nil(R). Buradan
∑
aickbj ∈ nil(R) elde edilir. Yani f(x)h(x)g(x) ∈

nil(R)[x] = nil(R[x]).

Önerme 5.8. [8] R bir halka olsun. Nil-yarı değişmeli-II özelliğine sahip R halkası dik

sonludur.

İspat: R halkasının dik sonlu olmadığını kabul edelim. O zaman i, j, k, l = 1, 2, . . . için

0 6= eij ve eijekl = δjkeil birim matrisleri içermelidir [25]. e11e21 = 0 olmasına rağmen

e11e12e21 = e11 sıfır olmayan eşkare elemandır. Bu ise kabulle çelişir. O halde R dik

sonludur.

Önerme 5.10 un ispatı, herhangi bir R halkası için, Mn(R) matris halkasının, n ≥ 2

olduğunda nil-yarı değişmeli-II olmadığını gösterir.
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5.1. α-Uyumluluk Şartını Sağlayan Yarı Değişmeli Halkalar

R bir halka ve α;R nin bir endomorfizması olsun. a, b ∈ R için ab = 0 ⇔ aα(b) =

0 oluyorsa R ye α-uyumlu halka denir. R nin α-uyumlu olması için gerek ve yeter şart

ab = 0⇔ aαn(b) = 0, n ≥ 0.

Lemma 5.9. [8] R bir αendomorfizması için α-uyumluluk şartını sağlasın. Bu durumda

a1a2 . . . an = 0⇔ αk1(a1)α
k2(a2) . . . α

kn(an) = 0.

Burada k1, k2, . . . , kn negatif olmayan tamsayılar ve a1, a2, . . . , an R nin elemanlarıdır.

İspat: Kabul edelim ki R bir α endomorfizması için α-uyumluluk şartını sağlasın. Bu

durumda α monomorfizmadır. Ayrıca herhangi bir negatif olmayan k tamsayısı için αk

monomorfizmadır. Gerçekten; αk(a) = 0 olsun. Bu durumda 1α(αk−1(a)) = 0 ve R

α-uyumluluk şartını sağladığından αk−1(a) = 0 elde edilir. Sürece devam edildiğinde a = 0

bulunur ki; bu ise αk nın monomorfizma olduğunu gösterir.

a1a2 . . . an = 0⇔ αk1(a1a2 . . . an) = 0

⇔ αk1(a1)α
k1(a2 . . . an) = 0

⇔ αk1(a1)a2 . . . an = 0

⇔ αk1(a1)α
k2(a2 . . . an) = 0

⇔ αk1(a1)α
k2(a2)α

k2(a3 . . . an) = 0

⇔ αk1(a1)α
k2(a2)(a3 . . . an) = 0

⇔ αk1(a1)α
k2(a2)α

k3(a3 . . . an) = 0

İşlemlere bu şekilde devam edilirse a1a2 . . . an = 0 ⇔ αk1(a1)α
k2(a2) . . . α

kn(an) elde

edilir.

Sonuç 5.10. R α-uyumlu bir halka olsun. Bu durumda

a1a2 . . . an ∈ nil(R)⇔ αk1(a1)α
k2(a2) . . . α

kn(an) ∈ nil(R)

olmasıdır. Özel olarak, ab ∈ nil(R)⇔ aα(b) ∈ nil(R) olmasıdır.
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Lemma 5.11. [8] R yarı değişmeli halka ve α; R nin bir endomorfizması olsun. Eğer R

α-uyumluluk şartını sağlarsa, bu durumda nil(R[x;α]) = nil(R)[x;α].

İspat: İlk olarak nil(R[x;α]) ⊆ nil(R)[x;α] olduğunu gösterelim. R yarı değişmeli halka

olduğundan 2-asallı ve aynı zamanda nil(R) = Nil∗(R). R nin endomorfizması olan α,

R/nil(R) nin de endomorfizmasıdır. Burada ᾱ tanımlanırsa a ∈ R için

a+ nil(R) 7→ a(α) + nil(R)

şeklinde gösterilir. R/nil(R) indirgenmiş halkadır. R halkası α-uyumluluk şartını

sağladığındanR/nil(R) ᾱ-katıdır. Bu yüzdenR/nil(R)[x; ᾱ] halkası ᾱ-skew Armendarizdir.

ᾱ : R[x;α] 7→ R/nil(R)[x;α]

a0 + a1x+ . . .+ anx
n 7→ a0 + nil(R) + (a1 + nil(R))x+ . . .+ (an + nil(R))xn

ᾱ homomorfizmadır ve buradan R[x;α]/nil(R)[x;α] ∼= R/nil(R)[x;α] elde edilir. Şimdi

f(x) = a0 + a1(x) + . . . + anx
n ∈ nil(R[x;α]) için f(x)k = 0 olacak şekilde bir k pozitif

tamsayısı vardır. Dolayısıyla f̄(x) = ā0+ ā1(x)+ . . .+ ānx
n ∈ R/nil(R[x; ᾱ]) için f̄(x)k =

0̄ sağlanır. Böylece Lemma 5.13 ten her i = 0, 1, . . . , n için āiᾱi(āi) . . . ᾱ
(k−1)i(āi) = 0̄.

Lemma 5.11 den āki = 0̄ olduğu görülür. Böylece her i için ai ∈ nil(R) elde edilir. Diğer

taraftan [30, Önerme 3.4] te nil(R)[x;α] ⊆ nil(R[x;α]) olduğu ispatlandı. Dolayısıyla

nil(R)[x;α] = nil(R[x;α]) olur ve ispat tamamlanır.

Teorem 5.12. [8] R yarı değişmeli bir halka olsun. Eğer R; R nin bir α endomorfizması

için α-uyumluluk şartını sağlarsa bu durumda R[x;α] nil-yarı değişmeli-II halkadır.

İspat: Kabul edelim ki f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n, g(x) = b0 + b1x + . . . + bmx

m ∈

nil(R[x;α]) için f(x)g(x) ∈ nil(R[x;α]) olsun. (f(x)g(x))k = 0 olacak şekilde bir k

pozitif tamsayısı vardır ve bu yüzden f̄(x), ḡ(x) ∈ R/nil(R)[x;α] için (f̄(x)ḡ(x))k = 0̄ dır.

Lemma 5.11 den R/nil(R)[x;α] ᾱ-skew Armendarizdir. (f̄(x)ḡ(x))k = 0̄ olduğundan her

i = 0, 1 . . . , n ve j = 0, 1, . . . ,m için Lemma 5.11 den

āiᾱ
i(b̄j)ᾱ

i+j(āi)ᾱ
i+j+i(b̄j) . . . ᾱ

(k−1)i+(k−1)j(āi)ᾱ
ki+(k−1)j(b̄j) = 0̄
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elde edilir. Böylece Lemma 5.11 den (āib̄j)
k = 0̄ bulunur. Buradan da aibj ∈ nil(R) elde

edilir. Şimdi herhangi bir h(x) = c0 + c1x + . . . + cpx
p ∈ R[x;α] için f(x)h(x)g(x) ∈

nil(R)[x;α] olduğunu göstermeliyiz. h(x) ∈ R[x;α] ve l = 0, 1, . . . , p için aiclbj ∈

nil(R) vardır. nil(R) de f(x)h(x)g(x) işlemleri yapıldığında
∑
aiα

i(cl)α
i+l(bj) formunda

katsayılar elde edilir. Böylece Sonuç 5.12 den f(x)h(x)g(x) ∈ nil(R)[x;α] = nil(R[x;α]).

Sonuç 5.13. [30, Teorem 3.1] R yarı değişmeli bir halka ve α, R nin endomorfizması olsun.

Eğer R α-uyumluluk şartını sağlarsa, bu durumda R[x;α] zayıflatılmış yarı değişmeli bir

halkadır.

Önerme 5.14. [8] R yarı değişmeli bir halka ve R nin bir α endomorfizması için R

α-uyumluluk şartını sağlasın. Eğer R α-skew Armendariz ise bu durumda R[x;α] nil-yarı

değişmeli-II halkadır.

İspat: Kabul edelim ki f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n ve g(x) = b0 + b1x + . . . + bmx

m ∈

R[x;α] için f(x)g(x) = 0 koşulunu sağlasın. R, α-skew Armendariz olduğundan her i, j

için aiαi(bj) = 0. Lemma 5.11 den her i, j için aibj = 0 olduğu görülür. R yarı değişmeli

olduğundan herhangi bir h(x) = c0 + c1x + . . . + cpx
p ∈ R[x;α] ve l = 0, 1, . . . , p için

aiclbj = 0 elde edilir. Yine Lemma 5.11 den aiαi(cl)α
i+l(bj) = 0 olur ve f(x)h(x)g(x) = 0

bulunur. R[x;α] yarı değişmeli halkadır.

Nil-yarı değişmeli-II halkalar, NI-halkalar ile birçok ortak özelliğe sahiptir [21]. Ancak

nil-yarı değişmeli-II olan bir halkanın NI-halkası olup olmadığı sorusunu cevaplamak zordur.

Köthe varsayımında nil-yarı değişmeli-II olan bir halkanın NI halkası olduğunu gösteren

olumlu bir soru varsa olumlu bir de çözümü vardır. Ancak olumsuz bir soru varsa çözümü

de olumsuzdur. Aslında herhangi bir a ∈ nil(R) için Ra, R nin sol idealidir ve bu yüzden

Ra ⊆ Nil∗(R) dir. Benzer olarak aR ⊆ Nil∗(R) dir. Dolayısıyla a, b ∈ nil(R) için

a, b ⊆ Nil∗(R) ve bu yüzden a − b ∈ Nil∗(R) ⊆ nil(R) dir. Bu da Nil∗(R) = nil(R)

eşitliğini verir. Özellikle eğer bir R halkası sınırsızlık indeksini sınırladıysa sorunun olumlu

bir cevabı vardır. Bu durumda a ∈ nil(R) için aR,Ra ⊆ L − rad(R) [41]. Dolayısıyla

nil(R) = L− rad(R) dir.

Önerme 5.15. [8] R bir halka olsun. Eğer R[x] nil-yarı değişmeli-II ise bu durumda R bir

NI-halkadır.
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İspat: [2, Teorem 1] e göre herhangi bir R halkası için I, R nin nil ideali olmak üzere

J(R[x]) = I[x]. Dolayısıyla J(R[x]) ⊆ nil(R)[x] olur. R[x] nil-yarı değişmeli-II halka

olduğundan nil(R[x]) ⊆ J(R[x]). Şimdi herhangi bir a, b ∈ nil(R) için a, b ∈ nil(R[x]) ⊆

J(R[x]). Böylece a− b ∈ J(R[x]) ⊆ nil(R)[x] bulunur yani a− b ∈ nil(R). R, R[x] in alt

halkası ve nil-yarı değişmeli-II olduğundan ab ∈ nil(R) ve bu yüzden nil(R) de R nin alt

halkasıdır. Buradan da nil(R), R nin ideali olduğu ve nil(R) = Nil∗(R) elde edilir.

Önerme 5.16. [8] R nil-yarı değişmeli-II halka olsun. Eğer nil(R)[x] = nil(R[x]) ise bu

durumda R[x] NI-halkadır.

İspat: a, b ∈ nil(R) olsun. Sonra a − bx ∈ nil(R)[x] ve bu yüzden a − b ∈ nil(R).

Önerme 5.17 nin ispatında R nin NI halkası olduğu gösterilmiştir. R, NI halkası olduğundan

nil Armendarizdir. Buradan nil(R)[x] = nil(R[x]). [4, Önerme 2.3] e göre nil(R[x]), R[x]

in alt halkasıdır. Herhangi bir f(x) =
m∑
i=0

aix
i ∈ nil(R[x]) ve g(x) =

n∑
j=0

bjx
j ∈ R[x] için

aibj ∈ nil(R) olduğundan f(x)g(x) ∈ nil(R[x]) dir. Benzer olarak g(x)f(x) ∈ nil(R[x])

elde edilir. Böylece nil(R[x]), R[x] in idealidir.
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6. SOL (SAĞ) N-YARI DEĞİŞMELİ HALKALAR

Tanım 6.1. R bir halka olsun. Eğer ab = 0 olacak şekildeki her a ∈ nil(R) ve b ∈ R

için arb = 0 oluyorsa, R halkasına sol N-yarı değişmeli denir. Benzer şekilde eğer ab = 0

olacak şekildeki her a ∈ R ve b ∈ nil(R) için arb = 0 oluyorsa R halkasına sağ N-yarı

değişmeli denir. Halkanın sıfır ideali sol (sağ) N-yarı değişmeli ise halka da sol (sağ)

N-yarı değişmelidir. R halkası hem sol hem de sağ N-yarı değişmeli ise R halkasına N-yarı

değişmeli halka denir.

Örnek 6.2. Her yarı değişmeli halka sol (sağ) N-yarı değişmeli halkadır. Her sol (sağ)

N-yarı değişmeli halka da nil-yarı değişmeli-I halkadır.

{Yarı değişmeli halka}⊆ {Sol (Sağ) N-yarı değişmeli halka}⊆ {Nil-yarı değişmeli-I halka}

Aşağıda nil-yarı değişmeli olan ancak sol N-yarı değişmeli olmayan halka örneği verilecektir.

Örnek 6.3. Örnek(4.4) te her indirgenmiş R halkası için T3(R) nin nil-yarı değişmeli-I

halka olduğu gösterildi. Ancak T3(R) halkası sol N-yarı değişmeli halka değildir.

İspat: AB = 0 olacak şekilde A =


0 1 1

0 0 0

0 0 0

 ∈ nil(T3(R)), B =


1 1 0

0 0 1

0 0 −1

 ∈

T3(R) olsun. C =


1 1 1

0 1 1

0 0 1

 ∈ T3(R) için ACB =


0 1 1

0 0 0

0 0 0




1 1 1

0 1 1

0 0 1




1 1 0

0 0 1

0 0 −1

 =


0 0 −1

0 0 0

0 0 0

 6= 0. Dolayısıyla T3(R) sol N-yarı değişmeli halka değildir.

Önerme 6.4. R sol N-yarı değişmeli bir halka olsun. Herhangi bir e eşkare elemanı

için eRe sol N-yarı değişmeli halkadır.
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İspat: eae ∈ eRe üstel sıfırlı eleman ve ebe ∈ eRe için (eae)(ebe) = 0 olsun. R sol

N-yarı değişmeli halka olduğundan (eae)R(ebe) = 0. Burada e = e2 ∈ R eşkare eleman

olduğundan eae(eRe)ebe = 0. Dolayısıyla eRe sol N-yarı değişmeli halkadır.

Önerme 6.5. R bir halka olsun. R sol N-yarı değişmeli halkadır gerek ve yeter şart a ∈

nil(R) için rR(a) ⊆ rR(aR).

İspat: Gerek şart için, herhangi bir a ∈ nil(R) ve x ∈ rR(a) için ax = 0 olsun. R sol N-yarı

değişmeli halka olduğundan aRx = 0. Buradan x ∈ rR(aR) olur. Tersine, a ∈ nil(R) ve

b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan b ∈ rR(a) olur. Hipotezden (aR)b = 0. Böylece R sol

N-yarı değişmeli halkadır.

Önerme 6.6. R indirgenmiş bir halka olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler vardır:

(1) S =



a b c

0 a 0

0 0 a

 |a, b, c ∈ R
 bir halka olsun. S sol N-yarı değişmeli halkadır.

(2) S =



a 0 c

0 a b

0 0 a

 |a, b, c ∈ R
 bir halka olsun. S sol N-yarı değişmeli halkadır.

İspat:

(1) A =


0 b c

0 0 0

0 0 0

 ∈ nil(S) sıfırdan farklı üstel sıfırlı eleman ve B =


u v t

0 u 0

0 0 u

 ∈ S
olsun. Varsayalım ki AB = 0. Buradan bu = 0 ve cu = 0 denklemleri elde edilir.

R indirgenmiş olduğundan R yarı değişmelidir. Dolayısıyla herhangi bir x ∈ R

için bxu = 0 ve cxu = 0 elde edilir. Herhangi bir C =


x y z

0 x 0

0 0 x

 ∈ S için

ACB =


0 bxu cxu

0 0 0

0 0 0

 = 0 bulunur. Böylece S sol N-yarı değişmeli halkadır.
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(2) (1) ile benzer şekilde ispatlanır.

6.1. Sol (Sağ) N-Yarı Değişmeli Halkaların Bazı Genişlemeleri

Bu bölümde, sol (sağ) N-yarı değişmeli halkaların bazı genişlemeleri incelenecektir.

Önerme 6.7. R halkası sol N-yarı değişmeli halkadır gerek ve yeter şartR halkasının Dorroh

genişlemesi sol N-yarı değişmeli halkadır.

İspat: nil(D(R,Z)) = {(r, 0)|r ∈ nil(R)} olsun. Gerek şart için, (a, b) ∈ D(R,Z) ve

(r, 0) ∈ nil(D(R,Z)) iken (r, 0)(a, b) = 0 olsun. Sonra (ra+br, 0) = 0. Buradan ra+br =

0 ve r(a+b1R) = 0. R sol N-yarı değişmeli halka olduğundan rR(a+b1R) = 0. Böylece her

(x, y) ∈ D(R,Z) için (r, 0)(x, y)(a, b) = (r(x + y1R)(a + b1R), 0) = 0. Dolayısıyla R nin

Dorroh genişlemesi D(R,Z) sol N-yarı değişmeli halkadır. Tersine, r ∈ nil(R), s ∈ R için

rs = 0 olsun. (r, 0) ∈ nil(D(r.Z)) için (r, 0)(s, 0) = 0. Hipotezden (r, 0)D(R,Z)(s, 0) =

0. Özellikle x ∈ R için (r, 0)(x, 0)(s, 0) = 0. Böylece rxs = 0. R sol N-yarı değişmeli

halkadır.

Şimdi 3×3 tipindeki matris halkasının özel bir alt halkası olanH(s,t)(R) halkası incelenecektir.

R bir halka ve s, t; R nin merkezinde olmak üzere;

H(s,t)(R) =



a 0 0

c d e

0 0 f

 ∈M3(R)|a, c, d, e, f ∈ R, a− d = sc, d− f = te


şeklindedir. H(s,t)(R) matrislerin bilinen toplama ve çarpma işlemleriyle bir halkadır.

Ayrıca H(s,t)(R), M3(R) nin alt halkasıdır. Elemanları;


sc+ te+ f 0 0

c te+ f e

0 0 f


formundadır.
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Lemma 6.8. R bir halka ve s, t, halkanın merkezinde olsun. Üstel sıfırlı elemanların kümesi

nil(H(s,t)(R)) =



a 0 0

c d e

0 0 f

 |a, d, f ∈ nil(R), c, e ∈ R


şeklindedir.

İspat: A =


a 0 0

c d e

0 0 f

 ∈ nil(H(s,t)(R)) üstel sıfırlı eleman olsun. An = 0 olacak şekilde n

pozitif tamsayısı vardır. Buradan an = dn = fn = 0. Tersine n,m, k pozitif tamsayıları için

an = 0, dm = 0 ve fk = 0 olsun. p = max{n,m, k} olmak üzere A2p = 0.

Teorem 6.9. R indirgenmiş halka olsun. H(0,0)(R) sol N-yarı değişmeli halkadır ancak

indirgenmiş halka değildir.

İspat: R indirgenmiş halka ve a ∈ nil(R) olmak üzere A =


a 0 0

c a e

0 0 a

 ∈ nil(H(0,0)(R))

olsun. R indirgenmiş halka olduğundan a = 0. Şimdi B =


k 0 0

l k n

0 0 k

 ∈ H(0,0)(R) için

AH(0,0)(R)B = 0 olsun. Bu durumda AB = 0 iken ck = ek = 0. ACB = 0 olacak

şekildeki herhangi bir C =


x 0 0

y x u

0 0 x

 ∈ H(0,0)(R), her x ∈ R için cxk = exk = 0 bulunur.

Böylece H(0,0)(R) sol N-yarı değişmeli halkadır. Ayrıca A =


0 0 0

1 0 1

0 0 0

 ∈ H(0,0)(R) olmak

üzere A sıfırdan farklı bir üstel sıfır elemandır. Dolayısısyla H(0,0)(R) indirgenmiş halka

değildir.
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