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1. GIRIS

Lie cebirleri, ilk olarak 1870 yilinda M.S. Lie tarafindan tanimlanmis ve matematik ile
fizigin bircok alaninda temel bir yap1 haline gelmistir. Bu cebir yapilart hakkinda literatiirde
pek ¢ok calisma mevcuttur. Bu ¢alismada Lie cebirlerinin derivasyonlar1 ve 6zellikle belli bir
polinom 6zdesligini saglayan derivasyona sahip Lie cebirlerinin yapist incelendi.

Tekil olmayan derivasyonlar Lie cebirlerinde onemli bir yer almaktadir. N. Jacobson,
[8] makalesinde tekil olmayan derivasyona sahip ve karakteristigi sifir olan cisim tizerinde
tanimli Lie cebirlerinin nilpotent oldugunu gosterdi. Fakat bu durum karakteristigi asal bir p
sayis1 olan cisimlerde daha karigiktir. A.I. Kostrikin ve M.I. Kuznetsov, [11] ¢alismasinda
tekil olmayan derivasyona sahip ve karakteristigi asal p sayisi olan cisim iizerinde tanimli Lie
cebirlerinin nilpotent olmadigin1 6rnek vererek gosterdiler.

Bu calismanin amaci bir polinom 6zdegligini saglayan bir derivasyona sahip ve
karakteristigi sifir olan cisim {izerinde tanimli Lie cebirlerini incelemektir. K, karakteristigi
sifir olan bir cisim ve G, K cismi iizerinde bir Lie cebir olsun. r € K [x] polinomu ele alinsin.
Bu takdirde d € Der(G) derivasyonu, r(d) = 0 oluyorsa bu derivasyona r ile verilen bir
polinom 6zdesligini saglayan derivasyon denir. Bu calismada 6zel olarak r» = 2™ — 1 polinomu
ele alindi. d derivasyonunun 7 ile verilen polinom 6zdesliginin saglanabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosulun d nin n. mertebeden periyodik derivasyon oldugu, yani id birim doniisiim
olmak iizere d” = id oldugu gosterilmigtir. n nin 6 ile boliiniip boliinmeme durumlari
incelenerek f(z) = 2" — 1, g(z) = (x+1)" — 1 € Z|x] polinomlarinin en biiyiik ortak boleni
hesaplandi. Uzun yillar boyunca f ve g polinomlarinin resultantinin bulunmasi iizerine bir¢ok
calisma yapilmigtir. E. Wendt, [24] ¢alismasinda bu polinomlarin resultantinin Circulant
matris C(n) nin determinantina esit oldugunu gosterdi. E. Lehmer de, [12] ¢alismasinda
C(n) nin determinantinin sifir olmast igin gerek ve yeter kogulun 7 nin 6 ile tam boliinmesi
oldugunu ispatladi.

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde calisma boyunca ihtiyag
duyulacak temel tamimlar ve teoremlere yer verildi. Uglincii boliimde aritmetik degismezler
tanimland1 ve bu degismezler ile ilgili 6zellikler verildi. Son boliimde (D. Burde ve W. A.
Moens, [4]) calismasinda periyodik derivasyona sahip ve karakteristigi sifir olan bir cisim
tizerinde taniml Lie cebirleri ile ilgili elde edilen sonuglar, karakteristigi sifir olan bir cisim

tizerinde belirli bir polinom 6zdesligini saglayan derivasyona sahip Lie cebirleri i¢in incelendi.






2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde [1, 13] calismalarindan yararlanilarak diger boliimlerde ihtiya¢ duyulacak

olan temel tanimlar ve teoremler verildi.

2.1. Lie Cebirleri

Tanmm 2.1. C, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olmak iizere (k,v) — f(k,v) := kv
seklinde tanimlanan f : C' x C' — (' doniisiimil bilineerlik 6zelligini sagliyorsa C' ye K -cebir

denir ve (C, f) ile gosterilir.

Tanmm 2.2. C, K cismi iizerinde bir cebir ve N/, C nin bir alt vektor uzay1 olmak iizere her

k,v € N i¢in kv € N oluyorsa A/ ye C nin bir alt cebiri denir.

Tamm 2.3. C', K cismi iizerinde bir cebir ve N, C' nin alt vektor uzayi olsun. Her x € C' ve
v € N igin kv, vk € N ise N ye C nin bir ideali denir.

Uyari 2.4. Her ideal bir alt cebirdir, fakat her alt cebir ideal degildir.
Tamm 2.5. (', K cismi tizerinde bir cebir olmak iizere her «, v, 2z € (' igin
k(vz) = (kv)z
saglantyorsa C' ye asosyatif (birlesmeli) cebir denir.
Tanim 2.6. C', K cismi tizerinde bir cebir olmak iizere her x, v € C i¢in
KV = VK
saglantyorsa C' ye komiitatif (degismeli) cebir denir.

Tamm 2.7. C', K cismi iizerinde bir cebir olmak iizere her x € C igin
K= kKk =0

saglantyorsa C' ye anti-komiitatif cebir denir.

Tanmmm 2.8. €, K cismi {izerinde bir cebir olmak iizere her x, v, z € C igin

J(k,v,2) = (k)2 4+ (v2)k + (z6)r =0

saglaniyorsa C' ye, Jacobi 6zdesligini saglar denir.



Tamm 2.9. (', K cismi iizerinde bir cebir olmak tizere asagidaki iki kosulu

(L1) her k € C icin kk = 0 (anti-komiitatiflik)
(L2) her k,v,z € Cigin (kv)z + (v2)k + (2k)v = 0 (Jacobi 6zdesligi)

sagliyorsa C' ye Lie cebiri denir.

Tanmm 2.10. (C,.), K cismi tizerinde birlegsmeli bir cebir olmak iizere C' iizerinde
(k,v) = [k, V] = kv — VK
seklinde tamimlanan [,| : C' x C'— C yeni ¢arpima Lie ¢arpimu denir.

Onerme 2.11. (C,.), K cismi iizerinde herhangi bir birlesmeli cebir olsun. O zaman (C, [,]),

bir Lie cebirdir.

Tanmm 2.12. G, K cismi iizerinde bir Lie cebir olmak iizere her x, v € G i¢in [k, v] = 0 ise

G ye abelyen Lie cebir denir.

Tanim 2.13. M, nxn tipinde bir matris olsun. Bu matrisin kosegeni tizerindeki elemanlarinin

toplamina matrisin izi denir ve iz(M) ile gosterilir.

Tamm 2.14. K cismi lizerindeki biitiin n x n tipindeki matrislerin kiimesi
M (K) = {M = [aij]nxn| ai; € K}

matrislerde bilinen carpma islemi ile birlikte birlesmeli cebir olur. Onerme 2.11. den dolayi

(M, (K),][,]) bir Lie cebirdir. Bu Lie cebirine matris Lie cebiri denir ve gl(n, K) ile gosterilir.

Tamm 2.15. sl(n, K) = {M € gl(n, K)| iz(M) = 0} seklinde tanimlanan kiime gl(n, K)
nin bir alt uzayidir. Ayrica bu alt uzay, gl(n, K) nin bir Lie alt cebiridir. Bu alt cebir 6zel

lineer Lie cebiri olarak adlandirilir.

Tanmm 2.16. G, K cismi tizerinde bir Lie cebiri olmak tizere C(G) = {x € G|her v €

G i¢in [k, v] = 0} seklinde tanimlanan kiimeye G nin merkezi denir.

2.1.1. Nilpotent Lie cebirleri

Lemma 2.17. G, K cismi iizerinde bir Lie cebiri ve S ile 7, G nin idealleri olsun. O zaman
[T,S] = Span{|[x, v]| her k € T,v € S i¢in}

carpim uzay1 G nin bir idealidir.



Tanmm 2.18. G, K cismi iizerinde bir Lie cebiri olmak tizere G nin kendisi ve {0} disinda

hicbir ideali yoksa G ye basit Lie cebiri denir.

Tamm 2.19. G, K cismi iizerinde bir Lie cebiri olmak iizere G' = G ve m pozitif tamsayis1
icin gmt! = [G™, G] seklinde tanimlansin. O zaman her pozitif m tamsayisi i¢in G, G nin

ideali ve Gt C G™ olmak iizere G nin ideallerinin
G=G'2G*2...2G" DG D ...
bir azalan serisi elde edilir. Bu seriye G nin alt merkezi serisi denir.

Tamim 2.20. Bir pozitif ¢ tamsayisi i¢in G = 0 ise G ye nilpotent Lie cebiri denir. Bir s
pozitif tamsayisi i¢in eer G* # 0 ve G**1 = 0 oluyorsa s ye G nin nilpotentlik sinifi denir.

Nilpotentlik sinifi ¢(G) ile gosterilir.

2.1.2. Derivasyonlar

Tanim 2.21. G, ve G,, K cismi iizerinde iki Lie cebiri olsun. Eger d : G; — G, lineer

doniisiimii her k, v € Gy igin
[k, v] = d([k, v]) = [d(k), d(v)]

esitligini sagliyorsa d ye Lie cebir homomorfizmasi denir. d homomorfizmas1 birebir ise
monomorfizma, orten ise epimorfizma, hem birebir hem de orten ise d homomorfizmasina
Lie izomorfizmasi denir ve G; = G, ile gosterilir. G bir Lie cebir olsun. f : § — §
homomorfizmasina endomorfizma denir ve tiim endomorfizmalarin kiimesi End(G) ile
gosterilir.

(End(G), o), birlesmeli cebir oldugundan her f,g € End(G) igin [f,g] = fog— go f Lie
carpimi ile bir Lie cebir yapist olusturur. Dolayisiyla gl(G) = (End(G),[,]), bir Lie cebirdir.

Tamm 2.22. G, bir Lie cebir olmak iizere d : G — G lineer doniisiimii her x, v € G i¢in

d([liv V]) = [d(li),l/} + [/{7d(y)]

kosulunu saglarsa d € End(G) ye G nin bir derivasyonu denir.
G nin biitiin derivasyonlarinin kiimesi Der(G) ile gosterilir ve bu kiime bir Lie cebir yapisi

olusturur.

Tanmm 2.23. C, K cismi iizerinde {ay, ..., a, } bazina sahip olan n boyutlu bir cebir ve d, C'
cebirinin bir derivasyonu olsun. Eger {a, ..., a,,} bazindaki bazi elemanlar i¢in d(a;) € Ka;

oluyorsa d derivasyonuna yar1 basit denir.



Tanim 2.24. G bir Lie cebiri ve d, G nin bir derivasyonu olsun. Eger d birebir ve orten ise d

ye tekil olmayan derivasyon denir.

Tanim 2.25. G bir Lie cebir ve d, G nin derivasyonu olsun. id birim doniisiim olmak iizere
d™ = 1d olacak sekilde n pozitif tamsayis1 mevcutsa d ye n. mertebeden periyodik derivasyon

denir.

2.2. Polinom Halkalan

2.2.1. Halkalar

Tanmim 2.26. Bostan farkli R kiimesi iizerinde toplama ve carpma olarak tanimlanan iki tane
islem olsun. O zaman

(i) R kiimesi toplama islemine gore bir abelyen grup,

(11) ‘R kiimesi carpma islemine gore kapali ve birlesmeli,

(iii) her k, v, z € Ri¢in k(v + 2) = kv + kz ve (V + 2)k = vk + zk (dagilma ozelligi)
sartlar1 saglaniyorsa bu kiimeye halka denir ve (R, +,.) ile gosterilir. (R, +,.) bir halka
olmak iizere her x € R icin

ER = RE =X

olacak sekilde € € R mevcutsa ¢ elemanina R halkasinin birimi ve 'R ye de birimli halka

denir. R nin toplamsal birimi Oz ve ¢arpimsal birimi 15 ile gosterilir.
Tanim 2.27. ‘R bir halka olmak iizere her x, v € R i¢in
KV = UK

ise R ye degismeli halka denir.
Ornek 2.28. Z , Q, R, C toplama ve ¢arpma islemleriyle birimli ve degismeli halkalardur.

Tanim 2.29. R bir halka olmak ilizere kv = O sartin1 saglayan her k, v € R icin k = O

veya v = (g ise R ye sifir bolensiz halka denir.
Ornek 2.30. (Z, +, .) halkas: sifir bolensiz halkadir.

Tamim 2.31. 1 # Oy olacak sekilde R birimli, degismeli bir halka olsun. Eger R halkasi
sifir bolensizse R ye tamlik bolgesi denir.

Ornek 2.32. Z,Q, R ve C halkalar1 birer tamlik bolgesidir.

Teorem 2.33. Her cisim bir tamlik bolgesidir.



Teorem 2.34. Her sonlu tamlik bolgesi bir cisimdir.

Tanim 2.35. R bir halka olmak iizere her x € R i¢in mx = 0 sartin1 saglayan en kiiciik
m pozitif tamsayisina R halkasinin karakteristigi denir. Eger bu kosulu saglayan pozitif bir
tamsay1 mevcut degilse R nin karakteristigi sifirdir. R halkasinin karakteristigi kar(R) ile

gosterilir.
Ornek 2.36. Z, Q, R ve C halkalarinin karakteristigi 0 dur. (Zg, +, .) nin karakteristigi 6 dir.
Teorem 2.37. Bir tamlik bolgesinin karakteristigi sifir ya da bir asal sayidir.

Uyar 2.38. Her cisim tamlik bolgesi oldugundan dolay1 cismin karakteristigi sifir ya da asal

sayidir.

Tanim 2.39. R bir tamlik bolgesi ve k € R olmak lizere « tarafindan iiretilen

(k) ={kr|remR}
idealine esas ideal denir. ‘R nin her ideali esas idealse R ye esas ideal bolgesi denir.
Ornek 2.40. (Z, +,.), esas ideal bolgesidir.

2.2.2. Polinom halkalar
Tamim 2.41. ‘R bir birimli halka, x belirsiz ve her « = 0,1,2,3,..., m icin o; € R olmak

uzere

f(x) = apx® + a1t + ...+ apa™

seklinde tanimlanan ifadeye R katsayilarindan olusan = e gore bir polinom denir. Bu sekilde

tanimlanan biitiin polinomlarin kiimesi R[] ile gosterilir.

Tanim 2.42. R bir halka ve x belirsiz olmak iizere m,n € N i¢in
f(x) = apz® + a1 + ... + apa™ € Rlz]

g(x) = bz’ + bz’ + ...+ ba" € Rl7]

olsun. k = maks(m,n) ve c; =3, a;b;_; olmak tizere

Fla) +9@) = 3 (s + b

)



seklinde tanimlanan islemlerle (R[z], +, .) birimli bir halka yapisina sahiptir. Bu halkaya R

tizerinde tanimli polinomlar halkasi denir.

Tanmim 2.43. ‘R birimli bir halka olsun.
f(x) =apx® + a1t + ...+ ana™ € Rlz], ap #0
olmak iizere m ye f(x) polinomunun derecesi denir ve der f(z) ile gosterilir.

Tanim 2.44. Bagkatsayis1 1 olan polinoma monik polinom denir.

Tanim 2.45. R bir tamlik bolgesi, f(z) € R[z| ve ¢ € R olsun. Eger f(c) = O ise ¢ ye
f(x) polinomunun kokii ya da sifir1 denir.

Tamim 2.46. R bir tamlik bolgesi, f(x) € R[z] sabit olmayan bir polinom ve ¢ € R olmak
lizere f(c) = Og olsun. Eger (x — ¢)® | f fakat (z — ¢)*T' { f ise ¢ ye f polinomunun s kath

bir kokii denir. Eger s = 1 ise ¢ ye basit kok denir.
Tamm 2.47. f(z) = apz® + a2’ + ...+ a,z™ € Rx] ve ¢; ler bu polinomun kokleri olsun.
O zaman bu polinomun diskriminanti

m

Disc(f) = az* [ [(ci = ¢;)°

i<j
olarak tanimlanir.

Ornek 2.48. f(x) = 2> — 52 + 6 polinomu (z — 2)(x — 3) e esittir. Boylece kokleri ¢; = 2

ve ¢cp = 3 bulunur. m = 2 ve a; = 1 olmak iizere

2
[[ei—w)=02-3=1"=1
1<j

elde edilir. Dolayisiyla Disc(f) = (—5)? — 4.1.6 = 25 — 24 = 1 dir.

Uyari 2.49. Eger R tamlik bolgesi ise R [x] de tamlik bolgesidir. Ayrica eer R bir cisim ise
R[z], bir esas ideal bolgesidir.

Asagidaki iki tanimda ‘R cisim olarak kabul edilecektir.

Tamim 2.50. f(x),g(x) € R|x] olmak tizere f(x) = g(x).l(x) olacak sekilde bir I(z) €
R|[z] varsa o zaman f(z), g(x) i boler ve g(z)|f () seklinde gosterilir.



Tanmm 2.51. f(z) ve g(z), R[z] polinom halkasinda sifirdan farkli iki polinom olsun. O
zaman

(i) ¢(x) monik,

(i) q(x)| f(z) ve q(x)|g(),

(i) ()| () ve U(x) g() iken I(z)]q(x)

sartlarim1 saglayan ¢(z) polinomuna, f(z) ve g(x) polinomlarinin ortak bolenlerinin en

bityiigii denir ve g(x)=obeb(f(z), g(x)) ile gosterilir.

Ornek 2.52. f(x) = 32° + 52° + 62 € Zy[z] ve g(z) = 4a* + 22° + 62 + 4o + 5 € Z;[7]
olsun. O zaman ¢(x) = obeb(f(z),g(x)) = x + 6 dir.

Tanim 2.53. R, birimli bir halka ve x belirsiz olmak iizere f(z), R lizerinde tanimli ve
sabit olmayan polinom olsun. Eger her g(z),l(z) € Rlz] i¢in f(z) = g(z).l(x) esitligi
saglaniyorsa ve g(x) veya I(z) tersinir ise f(z) polinomuna R iizerinde indirgenemez bir

polinom denir.

Ornek 2.54. f(x) = 2 + 4z € Z[z] olsun. f(z) = 2+ 42 = 2(x + 2) deki ¢arpanlarin her
ikisi Z|x] i¢inde tersinir olmadigindan verilen polinom Z de indirgenemez degildir.

Ornek 2.55. f(x) = 22 + 1 olsun. Bu polinom C de indirgenebilirdir fakat R de ve Q da

indirgenemezdir.

2.2.3. Tllkel kokler

Tanim 2.56. n € Z™ ve K bir cisim olmak iizere ™ —1 polinomunun K cismindeki koklerine

birimin n. kokleri denir.

Ornek 2.57. 2" — 1 polinomunun karmagik sayilar icindeki kokleri & = 0,1,...,n — 1 igin

(224 (27Tk> o (27Tk>
W = e\ n =cos| — ) +esm| —
n n

dir.



Tamim 2.58. Birimin n. kokleri bir carpim grubu olusturur. Bu grup devirli ise iiretec

elemanina birimin n. ilkel kokii denir. £ = 0,1,2,...,n — 1 i¢in birimin n. kokleri

(27rk> o (27‘(‘]{7)

=cos|{ — | +.8mn | —

n n
< ot . 27r)k

= cos— +1.81n —

n n

ok
=wy

seklinde ifade edilir. Boylece bu devirli grubun iireteci w; dir.
2,3

Ornek 2.59. f(z) = 2° — 1 polinomunun kokleri w = e’ olmak iizere 1, w,w?, w3, w tiir.

Tamim 2.60. t|n olacak sekilde ¢,n € Z* igin wy, wo, . .., wy degerleri birimin n. kokleri

icerisinde . dereceden kokleri olsun. O zaman
Oy(x) = (x —wy)(z —wy) ... (x — wyg)
polinomu, Sayklotomik polinom olarak adlandirilir.

Ornek 2.61. t = 3 ve n = 6 olsun. Birimin 6. kokleri kiimesinden 3. dereceden kokleri

w®, w?, w* seklindedir. Bu kokler ile olusturulan 3. dereceden Sayklotomik polinom

P3(z) = (z —w?)(z —w!) =2+ + 1

dir.
Ornek 2.62. 2" — 1 polinomu carpanlara ayrilisi
2" —1=(z—w)(x—ws)...(x —wyg)...(x —w,)

seklindedir. 1 < ¢ ve t € Z* olmak iizere w, t. dereceden bir kok ise w'%) de t. dereceden bir

kok olur. Dolayisiyla

" —1= H‘I)t(l‘)

tln

esitligi elde edilir. Boylece ®(x) = = — 1 oldugu sonucuna ulagilir. Genel olarak, ¢t < n ve

t|n igin, @, (x) Sayklotomik polinomunun tam katsayili oldugu kabul edilir.
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Buna gore,

v —1

O, (1) = = —

= o)
tin

olarak ifade edilir.

Simdi Sayklotomik polinom ®,,(x) ile ilgili baz1 6zellikler ve sonuglar verilecektir.
Ozellik 1 : ®,,(z), Q[z] icinde indirgenemez bir polinomdur.
Sonug 1 : w, birimin n. ilkel kokii olmak tizere w nin indirgenemez polinomu f(z) ise o
zaman f(z) = @, (x) dir.
Ozellik 2 : ®,,(z) polinomu Z,|x] i¢inde ¢arpanlanabilirdir (indirgenebilirdir).
Ozellik 3 : ®,,(z) polinomunun derecesi Euler ¢ fonksiyonu olan ¢(n) ye esittir. Yani ¢(n)

degeri, n sayisindan kiiciik olup 7 ile aralarinda asal olan sayilarin eleman sayisina esittir.

11
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Aritmetik Degismezler

Bu boliimde [12, 24] ¢calismalarindan yararlanilarak bazi aritmetik degismezler ve

ozellikleri verildi.

Lemma 3.1. o, 8 € C olmak iizere |a| = || = |a + 8] = 1 olsun. O zaman w, birimin
tictincii 1lkel kokii olmak iizere

b = wa

veya

olur.

Ispat: Verilen kosullardan
0—af =Ja—(a+B)=[0—(a+ ) =1
elde edilir. Dolayisiyla
0, a, a+f

noktalar1 karmagik diizlemde bir eskenar ticgenin kogseleridir.
Simdi

v=—(a+p)
olarak tanimlansin. O halde

a+pB+v=0

ve ayrica
o] = Bl = I =1

esitlikleri saglanir. | 5| = |a| = 1 oldugundan bir A € R i¢in

B =ea
yazilabilir. Benzer sekilde bir i € R icin
v =e*a
olur.
Bu ifadeler
a+pf+v=0

13



esitliginde yerine yazilirsa

a+ e?a+ eta =0

elde edilir. « # 0 oldugundan
1+e?+er =0

sonucuna ulagilir.

Euler formiilii kullanilarak
14+ cosA+cosp+i(sin A +sinp) =0
elde edilir. Reel ve sanal kistmlar ayr1 ayr1 esitlenirse
cos A +cosp = —1

veE

sin A +sinp =0

olur.
Buradan

sin 4t = —sin A

elde edilir. Ayrica ilk denklem kullanilarak
COS [L = COS A

oldugu goriiliir. Dolayisiyla
= —X\ (mod 2m)

elde edilir.
Boylece
2cos A = —1
olur ve buradan
COS A\ = —1
2

elde edilir. O halde

21 47
A=— veya A= —.
3 3
Dolayisiyla
er=w veya e =uw?
burada

w = 627rz/3

14



birimin ii¢iincii ilkel kokiidiir.

Sonug olarak

veya

elde edilir.

Sonuc¢ 3.2. o, 3,7y, + 7,8+ 7, + [ + ~ sayilarinin tamami birimin n. kokleri olamaz.

Ispat: Aksi varsayilsin. Yani

a, By, o+, B+v,a+ B+

sayilarinin tamami birimin n. kdkleri olsun.
Lemma 3.1. uygulanirsa,

ol =yl =l +] =1
oldugundan birimin {i¢iincii ilkel kokii w i¢in

a=w'y

elde edilir; burada
r e {1,2}.
Benzer sekilde
1Bl =l=I[8+~=1

oldugundan yine Lemma 3.1. ile

elde edilir; burada
s € {1,2}.
Dolayisiyla
atB+y=wrytwy+y=w +w+1)y.

Simdi olasiliklar incelensin.
1. Durum: r = s.
Bu durumda
a+B+v=(1+2w")y.
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r = 1icin:

1
1+2w:1+2<—§+§i> = iV/3,

dolayisiyla
11+ 2w| = V3.

Benzer sekilde » = 2 i¢in de

11+ 2uw?| = V3.

O halde
oo+ B+ 7] = |1+ 20| |y = V3.

Fakat varsayima gore
a+ [+

birimin kokii oldugundan normu 1 olmalidir. Celigki elde edilir.
2. Durum: r # s.

Bu durumda
{r,s} ={1,2}
olur. Bilindigi gibi
14+w+w?=0.

Dolayisiyla
w+w' +1=0
ve boylece
a+pB+v=0
elde edilir.

Ancak 0, birimin kokii degildir. Bu da celigkidir.
Her iki durumda da celiski elde edildiginden,

By, o+, B+y,a+ 5+
sayilarinin tamami ayni anda birimin kokii olamaz.

Sonug 3.3. a4, ay, ag, ay birimin n. kokleri olsun. Eger her farkli i, j € {1,2,3,4} igin
a; + Oéj

de birimin n. kokii ise, boyle bir durum miimkiin degildir.

16



Ispat: Varsayilsin ki

g, g, 03,0

birimin kokleri olsun ve ayrica her farkli 7, j i¢in a; + «; de birimin kokii olsun.

Lemma 3.1. uygulanirsa,

| = fog| = |on + a2 =1
oldugundan
oy = w oy
elde edilir; burada
r e {1,2}.

Benzer sekilde

as =wioy, ag=w'my

elde edilir; burada
r,s,t € {1,2}.

Simdi ii¢ say1:

7, 8,1

yalnmizca iki farkli deger alabildiginden, giivercin yuvasi prensibine gore en az ikisi esittir.

Dolayisiyla agsagidaki durumlardan en az biri gerceklesir:

Genelligi bozmadan

oldugu varsayilsin. Bu durumda

olur.
Dolayisiyla

ay + a3 = 2w .

Norm alinirsa:

lag + az| = [2w"aq | = 2|w"||ay | = 2.

Ancak varsayima gore

062+063

birimin kokii oldugundan normunun 1 olmasi gerekir. Bu celigkidir.

Dolayisiyla boyle bir durum miimkiin degildir.

17



Tanim 3.4. R degismeli bir halka ve
f@) =ax’ +az' + ...+ anz™, G €R Ve a, #0

g(x) = bpa® + byz' + ...+ b 2", b;ER ve b, #0

pozitif dereceye sahip R[] lizerinde tanimli iki polinom olsun. f polinomunun katsayilar

her satirda n defa ve g polinomun katsayilari ise her satirda m defa kaydirilarak yazilmasiyla

olusturulan

apg a; as -+ @, 0 0

0 ap ar -+ Gm—1 G

0 0 0 -« ag ay -+ Qm_1 Qm

Syl(f,g) = ' '

bp by by -+ b, 0 O --- 0
0 by by ~-- bp—1 b, 0 --- 0
00 0 - by b - b1 b,

matrisine Sylvester matrisi denir.

Ornek 3.5. f(z) = 22 + 32 +2,9(z) = x + 1 € Z[z] olsun. O zaman Sylvester matrisi igin
gerekli Katsayilar f(x) = 2 + 3x + 2 polinomu i¢in [2,3,1] ve g(x) = z + 1 polinomu i¢in
ise [1, 1] olarak bulunur. Ilk olarak f(x) in katsayilar1 g(x) in derecesi kadar kaydirilarak

yazilir. Daha sonra g(z) in katsayilart f(z) in derecesi kadar kaydirilarak satirlara yazilir.

Boylece
231
Syl(f,g)=1110
011
dir.

Tamim 3.6. Tanim 3.4. te verilen f ve g polinomlarinin Sylvester matrisinin determinantina
R tizerinde f ve ¢ nin resultant: denir ve R(f, g) ile gosterilir. c; ler f nin 3; ler ¢ nin kokleri

olmak iizere f ve g nin resultanti
R(f.9) = apby [ (e = 5)) (3.1)
,J

ile de hesaplanir. Resultantin carpim 6zelligi /K cismi lizerinde

m

f(z) = an H(x —a;) ve g(x) = b, H(x - B;)

i=1 j=1

18



olsun. Ayrica
t

h(z) = ¢ H(x — V), derh=t
k=1

olsun. Burada ~y, lar A nin kokleridir. (3.1) esitligi kullanilarak

R(fg,h) = (ambn)' [ [(f9) (%)

k=1

olur. Fakat (f¢)(vx) = f(7)g(7x) oldugundan

R(fg,h) = (ambn)' [ ] F()g()

dir. Carpim ayristirildiginda

R(fg,h) = (ain 1T f(%)) (bi 11 9(%))

olur. Dolayisiyla

oldugundan
R(fg,h) = R(f, h)R(g, h)
seklinde ifade edilir.

Ornek 3.7. f(z) = 2 — 52 +6,g(z) = 2 — 1 € Z[z] olsun. O halde f(z) in kokleri c;; = 2
ve ap = 3 tiir. g(z) in kokii 5, = 1 dir. Boylece

6 =51
R(f,9)=|-110/=7-5=2
0 —-11
dir. Ayrica (3.1) formiilii kullanilarak
R(f,9) —11121_[ — Bl = /) =2-1)B-1)=12=2

elde edilir. Sonug olarak her iki yontem ile R(f, g) = 2 dir.
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Teorem 3.8. Katsayilari bir tamlik bolgesinden olan iki polinomun resultantinin sifir olmasi

icin gerek ve yeter kosul polinomlarin ortak bir kdke sahip olmasidir.

Ispat: ~, f ve g polinomlarinin ortak kokii oldugu kabul edilsin. Bu durumda ¢arpimin

terimlerinden biri (7 — ) = 0 olur. Dolayistyla tiim ¢arpim sifir olur.

Tersine R(f, g) = 0 oldugu kabul edilsin. O halde katsayilar1 tamlik bolgesinden dolay1

sifir bolen icermez, boyle ¢arpimin en az bir terimi sifir olur. Bu terimin («y, — ;) oldugu

varsayildiginda o = (3 elde edilir. Bu da f ve g polinomlarinin ortak bir kokii oldugu anlamina

gelir.

Lemma 3.9. ®3(z) = 2°+x+1 € Z[z], 3. dereceden Sayklotomik polinom ve n > 1 olmak
izere f(z) = 2™ — 1,9(x) = (x + 1)" — 1 € Z[z] in en bityiik ortak boleni

1, egern 0
obel(f.9) — e 7
P3(zx)=a*+x+1, egern=0

dir.

Ispat: h = obeb(z™ — 1, (z + 1)™ — 1) olsun.

Karakteristik sifir oldugundan

flz)=2a"—1
polinomunun tiirevi

f/(w) = na"!
olur ve

obeb(f, [ =1

(mod 6),
(mod 6)

elde edilir. Dolayisiyla f ¢ok katli kok icermez. Bu nedenle / de tekrarli indirgenmez carpan

icermez.
Simdi «, A nin bir kokii olsun. O halde

ve ayrica
(a+1)" =1

olur. Dolayisiyla hem o hem de «v + 1 birimin 7. kokleridir. Lemma 3.1. e gore

a+l=wa veya a-+1=w’a
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olur.

Birinci durumda

l=(w—-1a
ve ikinci durumda
1= (w*—1)a
elde edilir.
Her iki durumda da
A +a+1=0
saglanir. Dolayisiyla
(I)g((l/) = 0
Bu nedenle A nin tiim kokleri ®; iin kokleridir. Ayrica ®3(x) | 2™ — 1 ancak ve ancak 3 | n
oldugundan,
- d3(z), 3|n,
1, 3fn.

ispat tamamlanmugtir.

Uzun yillar boyunca R(z™—1, (x+1)"—1) hesaplanmasi ile ilgili ¢esitli caligmalar yapilmugtir.

Tanim 3.10. n > 1 icin sifirdan farkli p,, tamsayisi

R(z"—1,(x+1)"=1), n#0 (mod 6),
Pn = n n_
R(I _1,M>, n=0 (mod 6)

®3 ®3

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.11. n > 1 icin

matrisine Circulant matrisi denir.

Tanim 3.12. Circulant matrisi C(n) nin determinantina Wendt determinanti denir.

21



Ornek 3.13. n = 2icin 2 # 0 (mod 6) oldugundan Tanim 3.10. dan
po=R(z* —1,(x+1)* = 1)

elde edilir. O halde f(z) = 2* — 1 in katsayilar1 [—1,0,1], g(z) = (z + 1)* — 1 = 2? 4+ 2z

nin katsayilar1 [0, 2, 1] elde edilir. Sylvester matrisi

-1 010
0 -101
Syl(f,g) =
yl(f.9) 0 2 10
0 0 21
olur. Bu matrisin determinant1 —3 tiir. Boylece py, = —3 tiir.

n = 6i¢in 6 = 0 (mod 6) oldugundan Tanim 3.10. ve Lemma 3.9. un ikinci durumu

kullamlarak ®3(z) = 2% + = + 1 olmak iizere

0 —1 (z+1)° -1 9
= =-22.3.7
Pe a ( (I)g 7 q)g ) 37

elde edilir. Boylece uzun bolme iglemi yapmak yerine Circulant matris kurali kullanilarak

1 6152015 6
6 1 6 152015
156 1 6 1520
20156 1 6 15
152015 6 1 6
6 152015 6 1

elde edilir. Wendt determinant kuralindan det(C(6)) = 0 bulunur.

Onerme 3.14. n # 0 (mod 6) igin p, degismezi Wendt determinantidir. Ayrica C(n),

Circulant matris olmak tizere
det(C(n)) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sartn =0  (mod 6)

olmasidir.

Ispat: Fermat’in Son Teoremi ile iligkili olarak E. Wendt, [24] calismasinda birinci satir
binom katsayilarindan olusacak sekilde Circulant matris C(n) yi tanimladi. Wendt, C(n)
matrisinin determinantinin R(z™ — 1, (z + 1)" — 1) e esit oldugunu gosterdi. E. Lehmer,
[12] calismasinda det(C(n)) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sartin n = 0 (mod 6) olmast
gerektigini ispatladi.
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n % 0 (mod 6) i¢in yukarida tanimlanan p,, literatiirde incelenen benzer aritmetik

degismezlerle iligkilidir. Ik on say1 ve bunlarin asal ¢arpanlar1 asagida listelenmistir.

Tablo 3.1. Baz1 n degerleri i¢in p,, ve asal ¢arpanlari.

n Pn Asal carpanlar

1 1 1

2 -3 -3

3 28 22.7

4 —375 —3.53

5 3751 112 - 31

7 6 835 648 26.292.127

8 —1343091 375 —37.53.173

9 364668913 756 22.7.19%.372.73
10 —210736 858 987 743 —3.119-318

11 101 832157 445 630 503 23° .67 -89 - 1992

n =0 (mod 6) durumu i¢in siralama mevcut degildir. Bu durumdaki bazi sayilar ve

asal carpanlar1 asagida verilmistir.

Tablo 3.2. Bazin =0 (mod 6) degerleri i¢in p,, ve asal ¢arpanlari.

n Pn

6 —22.3.73

12 —210.3.5%.73.13°

18 —22.312.73.1915.376.733

24 —230 . 331 . 52179139 . 173 . 736 . 2413

30 —2%0.3.58.73.119.3127.61'2 . 1513 . 2716 . 3313

36 —210.312.53.73.13%. 176 . 1915 . 3733 . 7315 . 1097 - 1816 . 7576

Lemma 3.15. m | n olacak sekilde m ve n pozitif tamsayilar olsun. O zaman Z de p,, | p,,
dir.

fspat:
1. Durum: 6 { n oldugu kabul edilsin. O zaman 6 1 m dir. Z de m | n oldugu i¢in Z[x] de
(z™—=1) | (2" —1) dir. O zaman ((z+1)" —1) | ((z+1)" — 1) olur ve resultantlarin carpim

ozelligi kullanilarak

pm=R(E"™—1,(z+1)"=1) | Rx" -1, (x+1)" = 1) = p,
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elde edilir.

2. Durum: 6 | n ve 6 | m kabul edilsin. O zaman &3, 3. dereceden Sayklotomik polinom
olmak iizere Z[z| de xggl | “;gl ve (H(lb):*l | (IJF;))?)Ll elde edilir. Boylece p,, | p,, dir.

3. Durum: 6 | n ve 6 1 m olsun. O zaman @3 1 (2™ —1) ve P31 ((z+1)"—1), @3 | (™ —1)
ve @3 | ((x+1)"—1) dir. O halde (z™—1) | =L ve ((z+1)™—1) | % olur. Boylece

1
®3
Pm | pn dir.

Ornek 3.16. m = 2 ve n = 4 olsun.
Tanim 3.10. geregin # 0 (mod 6) oldugunda R(z™ — 1, (x + 1)” — 1) alinir. Boylece

pp=R@* -1, (x+1)*-1)=R((z — 1)(x + 1), 2* + 22) = -3
pi = R((' —1, (e +1)' = 1)
=R (2> = 1)(z*+ 1), z(z +2)(2* + 22+ 2)) = =375

sonuglari elde edilir. —3 | —375 oldugundan ps | py tiir.

Lemma 3.17. R, karakteristigi p > 0 olan bir cisim olsun. &« € R, 2" — lile (x +1)" — 1
polinomlarinin ortak bir kokii oldugu kabul edilsin. Eger 6 1 n ise o zaman p | p,, dir. Eger

6 | nise o zaman p | p, veya ®3(a) = 0 dir.

Ispat:

1. Durum: 6 { n oldugu kabul edilsin. O zaman p,, = u.(z™ — 1) + v.((x + 1)" — 1) olacak
seklide u, v € Z[z] polinomlari vardir. x yerine « yazildiginda R de p,,.cc = 0 ifadesi elde
edilir. Boylece p | p,, olur.

2. Durum: 6 | n kosulu kabul edilsin. O zaman p,.®3 = u.(z" — 1) + v.((z + 1)" — 1)
olacak sekilde u, v € Z|x] polinomlar1 vardir ve «, x yerine yazildiginda R de p,,.®3(a) = 0

ifadesi elde edilir. Boylece p | p,, veya ®3(«) = 0 dur.

Tanim 3.18. r € Z[z], bagkatsayisi a € Z ve derecesi s olan sifirdan farkli bir polinom olsun.
§(r) degismezi, s = 0igin 6(r) = r ve s > 1igin Ay, ..., \; arpanlari ile Q (Q nun cebirsel

kapanigi) de 7 nin farkli kokleri my, ..., m; ve m = max{my, ..., m;} olmak iizere

3(r) =a™ (m—1L J[ =)™
1<4,5<1
i#]

olarak tanimlanir.

24



Ornek 3.19. » = 2" — 1 olsun. O halde §(r), 7 nin genel diskriminant: ile ¢elisir ve w,

birimin 7. ilkel kokii olmak iizere

6<r>=msc<xn—1>:( I1 <wi—wﬂ'>) O

1<i<j<n
dir.

Tamim 3.20. r € Z|x], baskatsayisi a € Z ve derecesi s olan sifirdan farkl bir polinom olsun.
o(r) degismezi, s = 0icin o(a) = 1 ve s > ligin Ay, ..., \; carpanlari ile Q de r nin farkli

kokleri mq, ..., m; olmak iizere

0(7”) = a253 H 7’()\Z + )\]) = a253 H 7"()\1 + )\j - )\k)mk
1<4,5<1 1<4,5,k<I
a()\ﬂr)\j);ﬁo r()\¢+)\j)7$0

dir.

Onerme 3.21. » = 2" — 1 olsun. O zaman o(r) tamsayisi

"o,

o(r) = (— egern 20 (mod 6),
(”2”"> , egern=0 (mod 6)

3

seklindedir.

Ispat: w, birimin n. ilkel kokii olsun. O halde

olur.
1. Durum: 6 { n olsun.

Sonug 3.3. e gore iki n. kokiin toplami tekrar bir n. kok degildir. Bu nedenle Tanim 3.20. den

n—1
o(r) =[] ((w' +w’)" = 1)
i,j=0
elde edilir.
Simdi

w' 4w = w (w4 1)
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ve (w))™ = 1 oldugundan
(W' +w’)" = ()" (W™ +1)" = (w7 +1)"

esitligi saglanir. Boylece

n—1
o(r) = J[ (w7 +1)" 1)
i,j=0
olur.
Burada k =i —j (mod n) alinirsa, her & € {0, 1,...,n — 1} degeri tam olarak n kez ortaya
cikar. Dolayisiyla
n—1
o(r) = [J((w*+1)" = 1)"
k=0
elde edilir.
Resultant tanimindan
n—1
R((e +1)" = La" — 1) = [J((w* + 1" = 1)
k=0
oldugundan
o(r) = (R((x+1)" = 1,2" = 1))"
yazilir.

Tanim 3.10. a gore 6 1 n durumunda
pn=R(@"—1,(z+1)" = 1)
dir. Resultantin simetri 6zelliginden
2

R((z+1)" = 1,2" = 1) = (=1)" pn = (=1)"pn

olur. Boylece

elde edilir.
2. Durum: 6 | n olsun.

Lemma 3.9. a gore 2" — 1 ile (x + 1)” — 1 polinomlarinin ortak boleni

by =a?+x+1
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dir.
Ayrica iki n. kokiin toplaminin tekrar bir n. kok olmasi ancak bu koklerin oraninin birimin 3.

ilkel kokii olmasi durumunda miimkiindiir. Bu nedenle Tanim 3.20. den
or)= [] (@+1)"-1)"
D3 (wk)#£0

elde edilir.

Bu ifade resultant yardimiyla

seklinde yazilir.

Resultantin ¢carpim 6zelligi kullanilirsa

Rl(z+1)"—1La"—1)=R((x +1)" — 1,®3)R ((x ST :cnq; 1)

olur. Buradan

R((x+1)”_17$"‘1) _ R((z+ 1" —12"—1)

Dy R((z+1)» —1,®s)

elde edilir.

Tanim 3.10. ve resultantin carpim 6zelligi kullanilarak

" —1 " —1
R nH"—1 =(=1)" P
(40 =150 ) = oo (2,75

elde edilir.
Simdi
@t —1= H Oy (x)
tn
oldugundan

" —1
R (CD?,, Tg) = E[R(Cbsaq’t)
t#3
esitligi elde edilir.
Apostol un Sayklotomik resultant formiiliine gore ilgili durumlarda

R(@g, ®t> = ]_
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olur; yalnizca
t=1 ve t=9

durumlarinda trivial olmayan katk: elde edilir ve sonug olarak

2
n

[[R(@s, @) = -

tln

t#3
seklindedir.
Dolayisiyla

o) = (1o (-1)

olur.

1spat tamamlanmugtir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Bir Polinom Ozdesligini Saglayan Bir Derivasyona Sahip Lie Cebirleri

Bu boliimde [4] calismasinda karakteristigi sifir olan bir cisim iizerinde periyodik
derivasyona sahip Lie cebirleri ile ilgili elde edilen sonuclar ve karakteristigi sifir olan bir

cisim iizerinde polinom 6zdegligini saglayan derivasyona sahip Lie cebirleri incelenecektir.

K, karakteristigi sifir olan bir cisim olsun. G, K cismi iizerinde sonlu boyutlu bir Lie

cebir olsun.

Tamim 4.1. G, K cismi tlizerinde bir Lie cebir ve d, G nin bir derivasyonu olsun. Eger d" = id

olacak sekilde n pozitif tamsayis1 mevcut ise d ye n. mertebeden periyodik derivasyon denir.

d periyodik derivasyonu 1. mertebeden oldugu zaman her z,y € G i¢in [z,y] =

d([z,y]) = 2[z,y] elde edilir. Dolayisiyla [z, y] = 0 esitliginden dolay1 G abelyendir.

Tanmm 4.2. » € K|[x] bir polinom ve d € Der(G) olsun. Eger r(d) = 0 ise o zaman d

derivasyonu 7 ile verilen bir polinom 6zdegligini saglayan derivasyon denir.

Ozel olarak r = 2™ — 1 polinomu, polinom 6zdesligi i¢in 6nemli bir drnektir. O zaman d,
r ile verilen polinom 6zdesligini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul d nin n. mertebeden
periyodik derivasyon olmasidir, yani ¢d birim doniisiim olmak iizere d" = d dir.

Bir periyodik derivasyon tekil olmayandir. Bir tekil olmayan derivasyonun varlig1 Lie

cebir yapist lizerinde giiclii bir etkiye sahiptir.

Teorem 4.3. [8] G, karakteristigi sifir olan bir cisim tizerinde tekil olmayan bir derivasyona

sahip Lie cebiri olsun. O zaman G nilpotenttir.

Teorem 4.4. [11] G, karakteristigi sifir olan bir cisim iizerinde 6 { n olacak sekilde n.
mertebeden periyodik derivasyona sahip bir Lie cebiri olsun. O zaman G abelyendir.

Onerme 4.5. G, periyodik derivasyona sahip bir kompleks Lie cebiri olsun. O halde G nin
nilpotent sinifi ¢(G) < 2 dir.

Cismin karakteristigi p > 0 oldugu durumlarda G nin nilpotentligi her zaman dogru degildir.
Karakteristigi sifirdan farkli olan cisim iizerinde periyodik derivasyona sahip nilpotent

olmayan Lie cebirleri (Benkart, Kostrikin ve Kuznetsov, [3]) calismasinda incelenmistir.

Tanim 4.6. G, K iizerinde sonlu boyutlu bir Lie cebiri olsun. Her a € G i¢in ad, : G — G,
ad,(b) = |a, b] lineer donitisiimii kendi karakteristik polinomunu sagliyorsa yani

P4, (ady,) = 0 oluyorsa bu Lie cebirine Hamilton Lie cebiri denir ve H ile gosterilir.
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Tanim 4.7. K, karakteristigi p > 0 olan cebirsel kapali bir cisim olsun. G, K iizerinde sonlu
boyutlu bir Lie cebiri ise G ye modiiler Lie cebiri denir. Eger G nin kendisi ve {0} diginda

bagka ideali yoksa G ye basit modiiler Lie cebiri denir.

Teorem 4.8. G, karakteristigi p > 7 olan cebirsel kapali bir cisim tizerinde basit modiiler Lie
cebiri olsun. O zaman asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) G, bir periyodik derivasyonu saglar.

(ii) G, tekil olmayan bir derivasyonu saglar.

(iii) G, (Benkart, [3]) calismasinda yer alan 6zel Lie cebir S(m;n,wy) ya da Hamilton Lie

cebiri H(m;n,ws) yi saglar.

Teorem 4.9. G, karakteristigi p > 0 olan K cismi iizerinde n. mertebeden p t p,, olacak
sekilde d periyodik derivasyonunu saglayan bir Lie cebir olsun. O zaman G nin nilpotent

sinifi

1, egern %0 (mod 6),
«(G) < ( )
2, egern=0 (mod 6)

dir.

Ispat: Nilpotentlik smifi skalerlerin genislemesi altinda korundugundan dolay1 & cebirsel
kapal1 kabul edilsin. Ayrica, bir M yar1 basit derivasyonu mevcut olur. p = 0 i¢in M = d dir.
Eger p > 0 ise p*|n ve obeb(p,m) = 1ile m = z% olacak sekilde bir £ > 0 tamsayisi
meveuttur. M = d”" olsun. O zaman M™ = dm?") = ¢» = 1 oldugundan dolay1
m | n olacak sekilde M, m mertebeli bir periyodik derivasyondur. M, m mertebeli ve
obeb(p, m) = 1 oldugundan dolay1 M yari basittir. K cebirsel kapali oldugundan dolay1 G
icin M ye bagh bir 6zbaz bulunabilir. Biitiin A\ 6zdegerleri A™ = 1 kosulunu saglar.

1. Durum: 6 { m. G, abelyen olmadig1 kabul edilsin. O zaman [a, b] # 0 olacak sekilde

ozdegerleri «, (5 olan 6zvektorleri a, b € G vardir. d(a) = «aa, d(b) = Sb olsun. Dolayisiyla

d([a, b]) = [d(a), b] + [a, d(D)]
= [aa, b] + [a, 5]
= ala, b] + Bla, b]

= (a +6)[a7b]

elde edilir. Boylece [a, b], 6zdegerleri o + [ olan bir 6zvektor oldugunu gérmek kolaydir.
Buradan o™ = ™ = (a+)™ = 1 bulunur. Béylece ¢, 2™ —1 ve (z+1)™—1 polinomlarinin

ortak kokii olur. p | p,, sonucuna ulagilir. Ayrica m | n oldugundan Lemma 3.15. e gore
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Pm | pn olur. Dolayisiyla p | p,, elde edilir. Bu ise p 1 p,, kabul ile ¢elismektedir. Sonug olarak
G abelyendir.

2. Durum: 6 | m. O zaman Lemma 3.15. e gore po = 3 ve p3 = 22.7, p,,, yi boler, dolayisiyla
6 | pm elde edilir. Boylece kabulden dolay1 p > 3 olur. [[G, G|, G| # 0 oldugu kabul edilsin.
O zaman [[a, b],c] # 0 olacak sekilde 6zdegerleri «, 3,7 olan a,b, ¢ 6zvektorleri vardir.
d(a) = aa, d(b) = pb, d(c) = ~yc olsun. Buradan [z, y| 6zdegeri « + 3 olan bir 6zvektordiir.

Ayrica
d({la, 0], d]) = [d([a, b]), d] + [[a, ], d(c)]

= [(a+ B)[la, b], ] + [[a, ], 7]
= (a +6)Havb]vc] +’7Ha’ b]’c]

= (a+ B +7)[[a,b], ]

esitliginden [[a, b], ¢] 6zvektoriiniin 6zdegeri o + 3 + v olarak bulunur. Jacobi dzdesliginden

yararlanarak da [c, a] nin o + v 6zdegerlerine sahip 6zvektor oldugu goriiliir. O zaman £, ¢

ve QTHB oranlart 2™ — 1 ve (x + 1) — 1 polinomlarinin ortak kokleridir. Lemma 3.15. terf @1
polinomunun kokleridir. Boylece bunlarin mertebesi 1 veya 3 olur. Fakat p > 3 oldugundan
dolay1 mertebe her zaman 3 olmalidir. w € K mertebesi 3 olan bir eleman olsun. O zaman
B = aw', v = aw’ ve a+ = yw" olacak sekilde 1 < 7, j, k < 2 vardir. Bu esitlikler yerine
konuldugunda

k

o+ ow' = (aw)w* = aw’ ™"

elde edilir. Her iki taraf o~ " ile ¢arpildiginda
1+w —w™ =0

bulunur. Béylece w, 1 + = + 22 ile 1 + 2 — 27** polinomlarinin ortak bir kokiidiir. Bu iki

polinomun resultantinin K da sifir oldugu anlamina gelir. Boylece
p|RI+z+2% 142" —27tF)

olmalidir. Bu resultant tiim ¢, j, k i¢in (1,1,1) veya (2,2,2) olmadig: siirece 1 e esittir.
(i,7,k) = (1,1,1) ve (4,4, k) = (2,2, 2) durumlarinda 4 tiir. Gergekten de f(x) = 1+ z + z*
polinomunun kékleri w ve w? dir. Ayrica f(x) monik polinom ve R(f,g) = g(w).g(w?) dir.
g(x) = 14 2" + 27+ oldugundan dolay1 g(w) = 1+ w’ — wi**, g(w?) = 1 4+ w? — w?0+k
olur. Resultant tanimindan dolayt R(1+x + 2%, 1+ 2% — 27%%) = 1+ w +w? + w? sonucuna

ulagilir. Hesaplamalar yapilirken w?® = 1 ve w? + w = —1 esitliklerinden yararlanilacaktir.
() (i, j. k) = (1,2,2) icin

gla)=1+a' -2 =14z —a'=l+z-a=1
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R(f,g) =1.1=1dir.
(ii) (i, 5, k) = (1,1,2) igin

g@)=14+a2' 2" =14+ -2’ =1+2-1=2

R(f,9) = ww? =w® = 1dir.
(iii) (4,7, k) = (2,2,2) igin

g@) =142 2P =142 —2* =142 -z =12

R(f,g) =1—(—3) =4 tiir.
@v) (i,7,k) = (2,1,1) i¢in

gx) =142 2" =1+22 -2 =1

R(f,g) =1.1=1dir.
(v) (i, . k) = (1,1,1) igin

g@) =142 -2 =1+ -2 =1

R(f,g) =1—(—3) = 4 tir.
p = 2 oldugundan dolay1 bu bir celiskidir. Dolayisiyla ¢(G) < 2 dir.
Eger 6 1 n ise 6 1 m de olur, bdylece 1. durumdan ¢(G) < 1 elde edilir.

Uyar1 4.10. p = 0 i¢in p,, sifirdan farkli oldugundan dolay1 teoremdeki p 1 p,, varsayimi her
zaman saglanir. Bu sonug, Onerme 4.5. i kompleks sayilardan karakteristigi sifir olan herhangi
bir cisme genellestirilebilir. p > 0 durumunda p | p,, oldugundan teoremden herhangi bir
sonug ¢ikarilamaz. Gergekten de bazi n ve p degerleri icin p | p,, ile n mertebeli periyodik

derivasyona sahip hem nilpotent olan hem de nilpotent olmayan Lie cebirleri vardir.

Tanim 4.11. Eger p asal sayisi i¢in k = p” ise Fy, cismi iizerinde W (1 : k) = (e, : a € Fy)
vektor uzay1, [e,,eg] = (8 — a)eqtp seklindeki bilineer ¢arpim ile bir Lie cebiri yapisi

olusturur. Bu cebir yapisina Zassenhaus Lie cebir denir.

Ornek 4.12. G = W (1;m), F, cismi iizerinde boyutu 2™ — 1 olan Zassenhaus Lie cebir
olsun. Bu cebirin mertebesi (2™ — 1) sahip oldugu [2] ¢aligmasinda gosterildi. Her m > 2
i¢in 2 | p(am_q) dir, boylece Teorem 4.9. dan herhangi bir sonug elde edilemez. Bu durumda

G basittir ve dolayisiyla nilpotent degildir.

Ornek 4.13. G, F; cismi iizerinde iic iiretecli ve nilpotentlik sinifi 2 olan serbest nilpotent Lie

cebiri olsun. Bu cebir mertebesi 6 olan bir periyodik derivasyona sahiptir. 3 | pg oldugundan
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dolay1 Teorem 4.9. dogrudan uygulanamaz; fakat yine de bu durum sonucu etkilemez.

Gergekten G nin nilpotent sinifi 2 dir.

Uyari 4.14. Teorem 4.9., periyodik derivasyonlardan herhangi bir polinom 6zdegligini sagla-
yan derivasyonlara genellestirilebilir. Bunun icin [14, 15] deki yontemler ve sonuglar kullanilir.

Burada [14] te tanimlandig1 sekliyle genellestirilmis Higman doniisiimii kullanilmaktadir.

Tanmm 4.15. X, (7,+) alt kiimesi olsun. Eger X, z,a € X i¢in 2,2 + a,x + 2a,...

formunda herhangi bir aritmetik islem igermiyorsa aritmetik serbest olarak adlandirilir.

Tamim 4.16. H,(1,¢) = 1, H,(b,0) = 1 sir kosullart ve b > 1, ¢ > 0 i¢in
H,(b,c) = max{a.f(c,a+H,(b—1,a.f(c—1, Hy(b,c—1))))+1, H,(b—1,¢), H,(b,c—1)}

olacak sekilde H : N x N x Ny — N, (a,b,¢) — H,(b, c) seklinde tanimlansin. Ozel
olarak

(i) H:Nx Ny — N, (m,n) — H,(m,n) ve

(i) H:N — N, n+—— H,(n,n) = H(n,n)

doniisiimleri elde edilir. Buna genellestirilmis Higman doniisiimii denir.

Tamm 4.17. r € K|[z] bir polinom olsun. r, K[z] de ™ — 1 i bolecek sekilde bir m pozitif
tamsay1s1 mevcut ise bu m minimal pozitif tamsayisina 7 nin periyodu denir ve per(r) ile
ifade edilir. K = I, i¢in P, ve B, kiimeleri

P, = { per(h(z? — 1)) | h € F,[t], h(0) # 0, der(h) > 1}, B, =N.P,

seklinde tanimlanir.

IF, [x] halkasinda bir polinom 7 nin periyoda sahip olmasi igin gerek ve gerek kosul

7(0) # 0 olmasiyla miimkiindiir.

Ornek 4.18. Her p asal ve k > 2 icin p* — 1 € P, dir.

hz)=14a" 2P 4?4 e
olsun. i(z), z~! ortak paranteze alinarak
M) =142 42”4 =g a2 L+ a”)

seklinde ifade edilir. S(z) = = + 22 + 22 + ... + 27" ' olsun. O zaman

P =P - ) (w AP+ a?

)
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elde edilir. Ayrica

o — P = (a? —2)S(x) = (¥ — z)x h(x)

dolayisiyla her iki taraf x ile boliinerek
2 = P = (2P — 2)h(2)

elde edilir. Boylece
pF—1 _ p—1
ha)=2 — %

P —x

sonucuna ulagilir. Sadelestirildiginde h(x) = 1+ 2P~ + ... + 27"~ ~1 bulunur. Sonug olarak
per (h(z)(z? — 1)) = p* — 1 oldugu ve dolayisiyla p* — 1 € P, oldugu goriiliir.
Diisiik dereceli indirgenemez polinomlar h(x) € F,[z] i¢in h(x) (2P — x) ifadelerinin

periyotlar1 hesaplanarak P, kiimesinde yer alan cesitli elemanlar elde edilir.

Ornek 4.19. p = 2ve k = 3olsun. h(z) = 1+ 2> ' + 22 ' =14+ 2+ 23 ve S(z) =

r+ 22+ ' = x - h(x) olur. O zaman (22 — x)3 = 25 + 2° + 2* + 2° elde edilir. Buradan
h(z?—2) =1+ (22 —2)+ (2 —2)) = 1+ ax+2? + 23+ 2t +2° + 28 dir. h(2? —2) = 27:11

esitlifinden periyodun 7 oldugu gériilmektedir. per(h(x? — z)) = 7 = 23 — 1 dir. Boylece
23 —1 ¢ P, dir.

Ornek 4.20. p = 3ve k = 2olsun. h(z) = 1 +2°' = 1+ 2% ve S(z) = 2 + 2% =
x - h(x) olur. Buradan h(z® — ) = 1+ (23 — 2)? = 1 + 22 + 2* + 2° esitligi elde edilir.
Ayrica (22 — 1)(1 + 2% + 2* + 2°) = 2® — 1 esitliginden periyodun 8 oldugu goriilmektedir.
per(h(z® — z)) = 8 = 32 — 1 dir. Béylece 32 — 1 € P tiir.

Ornek 4.21. 3,7,31,73,85,127 € P, olsun. Asagidaki tabloda p = 2 igin

Tablo 4.1. Polinomlara gore h(x)(z? — x) ifadelerinin periyotlari

h(x) per(h(z)(z” — x))
T+ 1 3
4+ x+1 7
et a3+ a2+ +1 85
04+t +1 31
T+ +1 127
Pttt +ar+1 73

bu sonuglar elde edilir.

34



r =" — 1, F,[z] i¢in kok kiimesine dair agagidaki sonug ortaya ¢ikar. Bu sonug [12]

calismasinin 4. Boliimiinde dolayl olarak belirtilmisgtir.

Onerme 4.22. p bir asal say1 ve n pozitif bir tamsay1 olsun. O zaman asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

(i) Xpp={a€F,|a" =1}

(ii) Fp[z] de by, = obeb(a” — 1, (z+1)" = 1,....(z+p—1)" —1) = 1 dir.

(iii) n ¢ B, dir.

Ispat: (i) = (i) X, aritmetik serbest olmadi81 kabul edilsin. o™ = (a + )" = ... =
(v + (p — 1)B)™ elemanlarinn hepsi X, , icerisinde olacak sekilde X, , nin o, § # 0
elemanlart vardir. Kisaca her £ = 0,1,...,p — 1 igin (o + k5)" = 1 dir. v = 5 olsun.
7= (5)" = g—z = 1 olur. Yani v € X, , dir. Elde edilen esitliklerden (« + k3) = 1 deki
ifadeleri ((a + k)B)™ = 1 seklinde de yazilir. Buradan 5" = 1 oldugu i¢in (a + k)" = 1
dir. z" = 1,(z+1)"—=1,...,(z + (p — 1))" — 1 polinomlarinin ortak kokii v dir. Tiim
polinomlarin ortak kokii oldugundan dolay1 ortak bdlenlerinin en biiyiigii 1 olmaz. Yani
hy, # 1 dir. Kabulden dolay1 h,, , = 1 fakat bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla X, ,, aritmetik

serbesttir.

(i) = (ii) h,, # 1 olsun. v € F,[z] oldugundan dolay1 2" — 1, (z +1)" —1,...,(z + (p —
1))" — 1 polinomlarinin ortak kokiidiir. Yani " = (y+1)" = ... = (y+ (p—-1)" =1
dir. « = f = 1olsun. O zamanher k =0,1,...,p— liciny,v+ 1,7+ 2,...,v+ (p—1)
elemanlar1 X,, ,, kiimesindedir. Bu elemanlar (I, +) kiimesi ierisinde aritmetik dizi olusturur.

Dolayisiyla X, ,, aritmetik serbest degildir.

(i) = (ii) n € B, olsun. h € F,[x] olacak sekilde h(0) # 0, der(h) > 1 ve bir m
icinn | m = per(h(x? — x)) bir polinom segilebilir. Boylece ™ — 1 | h(x? — 1)) dir. Fermat
kiigiik teoremi geregi (a + b)? = a? + b” (mod p) ve F, de b" = b dir. Bu nedenle her
l € F,i¢in (x + 1)’ — (x + 1) = 2P — x dogrudur. Bu esitlikte h(2? — ) yeniden yazilirsa
h(zP — x) = h((z + )P — (z + 1)) elde edilir. Buradan (z" — 1) | h(z? — x) oldugundan
dolayrher I = 0,1,...,p — ligin ((z +1)" — 1) | h(2? — x) olur. h(a? — x) aynm anda
2" —1,(x+1)"—1,...,(x+p—1)" — 1 polinomlarnin her birini boler. Boylece h(z? — x)
bu polinomlarin ortak kokii olan h,, ;, yi boler.

(iii) = (ii) hy,,p # 1 olsun. Polinomlar tammi H; € F,[z] de i > 1 i¢in

Hi = Ob@b(Hi_l(l‘), Hi_l(l' + 1)) veE HO =z" -1
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dir. O zaman her k € F, icin H;_1(x + k), H;_;(z + k + 1)) dir. Her 7 > 0 i¢in

hyp = obeb(H;(z), Hi(x +1),...,Hi(x +p—1))
= Obeb(Hi+1(I), Hi+1(37 + 1), e Hi+1($ +p— 1))

dir. Ayrica her i > 0 i¢in der(H;) > der(H,;+1) Oyle ki [ > 1 olacak sekilde der(H;) >
der(Hyyq) vardir. Hy(x) ve H;(x + 1) ayn1 dereceye sahip monik polinomlar olup bunlarin
ortak bolenlerinin en biiyiigii ile de ayni dereceye sahip olduklarindan H,(z) = Hy1(x) =
H,(z+1) sonucuna varilir. Buna bagli olarak H,(x), Hy1(x+1), ..., H/(z+p—1) dolayisiyla

Pp(@), B p(x 4+ 1), ..o By (@ +p — 1)

dir. Boylece h,, bazi h € F,[z] polinomu i¢in h(z? — z) bigimindedir. h,,,, 2" — 1
polinomunu béldiigiinden h,, ,(0) # 0 olur ve dolayisiyla ~(0) # 0 elde edilir. h,,(0) # 1
oldugu varsayildiginda h sabit olmayan bir polinomdur. Bu nedenle per(h(z? — z)) sayisi n

yi boler ve sonug olarak n € B, olur.

Ornek 4.23. Pozitif bir tamsay1 n < 12 olacak sekilde belirlensin. Bu kadar kiiciik n
degerleri icin, hangi p asal sayilan i¢in n € B, esitli§inin saglandi8 belirlenebilir. Aslinda
Ornek 4.21. e gore n € B, olmasi p | p,, olmasia esdegerdir. Dolayistyla yalmzca n nin asal

bolenleri olan p degerlerini

Tablo 4.2. n < 12 i¢in p,, nin asal bélenleri ve n € B, durumu
n  pp nin asal bolenleri n € B,

1 _ _
2 _ _
3 2 2
4 — _
5 _ _
6 2 2
7 2 2
8 3 3
9 2 2
10 - -
11 - -
12 2 2

bu tabloda gormek miimkiindiir. [20] kaynagindan elde edilen ilave sonuclara gore

n € B, gerck ve yeter kosul (. p) € {(3,2). (6,2), (7,2). (8,3), (9, 2). (12,2)}
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seklindedir.

Dolayistyla 6rnegin 2, 4, 5, 10, 11 dereceli periyodik derivasyona sahip herhangi bir
asal karakteristigi p > 0 icin her modiiler Lie cebirlerinin nilpotent oldugu bilinmektedir.
n = 3,6,7,8,9 mertebesi icin “kotli” asal sayilar1 p = 2, 3 tiir. Yani n mertebeli karakteristigi
p > 0 olan bir derivasyona sahip Lie cebiri zorunlu olarak nilpotent olmayabilir.

p = 2 i¢in By kiimesi tamamen p,, cinsinden tanimlanabilir.

Ornek 4.24. n € B, < 2| p, dir. Karakteristigi 2 olan 3 boyutlu basit Lie cebiri
W (1;2), d bir derivasyon ve tiim n ile 2 | p,, igin d" = id diir.

W (1;2) nin bir baz1 {1, z2, x5} i¢in [x1, x2] = x3, [T2, 23] = x1 ve [x1, 23] = 22 olsun.
2 | p, oldugu kabul edilsin. A" = (1 4+ A\)" = 1 olacak sekilde bir A\ € F, vardir. Tanim
2.25. den dolay1 d = koseg(1,\, 1+ X) yani d(z1) = x1,d(x2) = Ava,d(x3) = (1 + N3
tiir. O zaman d, d" = id kosulunu saglayan 17/ (1; 2) nin bir derivasyonudur. W (1; 2) basit ve
nilpotent olmayan bir Lie cebirdir. Bir d derivasyon var oldugu icin n € B; sonucu ortaya

cikar. Buna karsilik n € B, yukaridaki esitlikten dolay1 2 | p,, anlamina gelmektedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, birimin kokleri ile iligkili aritmetik yapilar ve Lie cebirleri tizerindeki
periyodik derivasyonlar sistematik olarak incelenmistir. Uciincii bliimde tanimlanan aritmetik
degismezler ve ozellikle p,,, Wendt determinanti ile iligkilendirilmistir. 2™ — 1 ve (z +1)" — 1
polinomlari arasindaki ortak kok yapisi, Sylvester matrisi ve resultant kavramlart kullanilarak
analiz edilmistir. ®3(x) Sayklotomik polinomununn = 0 (mod 6) durumunda 6zel etkisi
vurgulanmustir. p,, degismezinin, m | n olmasi durumunda p,, | p, oldugu gosterilmistir.
Ayrica §(r) ile o(r) degismezleri kullanilarak polinom kokleri ve diskriminantlari iizerinden
yeni aritmetik ifadeler elde edilmistir. Dordiincii boliimde ise karakteristigi sifir ve pozitif
olan cisimler tizerinde polinom 6zdesligini saglayan derivasyonlar ve r(z) = z" — 1 ile
tanimlanan periyodik derivasyonlar incelenmistir. Karakteristigi sifir olan cisimlerde n.
mertebeden periyodik derivasyona sahip Lie cebirlerinin nilpotent oldugu gosterilmistir.
Ayrica 6 1 n kosulunu saglayan periyodik derivasyonlara sahip Lie cebirlerinin ve kompleks
Lie cebirlerinde periyodik derivasyonlarin nilpotent sinifinin en fazla 2 oldugu ortaya konmus-
tur. Pozitif karakteristige sahip cisimlerde ise p | p,, durumunun bazi mertebelerde nilpotent
olmayan Lie cebirlerine yol acabilecegi, Zassenhaus ve serbest nilpotent Lie cebirleri 6rnekleri
ile gosterilmistir. Bu sonuclar, periyodik ve polinom derivasyonlarin Lie cebirlerinin yapisal
ozellikleri iizerindeki etkilerini ortaya koymakta ve karakteristige bagli yapisal farkliliklarin

sistematik olarak anlagilmasina katki saglamaktadir.
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