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oz
G(V,E) graphinin komsuluk matrisi;
1 i~
AG)=[a;|= {

0 ; diger durumlarda

seklinde tanimlanir. Graphin spektral yarigapi, komsuluk matrisi A(G)’nin en biiyiik
O0zdegeridir.

Bu calismada graphin spektral yarigapi igin yeni smurlar bulunmus ve bu
siirlarin bir karsilagtirmasi yapilmistir.

Anahtar kelimeler: Graph, Komsuluk Matrisi, Spektral Yarigap.



ABSTRACT
The adjacency matrix of G(V,E) graph is defined as
1 5 i~
AG) =] 3 | ={

0 ; otherwise

The spectral radius of G graph is the biggest eigenvalues of its adjacency
matrix.

In this study, we have found the new bounds of the spectral radius of G graph
and this bounds compare with the other bounds.

Key words: Graph, Adjacency Matrix, Spectral Radius.



ON SOZ

Bu c¢alismada, graphin spektral yarigapi i¢in sinirlar iizerinde c¢alisilmigtir.
Calismamiz 4 boliimden olusmustur.

Birinci boliimde kisaca ‘graph kavrami’ verilmistir.

Ikinci boliimde graph ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde spektral yarigapin sinirlari iizerinde durulmus ve daha énce
yapilan ¢alismalarin etrafinda yeni sinirlar tespit edilmistir.

Dérdiincii boliimde 6rneklerle daha 6nceki sinirlar ile bulunan yeni sinirlarin
karsilastirmasi yapilmaistir.

Kaynakca da bu c¢alismada kullandigimiz kaynaklarin yani sira ‘Graphin
Spektral Yarigapr’ ile ilgili tespit edebildigimiz tiim ¢alismalara yer verilerek bu

konuda yapilacak calismalar i¢in zengin bir literatiir olusturulmustur.

“Graphin Spektral Yarigap1 I¢in Siirlar’” konulu yiiksek lisans tezimin
hazirlanmasinda oneri ve katkilarinin yani sira degerli zamanimi hi¢ esirgemeyen,
bilgisinden ve tecriibesinden yararlandigim danigman hocam Yrd. Dog¢. Dr. Serife
BUYUKKOSE"ye, desteklerini ve yardimlarini esirgemeyen AEU Fen Edebiyat Fak.
Matematik Boliimii hocalarima ve her zaman yanimda olan esim Havva BOZDAYT’

ya tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Graph

: Noktalar kiimesi

: Kenarlar kiimesi

: n noktali tam graph

: iki parcali tam graph

. Star graph

: G graphinin komsuluk matrisi

: G graphinin Laplacian matrisi

: G graphmin kdsegen matrisi

: Vj noktasinin derecesi

: G graphinin spektral yaricapi (en biiyiik 6zdegeri)
: G graphinin Laplacian spektral yaricapi

: Ortalama derece

: Maksimal 6zvektor

: Minimum derece

: Maksimum derece

: Diameter

: 1. satir toplamu1

: 1. noktanin komsu derecelerinin ortalamasi

- Vi noktasinin komsu noktalar1 kiimesi

Vil



BIRINCI BOLUM
1. GIRIS

Graph Teorisi ilk olarak 1736 yilinda Isvigre’li matematik¢i Leonardo Euler’
in Konigsberg Koprii problemini ¢ozmesi ile ortaya atildi. Sonraki yiizyil boyunca
tizerinde herhangi bir ¢alisma yapilmayan teori, 1847 yilinda G. R. Kirchhoff” un
(1824 — 1887) Agag Teorisinin Elektrik Devrelerine Uygulanmasi baglikli ¢aligmasi
ile yeniden giindeme geldi. Bundan on yil kadar sonra A. Cayley (1821 — 1895)
CnHans2 Doymus Hidrokarbon
Tzomerlerinin Simiflamasi ¢alismasi sirasinda aga¢ kavramini kesfetti. Kirchhoff ve
Cayley ile ayn1 zamanlarda graph teorisi i¢in iki ayr1 kilometre tas1 kondu.

Bu kilometre taslarindan birincisi bir harita {izerinde, birbirlerine sinir
komsusu olan {ilkelerin farkli renklerle boyanarak birbirlerinden ayrilmasi i¢in dort
rengin kullaniminin yeterli oldugunu gosteren Dért Renk Varsayimidir. Dort renk
varsayimi ilk kez A. F. Mobius (1790 — 1868) tarafindan 1840 yilinda verdigi bir
ders sirasinda ortaya atilmigtir. Bu varsayim 1879 yilinda Cayley’ in Proceedings of
the Royal Geographic Society adli dergide yaptig1 makale ile ¢ok bilinen bir problem
durumuna geldi.

Ikinci kilometre tasi ise Sir W. R. Hamilton (1805 — 1865) tarafindan
gelistirilen bir bulmaca yardimiyla kondu. Bu bulmaca, her kdsesine diinyanin 20
onemli sehrinin yerlestirildigi tahtadan, diizgiin bir 12-yiizliiden (her bir yiizii diizgiin
bir besgen olan 20 koseli, her bir kosede 3 ayritin birlestigi cokytizlii) olusmaktaydi.

Burada hedef; 12 yiizliiniin kenarlar1 kullanilarak her bir sehirden bir defa
gecmek kosuluyla 20 sehri igeren bir tam tur yapmakti.

Bu emekleme donemini bir yarim yiizyillik duraklama donemi izledi. Bu
donem sonunda 1939 yilinda D.K6ning kendinden onceki g¢alismalar1 derleyerek
konu hakkindaki ilk kitabi yaymladi. izleyen 30 yil boyunca teorik ve uygulama
alaninda konuyu iceren ¢ok yogun ¢alismalar yapildi. Gliniimiizde de halen yukarida
sOzii edilen ¢oziilmiis ya da ¢oziilmemis problemlerin ifadesi ve ¢dziimii anlaminda
pek ¢ok calisma yapilmaktadir.

Son on yillik periyotta ise yine graph teori kullanilarak, Kriptografi, Bilisim

ag1 sistemleri ve elektronik, mekanik sistemler vb. konularinda gerekli calismalar



yapilmis olup, halen teorik matematiksel kavramlar (6zellikle cebirsel konular)
tizerinde, ad1 gegen uygulama alanlarina adaptasyonlar yapilmaktadir. [15]

ki nesne arasinda daima bir iliskiden soz etmek miimkiindiir. Bu iliski
nesnelerin boylari, agirliklari, konumlari, biiyiikliikleri renkleri v.s hakkinda olabilir.

Sozgelimi iller arasinda komsuluk iliskisini ele alalim. Bu komsuluk
iliskisinde her bir ili bir nokta ile temsil edelim. Eger herhangi iki il birbiri ile komsu
ise bu noktalar1 bir ¢izgi ile birlestirelim. Komsu degillerse noktalar1 birlestirmeden
Oylece birakalim.

Omegin; Kirsehir, Nevsehir, Kirikkale illerini ele alalim. Kirsehir; Kirikkale
ve Nevsehir ile komsu fakat, Kirikkale ve Nevsehir birbirleri ile komsu

olmadigindan bu iliski asagidaki sekilde gosterilir.

Kirsehir

Kirikkale Nevsehir

Sekil 1.1. Graph

Iste basit olarak graph yukaridaki gibidir. Burada nokta sayisi artabilir. Bu
noktalar bir ¢izgi ile birlestirilerek bir iliski var anlamina gelir. Cizgilerin boylari,
sekli ve konumu 6nemli degildir.

Spektral graph teorisi uzun bir gegmise sahiptir. Uzun yillar 6nce graphlarin
komsuluk matrislerini ¢dziimlemek i¢in matris teorisi ve lineer cebir kullanilirdi.
Kullanilan cebirsel metotlar regiiler ve simetrik graphlar1 ele almak acisindan
oldukea etkilidir.

Bir graphin 6z degerlerinin ¢alisilmasi matematigin diger alanlari ile zengin
baglantilar olusturur. Olduk¢a Onemli bir baglanti, spektral graph teorisi ve
diferansiyel geometri arasinda etkilesimidir. Spektral Riemann geometri ve spektral

graph teorisi arasinda ilging bir benzerlik de vardir.



Spektral graph teorisinin matematigin disinda diger alanlarda da uygulamalari
vardir. Kimyada; 6zdegerler molekiillerin kararliligi ile birlestirilebilir. Bunun
yanisira graph spektrali, teorik olarak fizik ve kuantum mekaniginin cesitli
problemlerini de ortaya ¢ikarir. Spektral graph teorisinin cebirsel kismu ile ilgili
olarak bir hayli ¢alismalar yapilmigtir. Cebirsel kisimla ilgili galismalar 1980’li
yillarda ortaya ¢ikmustir.

Yapilan ¢alismalarda amag, genel graphlar i¢in en yakin ya da diger deyisle
daha yakin sinir bulmaktir.

Yapilan bu calismalar 1s18inda bazi temel tanim ve kavramlar ile birlikte
graphlar i¢in komsuluk matrisi tanitilmis olup graphlarin spektral yarigaplari igin

kullanisli bazi teorem ve sonuclar verilmistir.



IKINCi BOLUM
2. GRAPH KAVRAMI, BAZI OZEL GRAPHLAR VE GRAPH iLE iLGIiLi
MATRISLER

2.1. Graph [1] V, noktalar kiimesi ve E, kenarlar kiimesi olmak {izere
G=(V,E) yapisina graph denir.

Noktadan ¢ikan kenar sayisina noktanin derecesi denir ve d(V) ile gosterilir.

Ornek 1.
Noktalar kiimesi V={1,2,3,4,5} ve kenarlar kiimesi
E={(1,2), (1.4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (4,5)} olan bir G=(V,E) graph1

asagidaki gibidir.
2
1 ve 2’yi birlestiren
kenar i¢in 1~ 2
3 yazilabilir.
1
5 4

Sekil 2. 1. G Graphi

2.2. Izole Nokta [6] Graphda bir baska nokta ile baglantis1 ve kenar1 olmayan
noktalara izole nokta denir.

o5 (izole nokta)

3
Sekil 2. 2. Graphda Izole Nokta



2.3. Dongii [6] Baslangig ve bitis noktalar1 ayni olan kenarlara dongii denir.

¢ ) (dongi)

d
Sekil 2. 3. Graphda Dongii

2.4. Basit Graph [7]

Yo6nsiiz ve dongii icermeyen graphlara basit graph denir.

3 5
Sekil 2. 4. Basit Graph

2.5. Regiiler (Diizenli) Graph [7]

Biitiin noktalarinin dereceleri ayn1 olan graphlara denir.

6 5
Sekil 2. 5. Regiiler (Diizenli) Graph



2.6. Tam Graph [18]
Her noktas1 diger noktalara bir kenar ile bagl olan graphlardir ve K, seklinde

gosterilir.

5 4
Sekil 2. 6. Ks Tam Graphi

2.7. Iki Parcah Tam Graph (K, ) [18]
G=(V,E) graphinin noktalar kiimesi; bir kenar1 baglayan iki nokta farkli alt

kiimelerin elemani olacak sekilde V =V, UV, parcalanisina sahip ise G graphina iki

parcali graph denir.

| =%

Sekil 2. 7. K, 3 Iki Parcali Tam Graph

2.8. Star (Yildiz) Graph [18]
Iki parcali tam graph da m=1 ise; bu grapha star graph denir.

Sekil 2. 8. Ky 5 Star (Y1ldiz) Graph



2.9. Agac Graph [6]
Iki noktas: arasinda tek bir yol olan grapha denir.
6

5 3
1 2
Sekil 2. 9. Aga¢ Graph

2.10. Komsuluk Matrisi [2]
G(V,E) graphinda iki noktay1 baglayan bir kenar varsa bu iki noktaya komsu

denir ve i~ j seklinde gosterilir. Bir G graphinin komsuluk matrisi A(G) ile

gosterilir.

M@-[a]{y o)

0 ; diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Komsuluk matrisinin her bir satirinin toplami o noktanin derecesini verir.

Ornek 2.
2
M0 1 1 1 17
1 1 01 00
3 AG)=(1 1010
1 01 00
4 10 0 0 0]
5
Sekil 2. 10. Graphin komsuluk matrisi
2.11. Laplacian Matris [1]
G=(V,E) graphinin Laplacian matrisi
div) i=]
LG)=[1; ]1-1 ; i# ] ve i~ ]
0 ; diger durumlarda

seklinde tanimlanir.

Laplacian matrisinin satir ve siitun toplami 0’dur.



L(G)=D(G)-A(G)
seklinde de tanimlanabilir.

Ornek 3. Sekildeki G graphmnin Laplacian matrisini bulalim.

1 5 Laplacian Matris
2 -1 -1 0 0
1 3 -1 -1 0
3 A LG)=[1 1 4 1 -1
0 -1 -1 3 -1
0 0 -1 -1 2

Sekil 2. 11. Graphin Laplacian matrisi

2.12. Spektral Yaricap [4]
A(G) komsuluk matrisinin en biiyiik 6zdegerine spektral yarigap denir ve

p(G) seklinde gosterilir.

Ornek 4.
g Komsuluk matrisi
0 1 1 1 1
1 10100
AG)=|1 1 0 1 O
4 1 01 00
5 |11 0 0 0 0]
Sekil 2. 12. Graphin spektral yarigap1
o0zdegerleri
A,=-1,791
A,=-1,2713
A4=0 p(G)=1.=2,6855 (spektral yaricap)
A,=0,3349
A= 2,6855

2.13. Laplacian Spektral Yarigap [6]
L(G) Laplacian matrisinin en biiyiikk 6zdegerine Laplacian spektral yaricap

denir ve 1(G) seklinde gosterilir



Ornek 4:

0zdegerleri

11, =-0.5438
11,=0.8394
11,= 2.0000
11, = 2.3077
1t = 4.6922
115 =6.0000
11, = 6.1605

L(G) =

= u(G)= u,=6,1605 (Laplacian spektral yarigap)

Laplacian Matris

2
0
0
0
-1
0
-1

0
2
0
0
-1
0
-1

0
0
4

0
0
-1
1
0
0
0

Sekil 2. 13. Graphin Laplacian spektral yarigapi

-1
-1
-1

0

5
-1
-1




UCUNCU BOLUM
3.GRAPHIN SPEKTRAL YARICAPI iLE iLGILI TEOREMLER
Lemma 3.1. [19] G, basit, baglantili, n noktali, nokta dereceleri sirasiyla

dy,dy, ...,dy olan bir graph olsun. Eger

X = (X, X,,...,X.)" G’ nin maksimal 6zvektorii ise;

Pi X; =idixi (3.1)

dir.
Ispat: Acik olarak
pX =Y a;X, i=12..,n
=1
dir. Buradan
PN =2 2.3% =20
i=1 i=1l j=1 j=1
olur.

Teorem 3.1. [19] G, basit, baglantili, regiiler olmayan, n noktali, noktalarinin

derecesi dj,d,,...,d, olan A maksimum dereceli,6 minimum dereceli bir graph

olsun. G’nin ortalama derecesini d ile gosterelim. Yani d :lZdi dir. Eger
Nz

X = (X, X,,--,X,)" G’nin maksimal 6zvektorii ise;

s (A= D)(p-0)

7T, (A-p)d-0) (3:2)

dir.Esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart O0<k<A ve 0<Il<¢d pozitif
tamsayilar1 i¢in V;’deki her bir nokta Vi ve V,’de sirasiyla  k ve A—k noktaya
komsu; V,’deki her bir nokta sirasiyla V, ve Vi’de | ve 8-l noktaya komsu olacak

sekilde V =V, UV, parcalanisa sahip olmasidir.

Ispat: Genelligi bozmaksizin X, > X, >...> X, kabul edelim. Lemma 3.1°den

(A-P)D % =AY % -3 dx =D (A-d)x, =n(a-d)x,  (33)

yazariz. Benzer sekilde;

10



(P03 % = (A ~8)x < D(0, - oW, = (@ - &) (3.4)
elde edilir. (3.3) ve (3.4)’den
@)= PN %)% = (A-T)(p- AN X%, @5)

olur. Boylece

_ %, (A=d)(p=5)

X, (A-p)(d—0)
dir.
(3.2)’de esitligin  oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.3) ve (3.4)
ifadesinde de esitlik olur. Boylece d, # A igin X, =X, ve d, #J igin X, = X olur.
V,={ieV : d=A} , V,={ieV:d =6} ve V=V,UV, olsun. Bu
durumda , eger i€V\(V,UV,) olacak sekilde noktalar varsa bu taktirde d. # A ve
d, # 0 olur. Bundan dolayr x, =X,  ve X =X olur. Bu da x =X, =...= X olmasini

saglar. Boylece G diizenlidir. Bu da geligkidir. Ustelik i€V, i¢in x =X ve i€V,

Ar A
An Ay

V =V, UV, parcalanisina karsilik gelir. Burada e uygun boyutta 1’lerden olusan

igin X, =x, dir. Buradan X =(xe",xe")’ ve A(G)=( j matrisi

vektordiir.
A(G)x = px
esitliginden
X Ae+Xx A.e=pxe
X Ae+X A,e=pXe
elde ederiz. Diger taraftan

Ae+Ae=Ae veA e+ A e=oe

dir. Boylece

Aﬂe:pxi_AX”e:py_Ae:ke

X =X, 7/_1

ve

11



OX —pX, Oy—A
Xi - Xn V4 -1
elde ederiz. Boylece Vi’deki her bir nokta V; ve V,’de sirasiyla k ve A—k noktaya

e=le

At =

komsu ve V’deki her bir nokta V;, ve V;’de sirasiyla | ve 6 —1 noktaya komsudur.
Tersine olarak p;
22— (k+Dz+kl-(A-K)(5-1)=0
denklemin saglayan en biiyiik kok olsun. Basit bir hesaplamayla
(A-k)(6-1)=(p-K)(p-1) (3.6)
elde ederiz. Buradan

y=(ve",y,e’)" ve A(G)z(psl Azj

Ar Ay
V’nin parcalanisina karsilik gelsin. Burada y, =A-K y,=p—k’ dir. Bazi

hesaplamalar ve (3.6) ile A(G)y=py buluruz. Boylece y, G’nin p spektral
yarigapina karsilik gelen maksimal 6zvektorii olur. Buradan;

y, A=K

Y. p-k

elde edilir. Diger taraftan
Vi[(A=K) =V, [ (5 -1)
Ve

g _MIA+N|S _ Aa@-D+5(a-k)
V| +V,| (6-D+(A-k)

oldugu kolayca goriiliir. 6 'nin tanimindan
(p—=6)(6-k)=(A-p)(S5-1)
elde edilir.

(A-D)(p-8) _A-k p-5 _(8-K)(p=5) _
(A=p)d=8) 6-1 A=p  (p-8)(p=K)

Boylece (3.2)’ de esitlik bulunur.

12



Teorem 3.2.[4] G, basit, baglantili, regiiler olmayan bir graph olsun. Bu
taktirde,
A
> =
4 5 (3.7)
dir.
Ispat: X =(x,%,,..,x,)" G’nin p ’ya karsilik gelen maksimal 6zvektorii ve

n

X=X, >...2X,; 1<p,q<n i¢in d =A ve d, =5 olsun.

A(G)x = px

(3.8)
PXy = a, X, 2 AX,
=1
PXy =D a,X; <O% (3.9)
=
(3.8) ve (3.9) dan
2 X
izz_p.ﬁzé.ﬁ (3.10)
X, X X, p O

olur. Boylece (3.7) elde edilir.

Sonu¢ 3.1.[9] G, basit, baglantili, regiiler olmayan graph olsun. (3.7)
ifadesinde esitlik varsa

p=As (3.11)
dir.
Ispat: (3.7)’de esitlik varsa (3.8), (3.9) ve (3.10)’da esitlik vardir. Kolayca
gortliir ki

A, J§
P o
olur. Buradan istenen sonug elde edilir.
Sonu¢ 3.2.[5] G yari-diizenli graph olsun. (3.7) ifadesinde esitligin olmasi

icin gerek ve yeter sart G’nin yari-regiiler(diizenli) graph olmasidir. Yani, G iKi

parcal1 ve yar1 regiiler bir graph olur.
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Ispat: Genelligi bozmaksizin X = (X, X,,...,x,)" 0 ’a karsilik gelen G’nin
en bilyiik 6zvektorii olsun. (X, =X, >...2X,) Ayrica (3.7)’de esitlik olsun.

V,={ieV : d =A} V,={ieV :d=6} iseVi ve Vz, V’nin bir
pargalanisidir. Bu durumda G bir yari-diizenlidir. Ayrica (3.8)-(3.10) ifadelerinde
esitlik meveut olur. Bu taktirde i€V, igin Xi=x; ve i€V, icin X=X, dir. Ustelik
1€V, icin i~ j ise X=X, dir. Bu da G’nin iki par¢ali graph olmasini gerektirir.
Boylece G, semi-regiiler graphdir.

Tersine  y=(A,...,AS,...,0)" semi-regiiler graphin p=«/§’ya karsilik

gelen maksimal 6zvektdrii oldugundan

7/:

S

dir.

Sonu¢ 3.3.[13] G, basit, baglantili, regiiler olmayan graph olsun. (3.2)’nin
(3.7)’ den daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

__ J5a-s)a-d)
J5(A-d)+A(d - 5)

p>A (3.12)

olmasidir.

Ispat: Basit bir hesaplama ile sonug kolayca goriiliir.

Teorem 3.3.[19] G, basit, baglantili, regiiler olmayan n noktali graph ve D,

G’nin diameteri (iki komsu nokta arasindaki maksimum yol) olsun. Bu taktirde;

A_A+O-2NAS (3.13)
D-n-A
dir.
Ispat: X =(X,...X,) p’yakarsihik gelen normallestirilmis yani
x;” =1 olan maksimal 6zvektdr olsun. Bdylece

i=1

A—,{):Aixi2 —xTA(G)x>Zn:dixi2 —23 %%, = > (% %)
i-1 i1 i~ i~

14



pveq Gde x,=max{x;1l<i<n} x,=min{x; 1<i<n}olacak sekilde iki

nokta olsun. p ’den q’yauzunlugu | olan p=t,t,....t, =g olan bir yolu vardir.

| <D dir. Budurumda;

1-1
b %,

Cauchy-Schwarz esitsizliginden

1-1
ZZ(XM _Xti+1) = XP _Xq
i=0

i‘xﬁ_xﬁuj _ 2
A—P>Z(Xi—xj)2>('o >(Xp Xq)

olur.Diger taraftan (3.7)’den

4 xq_ )
A A

olur. Ustelik » x*=1  oldugundan x> \/% olur. Boylece
i=1
g —%,)? y A+8-24A5

A —
r | DnA

olur. Bu da istenendir.
Teorem 3.4.[10] G, basit, baglantili, n noktali, diizenli olmayan graph ise

2A-1-2/A(A-])

p<A DA (3.14)

dir.

Ispat: G, diizenli olmadigindan D<n-1ve §<A-1 olup dolayisiyla
Teorem 3.3’lin uygulanmasiyla goriiliir.

Lemma 3.2. [12] | X| = \/xf +X,° +...+x ? =1 olacak sekilde

X =(X,%,,...,X )" €IR" olsun. Bdylece her baglantili graph igin

15



pZZZXin (3.15)
i}
dir. Esitlik i¢in gerek ve yeter kosul X’in  p ’ya karsilik gelen 6zvektor olmasidir.

Ispat: A simetrik oldugundan Av, =Av, olacak sekilde bir ViV, )

21y Vpy

ortanormal vektorlere sahiptir. Bu durumda her bir X =(X,X,,...,X )"

igin
2 .

XZCV, +CV, +...+CV, Ve ¢’ +c, +..+¢ =|x| =1 olacak sekilde c,cC,,...,C,

sabitleri vardir. Boylece;

2) " %X; = X" AX
i

=Y vl Acy,

YJII

= Zi‘ c.c.;t.v.ij

joris
= iCiZ//LI
S/,i’lz‘,iciz =p

esitlik i¢in gerek ve yeter kosul ¢, =+1;Xx==v, dir

Lemma 3.3.[11] M=(m;;), nxn tipinde indirgenemeyen negatif olmayan bir
matris, spektral yarigapt p(M) ve Ri(M)’de M’nin i. satir toplami olsun.
Ri(M)=Y m
j=1
Bu durumda;
min{ R (M):1<i <n} <p(M) < max{R(M):1<i <n}  (3.16)
dir.Ustelik M’nin satir toplamlarinin esit olmadiginda bu esitsizlik daha da kuvvetli

(<) hale gelir.

Lemma 3.4. [5] G, iki pargali graph ve V =U UW olsun. Eger her bir u eU
noktanin derecelerinin ortalamasi m; ve herbir weW nokta derecelerinin ortalamasi

m, ise bu durumda;

p(G)= NALLRIL

dir.
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Ispat: p(G),4(G)’ nin en biiyiik 6zdegeri olsun. Bu durumda

p(G), M=K (D'4(G)D)K’ nin da en biiyiik 6zdegeridir. Burada K ve D sirasiyla
kosegen elemanlari noktalarin derecelerinin ortalamasinin karekokii ve kosegen

elemanlar1 noktalarin dereceleri olan késegen matrisler olmak tizere,

d.
M. joj ieu
m, d,
d.
m, d.,
0 ;aksi halde
olur. Burada
Yl i~jl=md ve x;=max{x; i~ ]

]

Eger Lemma 3.3 M iizerine uygulanirsa  p(G)= «fmrmz elde edilir.

Teorem 3.5.[5] G basit, baglantili graph ve p(G) *de spektral yarigap ise

p(G)< max{m 1<i,j<n, i~ j} (3.17)
dir. Bu esitsizlikte, esitligin olmasi igin gerek ve yeter sart G’nin biitiin noktalarinin
derece ortalamalarinin esit olan bir graph ya da aym kiime igerisindeki derece
ortalamalari esit iki pargali graph olmasidir.

ispat: X=(x, ..., x))" ; D(G) ' A(G)D(G)nin p(G) 6zdegerine karsilik
gelen Ozvektorii olsun. Ayrica 6z elemanlarindan biri mesala 1 ve digerleri de 1’den

kiigiik yada esit olsun. Yani xi=1ve Vk=i i¢in 0<x, <1 dir.

X;=max {x: i~j}
olsun.
d; o
D(G)*A(G)D(G) matrisinin (i j) elemam — d, ’ :
0 i diger durumlarda
seklindedir. Bu durumda;
{D(G) " A(G) D(G) } X = p(G) X (3.18)

17



yazabiliriz. Bu ifadenin i. esitligi

. (3.19)
o(G)x, :Z{%: i~ j} yani  p(G) <mx;
7 i
seklindedir. (3.18) ifadesinin j. esitligi;
dx . . . .
PG)X; =) s i=dp yen p(G)x; <m, (3.20)
k j

seklindedir. (3.19) ve (3.20)°den
{p(G)}2 <mp(G) x; < mm,
elde edilir. Boylece ;
p(G)< mm,, 1<ij<n, i~]j
p(G)Smameimj: 1<i,j<n, i~j}

olur.(3.17) ifadesinde esitligin oldugunu kabul edelim. O halde biitiin esitsizlikler
esitlik haline déniisiir. Ozellikle (3.19)°dan i~ j olacak sekilde Vkigin x = X;
elde edilir. Ayrica (3.20)’den i~k olacak sekilde Vk igin X,=1"dir.

1.Durum: x; =1, V, :{k, X, = Z}olsun. Eger V1 # V(G) ise G baglantili
oldugundan

r~p ve p~(olacak sekilde r ~ p noktalar1 vardir. Boylece
d.x
p(G)x, = Z{é—’; r~ j} <m,
] r

ve

d.x.
p(G)Xp=Z{ O’lx‘; p~ '}Smp

i p

den

p(G) < /mm,
elde edilir. Bu durumda (3.17)’deki esitlik elde edilir. Boylece V1= V(G) ve G’de

biitiin noktalarin derecelerinin ortalamasi esit bir graphdir.
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2. Durum: x; <1 olsun. Bu takdirde; i’nin komsulugundaki k’lar igin yani
keNg(i) icin x =1ve keNg(i) igin x; =X, dir.
U={k, x=1 W ={k, X, = Xj} secelim. Boylece ;
Ne(i)cU ve Ng(I)cW
dir.  Ayrica; herhangi bir re Ng(Ng(i)) kimesiicin i~j wve r~p olacak

sekilde bir p € N (i) noktasi vardir. Boylece;

X, =X; ve p(G)x, :Z{dgxk; p~k}£mp

k p

olur. (3.19) kullanilirsa
elde edilir. Ayrica;

oldugundan
p°(G)=mm, x =1
dir. Boylece Ng(Ng(i)) <U olur. Benzer bir diisiinceyle; Ng(Ng(j)) <W oldugu

da gosterilir. Buna devam edilerek G baglantili graph oldugundan U ve W kisitlanmis
alt graphlar olmak iizere V =U UW yazilabilir. Béylece G iki pargalidir. Ustelik
U’daki ve W’deki her bir noktanin derece ortalamasi aynidir. Tersine; eger G biitiin
noktalarinin derecelerinin ortalamasi esit bir graph ise bu durumda esitlik saglanir. G,
V =U UW olacak sekilde iki pargali graph olsun. Oyleki U veya W’ deki aym
kiime igerisindeki iki noktanin derece ortalamasi esit ise Lemma 3.4 kullanilarak;

(3.17) ifadesinde esitligin oldugu gosterilir.

Lemma 3.5.[14] 01,92, ... ,gn pozitif sayilar ve bazt pi,pz, ..., pn reel

sayilar1 i¢in;

m_in&s Pt P+t Py Smax& (3.21)
0 G +Q,+...+Q, "G
dir. Her iki tarafta da esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart P oraninin egit
Qi

olmasidir.
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Lemma 3.6.[4] G, n noktali, e kenarli basit baglantili bir graph olsun. A ve
o sirastyla G’nin noktalarinin derecelerinin maksimumu ve minimumu olsun. Eger

A(G)’ nin spektral yaricapt p(G) ise bu takdirde;

p(G) < \2e—(N-1)5+(5-DA (3.22)
dir. Ayrica (3.22) ifadesinde esitligin olmasi igin gerek ve yeter sart G nin regiiler
graph veya bir star graph olmasidir.

ispat: Ai, A(G) matrisinin i. satirin1 ve d; de i. satir toplamini gostersin.
X= (X, ..., xn) , A(G) nin p(G) bzdegerine karsilik gelen birim uzunlukta
ozvektori olsun. i=1,2, ... ,n igin X(i); aj =0 olacak sekilde X’in X; bileseninin 0’la
yer degistirmesi sonucu elde edilen vektor olsun. Bu durumda;
A(G)X=p(G) X
oldugundan
AX(1) = AiX= p(G) X

elde ederiz. Cauchy-Schwartz esitsizliginden i=1,2, .... ,n i¢in;
pZ(G)xf:|AX(i)|2g|A|2|X(i)|2:diZj:{xf: i~ j
olur. Bu esitlikten toplam alinirsa;
pZ(G)SiZ::diZj:{xf: i~ j
iznl“fo{dj L~

j

d.m. x>

M- 1D

<> '[2e—d, —(n—1-d,)5]x (3.23)

=2e—(n-1)o+ (5—1)2 d.x® (Z x? =1 kullanrsak)

i=1 i=1

<2e-(n-)o+(6-1) A

I
LN

(3.24)

olur. Simdi (3.22)’de esitligin oldugunu kabul edelim. Bu takdirde yukaridaki biitiin
esitsizlikler, esitlik olmak zorundadir. Ozellikle (3.23)’den Vi €V igin

p(G) <\2e—(N-1)5+(5-1)A
dm =2e-d, —(n-1-d,)o
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elde edilir. Bu sebeple VieV, i~ j icin ya di=n-1 ya da dj=¢5 dir ki bu ya G’nin
diizenli (regiiler) graph olmasini ya da G’nin her bir noktasinin derecesi ya & ya da

n-1 olan iki dereceli bir graph olmasini gerektirir. Eger ¢ >1 ise;

Dodxi=A (3.25)
i=1

elde ederiz. Lemma 3.5 ve (3.25) kullanilarak d;=d,=...=d, elde edilir. Eger & >1 ise
G bir regiiler graph olur. Boylece G bir regiiler graph ya da bir star graph’dir. Tersine

eger G regiiler graph veya star graphsa esitlik saglanir.

Sonu¢ 3.4.[4] G, n noktali, e kenarli, basit, baglantili graph olsun. Bu
taktirde

p(G) <J2e-n+1 (3.26)
dir. Esitligin olmasi i¢in gerek ve yeter sart G’nin Kj,.q Star graph veya K, tam

graph olmasidir.

Teorem 3.6.[19] V ={1,2,..k ,.s., ,jolacak sekilde G= (V,E) bir graph
ve V, :{1,...,k} alt nokta kiimesi ile {k +1,..., j} aym komsuluk kiimesine sahip

olsun. Bu takdirde G en az k-1 tane 0 6zdegerine sahiptir. (k-1) 6zvektor de

(1,-1,0,.....00", (1,0,-1,0, ....,0)", ............. , (1,0, ....-1,0,...)7
\ ) - - —
2 3 k
seklindedir.

ispat: X=(X1,.......,Xn)T, A(G) nin p 0Ozdegerine karsilik gelen 6zvektorii

olsun. Boylece pXi=Z {Xj; 1=J}i=L2,....n

]

dir. “0” 6zdegerine;

1,-1,0,....,00',(1,0,-1,0, ....0), ....... ,(1,0,....,-1,0,..0)" (3.27)

ozvektorlerinin karsilik geldigi kolayca goriiliir.
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Teorem 3.7.[14] G, bir noktali ve en biiyiik derecesi A olan basit bir graph
olsun. Bu taktirde;

(3.28)

(G)>J(A+ d, —1)+(A+di—1)? —4(di—1) + 4C2 +8Ci /A
p(G)=>
2

dir. Burada dj= max{dx ;i~k }; Cj i ile j arasindaki ortak komsu sayisidir.

Teorem 3.8. [17] Eger A bir nxn reel simetrik matris ise, 0 zaman A’nin
biitiin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: Tk olarak hemen hatirlatalim ki; eger z=a+ib ise, 0 zaman
77 = (a+ib)(a—ib) =a® +b?

dir. Bundan bagka x kompleks bilesenlere sahip

X

X2
X =

Xn

seklinde bir nx1 vektor ise, o zaman X

X

X,
X =

Xn

ile verilir. Boylece;
X X =X"X = XX + XX, +..+ X X
yazariz ve acik olarak eger X bir sifir vektorii degilse, o zaman X' X bir pozitif reel
sayidir. A bir reel simetrik matris ve X#0 olmak tlizere AX=AX oldugunu
varsayalim. Buna gore;
XTAX=AX"X
yazariz. Diger taraftan AX bir vektor olarak goz oniine alinarak

X' Ax = (AX)" X

22



yazabiliriz. Boylece asagidaki ifadeyi yazabiliriz.
AXTX=X"Ax=(AX)' X =x" ATX = x' AX

Halbuki;
AX = AX
idi. Dolayisiyla;
AXTX = AX'X
yazariz. Diger taraftan;
X'X =X"X

oldugu agiktir ve x#0 oldugundan X'x==0’dir. Boylece A=A yazarz. Bu ise

A ’nin reel oldugunu gosterir.

Tamm 3.1. [20] Bir A Hermit matrisi i¢in

R(x) = <A X> (3.29)
<X, X >

ifadesine Rayleigh oran1 denir.

Teorem 3.9. [11] (Rayleigh-Ritz) A matrisi A >...> A, 6zdegerlerine sahip
n-kare bir Hermityen matris olsun. X € C"(x = 0) i¢in
AXX<X'AX<AX'X

—T A

=max X' AX (3.30)

x=0 X T X X' x=1

=min X' AX (3.31)

ifadeleri saglanir.

Teorem 3.10. [1] (Gersgorin) A:[aij], n- kare matrisi igin
R'(A)= D |a] (3.32)
j=1, j=i

olmak tizere A’nin biitlin 6zdegerleri

U{Ze@ : \Z—ai,-\SRi '(A)} (3.33)

i=1
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kiimesi i¢indedir.
Tammm 3.2. [11] A= [aij ] eM,, ve B= [b. ] eM matrislerinin
Hadamard ¢arpimi (Schur ¢arpimi)
AoB=[a b ]eM,

seklindedir.

Tanim 3.3. [17] F, bir cisim ve M_ (F),nxn matrislerin kiimesini gostermek
uzere
My M, (F)>IR"
seklinde tanimlanan doniisiim asagidaki sartlar1 saglarsa o zaman bu doniisiime
matris normu denir ve matris normu AeM, (F) i¢in M (A)=|A| seklinde
gosterilir.
My.) AeM (F) igin A=0 ise |[A|>0 ve A=0<|A|=0"dur.

My.) Ae M, (F) ve a eF icin |aA|=|a||A| dir.

Mys) A B M, (F) igin |A+B| <|A|+|B| dir.

My,) A BeM, (F) icin |AB|<|A[|B]| dir.

Eger sadece M, My, ve M,, aksiyomlar1 saglanirsa, o zaman bu norma
genellestirilmis matris normu denir. Eger M, M, M, ve M, aksiyomlarimn

hepsi saglanirsa buna da matris normu denir. Bu tanim ayni zamanda mxn
dikdortgen matrisleri igin de gecerlidir.
Simdi biz G graphinin A(G) komsuluk matrisini, tanimlayacagimiz iki

matrisin Hadamard ¢arpimi seklinde yazmaya calisacagiz.

Tamm 3.4. Basit baglantili bir G graphi i¢in (1,-1,0) matrisi B(G) ve (-1,0)
matrisi C(G) olmak {izere;
1 ;5 i=]
B(G)=[b; |=1-1; i~]
0 ; diger durumlarda

ve
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c©)=[c,]=1 " ')
H 0 ; diger durumlarda

seklindedir.

Lemma 3.7.[11] G graphinin (1,-1,0) matrisi B(G) ile (-1,0) matrisi C(G)’ nin
Hadamard ¢arpimi, A(G) komsuluk matrisine esittir. Yani
A(G) =B(G) - C(G) (3.34)
dir.
Ispat : A(G) komsuluk matrisinin tanimi1 ve Hadamard carpiminin

tanimindan agiktir.

Lemma 3.8. [11] Hadamard ¢arpim ile norm arasindaki baginti

[A-Bl<[A-[8]

seklindedir.

Teorem 3.11. G’ nin spektral yarigapt p olmak lizere

pSE/{Zn:(l+di)}-{Zn:di} (A< p<x) (3.35)

Ispat : Norm ile spektral yarigap arasindaki bagitidan asagidaki esitlik elde
edilir.
P = (AG)) < | A@)] = [B-C| <[B]-C]

[S3mr] S5

i=1 j=1 i=1 j=1

[$Eh]{£5k]

=1 j=1 i=1 j=1

<eenf {Eaf
\/Z(1+d) n }
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Sonug¢ 3.5. G’ nin spektral yarigapt p olmak iizere

P g,/Zdi (3.36)

dir.
Ispat: Norm ile spektral yarigapin tanimi kullanilarak
p<laG)=Za
elde edilir.

26



DORDUNCU BOLUM

ORNEKLER
Ornek 4.1.
le »2
0 1 1 1
1 0 0 1
A(G) =
(G) 1 0 0 O
3 4 1 1 00
A(G)’nin ozdegerleri ;
-1.481194304, -1.000000000, 0.3111078175, 2.170086487
P 3.14 | 3.17 | 3.22 |3.35]| 3.36
2.170 | 2.998 | 2.500 | 2.236 | 2.49 | 2.828
Tablo 4. 1.
Ornek 4.2.
6 0 1 0 0 0 07
3 1 01 1 10
01 0 0 0 O
I A(G) =
1e 2 .5 01 0 0 0 O
I 01000 1
4 0 0 0 0 1 0]
A(G)’nin 6zdegerleri ;

-2.074313293, -0.8349996181, 0., 0., 0.8349996181, 2.074313293

P 314 | 3.17 | 3.22 | 3.35 | 3.36
2.074 | 3.999 | 2.236 | 2.236 | 2.329 | 3.162

Tablo 4. 2
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Ornek 4.3.

A(G) =

A(G)’nin 6zdegerleri;

P O O Fr PFr o9 r o

O O OO OO Frr Ok

O O OO O O O
P P, OO PF OPFr OO

R O, P OFr OO R

P Ok, OFPr OO O

O r OPFrP B OO O O

9

O O r OO P OO O

O OOk Pk OO

-2.287441595, -1.847076680, -1.512685747, -0.9262184190, -0.3865574404,

0.5226818427, 1.285601056, 1.379095380, 3.772601603

28

P 3.14 | 3.17 | 3.22 | 3.35| 3.36
3.372 14999 | 4.018 | 4.358 | 4.1 |5.477
Tablo 4.3



Ornek 4.4.

0 1 0 1 0 0 0 0 17
101 100 O0O0O
0 10100001
1 11 01 1 101
A(G) =0 0 0 1 0 1 0 0 1
0 001 10101
0 00101010
0 00000101
1101 1 1 1 0 1 0]
A(G)’nin ozdegerleri;

-2.477278246, -2.080100948, -1.284800480, -0.9240180463, 0.5551115123 10°°,
0.2961931943, 0.6736993606, 1.539555346, 4.256749818

P 3.14 | 317 | 3.22| 3.35 | 3.36
4256 [ 6.999 | 5.188 | 5 |4.295|5.830

Tablo 4. 4
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Ornek 4.5.

1

0 1 0 0 1 0 0 0 17

1 01 1100 O0O0

0 10111000

0 1101 00 01

AG)=1 1 1101111

0 01 01 0100O

0 000 11010

0 00 01 0101
|11 00 1 1 0 0 1 0]

A(G)’nin 6zdegerleri;

-2.238901760, -1.826985675, -1.801937736, -1., -0.4450418679, 0.1457362983,
1.246979604, 1.527576278, 4.392574860

P 314 | 317 | 3.22 | 3.35 | 3.36
4392 | 7.999 | 4.873 | 5567 | 6.34 | 6

Tablo 4.5
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Ornek 4.6.

M 1 1 1 1 1 0 1
1 01 01 10O
11 01 10 11
1 01 01 0 0O
AGI=l1 1110100
11 001 010
0 01 00101
1 01 0 0 0 1 0
A(G)’nin 6zdegerleri;

-2.313136837, -2.000000000, -1.330222637, -0.5362326601, -0.2986247276,
0.7397680566, 1.212264928, 4.526183877

P 314 317 |322 [3.35 |3.36
4.526 | 5.999 | 5.105 | 5 6.14 | 5.830

Tablo 4.6
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