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Bu tez caligmasi, esnek topolojik uzaylarin karsilastirilmasini vermek amaciyla
yapilmistir. Shabir ve Naz (2011) bir baglangi¢ evreni iizerinde parametrelerin sabitlenmis bir
kiimesiyle esnek topoloji kavramini tanimlamis ve esnek topolojik uzayda temel kavramlari
vermislerdir. Ayrica iki esnek topolojinin kesisiminin esnek topoloji oldugunu ancak
birlesiminin genellikle esnek topoloji olmadigini Ornekler ile gostermislerdir. Ancak bu
ornekler problemlidir. Bu tez ¢alismasinda bu problemi giderecek drnekler verilmistir. Ayrica
esnek acik kiime ve esnek alt kiime kavramlari yardimi ile esnek topolojik uzaylarin

karsilagtirilmasi incelenmistir.
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This thesis study was conducted with the aim of comparing soft topological sapaces.
Shabir and Naz (2011) defined the concept of soft topology with a set fixed on the initial
universe through parameters and provided the basic concepts in soft topological space. They
also showed that the intersection of two soft topologies is a soft topology, but the union is not
necessarily a soft topology, using examples. However, these examples are problematic. In this
thesis, examples were given to eliminate this problem. Furthermore, the comparison of soft

topological spaces has been examined using the concepts of soft open sets and soft subsets.
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1. GIRIS

Glinliik hayatta ya da bilimsel ¢alismalarda karsilagilan ve igerisinde belirsizlik
durumlart bulunduran bazi problemlerin ¢oziimiinde klasik matematigin yontemleri
yetersiz kalmaktadir. Boyle problemlerin ¢oziimii ile ilgili yeni teoriler gelistirilmistir.
Bunlardan biri olan esnek kiime teori ve topolojik yapist bircok arastirmaci tarafindan
incelenmistir.

Bir esnek kiime, bilinen anlamda klasik bir kiime olmadigindan; esnek topolojik
uzay kavrami, klasik topolojiden farklidir. Esnek kiimeler geleneksel kiimelerden farkl
olarak parametreler icerir. Esnek topolojik uzay kavraminda, her bir parametreye karsilik
baslangi¢ evreni lizerinde bir klasik topoloji tanimli oldugundan, parametreler 6nemli rol
oynar. Esnek topolojik uzay, bir baslangic evreni lizerindeki klasik topolojilerin
parametrelendirilmis bir ailesidir. Bu durumun karsiti dogru degildir. Yani her bir
parametreye karsilik bir klasik topolojik uzay verildiginde, esnek kiimelerin bazi ailesi
esnek topolojik uzay olusturmayabilir. Dolayisiyla esnek topolojik uzaylarin klasik
topolojik uzaylardan daha kapsamli ve daha genel oldugunu soyleyebiliriz.

Biz bu tez ¢alismasi i¢in yurt i¢i ve yurt disinda yayinlanan ¢alismalar1 inceledik;
Shabir ve Naz (2011) bir baslangi¢ evreni iizerinde parametrelerin sabitlenmis bir
kiimesiyle esnek topoloji kavramini tanimlamig ve esnek topolojik uzayda temel
kavramlar1 vermislerdir. Ayrica iki esnek topolojinin kesisiminin esnek topoloji oldugunu
ancak birlesiminin genellikle esnek topoloji olmadigini 6rnekler ile gdstermislerdir.
Ancak bu 6rnekler problemlidir. Bu tez calismasinda amacimiz bu problemi giderecek
ornekler vermektir. Ayrica esnek topolojik uzaylarin karsilastirilmasini esnek agik kiime
ve esnek alt kiime kavramlar1 yardimi ile incelemektir.

Bu tez ¢alismasinda klasik topolojik uzaylardan daha genel olan esnek topolojik
uzaylar1 inceleyip, klasik topolojide bilinen bazi temel yapilar1 esnek topolojik uzaylara
genisletmek onem arz etmektedir. Ciinkii klasik topolojide bilinen her temel yap1 esnek
topolojik uzaylarda tanimlanamayabilir. Boylece literatiirde yer almayan bazi 6zgiin

sonuglara ulasilabilecektir.






2. ONCEKIi CALISMALAR

Giinliik hayatta ve miihendislik, egitim, tip, ekonomi gibi hemen hemen her alanda
kesin olmayan kavramlar mevcuttur. Bu gibi kesin olmayan kavramlar belirsiz olarak
adlandirilir. Belirsizligin bulundugu problemlerin ¢oziilmesine yardimci olmak {izere,
arastirmacilar tarafindan yeni teoriler gelistirilmistir. Bunlardan biri olan esnek kiime
teori ve topolojik yapisi bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Bu tez ¢alismasinda
esnek kiimeler ve esnek topolojik uzaylar lizerinde durulacaktir. Simdi bu kavramlar ile
ilgili daha 6nce yapilan ¢aligmalar1 hatirlatacagiz.

Belirsizlik i¢in farkli bir matematiksel yaklagim olarak onerilen esnek kiime teori
Molodtsov (1999) tarafindan tanimlanmistir. Molodtsov esnek kiimeyi, bir evren
kiimesinin alt kiimelerinin parametrelendirilmis bir ailesi olarak tanimlamistir. Ayrica
Molodtsov (1999), yaklasim taniminda higbir kisitlama olmayan esnek kiime teorisini
kullanarak, siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, Riemann integrasyonu, Perron
integrasyonu, oyun teorisi, olasilik teorisi, 6l¢lim teorisi gibi alanlarda bagarili ¢aligmalar
yapmistir (Molodtsov, 2004).

Esnek kiimelerin Molodtsov tarafindan ortaya atilmasindan sonra, ilk olarak Maji
ve ark. (2003) esnek kiimelerin kiime-teorisel 6zelliklerini tanimlamislar ve iligkilerini
incelemislerdir. Daha sonra esnek kiime islemleri lizerine bir¢ok arastirmaci calisma
yapmistir. Bu caligmalarda temel kavramlarin bircogunda yetersizlikler bulunmustur.
Daha sonra yeni tanimlar ve ornekler verilerek bu yetersizlikler ortadan kaldirilmaya
calisilmistir. Bunlardan bazilari; Chen ve ark., 2005; Pei ve Miao, 2005; Aktas ve
Cagman, 2007; Feng ve ark., 2008; Ali ve ark., 2009 olarak siralanabilir. Ozellikle Ali ve
ark. (2009) tarafindan verilen esnek kiimeler iizerinde bazi islemlerin analizine dayali, iki
esnek kiimenin kisitlanmis kesisimi, kisitlanmis birlesimi, kisitlanmis farki ve
genisletilmis kesisimi gibi kavramlar verilmistir. Hatta bir esnek kiimenin tiimleyen
tanimini 1tyilestirilerek bu yeni tanimlara gére Onceki calismanin aksine DeMorgan
kurallarinin saglandig1 gosterilmistir.

Esnek kiime teorisi, belirsizlik iceren problemlerde karsilasilan giigliiklerin
¢oziimlenmesinde c¢ok kullanigli matematiksel bir ara¢ oldugundan karar verme
problemleri iizerine birgok calismanin yapilmasmi ve dolayisiyla esnek karar verme
metotlarinin ortaya atilmasini saglamistir. Molodsov'un belirsizlige karsi 6nerdigi esnek
kiime teorisinin bu kadar gii¢lii olmasinin nedeni, diger kiime teorilerinde bulunmayan ve

karar verme siirecini ifade etmede oldukca elverisli olan bir parametrelestirme aracinin
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eksikligini giderebilmesidir. Karsilagilan belirsizlik problemlerini ifade etmedeki bu
basarist sayesinde de bir¢ok alana kolaylikla uygulanmistir (Maji ve ark., 2003;
Molodtsov, 2004; Chen ve ark., 2005; Pei ve Miao, 2005; Feng ve ark., 2008; Ali ve ark.,
2009; Aktas ve Cagman, 2010; Feng, 2011; Cetkin ve ark., 2016; Zhan ve ark., 2017;
Gizel Ergiil ve Yiiksel, 2019; Suo ve ark., 2021).

2011 yilindan itibaren de bazi yazarlar tarafindan esnek kiimelerin topolojik yapist
incelenmeye baslanmistir: Shabir ve Naz (2011) sabit bir baslangi¢ evreni ve sabit bir
parametre kiimesi lizerinde esnek topoloji kavramini tanimlamis ve esnek topolojik
uzayda esnek acik kiime, esnek kapali kiime, esnek i¢ nokta, esnek kapanis noktasi gibi
temel kavramlar1 vermislerdir. Ayrica esnek alt uzay, esnek T;- uzaylar, esnek normal ve
esnek regiiler uzay kavramlarimi tanimlamis ve bazi 6zelliklerini incelemislerdir. Daha
sonra bazi arastirmacilar (Min, 2011; Hussain ve Ahmad, 2011; Aygiinoglu ve Aygiin,
2012; Zorlutuna ve ark., 2012; Pazar Varol ve Aygiin, 2013; Nazmul ve Samanta, 2013;
Das ve Samanta, 2013; Yiiksel ve ark., 2014) esnek topolojik uzaylarin genel 6zellikleri,
esnek ayirma aksiyomlari, esnek kompaktlik, esnek siireklilik, esnek ¢arpim topolojisi,
esnek baglantililik gibi kavramlar tizerinde ¢aligmiglardir. Ayrica bazi aragtirmacilar da
klasik topolojide bilinen bazi kiime ¢esitlerini esnek topolojik uzaylarda incelemislerdir.
Chen (2013) esnek topolojik uzaylarda esnek semi acik kiimeleri, Kandil ve ark. (2014)
esnek pre agik, esnek a-agik, esnek semi agik ve esnek S-acik kiimeleri, ayrica Yumak
ve Kaymaker (2013) Akdag ve Ozkan (2014), esnek f-acik kiimeleri ¢alismislardir.
Kannan (2012) ve Yiiksel ve ark. (2013) esnek genellestirilmis kapali kiimeleri
incelemislerdir.

Esnek kiimelerin topolojik yapilar1 farkli agilardan da ele almmustir. Ornegin,
Cagman ve ark. (2011) esnek topolojik uzayr Shabir ve Naz (2011)’dan daha genel bir
yaklagimla tanimlamis ve temel kavramlari vermislerdir. El-Sheikh ve Abd El-Latif
(2014) bir baslangic evreni lizerinde parametrelerin sabitlenmis bir kiimesiyle supra esnek
topolojik uzay kavramini tanimlamis ve Shabir ve Naz (2011) tarafindan verilen esnek
topolojik uzaylardan daha genel olan supra esnek topolojik uzaylarda supra esnek agik
kiime, supra esnek kapali kiime, supra esnek i¢ nokta, supra esnek kapanis noktasi gibi
temel kavramlar1 vermislerdir. Ayrica supra esnek kiime cesitleri ve supra esnek
stireklilik cesitlerini inceleyip bazi ayrisimlar elde etmislerdir. Mustafa ve Sleim (2014)
esnek ideal kavramini tanimlamis ve esnek genellestirilmis kapali kiimeleri bir esnek

ideale dayali olarak incelemislerdir.



Bu tez ¢alismasinda, klasik topolojik uzaylardan daha genel olan esnek topolojik
uzaylarin karsilastirilmasi esnek acik kiime ve esnek alt kiime kavramlar1 yardimi ile
ornekler vererek incelenmistir. Shabir ve Naz (2011) esnek topolojik uzaylarda iki esnek
topolojinin kesisiminin esnek topoloji oldugunu ancak birlesiminin genelde esnek
topoloji olmadiginit 6rnekler ile gostermislerdir. Ancak bu 6rnekler problemlidir. Bu tez

calismasinda bu problemi giderecek 6rnekler verilmistir.






3. MATERYAL VE METOT

Bu tez calismasinda ilk olarak literatiir taramasi yapilmistir. Bu ¢alisma boyunca
esnek topolojik uzaylar ile ilgili kaynaklar kisminda belirtilen makale ve kitaplardan
yararlanilmistir. Bunlara bagli olarak elde edilen bulgulardan birtakim sonuglar
cikartlmistir. Caligmalara, elde edilen sonuglara gére yon verilmistir.

Bu calisma boyunca literatiirde kullanilan, bazi tanim ve teoremlerden asagida

bahsedilmistir.

3.1. Esnek Kiimeler

Bu boliimde esnek kiimeler ile ilgili baz1 temel kavramlar verilecektir.

3.1.1.Tanim (Molodtsov, 1999) X bir baslangi¢ evreni ve P tiim parametrelerin
kiimesi olsun. P(X), X kiimesinin gii¢ kiimesi ve A, P’nin bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. S: A - P(X) bir donisiim olmak tizere (S, A) ikilisine X tizerinde bir esnek kiime

denir. Buna gore

S, 4) = {(p.S(®)):p € 4,S(p) € P(X)}
siralt ikililerin kiimesidir.

Diger bir deyisle; X lizerinde bir esnek kiime, X evreninin alt kiimelerinin
parametrelendirilmis bir ailesidir. p € 4 i¢in S(p), (S, A) esnek kiimesinin p — tahmini
elemanlarinin kiimesi gibi diisiiniilebilir. Sonug olarak bir esnek kiime klasik anlamda bir

kiime degildir.

Eger (p,S(p)), (S,A) esnek kiimesine ait ise (p,S(p)) € (S,A), aksi taktirde
(p,S(p)) & (S, A) seklinde yazariz.

3.1.2.Tanim (Cagman ve Enginoglu, 2010) X bir baslangi¢ evreni ve P tiim
parametrelerin kiimesi olsun. P(X), X kiimesinin gii¢ kiimesi ve A, P’nin bostan farkli
bir alt kiimesi olsun. X fiizerinde bir S, esnek kiimesi s4:P - P(X) 3 p € A icin
s,(p) = @ seklinde tanimlanir. Burada s, yaklasim fonksiyonu olarak da adlandirilir.

Buna gore

SA = {(p'SA(p))p € PISA(p) € :P(X)}



siralt ikililerin kiimesidir.

Eger (p,sa(p)), Sa esnek kiimesine ait ise (p,s,(p)) € Sa, aksi takdirde
(p.5a(p)) & Sa seklinde yazariz.

Bundan sonra, X kiimesi tizerindeki biitiin esnek kiimelerin ailesi S(X,P) ile

gosterilecektir.

3.1.1.0rnek X = {xq, x5, X3, X4, X5, X¢ } evren kiime ve P = {p;, D2, D3, P, Ps}

parametreler kiimesi verilsin. A = {p,, p3, P4, Ps} € P ve

Sa(p2) = {x2, x4}, sa(ps3) = 0, sa(ps) = X, Sa(ps) = {x1,xs, %6}

olmak tizere S, esnek kiimesi

SA = {(p1; (D)' (pZJ {xZJ X4}), (p3; Q): (p4-' X)' (pS' {xl' Xs, x6})}

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde

S(p2) = {x2, x4}, S(p3) = 0, S(ps) =X, S(ps) = {x1, x5, %6}

olmak tizere (S, A) esnek kiimesi

(S, A) = {(pi {x2: X4}), (p3: Q)); (p4r X)r (pS' {xl' Xs, x6})}
seklinde tanimlanir.
3.1.3.Tammm (Maji ve ark., 2003) (S, A), X evreni lizerinde bir esnek kiime olsun.

i) Egerhera € Aigin S(a) = @ ise (S, A) bos esnek kiime olarak adlandirilir
ve kisaca ¢, ile gosterilir.
ii) Eger her a € A i¢in S(a) = X ise (S,A) evrensel esnek kiime olarak

adlandirilir ve kisaca A ile gosterilir.
3.1.2.0rnek. X = {x;,x,,x3,%4,x5} evren kiime ve P = {p;,p2 D3 Pa Ps}
parametreler kiimesi verilsin. A = {p;,p,,p3} € P ve B = {p;1,p2,P3, 05} S P olsun.

i) (S, B) esnek kiimesi agagidaki sekilde verilsin;
S(p) =0, S(p2) =0, S(p3) =0, S(ps) =0



Bu durumda her p € B i¢in S(p) = @ oldugundan (S, B) bos esnek kiime olarak

adlandirlir.

ii) (S, A) esnek kiimesi asagidaki sekilde verilsin;
S(p) =X, S(p2) =X, S(p3) =X

Bu durumda her p € 4 i¢in S(p) = X oldugundan (S, A) evrensel esnek kiime

olarak adlandirilir.

3.1.4.Tanim (Shabir ve Naz, 2011) Y, X evreninin bos kiimeden farkli bir alt
kiimesi olsun. Eger her p € P i¢in Y(p) =Y ise ¥ sembolii, X iizerindeki (Y, P) esnek

kiimesini gosterir. Benzer sekilde, (X, P) esnek kiimesi de X ile gosterilir.

3.1.5.Tanim (Maji ve ark., 2003) (S,A) ve (G,B), X iizerinde iki esnek kiime
olsun. Bu iki esnek kiimenin birlesimi, (S, A) U (G, B) = (H, C) esnek kiimesidir. Burada
C=AUBveherp € C icin
S(p) ,egerp € A— B ise

H(p) =<G(p) ,eger p € B — Aise
S(p)UG(p),eger p € ANB ise

seklindedir.

3.1.6.Tanim (Feng ve ark., 2008) (S, A) ve (G, B), X iizerinde iki esnek kiime
olsun. Bu iki esnek kiimenin kesisimi, (S, 4) N (G, B) = (H, C) esnek kiimesidir. Burada
C=ANBveherp € C i¢in

H(p) =S(p) N G(p)
seklindedir.

3.1.7.Tammm (Zorlutuna ve ark., 2012) I, keyfi bir indis kiimesi ve {(S;, P)}ie;
ailesi, X evreni iizerindeki P parametre kiimesine bagli esnek kiimelerin bir alt ailesi
olsun. Bu esnek kiimelerin birlesimi, (G, P) = L;¢;(S;, P) esnek kiimesi ile gosterilir 6yle
ki her p€P igin G(p) = U;;S;(p) seklindedir. Bu esnek kiimelerin kesisimi,
(H,P) =, (S;, P) esnek kiimesi ile gdsterilir dyle ki her p € P i¢in H(p) = N;¢;S;(p)
seklindedir.



3.1.8.Tamim (Shabir ve Naz, 2011) X evreni iizerinde (S,P) ve (G, P) esnek
kiimeleri verilsin. Bu iki esnek kiimenin farki (H, P) = (S, P) — (G, P) esnek kiimesidir.
Burada her p € P igin

H(p) =S(p) — G(p)
seklindedir.

3.1.9.Tamim (Shabir ve Naz, 2011) X evreni tizerindeki (S, A) esnek kiimesinin
relatif tiimleyeni (S, A)€ ile gosterilir ve (S, A)¢ = (5S¢, A) seklinde tanimlanir 6yle ki her
p € Aigin S€(p) = X \ S(p) ile verilen S¢: A — P(X) bir doniisiimdiir.

3.1.3.0rnek X = {x;,x,,X3,%4,Xs5,Xc} evren kiime, P = {p;, P2 D3, P Ps}
parametreler kiimesi ve A = {p;,P3, P4 Ps} S P olsun. (S5, A) esnek kiimesi asagidaki

sekilde verilsin;

(S, 4) = {(p1, {x2, x4, x53), (P3,{x3, X4, X5, X63), (P4, D), (P5, {x1 1)}
Bu durumda (S, A) esnek kiimesinin relatif timleyeni
(S, A)¢ = {(p1, {x1, %3, %6 1), (D3, {x1, %2}), (D4, X)., (D5, {x2, X3, X4, X5, X6 })}
seklindedir.

3.2. Esnek Topolojik Uzaylar

Bu béliimde, sabit bir baslangic evreni ve sabit bir parametre kiimesi iizerinde

tanimlanmis esnek topolojik uzay ve esnek topolojik uzayda bazi kavramlar verilecektir.

3.2.1.Tanim (Shabir ve Naz, 2011) X evren kiimesi ve P parametre kiimesi olsun.
X tizerindeki P parametre kiimesine bagli esnek kiimelerin bir alt ailesi olan 7, asagidaki

ozellikleri saglarsa, T, ailesine X evreni lizerinde bir esnek topoloji denir.
i) ¢p. X €T,

ii) T ailesine ait sonlu ya da sonsuz c¢okluktaki esnek kiimelerin birlesimi ¥

ailesine aittir,

iii) T ailesine ait iki esnek kiimenin kesisimi T ailesine aittir.
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T ailesinin her elemanina, esnek agik kiime ve (X, 7, P) tg¢liisiine, esnek topolojik

uzay denir.

3.2.1. Ornek (Shabir ve Naz, 2011) X = {x;, x5, x3} evren kiimesi, P = {p;,p,}

parametreler kiimesi olsun.

Hy(p1) = {x1, %2}, H1(p2) = {1, %2}
Ha(p1) = {x2}, Hy(p2) = {x1, x3}
Hs(py) = {x2,x3}, H3(p2) = {x1}
Hy(p1) = {x2}, Ha(p2) = {x1}
Hs(p1) = {x1, %2}, Hs(p2) = X
He(p1) = X, He(p2) = {x1, x5}
H;(p1) = {x2, x3}, H;(p2) = {x1, %3}

Olmak lizere f = {¢P’X; (Hl,P), (Hz,P), (H3,P), (H4,P), (H5,P), (H6fP)' (H7,P)}

ailesi, X evreni iizerinde esnek topolojik uzaydir.

Coziim:
i) ¢p, X € T sart1 saglanir. ¥ ailesinin tanimindan agiktir.
ii) T ailesine ait sonlu ya da sonsuz ¢okluktaki esnek kiimelerin birlesimi 7

ailesine ait midir?

(HyP)U¢p =(H,P)ET
(H,P)u X=Xet

(Hy,P) U (Hy,P) = (Hs,P) €T
(Hy,P) U (H3,P) = (Hs,P) E T
(H,P)u (H,,P)=(H,,P)ET
(H,P)u (Hs,P) = (Hs,P) €T
(Hy,P) U (Hg,P) = (Hg,P) E T
(H,P)u (H,,P)= X€t
(Hp,P) U (H;,P) = (H,,P) €T
(Hp,P) U (Hy, P) = (Hy, P)ET
(Hp,P) U (Hs,P) = (Hs,P) € %
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(Hp,P)U (He,P) =X €T
(H,,P) U Hy, P) = (H;,P) €T
(Hs,P) U (H,, P) = (H3,P) € %
(H3,P)U (Hs,P) =X €T
(Hs,P) U (He, P) = (Hg,P) E T
(Hs,P) U (H;,P) = (H, P) €T
(H4 P) U (Hs,P) = (Hs,P) € 1
(Hy, P) U (He, P) = (Hg,P) E T
(Hy P) U (H;,P) = (H;,P) €T
(Hs,P)U (Hg,P)=X€T
(Hs,P)U (H;,P)=X€*
(Hg,P)U (H,,P)=X€T
seklinde oldugundan ii) saglanir.

iii) T ailesine ait iki esnek kiimenin kesisimi T ailesine ait midir?
(Hy, P)Nepp =¢pp €T
(H,P)n X =(H,P)e*t
(Hy,P) N (Hp,P) = (Hy,P) €T
(Hy,P) N (Hs, P) = (Hy, P) €
(Hy,P) 1 (Hy, P) = (Hy, P) €
(Hy,P) N (Hs,P) = (Hy,P) €
(Hy, P) N (He, P) = (Hy,P) €
(Hy,P) 1 (H7,P) = (Hy, P) €
(Hz, P) N (H3,P) = (Hy, P) €
(Hp, P) N (Hy, P) = (Hy P) €
(Hz, P) N (Hs,P) = (Hy, P) €
(Hz,P) N (He, P) = (Hy, P) €
(Hp,P) N (H,,P) = (Hp,P) €T
(H3,P) N (Hy, P) = (Hy, P) €
(H3,P) N (Hs,P) = (Hy,P) €
(H3,P) N (He, P) = (H3,P) €T
(H3, P) N (H;,P) = (H3 P) €
(Hy, P) N (Hs, P) = (Hy,P) €
(Hy P) N (Hg, P) = (Hy, P) E T

[ PR PR TR T P (A PR P

(ol

N

N

N

N
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(Hs, P) M (Hy,P) = (Hy, P) €
(Hs,P) N (He,P) = (H,,P)ET
(Hs,P) N (H7,P) = (H,, P) €
(Hg,P) N (H;,P) = (H;,P) €T

N

2

seklinde oldugundan iii) saglanir.

Bu durumda f = {¢P;X; (lep)i (HZﬁP)' (H3!P)' (H4_,P), (HS!P)! (HGIP)r (H7'P)}

ailesi, X evreni iizerinde esnek topolojik uzaydir.
3.2.1.0nerme (Shabir ve Naz, 2011) (X, %, P) esnek topolojik uzay1 verilsin.
T, = {S(p): (S, P) € T}
ailesi her p € P i¢in X evreni lizerinde bir klasik topoloji tanimlar.

3.2.2.Tamim (Shabir ve Naz, 2011) X evren kiimesi ve P parametre kiimesi olsun.
T = 8(X, P) ise T ailesine, X evreni iizerinde esnek ayrik topoloji ve ¥ = {¢p, X} ise £

ailesine, X evreni lizerinde esnek ayrik olmayan topoloji denir.

3.2.3.Tanim (Shabir ve Naz, 2011) (X, %, P) esnek topolojik uzay olsun. X evreni
tizerindeki (S, P) esnek kiimesinin relatif timleyeni olan (S, P)€ esnek kiimesi, 7 ailesine

ait ise (S, P) esnek kiimesine, esnek kapali kiime denir.

3.2.2.0nerme (Shabir ve Naz, 2011) (X, %, P) esnek topolojik uzay ve &’ ailesi,

tiim esnek kapali kiimelerin ailesini gdstersin. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir:
i) ¢p, X €T,

ii) 7' ailesine ait sonlu ya da sonsuz ¢okluktaki esnek kiimelerin kesigsimi 7’

ailesine aittir,

iii) 7' ailesine ait iki esnek kiimenin birlesimi £’ ailesine aittir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde iki esnek topolojinin kesisimi ve birlesimi 6rnekler verilerek yeniden
ele alimmustir. Ayrica esnek agik kiime ve esnek alt kiime kavramlar1 yardimi ile esnek

topolojik uzaylarin karsilastirilmasi yapilmistir ve 6rnekler verilerek incelenmistir.

4.1. Esnek Topolojilerin Kesisimi ve Birlesimi

Shabir ve Naz (2011) tarafindan verilen “On Soft Topological Spaces”
makalesinde iki esnek topolojinin kesisiminin esnek topoloji oldugunu ancak birlesiminin
genellikle esnek topoloji olmadigini ornekler ile gostermislerdir. Bu makaledeki bazi
esnek topolojik uzay drnekleri problemlidir. Bu tez ¢alismasinda bu problemi giderecek

ornekler verilmistir.

[k olarak Shabir ve Naz (2011) tarafindan verilen “On Soft Topological Spaces”

makalesindeki iki esnek topolojinin kesisiminin esnek topoloji oldugunu gosterelim.

4.1.1.0nerme (Shabir ve Naz, 2011) (X,%;,P) ve (X,,,P) aym X evreni
tizerinde iki esnek topolojik uzay olsun. Bu takdirde (X,%; M T,, P ), X evreni iizerinde

bir esnek topolojik uzaydir.
i) ¢p, X € ¥, ¢pp, X € T, oldugundan ¢p, X € ¥, N %, elde edilir.

ii) 7, N 7, ailesine ait I, keyfi bir indis kiimesi olmak tizere {(S;, P) };¢; ailesi
verilsin. Bu durumda her i € [ i¢in (S;, P) € 7, ve (5;,P) € T, olur. 7; ve T, aileleri
esnek topolojik uzay oldugundan L;¢; (S;, P) € T, ve U (S;, P) € 7, olur. Boylece
L;e; (S;, P) € T, N T, elde edilir.

iii) S,P),(G,P)et, N, olsun. Bu durumda (S,P),(G,P)€ T, ve
(5,P),(G,P) € 7, elde edilir. T;ve T, aileleri esnek topolojik uzay oldugundan
S,P)n (G,P)et,ve (S,P)n (G,P) € T, olur. Boylece (S,P) N (G,P) € T, N7,
elde edilir.

O halde 7; N T, ailesi X iizerinde bir esnek topolojidir ve (X, T; M T,, P ) bir esnek

topolojik uzaydir.

Simdi iki esnek topolojinin kesigiminin esnek topoloji oldugunu gdstermek icin

ilk olarak kullanacagimiz bazi esnek topolojik uzay érnekleri verelim.
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4.1.1.0rnek X = {x;,x,,x3} evren kiimesi, P = {p;,p,} parametreler kiimesi

olsun.
S1(p1) = {x2}, S1(p2) = {x2}
S2(p1) = {x1, %2}, S2(p2) = {1, %}
S3(p1) = {x2, %3}, S3(p2) = {x2, %3}

olmak iizere ¥; = {¢p, X, (S1,P), (S5, P), (S5, P)} ailesi, X evreni iizerinde esnek
topolojik uzaydir.

4.1.2.0rnek X = {x;,x,,x3} evren kiimesi, P = {p;,p,} parametreler kiimesi

olsun.
G1(p1) = {x2}, G1(p2) = {x2}
G2(p1) = {x3}, G2(p2) = {x3}
G3(p1) = {x2, %3}, G3(p2) = {x2, X3}

olmak iizere %, = {¢p,X, (G1,P),(G,, P),(G3,P)} ailesi, X evreni iizerinde esnek
topolojik uzaydir.

4.1.3.0rnek (Shabir ve Naz, 2011) 3.2.1. Ornekte verilen

#3 = {¢p, X, (Hy, P), (H,, P), (Hs, P), (H,, P), (Hs, P), (Hg, P), (H;, P)} ailesi, X evreni

tizerinde esnek topolojik uzaydir.

4.1.4. Ornek X = {x;, x,,x3} evren kiimesi, P = {p;,p,} parametreler kiimesi
olsun. X evreni iizerinde 4.1.1.0rnek, 4.1.2.0rnek ve 4.1.3.0Ornekte sirastyla verilen 7,

T, ve T3 esnek topolojik uzaylari i¢in asagidakiler saglanir:
a) T, M 7, ailesi esnek topolojik uzaydir.
b) T, M T3 ailesi esnek topolojik uzaydir.

¢) 7, N 73 ailesi esnek topolojik uzaydir.
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Coziim:

a) T, N T, ailesi esnek topolojik uzaydir. Gergekten ilk olarak 7; N T,

ailesini belirleyelim.
Ty N1, = {¢p, X, (S, P) = (G1,P),(S3,P) = (G3,P) }
ailesi olmak tiizere
i) ¢p, X € %, N T, sart1 saglanr.

ii) T, M T, ailesine ait sonlu ya da sonsuz cokluktaki esnek kiimelerin

birlesimi ¥, M T, ailesine ait midir?
Sy P)Ugp=(Sp,P)ET N,
S, PH)uX=Xet;nt,
(Sy,P)U(S3,P) =(S3,P)ET N7,
seklinde oldugundan ii) saglanir.
iii) T, M T, ailesine ait iki esnek kiimenin kesisimi 7; M T, ailesine ait midir?
SuP)Ngp=¢p €T, N1,
S,P)Nn X=(S,P) et Nt
(S, P)N(S3,P) =(S,P) et N7,
seklinde oldugundan iii) saglanir.

Bu durumda % N%, = {¢p, X, (S;,P) = (G, P),(S3,P) = (G35, P)} ailesi,

X evreni lizerinde esnek topolojik uzaydir.

b) T, M T3 ailesi esnek topolojik uzaydir. Gergekten ilk olarak T; M T3

ailesini belirleyelim.
%, N % = {¢pp, X, (S, P) = (Hy, P)} ailesi olmak iizere

i) ¢p, X € #, N #; sart1 saglanr.
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ii) T, N 7 ailesine ait sonlu ya da sonsuz c¢okluktaki esnek kiimelerin

birlesimi T; M 75 ailesine ait midir?
(S P)u¢p = (S, P) € T, N3
S, P)u X=Xe ¥, Nt
seklinde oldugundan ii) saglanir.
iii) T, N 75 ailesine ait iki esnek kiimenin kesisimi 7; M 75 ailesine ait midir?
(S P)Npp =dp €T, N T3
S, P)n X=(S,P)et N,
seklinde oldugundan iii) saglanir.

Bu durumda ;N %; = {¢p, X, (S,,P) = (Hy,P)} ailesi, X evreni iizerinde

esnek topolojik uzaydir.

c) T, M5 ailesi esnek topolojik uzaydir. Gergekten %, M %; = {¢p, X}

olmak iizere 7, M 75 ailesi 3.2.2. Tanim geregi esnek topolojik uzaydir.

4.1.1. Uyarn (Shabir ve Naz, 2011) (X, 74, P) ve (X, T,, P) aynm1 X evreni ilizerinde
iki esnek topolojik uzay olsun. Fakat (X,%, U 7, P ), X evreni lizerinde bir esnek

topolojik yap1 olusturmayabilir.

Shabir ve Naz (2011) tarafindan verilen “On Soft Topological Spaces”
makalesinde iki esnek topolojinin birlesiminin esnek topoloji olmadigin1 Example 3 ile
gostermislerdir. Ancak makaledeki bu 6rnek problemlidir. “On Soft Topological Spaces”
makalesindeki bu hatali problemi ¢dzelim ve hatay: belirleyelim. ilk olarak “On Soft
Topological Spaces” makalesinde verilen Example 3 ile baglantili olan Example 1°deki

hatay1 gosterelim.

4.1.5.0rnek (Shabir ve Naz, 2011) Example 1 X = {x;, x,, x3} evren kiimesi,

P = {p4, p,} parametreler kiimesi olsun.
S1(p1) = {x2}, $1(p2) = {x4}

S2(p1) = {x2,x3}, S2(p2) = {x1, %2}
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S3(p1) = {x1,x2}, S5(p2) = X
S+(P1) = {x1, x5}, Sa(p2) = {x1, x3}

olmak iizere ¥; = {¢pp, X, (S1, P), (S5, P), (S5, P), (S, P)} ailesi, X evreni iizerinde esnek
topolojik uzaydir.

Shabir ve Naz (2011) yukaridaki 6rnekte ifade edildigi gibi Example 1’deki 7;
ailesinin esnek topolojik uzay oldugunu gostermistir. Fakat £, ailesi esnek topolojik uzay

degildir. Gergekten asagida gosterildigi sekilde i), ii) sarti saglanir. Fakat iii) sarti

saglanmaz.
i) ¢p, X € T, sart1 saglanir. £, ailesi tanimindan agiktir.
ii) T, ailesine ait sonlu ya da sonsuz ¢okluktaki esnek kiimelerin birlesimi 7,

ailesine ait midir?
Sy P)U¢p=(S,P)ET
S, PHuX=Xet
(S, P) U (S, P)=(S;,P) €Ty
(S, P)U(S3,P) =(S3,P) €T
(S, P) U (S4,P)=(S4,P) €Ty
(S, P)U (S3,P)=X€ety
(S, P)U (S,P)=Xef
(S3,P) U (S4,P) =(S3,P) €Ty
seklinde oldugundan ii) saglanir.
iii) T, ailesine ait iki esnek kiimenin kesisimi 7, ailesine ait midir?
SuP)Nop=¢p€T
S,P)Nn X=(S,P) ety

(Sl,P) M (SZiP) = (SltP) E'?':1
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(S, P)n (S3,P) =(5,P) €ty
(51, P) N (S84, P) =(S,P)ET
(52,P) N (S4,P) =(S;,P) €Ty
(S3,P) N (S4,P) =(S4,P) €T,
(S2,P) 1 (S3,P) = {(p1, {x2}), (P2, %1, X2)} € T4

oldugundan iii) sarti saglanmaz. Bu durumda 7; ailesi, X evreni iizerinde bir esnek

topolojik uzay degildir. Dolayisiyla Example 1 hatalidir.

4.1.6. Ornek (Shabir ve Naz, 2011) Example 3 X = {x;, x,, x5} evren kiimesi,

P = {p4, p2} parametreler kiimesi olsun.
S1(p1) = {x2}, S1(p2) = {x1}
S2(p1) = {x2, %3}, S2(p2) = {x1, %2}
S3(p1) = {x1, %2}, S3(p2) = X
Sa(p1) = (1, %2}, Sa(p2) = {1, %3}
olmak iizere ¥; = {¢pp, X, (S1, P), (S5, P), (S35, P), (S4, P)} ailesi ve
G1(p1) = {22}, G1(p2) = {x1}
G2 (p1) = {x2, %3}, G2(p2) = {x1, %2}
G3(p1) = {x1, X2}, G3(p2) = {x1, x2}
G4(p1) = {x2}, Ga(p2) = {x1, x3}
olmak iizere ¥, = {¢p, X, (G4, P), (G, P), (G, P), (G4, P)} ailesi verilsin.
T, U T, ailesi esnek topolojik uzay degildir.

Shabir ve Naz (2011) Example 3 de 7; ve T, ailelerinin esnek topolojik uzay
oldugunu ifade etmistir. Fakat 7; ve T, aileleri esnek topolojik uzay olmadig1 i¢in

birlesimleri de esnek topolojik uzay olamaz.
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Gergekten ilk olarak 4.1.5. Ornek (Shabir ve Naz, 2011) Example 1 de verilen %,
ailesinin esnek topolojik uzay olmadigin1 gosterdik. Simdi yukarida verilen 7, ailesinin
de esnek topolojik uzay olmadigini gosterelim. Asagida gosterildigi sekilde i) sarti

saglanir. Fakat ii), iii) sart1 saglanmaz.
i) ¢p, X € %, sart1 saglanir. %, ailesi tanimindan agiktir.

ii) T, ailesine ait sonlu ya da sonsuz ¢okluktaki esnek kiimelerin birlesimi 7,

ailesine ait midir?
(G, P) U dp = (G, P) € T,
G, P)u X=Xet,
(G, P) U (G5, P) =(G,,P) e,
(G1,P) U (G3,P) = (G3,P) € 7,
(G1,P) U (G4, P) = (G4, P) €T,
(G2, P) U (G3, P) = {(p1, X), (p2, {x1, X2 )} € T,
(G2, P) U (Gay P) = {(py, (%2, X3}), (p2, XD} € T2

(G3, P) U (G4, P) = {(p1, {x1, %2}), (02, X)} € T

oldugundan ii) sart1 saglanmaz.
iii) T, ailesine ait iki esnek kiimenin kesisimi 7, ailesine ait midir?
(G, P)Np =p €T,
(G, P)n X = (G, P) €%,
(G, P) N (G, P) = (G, P) €T,
(G1,P) M (G3,P) = (G, P) € T,
(Gpp) n (G4,P) = (Gl»P) €T,
(G2, P) N (G4, P) = (G, P) ET,
(G3,P) N (G4, P) = (G, P) €T,
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(G, P) 1 (G3,P) = {(p1, {x2}), (D2, {x1, XD} € T

oldugundan iii) sarti1 saglanmaz. Bu durumda 7, ailesi, X evreni {lizerinde bir esnek

topolojik uzay degildir. Dolayisiyla Example 3 hatalidir.

Simdi iki esnek topolojinin birlesiminin genellikle esnek topoloji olmadigin

yeniden ornekler ile gosterelim.

4.1.7. Ornek X = {x;,x,,x3} evren kiimesi, P = {p;,p,} parametreler kiimesi
olsun. X evreni iizerinde 4.1.1.0rnek, 4.1.2.0rnek ve 4.1.3.0Omekte sirasiyla verilen

71, T, ve T3 esnek topolojik uzaylari i¢in asagidakiler saglanir:
a) T, U T, ailesi esnek topolojik uzaydir.
b) T, U 75 ailesi esnek topolojik uzay degildir.
¢) 7, U 75 ailesi esnek topolojik uzay degildir.
Coziim:

a) T, U T, ailesi esnek topolojik uzaydir. Gergekten ilk olarak 7; U T,

ailesini belirleyelim.

fl U f2 = {¢P1Xl (Slip) = (Glip)i (52, P)' (S3,P) = (G3,P), (GZIP)} aileSi

olmak iizere
i) ¢p, X € ¥, U T, sart1 saglamr. ¥, U %, ailesi tanimindan agiktir.

ii) T, U T, ailesine ait sonlu ya da sonsuz c¢okluktaki esnek kiimelerin

birlesimi 7, U T, ailesine ait midir?
SpP)Udp=(S,P)E T, UT,
S, P)uX=Xe t,uft,
(G, P)U¢p =(G,P)E T, UT,
G, ,PY)u X=Xe {,uft,
(S, P)U(S2,P)=(S;,P) € T, UT,
(S, P)U(S3,P)=(S5,P)€ T, UT,
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(S, P)U (G, P)=(S3,P)€E T, UT,
(S,P)u (S;,P)=X€ Ui,
(S, P)Uu(G,,P)=X€e #, U,
(S3,P) U (G, P) = (S3,P)E T, U T,

seklinde oldugundan ii) saglanir.

iii) T, U T, ailesine ait iki esnek kiimenin kesisimi 7; U T,

midir?
SuP)Ngp=¢p €T, UT,
S,P)Nn X=(S,P)e {, U,
(G, P)Np=¢p €T, UT,
(G;,P)n X=(G;,P) e , UT,
(S1,P)N (S2,P) =(S,P) e T, UT,
(S, P)N (S3,P)=(S,P) e T, UT,
(S1,P)N (G2, P) =¢pp €T UT,
(S, P) 1 (S5,P) = (S, P)eT UT,
(S2,P) N (G2, P) =pp € T UT,
(S3,P) N (Go,P) = (G5, P) € T, U T,

seklinde oldugundan iii) saglanir. Bu durumda

ailesine ait

fl [N fz = {(PP’X’ (Sltp) = (Gl,P), (SZlP)' (Sg,P) = (G3,P), (Gz,P)}

ailesi, X evreni lizerinde esnek topolojik uzaydir.

b) T, U T3 ailesi esnek topolojik uzay degildir. Gergekten ilk olarak 7, LI T3

ailesini belirleyelim.

‘L~'1Uf3={
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ailesi olmak tiizere
i) ¢p, X € T, U, sart1 saglanir. #; U #5 ailesi tanimindan agiktir.

ii) T, U 73 ailesine ait sonlu ya da sonsuz cokluktaki esnek kiimelerin

birlesimi ¥; U 75 ailesine ait midir?
(S1, P) U (Hy, P) ={(p1, {x2}), (P2, {x1, 22D} € T, U T3
seklinde oldugundan ii) sart1 saglanmaz.

iii) T, U 75 ailesine ait iki esnek kiimenin kesisimi 7; U T3 ailesine ait

midir?
(S1,P) M (H3, P) ={(p1, {x2}), (p2, @)} € T, U T3
seklinde oldugundan iii) sart1 saglanmaz.
Bu durumda 7, U T3 ailesi, X evreni lizerinde bir esnek topolojik uzay degildir.

) T, U 75 ailesi esnek topolojik uzay degildir. Gergekten ilk olarak 7, Ll 75

ailesini belirleyelim.

¢P:X; (Glip)i (Gz,P), (Gg, P), (Hllp)' (HZIP)' (H3,P), (H4,P),}
(H5,P), (H6'P)' (H7'P)

fz u f3 = {
ailesi olmak tizere;

i) ¢p, X € %, U %, sart1 saglanir. T, U %5 ailesi tanimindan agiktir.

ii) T, U 75 ailesine ait sonlu ya da sonsuz cokluktaki esnek kiimelerin

birlesimi 7, U T3 ailesine ait midir?
(G, P) U (Hy, P) = {(p1, {x2}), (p2, X)} & T, U T3
seklinde oldugundan ii) sart1 saglanmaz.
iii) T, U T3 ailesine ait iki esnek kiimenin kesisimi 7, U T3 ailesine ait
midir?
(G1, P) M (Hy, P) = {(p1, {x2}), (p2, B)} & T, L T3
seklinde oldugundan iii) sart1 saglanmaz.
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Bu durumda 7, U 75 ailesi, X evreni lizerinde bir esnek topolojik uzay degildir.

4.2. Esnek Acik Kiime Kavramm Yardimi ile Karsilastirmalar
Bu boliimde esnek topolojilerin karsilastirmasini yapmak i¢in klasik topolojik
uzaylardaki karsilagtirma tanimini dikkate alarak esnek agik kiime kavrami

kullanilacaktir.

4.2.1.Tanim Bir X kiimesi iizerinde (X,7;,P) ve (X,7,, P) esnek topolojik
uzaylan verilsin. Eger 7; esnek topolojisine gore esnek acgik olan her kiime, T, esnek
topolojisine gore de esnek agik ise, T; esnek topolojisine T, esnek topolojisinden (esnek
acik kiimelere gore) daha kaba ya da T, esnek topolojisine 7; esnek topolojisinden

(esnek agik kiimelere gore) daha ince denir ve T; = T, seklinde gosterilir.

Eger 7, esnek topolojisi T, esnek topolojisinden hem daha kaba hem de daha ince
ise; yani Ty = T, ve T, C T, ise bu iki esnek topoloji esittir denir ve 7; = T, seklinde

yazilir.

4.2.2.Tanim Bir X kiimesi lizerinde (X,7;,P) ve (X, T,, P) esnek topolojik
uzaylan verilsin. Eger 7, ailesi, T, ailesinden daha kaba veya T, ailesi 7, ailesinden
daha kaba ise, T; ve T, ailelerine esnek acik kiimelere gore karsilastirilabilir iki esnek

topolojik yap1 denir.

4.2.1.Uyan Sabit bir baslangic evreni ve sabit bir parametre kiimesi iizerinde
tanimlanmis farkli esnek topolojik uzaylar esnek agik kiimelere gore her zaman

karsilastirilmayabilir.

4.2.2. Uyan 4.2.2. Tanim geregi, daha ince olan bir esnek topolojinin daha kaba
olan bir esnek topolojiden daha ¢ok acgik kiimelerin oldugu, dolayisiyla daha ¢ok kapali

kiimelerinin oldugu sdylenebilir.

4.2.1. Ornek X = {x;,x,,x3} evren kiimesi, P = {p;,p,} parametreler kiimesi

olsun. 4.1.1. Ornek deki
S1(p1) = {x2}, S1(p2) = {x3}
S2(p1) = {x1, %2}, S2(p2) = {x1,x2}

S3(p1) = {x2,x3}, S3(p2) = {x2, x5}
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olmak iizere %, = {¢p, X, (S1,P), (S, P), (S5, P)} ailesi, X evreni iizerinde esnek

topolojik uzay1 verilsin.
X = {x4, x5, x3} evren kiimesi, P = {p,, p,} parametreler kiimesi olsun.
T1(p1) = {x2}, T1(p2) = {x2}
T (p1) = {x3}, T2(p2) = {x3}
T3(p1) = {x1, %2}, T3(p2) = {x1, %2}
Ta(p1) = {x2,x3}, Ta(p2) = {x2, x3}

olmak iizere %, = {¢p, X, (T, P), (Ty, P),(Ts,P), (T, P)} ailesi, X evreni iizerinde

esnek topolojik uzayi verilsin.

Gergekten T; ve T, esnek topolojileri karsilastirildiginda ; = 7, oldugu

goriiliir.

4.2.2. Ornek X evren kiimesi ve P parametre kiimesi olsun. %; = {¢p, X} ve

7, = §(X, P) esnek topolojik uzaylari i¢in ¥; = 7, oldugu agiktr.

4.2.3. Ornek X = {x;,x,,x3} evren kiimesi, P = {p;,p,} parametreler kiimesi
olsun. X evreni iizerinde 4.1.4 Ornek ve 4.1.7. Ornek te verilen £; M £, ve ¥, U ¥, esnek

topolojik uzaylari i¢in 7; N T, = 74 U 7, oldugu agiktir.

4.2.4. Ornek X = {x;,x,,x3} evren kiimesi, P = {p;,p,} parametreler kiimesi

olsun. 4.1.1. Ornek te
S1(p1) = {x2}, $1(p2) = {x2}
S2(p1) = {x1, %2}, S2(p2) = {x1, X}
S3(p1) = {x2, %3}, S3(p2) = {x2, x3}

olmak iizere %, = {¢p, X, (S1,P), (S, P), (S5, P)} ailesi, X evreni iizerinde esnek

topolojik uzay1 verilsin.

X = {x4,x,,x3} evren kiimesi, P = {p;,p,} parametreler kiimesi olsun. 4.1.2.

Ornekte
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G1(p1) = {x2}, G1(p2) = {x2}
G2(p1) = {x3}, G2(p2) = {x3}
G3(p1) = {x2,x3}, G3(p2) = {x2, x5}

olmak iizere %, = {¢p,X, (G, P),(G,, P),(G3, P)}ailesi, X evreni iizerinde esnek

topolojik uzay verilsin.

Gergekten 7, esnek topolojisine gore esnek agik olan (S,, P) kiimesi, T, esnek
topolojisine gore esnek acik kiime degildir. Bu ylizden T; ve 7, esnek topolojileri igin
T, C T, saglanmaz. Ayrica 7, = 7; saglanmadigindan %; ve 7, esnek topolojileri

karsilastirilamaz.

4.3. Esnek Alt Kiime Kavramm Yardimi ile Karsilastirmalar

Bu boliimde esnek topolojilerin karsilastirmasini yapmak i¢in esnek alt kiime
kavrami kullanilacaktir. Maji ve ark. (2003) esnek kiimelerin alt kiime ve esitlik
kavramlart ile ilgili bazi islemleri tanimladilar. Daha sonra Pei ve Miao (2005) ve
Cagman ve Enginoglu (2010) bu kavramlar1 cebirsel yapilarda incelemek i¢in yeniden
ifade edip, buna bagl bazi islemler tamimladilar. ilk olarak literatiirde verilen alt kiime

tanimlarini hatirlayalim. Bunlarin karsilastirmasini yapalim.

4.3.1.Tamm (Maji ve ark., 2003) X evreni iizerinde (S,A4) ve (G,B) esnek

kiimeleri verilsin. Eger
iy AcB
ii) Her p € A igin S(p) ve G(p) ayn1 6zdes yaklagimlar

ise (S,A) esnek kiimesine, (G,B) esnek kiimesinin esnek alt kiimesi denir ve

(S, A4) £, (G, B) ile gosterilir.

4.3.2.Tamm (Pei ve Miao, 2005) X evreni iizerinde (S,4) ve (G,B) esnek

kiimeleri verilsin. Eger
i) ACB

ii) Herp € Aicin S(p) € G(p)
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ise (S,A) esnek kiimesine, (G,B) esnek kiimesinin esnek alt kiimesi denir ve

($,4) £, (G, B) ile gosterilir.

4.3.3. Tanim (Cagman ve Enginoglu, 2010) S4 ve G, X evreni lizerinde iki esnek
kiime olsun. Eger V p € P igins,(p) S gg(p) ise S4 esnek kiimesine Gy esnek kiimesinin

esnek alt kiimesi denir ve Sy E. Gy seklinde gosterilir.
c g

4.3.4.Tanim (Maji ve ark., 2003; Pei ve Miao, 2005) (S, A) ve (G, B), X evreni
tizerinde esnek kiimeler olmak tizere; (S,A),(G,B)’nin bir esnek alt kiimesi ve

(G, B), (S, A)’nin bir esnek alt kiimesi ise (S, A), (G, B)’ye esnek esittir denir.

4.3.5.Tanim (Cagman ve Enginoglu, 2010) S, ve Gp, X evreni lizerinde esnek
kiimeler olmak tizere; S, G’ nin bir esnek alt kiimesi ve Gg, S, nin bir esnek alt kiimesi

ise Sy, Gg’ye esnek esittir denir.

4.3.1.0rnek X = {x;,x,, X3, X4, X5, Xg} evren kiime ve P = {p;, P2 D3, P Ps}
parametreler kiimesi verilsin. A = {p1,p3,ps} € P ve B = {p1,p2, 03, Ps} S P olmak

iizere (S,A) ve (G, B) ayn1 X evreni iizerinde iki esnek kiime olsun. Oyle ki,
(S, 4) = {(py, {x2, x4}), (p3, {x3, x4, x5}), (P5, D) }
(G, B) = {(p1,{x2,%4,3), (D2, {x1, x3}), (D3, {x3, x4, x5}), (D5, D) }
A S Bveherp € Aigin
S(p1) = G(p1)
S(ps) = G(p3)

S(ps) = G(ps)

oldugundan Maji ve ark. (2003) tarafindan verilen esnek alt kiime tanimina gore,

(S, A), (G, B)’ nin esnek alt kiimesidir ve (S, A) E, (G, B) seklinde gosterilir.

4.3.2.0rnek X = {x;,x,, X3, X4, X5, Xg} evren kiime ve P = {p;, D2, D3, P Ps}
parametreler kiimesi verilsin. A = {p;,p3,ps5} S P ve B = {py,02,P3,Ps} € P olmak

iizere (S, A) ve (G, B) ayn1 X evreni iizerinde iki esnek kiime olsun. Oyle ki,

(S, A) = {(le {xZ' x4-})' (p?n {X3, X4, X5}), (pS' (D)}

28



(G, B) = {(p1, {x2, %4, x5}), (P2, {x1, %3}), (P3, {x3, %4, x5}), (Ps, {21, X6 1)}
A C B veherp € A igin

S(p1) € G(p1)

S(p3) € G(ps)

S(ps) € G(ps)

oldugundan, Pei ve Miao (2005) tarafindan verilen esnek alt kiime tanimina gore,

(S, 4), (G, B)’ nin bir esnek alt kiimesidir ve (S, A) £, (G, B) seklinde gosterilir.

4.3.3.0rnek X = {x,, x,, x5, x,} evren kiime ve P = {p;, p,, 3, P4} parametreler
kiimesi verilsin. A = {p1, 3,04} S P ve B = {p,, 3, p4} € P olmak iizere S, ve Gg ayni

X evreni iizerinde iki esnek kiime olsun. Oyle ki,

sa(P1) = 0, sa(p3) = {x3, x4}, sa(ps) = {x2, x3},

98(p2) = {x1}, 95(p3) = {x3, %4}, gs(Ps) = {x1, x5, x5}
olmak iizere

Sa = A{(p1, ), (P2, D), (p3, {x3, x43), (Pa, {22, x3}) },

Gp = {(p1, ®), (P2, {x1}), (P3, {x3, %4}), (Pa, {x1, %2, %31 }
seklinde verilsin.

sap) =0 < gs(p1) =0
sa(p2) = 0 < gp(p2) = {x1}
sa(pz) = {x3,x4} S gp(p3) = {x3, x4}
Sa(Pa) = {x2,x3} S gp(Ps) = {x1, X2, %3}

oldugundan, Cagman ve Enginoglu (2010) tarafindan verilen esnek alt kiime tanimina

gore, Sy, G’ nin bir esnek alt kiimesidir ve S4 E. G seklinde gosterilir.

4.3.1.Uyan (S,4) &, (G,B) = ($,4) £, (G,B). Fakat asagidaki Ornekte

verildigi lizere bu durumun karsit1 genelde dogru degildir.
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4.3.4.0rnek 4.3.2. Ornekte verilen esnek kiimeler, Maji ve ark. (2003) tarafindan
verilen esnek alt kiime tanimina gore her p € A i¢in S(p) ve G (p) ayni dzdes yaklagimlar

olmasi gerektiginden, (S, A) %, (G, B) olur.

4.3.2.Uyan Bir esnek kiimenin Cagman ve Enginoglu (2010) tarafindan verilen
tanima gore esnek alt kiime olmasi, Maji ve ark. (2003) ve Pei ve Miao (2005) tarafindan

verilen tanimlara gore esnek alt kiime olmasini gerektirmez.

4.3.5.0rnek 4.3.3. Omekte A € B oldugundan, Maji ve ark. (2003) ve Pei ve
Miao (2005) tarafindan verilen esnek alt kiime tanimlarina gore Sy %, Gg ve Sy £, Gg

olur.

4.3.3.Uyan Sy . Gg olmasi, S4 nin her elemaninin Gg nin elemani olmasi

anlamina gelmez.
4.3.6.0rnek 4.3.3. Ornek geregi S, C. Gg olup,
(P, S4(p1)) € Sy iken, (p1, gp(p1)) € G
(D2, 54(p2)) € Sy iken, (PZ:QB(PZ)) € Gg
(P3,54(p3)) € Sy iken, (P3,QB(P3)) € Gp

(P4, Sa(Pa)) € Sy iken, (pa, g5(Pa)) € G
seklindedir.

4.3.4.Uyan (S,A) £, (G, B) olmasi, (S, A) nin her elemaninin (G, B) nin elemani

olmasi1 anlamina gelmez.

4.3.7.0rnek 4.3.2. Ornek geregi (S, 4) S, (G, B) olup,
(plrS(pl)) € (S' A) iken, (plt G(pl))g(G'B)
(p3,S(p3)) € (S, A) iken, (p3,G(p3)) € (G,B)

(ps, S(ps)) € (S, A) iken, (ps, G(ps)) & (G, B)

seklindedir.
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4.3.5.Uyan (S, A) E, (G, B) olmasi, (S, A) min her elemaninin (G, B) nin elemani

olmasini gerektirir.

4.3.8.0rnek 4.3.1. Ornek geregi (S, A) £, (G, B) olup,
(Pl'S(PJ) € (S, A) iken, (P1; G(P1)) € (G,B)
(p3,S(03)) € (S, A) iken, (ps, G(p3)) € (G, B)

(pS'S(pS)) € (S, A) ikena (p3: G(Ps)) € (GrB)
seklindedir.

4.3.6.Uyar1 Shabir ve Naz (2011) tarafindan verilen esnek topolojik uzaylar sabit
bir parametre iizerinde tanimlanir. Esnek topolojik uzaylarin karsilagtirilmasi yapilirken
esnek alt kiime tanimi1 dikkate alindiginda Pei ve Miao (2005) tarafindan verilen tanim ile
Cagman ve Enginoglu (2010) tarafindan verilen tanim esdeger olur. Bu yilizden biz esnek
alt kiime tanimina gore karsilagtirma yaparken Maji ve ark. (2003) ve Pei ve Miao (2005)

tarafindan verilen esnek alt kiime tanimlarin1 dikkate alacagiz.

Asagida tanimda £, &, =, ifadelerini genellemek i¢in bunlarin yerine £ ifadesi

kullanilacaktir.

4.3.6.Tamm Bir X kiimesi lizerinde (X,7{,P) ve (X,T,, P) esnek topolojik
uzaylari verilsin. Her (S, P) € %, i¢in (S, P) E (G, P) olacak sekilde en az bir (G, P) € T,
varsa T, esnek topolojisine T, esnek topolojisinden (esnek alt kiimelere gore) daha kaba
yada T, esnek topolojisine 7; esnek topolojisinden (esnek alt kiimelere gore) daha ince

denir ve T; E, T, seklinde gdsterilir.

Eger 7, esnek topolojisi T, esnek topolojisinden hem daha kaba hem de daha ince
ise; yani T, &, 7, ve T, &, T; ise bu iki esnek topoloji esittir denir ve T; =, T, seklinde

yazilir.

4.3.7.Tamm Bir X kiimesi iizerinde (X,T{,P) ve (X,T,, P) esnek topolojik
uzaylan verilsin. Eger 7, ailesi, T, ailesinden daha kaba veya T, ailesi 7, ailesinden
daha kaba ise, T; ve T, ailelerine esnek alt kiimelerine gore karsilastirilabilir iki esnek

topolojik yap1 denir.
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Simdi esnek topolojik uzaylar1 Maji ve ark. (2003) ve Pei ve Miao (2005)
tarafindan verilen esnek alt kime tanmimlarimi dikkate alarak Ornekler tizerinde

karsilastiralim.

Asagidaki 6rnekler hem Maji ve ark. (2003) hem de Pei ve Miao (2005) tarafindan

verilen esnek alt kiime tanimlaria gore karsilastirilabilirdir.

4.3.9.0rnek 4.2.1. Omekteki % = {¢p, X, (S1,P), (S, P), (S5, P)} ailesi ve
%, = {¢p, X, (T, P), (T,, P), (T3, P), (T, P)} ailesi olmak iizere X evreni iizerinde esnek

topolojik uzaylari verilsin.

Gergekten 7; ve T, esnek topolojileri karsilagtirlldiginda %; =, ¥, oldugu
goriiliir. Yani hem Maji ve ark. (2003) hem de Pei ve Miao (2005) tarafindan verilen

esnek alt kiime tanimlarina gore karsilastirilabilirdir.

4.3.10.0rnek 4.2.2. Omekteki %; = {¢p, X} ve T, = S(X,P) esnek topolojik
uzaylar verilsin. Hem Maji ve ark. (2003) hem de Pei ve Miao (2005) tarafindan verilen

esnek alt kiilme tanimlarina gore karsilastirilabilirdir. Yani ¥; E, T, olur.

4.3.11.0rnek 4.2.3. Omekteki ¥, N %, ve #; UT, esnek topolojik uzaylari
verilsin. Hem Maji ve ark. (2003) hem de Pei ve Miao (2005) tarafindan verilen esnek alt

kiime tanimlarina gore karsilagtirilabilirdir. Yani 7, N %, E, T, U T, olur.

Asagidaki 6rnek Maji ve ark. (2003) tarafindan verilen esnek alt kiime tanimina
gore karsilastirilamaz. Fakat Pei ve Miao (2005) tarafindan verilen esnek alt kiime

tanimina gore karsilastirilabilirdir.

4.3.12.0rnek 4.2.4. Ornekteki #; = {¢p, X, (51, P), (S,, P), (S3,P)} ailesi ve
%, = {¢p, X, (G, P), (G, P), (G5, P)} ailesi olmak iizere X evreni iizerinde esnek

topolojik uzaylari verilsin.

Gergekten 7; esnek topolojisine gore esnek agik olan (S,, P) kiimesi igin, Maji
ve ark. (2003) tarafindan verilen esnek alt kiime tanimina gore her p € P igin S,(p) ve
G;(p) ayn1 6zdes yaklasimlar olmasi gerektiginden 7; esnek topolojisine ait (S,, P) esnek
kiimesine karsilik 7, esnek topolojisinde eleman yoktur. Bu ylizden 7; ve 7, esnek
topolojileri i¢in 7; &, 7, saglanmaz. Ayrica T, T, 7; saglanmadigindan ¥; ve 7,

esnek topolojileri karsilastirilamaz. Fakat Pei ve Miao (2005) tarafindan verilen esnek alt
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kiime tanimina gore ¥, esnek topolojisine ait (S5, P) esnek kiimesine karsilik %, esnek
topolojisinde X elemani vardir yani (S,, P) E X olur. Bu yiizden ¥; ve %, esnek

topolojileri i¢in T; &, T, oldugu goriiliir.
Yukaridaki 6rneklere bagl olarak asagidaki sonuclari verebiliriz:

4.3.1.Sonu¢ Bir X kiimesi iizerinde (X,%;,P) ve (X,%,, P) esnek topolojik
uzaylar1 verilsin. Ayni1 evren tizerindeki sabit parametreli T; ve 7, esnek topolojileri Pei
ve Miao (2005) tarafindan verilen esnek alt kiime kavramina gore her zaman

karsilastirilabilirdir.

4.3.2.Sonu¢ Bir X kiimesi lizerinde (X,T{,P) ve (X,T,, P) esnek topolojik
uzaylarn verilsin. Ayni evren {lizerindeki sabit parametreli 7; ve T, esnek topolojilerinin
esnek acik kiime kavramina gore karsilastirilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Maji
ve ark. (2003) tarafindan verilen esnek alt kiime tanimina gore de karsilagtirilabilir

olmasidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada yurt i¢i ve yurt disinda yayinlanan galigmalar incelenerek; esnek
topolojik uzaylarin karsilastirilmasi ve iki esnek topolojinin kesisiminin esnek topoloji
oldugu ancak birlesiminin genellikle esnek topoloji olmadig1 6rnekler ile gosterilmistir.

Bir kiime iizerindeki iki esnek topolojik yapinin her zaman karsilagtirilabilir
olmast gerekli degildir. Ayrica ince dokulu esnek topolojinin kaba dokulu esnek
topolojiden daha ¢ok agik kiimesi oldugundan ince dokulu esnek topolojinin daha ¢ok
esnek kapali kiimesi oldugunu ve ince dokulu esnek topolojiye gore bir esnek noktanin
komsuluklarinin daha ¢ok oldugunu sdyleyebiliriz.

Gelecekteki caligmalarda iki esnek topolojinin karsilastirilmas: i¢in 6zdeslik
dontisiimiiniin, esnek topolojik tabanlarinin ya da esnek komsuluklar ailesinin nasil

kullanildig: arastirilabilir.
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