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OZET

Bu tezde Lebesgue uzay1, Hardy esitsizlikleri ve Hardy esitsizliginin baz1 uygulamalarina
yer verilecektir.

Birinci boliimde, bundan sonraki boliimlerde islenecek olan konular: yakindan ilgilendi-
ren temel uzay bilgisi, Lebesgue uzay1 ve bu uzayda kullanilan kavram, notasyon ve teoremlere
yer verilecektir. Ayrica L, uzaymnin tanimi, normu ve ozelliklerinden bahsedilecektir

Ikinci boliimde, Hardy esitsizliklerinin baslangicindan bugiine gelisimi, kazandig: bagka
formlar esitsizligin ve gecerli olmasi igin gerek ve yeter sartlar hakkinda bilgiler verilecektir.

Uciincii béliimde, uygulamalara yer verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Hardy esitsizligi, Hardy operatorii, Hardy esitsizliginin uygulamalar:



ABSTRACT

In this thesis, information about Lebesgue space, Hardy inequalities and some applica-
tions of Hardy inequalities will be given.

In the first chapter, we will give information about some space knowledge, definition

of Lebesgue space and it’s basic properties, which is very important for the other sections.
Moreover, we will give information about L,, space, it’s norm and it’s basic properties.

In the second chapter, we talk about the beginning of Hardy inequality, developing of
Hardy inequality from beginning to today, Hardy’s inequalities’ the other forms and necessary
and sufficient conditions for realize the Hardy inequality.

In the third chapter, applications will be given.

Keywords: Hardy inequality, Hardy operator, Applications of Hardy inequality
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R: Reel sayilar kiimesi (—o0, 00)

H: Hardy operatorii (H f)(z) = [ f(t)dt

H: eslenik Hardy operatorii
L¥(w): agirhikli Lebesgue uzayi
(L% (w))*: L#(w) dual uzay1

-]l s 0 L*(w) uzayinda norm
f1: azalan fonksiyon

fl: artan fonksiyon



1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER
1.1 Metrik Uzaylar

Tanim 1.1.1 X bog kiimeden farkl bir kiime olmak iizere X iizerinde tanimh
reel degerli d : X x X — R fonksiyonu

(i) =,y € X i¢in d(z,y) >0

)
(ii) z,y € X igin d(z,y) =0z =y
(iii) z,y € X icin d(z,y) = d(y, z)

)

(iv) z,y,2z € X i¢in d(x,y) < d(z, z) + d(z,y) (liggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyor ise d fonksiyonuna X {izerinde bir metrik veya uzaklik fonksiy-
onu denir. Bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay ve (i) — (iv) 6zelliklerine
de metrik aksiyomlari denir. Bir kiime {izerinde birden ¢ok metrik tanimlanabilir.

Ornek 1.1.2 X = R olmak iizere d : R x R — R, d(z,y) = |z — y|,z,y €
R seklinde tanimlanan d doniisiimii R iizerinde bir metriktir. Bu metrige R
izerindeki adi metrik veya oklid metrigi denir.

Ornek 1.1.3 X bos kiimeden farkh bir kiime olmak iizere, Vz,y € X icin

0,x=
st = {352

seklinde tanimlanan d doniistimii X iizerinde bir metriktir. Bu metrige X iiz-
erindeki ayrik metrik denir.

Ornek 1.1.4 R*(veya C"), n € N, tiim sirali reel(veya kompleks) n-lilerin kiimesini
gostermek tizere, Vo = (x1,22,...,2,),y = (Y1, Y2, - - -, Yn) € R i¢in agagida ver-
ilen d : R® x R — R™ olmak fizere,

" 1/2
d(z,y) = (Z |2k — yk|2)
k=1
seklindeki d dontigiimiine R™ iizerindeki adi metrik veya oklid metrigi, (R™,d)

ikilisine ise n-boyutlu 6klid uzay1 denir.

Ornek 1.1.5 X bos kiimeden farkl bir kiime, B(X), X ten R ye tanimli biitiin
sinirh fonksiyonlarin kiimesi ve d : B(X) x B(X) — R olmak iizere,

d(f,g) =sup{|f(t) —g(t)| : t € X}

seklinde tanmimli d doniigiimii B(X) iizerinde bir metriktir.



Ornek 1.1.6 [a,b] C Rigin C[a, b], [a, b] {izerindeki siirekli ve reel degerli fonksiy-
onlar kiimesi ve d : C|a, b] x Cla,b] — R olmak iizere,

d(f,g) = max{|f(t) — g(t)| : t € X}

seklinde tamiml d dontigiimi Cla, b] fizerinde bir metriktir.

Tanim 1.1.7 (x,)nen, (X, d) metrik uzayinda bir dizi ve o € X olmak iizere;
Ve > 0 sayist i¢in In. € N dyle ki n > n, i¢in d(z,, o) < € oluyorsa (z,,) dizisi
xo € X noktasina yakinsiyor denir ve bu x,, — xg veya lim, .. x, = xg seklinde
gosterilir.

Teorem 1.1.8 (2,)nen, (X, d) metrik uzayinda bir dizi ve o € X olmak iizere;
lim,, . x, = x ise,

(i) xo limiti tektir.
(ii

(i

)
) (z,,) dizisi simirhdar.

) () dizisinin her (z,, ) alt dizisinin limiti de zo dir.
(iv) Ek olarak y, — yo ise d(zn, yn) — d(z0,yo) olur.

Tanimm 1.1.9 (X, d) metrik uzay zo € X ve r € R porzitif bir say1 olmak iizere;

B(zg,7) = {x € X : d(xo, ) < r} kiimesine xy merkezli r yarigaph bir agik
yuvar,

B(zg,r) = {z € X : d(x¢,x) < r} kiimesine xy merkezli r yaricaplh bir kapal
yuvar,

B(xzg,r) ={z € X : d(xg,x) = r} kiimesine xy merkezli r yarigaph bir yuvar
yiizeyi denir.

Eger Vn € N i¢in x,, € B(a,r) olacak gekilde bir B(a,r) agk yuvar: varsa (z,)
dizisi X metrik uzayinda simirhidir denir. Ayrica £ C B(a,r) olacak sekilde
B(a,r) agk yuvar varsa £ C X alt kiimesine X metrik uzayinda sinirhidir denir.

Tamim 1.1.10 (X, d) metrik uzay ve E C X olmak iizere; eger B(xp,e) C E
olacak gekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa xy € F sayisina E nin bir i¢ noktasi denir.

Tamim 1.1.11 (X, d) metrik uzay ve G C X olmak iizere; eger G kiimesinin her
noktasi G nin bir i¢ noktasi ise G ye(X te) bir agik kiime denir.

Tamim 1.1.12 (X, d) metrik uzay ve G C X olmak iizere;



(i) Ve > 0 sayst i¢in 0 < d(c,z) < € olacak gekilde bir z € X varsa ¢ € X
sayisina G kiimesinin bir yigilma noktasi denir.

(ii) Eger bir ¢ € G noktasi G nin bir yigilma noktas1 degilse ¢ elemanina G nin
yalitik noktasi(isolated point) denir.

Teorem 1.1.13 (X, d) metrik uzay ve F C X olmak iizere; asagidaki ifadeler
denktir.

(i) ¢ € X noktast £ kiimesinin bir yigilma noktasidir.
(ii) Ve > 0 i¢in B(c,€) agik yuvart E kiimesinin sonsuz ¢oklukta elemanini kap-
sar.

(iii) E kiimesinde bir (z,,) dizisi vardir ki n € N iken z,, # ¢ ve z,, — c dir.

Tanim 1.1.14 (X, d) metrik uzay1 ve ' C X alt kiimesi verilsin. Eger F' tiim
yigilma noktalarim kapsiyorsa F' ye X te bir kapali kiime denir.

Teorem 1.1.15 (X, d) metrik uzay olmak iizere,

(i) X teki agik kiimelerin herhangi bir kolleksiyonunun birlesimi X te bir agik

kiimedir.
(ii) X teki acik kiimelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun kesigimi X te bir

acik kiimedir.
Teorem 1.1.16 (X, d) metrik uzay olmak iizere, F' C X alt kiimesi X te ka-

palidir & F nin tiimleyeni F* = X \ F, X te bir acik kiimedir.

Teorem 1.1.17 (X, d) metrik uzay olmak iizere,

(il) X teki kapah kiimelerin herhangi bir kolleksiyonunun kesigimi X te bir kapal

kiimedir.
(ii) X teki kapah kiimelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun birlesimi X te

bir kapali kiimedir.

Tanim 1.1.18 F C X olmak {izere;

(i) E kiimesinin tiim i¢ noktalarinin kiimesine E nin i¢i denir ve intE geklinde

gosterilir.
(ii) E kiimesinin noktalarini ve tiim yigilma noktalarim kapsayan kiimeye E nin

kapanist denir ve E seklinde gosterilir.



Tanim 1.1.19 (X, d;) ve (Y,dy) metrik uzaylar £ C X, ¢ noktast F nin bir
yigilma noktasi ve [ € Y olsun.

x € X veVe > 0i¢in dy(f(x),1) < eiken d;(x,c) < § olacak gekilde bir 6 >
0 sayis1 var ise [ € Y noktasina f : £ — Y fonksiyonunun ¢ noktasindaki limiti
denir ve lim, .. f(xz) = [ seklinde gosterilir. Burada ¢ noktasinin E kiimesine ait
olmasi gerekmez.

Tamim 1.1.20 (X, d,) ve (Y, dy) metrik uzaylar ve ¢ € X olmak iizere, f: X —
Y fonksiyonunu alalim eger;

Ve > 0 igin dy(x,¢) < § iken do(f(z), f(c)) < € olacak gekilde bir § > 0
sayis1 var ise f fonksiyonu c noktasinda siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu X kiimesindeki her noktada siirekli ise f fonksiyonu X
uzayinda siireklidir denir.

Tamim 1.1.21 (X, d,) ve (Y, ds) metrik uzaylar olsun. f: X — Y fonksiyonunu
alalim, eger

Ve > 01i¢in dy (1, z9) < 0 iken da(f(x1), f(22)) < € olacak gekilde bir § > 0
sayist var ise f fonksiyonu X te diizgiin yakinsaktir denir.

Diizgiin yakinsak olan bir fonksiyon ayni zamanda yakinsaktir ancak tersi
dogru degildir.

Tamim 1.1.22 (X, d) metrik uzay olsun. (x,), X te bir dizi olmak iizere, Ve > 0
icin m > n > ngy olmak iizere d(z,, r,) < € olacak sekilde bir ny sayisi varsa (z,)
dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Teorem 1.1.23 (X, d) metrik uzay olsun. (z,), X te bir yakinsak dizi ise ()
bir Cauchy dizisi olur. Bu teoremin tersi R ve C de adi metrige gore dogru
olmakla birlikte genel olarak dogru degildir.

Tanim 1.1.24 (X, d) metrik uzay ve £ C X olsun, £ deki her Cauchy dizisi £
deki bir noktaya yakinsiyor ise F kiimesine tamdir denir.

Tanim 1.1.25 (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X teki bir noktaya
yakinsiyor ise (X, d) metrik uzayma tam metrik uzay denir.

Tanim 1.1.26 (X, d) metrik uzay ve £ C X olsun, eger E deki her dizi, limiti £
de olan yakinsak bir alt diziye sahip ise E kiimesine kompakt kiime denir. Eger
X kompakt ise (X, d) metrik uzay1 kompakt olur.

Bir £ C X alt kiimesinin kompakthigi, X uzayinda tanimlanan metrige
baghdir, 6rnegin [0, 1] C R alt kiimesi, R deki adi metrige gére kompakttir; ancak
ayrik metrige gore kompakt degildir.



Tamim 1.1.27 (X, d) metrik uzay ve £ C X olsun. X = F ise E kiimesine X
te yogun kiime denir.

Ornek 1.1.28 Q rasyonel sayilar kiimesi R de yogundur; ancak Z tam sayilar
kiimesi R de yogun degildir.

1.2 Vektor Uzaylar:

Tanim 1.2.1 V bog olmayan bir kiime ve [ bir cisim olmak iizere, +: V XV —
V, (ey)—az+y

FxV -V, (MNz)=X

doniigtimleri ile sirasiyla vektorel toplama ve skalerle carpma islemlerini tanim-
layalim.

Ve,y,z € V ve A\, u € F icin agagidaki kogullar saglansin:

lL.x+y=y+x
X H(y+z)=(x+y) 2z
. Vx € Vigin x + 0 = x esitligini saglayan bir tek 0 € V' vardir.
. Vz € V igin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € V vardir.

Az 4y) = e+ Ny
(A Fp)r = A+ px

2

3

4

5. VxeViginl-z ==z
6

7

8. (A)z = A(uzx)

Bu durumda V' ye F cismi iizerinde bir vektor uzayi(lineer uzay), elemanlarina
ise vektor veya nokta denir. V' = R alinirsa V' ye bir reel vektor uzayi, V = C
alinirsa V' ye bir kompleks vektor uzayi denir.

Tanim 1.2.2 V, F cismi iizerinde bir vektér uzayr ve W, V nin bos olmayan
bir alt kiimesi olsun. Eger W, V' vektor uzayimdaki toplama ve skalerle ¢carpma
iglemlerine gore bir vektor uzay: olugturuyorsa W ye V nin bir (lineer) alt uzayi
denir.

Teorem 1.2.3 () # W C V kiimesinin V nin bir alt uzay1 olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul y1,yo € W ve A, Ag € F icin A\jy; + Aoy € W olmasidir.



Tanim 1.2.4 V| [ cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.
|-1:V =R, z— || doniigiimi Vz,y € V ve VA € F i¢in

) flzll =0

)
(i) [|z] =0 2=0
(iif) [[Az]l = [A[ll]]

)

(iv) [lz +yll < ll=[] + lyll (iggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyor ise V' iizerinde bir norm olur ve bu durumda (V|| -|) ikilisine
bir normlu vektér uzay: denir. (i) — (iv) 6zelliklerine ise norm aksiyomlar: denir.
Bu uzay V = R i¢in reel normlu uzay, V' = C igin kompleks normlu uzay olur.
Bir vektor uzayi ilizerinde birden ¢ok normlu uzay tanimlanabilir.

Ornek 1.2.5 n € Nicin R” 6klid vektor uzayini diigiinelim. z, = (x1,T,...,x,) €
R™igin || - || : R® — R doniiglimii

n 1/2
=} = (Z \xk\2>
k=1

normu ile birlikte bir normlu vektor uzayi olusturur. Bu uzaya R™ deki adi norm
veya 0klid normu denir.

Ornek 1.2.6 1, (1 < p < c0) uzay1

oo 1/p
2|, = (Z !l’k!”)

k=1
seklinde tanimli || - ||;, : I — R déniigiimii ile bir normlu uzaydir.
Tamim 1.2.7 Her (V.| - ||) normlu uzayindan =,y € V' olmak iizere,

d(z,y) = ||z =yl

seklinde bir metrik elde edilebilir. Bu metrige || - | normu tarafindan iiretilen
metrik veya || - || normunun indirgedigi metrik denir.
Teorem 1.2.8 T cismi iizerinde tanimh bir V' vektor uzayi iizerinde ||-|| : V — R

seklinde tanimli her norm V iizerinde siireklidir.

Teorem 1.2.9 F cismi iizerinde tanimli herhangi bir V' normlu vektér uzayinda
vektorel toplama ve skalerle carpma donitigiimleri siireklidir.



Tanim 1.2.10 V, F cismi iizerinde tanimli bir vektor uzayi olsun. Vo € V igin
kllefly < lzll2 < K]l

olacak sekilde k, K € R pozitif sayilar varsa V tizerinde tanimh || - |1 ve || - ||2
normlarina denk normlar denir.

Tamim 1.2.11 (z,), (V, ] - ||) normlu uzayinda bir dizi ve o € V olsun. Eger

lim ||z, — zo]| =0

n—oo

olursa (x,) dizisi zy noktasina yakinsiyor denir ve x,, — zo veya lim, . =, =
xo seklinde gosterillir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore
yakinsama denir.

Tanmim 1.2.12 (V|| - ||) normlu uzay: i¢inde bir dizi (z,) olsun. Ve > 0 igin
m,n > n. oldugunda ||z, — x,,|| < € olacak gekilde € a bagh bir n. dogal sayisi
varsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamim 1.2.13 Bir (V)| - ||) normlu uzay: i¢indeki her Cauchy dizisi V' i¢indeki
bir noktaya yakinsiyor ise bu (V|| - ||) normlu uzayina Banach Uzay1 adi verilir.

Ornek 1.2.14 V = R*(veya V = C") vektor uzayi

(1) [zl =20, ]
.. n 1
(11) Hpr = (Z¢:1 |z |P) /p’ 1 <p<oo,

(iii) ||z]|c = max{|z;| : i =1,2,...,n} normlarina gére birer Banach uzayidir.

Ornek 1.2.15 V = R(veya V = C)olmak iizere F iizerinde tanimh V vektor
uzayl
[fllcray = max [f(¢)|

te(a,b]

normuna gore bir Banach uzayidir.
1.3 Lebesgue integrali

Tanim 1.3.1 X kiimesinin alt kiimelerinin bog olmayan bir H sinifi i¢in

(i) VA,BeH, A\BeH
(ii) VA, BeH, AUBcH



ozellikleri saglanirsa bu ‘H sinifina bir halka adi verilir. Eger (ii) yerine

Vke N, AreH=|JAreH

k=1

sart1 saglanirsa bu takdirde H halkasina bir ¢ — halka denir.

Tanim 1.3.2 X bir kiime olsun. X in bir A smifi i¢in agagidaki 6zellikler
saglanirsa bu A simifina X iizerinde bir cebirdir denir.

i) XeAd
(ii) VE€ A, E°=X\FeA
(111) Vk=1,2,...n, E,€e A= UZ:l E,.e A

Eger (iii) yerine
VneN, E,eA=|JE.cA (1.1)

n=1

sart1 saglanirsa A cebirine bir o — cebir adi1 verilir.

Ornek 1.3.3 X bir kiime ve A = P(X) olsun. A, X iizerinde bir o- cebirdir.

Ornek 1.3.4 X =N, A= {@,{1,3,5,....2n—1,...},{2,4,6, ..., 2n, ...}, N} alinirsa
A, X iizerinde bir o- cebirdir.

Ornek 1.3.5 X bir sonsuz kiime ve A da X in tiim sonlu alt kiimelerinin bir
sinifi olsun. A, X iizerinde bir o- cebiri degildir. Ciinkii £ € A ise E sonludur.
Dolayisiyla, E¢ sonsuzdur, aksi takdirde X sonlu olurdu. Su halde E° & A dur.

Teorem 1.3.6 X iizerindeki o- cebirlerin herhangi adetteki kesigimleri yine bir
o- cebiridir.

Teorem 1.3.7 X bir kiime I da X in bog olmayan bir sinifi olsun. K sinifim
kapsayan o- cebirlerinin bir en kii¢ligii vardir.

Tanim 1.3.8 Bir K sinifin1 kapsayan o- cebirlerinin en kii¢iigiine /C nin {irettigi
(dogurdugu) o- cebiri denir, D(K) ile gosterilir. R™ deki biitiin agik (a, b) aralik-
larimin dogurdugu o- cebirine Borel Cebiri denir. B (R") ile gosterilir. n = 1

olmasi halinde B(R') Borel cebiri B(R) ile gosterilir.
B(R™) nin herbir elemanina bir Borel Kiimesi denir.



Ornek 1.3.9 X = R =R U {—00, +oc} ve E de bir Borel kiimesi olsun.

E) = EU{—o00}, By = EU{+00} ve B3 = EU{—00, 400} olsun. E kiimesi B(R)
Borel cebirini taradiginda E, Ey, B, F3 kiimelerinin sinifi B(R) olsun. B(R) bir
o- cebiridir. Bu o- cebirine Genigletilmis Borel Cebiri ad: verilir.

Tanim 1.3.10 X bir kiime ve A da X {izerinde bir o- cebiri olsun. (X,.4)
ikilisine bir 6lgiilebilir uzay, A daki her kiimeye .A-6lgiilebilir uzay (veya
kisaca, Olgiilebilir kiime) ad1 verilir.

Tanmm 1.3.11 (X, A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. A iizerinde tanimh genigletilmis
reel degerli bir p fonksiyonu

(i) (@) =0
(i) vAe A, p(A) >0
(iii) Her ayrik (A,,) dizisi icin p(US2,A,) = 222, u(A,)
ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 6l¢ii fonksiyonu veya kisaca olgii adi
verilir.
VA € A, n(A) < oo ise p ye bir sonlu 6lgii adi verilir. X kiimesi herbiri sonlu

olc¢iiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlegimi olarak yazilabiliyorsa p 6l¢iisii
o- sonludur denir. Eger p(X) = 1 ise bu 6lgiiye olasilik 6lgiisii adi verilir.

Ornek 1.3.12 X # () ve A = P(X) olsun. VE € A, u(E) = 0 biciminde
tanimlanan p fonksiyonu bir sonlu 6l¢ii ve dolayisiyla bir o- sonlu dlgiidiir.

Ornek 1.3.13 X # () ve A = P(X) olsun. F € A igin

ue)={ S Ey 12

biciminde tanimlanan p fonksiyonu bir 6l¢iidiir. Bu 6l¢ii ne sonlu ne de o- son-
ludur.

Tanim 1.3.14 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri ve A {izerinde
taniml bir p dlgiisiinden olusan (X, A, ) dlgiisiine bir 6lgii uzay: adi verilir.

Teorem 1.3.15 (X, A, 1) bir 6l¢ii uzay: olsun.
Eger A,B € Ave A C B ise u(A) < u(B) seklindedir. Ayrica pu(A) < oo ise

i(B\A) = p(B) — p(A) (1.3)
dir.

Teorem 1.3.16 (X, A, ) bir dl¢ii uzay: olsun.
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1. (An), A daki elemanlarin artan bir dizisi ise

UA = lim u(A,)

n—o00
n=1

dar.

2. (By), A daki elemanlarim bir azalan dizisi ve pu(B) < oo ise

ﬂB = lim p(B,)
n=1

dar.

Sonug 1.3.17 (X, A, i) bir 6l¢ii uzay olsun.

1. (4,), A daki elemanlarin bir artan dizisi ise

p(lim A,) = lim p(A,)

n—oo n—oo

dir.

2. (B,), A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve p(By) < oo ise
p(lim B,) = lim u(B,)

dar.

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

Teorem 1.3.18 (X, A, p1) bir 6l¢ii uzayi olsun. (A,), A ya ait kiimelerin herhangi

bir dizisi ise

UAk < Z (Ag)
k=1
dir.

(1.8)

Tanmim 1.3.19 X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) iizerinde

tanimh genigletilmis reel degerli bir p©* fonksiyonu

(i) p=(0) =

(i) VE € P(X),p*(E) 2 0

(i) AC BC X = u*(A) < p*(B)

(iv) Vn € N, A, € P(X) = p*(U,Z1) < 2200 15 (4n)

sartlart saglanirsa p* fonksiyonuna X {izerinde bir dig 6l¢iisiidiir denir.
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Ornek 1.3.20 X herhangi bir kiime ve p* da P(X) iizerinde

e ={ 420 19

seklinde tanimlanan p* fonksiyonu bir 6lgii olmayip bir dig 6l¢iidiir.

Ornek 1.3.21 X herhangi bir sonsuz kiime ve p* da P(X) fizerinde

MWA):{?ﬂ%jkiz (1.10)

biciminde tanimlanan p* fonksiyonu bir dig 6l¢ii degildir.

Bilindigi gibi, bir I araliginin ¢(/) uzunlugu o araligin u¢ noktalarmin fark:
olarak tammlanir. Yani I = [a,b] (veya (a,b), (a,b], [a,b)) araligimin boyu
¢(I) = b—a dir. Uzunluk bir kiime fonksiyonuna (bir koleksiyondaki herbir kiim-
eye bir genigletilmis reel say1 kargilik getiren fonksiyon) bir 6rnektir. Bu durumda
uzunlugun tanim kiimesi araliklar koleksiyonu, deger kiimesi de genigletilmis
reel sayilar kiimesidir. Bu béliimde uzunluk kavrami araliklardan daha karigik
kiimeler icin tanimlayacagiz. Ornegin acik bir kiimenin uzunlugunu, bu kiimeyi
olusturan acik, ayrik araliklarin uzunluklar toplami olarak tammlayacagiz. Oyle
bir A fonksiyonu tegkil etmek istiyoruz ki, R nin alt kiimelerinin bir M smifi
iizerinde tanimli olsun ve asagidaki 6zellikleri saglasin:

e )\, R nin herbir £ alt kiimesi iizerinde tanimli olsun, yani

M = P(R)
olsun.
e Her bir I araligi igin A(I)=¢(I) olsun.

e Eger (F,) bir ayrik dizi ve A bunlarin herbiri tizerinde tanimlh ise

)‘(U En) - Z /\<En)

olsun.

e )\ Gteleme altinda invaryant olsun. Yani A fonksiyonu, E ve

E+y={r+y:ze€E}

kiimeleri iizerinde tanimh oldugunda

AE +y) = A(E)

olsun.
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Bu dort 6zelligi saglayan bir kiime fonksiyonu tanimlamak miimkiin degildir. Bu
giine kadar ilk ii¢ sart1 saglayan bir kiime fonksiyonu bilinmemektedir. Bu ne-
denle bunlardan birinden vazge¢mek gerekmektedir.

Son {i¢ sart1 birakip ilk gart1 degigtirmek oldukca faydalidir. Burada yapilacak
degisiklik A fonksiyonunu tiim alt kiimeler iizerinde tanimlamayip daha dar o-
cebiri iizerinde tanimlamaktir. Yani M olarak P(R) kuvvet kiimesi degil, {iz-
erinde A fonksiyonunu tanimlayabilecegimiz uygun bir o- cebiri almaktir. Simdi
bu fonksiyonu inga etmeye baglayalim.

Ornek 1.3.22 (Ix), R nin smir1 ve agik alt araliklarinin bir dizisi,
olsun. P(R) iizerinde
N (A) =1inf{322 0(1)) : (Iy) € Ta} (1.11)

bi¢iminde tanimlanan A* bir dig dlciidiir. Bu dig 6l¢iiye Lebesgue dig 6lgiisii
adi verilir.

Teorem 1.3.23 Lebesgue dig 6lciisii R nin herbir alt araligina onun uzunlugunu
kargihk getirir, yani I C R bir aralik ise

dar.

Teorem 1.3.24 R” iizerindeki Lebesgue dig 6l¢iisii herbir araliga onun hacmini
karsihk getirir.

Sonug 1.3.25 A sayilabilir kiime ise A*(A) = 0 dur.
Sonug 1.3.26 [0, 1] kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tanim 1.3.27 X bir kiime p* da X iizerinde bir dig 6lcii olsun. Eger X in herbir
A alt kiimesi i¢in
pw(A)=p (ANE)+ pu (AN E° (1.12)

ise X in E alt kiimesi p*- 8lgiilebilir (u* ye gore 6lgiilebilir) denir.
p* fonksiyonunun alt toplamsallik 6zelligi de denilen p*(UAg) < Xpu*(Ay) Ozel-
liginden, X in biitiin A ve E alt kiimeleri i¢in

p(A) = p (AN E) + p' (AN E)

olacagindan bir E kiimesinin p*- 6lciilebilir olup olmadigini anlamak icin herbir
A C X igin
P (A) <p (ANE)+ u (AN E°) (1.13)
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esitsizliginin saglandigin gostermek yeterlidir. Ayrica, eger p*(A) = +oo ise
(1.13) esitsizliginin saglanacag agiktir. Su halde X in bir E alt kiimesinin p*-
ol¢iilebilir oldugunu gostermek icin X in p*(A) < +oo sartimi saglayan herbir A
alt kiimesi icin (1.13) esitsizliginin saglandigi gostermek yeterlidir.

Teorem 1.3.28 X bir kiime ve p* da X iizerinde bir dig 6l¢ii olsun. X in herbir
E alt kiimesi i¢in p*(E) = 0 veya p*(E°) = 0 ise E kiimesi p*- dlciilebilirdir.

Sonug 1.3.29 () ve X, X iizerinde tammmlanan her dig dlciiye gore olciilebilirdir.
Ozel olarak () ve R kiimeleri A* Lebesgue dig 6lciisiine gore olgiilebilirdir.

Teorem 1.3.30 F; ve Ey, u*- Olciilebilir kiimeler ise E7 U FEs de p*- 6lgiilebilirdir.

Teorem 1.3.31 X bir kiime p* X {izerinde bir dig 6l¢ii ve M (X, p*) da X {iz-
erinde p*- olgiilebilir kiimelerin sinifi olsun.

1. M(X, p*) bir o- cebiridir.
2. p* i M(X, p*) smifina kisitlanmasi bir dlgiidiir.

Lebesgue dig olgiisii olan A* in M(R, \*) smifina ve B(R) sinifina olan kisitla-
masina Lebesgue Olgiisii denir, \ ile gosterilir. Ikisini birbirinden ayirmak
gerektiginde, iizerinde Lebesgue 6l¢iisiiniin tanimladig sinif belirtilir. "B(R) {iz-
erindeki Lebesgue ol¢iisii" veya "M iizerindeki Lebesgue 6l¢iisii" gibi. Bazen de
"Borel kiimeleri tizerinde tanimli Lebesgue 6lciisi" gseklinde ifade edilir.

Lemma 1.3.32 a € R i¢in (a, +00) aralign A* dig dl¢iisiine gore dl¢iilebilirdir.

Teorem 1.3.33 Herbir Borel kiimesi A\* dl¢iilebilirdir.

1.4 Olgiilebilir Fonksiyonlar

Bu boliimde once reel degerli fonksiyonlarin olciilebilirligi iizerinde durulacak,
daha sonra genisletilmis reel degerli fonksiyonlara yer verilecektir.

Tanim 1.4.1 (X, .A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu 6l¢iilebilirdir
<= Va € R igin

F (e, +00)) ={z € X : f(z) > a} € A.

Simdi bu tanimdaki kiimelerin seklini degistirmeye imkan veren bir lemmay1 ifade
edelim.
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Lemma 1.4.2 (X, .A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. f : X — R foksiyonu igin
agsagidaki onermeler denktir.

l.VYoeR Ay ={zeX: f(x) >a}e A
2.VaeR, By={reX: f(zr)<a}e A
3. VaeR, Cy={xeX: f(z) >a}e A
4. VaeR, Dy={zeX: f(r)<a}leAd

Ornek 1.4.3 Her sabit fonksiyon bir lciilebilir fonksiyondur. Gergekten, Vo € R
i¢in f(z) = cise a > ¢ igin

{reX: flx)y>a}=0eA

ve a < ¢ i¢in

{reX: flz)y>a}=XecA

olur.

Ornek 1.4.4 X = R ve A = B(R) olsun. Siirekli her f : R — R fonksiyonu
(Borel) olgiilebilirdir.
Gergekten f siirekli oldugunda her o € R i¢in

{zeR: f(z) > a}t = f((a,00))

kiimesi R de bir acik kiimedir. Her acik kiime Borel cebirine ait oldugundan
{zr eR: f(z) > a} € B(R)
dir, yani Borel 6lciilebilirdir.

Teorem 1.4.5 f ve g olciilebilir fonksiyonlar ve ¢ € R olsun.

cf f2 f+9,f9.f]

fonksiyonlari da ol¢iilebilirdir.
Tamim 1.4.6 (X, A) bir olgiilebilir uzay ve A € A olsun.

f:A— Rolgiilebilirdir < VaeRigin {xr € A: f(z) >a} €A

Lemma 1.4.2 deki denklemlerin f : A — R fonksiyonu ic¢in de dogru olacagi
aciktir. Bu tanimlarin benzerleri [—o0, +00] degerli fonksiyonlar igin de verilebilir.

Tamim 1.4.7 (X, A) bir olgiilebilir uzay ve A € A olsun. f: A — [—o00,+0o0]
fonksiyonu 6l¢iilebilirdir < Va € R icin

(o, 4o0)) ={r € A: f(z)>alec A
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olmahdir. X iizerinde taniml, genigletilmis reel degerli A 6l¢iilebilir biitiin fonksiy-
onlarm kiimesi M (X, A) ile gosterilir. Eger f € M(X,.A) ise

A={ze€X: f(z)=+oo} = [ {r € X: f(z) >n}

n=1

[e.9]

B:{xGX:f(x):—oo}:ﬂ{xGX:f(x)S—n}

n=1

(ﬂ{x eX:flx)> —n})

n=1

olacagindan A ve B olciilebilirdir.

Teorem 1.4.8 Genigletilmis reel degerli bir f fonksiyonunun 6l¢iilebilir olmasi
icin gerek ve yeter sart

A={reX: f(z)=4c0},B={re€ X : f(z) = —oc0}

kiimelerinin ve

- {1 a0 i

bi¢iminde tanimlanan reel degerli f; fonksiyonunun &lgiilebilir olmasidir.

Tanim 1.4.9 B(RF) Borel cebirine gore dl¢iilebilen bir fonksiyona Borel dl¢iilebilir
fonksiyon veya Borel fonksiyonu adi verilir. M(R, \*) o- cebirine gore dl¢iilebilen
bir fonksiyona Lebesgue 6lgiilebilir fonksiyon denir. R nin Borel kiimesi olmayan
fakat Lebesgue olciilebilir alt kiimeleri mevcut oldugundan, R de herbir Borel
olciilebilir fonksiyon Lebesgue ol¢iilebilirdir.

Tanim 1.4.10 f, X den R ye bir fonksiyon olsun.
[T (x) = max{f(z),0}
f~(z) = max{—f(z), 0}

bi¢iminde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlar1 da X iizerinde tamimli ve negatif

olmayan fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna f nin pozitif parcasi, f~ fonksiyonuna
da f nin negatif pargasi denir. Yukaridaki tanim gdz 6niine alindiginda,

f=f=ffl=f=f
1 _ 1
f+=§(|f|+f)7f =§(|f|—f)

olur. Teorem geregince ve yukaridaki bagintilar géz éniine alindiginda asagidaki
teorem ifade edilebilir.
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Teorem 1.4.11 f: X — R fonksiyonunun &lciilebilir olmast icin gerek ve yeter
sart. fT ve f~ fonksiyonlarinin 6l¢iilebilir olmasidir.

Teorem 1.4.12 (X, A) bir 6lgiilebilir uzay ve A € A olsun. file g, A iizerinde
tanimli [—oo, +00]- degerli dl¢iilebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu takdirde

{reA: flz) <gl@)}{reA: f(z) <glr)}{reA: flx)=g(r)}

kiimeleri olciilebilirdir.

Teorem 1.4.13 (X, A) bir dlgiilebilir uzay A € A ve file g, A da tamimh
[—00, +00] degerli dlgiilebilir fonksiyonlar ise (f V g) ve (f A g) fonksiyonlari
Olciilebilirdir.

Teorem 1.4.14 (f,),A € A iizerinde tanimh, [—o0,+oo] - degerli dlgiilebilir
fonksiyonlarin bir dizisi ise sup,, f,, ve inf,, f,, fonksiyonlar: da olciilebilirdir.

Teorem 1.4.15 (X, A) bir dl¢ii uzay1 ve A € A olsun. (f,,)A iizerinde tanimh
[—00, +00] degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarm bir dizisi ise lim inf,, . f, ve limsup,,_, . fn
fonksiyonlari 6l¢iilebilirdir. Ayrica tanim kiimesi Ay = {x € A : limsup,,_, . f.(x) =
liminf, . fn(z)} olan lim, . f, fonksiyonu da olgiilebilirdir.

1.5 L,(22) Uzayr

Tanim 1.5.1 (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 ve 1 < p < oo olmak tizere; Q C X = R"
bolgesinde tanimh ve

/ummwm<m
Q

ozelligine sahip ol¢iilebilir f : Q@ — R fonksiyonlar sinifina L, (£2) uzay1 veya €2 bol-
gesinde p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 denir. L,(€2)
uzayl

nmmm=wm:(4uuwwmﬂw<w

seklindeki norm ile tamimlanir. Buradaki || f||, gosterimine f fonksiyonunun Lp-
normu denir.

Q) bolgesinde, hemen her yerde f(x) < M olacak gekilde bir M sabiti varsa
f fonksiyonuna hemen hemen sinirhdir denir. Béyle M sabitlerinin en biiyiik alt
sinirina da | f(z)| in 2 bolgesindeki esas supremumu (esash sinir1) denir ve

esssup | f(x)] :=inf{C > 0: [{z € Q,|f(x)] > C} =0}

e
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seklinde gosterilir. {2 bolgesindeki hemen hemen sinirh f fonksiyonlar: ile tanim-
lanan uzay L*°(Q2) seklinde gosterilir. Buna gore bir f fonksiyonunun L normu

I lle = ess sup| ()
€N
olarak tanimlanir.

Teorem 1.5.2 (Young Esitsizligi) 1 < p, ¢ < oo, i + é =1 ve Va,b > 0 igin
a? b

ab< — + —
p q

olur.
Teorem 1.5.3 p > 1 ve a,b € R olmak iizere,

o+ b7 < 27 (laf” + [bP?)
olur.

Teorem 1.5.4 (Hoélder Esitsizligi) 1 < p,q < oo, ]lj—i— é =1lve felP ge LY
ise f,g € L' olur ve

lgﬂwg@ww@»suﬂmmm
esitsizligi saglanir.

Teorem 1.5.5 (Minkowski Esitsizligi) Eger f,g € [P ve 1 <pise f+g € L
olur ve
1f +9llp < 1fllp + llgll,

egitsizligi saglanir.

Holder teoremi ve Lebesgue integralinin 6zellikleri gozoniinde bulunduruldugunda
LP;1 < p < oo, nin bir vektér uzay1 oldugu goriiliir. Bununla birlikte || f||,; LP
izerinde bir normdur ve tanimdan

1. [|fll, = 0 ve || f]|, = O olmas: i¢in gerek ve yeter sart hemen hemen heryerde

flz) =0
2. flafllp = ledll £l
3.+ allp < W fllp + 11

ozellikleri saglandigindan LP; 1 < p < oo, bir normlu uzaydir.
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Teorem 1.5.6 L,,1 < p < oo, uzayi

= ( [ repane)

normu altinda tam ve dolayisiyla Banach uzayidir.

Tamim 1.5.7 f, ve f fonksiyonlari L” uzaymin elemanlari olmak iizere; (f,)
dizisi f fonksiyonuna p. mertebeden yakinsaktir < Ve > 0 icin dng € N dyle ki
Vn > ng igin || f, — fll, <e.

Bu yakinsaklik ¢esidine LP de yakinsaklik da denir. Burada p > 1 olup,

6= 1= ([ 1) - s dn(o)
dir. Buna gore,

(fn) dizisi f fonksiyonuna LP de yakinsaktir < lim,,_. || f, — f]|, = 0 olmalidir.
1.6 A, Sinifi Fonksiyonlar

Tanim 1.6.1 w fonksiyonu h.h. = € R” igin w(z) > 0 olacak sekilde R™ de lokal
integrallenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonuna bir agirhk fonksiyonu denir.
Ozel olarak, x € 2 C R" i¢in

d(w,y) = inf lo—y

ve a € R olmak iizere,

w() = (d(x))*
agirhik fonksiyonuna kuvvet tipli agirlik fonksiyonu denir.
Eger w(2z) < Cyw(z) olacak sekilde bir 1 < €} < oo sayisi varsa w agirhk
fonksiyonuna ¢ift kath agirhk fonksiyonu(D) ve eger
w(z) < Cow(2x) olacak sekilde bir 0 < Cy < 1 sayis1 varsa w agirhik fonksiyonuna
ters ¢ift kath agirhik fonksiyonu(RD) adi verilir.

Tanim 1.6.2 ((1 < p < oo)igin A, agirliklar: ) w(z) > 0 ve w(z) € L}, (R")
olsun. Agagidaki esitsizligi saglayan bir C' > 0 sabiti

ap (’Q‘/ (2) dx) (ﬁ/czw(x)lp’ dx)p_l <c (1.15)

1 <p< ooicinw € A, denir. Burada ve agagida, 1/p+1/p' =1 dw. C >0
olmak iizere

Mw(z) < Cw (z) (1.16)
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esitsizligi saglanmiyorsa w € A; dir. (1.15) veya (1.16) esitsizliklerinde goriilen C
sabitine w nin A, sabiti denir.

Uyar1 1.6.3 w € A; olmasi i¢in gerek ve yeter sart C' > 0 ve herhangi ) kiibii
icin

rjﬂ/@w(m) dx < Cilelcgw (x) (1.17)

olmasidir. Burada ve agagida, inf ile temel infimum olarak diigiiniilecektir. 1 <
p < oo vew € A, icin, A, sabiti C' > 1 oldugu goriiliir. Ashnda, her bir @ kiibii
i¢in

- ﬁ/ w(a:)l/pw(a:)fl/p dx
Q
1

b1 /P
() i L))

< L/

seklindedir.

Simdi A, agirhik fonksiyonlarmin baz 6zelliklerini verelim.

Onerme 1.6.4 ( A4, agirliklarinin 1. &zellikleri)

. 1<p<qg<ooicin 4,5 A,
ii. 1 <p<ooicinw € A, gerek ve yeter sart w'™ € A,.
iii. wo,wi € A ise 1 < p < oo icin wow; ? € A,.
iv. (1 <p < 00) olmak fizere w € A, ise herbir 0 < ¢ < 1 i¢in w® € A,,.

v. (1<p<o0)icinwe A, ise Vf e L. (R") igin

(ﬁ/Q'f (@) ’df)p'w@)éc* [lr@powar s

dir.

vi. (1 <p<o0)i¢in w € A, ise herhangi bir § > 1 i¢in C (n,pd) sabiti vardir
oyle ki her bir @ kiibii i¢in, w (6Q) < C (n,p,6)w (Q). Ozellikle, § = 2
alinirsa A, agirhklar ¢ift kogulu saglar.

vii. (1 <p < o0)igin w € A, ise herhangi bir 0 < a < 1i¢in 0 < § < 1 vardir
oyle ki herhangi olgiilebilir £ C @ igin |E| < o|Q] ve w (F) < fw (Q) dir.

20



Siradaki teorem ile A, agirhik fonksiyonlarin ¢ok énemli ve kullanigh olan
bir 0zelligi verilecektir.

Teorem 1.6.5 (Ters Holder Esitsizligi) 1 < p < oo i¢in w € A, olsun. Bu
durumda herhangi bir ) kiibii i¢in sadece p ye bagh olan € > 0 ve ', w nmn A,
sabiti olmak {iizere

(rclg‘/Qw(x)HE da:) e < ‘%’/Qw(iﬂ) dx (1.19)

esitsizligi saglanir.

Onerme 1.6.6 (A, agirlik fonksiyonlarinin I1. &zellikleri)

vill. (1 < p < 00) olmak iizere w € A, olsun. Bu durumda p — e > 1 olacak
sekilde bir e > 0 icin w € A,_..

ix. 1 <p<ooigin A, =, 4

x. 1 < p< oo igin w € A, olsun. Bu durumda & > 0 vardir dyle ki w'™ € A,.

xi. 1 < p < oo igin w € A, olsun. Bu durumda 6 > 0 ve C' > 0 vardir dyle ki
her bir @ kiibii ve ' C @ olacak sgekilde 6l¢iilebilir F kiimesi icin

w(E) B[\’
o= (a) (120
seklindedir.

Uyar1 1.6.7 w, R" de negatif olmayan lokal integrallenebilen bir fonksiyon ol-
sun. Eger w (1.20) denklemini saglarsa w € A, denir. xi 6zelligi gosteriyor ki
Ui<peoo Ap C Ace. Bununla birlikte (U, ., 4y DO Ao oldugu da ispatlanabilir.
Sonug olarak A = U< ., 4p seklindedir.

Tanim 1.6.8 w bir agirlik fonksiyonu, 0 < p < oo ve 2, R"™ de acik bir holge
olsun. Bu durumda ) bolgesinde

/Q|u(x)\pw(x)du(x) < 00

ozelligine sahip olciilebilir fonksiyonlarin olusturdugu uzaya Agirlikli Lebesgue
Uzay1 denir ve LP(Q2) = LP(w) ile gosterilir. LP(Q2) uzay1

p
nww:(/w (e @40 o 0<p< o

llooss = 55 sup [u(z)] < o0
€N

normlari ile bir Banach uzayidir.
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Teorem 1.6.9 (I. Fubini Teoremi)

B={(z,y):a<zx<bc<y<d},f:B—R olsun.

/ fwyd:rdy—/a (/ f(say)dy)das=/cd(/abf<x,y>dx)dy

seklindedir.

Teorem 1.6.10 (II. Fubini Teoremi)

) b| — R fonksiyonlar siirekli,Vx € [a,b] i¢in

¢,V a,

p (z) < V(z)ve
B ={(z,y):a <z <bp(r) <y < ¥(x)}olsun.

f : B— R fonksiyonlari siirekli veya parcali siirekli ise

Femdedy = [ ([ sy de
/B /a (@)

seklindedir.
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2 AGIRLIKLI LEBESGUE UZAYLARINDA HARDY
OPERATORUNUN SINIRLILIGI iCIN GEREK VE YETER
SARTLAR

2.1 Agirlikli Lebesgue Uzaylar: ve Hardy Operatorii

Agirlikli norm uzay1
Lé(a,b;w) = L*(w), (2.1)

0 < s < oo vew,(a,b) araliginda bir agirhik fonsiyonu ve f = f(z) (a, b) araliginda
tiim oOl¢iilebilir fonksiyonlar olmak iizere

b 1/s
I fllsw s = (/ |f(:p)|9w(:t)dx) < 00, 0<s< oo,

| fllsw : = esssup |f(z)| < oo, s = 00. (2.2)

a<x<b

Eger Hardy operatorii H ile ifade edilirse

()@= [ o 23)
seklindedir. f > 0 olmak iizere

1H fllgu < Cllfllp.0 (2.4)
egitsizliginin saglamasi icin gerek ve yeter sart
Apg < 00 (2.5)
olmasidir.

Burada A

Pa>

1<p§q<oovep’:[%01makﬁzere

Ay = sup. </xbu(t)dt) " (/: ulp’(t)dt)

seklindedir ve bu ifadeye denk olarak 0 < ¢ < p < o0, g # 1,1 < p < oo ve

1_-1_ % olmak tizere

A, = ( / b ( / bu(t)dt) " ( / xvlp/(t)dt) " vlp/(:c)d:c>
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seklindedir.

H, Hardy operatorii ile birlikte, eslenik Hardy operatdrii H agagidaki gibi
tanimlanir:

b
(A)w) = [ Fe)ar (2.6)

Hardy egitsizliginin eglenigi f > 0 olmak iizere
1 fllgu < ClLF Nl (2.7)

seklindedir ve esitsizligin saglanmas: i¢in gerek ve yeter sart

Apy < 00 (2.8)

olmasidir. Buradaki flpq, 1 < p < g < oo olmak iizere

B T 1/q b . 1/p'
A,y = sup </ u(t)dt) (/ v (t)dt)
a<z<b a z

seklindedir. Bu ifadeye denk olarak 0 < ¢ < p < o0, ¢ # 1,1 < p < 00 ve

1 =11 imak iizere
r g p
B b x r/q b / r/a / Lr
Apy = </ </ u(t)dt) (/ v!7P (t)dt) v P (x)dx)
seklindedir.

(2.4) ve (2.7) esitsizlikleri genel agirlikli norm egitsizliginden
1T fllgu < Cllfllpw (2.9)

seklinde elde edilir. Burada T', genel integral operatoriidiir. Boylece (2.9) esitsi-
zliginden
T:LP(v) — LY (u)

ifadesi elde edilir.
2.2 Hardy Operatoriiniin Duali

1 < s < oo olmak iizere L*(w) agirlikli Lebesgue uzayinda i¢ garpim

b
<g,f >:/ g(x) f(x)dz, feL’(w) (2.10)

seklinde tanimlanair.
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Buradan L*(w) mn dual uzay: , L* (&) ile tanimlamr. Burada

S - o
s = O=w"*

dir. Ozellikle, 91l wr-s = supy g, o1 | < g0 f > |
ve boylece
(L*(w))* = L (w'™) (2.11)

olur. Holder esitsizligi kullanilarak

b
g, )] < / 9(@)w (@) f (@) (2)da

(/ (@) w(a d:c) (/|g o //s()dx)

= [ fllsw-llgllsr wr-s
elde edilir. s/s' =s—1=1/(s' — 1) oldugundan, ve

s/

= |gI""sen g W'~/ |19

swls

denirse || f|lsw =1 ve (g, f) = HQHS/,wl—S’ dir.

Buna ek olarak Hardy operatorleri H ve H karsilikli olarak esleniktir. Eger
H: LP(v) — L(u), 1 <p,q<oo,

ise (H)* = H ve

H: L (w7 — LV (v!77)

dir. Fubini Teoremi’nden

win = [ o [ soaac= [0 [ gtwyisae = 5. 10

2.3 Hardy Esitsizlikleri igin Bazi1 Kriterler

dir.

Hardy Esitsizliginin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A,, < oo ol-
masidir, A,,, p < ¢ icin, p > ¢ i¢in verilmigtir. Simdi baz1 alternatif kriterler
verecegiz. Oncelikle,

Vi) / o (Dt (2.12)

olarak gosterelim. Buradan A,, sayisi

b 1/q
A,, = sup (/ u(t)dt) VP (z)
a<x<b T
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seklinde yazilabilir.

Teorem 2.3.1 [13, 9, 12] Her f > 0 ve 1 < p < g < oo olsun. Buradan,

(/ab (/ f(t)dt)qu(x)dx) "o (/b fp(x)v(x)dx) ”p (2.13)

Hardy esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
B,, < o (2.14)
olmasidir.

Burada

x , -1/p
B,y : = sup (/ VP (t)dt)
a<x<b a

X (/I u(t) (/t Ul—P’(s)ds) q dt) v (2.15)

B,, = sup V/7(z) (/: u(t)Vq(t)dt> v (2.16)

a<x<b

dir. Daha kisa olarak

seklinde yazilabilir. Ayrica (2.13) egitsizligindeki C' sabiti
By < C <p'By, (2.17)

ifadesini saglar.

ispat. (i) (Gereklilik) Her f > 0 ve C' < 0o olmak iizere (2.13) esitsizligi saglan-
sin. t € (a,b) keyfi bir sabit olmak iizere f fonksiyonunu

fi(@) = X(ap (2)0" 7 (2)

olacak gekilde segelim. Buradan,

0P (s)ds | w(z)dz) <C 0P (1) da
([ ([ o) ware) ™ < [ o-vioe) "

olur. Yani; y
( /0 t Vq(x)u(a:)da:> <o

dir. Sonug olarak B,, < C < oo oldugu goriiliir.
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(ii) (Yeterlilik): (2.13) esitsizligi ¢ > 0 olmak iizere Hardy operatoriiniin
duali seklinde yazilmak istenirse

</ab (/:g(t)dt) ’ vl_p/(x)dx) 1y

b 1/q
<C (/ gq/(x)ul_q,(a:)da:) (2.18)
seklinde olur. Burada C' sabiti (2.13) esitsizligi ile aymidir.

g i¢in (a,b) araliginda kismi integrasyon ve Holder egitsizligi kullanmilarak,

J:= /ab (/xbg(t)dt>p/ V' () dx
= /ab (ng(t)dt)pl_lg(x) (/j ul—p’(t)dt) dx
! [0t (| bg(t)dt)pll

« ( / xvlp/(t)dt>)u(q'1)/q/(:c)d:c

b
<v ([ @t @ae) 27 (219)
elde edilir. Burada

Jp = /ab (/xbg(t)dt)Q(p,_l) (/: vl—p’(t)dt>qu(x)dx

seklindedir.

olsun. Fubini Teoremi uygulanirsa:
Jp = /Ebh(aj) (/:vl—p’(t)dt)qu(x)dx
- / bV (@) u(a)de — / b / ROV (@)u(a)d
- [ [rovieueiia:
_ / ’ / W OV ()l
- / ) / )V )t
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elde edilir ve (2.16) denkleminden
b t / a/p
Jp < Bq/ [—h'(t)] (/ vl P (:E)dx) dt

Minkowski integral egitsizligi kullanilarak,

< m ( /(] b[—h’(t)]dt)p/qvl-p’<x>dx)
= ([t )
_p ( [ ([ s <>)
([ [ aa)’ o) " g

esitsizligi elde edilir. (2.19) esitsizligi ile birlikte

b
JYP < y/'B (/ gq/(x)ulq/(x)dx)

oldugu goriiliir. Buradan (2.18) esitsizligi saglanir. Boylelikle (2.13) esitsizligi
elde edilmig olur. m

oldugu goriiliir.

q/p

q/p

1/q

Teorem 2.3.2 [10, 9, 11] 0 < ¢ < p < o0, p>1, I/r=1/qg—1/pveV
(2.12) denklemindeki gibi olsun. Buradan her f > 0 olmak iizere

</ab </am f(t)dt)qU(x)dx> . <C (/ab fp(x)v(x)dx> 1/p

Hardy Esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

By < 0 (2.20)

1

olmasidir. Burada
1/r

By, = (/b (/atu(s)Vq(s)ds) " V‘T/q(t)dV(t)> (2.21)

dir. Burada C sabiti
qp—l/T(pl)l/qlr_l/r’Q—l/q 'qu S O S ql/qp/qu (222)

ifadesini saglar.
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ispat.

Fubini Teoremi kullanilarak

v [ ([ o) st
=le<le@ﬁ#)zdwﬂmtwv‘%xMw
(glb(Zff@ﬁﬁ)qu@»V%x)Abv—%iwﬁnwﬁdx
o[V ([ [ sow) wwvean) ave
LU o) v

q
x K / Su(x)Vq(:v)dx) V_l(s)} dV (s);
(

elde edilir. § ve

IA

g)’ == parametreleri icin Holder egitsizligi uygulanarak

o[ (f o) 5i)

elde edilir. Teorem 2.3.1 den

(/ab (/asf(t)dt)P C‘Z((;))l/p - (/b fp(s)v(s)ds) 1/p

oldugu goriiliir. (2.13) esitsizligi C' < ¢*/9p'B < oo oldugu takdirde saglanir.

(2.13) esitsizligi C' < oo i¢in saglansin. Buradan (2.20) egitsizliginin gerek
sart oldugunu gosterelim.

By = (/b </:u(t)dt> " VT/Q’(x)dV(m))

seklinde tanimlayalim.

1/r

C = q'/"(p)) " 2By (2.23)

oldugunu gosterelim.

w(z) = vl_p/(x) olsun. 0 < uy; < wu ve 0 <o < v olacak sekilde u; ve v;

verilsin. uy, v; ve wi(z) := vi  (z) fonksiyonlar integrallenebilir olsun. Bununla

29



olmak

B1 =
Isun. Eger f fonksiy
seklinde secersek,

elde edilir.

P'q,q .
B
rop



elde edilir. Buradan
C > ql/q(p/)l/q’gB1
- T

oldugu goriiliir. u ve w fonksiyonlarina integrallenebilir artan fonksiyon dizileriyle
yaklagihir ve Monoton Yakimsaklik Teoremi uygulanirsa 6nceki (2.23) esitsizliginde
By yerine By degeri yazilabilir.

Pyiyr
B < (20)(5) B, (2.24)

oldugunu géstermemiz ispati tamamlamak icin yeterlidir. Buradan,

b= /ab (/ VD (_ /t x “(SMS))T/Q vorav () (2.25)

_ / Va(t)d (_ /txu(s)ds)
. / ' <— /t mu(s)ds) VL () dv (1)
q /0 ' K /t ' u(s)ds) Vq—1+q/2p(t)} VUV (t)

z Ve o) = § parametreleri i¢in Holder egitsizliginden

7/
Ji < q ( 3> ! v (a=1+q/2p)(r/q) (t)dV(t)>

" (t)) afp

ve

elde edilir.

q/r
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elde edilir. Fubini Teoremi’'nden

b z b r/q
qr/q2r/p/ (/ (/ u(s)ds) V(q—1+q/2p)(7‘/q)(t)dv(t)>
a a t

VRl (2)dV (x)

b b r/q /
= qT/qzr/p/ </ u(s)ds) Ve +r/2p(t)
a t

X / ’ Ve () dy (2)dV (t)

t

r/q 27“/p+1 b b T/q )
=L / ( / u(s)ds) Ve (1)dv (t)
a t

BT‘

IN

X

”
2q)"/4
_ (29) P
r

elde edilir ve ispat tamamlanir. m
2.4 Tiirevli Hardy Esitsizlikleri

k € N igin (a,b) araliginda
AC*(a,b) = AC*?

ile tiim mutlak siirekli fonksiyonlar kiimesini gdsterelim ve

(/ab |9(x)|QU(:t)dx> " <C (/ab !g'(a:)|pv(:p)dx) v (2.26)

esitsizligini gozoniine alalim.
g € AC" fonksiyonlar1 i¢in
g(a) =0 (2.27)

veya
g(b) =0 (2.28)

saglanir.
WP (v) ve WP (v) kiimeleri igin g € AC® fonksiyonu sirastyla (2.27) ve (2.28)
esitliklerini saglar ve (2.26) esitsizliginin sag tarafi i¢in sonludur.

19" llp.0 < 00,
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Buradan W,”(v) ve W (v) normlu lineer uzaylar ile ayni norm ||¢/[|,., ve (2.26)
esitsizligi Hardy esitsizligidir. Gergekten

4(z) = / " f(t)dt = (Hf) ()
ve/veya .

o(z) = / F(t)dt = (7L f)(x)
seklindedir.

Sonug olarak (2.26) Hardy esitsizligini agagidaki sekilde yazilirsa:

gllg.u < Cllg llp.o, (2.29)
siirekli gomme ifadesi

WP (v) — L(u) (2.30)
ve/veya

WP (v) — Li(u) (2.31)

seklindedir. (2.30) ifadesinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart (2.5) denkleminin
saglanmasidir. Benzer olarak (2.31) ifadesinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart
(2.8) denkleminin saglanmasidir.

Uyar1 2.4.1 (Iki tarafli durumlar):
(2.26) Hardy esitsizligi
g€ Wp"(v) N Wg'(v),
fonksiyonlar icin de diigiiniilebilir. Burada

g(a) = g(b) = 0 (2.32)

seklindedir. Bu durumda (2.26) Hardy esitsizliginin gerceklenebilmesi i¢in gerek
ve yeter sart 1 < p < ¢ < oo olmak iizere

o [ ([ o) .
(o { o o roa) ] <o

olmasidir.
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2.5 Bazi Gosterim ve Uygulamalar

Uyar1 2.5.1 (i) Hardy esitsizliginin gegerliligi icin gerek ve yeter sartlar A ve
A sabitlerinin terimlerinde ifade edilmigtir. Sirasiyla u,v agir fonksiyonlariin
ozelliklerini vurgulamak icin ve (a,b) araliginda

A = A(a, b;u,v), A = A(a,b;u,v) (2.34)
seklinde kullanilmigtar.

(ii)Bazen modifiye agirhkh Lebesgue uzay igin
L:(a,b;w) = L5 (w) (2.35)

ifadesi kullanilmigtar.

f tiim olgiilebilir fonksiyonlar icin agagidaki gibi tanimlanmigtir:
fwel?

Yani normlu (1 < s < o0 i¢in)

1/s
T (/ I |da:) |

Agirlikli Lebesgue uzaylari L*(w) ile baglanti1 daha 6nce
L% (w) = L*(w?)
seklinde verilmisti. Bu boliimde agirlik kogullarina A nin sonlu olmasi dahil edildi.
A= A(a,b;ul,vP) < 00

Ornegin (2.26) esitsizliginde u ve v yerine sirasiyla u? ve vP degistirilirse, (2.27)
kosulu g fonksiyonlar: yeterlidir. Yani esitsizlik;

([womora)"*sofwovrs)”

seklinde olabilmesi icin gerek ve yeter sart 1 < p < ¢ < oo olmak {izere
T 1/q T , /v
sup (/ uq(t)dt) (/ v P (t)dt) < 0 (2.36)
a<x<b b a

(iii) Bazen, H Hardy operatoriiniin agirhikhi Lebesgue uzaylari, LP(v) ve
L4(u) arasindaki hareketi yerine H

(Hf)(z / f(®) (2.37)

olmasidir.

34



modifiye operatoriiniin agirhiksiz Lebesgue uzaylari
H:LP — L (2.38)

arasindaki hareketleri incelenmigdir. Modifiye Hardy operatoriiniin ||Hf]|, <
C| fl|, smirlt olmast i¢in gerek ve yeter sart 1 < p < ¢ < oo olmak iizere

</“b (/b uq(t)dt> i (/ o (t)dt> " (:c)dfc) s

110 olmak {izere

</ab (/b uq(t)dt> i (/ o (t)dt> R (:@d%) R

seklindedir. Benzer sekilde H operatorii

~

b
(Hf)(x) = u(z) / F(t)ot)dt
seklinde elde edilir.

(2.26) ifadesi Hardy esitsizliginin diferensiyel formu oldugundan (2.7), (veya
(2.4)) ifadelerine baghdir. Bundan dolay1

g(x) = flx),  gla)=(Hf)(x) icin  g(a) =0,
g(x) =—f(x), gl@)=(Hf)(x) dcin  g(b)=0,

ifadeleri H ve H Hardy operatérlerinin agirhkh Lebesgue uzaylarinda incelenmesi
icin daha uygundur.

(iv) Ay, ve Ay, icin p > ¢ durumundaki formiiller

Ay = </ab (/: vl—p’(t)dt)r/p/ (/:u(t)dt) " u(x)da:)
At = ( / ’ ( / bvl—p’(t)dt) " ( / xu(t)dt) Npu(x)dx)

seklinde yeniden yazilabilir ve tiim bunlardan

7 1/r ~ o r
Ay = <E) A;q ve Ay = (—) A;q

1/r

ve
1/r

ifadesi elde edilir.
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2.6 Hardy Esgitsizliginin Kullanildig1 Baz1 Ozel Simiflardaki
Fonksiyonlar

Diferensiyel Hardy esitsizligi

(/ab |9(x)|QU(x)dx> " <C (/ab !g’(x)|pv(x)dx) v (2.39)

seklinde tanmimlanir. Bu esitsizligin saglanmasi icin g € AC? fonksiyonlar

gla)=0 weya g(b)=0 wveya gla)=g(b)=0 (2.40)
seklinde ifade edilir.
g € AC" fonksiyonlarinin saglanmasi durumunda veya c¢ € (a, b) igin
g(c)=0 (2.41)
olmahdir. O halde A\; ve Ay parametreleri yardimiyla
Arg(a) + Aag(b) =0 (2.42)
elde edilir.

(2.42) esitligi
g(@) + Ag(b) =0, A#£0 (2.43)
seklinde ifade edilir.

Teorem 2.6.1 [4] a)Diferensiyel Hardy esitsizliginin her g € AC? fonksiyonlarin
saglamasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ € (a,b) olmak iizere

A(a, c;u,v) < 0o (2.44)

ve
A(e,b;u,v) < 00 (2.45)

olmasidir.

b) Diferensiyel Hardy esitsizliginin her g € AC? fonksiyonlarini saglamasi
icin gerek ve yeter sart A € R, A # 0 ve A # —1 olmak {iizere

A(a,b;u,v) < o0 (2.46)

ve

A(a, b;u,v) < 0o (2.47)

olmasidir.
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ispat. (i) (Gereklilik) Kabul edelim ki (2.39) esitsizliginin her g fonksiyonunu
saglamasi i¢in = € [¢, b) g(z) = 0 olacak sekilde bir g fonksiyonu segelim. Buradan
(2.39) esitsizligi

(/ac |9(x)|qU(a:)da:> v <C </ac |g’(x)|pv(:n)dg;> v (2.48)

seklinde elde edilir. Sonug olarak (a, c) arahginda Hardy egitsizliginin saglanmasi
icin (2.45) sart1 yeterlidir. Benzer sekilde x € (a, c] olmak iizere g(x) = 0 saglayan
g fonksiyonlar icin,

(/bc |g(x)|QU(:r)dx) v <C (/cb |g'(a?)|pv(x)dg;> v (2.49)

(2.39) seklinde elde edlilir. Sonug olarak (c,b) araliginda Hardy esitsizliginin
saglanmas icin (2.45) sart1 yeterlidir.

(ii) (Yeterlilik) Kabul edelim ki (2.44) ve (2.45) sartlari saglansin. Buradan
(2.48) esitsizligi g; € AC%(a, c) ve g1(c) = 0 igin ve (2.49) esitsizligi go € AC(c, b)
ve go(c) = 0 i¢in saglanir. g € AC°(a,b) olmak tizere

ot = { 1) 7 & Lol i

o(z) = € [¢,b) icin

olur.

Buradan

/ab |9 ()| Tu(x)de = /C|gl($)|q“<$)d$+/b\gg(:c)]qu(a:)dx
< ¢ (/ g1 (@)Po( dx) (/ ()Pl ) ]

cof(fraas)” (o)
=20 ([ >d:c)

(iii) Eger bir T" operatdriinii +1H X +1H seklinde tanimlanirsa Yani;

1@ =5 [ rwa- 25 [ o (2.50)

burada g(x) = (Tf)(z) olacak sekilde tammlanirsa, (2.43) sart1 ve ¢’ = f igin
saglanir. Sonug olarak (2.39) Hardy esitsizligi yerine

1T fllgu < Cllfllpo (2.51)

elde edilir.
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esitsizligini diigiinebiliriz.

Buradan

1 A -
st | VT + 2 1

(2.46) ve (2.47) sartlarinin (2.51) esitsizligi i¢in yeterlidir.

1l < \

Sonug olarak A € (—1,0) igin /\L—H >0 ve —%H > 0 ve f > 0 olmak iizere
~ A+1
Hf SO VTS Af < 2Ty

seklinde elde edilir.

Boylece f > 0 i¢in (2.46) ve (2.47) sartlar1 da (2.51) esitsizligi gerekli
sarttir, buradan esitsizlik

1 fllgae < COADIfllpo— ve [1H fllguw < COA DN £llp

seklinde yazilabilir. Ayrica esitsizlik (2.46) ve (2.47) sartlar i¢in de saglanir.
A < —1 veya A > 0 olmak iizere, T, H ve H nin bir pozitif ve bir negatif
kombinasyonu olur. m

2.7 (a,b) Arahginda Hardy Esitsizlikleri

Onceki béliimlerde (a,b) arahgi keyfi olarak —oo < a < b < 400 seklinde
alimiyordu. Klasik durumda G.H.Hardy 6zellikle

(a,b) = (0, 00) (2.52)
seklini kabul etmigtir.

Bu aralik, (2.26) genel Hardy esitsizliginin gecerliligi i¢in gerek ve yeter
sarttir yani f > 0 olmak iizere

(/OOO (/OI f(t)dt>qu(x)da;> v <C (/OOO fp(x)v(x)dx> l/p (2.53)

ve 1 < p<gq< oo, g(0) =0 olmak iizere

(/OOO |9($)\qU(x)dx) : =¢ (/OOO fgl(x)\pv(x)dx> ;

egitsizliklerinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter gart

o0 1/q
A = A(0, 00; u, v) := sup (/ u(t)dt)

x>0
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/

« ( /0 mvl‘p'(t)dt) R (2.54)

olmasidir. Tim diger miimkiin se¢gimler (a,b) araliginin kisitlanmig 6zel bir du-
rumu oldugunu gosterelim.

(i)
(a,b) = (—o0,00)

durumunu diigiinelim. Buradan egitsizlik

(/Z (/9; f(t)dt)qu(x)dx> v <C (/Z fp(g;)v(m)dx) . (2.55)

olur ve tiim f > 0 fonksiyonlarinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

oo 1/q z ) 1/p'
A(—o00, 00;u,v) = sup (/ u(t)dt) </ v 7P (t)dt) < 00
zeR T —00

olmasidir.

(2.56)

Gergekten t = Ins ve x = Iny olarak secilirse dt = %ds,dw = ldy olur.

Ty
(2.55) esitsizliginde yerine yazildiginda

(/OOO (/Oy @ds)q “(Z;y)dy) 1/a

o0 l p 1/p
<C (/ (f(;y)) yp_lv(lny)dy) (2.57)
0
seklinde elde edilir.

denirse (2.57) esitsizligi

(/0“’ (/ f(s)ds)qa(y)dy) o (/m fp(qu(y)dy) :

seklinde yeniden yazilabilir. f, 4, icin (2.53) ve (2.54) egitsizliklerinin saglanmasi
icin gerek ve yeter sart

00 1/q r , 1/
sup (/ ﬂ(s)ds) (/ o'P (s)ds) < 00
r>0 r 0
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olmasidir. Bagka bir ifadeyle

(1 1/q Tl (] /v
sup (/ u ns)ds) (/ v—(ns)ds) < 00
r>0 r S 0 S

seklindedir. Yukarida belirtilen degistirmeler yapildiginda

o0 1/q Inr , /v
sup (/ u(t)dt) (/ v P (t)dt) < 00
r>0 Inr —00

ifadesi elde edilir. Sonug¢ olarak bu ifade (2.56) ifadesinde r > 0 i¢in = = Inr
alinmasiyla elde edilir.

(ii)) a =0, 0<b< oo durumunu diigiinelim. Buradan esitsizlik f > 0

olmak tizere
/q b 1/p
<C (/ fp(x)v(x)dx) (2.58)
0

IAVELDRED

olur ve bu egitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

b 1/q P / 1/p'
A(0,b;u,v) = sup (/ u(t)dt) (/ o' P (t)dt) < 00
0<z<d T 0

1

(2.59)
olmasidir.
Tekrar t = 3%1 ve T = y;:l alahm. Buradan dt = —ﬁds ve dr =
—mdy seklinde elde edilir. (2.58) esitsizliginde yerlerine yazilirlarsa (2.58)
esitsizligi

</: <£f (S i 1> (s J_Fbl)zds) l/qu (y —bk 1) (y J_rbl)2dy> 1/q
0 1/p
=¢ (/oo fp (y i 1) ! (y i 1) T I_bl)zdy) 20

halini alir. Eger
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olursa ve buradan (2.60) esitsizligi

A </Oo Fiows) sty e ([ Ponwa) ;

seklinde elde edilir. f.@, ¥ olmak iizere eglenik Hardy operatdriiniin sinirhiligl igin
gerek ve yeter sart

- r 1/q 00 ) 1/
A(0, 00; 1, D) = sup (/ &(s)ds) (/ TR (s)ds) < 0
r>0 0 r

olmasidir. Bagka bir ifadeyle

r b b l/q
d
o ([ v (557) )
o0 a-pa-p) \ 7
X / e b b o ds < 00
. s+1) \(s+1)

olmasidir. Yukaridaki yer degistirme yapildiginda:

, s 1!
sup (/ u(t)dt) (/ vlpl(t)dt) < 00,
r>0 b 0

¥1

elde edilir. Bu ifade (2.59) ifadesinde r > 0 i¢in x = Hll alinmasiyla elde edilir.

(iii) Son olarak
—xo<a<b<

durumunu diigiinelim. Buradan (2.53) ve (2.54) esitsizliginden f > 0 olmak {izere

(/ab (/:f(t)dt>qu(x)dx) "’ <cC (/b fp(a?)u(x)dx) 1/” (2.61)

egitsizligi elde edilebilir. Bu esitsizligin saglanabilmesi icin gerek ve yeter sart

b 1/q P / 1/p'
A(a,b;u,v) = sup (/ u(t)dt) (/ v 7P (t)dt) < 00
a<z<b T a

he(x) :== h(z + ¢)
denirse (2.61) egitsizliginde t = s + a ve © = y + a olacak sekilde degisken
degigtirmeler yapilirsa ve (ii) durumunda b yerine b — a ve f,u,v yerine sirasiyla
fa, Ua, Vg, yazilirsa

(£ ([ st i) Cea ([ o) ’
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(2.62)

olmasidir.



esitsizligi elde edilir. Boylece bu egitsizligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart;

b—a 1/q r ) 1/p
sup (/ ua(s)ds) (/ viP (s)ds> < 00
0<r<b—a r 0
b—a 1/q r , 1/p'
sup (/ u(s + a)ds) (/ v P (s + a)ds) < 00
0<r<b—a r 0

olmasidir. Bir bagka deyisle (2.62) ifadesinde z = r + a alinirsa

b 1/q r+a ,
sup (/ u(t)dt) (/ vl P (t)dt) < 00
a<r+a<b r+a a

ifadesi elde edilmis olur.

veya
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3 UYGULAMALAR
3.1 Multilineer Konvolisyon igin O’Neil Esitsizligi

Bu béliimde £ lineer konvolisyonu ig¢in O’Neil egitsizligini Hardy esitsi-
zliginin yardimiyla elde edecegiz. Bu uygulamada Vagif S. Guliyev ve Sh. A.
Nazirova [3] caligmalarimdan faydalanilmigtir. & lineer konvolisyonu

feg)(r)= Wfdx—&w-~htv—%wg@)@,

seklinde tanimlanir. R”, n 6lciilii bir Oklid uzayidir. = = (21,...,2,) ve £ =
(€1, ..., &) vektorleri igin R* de - € = 21& + ... + 2,6, |2| = (- 2)"/? olsun. g,
R™ de ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. ¢ nin bir dagilim fonksiyonu

Ag(s) = {z € R" = |g(x)| > s}, s=0

seklinde tanimlanir. Ayni zamanda ¢ fonksiyonunun yeniden diizenlenme fonksiy-
onu
g (t) =inf {s >0 : A\(s) <t}, t>0

seklinde elde edilir. ]0, co| iizerinde artan olmayan ve |g(z)| ve her 7 > 0 igin
{t >0 : g"(t) > 7} = Ag(7)

seklindedir. ¢ fonksiyonlarimi Ly(R") ile R™ &lgiilebilen, hemen her yerde sonlu
olan ve her s > 0 i¢in \,(s) < oo olacak gekilde ifade edilir. Her fi, fo € Lo(R™)
icin Hardy Little-wood teoreminden

(@) fol)] dr < / TR0 di

R
elde edilir. Asagida bazi Ozellikler yeniden diizenlenerek verilecek

1) Eger 0 <t<t+r7ve(g+h) (t+7)<g*t)+h*(r).

2) Eger 0 < p < 0o, olmak iizere

[ o o= [y a (3.)

seklindedir.

3) t > 0 icin

s [l o= [ g(r)ar
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seklindedir.
W L,(R") ile L, uzaymda tiim 6lgiilebilen g fonksiyonlarinin normu

1 fllwz, = stu%)tl/pg*(t) <oo, 1<p<oo
>

seklindedir. g™ : (0,00) — [0, 00| fonksiyonu ¢g**(t) = %fot f*(s)ds gibi tanim-
lanir.

Lemma 3.1.1 [3] fi, fo, ..., fx € Lo(R™), kK > 2 olsun. Her z € R" ve sifirdan
farkli 6y, ..., 0 sayilari igin Cy = |01 ...6;] " olmak iizere

Fula—b1y) folw—6ay) - fulw—Buy)|dy < C / T RO O (32)

Rn
elde edilir.

3.2 Multilineer Konvolisyonlarinin Yeniden Diizenlemeler igin
O’Neil Esitsizligi

Bu béliimde multilineer konvolisyon icin O’Neil esitsizligini inceleyecegiz.
£, (f1, f2, -+, fr) olmak iizere

= fi(t)... fi(®),
£ (¢ /f1 (r)dr, t>0

seklinde tanimlanair.

Lemma 3.2.1 [3] fi1, fo, ..., fx, 9 € Lo(R™) olsun. Her 0 < ¢ < oo igin

(F@g)" (1) < Co (t 0 070+ [ E6) 5 ds) (33)
seklindedir.

Lemma 3.2.2 3] fi, fo, ..., f&, 9 € Lo(R™) olsun. ¢ > 0 i¢in

(F® )" (1) < Cy / () g () de (3.4)

seklindedir.
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Teorem 3.2.3 [3] 1 < m < oo, fi, fo,..., fx € Lo(R™) ve g € WL, (R") olmak
uzere

(fog) () <(f29)™ (1)

t [e’e)
< Cq |lgllwe,, (m' t—i/ (1) dT—I—/ T £*(7) dT) (3.5)
0 ¢

seklindedir.
3.3  Multilineer Konvolisyonlar i¢in O’Neil Esitsizligi

Bu béliimde f ® g multilineer konvolisyonu i¢in O’Neil egitsizligini inceleye-
cegiz. Eger % = pil + p% + 4 pik ise p1,pa2,...,pr > 1 harmonik ortalamasi p

dir. Eger her j = 1,2,--- k icin f; € L, ,(R") olursa £ = (f1, f2,---, fi) icin
fel, xL, x---x L, (R") olur.

Teorem 3.3.1 [3| (Multilineer konvolisyon i¢in O’Neil Esgitsizligi) 1 < m < oo,
g € WL,(R™) vep, p1,pa,-..,pr > 1in harmonik ortalamasi olsun. Eger m//(1+
m') < p < m’ (esdeger olarak 1 < ¢ < o0 ), f € L, X Ly, X --- x L, (R") ve q,
1/p—1/q = 1/m' olmak iizere ve f ® g € L,(R") ve

k
It @ glly < Co K(p,q,m) ]I, lallwer.,

j=1

elde edilir. Burada

K(p,q,m) = )

1 /

B(m/,q+1)s, eger <p<l1

_m
1+m’ — —

seklindedir.

11 1 1

ispat. IL<m<oo, 75 <p<m, - —=2 = — olsun. Kabul edelim ki p,

D1, D2, - - -, pr > 1 ifadesinin harmonik ortalamasi ve f € L, x L,, X -+ x L,, (R")
olsun.

I. durumda 1 < p < m' (veya egdeger olarak m < g < o0) olsun. Esitsizlik
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kullanilarak

If@gll, = 1E@9)" Ol 00
[e’s) | t 0 L q 1/]’
< Cy (/ (m' t—m/ (1) dT—i—/ 7 m £5(7) dT) dt) .
0 0 ¢
0o t q . 1/q
< Cym/ (/ (/ £ (1) d’l’) t_mdt)
0 0
00 0 ) q 1/q
+ Cy (/ (/ T_mf*(T)d7'> dt)
0 ¢

elde edilir. (2.53) Hardy esitsizligi kullamilarak

([ ([ o) cza)" <c([“ereor ™)™ o

elde edilir. Bu egitsizligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart p > 1, ¢ > m,

1
) < (%/) * olmak iizere

o 1/q t 1/p'
sup (/ T m d7'> (/ d7'>
t>0 t 0
1,1, 1 1 1 1

_1y1 1\~ 3 _1,1.1
=q ;<———> qsupt m+q+z”<c>o<:>———:—7
m  q/ >0 p g m

olmasidir. (2.57) esitsizligi kullanilarak

(/ooo (/t e dT)qdf) " <0 ( /0 ) (7 £2(1)" %) " (3.7)

P

=

elde edilir. Bu egitsizligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart p < m/, Cy < (ﬁ)

olmak tizere
t 1/q %S o 1/p’
sup (/ dT) </ T m d7'>
>0 \Jo ¢

olmasidir.
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Bu esitsizlikler kullanilarak

>0 pdt\"”
If @ gfll, < Co(Cr+Co) (/ (t7 £(1)) 7) lgllwe.,
0

gt 1/p
- p7 q,m (/ tl/pj)p t > ||g||WLm
0

< Cy K(p,q,m) H (/0 (5 )" dt) " 9llw L.,

j=1
k
= Cy K(p.q,m H 17511, Ngllwz,,

elde edilir.

II. durumda <p<1, p<qg<ooolsun.

Tony
00 0o q 1/q 00 1/p
</ (/ T "E(7) dT) dt> < Cy (/ (f**(t))pdt)
0 t 0
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart i — % = % olmasidir.

esitsizliginden
If@gll, < CoCo IE7l, Ngllwe,
< ()7CoCo [1£[1, llgllwe.,
= ()PCoCo IIf7 - Fill, llgllwe,,

k
= (p)/PCyC,y H Hfprj lgllwc.,
j=1

k
= ()"7CoCo TN, N9llwe,,
j=1

elde edilir. =
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