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OZET

DUZLEMSEL EGRILER YARDIMIYLA BAZI OZEL UZAY EGRILERININ
KARAKTERIZASYONLARI

Mesut ALTINOK

Bu ¢aligma 5 boliimden olugmaktadir.

Birinci boltimde, tezin icerigi ile ilgili girig yapildi.
Ikinci boliimde, temel tanim ve teoremler verildi.
Uciincii boliimde, baz 6zel diizlemsel egriler verildi.

Dordiinci bolimde, dizlemsel egriler yardimiyla baz 6zel uzay egrilerinin karak-
terizasyonlar1 yapildi ve bu karakterizasyonlarla ilgili denklemler elde edildi.

Besinci boliimde, bu konuyla ilgili 6rnekler verildi.

Anahtar Kelimeler: Diizlemsel Egriler, Episikloid, Epitrokoid, Genel Helis,
Slant Helis.



ABSTRACT

THE CHARACTERIZATION OF SOME SPECIAL SPACE CURVES WITH
PLANE CURVES

Mesut ALTINOK

This thesis consists of five chapters.

In first section, there is an introduction about the content of the thesis.

In the second section, some definitions and theorems in the thesis were given.
In the third section, some special plane curves were given.

In the fourth section, some special space curves were characterized with plane
curves and equations were obtained about this characterization.

In the fifth section, some applications were done about the subject.

Key Words: Plane Curves, Epicycloid, Epitrochoid, General Helix, Slant Helix.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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1 GIRIS

Bu tezde, slant helisleri, 6zel diizlemsel egriler yardimiyla karak-
terize edilecek. Ayrica bu karakterizasyonla ilgili uygulamalar ver-
ilecektir.

Bu caligma, birinci bolim giris olmak iizere beg boliimden
olusmaktadir. Ikinci boliimde, temel tamm ve teoremler verildi.
Ugi'mcii boliimde, bazi 6zel diizlemsel egriler ve bu egrilerin parametrik
denklemlerinin elde ediligi verildi. Dordiincii boliimde, diizlemsel
egriler yardimiyla bazi 6zel uzay egrilerinin karakterizasyonlar: yapildi
ve bu karakterizasyonlarla ilgili denklemler elde edildi. Beginci boltimde,
baz1 diizlemsel egrilerden elde edilen slant helisler verildi.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 /, R nin bir acik araligi olmak iizere o : I — R3
biciminde diizgiin bir a doniisiimiine, R? uzay1 icinde bir egri denir
[11].

Sekil 2.1: Egri.

R3 uzayinda dik koordinat fonksiyonlar1 1, zs, 3 olmak iizere
bir o : I — R? egrisinin verildigini varsayalim. o doniisiimiin deger
kiimesi R? oldugundan, o, as, g ile gosterilen 3 tane bilegeni vardir.
Daha acik bir anlatimla

a = (Oéla g, 043)
bi¢imindedir. Burada 1 < j < 3 olacak bicimdeki her j dogal sayisi
icin
I; o =

dir. Her bir «; fonksiyonu, I araligindan R ye giden bir fonksiyon-
dur.

a : I — R3 doniisiimiiniin diizgiin olmasi demek 1 < j < 3
i¢in «; fonksiyonlarimin diizgiin olmast demektir [11].

Tanim 2.2

a: I >R
t = (au(t), aa(t), az(l))



egrisi icin

o) =

dozl dOéQ dag
= t t t
(S0 %20, %))
olmak tizere («(t), a/(t)) € Tgs(t) vektoriine o egrisinin ¢ € I parame-

tre degerine kargilik gelen o/(¢) noktasindaki hiz vektorii veya tan-
jant vektorii denir [3].

Tamim 2.3 o : [ — R3 bir egri olsun. J acik bir aralik olmak iizere,
bir A : J — I difeomorfizmine, « egrisi i¢in bir parametre dontigimii

denir. aoh egrisine de « egrisinin A ile yeniden parametrelendirilmisi
denir, (sekil 2.2) [11].

o Ra
I /_;_-\}
J

Sekil 2.2: Parametre degigimi.

Tanim 2.4 « : [ — R3 egrisi verilsin. Her ¢ € I icin o/(t) # 0 ise
« egrisine diizenli (regiiler) egri denir [11].

Tamim 2.5 o : I — R? egrisi verilsin. ¢, € I olmak iizere, egri
tistiinde a(ty) noktasindan baglayarak yay uzunlugunu 6lgmeye bagladigimiz
varsayalim, (sekil 2.3).

t < tp ise a(ty) ve a(t) noktalar: arasinda kalan egri parcasinin
uzunlugunu negatifine f(t) diyelim.

t =ty icin f(tg) = 0 olarak tanmmlayalim.

t > tgise a(tp) ve a(t) noktalar: arasinda kalan egri pargasinin
uzunlugunun f(t) diyelim.



I . a®)  alt)

Sekil 2.3: Yay uzunlugu.

Boylece I arahigindan R igine tammmh f : ¢ — f(¢) fonksiyonu
tanimlanmig olur. Bu f fonksiyonuna, «a egrisinin yay uzunlugu
fonksiyonu denir [11].

Teorem 2.6 o : I — R? egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f
olduguna gore

fr= 1o (2.1)
dir [11].

Teorem 2.7 o : I — R3 egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f

olduguna gore
t

ft) = | llo'(w)]du (2.2)

to
dir [11].

Tanim 2.8 o : [ — R3 egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu f olduguna
gore

ft)=1 (2.3)
ise o egrisine birim hizhi egri, ¢ parametresine de yay parametresi
adi verilir [11].

T(s) = d'(s) (2.4)

esitligiyle belirli T'(s) vektoriine, v egrisinin a(s) noktasindaki birim
teget vektorii denir [11].



T fonksiyonu, I araliginin her bir s noktasina, a(s) noktasindaki
a/(s) teget vektoriinti kargilik getiren bir fonksiyondur. Buna gore
T, o egrisi uistiinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina, « egrisinin
birim teget vektor alani denir [11].

Tanmim 2.10 R? uzaymndaki birim hizli « egrisi icin
k: T =R, k(s)=|T(s)] (2.5)

fonksiyonuna, a egrisinin egrilik fonksiyonu ve k(s) sayisina egrinin
a(s) noktasindaki egriligi denir [11].

Tanim 2.11 R? uzayndaki birim hizli « egrisi icin

N(s) = %T’(s) (2.6)

esitligiyle belirli N(s) vektoriine, v egrisinin «a(s) noktasindaki bi-
rinci dik vektorii (asli normali) ve N vektor alanina, « egrisinin
birinci dik vektor alam (asli normal vektor alani) denir [11].

Tanim 2.12 R3? uzaymndaki birim hizli « egrisi icin
B(s) =T(s) AN N(s) (2.7)

esitligiyle tammmli B(s) vektoriine, o egrisinin a(s) noktasidaki i-
kinci dik vektorii (binormali) ve B vektor alanina, o egrisinin ikinci
dik vektor alani (binormal vektor alani) denir [11].

Uyar: 2.13 R? uzaymdaki birim hizhi « egrisinin x(s) = 0 olacak
bigimdeki a(s) noktalarinda N(s) vektorii tanimsizdir. Dolayisiyla
boyle noktalarda B(s) vektorii de tanimsiz olur [11].

Tanim 2.14 T'(s), N(s), B(s) vektorlerine, o egrisinin «(s) nok-
tasindaki Frenet vektorleri denir [11].

{T'(s), N(s), B(s)}

kiimesine, « egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catisi denir.



T, N, B vektor alanlarina, a egrisi ustiinde Frenet vektor
alanlar1 denir [11].

Tamim 2.15 R? uzaymdaki birim hizh o egrisinin Frenet vektor
alanlan T', N, B olmak tizere

IR, 7(s) = —(B(s), N(s)) (2.8)

fonsiyonuna, a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina
egrinin «(s) noktasindaki burulmasi denir [11].

Teorem 2.16 R3 uzaymdaki birim hizli o : I — R3? egrisinin Frenet
vektor alanlar1 7', N, B ise

T = kN
N = —kT+ 7B
B' = —7N

dir.

Ispat. (2.6) esitliginden T" = xN elde edilir.
N" = aT + bN + ¢B oldugunu varsayalim. Bu esitligin her iki
tarafi T ile i¢ carpilarak (N’ T') = a bulunur.
(N, TY=0 = (N',T)+ (N, T") =0
= (N, T)=—(N,T"Y = —(N,kN) = —k
oldugundan a = —x olur.
N'" = aT + bN + ¢B egitliginin her iki yan1 N ile i¢ carpilarak
(N', N) = b bulunur.
(N,Ny=1 = (N N)+ (N,N') =0
= 2(N',N)=0
= (N N)=0

oldugundan b = 0 olur.



N' = aT + bN + ¢B esitliginin her iki yam B ile i¢ carpilarak
(N', B) = ¢ bulunur.

(N,B)=0 = (N',B)+(N,B") =0
= (N,B)=—(N,B) =

oldugundan, ¢ = 7 bulunur. Oyleyse N’ = —kT + 7B dur.

Simdi B’ = dT + eN + fB egitliginin her iki yam T ile i¢
carpilarak (B’,T) = d bulunur.
(B,T)=0 = (B, T)+ (B, T") =0
= (B, T)=—(B,T") = (B,—kN) =0
oldugundan d = 0 olur.

B' = dT +eN + fB esitliginin her iki yam N ile i¢ carpilarak
(B', N) = e bulunur.

(B,N)=0 = (B ,N)+(B,N')=0
= (B'N)=—(B,N")=(-B,—kT +7B) = —
oldugundan e = —7 olur.

B =dT + eN + [ B esitliginin her iki yam1 B ile i¢ carpilarak

(B', B) = f bulunur.
(B,B)=1 = (B',B)+(B,B") =0
= (B',B)=0

oldugundan f = 0 bulunur. Oyleyse B’ = —7N olur [11]. =
Tanim 2.17 R? uzaymdaki birim hizh o : I — R? egrisinin Frenet
vektor alanlar1 T, N, B olsun.

{T'(s),N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki
dokunum diizlemi veya oskiilator diizlem denir.

{T(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, «(s) noktasmndaki
dogrultma diizlemi veya rektifiyan diizlem denir.



{N(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki
dik diizlem veya normal diizlem denir [11].

Teorem 2.18 o : I — R3 birim hizhi egrisinin Frenet vektor alan-
lar1 7', N, B olduguna gore

NANB =T
BANT = N

dir [11].

Tanim 2.19 Birim hizli olmayan bir o : I — R3 egrisini goz oniine
alalim.

aoh:J— R
birim hizh olacak bi¢imde bir h : J — I fonksiyonu

t

ft) = | llo'(w)]du

to
esitligiyle tanimh f : I — J fonksiyonunun tersidir. Eger § = aoh
denirse. 3 : J — R3 birim hizh bir egridir.

3 egrisinin Frenet vektor alanlarini 7%, N', Bl ile gosterelim.
s € J, h(s) = tolsun. h = f~! oldugundan s = f(t) demektir.
Buna gore

Bs) = alh(s)) = a(t)
olur. f(ty) = 0 oldugu agiktir.

R3 uzayinda birim hizli olmayan bir o egrisinden elde edilen
birim hizli 3 egrisinin Frenet vektor alanlan 7%, N1, B! ile gosterilsin.

T(t) =T'(f(t))
N(t) = N'(f(t))
B(t) = B'(f(t))

egitlikleri ile tanimlanan 7', N, B vektor alanlarina « egrisinin
Frenet vektor alanlari denir.



1

B egrisinin egrilik ve burulmas: !, 7! ile gosterilsin.

r(t) = k' (f(2))
T(t) =7 (f(1))

esitlikleri ile tanimlanan x, 7 fonksiyonlarma sirasiyla o : I — R3
egrisinin egrilik ve burulmas: denir. Kisaca

T=T'of

N=N!'of

B=DB'of
ve

K=k of

r=1lof
dir [11].

|&/||, I arahgindan R i¢ine tamiml bir fonksiyondur. Bu
fonksiyon kisaca v ile gosterilecektir. Daha agik olarak

la/ll = »
esitligi ile tanmimlanir. f’ = ||&/|| oldugundan f’ = v olur.

Teorem 2.20 « egrisinin Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu

egrinin egrilik ve burulmasi &, 7 olsun. ||d/|| = v olduguna gore
T" = vkN
N = v(—kT + 7B)
B = —vrN

dir [11].

Teorem 2.21 « egrisinin Frenet vektor alanlar1 7', N, B olduguna



gore

/

T = =
|||

B B Ck,/\O[”
o/ A o]

N = BAT

dir. « egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 x ve 7 olduguna
gore
_ e Ao
[}
<OK, /\ O/l’ Oé///>
Ha/ A a//‘|2

dir [11].
Tanim 2.22 Birim hizhi o : I — R? egrisi icin
D(s) =7(s)T(s) + k(s)B(s)
vektor alanima a egrisinin Darboux vektor alani denir [2].

Tanim 2.23 k(s) # 0 kosulu altinda «a

D5 = (Z)e)1(s) + 505

K

olarak tanimlanan vektor alanina a nin genellestirilmis Darboux
vektor alani denir [6].

Tanim 2.24 Bir kiire uizerinde yatan egriye kiiresel egri ad1 verilir
[7].

Tamim 2.25 M, R? uzaymda bir yiizey ve o : I — M bir egri
olmak tizere M yiizeyinin birim normal vektor alan1 Z o v olsun. o
vektor alani, Z o a vektor alaninin lineer bilegimi ise a egrisine, M
yiizeyi i¢ginde bir geodezik egri denir [11].

10



Tanim 2.26 M egrisinin m € M noktasindaki M ile sonsuz yakin
li¢ ortak noktasi olan kiirelerinin merkezlerinin geometrik yeri olan

a = a(sy) + N(sp) + AB(so)

1
K(S0)
dogrusuna M egrisinin m € M noktasindaki egrilik ekseni denir.
Egrilik ekseni tizerindeki C'(sg) = a(sg) + @N (s0) noktasina M
nin m = «a(sp) noktasindaki egrilik merkezi denir [2].

Tanim 2.27 « egrisi biitiin noktalar: bir diizlem tarafindan iceriliyorsa
bu egriye diizlemseldir denir [11].

Teorem 2.28 « egrisi diizlemsel ise 7 = 0 dir ve egrinin her bir nok-
tasindaki dokunum (oskiilator) diizlemi, egrinin iginde bulundugu £
diizlemidir. Karsit olarak 7 = 0 ise a egrisi diizlemseldir.

Ispat. Once a : I — R3 egrisinin diizlemsel oldugunu varsayalim.
Buna gore her ¢t € [ igin a(t) noktalarmin timii, belirli bir £
diizleminde bulunur. Bu diizlemin birim dik vektori g olsun.

Eger p diizlem iizerinde bir nokta ise her t € I i¢in (a(t) —
p,q) = 0 olur. Buradan

<O/(t)7 Q> =0, <a//(t)7 Q> =0

bulunur. ||¢/|| = v olmak iizere o/ = vT ve o’ = VT + v*kN
oldugundan

(WT,q) =0, T+ v*kN,q)=0

elde edilir. Bu egitlikler, T' ve N vektor alanlarinin g vektoriine dik
oldugunu gosterir. Demek ki her ¢ € I igin T'(¢) ve N(t) vektorleri,
a(]) kiimesini kapsayan diizlem i¢indedirler. B(t) vektorii, 7(t) ve
N (t) vektorlerinin her ikisine de dik oldugundan her ¢ € I i¢in B(t),
q ya paralel olur. Oyleyse

B=q veya B= —q
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dir. Buradan B’ = 0 elde edilir. B’ = —v7N oldugundan 7 = 0 ol-
mak zorundadir. Egrinin i¢inde bulundugu £ diizlemi B vektoriine
dik oldugundan, egrinin herbir noktasindaki dokunum diizlemi, egri-
nin i¢inde bulundugu £ diizlemidir.

Kargit olarak « egrisi icin 7 = 0 oldugunu varsayalim. Bu
taktirde B = —v7N ve B’ = 0 olur. Buna gore B vektor alam «
tistiinde sabittir. ¢y € I alalim ve F': [ — R fonksiyonunu

F(t) = (a(t) — a(t), B)
esitligiyle tanimlayalim. F'(t5) = 0 oldugu hemen goriilebilir. Ayrica
F'(t) = (a(t)’, B) = (v(t)T(t), B) = 0

oldugundan F' fonksiyonu sabittir ve I nmin her bir ¢ elemani icin
F(t) = 0 dir. Boylece her t € I i¢in (a(t) — a(ty), B) = 0 dir. Bu
esitlik a(7) kiimesinin a(ty) noktasindan gegen ve B vektoriine dik
olan diizlem iginde bulundugunu, kisaca «(ty) noktasindaki dokunum
diizlemi i¢inde bulundugunu gésterir [11]. =

Tanmim 2.29 a(t) = (ay(t), as(t)) parametrik denklemiyle verilen
o egrisi regiiler olsun. Bu egrinin {f, 7} Frenet catis1 ve Ky birinci
egriligi

!
|

1
/N
L
53\
Q

—
N~—r

()2 + (ah)2)2

ajal — ofal
Kp = 3
((a})? + (ah)?)>

dir [2].
Teorem 2.30 7 : I — R? birim hizli egrisi icin
fp = ¢/
dir. Burada ¢, z-ekseni ile ¢ arasindaki acidir. Ayrica {F, n}, vy

egrisinin Frenet gatisi ve k,, v egrisinin birinci egriligidir [2].
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Sekil 2.4: Diizlemsel egri.

Ispat. Sekil (2.4) den

o - - s
(7, e1) = |7l lleq] cos(¢ + )

dir. 77 ve €1 birim vektorler olduklarindan

<ﬁa €_i> - = Sin¢
elde edilir. Ayrica
(t.€1) = cos ¢ (2.9)
esitliginin her iki tarafinin tirevi alinirsa
(I é1) = —¢'sing
k(m,e1) = —¢'sing (2.10)

bulunur. (2.9) ve (2.10) dan
k=¢
olur. m

Teorem 2.31 7 : I — R? birim hizli olmayan egrisi icin

HV/H’% = (b/

—

dir. Burada ¢, z-ekseni ile ¢ arasindaki acidir. Ayrica {tj n}, 7y
egrisinin Frenet gatisi ve k,, v egrisinin birinci egriligidir [2].
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Ispat. Sekil (2.4) den
Lo i T
(i, e1) = ||7llllei]] cos(é + )

dir. 77 ve €1 birim vektorler olduklarindan

<ﬁ7 €_i> = —sin ¢
elde edilir. Ayrica
(t, 1) = cos ¢ (2.11)
esitliginin her iki tarafinin tirevi alinirsa
{t, &) = —¢'sing
I lIs(i, &) = —¢'sing (2.12)

bulunur. (2.11) ve (2.12) den

17|l = ¢’
olur. m

Tanmim 2.32 R? de bir M yiizeyi icinde birim hizli bir o egrisi ver-
ilsin. Yizeyin birim dik vektor alan1 Z o a olsun. « egrisinin birim
teget vektor alam1 T olmak tizere

(Zoa)NT =Y

esitligiyle tanimlanan Y vektor alanini goz ontine alalim. Vektorel
carpimin ozelliklerinden dolay1 {T'(s), (Zoa)(s), Y (s)} kitmesi T,,(5)R?
uzayimin ortanormal bir tabani (bazi) olur. Bu tabana, (a, M) egri-
yiizey ikilisinin catisi denir.

R3 de bir M yiizeyi icinde birim hizli bir a egrisi verilsin.

fin(s) = ((s), (Z 0 a)(s))

esitligiyle belirli &, sayisina, (a, M) egri-yiizey ikilisinin a(s) nok-
tasimndaki normal egriligi denir [11].

14



Tanim 2.33 M yiizeyi i¢inde birim hizhi bir egri o olsun.

ig(s) = (a"(s),Y (s))

sayisina, (a, M) egri-yiizey ikilisinin «(s) noktasindaki geodezik egriligi
denir [11].

Tanim 2.34 M C R3 bir yiizey (o) € M birim hizh bir egri olsun.
Bu taktirde

t-(s) = ((Zoa)(s),Y(s))
sayisina, («, M) egri-yiizey ikilisinin a/(s) noktasindaki geodezik tor-

sionu denir [11].

Tanim 2.35 M yiizeyi icinde birim hizli bir egri a olmak tizere
Kn, Kq, t; fonksiyonlarina, a, M egri-ytizey ikilisinin egrilikleri denir
[11].

Teorem 2.36 a, M iginde birim hizh bir egri olsun. («, M) egri-
yuzey ikilisinin egrilikleri x,, x4, t; olduguna gore

T = kgY + kn(Z 0 @)

V= —k,T+t,(Zoa)

(Zoa) = —k,T+t,Y
dir [11).

Teorem 2.37 Birinci kenar1 (Z o «a)(s), ikinci kenar1 B(s) olan
yonlii aginin olgiisti € olmak tizere

K, = ksinf
kg = Kcosl

dir [11].
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Teorem 2.38 Bir M ylizeyi i¢inde birim hizh olmayan « egrisi ver-
ildiginde (a, M) egri-yiizey ikilisinin egrilikleri s, g4, t; olduguna
gore

nls) = —5("(5), (Zoa)(s)
iols) = —gla"(s), Y (s)
t(s) = —{(Zoa)(s). Y (s)

dir [11].
Teorem 2.39 Birim hizli olmayan « egrisi verildiginde (o, M) egri-

yizey ikilisinin egrilikleri x,, x4, t; olduguna gore

T = v[kgY + kn(Z 0 )]
V' = v[—k, T +t,(Zoa)]
(Zoa) = v[—k,T +1t,Y]
dir [11].
Tanim 2.40 M, N C R? iki egri olsun. M ve N sirasiyla (1,%),

(1,€) koordinat komsuluklari ile verilsin. ¢ (s) ve £(s) noktalarinda
M ve N nin Serret-Frenet catisi, sirasiyla,

{T1(s), Ni(s), Bi(s)} ve {Ta(s), Na(s), Ba(s)}

olmak tizere,

(T, Ty =0

ise N ye M nin involiitii, M ye de N nin evoliitii denir [2].

Teorem 2.41 M, N C R? iki egri olsun. M ve N sirasiyla (I,)),
(1,&) koordinat komguluklari ile verilsin. Eger N, M nin involiitii
ise ¢ sabit olmak tizere her s € I icin

d(1(s),£(5)) = | — |
dir [2].
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Teorem 2.42 M, N C R? evoliit-involiit egrileri, sirasiyla (I, ),
(1,¢) koordinat komguluklari ile verilsin. s € I ya karsilik gelen
Y(s) € M ve £(s) € N noktalarinda, M ve N nin Serret-Frenet

catilari

{T1(s), Ni(s), Bi(s)} ve {Ta(s), Na(s), Ba(s)}

ve M nin egrilik fonksiyonlar1 k1, 71, N nin egrilik fonksiyonlari xs,
Ty 1S€
K%(S) — Ké(s) + 7_12(8)

ri(s)(c —s)?

dir [2].
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2.1. GENEL HELIS VE SLANT HELIS

Tanim 2.43 (Genel helis)y : I C R — R? doniisiimii ile verilen
bir uzay egrisinin tegeti sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapiyorsa bu
uzay egrisi genel helis olarak adlandirilir [2].

Teorem 2.44 x > 0 i¢in y genel helistir <> T =sbttir [2].

Ozel olarak r ve 7 degerleri sabit ise egri bir silindirik helistir [6].

Sekil 2.5: Silindirik helis.

Tanim 2.45 (Slant Helis) 7 : [ ¢ R — R? doniigiimii ile ver-
ilen bir uzay egrisinin asli normali sabit bir dogrultu ile sabit ac1
yapiyorsa bu uzay egrisi slant helis olarak adlandirihir [8].

Teorem 2.46 7 : I C R3 egrisi bir slant helis olmasi icin gerek ve

— 1 2 I _
yeter sart kK, = Bl (n2jr2)§ (%) = sbt olmasidir.

)

k = 1 6zel durumu igin slant helise ”Salkowski egrisi”, 7 = 1 6zel du-
rumu i¢in elde edilen slant helise ” Anti-Salkowski egrisi” adi verilir
[12].
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Sekil 2.6: Slant helis.

i

Sekil 2.7: Salkowski egrisi.

2.1.1. Slant Helis I¢in Eksen

7 : I — R3 birim hizli olmayan slant helis olsun. 6 bir sabit
ve @ sabit vektor olmak tizere

(N,a) = cos@ (2.13)
dir. (2.13) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

(N',a) = (||¥I(=~T +7B),d) =0
= —|F[k(T, @) + 7[|5'||{B,a@) =0 (2.14)
¢<1@:33®
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Sekil 2.8: Anti-Salkowski egrisi.

olarak bulunur. Buradan (B, d) = b secilirse
G = —bT + cosON + bB
K

olarak bulunur. @ sabit vektorii slant helisin ekseni olup ||d@|| = 1
alinirsa
7'2 1
= (Eb2 +cos? 0+ b*)2 =1
2
= bz(? +1) = sin? 6

o4 iinflzi /-asin@1
(555): (k% +72)2

dir. O halde slant helisin ekseni
ind ind
G=+t— " TisnfN++———" B (2.15)
(k2 + 72)2 (K2 + 72)3
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formundadir. (2.14) esitliginin her iki yaninin tiirevi alinirsa

— K{T,ad) + 7(B,d) — H:y’H(fo + 72) cosh =0

ind Kk sinf
— /-@’(j:&) —|—T’(:|:—) . H,~Y/H(/€2 +T2) cosf = 0
(K2 + 72)> (K2 +72)7
in 6
e s o=
sin @ /
£y (2 W = I ) cost
1 2

n il <T)/ L cot
—] =+co
151l (52 + 72)% \&
/

1 k2 (1) _ 5
dir. e (H) = kg4 oldugundan

kg = £ cot 0
olarak bulunur. Burada k, ¥ egrisinin geodezik egriligidir.

Sonug 2.47 7 : I — R3 birim hizh slant helis olsun. 7 egrisinin
ekseni (2.15) formundadir ve 4 egrisiningeodezik egriligi

K2 T\/
S LA
(k24 72)2 \K

dir.
2.1.2. Slant Helisler Arasindaki Baginti

Teorem 2.48 {71, N,, B} Frenet catisi ve k., 7, egrilikleri ile ve-

rilen v egrisi bir slant helis olsun. Bu taktirde
/

8= (2.16)

esitligiyle verilen {7, Ng, Bg} Frenet catisi ve kg, 75 egriliklerine
sahip [ egrisi slant helistir ve

IY'llsy = s

HV,HTV = 75
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esitlikleri saglanir.
ispat. [ egrisinin egriligi

1B AB
[ELE

dir. (2.16) esitligi kullanilirsa

W il <||7 ) |

Ak

‘|V Apﬂhﬁ—vWVWm
1] 117
Y A
117
= |17k,

olur. Benzer gekilde [ egrisinin torsiyonu icin

</B/ /\ /8//7 5///>
Hﬁl ﬁ//H2
(FEY A" (

Iy Ay 12
14
(Y'Y
_ TP
[/
[y
|VMMAWWW
|7 A "2
= ||l

)

dir. O halde

1Yy = ks
H’Y/HT’V = 7Tp
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esitlikleri gerceklenir.
£ birim hizhi egrisinin geodezik egriligi

2 2\ /
o - " [T8
9% s\ Kk
(/iQ-I-T) p
8 B

olmak tizere (2.17) esitliginden

2,2
_ I7I7<3 (IWHH)'
I"{/gﬁ — 3

2 /
(I [162 + ' 27) Nl

o 3
I (5 + ) AR

= Ky, = sbt

olur. Yani (§ egrisi de bir slant helistir. m

Sonug 2.49 ~ egrisi Salkowski (anti-Salkowski) egrisi olsun. Salkowski
(anti-Salkowski) egrisi helis oldugundan (2.16) esitligi ile verilen
egrisi de bir slant helistir.

Teorem 2.50 Teorem 2.48 de verilen v ve 3 egrilerinin eksenleri
aynidir.

ispat. [ egrsinin ekseni

ind ind
K%+ T5)2 K%+ T75)2
B g g
dir. (2.17) esitlikleri kullanilirsa
ind ind
Gy = £ T GingN 4+ 2T
(ﬁ% + 752)5 (HL% + 7'5)5
/ : 9 / : 9
= + ||/7 H? 31112 T +sinN + + H/7 H’? st !
V(83 + 73)2 IV NI(K3 + 73)2
ind ind
= £ T GingN 4
(k2 +72)2 (K2 +72)2
= 6V
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dir. Yani v ve ( egrilerinin eksenleri aynidir. m
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3 BAZI OZEL DUZLEMSEL EGRILER

Tanmim 3.1 (Epitrokoid) b yarigapli bir cember, a yarigapli sabit
bir cembere distan teget olsun. b yaricaph cember a yaricapl cembere
teget olarak kaymaksizin yuvarlanirsa, yuvarlanan cemberin merkezin-
den h uzakhgindaki sabit bir P noktasinin bu yuvarlanma esnasinda
cizdigi egriye epitrokoid denir.

Sekil 3.1: Epitrokoid egrisi.

Sekil 3.1 deki gibi iki gemberin yaricap: toplami m ile gosterilsin. o
halde
m=a+b
dir. a yaricapl cemberin denklemi, merkezi orjin oldugundan
2242 =
dir. b yaricapli cemberin denklemi de
(x —m)’ +y* =0

dir. ¢ = 0 da P noktasi, orjinden uzakligi ile koordinat sisteminde

temsil edilebilir
P() = (m - h, 0)

Burada h, P noktasinin b yaricapli cemberin merkezine olan uzakli-
gidir. b yaricapli cember, a yaricapli cember etrafinda kaymaksizin
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hareket ederken, P noktasinin koordinatlar:
P = m]cost,sint] — h[cos 3, sin f]

denklemiyle ifade edilebilir. Simdi S acisin1 a yaricaplh ¢emberin
acisi cinsinden ifade edelim. b yaricapli cember a yaricapli cember
etrafinda donerken, yay uzunlugu cemberinki ile aynidir, yani

arcBC = arcRC

dir. Buradan
at = btl (31)

elde edilir. Sekil (3.1) den

=1t +t (3.2)
dir. ¢; i¢in (3.1) denkleminin ¢6ziilmesiyle,

t1 =at/b
elde edilir. Bu sonucun (3.2) denkleminde yerine yazilmasiyla

g =mt/b

elde edilir. Sonug olarak epitrokoid egrisinin parametrik denklemi

r = (a+b)cost—hcosa—bl_bt

y = (a—l—b)sint—hsinazb
formundadir. Epitrokoidin diger bir parametrik gosterimi

r = (a—l—b)sint—hsina;rb

y = —(a+b)cost+hcosa+bt

dir.
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Sekil 3.2: Episikloid egrisi.

Tanim 3.2 (Episikloid) b yaricaph bir ¢ember, a yaricaph sabit
bir cembere digtan teget olsun. b yaricaph cember a yaricaph cembere
teget olarak kaymaksizin yuvarlanirsa, yuvarlanan cember tizerindeki
sabit bir P noktasinin bu yuvarlanma esnasinda ¢izdigi egriye episik-
loid denir. Epitrokoid egrisinde A = b alinirsa episikloid egrisi elde
edilir.

Episikloid egrisinin parametrik denklemi

b
r = (a—l—b)cost—bcoschL t
b
y = (a+b)sint—bsina+ t (3.3)
dir.
a = %, b = %, h = % degerleri icin epitrokoidin grafigi
[—16, 16] arahginda sekil 3.3 de verilmistir.
a = ===, b = = degerleri igin episikloidin grafigi [—16, 16] araliginda
oo, b = 0= degerleri igin episikloidi figi [—16, 16] araligind

sekil 3.4 de gosterilmigtir.

Tamim 3.3 Episikloid egrisi i¢in § = 1 secilirse elde edilen egri
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Sekil 3.3: [—16, 16] araliginda a = %, b= 33;6 degerleri icin elde edilen epitrokoid.

L L
10 -0.05

Sekil 3.4: [—16, 16] araliginda a = %, b= 3%6 degerleri i¢in elde edilen episikloid.

kardioid egrisidir ve

xr = 2bcost — bcos2t
= 2bsint — bsin 2t (3.4)

parametrik denklemiyle verilir.

Onerme 3.4 ;=1h= g degerleri icin elde edilen epitrokoid egrisi
r = 2bsint — %bsin%
y = —2bcost+ %bcos 2t (3.5)

dir ve bu epitrokoid egrisinin hiz vektoru kardioid egrisidir.

28



Tanim 3.5 Episikloid egrisi i¢in g =

neproid egrisidir ve

% secilirse elde edilen egri

x = 3bcost+ bcos3t
y = 3bsint + bsin 3t (3.6)
parametrik denklemiyle verilir.

Onerme 3.6 % = %, h = % degerleri icin elde edilen epitrokoid
egrisi

1
T = Sbsint+§bSin3t
1
y = —3bcost — gbcos?)t (3-7>

dir ve bu epitrokoid egrisinin hiz vektori neproid egrisidir.

egriye limagon egrisi denir.
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4 DUZLEMSEL EGRILER YARDIMIYLA UZAY
EGRILERININ KARAKTERIZASYONU

Teorem 4.1 5 : [ — R3, {T, N, B} Serret-Frenet catis1 ve x, T
egrilikleri ile verilen uzay egrisi olmak iizere

v=7—-0.0d (4.1)
biciminde tanimli ~ diizlemsel bir egridir. Burada @ birim sabit

vektordiir. Ayrica bu diizlemsel egrinin Serret-Frenet catisi ve bir-
inci egriligi

i = 1_<T76>2(T—<T,&’>5)
7= ! —(N,d i
= = (—(N,@)B + (B,a@)N)

Sl
I
STH

/1 —(T,d)? — (N, d)?
1 — (T, a)?

dir.

Ispat. (4.1) esitliginin her iki tarafinmn tiirevleri alimrsa

! ~ —\ —

V=9 -@ad
= VI —v(T,d)a
V' = VT +vT' — V(T d)d — v*k(N,ad)a
= VT +v°sN —V(T,ad)ad — v*k(N,d)a (4.2)
olarak elde edilir. Burada v = ||7/|| dir.
IVII? = (WT —v(T,ad)a,vT — v(T,ad)d)
= v — 24T, a)* — V(T a)’
= V(1 (T,a)°)
olarak bulunur. O halde 7 egrisinin tanjant vektori

B} 1 .
t= = 6}2(T — (T, a)a)
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YAy = WT —v(T,a)a) N VT +vT' — V(T,d)a — v*x(N,a)ad)
= VB —Vu(T,a) (T Aa@) — vV’ k(N,a)(T A Q)

V(T,@)(T A @) + v k(T,@)(N A Q)

VR(B — (N,a)(T Ad) + (T,a)(N A Q)

_|_

ve

I AYIP = vSR2(1— (N,@)(B,T A@) — (T,@)(B,@ A N) — (N,@)(Tan, B)

Hf}/ /\’YHHQ V6’{2(1 o 2<N7 ><BaT/\ Ei> o 2<T> 6><B,6/\ N>

+ 2N, a)(T,a) (T Nd,a N N)

+ (N, AT Na, T Aa)+ (T,a@)*(@n N,iNN))
1V AY'|? = v962*(1 —2(@, BAT)(N,ad) — 2(N A B,a)(T,a)

+ (N, a|(T,a)[(T,a){d@ N) — (T, N){d,a)

+ (T a)(a, N)[{@, T)(N,d) — (N, T){d,a)])

+ <N,6>2[T,T><6,6>—<T a)(a,T)]

+ (T, d)*[(@,a)(N,N) — (N,a){a, N)]
I AP = VR = 2(N,a@)* = 2(T,a@)* — (N,a)* - (T,a)?)
I AP = VR = (N, a@)* = (T, a)?)
yani

I Ayl = Va1 = (T, )2 — (N, d)?
olur ve buradan v egrisinin binormali

1

b—
1 —(N,a@)* = (T, a)>

(B—(N,a)(T Nd)+ (T,a)y(N A a))
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dir. (4.2) esitliginin her iki yanimin bir kez daha tiirevi alimirsa

V" = V'T +VvkN + 20'vEN + v*k'N + v’ k(—kT + 7B)
— VT,d)d — V'vk(N,ad)ad — 2V vk(N,d)d
— V*R/(N,d)d — V’k{(—xT + 7B), d)a
V" = (V' =V R)T + (3V'vk + VK )N + v*k7B
(W'(T,a@) + 3v've(N,a@) + v’k (N, @) — v’s*(T, @) + v’ k7 (B, d))d
bulunur. Ayrica
det(v',7", ") = Vk[V*rr — (V(T, @) + 3vV'vk(N, @) + v*x'(N, d)
— KT, @) + VPRT(B,d))(B,d)]
— (3V'vk + V%K) {(N,a)(B,d) — v’k7(N,d)*
+ (V' = VPR2)(T,a@)(B,d) — V(T a)?
det(, 7", 7" = vVk[v*kr —V"(T,a@)(B,d) + 3V'vk(N,d)(B,d)
+ V26 (N, a)(B,a)
— KT, @) (B,d) + v kT (B, ad)?
— (3V'vk + V) (N,a)(B,d) — v’k7(N, a)*
+ (V' = VPR)(T,a@)(B,d) — vrv(T,a)?

det(7/,7",7") = Vk[VPrr — k7 (T,d)* — v’ k7(B,d)* — v’k7(B,d)?]
- y6’%27—[1 o <T7 5:>2 T <N7 6>2 o <B7 5>2]
= 0

dir. Buradan
a=(T,a)T + (N,a)N + (B,a)B

esitliginden

Tha = (N,a)B— (B,a)N

Nna = —(T,a)B+ (B,a)T

Bnana = (T,a)N — (N,a)T
elde edilir. Boylece

(B,a)a

b= =a

V1—(N.a@)? — (T, a)
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ve

g — 1
n = bAt= —(aNT)
1 —(T,a)?
- — 1
= bAL= —(N,a)B + (B,a)N
B+ (B.aN
olarak bulunur. O halde
_ YA
. ]2
ky/1 = (T,d)? — (N, d)?
K., —
! 1 — (T, d)?
ve det(,y/ ,Y// ,7///)
T = ) Y
LAY
7, =0

dir, yani « bir diizlemsel egridir. Ayrica Frenet vektorleri ve egrilikleri

B 1 -

t = 1_<T76>2(T—(T,a>a)

7= ! —(N,a i
" 1—<T,FL>2( BB ON)
b = a
o k/1— (T,a3)2 — (N, a)?

! 1— (T, a)?

olarak elde edilir. m

Sonug 4.2 Teorem 4.1 de verilen 7 egrisinin birim hizli olmas1 du-
rumunda

Wl = v1={a,T)* = 1~ all?|T|?cos? = |sind| < 1

dir.
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Sonug 4.3 (4.1) esitligiyle verilen v diizlemsel egrisinin asli normali
ile 7 uzay egrisinin tegeti diktir. Yani

(i1, T) =0

dir.
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4.1. GENEL HELISLER ICIN BIR KARAKTERIZASYON

Teorem 4.4 Bir diizlemsel v: I C R — R3 egrisi icin,

F(t) = 7(t) + (cot) fy || §(u) || du)d + & (4.3)

bir uzay egrisi gosterir. Burada 6 bir sabit, @ ile ¢ sabit vektorler
ve (7' (u),d) =0, || @ ||=1 dir. Bu bi¢imde tanimlanan 7 egrisi bir
genel helistir [6].

Ispat. -, {t,7, 5} Frenet gatisi ve k, egriligi ile verilen diizlemsel
bir egri olsun. Bu durumda, 7 egrisinin bir genel helis oldugunu
gostermek icin 7 egrisinin sirasiyla egriligi ve torsiyonu bulunacaktir.
(4.3) esitliginde her iki tarafin tiirevi aliirsa

Y (t) = A +cotb|y|a
= |yllt + cot 0] [|@
') = IV N'T+ [IV[[f + cot0]y'||'a
= YT+ 1Y 1Pkt + cot 8]1y'||'a
F@E) = IWIWEHY I P20 I g+ I 20+ I [y ot O]y

= (1" =1 1P sp@O?E+QIN I I 5+, 1) +cot 01 || a

elde edilir ve buradan

171 = \/((IWHfﬂLCOwIWHJ),(Hv’!lﬂcot@!lv’llﬁ))
= ||¥|V1+ cot?
= Wi
- sin 6
oldugundan
sinf , , - A
T = |WH(HV [+ cot 0]|[|@)

— sin Ot + cos 0d
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elde edilir. Ayrica
AT = (Wl + cot 017 l1@) A (1 I1E+ 119yt + cot 81y ])'a)
= |V 1Prpd — cot Oy [ I'1I'7E + cot 8[|y | ']|'7E — cot B[l *rpt

= il IPd@ — cot w117

dir. Buradan

15" A = \/((%HV’H:’)@—Cot/fp\lv’\li”f),(fpr’Y’H?’ﬁ—Cot'iplh’l\?’f))
_ SR+ cot?6)
_ mlIE
sin 0
bulunur.
sin 0 .
B = 0, |71 — cot O, |1
rpll Y

— —cos 0t + sin 0a
ve

N = BAT = (—cosft + sinha) A (sin 0t + cos a)
— sin’? 071 + cos® 07
=n
seklindedir. Ayrica

IIH

_ YA

elde edilir.

A ANAA"Y = (sl 1Pa—cot w7 IPE (I 17 =117 1362)E+ I 1A I et |17 |12 4-cot Bl @)
= Y IPIIv))" cot 6 — w1V (P17 cot 6 + cot O] 17||°
= cot fr)[7|°
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olup,

b _ GATA
NPT
cot Or3[|y||°
20T

sin? 6

= k,(t) cot fsin®f

dir. Boylece
.2
K K, Sin” 6
— = L 5— = tan 0
T  Kpcotfsin® 0

elde edilir. tan 6 sabit oldugundan 7 bir genel helistir. =

Ornek 4.5 ~(t) = (cost,sint,0) parametrik denklemiyle verilen ~y
diizlemsel egrisini ele alalim. (4.4) ifadesinden 7 egrisinin denklemi
cot 0 sabit olmak tizere

o= (cost,sint,cot@/\/(—sint)2+(cost)2dt)

= (cost,sint, cot 6 / v —sin?t + cos? tdt)
= (cost,sint,cotf t)

formundadir ve 7 egrisi 22 + y?> = 1 denklemiyle verilen silindir
lizerinde yatar.
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Sekil 4.1: Cemberden elde edilen silindirik helis.

4.2. SLANT HELISLER ICIN BIR KARAKTERIZASYON

Teorem 4.6 v : I C R — R? bir diizlemsel egri olsun. ——HN'WV,Zy”/”z —
tan § =sbt olmak tuzere

F(t) =~(t) — tan@ft | ,,” du)c? +c (4.4)
bir uzay egrisi gosterir. Burada @ ile ¢ sabit vektorler ve (7' (u), @) =
0, ||d]| = 1 dir. (4.4) esitligiyle tanimlanan 4 uzay egrisi bir slant
helistir.

ispat. (t), {f,7,b} Frenet catis1 ve r, egriligi ile verilen diizlemsel
bir egri olsun. Bu durumda, 7 egrisinin bir slant helis oldugunu
gostermek icin (N, @) = cos 6 oldugu gosterilecektir.
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(4.4) esitliginde her iki tarafin tiirevleri alimirsa

/ /!
~/ / <7 y Y > -
= 7 —tanf( )a
"]
/ /!
Iy~ ano T

R
I

/ |/
Iediiiodl .

V1=[YI?
IV =P

Y,y

= VI + IV 1Pyt —

dir.
tan f =

esitliginden elde edilen

1 . H,Y/HQ — _tan@H’y/H’h/H’

17"l

ifadesi (4.5) denkleminde yerine yazilirsa
V' = W+ 1Y 1Pk + cot 8]yl

olarak bulunur. Buradan

! A\2
71 = (JI)2 + e 6220
[edl
= Jivie+ 712 = Y11%) (")
(s ")? 17|
=1
ve
T=|4lt+V1- IV
dir. Ayrica

971 = 3/ Q12 1 143 + cot Bl
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dir. 4/ ve 4" arasindaki ag a olmak tlzere [|7||' = cosa|]y”|| ve
_ Y'llsine

Kp = T2 esitliklerinden
71 = /Il cost -+ 172 sin? -+ cot? 6]
= 1P+ cot20)
1
sin

elde edilir. Boylece

sin 0 - . .
N =1 (V1T + 1176t + cot 8]ly"|| @)
ve -
. sin
(N,a) = mco‘c@\h”\\ = cos 0

dir. O halde ¥ uzay egrisi bir slant helistir. m
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5 OZEL DUZLEMSEL EGRILER YARDIMIYLA
ELDE EDILEN SLANT HELISLER

5.1. EPITROKOID EGRISINE KARSILIK GELEN SLANT
HELIS

Teorem 5.1 ~ : [ — R3 egrisi

b b
o t,—(a+b)cost+hcosa+

v(t) = ((a+b)sint — hsin t,0)

(5.1)
parametrik denklemiyle verilen epitrokoid egrisi olsun. =, (4.4)
esitligini saglar < h = ab—jb ve a + 2b =1 dir.

Ispat. ~ epitrokoid egrisi (4.4) esitligini saglasm. Bu durumda

" 1_ /12
g — VL= ]

¥, 9")

degeri hesaplandigi zaman tan 6 degerinin sabit ¢gikmasi i¢in a+2b =
1 ve h= ab—jb olmalidir.

tan 6 sabit ¢ikar ve 7 egrisi (4.4) esitligini saglar. =

Teorem 5.2 Teorem 4.6 dan 7 egrisi bir slant helistir.

v epitrokoid egrisi olmak tizere a = % ve b = 3% degerleri i¢in
egrinin denklemi
(t) (25 " 81 . 2515 25 ;4 81 2575 0)
= (=—sint — —sin —t, —— cost + —— cos —
K 34 850 9 34 850 9

dir ve grafigi sekil 5.1 de gosterilmistir. Bu epitrokoid egrisinin hiz
vektorii (epitrokoid egrisinin hiz vektorii episikloid egrisini verir)

'(t) = (ﬁcost—gcos§t 2 gint — 2 sin 22y 0)
T 347934 3479
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Sekil 5.1: a = é—g, b= 3% degerleri icin elde edilen epitrokoid egrisi.

Sekil 5.2: a = %, b= 3% degerleri i¢in elde edilen epitrokoid egrisinin hiz vektorii.

dir ve egrinin hiz vektoriniin normu

1 16
19l = —\/706 — 450 cos ?t

34
olarak bulunur. Egrinin ikinci tirevi
"(t) = (—2—5 sint + 2 sin §t 2 cost — 2 cos §t 0)
Ty 347934 31779 "
ve ikinci tirevin normu
25 . 8
17"l = 1—7$in §t
dir. Ayrica
100 . 16
/ 2 — & _t
olarak bulunur. O halde tan 8 degeri
15
tanf = ——
an 3
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dir ve

/ 1 9 8
/<’Y7'Y >dt: — sin -t

Ieddl 179
olarak bulunur. Boylece elde edilen slant helisin denklemi
N 25 . 81 . 25 25 81 25 135 . 8
= (3—4 sint — s5g 50 gt, ~31 cost + 350 & Et’ ~13g Sin §t)
dir e 32(8 + 22522)
e CE

tek kanath hiperboloidi tizerinde yatmaktadir (sekil (5.3)). Slant

Sekil 5.3: a = ;—g, b= 3% degerleri icin elde edilen slant helis.

helisin tegetler gostergesi

1 25 1 25 15 8
T(t) = (3—4(25 cost — 9 cos ?t)’ ﬁ(% sint — 9sin Et)’ —17 Cos §t)

dir ve grafigi sekil (5.4) de gosterilmigtir. Slant helisin binormaller

Sekil 5.4: a = é—i, b = 3% degerleri icin elde edilen slant helisin tegetler

gostergesinin sekli.
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gostergesi

B t — 25 cos %t—chos %t—9cos %t 25sin %t—lein %}t—gsin %t 15 o §t
8 ) -8 ' 17 S )
68 sin gt 68 sin gt 9

dir ve grafigi sekil (5.5) de gosterilmigtir. Slant helisin asli normaller

e e
|
| ‘

Sekil 5.5: a = g, b = % degerleri icin elde edilen slant helisin binormaller
gostergesi.

gostergesinin denklemi

15 17 15 . 17, 8
N(t) = (1—7 oS 325, 77 5in gt, 1—7)

dir ve grafigi sekil (5.6) de gosterilmistir. Egrinin kiiresel gostergeleri

Sekil 5.6: a = ;—2, b = 3% degerleri icin elde edilen slant helisin asli normaller
gostergesi.

kiire tizerinde yatmaktadir.
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Sekil 5.7 a = é—g, b = 3% degerleri icin elde edilen slant helisin Kiiresel

gostergelerinin kiire tizerindeki goriintiisii.

5.2. HIZ VE_KTORU KARDIOID EGRISI OLAN EPiTROKOiD
EGRISINE KARSILIK GELEN SLANT HELIS

Teorem 5.3 Hiz vektori kardioid egrisi olan epitrokoiden elde edilen
uzay egrisi slant helistir.

Epitrokoid egrisinin genel denkleminde a = %, b= % degerleri icin
elde edilen 0zel diizlemsel egri hiz vektori kardioid olan epitrokoid
egrisidir ve bu egri gekil 5.8 de gosterilmigtir.

/.].;E e 3

Sekil 5.8: Kardioid egrisi.

Hiz vektori kardioid olan epitrokoid egrisine karsilik gelen
slant helis gekil 5.10 de gosterilmistir. Ayrica elde edilen slant he-
lisin egrilikleri

1
k(t) = \/isinét
1
T(t) = \/§cos§t
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Sekil 5.10: Hiz vektort kardioid olan epitrokoid egrisine karsilik gelen slant helis.

dir.

5.3. HIZ VEKTORU NEPROID EGRISI OLAN E.PiTROKOiD
EGRISINE KARSILIK GELEN SLANT HELIS

Teorem 5.4 Hiz vektorii neproid egrisi olan epitrokoiden elde edilen
uzay egrisi slant helistir.

Epitrokoid egrisinin genel denkleminde a = %, b= ;11 degerleri icin
elde edilen ozel diizlemsel egri hiz vektori neproid olan epitrokoid
egrisidir ve bu egri sekil 5.11 de gosterilmistir. Hiz vektori neproid
egrisi olan epitrokoid egrisine karsilik gelen slant helis sekil 5.13 de
gosterilmistir. Ayrica elde edilen slant helisin egrilikleri

k(t) = V/3sint
7(t) = V3cost

dir.
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Sekil 5.11: Neproid egrisi.

e
(1)
NEDY.

Sekil 5.12: hiz vektorii neproid egrisi olan epitrokoid.

LT

Sekil 5.13: Hiz vektorii neproid egrisi olan epitrokoid egrisine karsilik gelen slant
helis.

5.4. LIMACON EGRISINE KARSILIK GELEN SLANT HELIS

Teorem 5.5 v : [ — R3 egrisi
v(t) = ((b+ acost) cost, (b+ acost)sint,0)

parametrik denklemiyle verilen limagon egrisi olsun. a = %, b= % ise

v, (4.4) esitligini saglar ve teorem 4.6 dan 7 egrisi bir slant helistir.
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ispat. v limacon egrisi
v(t) = ((b+ acost)cost, (b+ acost)sint,0)

parametrik denklemiyle verilir. a = %, b= % degerleri i¢in v limacon
egrisinin denklemi

2 t 2 t
v(t) = ((§ + %) cost, <§ + %) sint, 0)

dir. Ayrica limagon egrisinin grafigi sekil (5.14) de gosterilmistir.
Egrinin hiz vektoriintiin normu

a[’/\
o

o \
= T ] /a
o
oé\—/

Sekil 5.14: a = %, b= % degerleri i¢in limacon egrisi.

1
vl = §v5 +4cost

olarak bulunur. Ayrica egrinin ikinci tiirevi
1/ 2 2 . .
17" = —g(cost+0082t),—5(81nt+sm2t),0

ve ikinci turevinin normu
2
17"l = g\/ﬁvl + cost

dir. Buradan egrinin birinci tiirevi ve ikinci tiirevi i¢ carpilirsa

2sint
I
07 =
olarak bulunur. tan # degeri
tanf = 2v/2
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dir ve

/ 1 2 t
/ 0y >dt = —COS =
Il 32

elde edilir. O halde bu diizlemsel egriden elde edilen slant helisin
denklemi

2 t 2 t 4+/2 t
¥y = ((§ + %)cost, <§ + %)Sint,T\/_COS 5)

dir ve grafigi sekil 5.15 de gosterilmigtir. Slant helisin tegetler

Sekil 5.15: a = %, b= % degerleri ic¢in limacon egrisinden elde edilen slant helis.
gostergesi

2 1 2 t
T(t) = (-5(1 + cost) sint, §(2 cost + cos 2t), —g\/ﬁsin 5)

dir ve grafigi sekil (5.16) de gosterilmigtir. Slant helisin binormaller

Sekil 5.16: a = %, b= % degerleri icin limacon egrisinden elde edilen slant helisin
tegetler gostergesi.

gostergesi

B(t) =

COS —

6 cos L ’ 3cost 7 3 2

2

t 3t 5t et a2
<—2COS§—0085—|—COS§ _281n§sm t 2¢/2 t)
2
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Sekil 5.17: a = %, b= % degerleri icin limacon egrisinden elde edilen slant helisin
binormaller gostergesi.

dir ve grafigi sekil (5.17) de gosterilmistir. Egrinin asli normaller
gostergesi

) 2(sint +sin2t) 1
N(t)=1=(1—2cost)vV1+ cost, — TS
(t) (3( ) 3v/1 + cost 3)

dir ve grafigi sekil (5.18) de gosterilmistir.

Sekil 5.18: a = %, b= % degerleri icin limacon egrisinden elde edilen slant helisin
asli normaller gostergesi.

Ayrica egrinin egriligi ve torsiyonu
k(t) = V1 + cost

t

7(t) = v2sin 5

dir. =
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Sekil 5.19: Limacon egrisine karsilik gelen slant helisin kiiresel gostergelerinin
kiire tizerindeki goriintiisii.

Ornek 5.6 Epitrokoid egrisinin genel denkleminde a = %, b = %
degerleri i¢in elde edilen epitrokoid egrisi sekil 5.20 de gosterilmistir.
a = %, b = % degerleri icin epitrokoid egrisine karsilik gelen slant

Sekil 5.20: a = %, b = % degerleri icin epitrokoid egrisinin hiz vektori olan
episikloid.

helis sekil 5.21 da gosterilmistir. Ayrica elde edilen slant helisin
egrilikleri

k(t) = 2sin=t
t) = 2 =t
7(t) cos 5

dir.
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Sekil 5.21: a = g, b= % degerleri i¢in epitrokoid egrisine karsilik gelen slant helis.

Ornek 5.7 Epitrokoid egrisinin genel denkleminde a
degerleri icin elde edilen epitrokoid egrisi sekil 5.22 de gosterilmistir.
a = %, b= % epitrokoid egrisine kargilik gelen slant helis sekil 5.23

05

Sekil 5.22: a = %, b = % degerleri icin epitrokoid egrisinin hiz vektorii olan

episikloid.

de gosterilmigtir. Ayrica elde edilen slant helisin egrilikleri

dir.

05

\/5 sin 2t

\/5 cos 2t
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Sekil 5.23: a = %, b= % degerleri i¢in epitrokoid egrisine karsilik gelen slant helisi.
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