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1. GIRIS

Yiizey teori, Ozellikle fizik ve miihendislikte uygulamalari cok fazla olan
diferensiyel geometrinin dnemli konularindan biridir. Standart bir donel yiizey, bir
diizlemsel egrinin ayn diizlemde yer alan dogru (eksen) etrafinda dondiiriilmesiyle olugan
bir yiizeydir. Donel yiizeyler, bilgisayar destekli geometrik tasarimda (CAGD), bilgisayar
grafiklerinde yaygin olarak [31] ve otomotiv ile endiistriyel tasarim i¢in 3D dijital
yiizeyler olusturmak i¢in de kullanilir [4], clinkii bu yiizeyler insanlarin iirettigi yapitlarda,
dogada ve matematikte her yerde goriilebilmektedir. Gergekten de, silindir, koni, kiire ve
tor gibi pek ¢ok tamdik matematiksel sekil birer donel yiizeydir. Insan yapimu eserler,
borular, tiipler, tekerlekler, lastikler, vazolar, kadehler, futbol toplari, beyzbol sopalari,
kap1 kollari, ampuller bu tip yiizeylere birer 6rnektir.

Geometrik modellemede; kapali veya parametrik formda sunulabilen donel
yiizeylerle ilgili bircok 6nemli problem incelenmistir. Yiizeyin parametrik gésteriminden
kapali formunu bulma [33], iki yiizeyin arakesit egrisinin bulunmasi [9], bir ylizeyden
belirli bir 6teleme mesafesinde ki paralel bir yiizeyi bulma [32], ylizeyin geometrisini
degistirmeden diger bir parametrizasyonun secilmesi bu problemlerden bazilaridir [3].
Bir yiizeyin kapali denkleminin veya rasyonel parametrizasyonunun bir donel yiizey
tanimlayip tanimlamadigini belirleme ve cebirsel bir donel yiizeyin donme eksenini
bulunmasi gibi problemler de birer arastirma konusudur [1], [2].

Doénel yiizeylerin olusturulmasina yonelik standart yaklasimda, donme ekseni

sabit bir dogrudur ve dogrultman ayni diizlemli bir egridir. Donme eksenin dogrultmani
yerine 1-parametreli diizgiin bir vektor alan1 alinabilir ve bu vektor alani, dogrultman adi
verilen rasyonel bir egri ile temsil edilebilir.
Orjinden dogrultman egri iizerine cizilen vektorlerin ailesi, hareketli bir donme ekseni
olusturur. Ayrica, dogrultman egrisinin teget vektorlerinin bir ailesi, hareketli bir donme
ekseni icin diger bir secimdir. Bu yaklasimlarla iretilen yiizeylere genellestirilmis donel
yiizey ad1 verilir. Genellestirilmis donel yiizeyler yardimiyla geometrik modelleme i¢in
cok zengin bir yiizey koleksiyonu elde edilebilir. Bu yontemle olusturulan baz1 yiizeyler
Sekil 1.1 de gosterilmektedir [12].

Sekil 1.1. Bazi1 genellestirilmis donel yiizeyler



Hermann Minkowski tarafindan 1907 yilinda gelistirilen Minkowski uzayi, klasik
Oklidyen uzaydan farkli olarak zaman ve uzayin tek bir uzay-zaman icinde birlestirildigi
bir semi-Oklidyen geometri modelidir; bu yapi, Einstein’in 6zel gorelilik teorisinin
matematiksel formiilasyonu i¢in en uygunudur ve uzay-zaman aralifinin tiim eylemler
icin referans cercevesinden bagimsiz olarak korunmasimi saglar. Minkowski uzayinda
vektorler ve egriler, skalar carpimlarina gore ii¢ nedensel tiire ayrilir: spacelike (uzaysal),
timelike (zamansal) ve lightlike/null (1s1k benzeri); bu siniflandirma uzay-zaman
araligmin dogasmin bir sonucudur ve geometriye derin etkiler yapar. Bu baglamda,
Minkowski 3-uzayinda donel yiizeylerin karakteri, donme ekseninin veya yiizeyin
normal vektoriiniin nedensel dogasina (spacelike, timelike veya lightlike) baglh olarak
farklilik gosterir ve bu durum Oklidyen uzaydaki tek tiir yiizeyden ¢ok daha zengin bir
siniflandirma saglar.

Bu tezde, ilk olarak split kuaterniyonlar1 ¢arpma islemi yardimiyla, Minkowski 3
uzayinda standart donel yiizeylerin bir genellemesi olan ve ayni diizlemde ifade edilen bir
dogru ile bir egri yardimiyla elde edilen 6zel donel yiizeyler incelenecektir. Daha sonra,
farkli diizlemlerde yatan 6zel egriler kullanilarak genellestirilmis donel yiizeyler ifade
edilerek geometrik ve cebirsel ozellikleri incelenecektir. Ayrica, Minkowski 3-uzayinda

bazi egrilerin pseudo kiirede ve pseudo hiperbolik uzayda yatma sartlari arastirilacaktir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu boliimde, calismamiz ile ilgili olan temel kavramlar yer verilmistir.

2.1. On Bilgiler

Bu kisimda, tezde gecen bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tamim 2.1. R reel sayilar cismini gostermek iizere,
R™ = {(z1, 29, ,2,) : ; € R}

vektor uzayinda, x = (z1,z2, -+ ,T,) Ve y = (Y1, Y2, -+ , Yn) € R™ olmak tizere,

<$a y> = Z TiYi
=1

esitligiyle tanimlanan,

() :R"xR" = R

(z,y) = (z,9)

fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ carpima, R" uzayimin dogal i¢ carpimi
veya Oklid i¢ carpimi denir [30].

x € R™ i¢in,
2] = v/ {z, )
olmak tizere,

=R =R

T — \/(z,x)

fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Buna gore, R uzay1 bu metrik ile tanimli normlu

bir vektor uzayidir.

d(z,y) = [z = yll

biciminde tanimlanan d : R"™ x R"™ — R fonksiyonu, R" uzaymnda bir metriktir.

Dolayisiyla, bu metrik ile R™ bir metrik uzay olur. Bu uzaya Oklid uzay1 denir [30].



Tamm 2.2. R? de a = (ay, g, a3) ve B = (B4, Bo, f3) € R? olmak iizere,

AR xR? — R?
€1 €2 €3
(a,8) 2 aNB=as as a3
by by b3

seklinde tanimlanan A i¢ islemine R? de vektorel ¢arpim denir [30].

Tanim 2.3. /, R nin bir agik aralif1 olmak iizere o : I — R" bi¢iminde diizgiin bir «

doniistimiine, R" iizerinde bir egri denir [30].

Tanmm 2.4. n € Nve a; € R, 0 <7 < n olmak iizere,
T(t) = ant™ + an_1t" P+ .. Fart +ag, ap #0

bicimindeki ¢ degiskenine bagli fonksiyona, n. dereceden bir polinom denir [21].

Tanmm 2.5. « : [a,b] — R", a(t) = (x1(t), xo(t), ..., z,(t)) egrisi, 1 < i < nigin x;(t)

fonksiyonlar: birer polinom ise « egrisine polinom egrisi denir [21].

Tanmm 2.6. «(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)) polinom egrisi igin
max{der(z,(t)),der(zs(t)),. .., der(z,(t))}

degerine a polinom egrisinin derecesi denir [21].

Tanmm 2.7. «(t) = (z1(t), z2(t), . .

..., Tn(t)) bir polinom egrisi olsun.
o (t) = (z1'(t), 25 (t),. ..z, (t)) birinci tiirevine o egrisinin hodografi denir [7].

Tamm 2.8. R" Oklid uzayinda

ifadesine rasyonel egri denir. Burada x(t), z5(t), ..., x,(t), r(¢) birer polinomdur [22].

Tanim 2.9. 3-boyutlu R? Oklid uzayimnda

ifadesine m dereceli rasyonel bir ylizey denir. Burada

S1(u,v), Sa(u,v), Ss(u,v), Sy(u,v) en cok m dereceli polinomlardir [6] .

4



Tamm 2.10. 3-boyutlu R?* Oklid uzayinda bir « egrisi iizerinde egrinin parametresine
bagh bir X dogrusunun hareketiyle elde edilen yiizeye regle yiizey denir ve parametrik

denklemi
S(s,v) = a(s) +vX(s)

seklinde verilir. Burada « egrisi yiizeyin dayanak egrisi ve X e dogrultmani adi verilir
[24].

Tanim 2.11.

ve

17 ="Fk, jk=1, ki=j,51=—k, kj = —i, tk=—J
olmak tlizere,

H = {q = ao + a1i + azj + azk| ag, a1, as, a3 € R}

kiimesi R cismi tizerinde bir vektor uzayidir. H uzayina 4-boyutlu reel kuaterniyon uzay1
ad1 verilir. Ayrica ¢ = ag + a1@ + asj + ask ifadesi ¢ = (ag, a1, as, az) biciminde de
gosterilir.

Bir ¢ kuaterniyonu ¢ = S, + V;, seklinde de ifade edilir. Burada S, = a( kuaterniyonun

skalar kismi ve V, = a;¢ + agj + ask ise kuaterniyonun vektorel kismidir [14] .

Tanmm 2.12. ¢ = S, + V, ve p = S}, + V,, reel kuaterniyonlarinin toplami
q+p=(5+55)+(Vg+V)
seklinde tanimhidir [14].

Tamm 2.13. Her p, ¢ € H kuaterniyonu i¢in reel kuaterniyon carpimi
qp = S¢Sy — (Vg, Vi) + SVp + SV + Vg AV,

seklinde ifade edilir ve

p=po+pii+pj+p3k, qg=qo+ qi+ g+ gk



kuaterniyonlar1

pq =(po + p1i + p2J + psk)(qo + @i + @25 + gsk)
=(pogo — P11 — P2G2 — P3q3) + (Poq1 + P1go + P2G3 — P3q2)i
+(Pog2 + p2qo — P1qs + P3q1)J + (Pogs + P3go + P12 — P2qa )k

olarak tanimlanir [14].

Tanmm 2.14. ¢ = S, + V, bir reel kuaterniyon olmak iizere, ¢ = .S, — V,, ifadesine ¢ nun

eslenigi denir [14].

Tanm 2.15. ¢ = (ao, a1, az, ag) bir reel kuaterniyon olsun.

||CI||:\/?Z\/Q_Z\/a02+@12+CL22+6L32

ifadesine ¢ nun normu denir [14].
Tanmm 2.16. ¢ = (ao, a1, as, az) sifirdan farkli bir reel kuaterniyon olsun.

1 q
= 2
lqll

q

ifadesine ¢ nun tersi denir [14].

Teorem 2.17. (,) H reel kuaterniyon uzayi iizerinde tanimli i¢ carpim olmak iizere,

Vpa 41,42 S ngln

L. {pg1,pa2) = || (a1, @2).

2. <Q1p, C]2P> = ||p||2 <Q1,C]2>,
3. {pq1, @2) = {q1,Pqo),
4. (pq1,q2) = (P, ©2T1)

onermeleri dogrudur [16].

Tamm 2.18. Katsayilar reel kuaterniyonlar olan,

n n—i

Hiu,v] = {g(u,0) = > > " q;u'v’|g;; € H}

i=0 j=0



kiimesine iki degiskenli polinomlar halkasi denir ve bu halkanin elemanlarina reel
kuaterniyon polinomu denir.

Burada ¢, e;(u,v) : R? — R3 1 <4 < 3 doniisiimleri ile iligkili olup,
hi . _ _ _
ei:W> 1=1,2,3, hi=4qiq hy=qjq hs=qkq

dir. Ayrica (e;, e;) = d;; dir [18].

Tanim 2.19. V reel vektor uzayi iistiinde tanimhi g : V' x V' — R fonksiyonu bilineer ise

g bilineer form, eger bu bilineer form simetrik ise g ye simetrik bilineer form denir [13].

Tanim 2.20. g, V iistiinde bir simetrik bilineer form olsun.

1. Yo € V,v # 0i¢in g(v,v) > 0 6nermesi dogru ise g ye pozitif tanimli,
2. Yv € Vv # 0igin g(v,v) < 0 6nermesi dogru ise g ye negatif taniml,
3. Yv € V igin g(v,v) > 0 dnermesi dogru ise g ye yar1 pozitif tanimli,
4. Yv € V igin g(v,v) < 0 6nermesi dogru ise g ye yari negatif tanimli,

5. [Vw € V,g(v,w) = 0] = v = 0 Onermesi dogru ise g ye yoz olmayan

(nondejenere)

denir [24].

Tanim 2.21. V' reel vektor uzayr lizerinde tanimli g non-dejenere simetrik bilineer

formuna V {izerinde bir skalar carpim, V' ye de skalar ¢carpim uzay1 denir [24].

Tamim 2.22. V bir skalar ¢carpim uzay1 olsun. v € V' vektoriiniin normu

loll, = Vg (v, )]

olarak tanimlanir. Normu, 1 birim olan vektore birim vektor denir. Bu durumda,
g(v,v) = +£1 dir. Elemanlar ikiser ikiser birbirine dik birim vektorlerden olusan bir

kiimeye ortonormaldir denir [24].

Teorem 2.23. V' # {0} olmak iizere, V skalar carpiml bir vektor uzayi ise V' nin bir

ortonormal bazi vardir [24].

Teorem 2.24. V' skalar carpim uzayi i¢in bir ortonormal baz {ey, es, ..., e, } olsun. ¢; =

g(ei, ei), 1 < i < nolmak iizere Vv € V vektori,

n
v = Z eig(v, €i)e;
i=1



olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir [24].

Tanim 2.25. V' bir skalar carpim uzayi, W da iizerindeki skalar carpim negatif taniml
olacak sekilde V' nin en biiyiik boyutlu altuzay1 olsun. Bu durumda W nun boyutuna g
skalar ¢arpiminin indeksi denir. g skalar ¢carpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV dir.
Ayrica V' skalar ¢arpim uzayinin indeksi, lizerinde tanimli g skalar ¢carpiminin indeksi

olarak tamimlanir [24].

Teorem 2.26. V' skalar carpim uzaymin bir {ej,es,...,e,} ortonormal bazi ig¢in

(€1,€9, ..., en) deki negatif sayilarin sayisi, V' nin v indeksine esittir [24].

Tanmm 2.27. V. = R” ve R" nin bir ortonormal bazt {ej, ey, ...,e,} olsun. z =

(1,29, s ),y = (Y1, Y2, .., Yn) € R™ icin,

g(x,y)z—inyi—f— Z TiYi I1<v<n
i—1

Jj=v+1

biciminde tanimlanan g fonksiyonu bir skalar carpimdir. Bu skalar ¢carpim ile birlikte R"
uzayma yar1-Oklidyen uzay denir ve R” ile gosterilir. Eger n = 3 ve v = 1 ise R% e
Minkowski 3-uzay1 adi verilir [24].

Bu tezde;

x = (20,1, %2, %3), Y = (Yo, Y1, Y2, y3) € R* icin

g R*'xR*=- R
(z,y) = 8(x,y) = —xoYo — T1Y1 + T2y + T3Ys3

skalar ¢arpimu ile tammli R3 yar1- Oklidyen uzayda ve
x = (x1,22,23),y = (1,2, y3) € R’
icin
g:R*xR* =R
(z,y) = g(x,y) = —21y1 + Tayo + T3y3
skalar carpimi ile tammli R? Minkowski uzayinda ¢aligilacaktir.

Tanim 2.28. r > 0 olmak iizere

Str) = {p e R} : g(p,p) =}



kuadrigine R? de pseudo kiire ve

Hy(r)={p e R} : g(p,p) = ="},

kuadrigine R? de pseudo hiperbolik uzay adi1 verilir [24].
Tanmim 2.29. Bir v € V vektorii icin;

1. g(v,v) > 0 veyav = 0 ise v vektdriine uzaysi (spacelike) vektor,

2. g(v,v) < 0ise v vektoriine zamansi (timelike) vektor,

3. g(v,v) =0 vewv # 0 ise v vektoriine bogluksu (null) vektor,
denir [24].
Tanim 2.30. x : R? x R? — R?, g(u x v, w) = det(u, v, w) esitligini saglayan

—€1 €2 €3
UXV=|uy uzu3

V] V2 Us

bi¢iminde tanimli doniisiime R? de vektorel carpim adi verilir [23].
Teorem 2.31. u,v ve w Minkowski 3-uzayinda ii¢ vektor olsun. Bu durumda

I. (uxv)xw=—g(u,v)w+ gv,w)u

2. ux (uxw)=—-glu,w)v+glu,v)w

3. g(uxv,u)=0veg(uxuv,v)=0

4. g(u x v,u xv) =—g(u,u)g(v,v) + glu,v)?
dir [35].
Tanim 2.32.

*=-1,7"=k=1

ve



olmak tizere
H = {g = ao + a1t + asj + ask|ag, a1, az, a3 € R}

kiimesi R cismi iizerinde bir vektor uzayidir. H' uzayma 4-boyutlu split kuaterniyon
uzayi ad1 verilir. Ayrica ¢ = ag + ayi + asj + ask ifadesi ¢ = (ao, a1, as, a3) biciminde de
gosterilir. Bir ¢ split kuaterniyonu g = S, + V, seklinde de ifade edilir. Burada S, = ay
split kuaterniyonun skalar kismi ve V,, = a;1+agj+ask ise split kuaterniyonunun vektorel
kismudir [15,20].

Tanmm 2.33. ¢ = S, + V, ve p = S, + V,, split kuaterniyonlarinin toplami
q+p=(S+5)+Ve+V)
seklinde tanimhidir [15,20].

Tamm 2.34. ¢, p € H split kuaterniyonlar: icin split kuaterniyon ¢arpimi
q*p =58 +8(Ve, Vp) + SVp + SV + Vg x V,,
seklinde ifade edilir [15,20].

Tanmm 2.35. ¢ = S, + V, bir split kuaterniyon olmak iizere, ¢ = S, — V/, ifadesine split
kuaterniyonun eglenigi denir [15,20].

Tanim 2.36.

N,=qxq=q*q=a}+al—a5—aj

biciminde tanimlanan reel sayiya ¢ nun split kuaterniyon normu denir [15,20].

Tamm 2.37. Bir ¢ = (ay, a;, as, a3) split kuaterniyon olsun. ¢ split kuaterniyonunun R}

deki normu

lall, = Vig=al = Vig=al = /163 + a3 — a3 — a3
seklinde tanimlanir [15,20].

Tanim 2.38. Bir ¢ = (ayg, a1, ag, az) split kuaterniyon olsun.

_ q
¢ '=—5, |dql,#0
|l
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ifadesine ¢ nun tersi ad1 verilir [15,20].

Teorem 2.39.
G=1{q=(q,q,0,q) €H| N, =1}

climlesi bir Lie grubudur [15,24].

Teorem 2.40. G nin Lie cebiri H niin imajiner kismina esittir [15,24].

2.2. Reel Kuaterniyonlar

Reel kuaterniyonlar, 3 boyutlu Oklid uzayinda bir eksen etrafinda dénmeleri
temsil etmek ve hesaplamak i¢in kullanilir. Bu nedenle, kuaterniyonlarin bilgisayar
grafikleri, bilgisayarli gorii (computer vision), klasik mekanik ve robotik dahil olmak
tizere hesaplamali bilim ve miihendisligin bir¢ok ¢agdas alaninda uygulamalar: vardir
[10], [17].

2.2.1. Reel kuaterniyonlarin geometrisi

p ve q iki reel kuaterniyon olsun.

p=po+pii+pj+p3k, q=qo+ qi+ g+ gk

olmak tizere

R,:Q—Q
p — Ry(p) = pq

lineer doniisiimiine {1, i, j, k} bazina karsilik gelen matris,

Ry(1) = q=qo+ qi + q2j + g3k

Ry(i) =iq = —q1 + qoi — @3] + @2k
Ry(j) =Jq=—q+ @i+ qj — @ik
Ry(k) = kq = —q3 — q2i + q1j + qok

esitliklerinden

q0 —q1 —q2 —@3
q1 490 43 —q2
92 —q3 qo q1
43 42 —q1 4o

11



seklindedir. O halde

DPo
41
Ry(p) = pq =R,
D2
b3
= [po P1 D2 p3] RqT
= [po P1 b2 pg] Mq
dir. Buradan
M, =Rq"
olup
go 491 G2 g3
Mq _ —q1 4qo —q3 Qq2
—q2 43 qo —q1
—qg3 —q2 q1 4o
dir.
9 @1 492 g3 Poqo — P191 — P292 — P343
_ —q1 9o —G3 G2 Poq1 + P1Go + P2q3 — P3q2
pq = [po P1 D2 ps] =
—q2 93 qo —q1 Poq2 — P193 + P2qo + P31
—q3 —¢2 q1 Qo Pogqs + P1g2 — P20 + P30
elde edilir. Dolayisiyla
G0 @1 492 Qg3 go —q1 —q2 —q3
MquT _ —q1 Qo —G3 42 @1 90 43 —q2
—q2 93 Go —q1 42 —43 qo 1
—q3 —q2 @1 Qo 43 492 —q1 Qo
B+a+a+a 0 0 0
_ 0 a5+ a4 +a 0 0 ~ laliP,
0 0 B+ad+a+a 0
0 0 0 ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ
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ifade edilir. ||¢|| = 1 i¢in M, € SO(3) dir. Benzer sekilde

L,:Q—Q
q — Ly(q) = pq

doniigiimiine {1, 4, j, k} bazina kargilik gelen matris,

»(1) = pl = po + p1i + p2j + p3k
p(%)
p(J)
p(k) = pk = (po + p1i + paj + psk)k = —p3 + pai — p1J + pok

pi = (po + p1t + p2j + psk)i = —p1 + poi + psj — pak

pJ = (po + p1i + p2j + p3k)j = —p2 — p3i + poj + prk

SERSERS T

ve
Po —P1 —P2 —P3
P1 Po —P3 D2

L, =
P2 P3 Po —h
pP3 —P2 P11 Po
dir. Buradan
4o
q1
Ly(q) = pq =L,
q2
q3
=1[qo ¢1 42 @3] Lp"
= [QO q1 42 Q3] Np
dir. O halde
T
N, = Lp
dir.
Po P1 P2 D3
N — —P1 Po P3 —P2

p
—P2 —P3 Po D1

—P3 P2 —P1 Do

elde edilir. Dolayisiyla
NpN;z? = Hp| |2[4

13



ifade edilir. ||p|| = 1 i¢in N, € SO(3) dir [12].

Teorem 2.41. N, = 1 olmak iizere
0 0
R = cos(i) + sz’n(ﬁ)S

bir birim kuaterniyonudur ve z — Rx R adjoint doniisiimii R? teki noktalar1 ve vektorleri

i1 5 3 : — q1 q2 a3 H1ii
orjinden gecen dogru etrafinda R” teki ? = vektoril
( VE+BE+3 B3+ BB +a )

yoniinde 6 acis1 kadar dondiiriir. Burada S, v, yoniinde birim vektordiir [12].

Ispat. ¢ = qo+q1i+qoj+qsk kuaterniyonu icin ||¢||> = 1 oldugundan 2 +¢?+¢3+¢3 = 1

Q11+ q2J + gk
=q+\ G+ &+ E— H5———s
q1 +q5 + g3

bi¢iminde ifade edilebilir. go = cos(%), v/ + 3 + ¢3 = sin(%) segilirse

dir. Dolayisiyla

q1 g2 . q3 k)

0 0
= cos(=) + sin(—)( i+ J+
2 2\VE+@E+E VE+E+E  VE+E+E

olur ve S nin bilesenleri

q1

VE+ @G+ ¢

q2

VE+@E+ ¢

q3

VE+ @G+ ¢

S1 =

S9 =

S3 —

bicimindedir.

Adjoint doniistimiinden
— 0 0 0 0
RxR = <cos(§) + sm(?S) (0,2) (cos(g) - sm(?S)
ifadesinde reel kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla ilk iki terim ¢arpilirsa

—sm(g) < S,x> +cos(g)x + sm(g)(S A )

14



elde edilir. Buradan
— 0 0 0 0 0
RxR = ( —sin(z) < S,x > +cos(=)x + sin(=)(S A x)) <cos(—) - sin(—)S)
2 2 2 2 2
reel kuaterniyon carpimi yapilirsa

RrR = — sin(g)cos(g) < S,x > +8in(§)cos(g) <z, 8> —i—sinQ(g) <SANz,S>

+ SinQ(g) <S,x>5+ cosQ(g)x + sin(g)cos(g)(S’ ANx)— sin(g)cos(g)(x A S)

2
—sz’nQ(g)< <S5, S>r—< S x> S)
:sinQ(g) <S,x>5+ cosz(g)az‘ + sin(g)cos(g)(S Azx)+ sin(g)cos(g)(s A )

0 0
— 5in2(§):c +sin*(z) < S,x > S

)
2
:25in2(g) <S,x>8+ 281%(%)005(%)(5 Ax)+ (cos(g) — sm(%))x

elde edilir. Burada yarim ag1 formiilleri kullanilirsa

RzR =(1 — cosf) < S,z > S + sinf(S A x) + cosbx
=cosbx + (1 — cosl) < S,z > S+ sinf(S A x)

bulunur. 3 x 3 tipinde adjoint doniisiimiine karsilik gelen 6zel ortagonal matris yardimiyla,

sinQ(g)+cos2(%)sf 7c052(%)[52 7‘5%] Q[S'Ln(g)cos(g)sg + cos?(£)sy s3] 2[757?/7,(%)005(%)52 +cos2(%)5153]
R= 2[75711’1,(%)608(%)53 + CDSZ(g)SISQ] szn2( ) — cosQ( )sl + cos (5 [52 — 53] 2[57,'77,(%)005(%)51 + 6052(3)5253]
2[sin(%)cos(%)52 + cos (%)5153] 2[— s'Ln( )cos( )s1 +0052(%)5233] sinz(%) — cosQ(%)sf - cosz(%)[sg +s§]
elde edilir. Dolayisiyla
0 100 0 —S83 S2
R :sin2(§) 010 —sinf | s3 0 —s
001 —S9 81 0
2 2
—S83 — S9 S1S52 S1S53
+ 0052(5) S189  —ST — 83 8983
51853 S983 —Sg - S%
200 0 200
cos*(§)st cos (5)3182 cos*(5)5153
2(0 2 0 2 0
+ | cos*(§)s152 cos*(5)s3 (5)5233
200 9 200
cos®(5)s153 cos (5)3253 cos®(5)s3

15



yazilir. Burada

0 —S3 S9 755 — S% 51592 5183
2
S = S3 0 —381 y S° = 5182 —S% — S% 59283
2 2
—S9 s1 O 5183 $283  —S853 — S7
olmak iizere
200\ .2 200 206
cos®(5)s] cos®(5)s152 cos”(5)s153
cos?(8)s1s2 cos?(£)s3 cos?(£)sass
20 2(0 2002
cos*(5)s153 cos”(5)s253 cos*(3)s3
0052(g) — cos%%)(s% +s§) 0052(2)5152 0052(3)3153
= (3052(2)5152 0032(2) —cosz(g)(s% + 83) 0052(3)8253
(3052(%)5153 cos2(g)5253 0032(3) —0032(2)(5% —l—s%)
9 100 9
2 2 2
= cos (5) 010 +cos (5)8
001

dir. Buradan
- 2.0\ o
R = I3 — sindS + 2cos (5)5

esitligini elde ederiz. S matrisi antisimetrik bir matristir.
R = cos(4)+sin(£)S birim kuaterniyonu ile ifade edilen adjoint doniisiimii 6 ag1s1 kadar

= (s1, 2, s3) vektorii tarafindan belirtilen eksen etrafinda donmedir [12]. m

2.3. 3- Boyutlu Oklid Uzayinda Genellestirilmis Donel Yiizeyler

Bu boéliimde, 3- boyutlu genellestirilmis donel yiizeylerin elde edilmesi ile ilgili

caligmalara yer verilmistir.

2.3.1. 3-Boyutlu Oklid uzayinda genellestirilmis donel yiizeyleri olusturma
yaklasim

Bu alt boliimde ilk olarak homojen koordinatlar kullanilarak bir dogru ve
diizlemsel bir egri ile ifade edilen klasik anlamdaki donel yiizeylerin genellestirilmesi
ele alinacaktir.

Sq = Oise g reel kuaterniyonuna pure kuaterniyon adi verilir. Bir V,, = vyi+vyj+vsk pure
kuaterniyonu R?® de orjinden (vy,vs,v3) noktasina tammli vektdr olarak diisiiniilebilir.
Benzer sekilde, S, # 0 i¢in
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reel kuaterniyonu, R? de (%, 2, %) girali iigliisii ile de eglenebilir.
Sq’ 8¢’ Sq

Dolayisiyla,
q:Sq+U1i+U2j+U3]€

reel kuaterniyonu, 3 boyutlu uzaydaki noktalar ve vektorler icin (S, v, v2, v3) homojen
gosterimi ile ifade edilebilir. Ozel olarak ¢ = 1 reel kuaterniyonu R? teki orjini temsil
eder ve

¢g=1+7V,

reel kuaterniyonu, V,, vektoriiniin ucunda bulunan afin uzaydaki noktayi temsil eder.

f o (s,u) e R? = (w,x,y,2) € R o1
f(s,u) = (f0(87u)af1<87u)7f2(87u)’f3(87u)) .

ve
g : (t,v) eR? = (w,z,y,2) € R?

g(t, U) = (gO(t> U)v g1 <t7 U)? gZ(ta U)a 93(t7 U))

fonksiyonlari ele alinsin. Burada f, € R[s, u] ve g, € R[t, v] homojen polinomlar,

(2.2)

ve

ebob (fo, f1, fo, f3) =
ebob (go, g1, ga, g3) =
dir.
Ik olarak f ve g fonksiyonlar: reel kuaterniyonlarla temsil edilecek ve ardindan reel
kuaterniyon c¢arpimi yardimiyla rasyonel tensor carpim yiizeyleri olusturulacaktir.
Tutarlilik icin, her zaman f egrisi director (dogrultu) ve g egrisi de directrix (dogrultman)

olarak adlanlandirilacaktir.

()
) = e

bir birim kuaterniyondur ve Teorem 2.41. gore s nin her bir degeri i¢in,

g(t) = r(s)g(t)r(s)

doniistimii g(t) yi 7(s) nin vektor kisminin dogrultusundaki dogru etrafinda 6 agis1 kadar

dondiiriir. Burada cos(%) = % r(s) nin skalar kismudir. Ayrica r(s) nin vektorel

(f1(8), f2(s), f3(s))
1 ()]l

kismi1 olan
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(f1(s), f2(s), f5(s)) nin dogrultusuyla aynidir. Bu nedenle

h(s;t) = r(s)g(t)T(s)

esitligi yardimiyla bir genellestirilmis donel yiizey tanimlayabiliriz.

Homojen koordinatlarla calisti§imiz i¢in her (s,u) reel parametresi i¢in %

ifadesinin paydasi ihmal edilebilecek bir skalar oldugu diisiiniilebilir. Boylece, rasyonel

genellestirilmis donel yiizey asagidaki formiille tiretilebilir

h(s,u;t,v) = (ho(s,u;t,v), hi(s,u;t,v), ha(s,u;t,v), h(s,u;t,v))

- (2.3)
= [f(s,u)g(t, 0) f(s,u).
Burada
bider(hy) = (2m,n)

der(s) =1, der(u) =0
ve

der(t) =0, der(v) =1
dir.
he fonksiyonlarmin S = R[s,u;t,v] halkast iizerinde iki polinom olduguna dikkat
edilmelidir. Bu calismada, yalnizca diizlem olmayan genellestirilmis donel yiizeylerle
ilgilenecegiz. (s, u) nun her bir degeri i¢in H?E?Z;II birim kuaterniyonu bir donme temsil

eder ve her (s, u) reel parametresi icin

Msut) = W gy T f(s0)gtv) (s, w)

L)l sl (s, u)l?

homojen koordinatlarda Denklem (2.3) e esdegerdir. Ayrica, g dogrultmani bir diizlemsel
egri olmak tizere f dogrultusu, g dogrultmani ile ayn1 diizlemde yatan ve orjinden gecen
bir dogru ise, o zaman h yiizeyi f eksenli ve g dogrultmanli klasik anlamda bir donel

yiizeydir. Bu nedenle, her rasyonel donel yiizey

h(s,u;t,v) = f(s,u)g(t,v) [ (s,u)
bicimindeki bir yiizeyle temsil edilebilir.

h(s,u;t,v) = f(s,u)g(t,v) f(s,u)

yapist bu nedenle klasik donel yiizeylerin ingasinin bir genellestirilmesidir. Ek olarak,

donme eksenlerinin f directoriine (dogrultusuna) teget vektorler olmasini istiyorsak, o
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zaman f yerine f nin hodografi konulabilir, yani f , f  ile degistirilebilir.

Asagida, director (dogrultu) ve directrix (dogrultman) olmak {iizere iki basit egri ele
alinarak elde edilen genellestirilmis donel yiizey ornekleri mevcuttur. Bu Orneklerdeki
S1, 92, 53 ve Sy genellestirilmis donel yiizeylerin tiimii ayni diizlemde yatmayan bir dogru
ve bir parabol tarafindan olusturulmustur. Ornek 2.44. ve Ornek 2.45. teki genellestirilmis
donel yiizeyler Ornek 2.42. ve Ornek 2.43. deki genellestirilmis donel yiizeyler director
ve directrix egrileri yer degistirilerek elde edilmistir. Asagidaki dort 6rnek [12] numaral

kaynaktan alinmistir.

Ornek 2.42.
[ (s,u) e R? = (w,z,y,2) € R*

f(s,u) = (u,0,0,s)
fonksiyonunun belirttigi dogrultu z-ekseni ve

g : (t,v) e R* = (w,z,y,2) € R
g(t,v) = (t,v?,0,v)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman z = 22 parabolii olsun. Bu durumda

f(s,u)g(t,v) = ut — sv + (uv?, 0,uv) + (0,0,ts) + (0,v?%s,0)

= (ut — sv,uv? vs, uv + ts)
ve (2.3) esitliginden

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = (ut — sv,uv?, v%s,uv + ts)(u, 0,0, —s)
= (u*t — usv — usv — ts*) + (0,0, —uts + s?v)
+ (u?v?, —uv?s, u?v + uts) + (—v*s?, uv?s, 0)
veya

f(s,u)g(t,v) f(s,u) = (u?t + ts? u?v? — v?s% 2uv?s, s + u?v)

olarak bulunur. || f(s,u)||? = u? + s dir.

f(s,w)g(t,v)f(s,u) T u?v? —v?s? 2uv’s
— v
[1f (s, w)[|? Lot s w8

elde edilir. ¢ = u = 1 secilirse

)

v2 —v?s? s

Sl(S,U):( 1_|_52 ’1+S2’

v)
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bulunur. Burada elde edilen S; ylizeyi kum saati seklindeki bir genellestirilmis donel
yiizeydir [12].
S yiizeyi Sekil 2.1 de gosterilmistir.

Sekil 2.1.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam parabol olan S; genellestirilmis donel
yiizeyi

Ornek 2.43.
[ (s,u) eR? = (w,x,y,2) € R
f(s,u) = (u,s,—2,12s)
fonksiyonunun belirttigi dogrultu y = —2 diizleminde bir dogru ve

g : (t,v) e R?* = (w,z,y,2) € R
g(t,v) = (t,v?,0,v)

fonksiyonunun belirtti§i dogrultman x = 22 parabolii olsun. Bu durumda
f(s,u)g(t,v) = (tu — 12sv — sv?, st — 20 + wv?, =2t — sv + 12502, 125t + uv + 20v?)
ve (2.3) esitliginden

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = (tu — 1250 — sv?, st — 20 4+ ww?, =2t — sv + 12502, 125t + uv + 20?)
(u,—s,2,—12s)

veya

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = ( t(4+ 1455 + u?), v(—4u + s%(24 — 143v) — 4v + u?v),
2 sv(—=2(12 +v) + u(—1+ 12v)), v(—4 + u? + duv + s*(143 + 24v))
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olarak bulunur. || f(s,u)||* = u?® + s% dir.

f(s,w)g(t,v) f (s, u)
|1 (s, w)][?

_ (v(s%(24 — 143v) + u?v — 4(u + v)))
’ 4+ 1458% + u? ’
(2sv(—=2(12 + v) + u(—1 + 12v)))
4+ 14582 + u? ’
(v(—4 + u? + duv + s*(143 + 24v)))
4 4 1458% + u?

)

elde edilir. ¢ = u = 1 secilirse

(0(s2(24 — 1430) + v — 4(1 + v)))
S2(5,v) _( A+ 14552 + 1 ’
(2sv(=2(12 +v) + (=1 +120))) (v(—4+1+4v + s*(143 + 24v)))>
4414582 +1 ’ 4414582 +1

bulunur. Burada elde edilen S, yiizeyi ¢anak anten seklindeki genellestirilmis donel
yiizeydir [12].
Sy yiizeyi Sekil 2.2 de gosterilmistir.

Sekil 2.2.Dogrultusu y = —2 diizleminde bir dogru ve dogrultmam parabol olan 5,
genellestirilmis donel yiizeyi

Ornek 2.44.
[ (s,u) e R? = (w,z,y,2) € R

f(s,u) = (u,s%0,s)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu 2 = 2? parabolii ve

g : (t,v) e R* = (w,z,y,2) € R*
g(t,v) = (¢,0,0,v)

21



fonksiyonunun belirttigi dogrultman z-ekseni olsun. Bu durumda
f(s,u)g(t,v) = (tu — sv, uv?, —sv?, st + uv)
ve (2.3) esitliginden
f(s,u)g(t,v)f(s,u) = (tu — sv,uv?, —sv?, st + wv)(t, —v?,0, —v)
veya

f(s,w)g(t,v) f(s,u) = (uvt + t(tu — sv) + v(st + uv), tuv? + sv® — v?(tu — sv),
—stv? + uv® — v¥(st + uv), —sv* — v(tu — sv) + t(st + uv))

olarak bulunur. || f(s,u)||? = t* + v? + v* dir.

f(s,w)g(t,v) f(s,u) ( 2503 —2stv?  s(t? 4+ v — o)
= (u
[ f (s, )| 2ot 20?2 0?4t

elde edilir. ¢ = v = 1 secilirse

)

203 —20? 14+ 0% — v4>

S ) - ( b )
s(s,0) = 14+v2 408 1T+024+04 1+ 02 4+ 0t

bulunur. Burada elde edilen S5 kelebek seklindeki genellestirilmis donel yiizey bir regle
yiizeydir [12].
S5 ylizeyi Sekil 2.3 de gosterilmistir.

Sekil 2.3.Dogrultusu parabol ve dogrultmani bir dogru olan S5 genellestirilmis donel
yiizeyi
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Ornek 2.45.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € RY

f(s,u) = (u,s%0,s)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu 2 = 22 parabolii ve

g : (t,v) e R?* = (w,z,y,2) € R
g(t,’l)) = (ta v, _27 12,0)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman y = —2 diizlemli bir dogru olsun. Bu durumda,
f(s,u)g(t,v) = (tu — 1250 — sv?, st + 2v + uv?, —2t + sv — 12s5v% 125t + uv — 20?)
ve (2.3) esitliginden

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = (tu— 1250 — sv?, st + 2v + uv?, —2t + sv — 12502, 125t + uv — 20v?)

(t,—v%0,—v)
veya
fls,w)g(t,v) f(s,u) = ((u(t® +v° +v*), 4tv + s(* + 0* (=1 + v(24 + v))),
2 (=12 + st(1 — 12v)v + v* 4+ v*),
2 (—2tv? + s(6t2 + v2(6 + v — 6v?))))

olarak bulunur. || f(s,u)||? = t* + v? + v* dir.

f(s,u)g(t,v)f(s,u) :<u, 4tv + s(t? + v2(=1 4+ v(24 +v)))

|1 (s, )2 2+ v? ot ’
2(—t2 + st(1 — 120)v + v* + v?)
12 + 02 + 0t ’
2(—2tv? + s(6t2 + v*(6 +v — 602)))>
12+ 02+ 04
elde edilir. ¢ = u = 1 secilirse
4o 2002 + vt —1 4o
S4(S’v):( 2 44 417 (2 1 )’_ 2 1 A )
vi4+vt+1 v+t 41 vi 4 vt +1

1+0*(—1+v(24+v)) 2v(1 —12v) 2(6 + v*(6 + v — 6v?))
o 7 7 )
v2+ovt 41 v2+ot+1 v2+ovt 41

bulunur. Burada elde edilen S, yiizeyi fotr sapkanin genis kenarmna benzeyen bir
genellestirilmis donel yiizey bir regle yiizeydir [12].
Sy yuizeyi Sekil 2.4 de gosterilmistir.
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Sekil 2.4.Dogrultusu parabol ve dogrultmani y = —2 diizleminde bir dogru olan S,
genellestirilmis donel yiizeyi

Asagidaki li¢ 6rnek dogru, cember ve silindirik helis ile iiretilen genellestirilmis donel

yiizeylerdir.

Ornek 2.46.
[ (s,u) e R? = (w,z,y,2) € R

f(s,u) = (u,0,0,s)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu z-ekseni ve

g : (t,v) e R* = (w,z,y,2) € R
g(t,v) = (t,t2cos?, 22 *sin?)
fonksiyonunun belirttigi dogrultman y-eksenli silindirik helis olsun. Bu durumda,

s,u)g(t,v) = (t(u — stsin?), —Sstv + t2ucos?, 3 + st?cos?, t(s + tusin?
5 5 50 5 5 5

ve 2.3 esitliginden

f(s,w)g(t,v)f(s,u) = (t(u — stsing), —2stv + tPucos¥, 2 4 st?cos?,

t(s+ tusin%)) <u, 0,0, —s>

24



veya

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = <t(s2 + u?), —+t(6suv + 5t(s — u)(s + u)cosy), 3t(—s* + u?)v

+2st?ucos g, t*(s* + u2)3in%)

olarak bulunur.
1 (s,u)||? = s2 + w2 dir. O halde

f(s,u)g(t, v) f(s,u) _ (t _ U6suv + 5t(s — u)(s + u)cosg

1S (s, w)][? 5(s* + u?) ’
3t(—s* + u?)v 4 2st’ucost v
52 4+ u? ’ Szn5
elde edilir. t = 4, u = 1 segilirse
t(6suv + 5t(s — u)(s +u)cos? 2t(—s? 4+ u?)v + 2st>ucos?
Ss(u,v) = (_ ( ( ) ) 57 5 ( ) 57t28in3)
5(s% + u?) 52 4+ u? 5

biciminde elde edilir.
Sy ylizeyi Sekil 2.5 de gosterilmistir.

Sekil 2.5.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam silindirik helis olan S5 genellestirilmis
donel yiizeyi
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Ornek 2.47.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € RY
f(s,u) = (2(s* + u?), 3s* + u?, 0, 2su)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu bir cember ve

g : (t,v) e R = (w,z,y,2) € R

— 2 v 3tv 42,0
g(t,v) = (t,t°cosg, %>, t*sing)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman y-eksenli silindirik helis olsun. Bu durumda,

f(s,w)g(t,v) = (t(—t(Ssz + u?)cost + 2(s* 4+ u? — stusin¥)),
3%t + tu? — Sstuv + 2t%(s? + u?)cos?,
$1(6(s* 4+ u?)v + 10stucosy — 5t(3s® + u?)sing),

5
2stu + 3t(3s* + u?)v + 263(s* + u2)sin§>

ve 2.3 esitliginden

f(s,w)g(t,v)f(s,u) = (t(—t(332 + u?)cosy + 2(s* + u® — stusing)),
352t + tu® — Sstuv + 263 (s 4 u?)cos?,
$t(6(s? + u®)v + 10stucos? — 5t(3s* + u?)sin¥),
2stu + 2t(3s* + u?)v

+2t2(s? + uz)sin§> <2(S2 + u?), —3s* — u?, 0, —2su)
veya

F(s,w)g(t0)f(s,u) = (t(s> +u2) (135 + 5u?),
t2(13s + 10s%u? + 5ut)cos? + Estu(—6(s® + u?)v + 5t(3s? + u?)sin¥),
—+t(s* 4+ u?) (15520 — 9u?v — 40stucos? + 20t(3s* + u?)sin?),
21(3s% + u?) (3(s% + u®)v + Hstucos) + t?(—5st + 6s2u* + 3u4)sin%>

olarak bulunur. ||f(s,u)||? = (5% + u?)(13s% + 5u?) dir. O halde

Fls.wolt. ) F(sw) [,
£ (s, u)? ’
(t2(13s% + 10su? + 5ut)cos? + 3stu(—6(s? + u?)v + 5¢(3s> + u?)sin?))
(s 4+ u?)(13s2 + bu?) ’
((t(155*v — u?v — 40stucosy + 20t(3s? + u?)sin¥))
5(13s% + 5u?) ’
(3t(3s% + u?)(3(s® + u?)v + Bstucos?) + t3(—5st + 6s%u® + 3u4)sing))

(s2 4+ u?)(13s2 + 5u2)
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elde edilir. £ = 4, u = 1 secilirse

Se(u,v) = ((16(—68(1 + 520+ 5(5 + 105 + 135)cos? + 20(s + 35%)sin?))
6’ 5(1+ s2)(5 + 13s2) ;
(4(3(3 — 5s%)v + 160scos? — 80(L + 3s2)sinL))
(25 + 65s2) )
(%(1 + 352)<3(1 + 52)’(} —+ 205C05%) + 16(3 + 652 _ 554)51,”%))

(1+s2)(5 4 13s?)

biciminde elde edilir.

S yiizeyi Sekil 2.6 de gosterilmistir.

Sekil 2.6.Dogrultusu bir cember ve dogrultmam y-eksenli silindirik helis olan S
genellestirilmis donel yiizeyi

Ornek 2.48.
f:(s,u) €ER? = (w,z,y,2) € R
f(s,u) = (u,ucost, usint, 22)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu z-eksenli silindirik helis ve

g : (t,v) e R = (w,z,y,2) € R

g(t,v) = (t,t*cost, 22 t2sin¥)
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fonksiyonunun belirttigi dogrultman y-eksenli silindirik helis olsun. Bu durumda,

5

%tu(—lst + 25ucost + 25t(cost + usingsing)),

f(s,u)g(t,v) = ( — +tu(—5 + btucosEcost + Buvsing + 4stsint),

ttu(3v + 4stcos? + Susing — Stucosisiny),

v

ttu(4s + Buvcost — btucos?

sing + 5t$in§))

ve 2.3 esitliginden

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = ( - %tu(—5 + Stucosgcosg + Juvsing + 4dstsing),
F=tu(—12sv + 25ucosE + 25t(cos? + usinfsinl)),

Ltu(3v + 4stcos? + busin — Stucosisin®),

1 s _ Voind inl —u2c0s5 . —2
stu(4s + 3uvcos 5tucos5sm5+5tsm5)) (u, u“cosz, —u

inS _ 4us
sins, — ¢ )

veya

F(s,w)g(t,0)f(s,u) = (F5tu>(1652 + 25(1 + u2)),
wtu?(—24sv + (25 — 165 + 25u’cos2E ) cosY
+5u(3uvsin® + 2t(4scost + 5sint)sin?)),
=tu? (750 — 485%0 — T5uPvcosZE + 25tcos2(8s + bu?sin®)

+50tu(—5cost + 4ssint)sin?), m3stu?(10ucost (3v + 4stcos?)

+2u(12sv — 25tcos ¥ )sing + (25 + 165% — 25u2)smg)>

olarak bulunur.|| f (s, u)|[? = u2(1 + 18 4 4?) dir. O halde

f(S,’UJ)g(t,’U)?(S,’UJ) 1 2 2 2s (%
=\t t(—24 t(25 — 16 25 — —
[|f(s,u)||? " (1652 + 25(1 4 u2)) ( sv + t( §” + 20u”cos 5 )0055
2
+ 5u(3uvsin§ + 2t(4scos§ + 5sin§)sin§)),

(t(75v — 4850 — T5u?vcos% + 25tcos?(8s + bu?sin%) + 50tu(—5cos g + 4ssin¥)sin?))
80s2 + 125(1 + u?) ’

t(lOucos%(SU + dstcos¥) + 2u(12sv — 25tcosg)sing + (25 + 16s* — 25u2)sin%>
(1652 + 25(1 + u?))
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elde edilir. ¢ = 4, u = 1 secilirse

1
(1652 4 25(1 + u?))

2
#(—24s0 + (25 — 1652 + 25u2cos§)cosf

S7(u,v) = ( 3

2
+ 5u(3uvsin§ + 2t(45005§ + 55in§)sin§)),
(t(75v — 4850 — T5u?vcos% + 25tcos? (8s + bu?sin%) + 50tu(—5cosg + 4ssin¥)sin?))
80s2 + 125(1 + u?) ’
t(lOucos%(?w + 4stcosg) + 2u(12sv — 25tcost)sing + (25 4 165% — 25u2)sin§)

(1652 + 25(1 + u?)) )

biciminde elde edilir.

Sv yuizeyi Sekil 2.7 de gosterilmistir.

Sekil 2.7.Dogrultusu z-eksenli silindirik helis ve dogrultmam y-eksenli silindirik
helis olan S; genellestirilmis donel yiizeyi
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2.4. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Genellestirilmis Donel Yiizeylerin Ozellikleri

Bu boliimde, genellestirilmis bir donel yiizey, reel kuaterniyon ¢arpimi tarafindan
tiretilen rasyonel bir tensor ¢arpim ylizeyi olarak temsil edilebilecektir. Bu kavrayisi
kullanarak, bir f dogrultusu boyunca bir g dogrultmaninin dondiiriilmesiyle olusturulan
rasyonel genellestirilmis donel yiizeylerinin bazi cebirsel ve geometrik ozellikleri

incelenecektir.

2.4.1. 3-Boyutlu Oklid uzayinda genellestirilmis donel yiizeyler icin matris

gosterimi

Bu béliimde reel kuaterniyon ¢arpimu tarafindan iiretilen matris tanitilacaktir.

Genellestirilmis donel yiizeyleri temsil eden

f = (f07 f17f2, f3)

reel kuaterniyonu i¢in

fo fi fo fs
| =h o =S5 S
N N P
—fs—=f2 fi fo

dir. Buradan

fo oo B s | [ho—ti =t —fs
YR TI NI O B RN B
~h fs fo ~hi||h-fs fo hi

—fa=f2 fi Jo | |fs f2 —Fi So

elde edilir.
Benzer sekilde,
fo i o S5
N | hf gt
—fo—fs fo h
—fs fo —hH Jo

matrisi i¢in

fo i 2 fs fo=fi—fa—1fs
NN, — = fo fs | |1 Jo —f3 f2 1L
—fa—f3 fo h fo fs fo —h

—fs fo =1 Jo | | fs—=fo [ Jo
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bulunur.
Ry(p) = [p) My ve L,(q) = [q] N, tamminlarindan

faf =f(g9f)
=(gf)Ny
=gM7Ny
=g(M3Ny) = gR

ve

faf =(fo)f
=(fg) M7
=gNy M7
=g(NyMg)
—gR

esitlikleri elde edilir. Buradan
yazilir.

O halde, Denklem (2.3) iin matris gosterimi asagidaki sekilde ifade edilebilir,

h = (hO(Svu;tav)a h1<87u;t,’0), hg(S,Uﬂf,U), hg(S,U;t,?))) = fg? = gR

Burada } )
fo—fi—f2—fs fo i fo fs
R= MoN, = fi fo fs =fo|l |=fi fo f3 —fa
Jo—fs fo i —fo—f3 fo S
|3 f2 =S Jo —fs fo =fi fo |
ya da i i
fo fi fo fs fo—fi—fa —fs
R = N;M; = —fi fo fs —fo| |f1 fo f3 —fa
—fo—f3 fo N fa=fs fo fi
| —fs f2 =/ fo fs fo =fi fo |
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esitliginden

BB+ i+ 8 0 0 0
. 0 BAR-B -3 2bfs+hf) 2A-holat ifs) |,
0 2—=fofs+ fife) fG—fE+f3— 13 2(fofi+ fofs)
0 2fofo+ fifs)  2(=fofi+ fofs) fE—T2—fi+f3

olarak elde edilir.

14, 4 x 4 tipinde birim bir matris olmak iizere dogrudan bir hesaplama ile,
icin
RRT = (MTNf)(NfTMFT)
= My |f|PME

= |IFIPIIFI* L
= |IfII"Ly

oldugu goriilebilir. Buradan

R'R=RR" = (f§ + fi + f3 + )L = ||[f|['Ls,  det(R) = ||f]]° (2.5)

dir. Ayrica
faf = F(af)
= (9/)Ny (2.6)
= ngNf
= gRT
dir [12].

2.4.2. R matrisinin cebirsel ozellikleri

Bu boliimde R matrisinin cebirsel 6zellikleri kisaca 6zetlenecektir.

Notasyonumuzu sabitlemek i¢in

olsun.

Burada R;;, R nin 7 inci satirinda ve j inci siitununda bulunan bilegeni ifade etmektedir.
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Lemma 2.49. 1. R matrisinin satir vektorlerini
A; = (Ri1, Ria, Ri3, Riy), 1=1,2,3,4
stitun vektorlerini de
B; = (Ryi, Rai, Rai, Ryi), 1=1,2,3,4

ile gosterilsin. Bu durumda R matrisinin satir (siitun) vektorleri birbirlerine diktir.

2. R matrisinin satir vektorleri icin
<A Ai >= Ry + By + Ry + Ry = |I[f (s, )Y, 5 =1,2,3,4
dir.
3. R matrisinin siitun vektorleri i¢in
< By, B;>=R} + R+ Ris+ R, =||f(s,u)]|*, j=1,234
dir.
4. (w,z,y,z) = gR olsun. Dolayistyla

w’® = ||f(s,u)||4g§(t,v),

2y 2 = (| f (s 0[N gt v)

i=1
dir.
5. Rnin her 2 x 2 tipindeki minorii, || f(s, )||? ¢arpanini igerir [12].
ispat.
1.

< Az, Ay >= < (0,2(fofs + fif2) [ — fT+ 13— 13, 2(=fofr + faf3)),
( 0.2(=fofo+ fifs). 2(fofr + fofs), [G — [T — f3 + [3) >
= A(—=fifofs + fof5fr — fofifo + [12fafs) +2(f5 — f3)(fofr)
+2(f5 — ) fafs + 2005 — [D)(fafs) + 2015 — £5)(fofr)

= 4(fF = D) (fofr) + 4(f5 = £3)(f2]5)
=0
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dir. Buradan
< Ag, A4 >=0

= ||As|.||A4]].cos6 0 =1
|43 A Aul| = [|As|[.||Aal|sind = [[F[I* A" = IIFII° # 0

elde edilir. Dolayisiyla < Az, Ay >= 0 dir.

Benzer sekilde diger satir vektorleri i¢in de
<A AL>=0, 1<i#k<4

dir.
Dolayisiyla satir vektorleri birbirlerine diktir.

< By, By >= < (0,2(fofs + fifo), 5 — [T + f5 — [3,2(=fofr + fafs)),
( 0,2(—=fofo+ fifs),2(fofr + fofs), f6 — [ — [3+ f3) >
=A(=f3fafs+ fofifi — fofife+ [12fofs) + 2(f5 — f3)(fof1)
)

+2(f5 — ) fafs + 2005 — f2)(fafs) +2(f5 — f3)(fohr
= 4(f3 — fD)(fofr) +4(f3 — f3)(faf3)

dir. Dolayisiyla < Bs, By >= 0 dir.
Benzer sekilde diger siitun vektorleri igin de

< B;, B, >= 0, 1<Z7ék3<4

dir.

Dolayisiyla siitun vektorleri birbirlerine diktir. Bu durumda
GbOb(AQ, Ag, A4) = ebOb(BQ, Bg, B4) =1

dir.
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<As, Ao >=(f5+ 7= 13— )+ A(—fofs + fif2)” + 4(fofo + fif3)?
=S+ T — 3= [ AR+ AR+ AL + 43
= ((fF+ 1) - <b+ﬁ»*¢ﬁﬁ+#ﬁ%¢ﬁﬁ+#ﬁ?

= (o + D =205+ DU+ 1)+ (s + 5 ++415 f3
HASE AL S AL

= fo+ i+ o+ fs +200 1+ 206 f5 + 206 f5 + 21 f5
+ 21015 4 213 13

=(fd+ R+ 1+ )7

=|[f(s,u)||*
bulunur.
3.
< By, By>=(f+fi—fi— )2 +a(fofs+ fif2)? +4(=fofa + f1f3)?
= ([+ =13 = L)+ AL+ AL+ AL + 41 3
= ((f5+ 1) (A+AD%4ﬁﬁ+Mﬁ%4ﬁﬁ+Mﬁ§
=(f5+ =20+ D)E+ 1)+ (5 + )+ +4f3 f3
+AfT AL AL
= fo+ i+ fa+ fs F 20T+ 205 5 + 215 f5 + 21113
+ 21115+ 2f5f5
=+ A+ HE+5)?
= |If(s,u)]*
bulunur.

4. (w,z,y,2) = gR olsun.

f(s,u) = (f0(57u>7f1(57u>7f2(57u)7 f3(57u))

veE

g(t, U) = (gO(t7 U)a 9 (t’ U)? gZ(tv U)a g3(t7 U))
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icin

1f(s,u)l> 0 0 0
0 Ry Ras Ray
0 Rsy Rss R
0 Ry Rz Ry

[9] R = [90 91 92 gg]

esitlifinden
w = gol| f (s, w)|[* = w? = g3| | f (s, w)|*
x = g1Ros + gaR3a + g3 Rz
Yy = g1Ra3 + goR33 + g3 Ru3
z = g1Ros + g2 R34 + g3 Ry
dir. Ayrica

1% = g Roy + 93 R3y + g3 Ry + 29192 Roo Rso + 29193 Raa Rys + 29293 Raa Ras
y? = giRas + g3 R35 + 93 Ri5 + 29192 Ra3 Ras + 29193 Raz Rz + 29293 Ra3 Ras
2* = ¢iR3, + g3 Riy + 93 R1, + 20192 Raa Raa + 29193 Roa Ras + 29293 R34 Rua

esitliklerinden

2 +y* + 2% = gi(R3, + R3; + R3,) + g3 (R3, + R3; + R3,)
+ 9;(—&212 + Ri?, + Ri4)
+29192(Ra2 32 + Ros M3z + RoyRay)
+29193(Ra2 Raz + RozRaz + RoyRus)
+ 2g293(R32 Rap + R33Raz + R34 Rus)

veya Lemma 2.49. den

2+ P42 = || f(s,u)|| (g + 95+ g3)
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olarak bulunur. Dolayisiyla

3

Py 42 = (s gt )

i=1
elde edilir.

5. R matrisinin asagidaki 2 x 2 tipinde minoriinii ele alalim,

etﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ 0

d
0 fi+f-f-1

=(fS++B+EE+E—1f—-13)

dir. Benzer sekilde, diger 2 x 2 tipindeki mindrlerin de || f (s, u)||? carpanini igerdigi

gosterilebilir.

2.5. h = fgf Yiizeyin Geometrik Ozellikleri

Bu bolimde h(s,u;t,v) = f(s,u)g(t,v)f(s,u) yiizeylerinin geometrik bir
ozelligi incelenecektir. Asagida, g dogrultmam bir kiire iizerinde yattifinda, h yiizeyi
bir kiire parcasi oldugu gosterilecektir.
Ik olarak, afin uzayda h(s,u;t,v) ylizeyi iizerindeki herhangi bir h(sq,u;to,vo)
noktasinda, h(sg,ug;t,v) = f(s0,u0)g(t,v)f(s0,uo) egrisi f(so,uo) ekseni boyunca
donen ¢(t,v) dogrultusunun bir kopyasidir ve h(s,u;to,v0) = f(s,u)g(to,vo)f(s,u)
bir kiiresel egridir. Yani h(s,u;to,vo) = f(s,u)g(to,vo)f(s,u) egrisinin koordinat
fonksiyonlari kiire denklemini saglar.
h(s,u;ty,vo) egrisinin kiiresel bir egri olmast Lemma 2.49. in 4. maddesinden elde

edilebilir. Yani (w, x,y, z) = h(s, u; tg, vo) olmak iizere

w? = || f(s,u)|[*g2(to, vo)

veE

3 2

: “(t
212219@( OaUO)wz — 2 +y2 42

95 (to, o)

Bu esitlik yardimiyla

I = 2 +y? + 22

176 Il = S0
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ve Lemma 2.49. in 4. maddesinden

w? = || f(s,w)||*g5 (o, vo)
22+ y? + 22
= ——"——g3(to, vo)

Z?:l g?(ta U)
ve

S0 g2 (to, vo) w2

2 2 2
Ay 2=
g%(to,vo)

dir.
Afin uzayda w # 0 oldugundan go(to,vo) # 0 ve

S0 g3 (to, vo)
95 (to, vo)

bir sabittir.

Dolayisiyla h(s,u;tg,v9) = f(s,u)g(to,vo)f(s,u) egrisinin koordinatlari kiirenin
denklemini saglar. Yani h(s, u;to, v) egrisi kiiresel bir egridir.

Ayrica, agsagidaki onerme g dogrultmani bir kiire lizerinde yattiginda, A yiizeyinin bu

kiirenin bir par¢asi oldugunu gostermektedir [12].

Onerme 2.50. Eger g dogrultmani sifir olmayan bir 3 sabiti icin g2 — 5(g? + g2+ ¢2) = 0
esitligini sagliyorsa, h = fgf yiizeyinin kapali denklemi

w? — B +y* +2%) =0

dir.
Ozel olarak, g

g — (g1 +95+g3) =0

esitligini sagliyorsa , o zaman ¢ birim kiire iizerinde bir egridir ve h yiizeyi bu birim

kiirenin bir parcasidir [12].

Ispat. (w,z,y,2) = h = (ho, 1, ha, h3) = fgf = gR olsun.

Lemma 2.49.’in 4. maddesinden,

w? = ||f(s,u)||*g3(t, v)
22+ 4 2% = || f (s, w)]|N( g3t )
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dir. Dolayisiyla g = (go, 91, g2, g3) dogrultman,
9 = Blgi + 95+ 93)
esitligini saglar ve h ylizeyinin kapali denklemi
w? = Ba® +y* +2°) = [|fII"(90 — BlgT + 92 +93) =0

dir. g dogrultmani
2 2, 2, 2y _
9 — (91 +95+93) =0

denklemini saglar. Dolayisiyla ¢ birim kiire iizerinde bir egridir ve h = fg¢f yiizeyi bu

birim kiirenin bir parcasidir [12].

|
Ornek 2.51.
f:(s,u) eR? = (w,z,y,2) € RY
f(s,u) = (u,s,0,3s)
g : (t,v) ER?* - (w,x,y,2) € R
g(t,v) = (1 + 0% 0,t* — v?, 2tv)
olsun.
Burada u = ug # 0 bir sabit olmak iizere f dogrultusu (32, 0, j—i) dogrusunuvet =ty # 0

27 2 . LR . . .
bir sabit olmak iizere g dogrultmani (0 v, 2oy ) merkezi orijin olan birim ¢emberi

) 2402 2402

ifade etmektedir. Dolayisiyla (2.3) esitligi ile belirli Sy genellestirilmis donel yiizeyi g

dogrultmanli f dogrultulu bir kiire yiizeyi parcas1 gosterir. Ger¢ekten

f(s,u)g(t,v) = (—6stv + u(t? + v?), =3s(t? — v?) + s(t? 4+ v?),
—2stv + u(t? — v?), 2tuv + s(t* — v?) + 3s(t* + v?))

ve (2.3) esitliginden

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = ( —6stv + u(t? + v?), —=3s(t? — v?) + s(t? + v?), —2stv + u(t? — v?),
2 tuv + s(t? — v?) + 3s(t? + v?))(u, —s, 0, —3s)

veya

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = ( 10s® +u?)(t? + v?), 65(—t?u + 2stv + uv?),
—4 stuv + u?(t — v)(t + v) + 108 (—t* + v?),
2 (8s*tv + tuPv + su(t — v)(t +v))
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olarak bulunur. || f(s,u)||> = 10s? + u? dir. O halde
f(s,u)g(t,v)f(s,u) o o 6s(—t*u + 2stv + uv?)
:(t + 07,

1f (s, u)? 1082 + u?

—4stuv + u*(t — v)(t +v) + 10s*(—t* + v?)
10s% + u?
(2(8s%tv + tu*v + su(t — v)(t + v))))
1052 + u?

)

Y

elde edilir. t = u = 1 secilirse

6s(—1+ 2sv +v?)) (1 —4sv —v? + 10s*(—1 + v?))
Ss(,v) = (1402 ( : :
s, v) =L+ 1+ 1052 1+ 1052
2(s 4+ v+ 8s*v — 51)2))
1+ 10s2

biciminde elde edilir.

Sg yiizeyi Sekil 2.8 de gosterilmistir [12].

Sekil 2.8.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam ¢ember olan Ss genellestirilmis donel
yiizeyi
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Ornek 2.52.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € RY

f(s,u) = (2(s* + u?), 35> + u?, 0, 2su)

g : (t,v) e R* = (w,z,y,2) € R
g(t,v) = (t* + 0% 0,t* — v?, 2tv)
olsun.
Burada v = uy # 0 bir sabit olmak iizere f dogrultusu (ijﬁizg),o, 2(52;1% (2))) merkezi
(1,0) ve yarigap1 % olan gemberi g dogrultman1 Ornek 2.51. teki gemberi ifade etmektedir.
Dolayisiyla (2.3) esitligi ile belirli Sy genellestirilmis donel yilizeyi g ¢emberinin f

cemberi etrafinda dondiiriilmesiyle olusan Sy genellestirilmis donel yiizeyi bir kiire

parcasidir ve ylizeyi bir kiiresel (at) toynagi seklindedir. Gercekten

f(s,u)g(t,v) = ( — dstuv + 2(s? + u?) (12 + v?), —2su(t? — v?) + (3s* + u?) (t* + v?),
— 2t(3s% + u?)v + 2(s* + u?)(* — v?),
4 t(s* +u?)v + (3s* +u?) (8 — v?) + 2su(t* + vz)>

ve (2.3) esitliginden

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = ( — 4stuv + 2(s* + u?)(t* + v?),
—2su(t? — v?) + (35 + u?)(* + v?),
—2t(3s% + u?)v + 2(s% + u?) (t* — v?),
4t(s* 4+ u?)v + (382 + u?) (1 — v?) + 2su(t* + v2)>
(2(s? + u?), —3s* — u?,0, —2su)

veya

(s,u) = <(52 +u?)(13s% + 5u?)(t* + v?),
8su(u?(—t* + tv + v?) + s*(—t* + 3tv + v?)),
—((s* + u?)(—u?(t — 3v) (3t + v) + s*(5t — v)(t + Hv))),
2(ut(2t — v)(t + 2v) + s1(2t — 3v)(3t + 2v)
+252u?(41% + 3tv — 4v2))>

|

f(s,u)g(t,v)

41



olarak bulunur. || f(s, u)||* = (s* + u?)(13s? + 5u?) dir. O halde

fls,u)g(t,v)f(s,u) _ (t2 L (8su(u?(—t* + tv + v?) + s*(—t* + 3tv + v?)))
1705, w)|P T ET @ BE )
(u?(t — 3v) (3t + v) — s*(5t — v)(t + 5v)
(12 + v2)(13s2 + bu?) ’
(2(ut(2t — v)(t + 2v) + s*(2t — 30)(3t + 2v) + 252u?(4t% + 3tv — 4v2))))
(12 + v?)(s? + u?)(13s2 + bu?)

elde edilir. t = v = 1 secilirse

—(8s(1+ (=1 +v)v+ s*(1 + (=3 +v)v))
(1+ s%)(5+ 13s2%) ’
34+ v(—=8+ 3v) — s*(5 + v(24 + 5v))
5+ 1352 ’
22+ v(3+ 2v) + s*(8 4 6v + 8v?) + s*(6 + v(—5 + 6v)))
(14 s2)(5+ 13s?)

So(u,v) =(1 + v,

)

biciminde elde edilir.

Sg ylizeyi Sekil 2.9 de gosterilmisgtir [12].

Sekil 2.9.Dogrultusu cember ve dogrultmani cember olan Sy genellestirilmis donel
yiizeyi
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Ornek 2.53.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € RY
f(s,u) = (s,u,0,0)

Ve

g : (t,v) e R? = (w,z,y,2) € R
g9(t,v) = ((v* + ) (v! + 1), (V2 = ) (v® + £2)%, 4707, 2072 (v? — 12))

olsun.

Burada u = uy # 0 bir sabit olmak iizere f dogrultusu Ornek 2.51. teki dogruyu ve ¢t =

v2—12)(v2+3) 4303 2022 (v2—13)
vl P 2R () T (02 ) (VA d)

kiiresel sextic egrisini belirtmektedir. Bu kiiresel sextic egrinin f nin belirttigi dogru

to # 0 bir sabit olmak iizere g dogrultmani <(

etrafinda dondiiriilmesiyle olusan S;, genellestirilmis donel yiizeyi bir kiire yiizeyi

pargasidir. Gergekten

f(s,u)g(t,v) = ((t2 +0?) (s + u) + (s — w)vh), —((# + 0°)(t(s — u) — (s + u)v?)),
2 t20%(—t%u + 2stv + uv?), 26202 (2tuv + s(t — v)(t + v)))

ve (2.3) esitliginden

Fls.u)g(t0)F(s,0) = (2 +02)(#4(s +u) + (s =)o),
—((#+0*)(t (s —u) — (s +uv?)),
2t%0? (—t?u + 2stv + uv?),
20%0% (2tuv + s(t — v)(t + v))) (s,—u,0,0)

veya

Fls, gt ) F(s,u) = (5 + )t + %) (¢ + ),
—((8 + W) (> + 02)(t* — vh)),
4t20% (—tu + sv) (st + uv),
26203 (u(~t +0) + st + V) (st~ v) + u(t +v))

olarak bulunur. || f(s,u)||* = s* + u? dir. O halde

f(S,u)g(t,v)f(s,u) . 2 U2 4 U4 (42 U2 4_@4
17 (s, w)[ |2 —<(t +09)(t* +0%), —((t° +v)(t ),

(48202 (—tu + sv)(st + uv))
s2 +u?
(2620 (u(—t +v) + s(t +v))(s(t — v) + u(t + U))))
s% + u?

b
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elde edilir. t = u = 1 secilirse

(2t AP (—tu+ sv)(st+ )

S1o(u, v) —(1 ot (821 u?) (2 + 02)(th + o)

2670% (u(—t +v) + s(t +0))(s(t = v) +u(t + v>>)
(% + B) ( + 02) (63 + o)

bi¢ciminde elde edilir.
S yiizeyi Sekil 2.10 de gosterilmistir [12].

Sekil 2.10.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam kiiresel sextic egrisi olan S
genellestirilmis donel yiizeyi

Bu yiizeylerin her birinin g dogrultmani Onerme 2.50. gore

B—9i—9—9g3=0

esitligini sagladigindan, Sg, Sy ve S ylizeyleri ayni
2 2

w? — a2 -yt =22 =0

kapal1 gosterimine sahiptir.
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Asagidaki iki ornek dogru, ¢cember, silindirik helis ve kiiresel helis ile iiretilen

genellestirilmis kiiresel donel yiizeylerdir.

Ornek 2.54.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € RY

f(s,u) = (u,ucost, 3 usinf)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu y-eksenli silindirik helis ve

g : (t,v) e R* = (w,z,y,2) € R*
g(t,v) = (t2 +02,0,t2 — 02, 2tv)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman ¢ember olsun. Bu durumda,

f(s,u)g(t,v) = (%u((f) — 35)t* + (5 + 3s)v® — 10tuvsing),

ve 2.3 esitliginden

f(s,u)g(t,

veya

il

fs,u)g(t, )

v)f(s,u)

(s,

Tu(6stv 4 5u(t? + v?)cos(s /5] + 5u(—t? + v?)sing),
Tu((5+ 3s)t2 + (=5 + 3s)v? — 10tuvcost),
u(2tv 4 u(t — v)(t + v)cost + u(t® + vz)sin§)>

<%u((5 —35)t* + (5 + 3s)v* — 10tuvsing),
u(6stv + 5u(t? 4+ v?)cost + 5u(—t* + v*)sing),
u((5 + 3s)t* + (=5 + 3s)v* — 10tuvcost),
u(2tv + u(t — v)(t + v)cos

2 2) aim S 2 3us 2
+u(t* + v )smg)> (u, —u’cosz, —**, —u sm5>

Ull= Ot=

u) = (Hu2(9s2 + 25(1 + 1)) (t2 +12),

2u?(6stv 4 3su(t — v)(t +v)cosE + bu(—t> 4+ v® + 2tuvcoss)sint),
= u?((25 + 9s? — 25u?)(t — v)(t 4 v) + 20tuv(—5cose + 3ssint)),
2u?((25 — 9s%)tv + 5u(5(t — v)(t + v)cosE — Stuvcos®

+35(t — 0)(t + v)sing)) )
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olarak bulunur. ||f(s,u)||* = u*(1 + % + u?) dir. O halde
f(s,u)g(t,v)f(s,u) _ (21—5162(982 +25(1 4 u?)) (£ + 0?)
[|f(s,u)||? 3= u?(9s% 4 25(1 + u?)) (12 + v?)’
2u?(6stv + 3su(t — v)(t + v)cost + 5u(—t* 4+ v? + 2tuvcoss)sing)
2 u2(9s2 4 25(1 4 u?)) (£ + v?) ’
5= u?((25 4 95% — 25u?) (t — v) (t 4 v) + 20tuv(—bcosE + 3ssint))
= u2(9s2 4 25(1 + u?)) (£ + v?) ’

1 2 ,
= w2((25 — 952t
102952 + 25(1 + u?)) (£ + 1%) 25 (25 = 9s%)t0

2
+ 5u(5(t —v)(t + v)cosg — 5tuvcosgs +3s(t —v)(t + v)sm%)))

elde edilir. ¢ = 4, u = 1 secilirse

Sii(u,v) = <(10<24SU —3s(—4 +v)(4 +v)cos +5(—16 + v + 81)603%)5@'71?))7
(50 + 952)(16 + v2))
—95%(—4 +v)(4 + v) + 80v(—5coss + 3ssing)
(50 4 9s2)(16 + v?) ’
50(—16 + 1)2>cos§ + 8v(—25 + 952 + 25605%) 1 30s(—16 + UQ)Sz'n§>

(50 + 952)(16 + v?)

biciminde elde edilir.

S11 ylzeyi Sekil 2.11 de gosterilmistir.

Sekil 2.11.Dogrultusu y-eksenli silindirik helis ve dogrultmam cember olan Si;
genellestirilmis donel yiizeyi
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Ornek 2.55.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € RY
f(s,u) = (u,s,0,3s)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu bir dogru ve

g : (tv) eR? = (w,z,y,2) € R

vt

t2sinvsin vt

vt

t2cosvsin atsin
Va21:2 _ Va21:2 V2112
g(t,v) = (t tcosvcos\/ =t tsmvcos\/ s N ey
fonksiyonunun belirttigi dogrultman kiiresel helis olsun. Bu durumda,
s(3a+tsinvsin———
f(s,u)g(t,v) = (t|u— scosvcos — a2 i?
’ ’ Va 2+t2 Va2+t2 ’
t(3scosv+usinv)sin ——2
Va21i2
t(s + ucosvcosm 3SCOSWSZTLU + Ve )
t(\/a2+t2ucos \/at;jsinvfs(af&sinvszn \/a’;ﬁJrcosv (33\/ a2+t2cos \/at2U+t2 —tusin \/at2v+,52 ))
( Va?+i2 ’
au—stcosv)sin——st—
Va24t2
(38 + scos—msmv + N )

ve 2.3 esitliginden

tv

s(3a+tsinvsin

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = (t (u — 508 vcos\/ e — \/a2+t2\/m)’
t(3scosv+tusinv)sin———
t(s + ucosvcos\/cé—”? - BSCosﬁgmv + T Va2 )7

t (\/ a?+t2ucos \/%sinv—s(a—iitsirwsin L 4 cosv (38\/ a2 +12cos ——2— —tusin ——2 ) )
a“+t

Va2 12 Va2 12 Va2 12

\/92 +t2

(au—stcosv)szn(1271;7&2
(35 + Scosﬁsmv + N )) (u, —s,0, —35)

veya

f(s,u)g(t,v)f(s,u) = <t(1082 +u?),

t( —6stva2+t2 ucos\/TS'var(&zs +it(— 832+u2)sim)sin\/at2”?
Va2+i?
cosv(65\/a2+t2ucos 724— +6stusin 2+t)
+ Va2+t2 ’
Va2+12(—10s%+u? LY sinv—2su(a—3tsinv)sin———
t<( a?+t2(—10s*+u )cosmsznv su(a—3tsinv)sin g
Va2+t2
6 2142 tv t(10 2 002\ as tv ))
+cosv( sva?+ ucostr( 52— )smm
\/a2+t2 )

Y

tv

t(6s%cosvcos—L— + 2sucos—2—sinv +
Va2 Va iz
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olarak bulunur. || f(s,u)||> = 10s? + u? dir. O halde

f(S,U)g(t,v)f(S’u) B 1 , ,
Il 0 (t(105% +2),

( —6stva? + t2ucos

T Sinv + (6as? + t(—8s* + u?)sinvsin 2+t
va + ¢
JaZ 112

N cosv (63 a®+t ucos\/i + 63tusmm))

(\/@2 +12(—10s* + u )cosmsmv 2su(a — 3tsinv)sin 2+t
t

Va2 +t?
N cosv(6sva? + t2ucos\/at;’? + t(10s* — u )smw))

tv tv a(832 + uﬂsin%
t<652cosvcos— + 28UC08 ———8Inv + oz tt
Vva? +t? Va? +t? Vva? +t?

2st(—ucosv + 3ssinv)sin at;:rtg )>

+
Va2 + t2

elde edilir. t = 4,a = 3,u = 1 secilirse

—6stva? + tPucos——=—= 2+t T Sinv + (6as? + t(—8s* + u?)sinvsin 2+t
( va? + t2(10s? 4 u?)
cosv (68\/ a? + t%cosm + 65tusm\/27+t)
+ )
Vva? + t2(10s? + u?)
Va2 +t2(—10s* + u )cos\/Tsmv 2su(a — 3tsmv)sm\/27+t
va? +t2(10s? 4+ u?)
n Cosv (63 va? + tQUCOSX/;;}? + t(1052 —u )sm \/%)
Va2 4+ t2(10s? + u?) ’
a(8s%+u?)sin——2
6s2cosvcos \/J;)T + QSUCOSWSZRU + e ;/m
(1082 + u?)
231&(7ucosv#»?;ssim;)sin\/at;7
Va2 42
(1082 4+ u?)

512(u, ’U) =

+

bi¢ciminde elde edilir.
S1o ylizeyi Sekil 2.12 de gosterilmistir.
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Sekil 2.12.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam kiiresel helis olan S,
genellestirilmis donel yiizeyi

3. MATERYAL VE METOT

3.1. Split Kuaterniyonlar ve Minkowski Uzayinda Rasyonel Genellestirilmis

Donel Yiizeyler

Bu boliimde, split kuaterniyonlarla ilgili tanimlar verildi. Daha sonra, rasyonel
genellestirilmig bir donel yiizeyin, split kuaterniyon carpimu ile iiretilebilen bir rasyonel

tensOr carpim yiizeyi olarak temsil edilebilecegi gosterilecektir.

3.1.1. Split kuaterniyon

Split kuaterniyonlarin geometride pek ¢ok uygulama alam1 mevcuttur (Kula,
2003). Bunlardan en onemlisi, Oklid uzayinda donmelerin kuaterniyonlar ile ifade
edildigi gibi, Minkowski uzayindaki donmelerin birim timelike split kuaterniyonlar ile
ifade edilebilmesidir (Ozdemir ve Ergin, 2005; Ozdemir ve Ergin, 2006; Ozdemir, 2007).
Bu ifade edilisi kullanarak Ozdemir ve Ark. (2014) tarafindan, Minkowski 3-uzayinda
donme matrislerinin 6zdeger ve 6zvektorleri split kuaterniyonlar yardimi ile incelenmistir
(Ozdemir ve Ark., 2014). Kula ve Yayli (2007) ise split kuaterniyonlar ile yar1 Oklid
uzaymdaki donme doniisiimlerini ifade etmistir. Diger taraftan, Ata ve Yayl (2009)
split kuaterniyonlar ile yar1 Oklid projektif uzaylar1 birlikte ele almistir (Ata ve Yayls,
2009) [34].
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3.1.2. Split kuaterniyon geometrisi

q = S; + Vg split kuaterniyonunda S, = 0 ise ¢ kuaterniyonuna pure split
kuaterniyon adi verilir. Bir V, = ¢17 + g2 + g3k pure split kuaterniyonu R} de orjinden

(¢1, g2, g3) noktasina tamml vektor olarak diisiiniilebilir. Dolay1siyla,
q =S¢+ qi+ qj + qzk

split kuaterniyonu, Minkowski 3-uzayindaki noktalar ve vektorler icin (S, g1, 2, q3)

homojen gosterimi ile ifade edilebilir.

Teorem 3.1.

q=(q,q,0,q) €G

ve
gVo Vo) =—ai+¢ +q; >0

olmak tizere
R = cosh(g) + Sinh(g)S

R bir birim split kuaterniyondur ve  — R * z * R adjoint doniisiimii R? deki noktalar1 ve
vektorleri orjinden gecen dogru etrafinda ? = (1, S2, s3) vektorii yoniinde 0 agis1 kadar

dondiiriir. Burada S, V;, yoniindeki birim vektordiir.

Ispat. ¢ = qo + qui + q2j + gsk split kuaterniyonu icin ||¢||, = 1 oldugundan

Qi+ q2J + g3k
(=q+\/ G +E+E —S——=
V=@ g+

= cosh(g) + sz’nh(g)S

yazabiliriz. Burada

0 .0 /
cosh(§) = (o, smh(§) =\/ -G+ G+ G
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ve S nin bilesenleri

q1

V-G +aé+ 4

q2

V-G +aé+ 6

qs3

V-G +aé+ 4

S1 =

So =

S3 =

dir. R * z * R adjoint doniisiimiinden
— o .0 0 .0
Rxxx R = (cosh(é) + smh(é)S> (0, ) <cosh(§) - sznh(5)5>
ve split kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla

Rxxx R=x+ sinh(S x x) + (=1 + cosh®)(S x (S x z))
=z + sinhf(S x x) + (=1 + coshf)(—g(S, z)S + ¢(S, S)x)
= (cosh@)x + sinhf(S x z) 4+ (1 — coshf)g(S, x)S

olarak elde edilir. Burada hiperbolik fonksiyonlarin

0 0

cosh2(§) — sth(i) =1,
200y a0
cosh (5) + sinh (5) = coshd,
0 1 + coshd 0 —1+ coshd
cosh (2) 5 , sinh (2) 5 :

sinh260 = 2sinhBcoshb

esitlikleri kullanilmastir.

3 x 3 tipindeki adjoint doniisiimiine karsilik gelen yar1 ortogonal matris yardimiyla,

—100 0 S3 — 89 8% + Sg —S1S2 —S183
R=|0 10| +sinhd | s3 0 —s; | +(—14+coshl) | s1s95 —s?+ 52 —s953
001 —s981 0 5183 —S983 —3% + 3%

= ¢+ sinhS + (—1 + coshf)S?
=c+ sinhdS + 25mh2(g)52

=c+ sinhdS + 2(sinh(g)5)2
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dir. S matrisi Minkowski 3-uzayinda antisimetrik bir matristir. Burada S antisimetrik
matrisine Minkowski 3-uzayinda karsilik gelen ? = (s1, S2, s3) vektoriine, split vektor
adi verecegiz. R = cosh(%) + sinh(%)S pure birim split kuaterniyonu ile ifade edilen
adjoint doniisiimiinii ¢ acis1 kadar S vektorii tarafindan belirtilen eksen etrafinda donme

ifade eder. m

Teorem 3.2.

¢=(9:q1:92:43) € G

ve
gV Vo) =—ai+¢ +¢3 <0

olmak iizere
R = cos(g) + sm(g)S

R bir birim split kuaterniyondur ve  — R * x * R adjoint doniisiimii R? deki noktalar
ve vektorleri orjinden gecen dogru etrafinda .S’ vektorii yoniinde 6 agis1 kadar dondiiriir.

Burada S, V,, yoniindeki birim vektordiir.

Ispat. ¢ = qo + qui + q2j + gsk split kuaterniyonu icin ||¢||, = 1 oldugundan

Q1%+ q2J + g3k
G=q+\/G -G — @

@ —a—q

= cos(g) + sin(g)S

yazabiliriz. Burada

7 .0
cos(5) = a0, sinl5) =/t — & — @

ve S nin bilegenleri

5 — a1
L= 7 92 2
Va4 — 43 — g3

5 — 42
27 7 2 2
q7 — 45 —q3

Ga — 43
3 7 92 2
q7 — 45 — g3
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dir. R * = * R adjoint doniisiimiinden
— 0 0 0 0
RxzrxR= <cos(—) + 3in(—)S> (0,2) <cos(—) — sz’n(—)S)
2 2 2 2
ve split kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla

Rxzx R=x+ sinf(S x x) + (1 — cos)(S x (S x z))
=+ sinf(S x x) + (1 — cost)(—g(S,z)S + g(S, S)x)
= (cost)z + sinf(S x x) — (1 — cosh)g(S, z)S

olarak elde edilir. Buradan 3 x 3 tipindeki adjoint doniisiimiine karsilik gelen yari

ortogonal matris yardimiyla,

—100 0 S3 —S2 S% + Sg —S8152 —S81853
R=10 10| +sinf| s3 0 —s; | +(L—cosh) | s150 —s7+8% —s983
001 —S5985, 0 S183  —8283 —s° + S5

= ¢+ sinfS + (1 — cosf)S?
=+ sindS + 28in2(§)52
=+ sindS + 2(3@'71(2)5’)2

dir. S matrisi Minkowski 3-uzayinda antisimetrik bir matristir. Burada S antisimetrik
matrisine Minkowski 3-uzayinda karsilik gelen split vektor ? = (81, 89,83) dir. R =
cog(g) + sin(g)S birim split kuaterniyonu ile ifade edilen adjoint doniisiimii 6 agis1 kadar

S vektoril tarafindan belirtilen eksen etrafinda donme belirtir. =

3.2. Minkowski 3-Uzaymnda Genellestirilmis Donel Yiizeylerin Ozellikleri

Bu boliimde, genellestirilmis bir donel yiizey, split kuaterniyon c¢arpimi
tarafindan iiretilen rasyonel bir tensor ¢arpim yiizeyi olarak temsil edilebilecektir. Bu
kavrayisi kullanarak, bir f dogrultusu boyunca bir g dogrultmaninin dondiiriilmesiyle
olusturulan rasyonel genellestirilmis donel yiizeylerinin cebirsel ve geometrik 6zellikleri

incelenecektir.

3.3. Split Kuaterniyonlarla Genellestirilmis Donel Yiizeyler Icin Matris Gosterimi

Bu boliimde split kuaterniyonlarla genellestirilmis donel ylizeylerin split

kuaterniyon carpimi tarafindan iiretilen matris tanimlanacak.
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p ve q iki split kuaterniyon olsun.

q=qo+ qi+qJ +qzk, p=po+pii+p2j+ psk
O halde
R,:H —H
p— Ry(p) =p=*q

lineer doniigiimiine {1, 4, j, k} bazina karsilik gelen matris,

K

Jxq=7%(q+ @i+ q2j +q3k) = ¢ — q3i + qoj — @1k
=k x

q
q=Fkx*(q+ @i+ qj+ q@k) =q3+ qi+ qj+ @k

esitliklerinden
q0 —q1 492 43
Rq _ qg1 qo —43 42
92 —q3 4o q1
43 92 —q1 4o
seklindedir. O halde,
Do
D1
Ry(p) =p*q =R,
P2
D3

=[po p1 p2 p3) Rq"
= [po D1 D2 p3] Mq

dir. Burada
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olup
q 491 42 g3
—q1 90 —43 G2

G+E—6— @

My =
42 —43 qo —q1
93 Q92 41 Qo
dir. Gercekten
o @ 9 g3 -10 00 —qo —q1 42 g3
- - 0 —-100 —q —
ng: q1 qo q3 42 _ q1 q0 —43 q2
g2 —q3 Qo —q1 0 010 —q2 @3 qo —q1
3 @ @ 0 001 —q3 —q2 q1 Qo
ve
Qo —q g2 g3| |—1 000 —q @ 92 g3
- 0 —-100 —q —qo —
/\/quaz q1 qo g3 q2 _ q1 —q0 —43 G2
42 —q3 G0 @1 0 010 —q2 93 qo Q1
43 42 —q1 Qo 0 001 —q3 —q2 —q1 qo
esitliklerinden
—qo —q1 G2 Q3 —q @1 42 g3
./\/lqs./\/que _ g1 —qo —43 Q2 —q1 —qo0 —43 G2
—q2 43 Qo —q¢1 —q2 q3 qo G1
—q3 —q2 g1 Qo —q3 —q2 —q1 qo
B+a—-a6-a 0 0 0
_ 0 B+ad-a-d —0 0
0 0 @+ai—a -4 0
0 0 0
:Nq

bulunur. NV, = 1i¢in M, € SO(3,1) dir. Benzer sekilde

L,-H - H

p— Ly(p) =p*q
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lineer doniisiimiine {1, ¢, 7, k} bazina karsilik gelen matris,

»(1) =px1=po+pii+ p2j + psk

p(7) =p*J = (po+ p1i + pag + p3k) * j = pa + p3i + poj + pik

SERSERS T

(

p(1) =pxi = (po+ pii+ pej + psk) ¥t = —p1 + pot + p3j — p2k
(
(

p(k) =pxk = (po+ p1i+ p2j + psk) x k = ps — pai — p1j + pok

ve

Po —pP1 P2 P3
P1 Po P3 —DP2
P2 P3s Po —P1
P3s —p2P1 Po

dir. Buradan

do
0
qz
a3

Ly(q) =p*q=L,

= [Qo q1 g2 QS] LpT
= [Qo q1 G2 Q3]/\/}a

dir. O halde
Ny =L]

dir.
Po P1 P2 P3
Np _ —P1 Po P3 —P2
P2 P3 Po M
P3 —P2 —P1 Po

elde edilir. Ger¢ekten

Po P1 P2 D3 -1 000 —po —P1 P2 D3

—p1 Po P3 —D2 0 -100 P1 —Po P3 —D2
Npe = =

P2 P3 po D1 0 010 —p2 —P3 Po D1

P3 —DP2 —P1 Do 0 001 —p3 P2 —P1 Do
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veE

Po —P1 P2 D3 -1 000 —po P1 P2 D3
P1 DPo P3 —P2 0 —-100 —P1 —Po P3 —D2
./\/;T €= =
D2 D3 Do —P1 0 010 —P2 —P3 Po —P1
P3 —P2 P1 Do 0 001 —Pp3 P2 P1 Do
esitliklerinden
—Po —P1 P2 D3 —Po P1 P2 D3
P1 —Po P3 —P2 —P1 —Po P3 —DP2
NpeNe =
—P2 —P3 Po P —P2 —P3 Po —P1
—P3 P2 —P1 Do —P3 P2 P1 Po
P+ pi —p3 — 3 0 0 0
_ 0 P+ P — 13 — p} —0 0
0 0 P+ pi —ps — 3 0
0 0 0 P+ pi —p3 —p3
= Np

bulunur. N, = 1ise NV, € SO(3,1)dir.

Genellestirilmis donel yiizeyleri temsil eden

= (f0> I1, f2, fs)

split kuaterniyonu i¢in

fo fi fo f3
M; = —fi fo —f3 fo
fo —fz fo —h
f3 fo fi fo

dir. Buradan

—fo—=fi fo fs —fo fi fo fs
MyeMye = fi =fo—fs fa —fi =fo =13 fo N,
—fo fs fo —fi||—fa f3 fo S

—fs=f2 fi fo —fs=fa—=fi fo
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elde edilir.
Benzer sekilde
fo i f2 fs
Ny | R f
fo fs fo S
fs —f—h fo

matrisi i¢in

—fo—fi f2 f3 —fo fi f2 fs
NieNe = Ji =fo f3 —fo| | =i —JoJ3 =)o
—fa—fs fo fi —f2—fs fo —h
—fs fo =fi fo —fs fo i fo

bulunur.
R,(p) = [p] M, ve L,(q) = [g] N, tanimlarindan asagidaki esitlikler elde edilir:

frgxf=f*(g=])
=(g* f)N;
=g M5Nj

=g(MzNy) = gR
yada

frgef=(f*g)f
=(f * g) M5
=gNy My
=g(NyMy)
—gR

elde edilir. Buradan
yazilir.

O halde, Denklem (4.3) iin matris gosterimi asagidaki sekilde ifade edilebilir,

h = (ho(s,u;t,v), hi(s,u;t,v), ha(s,u;t,v), hs(s,u;t,v)) = f*g x f = gR.
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Burada

—fo i R B[R A R OB
R= M\ = —fi—fo—f3 fo =fi fo fs —fe
—fo f3 fo f fa fs fo fi
| —fs —fa =S fo fs —f—=h fo|
yada ) -
fo fi fo f3 —fo i o fs
R = NyM; = —fi fo f3 —fo —fi—fo—fs fo
Jo 3 Jo Su —f2 fs fo f
s —f—h S —fs —fa =S fo
esitliginden
B+1i-13—13 0 0 0
R 0 o+ R+ B+ 2(fofs— fife)  —2(fofo+ f1fs) G.1)
0 2(fofs+ fife) fE—fi— 13+ 13 —2(fofi + fofs)
0 20—fofo+ fifs)  2(fofi— fofs) fE—fi+ 12— f3
olarak elde edilir.
Ayrica
22— f2- 2 0 0 0 ~10 00
Re — 0 fo+ R+ 13412 20fofs— fife)  —2(fofa+ fifs) 0 -100
0 2fofs+ frf2) fo—IE—F3+ 13 —20fofi + fofs) 0 010
0 2(=fofa+ fifs)  2(fofi— fofs) fE—fi+ 13— 13 0 001
-+ B+ 0 0 0
_ 0 —fE—fi=13—13 2(fofs—fif2)  —2(fof2+ fifs)
0 =2(fifa+ fofs) [E—TE—fi+ 17 —2(fofi+ fof3)
0 2(fofa — f1f3) 2(fofr — fofs) fE—fE+ 13— [}
ve
fo4+f2—f2—f2 0 0 0 ~1000
RT- — 0 e+ R+ 13+72 2(fifa+ fofs)  —2(fof2— fif3) 0 -100
0 =2(fofs + fife) f§— I —F3+ 13 —2(fofr + fofs) 0 010
0 2(fofa— fifs)  2(fofr— fofs) fE—fE+[3—f3 0 001
~f-R+B+ A 0 0 0
_ 0 —fE—fEt—13—-13 20fifo+fofs) —2(fofo— fifs)
0 —2(fofs— fife) [E—fE—Tf3+ 12 2(fofr — fafs)
0 2(fof2 + fifs)  —2(fofi+ fofs) fE—fi+fi—f2
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esitliklerinden

5+ 7-1- 1) 0 0 0
ReRTe— 0 3+ 12 =13 - 13 0 0
0 0 g+ 18— 5 - 13)° 0
0 0 0 5+ - 13- 13)°
=N}
benzer sekilde
G+ 1= 13- 1) 0 0 0
. 0 (3 + 12 = 53— ) 0 0
EnE = 0 0 2 2 f£2 _ f2)\2 0
(fo + /i = f3 = f35)
0 0 0 (fg + /1 — 12— 13)?
:NJ%

ve detR = N7 dir.
Ny = lise R € SO(3,1) dir. Daha dogrudan bir hesaplama ile R = M7N; igin

ReR"e = (MyNy)e(NgNy)Te
= MzNyeNf Mze
= Nf(./\/l?f‘:)./\/l%g
= ./\/’f(./\/lf&/\/l%e?)
— NN,
— N2

oldugu goriilebilir.

3.4. Minkowski 3-Uzaymda R Matrisinin Cebirsel Ozellikleri

Bu boliimde R matrisinin cebirsel Ozellikleri kisaca 6zetlenecektir.

Notasyonumuzu sabitlemek icin

olsun.

Burada R;;, R nin 7 inci satirinda ve j inci siitununda bulunan bilesendir.
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Lemma 3.3. 1. R matrisinin satir vektorlerini
A; = (Ri1, Ria, Ri3, Riy), 1=1,2,3,4
stitun vektorlerini de
B; = (Ryi, Rai, Rai, Ryi), 1=1,2,3,4

ile gosterilsin. R matrisinin satir (siitun) vektorleri birbirlerine diktir.

2. R matrisinin satir vektorleri icin

g(Ai, A;) = =R}, — R, + R, + R, = —N} i=1,2

g(Ai, Ai) = —R}; — Ry, + R3 + Ry, = Nf27 1=3,4
dir.

3. R matrisinin siitun vektorleri i¢in

g(Bi, Bi) = —R}, — Ri, + R + R}, = _Nf2 1=1,2

g(Bi,B;) = —R} — R}, + R+ R}, = N} i=3.4
dir.

4. (w,z,y,z) = gR olsun. Dolayisiyla

—w® — 2 +y* + 2% = N} (—g5 — 41 + 95 + 93),
w? = Nigy

dir.

5. R nin herhangi 2 x 2 tipindeki mindrii, /Ny ¢arpanini igerir.

Ispat.
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g(As, Ay) = —A(fife — fofs)(fofo + fifs) = 2(fof1 + fofs) (o — [T — f3 + [3)

+2(fof1 — fofs)(f5 — f1 + f3 — f3)
— 0

dir. Benzer sekilde diger satir vektorleri i¢in de
g(Ai, Ap) =0, 1<i#k<A4

dir.

Dolayisiyla satir vektorleri birbirlerine diktir.

g(Bs, B3) =2(fofs + [1.f2)(fg + [T+ f5 + [3)
+2(fufa = fofs)(fs — f1 = f3+ f3)
—4(fofe + [ifs)(fofi + fofs)
=0

dir. Benzer sekilde diger siitun vektorleri i¢in de

g(Bi,By) =0, 1<i#k<A

dir.

Dolayisiyla siitun vektorleri birbirlerine diktir. Bu durumda
€bOb<A2, Ag, A4) = GbOb(BQ, Bg, B4) =1

dir.

—(fE+ [T+ 15+ 132 +4fofs + fufe)® + 4(fofo — fifs)?

—((f5 + D7 = 20313 = 20213 = 2315 = 212 15 + (f5s + f3)?)

= —((f§ + 1) =205 + 5 + f5) + (fZ+ 1))
~((fs + 1) = (FF+ f5))?

=-(fo+fi-f-f)?

= —N]%

g(A27 AQ) -
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bulunur. Dolayisiyla g(As, As) negatif oldugundan A, timelike vektordiir. Benzer

sekilde A; vektorii de timelike bir vektordiir.

g(As, As) = —4(fofs — [1f2)* + (f§ — [T = f3 + 13)* + 4(fo 1 — fofs)?
= —A(f f3 = 2fofifofs + 1 13) + (fo — fL — f3 + f5)?
+ A3 = 2fofifafs + [313)
= —Afof3 — AR A AR AL + (5 = 1)+ (ff = )?
= —Afgf3 —AfL 5 AR AR+ (s — 12+ 265 f3
—2fofs = 2f2f5 + 21213 + (f5 — £2)?
=fo = 2fefi+ Fi = 20313 = 2025 A AR R AL S — 2133
—2fifi+ fs 2B+ f
=fo+ fi +fo + f5 237 - 20315 — 201 5 + 215 f3
—2fsfs = 2f1 13
=i+ fi—F-1)?
:Nj%

dir. Dolayisiyla g(As, A3) pozitif oldugundan Aj spacelike vektordiir. Benzer
sekilde A4 vektorii de spacelike bir vektordiir.

8(By, Bs) = —(f§ + [T + f5 + f3)? + 4(fifo = fofs)” + 4(fofa + fifs)”
= —((f5+ D2 =2f5f5 — 21205 =21 f3 — 2/ 15 + (f3 + 3)?)

—((f5 + 27 =205 + )3+ £3) + (f3 + £3)?)

—((fg+ 1) = (3 + £3))?

=i+ -1f-57

= —N]?
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bulunur. Dolayisiyla g(Bs, B>) negatif oldugundan B, timelike vektordiir. Benzer

sekilde B; vektorii de timelike bir vektordiir.

g(Bs, Bs) = —4(fofs + f1f2)2 + (f(? - fl2 — f22 =+ f§)2 +4(fof1 + fzf:s)2
= —A(f3 [+ 2fofifofs + 2D + (3 — [ = 3+ J3)?
+A(fS L+ 2fofifafs + f313)
= AR AP AR AR (2 1D+ (- f2)
= —Af3fE—ASRF AL+ A3
+ (= 20— D = 1)+ (f; = 13)7)
= fo —2f5+ [ 20305 = 21T f3 + AT+ AL fs — 213 13
—2fP I3+ f = 20505+ 1y
= fa 2R 2R -2+ 23 3
—2f2f3 — 2123
=3+ 71— 12
— N]?

dir. Dolayisiyla g(Bs, B3) pozitif oldugundan Bj spacelike vektordiir. Benzer
sekilde B, vektorii de spacelike bir vektordiir.
4. (w,z,y,z) = gR olsun.

f(s,u) = (fO(Svu)7fl(svu)an(S’u)7f3(S’u))
g(tav> = (90(t>U)agl(t’U)?QQ(tvv)’g?)(t»'U))

i¢in

N, O 00
0 R Raz Ry
0 Rsz R3z Ry
0 Ry Raz Ry

[g] R = [90 91 g2 gg}
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ise

w = goNy = —w? = —gngQ
T = g1 Roo + goR30 + g3 R4
Yy = g1Ra3 + g2 R33 + g3 Rus3
z = g1Roa + g2 R34 + g3 Rua

dir.

—2? = —Q%Rgz - 93332 - ggRZQ — 2¢192R22R32 — 29193 R20 Ry — 2g293 132 Rao
y* = 95333 + 9§R§3 + gyz)Rig + 2192 Ro3 R33 + 29193 Ra3 Ry3 + 29293133 Ra3
2* = giR3, + g3 Ray + 93 Ry + 26192 Roa Raa + 29193 Roa Raa + 29293 R3a Rua

esitliklerinden

—2® +y* + 2% = g{ (= R3, + R3, + Ri,) + g5 (—R3; + R3; + Ri)
+ g3(—R3y + Ry + Riy) + 20192(— Ras Rsp + Rz Rz + RoaRy)
+ 29193(—Ro2 Rz + RosRaz + RoyRus)
+ 209293(—Rs2 Ry + RagRas + R34 Ry4)

bulunur. Lemma 3.3. den

—?+y’ + 22 =gl (—R3, + R§2 + R}, + 93(_333 + R§3 + Ri:&)
+ 9§<_R§4 + R§4 + R1214)
= N7 (—gi + 95+ 93)

dir. O halde
—w? =" +y° + 2 =Ni(—g5 — i + 95 + 93)

elde edilir.
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5. R matrisinin agagidaki 2 x 2 tipinde asagida verilen mindriinii ele alalim,

d B=f=B+K 20fh-rff) | _
et =
=2(fofi + fofs) fo—fi+ 1513

= (8- =B+ UG — F+ 15— 13+ 4lfofL + fafs)(fofr — fofs)
= fo+ i —fa— 3+ 2031 - 20513

= (fo +2f5 11+ 1) — (fs +2f5 /5 + f3)

=5+ =5+ f3)?

=B+ ==+ R+ B+1)

=Ni(f5+ 2+ 5+ 13)

dir. Benzer sekilde, diger 2 x 2 tipindeki minorlerinde Ny ¢arpanimi igerdigi gosterilebilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Minkowski 3- Uzayinda Genellestirilmis Donel Yiizeyler

Bu boliimde, bir dogru ve diizlemsel bir egri kullanilarak ifade edilen klasik
anlamdaki donel yiizeyleri, split kuaterniyonlar1 kullanarak genellestirecegiz.

Asagidaki f ve g doniisiimlerini ele alalim:

f:(s,u) eR?*— (w,x,y,2) € R}

“4.1)
f(s,u) = (f0(87u)af1<87u)7f2(87u)’f3(37u))

g : (t,v) eR? = (w,z,y,2) € R}
g(tvv> = (90(t7 U)vgl(t70)792(t’v)a93(tvv)>'

Burada f; € R][s, u] ve g, € R[t, v] homojen polinomlar ve

(4.2)

. 0=0,1,2,3

dir. Bu tez ¢calismas1 boyunca f null olmayan vektor olarak ele alinacaktir. Ilk olarak f ve
g split kuaterniyonlarla temsil edilecek ve ardindan split kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla
rasyonel tensor carpim yiizeyleri olusturulacaktir. Tutarlilik i¢in, her zaman f egrisi

dogrultu ve g egrisi de dogrultman olarak adlanlandirilacaktir.

_ )
176

bir birim split kuaterniyondur ve Teorem 3.1. ya gore s nin her bir degeri i¢in,

r(s)

g(t) = 7(s) * g(t) x7(s)

doniistimii g(t) yi 7(s) nin vektor kisminin dogrultusundaki dogru etrafinda 6 agis1 kadar

dondiiriir. Burada cosh(%) = % , 7(s) nin skalar kismudir. Ayrica 7(s) nin vektorel
kismi1 olan
(f1(s), fo(s), f5(s))

£ ().
(f1(s), f2(s), f3(s)) nin dogrultusuyla aynidir. Bu nedenle

h(s;t) =1r(s)* g(t) *7(s)

esitligi yardimiyla bir donel ylizey tanimlayabiliriz.

Homojen koordinatlarla calistigimiz igin her (s,u) reel parametresi igin ﬁ

ifadesinin paydasinin ihmal edilebilecek bir skalar oldugu diisiiniilebilir. Boylece,
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rasyonel genellestirilmis donel ylizey asagidaki formiille iiretilebilir

h(s,u;t,v) = (h,o(S,’LL;t,’U)7hl(S,U;t,'U),hQ(S,U;t,U),hg(S,u;t,U)) (4 3)
= f(s,u) * g(t,v) * f(s,u). '

Bu caligmada, yalnizca diizlem olmayan genellestirilmis donel yiizeylerle ilgilenecegiz.

(s,u) nun her bir degeri i¢in % birim split kuaterniyonu bir donme temsil eder ve

her (s, u) parametresi i¢in

Fls.w) _ f(s,wg(t,0)F(s,0)
ol il

h(s,u;t,v) = M g(t,v)

1f (s, w)ll.

homojen koordinatlarda Denklem (4.3) a esdegerdir. Ayrica, g dogrultmani bir diizlemsel
egri olmak iizere f dogrultusu, g dogrultmani ile ayni diizlemde yatan ve orjinden gecen
bir dogru ise, o zaman h yiizeyi f eksenli ve g dogrultmanli klasik anlamda bir donel

yiizeydir. Bu nedenle, her rasyonel donel yiizey

h(s,u;t,v) = f(s,u) * g(t,v) * f(s,u)

bicimindeki bir yiizeyle temsil edilebilir.

h(s,u;t,v) = f(s,u) * g(t,v) * f(s,u)

yapisi bu nedenle klasik donel yiizeylerin insasinin bir genellestirilmesidir. Ek olarak,
donme eksenlerinin f dogrultusuna teget vektorler olmasini istiyorsak, o zaman f yerine

f nin hodografi konulabilir, yani f , f* ile degistirilebilir.

Ornek 4.1.
(s,u) € R?* = (w,z,y,2) € R}

f
f(s,u) = (u,O,S,O)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu bir dogru ve

g : (t,v) e R = (w,z,y,2) € R;
g(t,v) = (¢,0,0%,v)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman yz spacelike diizleminde bir parabol olsun. Bu
durumda,
f(s,u) xg(t,v) = (tu + sv?, —sv, st + uv?, uv)
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ve 4.3 esitliginden
f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) = <tu + sv?, —sv, st + uv?, uv> <u, 0, —s, O)
veya
f(s,u)*g(t,v) * f(s,u) = (t(—32 + u?), —2suv, (—s* + u®)v?, (s* + u2)v)

olarak bulunur. N; = s* 4+ u? dir. O halde

f(s,u) % g(t,v) * f(s,u) ( 252t 2svu (—s% + u?)v? )
= (t,— — v
Ny T2 w24t 24wt

elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

2suv (—s* + u?)v? >
- 9 y U
5%+ u? 5%+ u?

Siz(u,v) = (

biciminde elde edilir.

S13 ylizeyi Sekil 4.1 de gosterilmistir.

Sekil 4.1.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam 3z spacelike diizleminde bir parabol
olan 5,3 genellestirilmis donel yiizeyi

69



Ornek 4.2.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € R}
f(s,u) = (u,s, -2, 128)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu bir dogru ve

g : (tv) e R = (w,z,y,2) € R}
g(t,v) = (¢,0,0%,0)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman yz spacelike diizleminde bir parabol olsun. Bu
durumda,
f(s,u) xg(t,v) = <tu +2(6s — v)v, 2v + s(t + 120?),
=2t + v(—s + uv),uv + s(12t + v2)>

ve 4.3 esitliginden

f(s,u) % g(t,v) * f(s,u) = (tu +2(6s — v)v, 20 + s(t + 120?),
=2t + v(—s +uv),uv + s(12t + 112)> <u, —s,2, —125)

veya

f(s,u) x g(t,v) * f(s,u) = (t(—4 —143s* + u?), 4v(u + s(—6s + v + 6uv)),
v(—2s(—24 + u) + (—4 + 1435 + u?)v),
v(4 — 1455 + u? + 2s(24 + u)v)>

olarak bulunur. Ny = —4 — 143s* + u? dir. O halde

f(s,u) % g(t,v) * f(s,u) _ <t 4v(u~+ s(—6s + v + 6uv))

Ny —4 — 143s% 4 u? ’
v(—2s(—24 + u) + (—4 + 143s* + u*)v))
—4 — 1435 4+ u? ’
v(4 — 1455 + u? + 25(24 + u)v)
—4 — 14352 + u? >

elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

4v(u + s(—6s + v + 6buv
Sia(u,v) = ( ( j4 (_ 143:2 +J;2 ))’
v(—28(—24 + u) + (—4 + 1435 + u?)v)
—4 — 14352 + 2 ’
v(4 — 1455 + u? + 25(24 + u)v)
—4 — 14352 + u?2 )
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biciminde elde edilir.
S14 yiizeyi Sekil 4.2 de gosterilmistir.

Sekil 4.2.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam yz spacelike diizleminde bir parabol

olan Sy, genellestirilmis donel yiizeyi

Ornek 4.3.
[ (s,u) e R? = (w,x,y,2) € R}
f(s,u) = (u, 0,2 5)
fonksiyonunun belirttigi dogrultu yz spacelike diizleminde bir parabol ve
g : (t,v) ER® - (w,x,y,2) € R}
g(t,v) = (¢,0,v,0)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman bir dogru olsun. Bu durumda,

f(s,u) xg(t,v) = (tu + s%v, sv, st + uv, st)

ve 4.3 esitliginden
f(s,u) x g(t,v) * f(s,u) = <tu + 520, sv, 5%t + uv, st) <u, 0, —s2, —5)
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veya
f(s,u)* g(t,v) * f(s,u) = ( —t(s* + st —u?), 2suv, (s* — st + u?)v, —2531))

olarak bulunur. N; = —s? — s* 4+ 2 dir. O halde

fls,u) = g(t,v) = f(s,u) ( 25UV (—s? + s* —u)v 2530 )
Ny Tl st —u? 24t —u? T2 st —u?

elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

250 (=1 —s*+s"w 2530 )

S y :(_ ) )
15(U U) — 1452454 —14+s24+s% " —14 524 s

biciminde elde edilir.

S5 ylizeyi Sekil 4.3 de gosterilmistir.

Sekil 4.3.Dogrultusu yz spacelike diizleminde bir parabol ve dogrultmam bir dogru
olan S5 genellestirilmis donel yiizeyi
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Ornek 4.4.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € R}

f(s,u) = (u, 0, s2, s)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu yz spacelike diizleminde bir parabol ve

g : (t,v) e R = (w,z,y,2) € R}
g(t,v) = (t,v,—2,121))

fonksiyonunun belirttigi dogrultman bir dogru olsun. Bu durumda,
f(s,u) xg(t,v) = (tu — 25(s — 6v), —2s — 125%v + uv, —2u + s(st + v), st — s*v + 12uv>
ve 4.3 esitliginden

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) = (tu —2s(s — 6v), —2s — 125%v + uw,
—2u + s(st +v), st — s?v + 12uv> (u, 0, —s2, —s)

veya

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) = < —t(s* 4 s* —u?), —4su + (s* + $*(1 — 24u) + u?)v,
2(—s* + s* —u? — 12530 + suw),
2(25% + 650 + 6uv — s(6 + u)v))

olarak bulunur. N; = s? 4+ s* — v? dir. O halde

9

f(s,u) = g(t,v) = f(s,u) (t 4su — (s* + s*(1 — 24u) + u?)v
Ny ’ 52 4+ st —u?
2(s* — s* + u? + 12530 — suv)
s2 + st —u?
2(2s% + 6510 + 6u?v — s%(6 + u)v
a s2 + st —u? )

)

elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

4s — (1 =238+ sv 2 —2s(v+ s(=1+ s? — 12sv))
S16(1,v) = ( —1+s2+st 7 —1+ 52+ 54
2(2s 4+ (6 — 7s* + 684)U)
—1+s24 44

Y

biciminde elde edilir.

S yiizeyi Sekil 4.4 de gosterilmistir.
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Sekil 4.4.Dogrultusu y 2 spacelike diizleminde bir parabol ve dogrultman dogru olan
S16 genellestirilmis donel yiizeyi

Ornek 4.5.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € R}

f(s,u) = (u,0,0, s)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu bir dogru ve

g : (t,v) ER* = (w,z,y,2) € R}

_ 11tv 11t ;. v 5v11 v
g(t,v) = (t, 360y 5 SIng, thosg)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman spacelike asli normalli ve e3 eksenli spacelike helis

olsun. Bu durumda

f(s,u) * g(t,v) = <tu - %\/Hstcos%’, %t(uv + Gssing), %t(sv + 6u5in§),
st —1—2\/ 11tucos%)

(4.3) esitliginden

f(s,u)* g(t,v) * f(s,u) = (tu + 2V/11stcos, st (uv + 6ssing), st (sv + 6using),

st + %\/ 11tuc08§> <u, 0,0, —3)

veya

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) = (t(—32 +u?), 5t ((s* + u?)v + 12susiny),
Li(suv + 3(s* + u?)sink), 2v/11t(—s* + uz)cosg)
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olarak bulunur. Ny = —s* + «? dir. O halde

’

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) _ [ t=s"+ ) 2t((s? + u?)v + 12susin®)
Ny —s24+u?’ —s2 +u?

Ht(suv + 3(s* + u?)sing) 2V/11t(—s* + u?)cos?
—52 4+ u? ’ —52 + u?

elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

11(v + s*v + 12ssing)  11(sv + 3(1 + s*)sind) 5 v
S =| — 6/ _ 6/ Z\/11lcos—
ir(u, 0) ( 36(—1+s2) 18(-1+s2) 6" 7%

elde edilir.

Si7(u, v) yiizeyi Sekil 4.5 de gosterilmistir.

Sekil 4.5.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam spacelike asli normalli ve e; eksenli
spacelike helis olan S} genellestirilmis donel yiizeyi

Ornek 4.6.
f:(s,u) eR? — (w,z,y,2) € R}

f(s,u) = (u,0,0, s)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu bir dogru ve

g : (t,v) e R* = (w,z,y,2) € R}
g(t,v) = (t, st0° + tv, 2tv?, —tv)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman —e; + e eksenli timelike egri olsun. Bu durumda
f(s,u) * g(t,v) = (t(u — sv), gtv(3sv + u(6 4 v?)), tv(Buv + s(6 + v?)), t(s — uv))
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(4.3) esitliginden

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) = (t(u — sv), tv(3s0 + u(6 + v?)),
stu(3uv 4 s(6 +v?)), t(s — uv)) (u, 0,0, —s)

veya

f(s,u) x g(t,v) * f(s,u) = (t(—32 + u?), tv(6suv + s*(6 + v?) + u?(6 + v?)),
Ftu(3s%0 + 3uv + 25u(6 4 v?)), t(s — u)(s + u)v)

olarak bulunur. N; = —s? + v? dir. O halde

)

fls,u) = g(t,v)* f(s,u)  [t(—s*+u?) gto(bsuv + s*(6 + v?) + u?(6 + v?))
Ny —s2+u?’ —52 + u?

§t0(3s%0 + 3uPv + 25u(6 + v?)) (s — u)(s + u)v
g2 + u2 ’ —g2 + u2

elde edilir. t = 1, u = 1 segilirse

v(6 + 6sv + v2 + s%(6 +v%))  v(3v + 3s%v + 2s(6 + v?)) )
,—v

Sig(u,v) = < - 6(—1 + 52) T 6(—1 + s?)

elde edilir.

Sis(u,v) yiizeyi Sekil 4.6 de gosterilmistir.

Sekil 4.6.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam —e; + e3 ekseli timelike egri olan S5
genellestirilmis donel yiizeyi
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Ornek 4.7.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € R}
f(s,u) = (32 —u?, 5% 4+ u?, 2su, 0)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu 2> — y? = 1 denklemli Minkowski ¢emberi ve

g : (t,v) e R? = (w,z,y,2) € R}
g(t,v) = (¢, $tv + tv, 3tv?, —tv)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman —e; + es eksenli timelike egri olsun. Bu durumda

f(s,u) *g(t,v) = <t(s —u)(s +u) + stuv® — £t(s® + u?)v(6 + v?),
t(s* 4 u?) + 2stuv + gt(s — u)(s + u)v(6 + v?),
st(—u(—2+v) + sv)(uv + s(2 + v)),
stu(3s%(—2 +v) 4 3u*(2 + v) — 2su(6 + v2)))

(4.3) esitliginden

F(s,u) % g(t,0) % F(s,u) = (t(s —u)(s + u) + stuv® — L(s? + u2)(6 + v?),
2+ u?) + 2stuv + §t(s — u)(s + u)v(6 + v?),

st(—u(=2+v) + sv)(uv + 5(2 +v)),

(3% (=2 +v) 4 3u*(2 +v)

—2su(6 + v2))> <52 —u?, —s* —u? —2su, O>

veya

Flsu)x g(t. )+ Fls.w) = (20062 — u?)?
stu(—65*u(—2 4+ v) — 65u*(2 + v) + s*(6 + v?)
+25%u2(6 + v?) + ul(6 + v?)),
2tv(3s* — 3ut — 65%u’v + s*u(6 + v?) + su?(6 + v?)),
st(s — u)(s + u)v(3s*0 + 3uv — 2su(6 + v2))>
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olarak bulunur. N; = 2(s? — u?)? dir. O halde

f(S,U) * g<t7 U) *7(87U> _ 2t(52 _ 'LL2>2
Ny o\ 2(s2 —u2)?’
$tu(—65%u(—2 + v) — 6su(2 4 v) + s*(6 + v?)
2(s? —u2)?
25%u?(6 + v?) + u(6 + v?))
2(s2 — u?)? ’
2tv(3s* — 3u* — 65%u?v + sPu(6 + v?) + su*(6 + v?))
2(s2 — u?)? 7

Lt(s — w)(s + u)v(3s%v + 3uPv — 2su(6 + U2)>>

2(82 _ U2)2
elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

v(6+65(—2+s(2+s(2+3))) — 6s(1 + s?)v + (1 + s%)%0?)

Sio(u,v) :<

6(—1+ s2)2 ’
v(=3+ 8(6 + 35> — 6sv + v? + s3(6 + v?))) v(3v + 3s%v — 25(6 + v?))
3(—1+ 52)2 ’ 6(—1+ %)

elde edilir.

S1o(u,v) yiizeyi Sekil 4.7 de gosterilmistir.

Sekil 4.7.Dogrultusu 2> — y> = 1 denklemli Minkowski ¢cemberi ve dogrultmam
—ej + ez eksenli timelike eg@ri olan S|4 genellestirilmis donel yiizeyi

78



Ornek 4.8.

=tsins —UCOS

J i (s,u) €R2 = (w,2,y,2) € RS
) 736 7 6 6’ 6

( 1lus 1lu 5v11 6)

/s,

fonksiyonunun belirttigi dogrultu spacelike asli normalli ve e3 eksenli spacelike helis ve

g : (t,v) e R = (w,z,y,2) € R}
g(t,v) = (t, 300 + tv, 3t0*, —tv)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman —e; + e eksenli timelike egri olsun. Bu durumda

f(s,u) xg(t,v) = (mtu(216 — 11sv(6 + v?) — 180v/11vcoss + 198v2sin?),

tu(11s + 6v(6 + v?) + 15v/11vcos$ + 66vsing),
atu(v(1ls + 18v) 4+ 5v/11v(6 + v )cos + 66sins),

Stu(60v/11coss + v( — 72 + 11sv — 22(6 + v2)sm§))>
(4.3) esitliginden

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) = (216tu(216 — 1150(6 + v?) — 180v/11vcos$ + 198v?sins),

itu(lls +60(6 + v?) + 15v/11v3cos + 66vsing ),
Ltu(v(11s + 18v) + 5v/11v(6 + v )cos + 66sint),
%tu(GO\/ﬁcosg +o(— 72+ 11sv — 22(6 + v2)smg))>

36

(u,—““s —H—“sm 5V 5vilycoss )

veya

— tu? ( 5832—121524-2772cos S
f(s,u) x g(t,v) * f(s,u) = <_ ( 1296 3)’

tuv (360\/11(lls+18v)cos§+(6+1}2 (8424+121s2+2772cos§)
7776

396(72— 1lsv)sin%)
7776 )
tu2(4068v+&ls(144—115v}+720y/ff«}+v2)cos%
‘ 2592 o
+ 712811003%+484s(6+v2)sm§+3960\/ﬁsm§
2592 ’
tu21;(14764—121524-3965v4-110\/115(64-v2)cosg-+7128cos§
1296

792(6+v?)sin g —990v/11vsin $
1296
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u? (5832—12182+2772cos§)
1296

olarak bulunur. Ny = — dir. O halde

fls,u) = g(t,v) = f(s,u) 1 ( B tu? (5832 — 121s% + 2772c0s%)
1296 ’

Ny u? (583212157 42772c0s3 )
- 1296

tu?v(360v11(11s 4 18v)coss + (6 + v? (8424 + 121s% + 2772c0s% )

7776
396(72 — 11sv)sint)
7776 ’
tu? (4068v + 11s(144 — 115v) 4 720v/11(6 + v*)coss
2592
7128vcoss + 4845(6 + v?)sins + 3960V 11sins
+
2592 ’
tu?v (1476 + 1215 + 396sv + 110v/11s(6 + v?)coss
1296
7128coss — 792(6 4 v*)sing — 990V 11vsin§>
_l’_

1296
elde edilir. t = 1, u = 1 secilirse

v(360v/11(11s 4 18v)coss + (6 + v?) (8424 + 121s* + 2772cos%)
6(5832 — 1212 + 2772co0s3)

N 396(72 — 11sv)sing)
6(5832 — 12152 + 2772c0s%)’
v(4068v + 115(144 — 11sv) 4+ 720v/11(6 + v*)coss + 7128vcoss
—11664 + 242s% — 5544cos
4845(6 4 v?)sing + 3960v/11sins)
—11664 + 24252 — 5544cosy
(1476 + 1215% + 39650 + 110v/115(6 + v?)coss + T128coss
—5832 + 121s% — 2772co0s
792(6 + v?)sing — 990\/ﬁvsin§)>
—5832 + 12152 — 2772cos3

Szo(U, ’U) = —

S
3

elde edilir.

Sao(u, v) yiizeyi Sekil 4.8 de gosterilmistir.
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Sekil 4.8.Dogrultusu spacelike asli normalli ve e; eksenli spacelike helis ve
dogrultmani —e; + e3 eksenli timelike egri olan S5, genellestirilmis donel yiizeyi

4.2. Minkowski 3- Uzayinda h = f * g * f Yiizeyin Geometrik Ozellikleri

Bu bolimde h(s,u;t,v) = f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) yiizeylerinin geometrik

ozellikleri incelenecektir. Ayrica, g dogrultman bir kiire (pseudo kiire, pseudo hiperbolik
uzay) iizerinde yattiginda, h ylizeyinin bir kiirenin (pseudo kiire, pseudo hiperbolik
uzayin) parg¢asi oldugu gosterilecektir.
[k olarak, afin uzayda h(s,u;t,v) yiizeyi lizerindeki herhangi bir h(sg,uo;to, Vo)
noktasinda, h(sg, uo;t,v) = f(so,uo) * g(t,v) * f(s0,u0) egrisi f(so, uo) ekseni boyunca
donen g(t,v) dogrultusunun bir kopyasidir ve h(s, u; to, vo) = f(s,u) * g(to, vo) * f(s, u)
bir kiiresel egridir. Yani h(s, u;to,v9) = f(s,u) * g(to,vo) * f(s,u) egrisinin koordinat
fonksiyonlar1 kiire denklemini saglar.

h(s,u;tog,vo) egrisinin kiiresel bir egri olmasi Lemma 3.3. iin 4. maddesinden
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tiretilebilir, yani (w, z,y, z) = h(s, u; to, v9) oldugundan
w2 = Nf2g8(t07f00)

—gi (to, vo) + g3 (to, v0) + g5(to,v0)

2,2 .2
w'=—x"+y +z
93 (to, vo)

dir. Buradan

—2* +y° +2° = N} (=g + g5 + 93)

ve

elde edilir ve yerine yazilirsa

(=93 + 95+ 93)
95 (to, vo)

—? 4P+ =0’
dir. Dolayisiyla
—w® =2 +y* +2° = Ni(—g5 — g + 9 + 63)

dir.
Afin uzayda w # 0 oldugundan go(to,vo) # 0 ve

—¢? + g3+ g3
g(%(th UO)

bir sabittir.

Yani h(s,u;tg,v9) = f(s,u) x g(to,v0) * f(s,u) egrisinin koordinatlari kiirenin

denklemini saglar. Dolayisiyla h(s, u; t, vo) egrisi kiiresel bir egridir.

1. —g? + g5 + g3 > Oise h(s,u;ty, vo) egrisi S(1) pseudo kiiresinde yatar.
2. =2+ g5+ g5 < Oise h(s,u;tg,vg) egrisi H2(1) pseudo hiperbolik uzayinda yatar.

Ayrica, asagidaki onerme g dogrultmani bir kiire {izerinde yattiginda, A yiizeyinin bu

kiirenin bir par¢asi oldugunu gostermektedir.
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Onerme 4.9. Eger g dogrultman sifir olmayan bir 3 sabiti icin

—g0 +B(=g1 + 5+ 95) =0 4.4)
kosulunu sagliyorsa, h = f * ¢ * f yiizeyinin kapali denklemi

—w? + (2 + 2+ 2A) =0

dir.

1. Egerg(V,,V,) > 0icing
—go+ (—gi + 95 +93) =0
esitligini sagliyorsa g nin belirttigi egri, S7(1) pseudo kiire iizerinde bir egridir ve
h yiizeyi bu birim pseudo kiirenin bir parcasidir. Burada g nulldur.

2. Egerg(V,,V,) <0icin g
~9o — (~gi + 95 +93) =0

esitligini sagliyorsa g nin belirttigi egri, H2(1) pseudo hiperbolik uzayi iizerinde

bir egridir ve h ylizeyi bu pseudo hiperbolik uzayinin bir parcasidir.
Ispat. (w,z,y,2) = h = (ho,h1,ha,hs) = f* g f = gR olsun. Lemma 3.3. in 4.
maddesinden,

w = go(t,v)Ny
—w? = —gg(t,v)NJ%
—2* +y? + 2% = Nj(—gi + g5 + g3)

dir.
O halde g = (go, g1, 92, g3) dogrultmanm g2 = 3(—g? + g2 + ¢2) yi sagliyorsa h yiizeyinin
kapali denklemi

—w? 4 B(—2* +y° + 2%) = Nj (—g5 + B(—9i + 95+ ¢3)) =0
olur.

1. (4.4)esitliginde B = 1 secilirse

—go+ (=g +95+93) =0 (4.5)
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dir. Yani g, R} de null diir.
(4.5) esitliginden

g1.\2 922 g3.\2
—(=) "+ =)+ (=) =1
(90) <go) (90)

elde edilir. O halde ¢ nin belirttigi egri S7(1) pseudo kiire iizerinde yatar ve h =

f % g * f yiizeyi bu pseudo kiirenin bir parcasidur.
2. (4.4) esitliginde 8 = —1 secilirse
~g5 — (—gi + 95 +3g3) =0 (4.6)
dir.
(4.6) esitliginden

919 929 939
—(=) "+ (=) + (=) =-1
(go) (go) (go)

elde edilir. O halde g nin belirttigi egri HZ(1) pseudo hiperbolik uzayinda yatar ve
h = f % g * f yiizeyi bu hiperbolik uzayin bir parcasidir.

Ornek 4.10.
[ (s,u) e R? = (w,x,y,2) € R}
f(s,u) = (u,s,0,3s)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu bir dogru ve

g : (t,v) ER? - (w,x,y,2) € R}
g(t,v) = (t* —v?, 2tv, 0, t* 4+ v?)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman —z2 + 2z? = 1 denklemli Minkowski ¢emberi olsun.

Bu durumda

g(Vy, Vo) = —gi + g5 + g5 = —4t™0" + (£ + 07)
= —470® + t* + 26707 + o
_ (t2 . U2)2

dir. Dolayisiyla g(V,, V) = (t* — v?)? oldugundan V, spacelike bir vektordiir.
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Ayrica
g —gi+g+g=0

dir. Bu durumda

f(s,u) % g(t,v) = (t*(3s + u) — 2stv + (3s — u)v?, 2tuv + s(t — v)(t + v),
— 5(t? — 6tv +v?),3s(t — v)(t +v) + u(t® + v?))

ve (4.3) esitlifinden

f(s,u) x g(t,v) * f(s,u) = t2(3s + u) — 2stv + (35 — u)v?, 2tuv + s(t — v)(t +v),
— s(t? — 6tv +v?),3s(t —v)(t +v)
+ u(t* + v*)(u, —s,0, —3s)

veya

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) = ( — (882 —u?)(t — v)(t +v), —25*(t — 3v) (3t — v) + 2tu’v,
— 2su(t? — 6tv + v?), u?(t? + v?) — 25*(5t* — 6tv + 51}2)>

olarak bulunur. Ny = —u? 4 8s* dir. O halde

f(s,u)*g(t,v) * f(s,u) _ —(8s* —u?)(t —v)(t +v) —2s*(t — 3v)(3t — v) + 2tuv
Ny —(8s2 —w?)(t—v)(t+v) —(8s2—u?)(t—v)(t+v) ’
—2su(t? — 6tv +v?)  u?(t? 4 v?) — 25*(5t* — 6tv + 5v?)

—(8s2 —w?)(t —v)(t+v)’ —(8s2 —u?)(t —v)(t + v)

N———

elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

So1 (1, 0) = 20 —25*(=3+v)(=1+3v)  2s(1+ (=6+v)v)
AT (—1+8s2)(=1+12) = (=1+8s?)(—=1+1?)

1402 —252(5 4+ v(—6 + 571)))

(—1 4 8s2)(—1+v?)

biciminde elde edilir.

Sa1(u, v) yiizeyi pseudo kiire yiizeyinin bir pargasidir ve Sekil 4.9 de gosterilmistir.
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Sekil 4.9.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam Minkowski cemberi olan S
genellestirilmis donel yiizeyi

Ornek 4.11.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € R}

f(s,u) = (8% — u?, 8% + u?, 2su,0)
fonksiyonunun belirttigi dogrultu 2 — y? = 1 denklemli Minkowski ¢emberi ve

g : (t,v) e R?* = (w,z,y,2) € R}
g(t,v) = (t* — v% 2tv, 0,12 4+ v?)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman —z? + 22 = 1 denklemli Minkowski ¢emberi olsun.

Bu durumda
g(Vy, Vo) = —gi + g5 + g5 = —4t%0% + (£ +0°)°
= —4t20% + 1 + 26202 + 0
_ (£ — o)
dir. Dolayisiyla g(V;, V,) = (t* — v*)? oldugundan V,, spacelike bir vektordiir.

Ayrica
~9% -9 +tg+gi=0
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dir. Bu durumda

f(s,u) * g(t,v) = =2t(s* + u*)v + (s — u)(s + u)(t —v)(t +v),
2(s —u)? 4 2t(s —u)(s + u)v — (s + u)*?,
— t*(s —u)* — (s + u)*?,

— 4stuv + (s — u)(s + u)(t* + v?)

~+

ve (4.3) esitliginden

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) = (=2t(s® + u)v + (s — u)(s + u)(t — v)(t +v),
t 2(s—u)*+2t(s —u)(s+u)v— (s +u)*?
— t?(s —u)? — (s + u)??,

— dstuv + (s — u)(s +u)(t? + v?))(s* — u?, —s* — u?, —2su,0)
veya
f(s,u) x g(t,v) * f(s,u) = 2(s — u)?(s +u)(t — v)(t +v),

4 (st*u(—s+u)(s +u) + t(s* + u?)*0 + su(—s + u) (s + u)v?),

— 2(s* + u?)(—4stuv + s*(t* + v?) — u?(t* + v?)),
8 stu(—s*+u*)v

olarak bulunur. N; = 2(s* — u?)? dir. O halde

Ny (2(s —u)?(s+uw)?(t —v)(t +v)’
A(st?u(—s +u)(s + u) + t(s* + u?)?v + su(—s + u) (s + u)v?)
2(s —u)?(s +u)(t —v)(t +v) ’
—2(s* + u?)(—4stuv + s*(t* + v?) — u?(* + v?))
2(s —u)?(s +u)(t —v)(t+v) ’
8stu(—s? + u?)v )

f(s,u) % g(t,v) * f(s,u) _ < 2(s —u)?(s +u)*(t —v)(t +v)

2(s —u)?(s +u)?(t —v)(t +v)
elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

N 2(v + s(1 + 2sv + s2v + v? — s%(1 +v?)))
Saa(u, v) < (—1+ s2)2(—1 +v?) ’
—1+ st —4s(1 + s*)v + (=1 + s*)o? 4sv
(—1+ 82)2(—1 +12) (=14 s%)(-140?)

elde edilir.

Sao(u, v) yiizeyi pseudo kiire yiizeyinin bir pargasidir ve Sekil 4.10 de gosterilmistir.
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Sekil 4.10.Dogrultusu 2> — 3> = 1 denklemli Minkowski ¢cemberi ve dogrultmam
—12 4 2% = 1 denklemli Minkowski cemberi olan S, genellestirilmis donel yiizeyi

Ornek 4.12.
(s,u) € R? = (w,x,y,2) € R}

f:
f(s,u) = (u,570,33)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu bir dogru ve

g : (t,v) e R* = (w,z,y,2) € R}
g(t,v) = (£ + 020,12 — v?, 2tv)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman y? + 22 = 1 Oklid ¢emberi olsun. Bu durumda

g(Vy, V) = —g2 4 g2 + g2 = (2 — v?)* + 4t%0°
= (1* +v?)?

dir. Dolayisiyla g(V,, V,) = (¢* + v?)? oldugundan V, spacelike bir vektordiir.
Ayrica
—9—gi+9+g3=0
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dir. Bu durumda
f(s,u) xg(t,v) = (63151) + u(t? + v?), s(4t? — 20?), t*u — 2stv — wv?,
2(tuv + (2% + UQ)))
ve (4.3) esitliginden
f(s,u)*g(t,v) * f(s,u) = (6stv + u(t? + v?), s(48% — 20?), t2u — 2stv — uv?,
2(tuv + (2% + ’UQ))> (u, —s5,0, —33)

veya

(s,u) = ( — (85% — u?)(t? + v?), —6s(—t?u + 2stv + uv?),
—4stuv + 8s*(t — v)(t +v) + u*(t — v)(t + v),
—20s%*tv + 2tu*v + 2su(t — v)(t + v))

|

f(s,u) * g(t,v) *

olarak bulunur. Ny = —8s? + «? dir. O halde

fls,u) = g(t,v) = f(s,u) (—(852 —u?)(t? +v?) —6s(—t*u + 2stv + uv?)
Ny o\ (882 —u2)(#2 +v2)  —(8s2 —u2)(t2 +v2)
—4stuv 4 8s*(t — v)(t + v) + u?(t — v)(t + v)
— (852 — u2)(£2 + v2) v
—20s%tv + 2tu*v + 2su(t — v)(t + v))
— (852 — u2)(£2 + v?)

elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

Sys(11, ) 6s(—1 4 2sv +v?) —1+4sv +v? 4+ 8s*(—1 +v?) —2v + 2s(—1 + 10sv + v?)
u,v) =
A (—1+8s2)(1 +12)’ (=1 +8s2)(1 + v2) T (=14 8s2)(1+1?)

elde edilir.

Sas(u, v) yiizeyi pseudo kiire yiizeyinin bir pargasidir ve Sekil 4.11 de gosterilmistir.
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Sekil 4.11.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam y> + 2> = 1 Oklid cemberi olan S,;
genellestirilmis donel yiizeyi

Ornek 4.13.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € R}

f(s,u) = (u,s,0,3s)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu bir dogru ve

g : (t,v) e R = (w,z,y,2) € R}
g(t,v) = (1 — v 12 +v%, 2tv, 0)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman 2% — y* = 1 denklemli Minkowski ¢emberi olsun.

Bu durumda

g(Vy, Vo) = —gi + g5 + g5 = —4t%0% + (1* +0*)°
= —4t20% + 4 + 26207 + 0
_ —(t2 N v2)2
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dir. Dolayisiyla g(V;, V,) = —(t* — v?)? oldugundan V, timelike bir vektordiir.
Ayrica

g +9i—9—9g3=0

dir. Bu durumda

f(s,u) x g(t,v) = t*(—s +u) — (s + w)v?, *(s + u) + 6stv + (—s + u)v?,
2 tuv + 3s(t? + v?), s(3t? + 2tv — 3v?)

(4.3) esitliginden

f(s,u) % g(t,v) * f(s,u) = <t2(—3 +u) — (s +u)v?, (s + u) + 6stv + (—s + u)v?,
2 tuv + 3s(t? + v?), s(3t* + 2tv — 31)2)> (u,—s,0,—3s)

veya

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) = —(85% — u?)(t — v)(t +v), 12stuv + 10s%(t + v?)
+ u?(t? + v?), 2(8s*tv + tuv + 3su(t? + v?)),
2 s(2tuv + 3s(t* + v?))

olarak bulunur. Ny = —8s? + u* dir. O halde

f(s,u) % g(t,v) * T(s,u) _ (—(832 —u2)(t —v)(t + v)
Ny —(8s2 —w?)(t —v)(t+v)’
12stuv + 10s2(t? 4 v?) + w?(t* + v?)
—(8s%2 —u?)(t — v)(t +v) ’
2(8s%tv + tu*v + 3su(t* +v?))  2s(2tuv + 3s(t* + v?)) )
—(8s2 —w?)(t—v)(t+v) ~—(8s2—u?)(t—v)(t+v)

elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

Sou(1.0) = 1+ 12sv + v + 10s%(1 + v?)
AT (—1+8s2)(—1+122)

2(v + s(3 4+ 8sv + 3v?))  2s(2v + 3s(1 + v?)) )

(—148s?)(—1+4v?) " (—=1+8s2)(—1+v?)

elde edilir.

Sa4(u, v) ylizeyi pseudo hiperbolik yiizeyinin bir parcasidir ve Sekil 4.12 da gosterilmistir.
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Sekil 4.12.Dogrultusu bir dogru ve dogrultmam 2> — 4> = 1 denklemli Minkowski
cemberi olan Sy, genellestirilmis donel yiizeyi

Ornek 4.14.
[ (s,u) eR? = (w,z,y,2) € R}

f(s,u) = (s* —u?, 8% + u?, 2su,0)

fonksiyonunun belirttigi dogrultu 2> — y? = 1 denklemli Minkowski ¢emberi ve

g : (t,v) eR* = (w,z,y,2) € R;
g(t,v) = (t* — 03t + 02,0, 2tv)

fonksiyonunun belirttigi dogrultman 2% — 2% = 1 denklemli Minkowski ¢emberi olsun.

Bu durumda

gV, Vo) = =g + g5 + 95 = —(t* +0°)? + 42
= —t! — 2t%? — v + 4t
— (12— 0?)?
dir. Dolayisiyla g(V, V,) = —(t* — v*)? oldugundan Vj, timelike bir vektordiir.
Ayrica
~got+gi—9g—g3=0
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dir. Bu durumda

f(s,u) = g(t,v) = ( — 2(t%u® + s%v?), 25*t* — 4stuv — 2u*v?,
—2t(s* + u?)v + 2su(t — v)(t +v), 2t(s — u)(s + u)v — 2su(t? + 02))

(4.3) esitliginden

f(s,u) *g(t,v)* f(s,u) = ( — 2(t2u? + s%v?), 25%t% — dstuv — 2uv?,
—2t(s* + u?)v + 2su(t — v)(t + v),
2t(s — u)(s + u)v — 2su(t? + v2)> (.32 —u? —s? —u? —2su, O)

veya

f(s,u) % g(t,v) * f(s,u) = (2(5 —u)?(s +u)?(t —v)(t +v),
2t%(s* + u?)? — 8st(s — u)u(s + u)v + 2(s? + u?)*v?,
—4(s* + u?)(s*tv — tu*v — su(t? + v?)),
—4s(s — u)u(s + u)(t* + v2)>

olarak bulunur. N; = 2(s? — u?)? dir. O halde

(s +u)?(t —v)(t +v)
2(s+u)?(t —v)(t+v)’
2t%(s% + u?)? — 8st(s — w)u(s + u)v + 2(s* + u?)*?
2(s —u)?(s +u)?(t —v)(t +v) ’
—4(s* + u?)(s*tv — tuv — su(t? + v?))
2(s —u)?(s +u)2(t—v)(t+v)
—4s(s — w)u(s + u)(t* + v?) )
2(s —u)?(s +u)?(t —v)(t+v)

f(s,u) * g(t,v) * f(s,u) _ (2(3 —u
Ny 2(s —u

elde edilir. ¢ = 1, u = 1 secilirse

(1+ 8%)? —4s(=1+ s?)v + (1 + s%)%0?
(—1+ 52)2(1 —v2) ’

2(1+ s?)(—v+s(=1+ (s —v)v)) 25(1 + v?) )

525 (U, U) = (

(—1+ s2)2(—1 +v?) T—1+4 82 (=14 v?)

elde edilir.
Sas(u, v) ylizeyi pseudo hiperbolik yiizeyinin bir parcasidir ve Sekil 4.13 de gosterilmistir.
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Sekil 4.13.Dogrultusu 2> — y?> = 1 denklemli Minkowski ¢cemberi ve dogrultmam
1? — 22 = 1 denklemli Minkowski ¢emberi olan S,; genellestirilmis donel yiizeyi
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, diferensiyel geometrinin 6nemli konularindan biri olan donel
yiizeyler, Minkowski 3-uzayi cercevesinde ele alinmis ve klasik Oklidyen yaklagimlarmn
otesine gecilerek yeni bir bakis acis1 sunulmustur. Oncelikle, split kuaterniyonlarin
carpma islemi kullanilarak Minkowski 3-uzayinda standart donel yiizeylerin bir
genellemesi olan 6zel donel yiizeyler tanimlanmig ve bu yiizeylerin geometrik 6zellikleri
ayrintili bicimde incelenmistir. Bu yaklagim, donme ekseninin ve dogrultman egrinin ayni
diizlemde yer aldig1 durumlar icin etkili bir temsil saglamustir.

Calismanin devaminda, farkli diizlemlerde yer alan 6zel egriler yardimiyla
genellestirilmis donel yiizeyler elde edilmis ve bu yiizeylerin cebirsel ve geometrik
karakteristikleri ortaya konmustur. Minkowski uzayinin sahip oldugu semi-Oklidyen yap1
nedeniyle, ylizeylerin ve donme eksenlerinin nedensel karakterlerinin (spacelike, timelike
ve lightlike) yiizey geometrisi lizerindeki etkileri agik¢a gozlemlenmis; bu durumun,
Oklidyen uzayda karsilig1 olmayan zengin bir yiizey siniflandirmasina olanak tanidigi
gorilmiistiir.

Ayrica, Minkowski 3-uzayinda bazi egrilerin pseudo kiire ve pseudo hiperbolik
uzay iizerinde yatma kosullar1 arastirlmis ve bu kosullar geometrik acidan
yorumlanmistir.  Elde edilen sonuclar, genellestirilmis donel yiizeylerin hem teorik
diferensiyel geometri hem de geometrik modelleme acisindan 6nemli bir potansiyele
sahip oldugunu gostermektedir.

Sonu¢ olarak, bu calisma Minkowski uzayinda donel ve genellestirilmis donel
yiizeylerin yapilarin1 daha iyi anlamaya katki saglamakta; elde edilen bulgularin, ileride
yapilacak calismalarda farkli nedensel tiplerdeki yiizeylerin siniflandirilmasi, bilgisayar
destekli geometrik tasarim ve relativistik geometri uygulamalarinda kullanilabilecegi

diisiiniilmektedir.
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