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Bu calismada yeni bir tip vanishing Orlicz-Morrey uzay:r tanmitilarak harmonik
analizin klasik operatorlerinin ve komiitatdrlerinin bu uzaylardaki sinirliligi incelenmistir.

Bes boliimden olusan bu ¢alismanin birinci bolumiinde, literatiirde bu konu ile
ilgili aragtirmalar1 olan bir¢ok matematik¢i hakkinda bilgi verilmis ve bu ¢alismanin
amacindan bahsedilmistir.

Ikinci bolumde, ¢alismamuz ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatorler
hakkinda genel bilgilere ve bazi temel tanimlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde, Orlicz-Morrey uzaylarinin tanim verilmis ve bu uzaylarin
belirli kapal1 altuzaylarini tanimlayan klasik ve yeni bazi vanishing kosullar1 tanitilmagtir.

Doérdiincii boliimde, iicilincti boliimde tanitilan yeni vanishing Orlicz-Morrey
uzaylar1 ilizerinde maksimal, singiiler ve potansiyel operatorlerin sinirlilik 6zellikleri
incelenmigtir.

Bu tezin son boliimii olan besinci boliimde, dordiincii boliimdeki inceleme bu

klasik operatorlerin komiitatorleri i¢in yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Orlicz-Morrey Uzaylari, maksimal fonksiyonlar, potansiyel

opearatorler, singiiler operatorler, komiitatorler.
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In this study, a new type of vanishing Orlicz-Morrey space has been introduced
and the boundedness of classical operators of harmonic analysis and their commutators in
these spaces have been investigated.

In the first part of this study, which consists of five parts, some basic information
about many mathematicians who have researched on this subject matter in the literature
is given and the purpose of this study is mentioned.

In the second part, general information and some basic definitions about the basic
concepts, spaces and operators related to our work are given.

In the third chapter, the definition of Orlicz-Morrey spaces is given and some
classical and new vanishing conditions that define certain closed subspaces of these spaces
are introduced.

In the fourth chapter, the boundedness properties of maximal, singular and
potential operators on the new vanishing Orlicz-Morrey spaces that were introduced in
the third chapter are investigated.

In the fifth chapter, which is the last part of this thesis, the analysis in the fourth
chapter is made for the commutators of these classical operators.

Key Words: Orlicz-Morrey Spaces, maximal functions, potential operators, singular

operators, commutators.
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1. GIRIS

Morrey uzaylart MPA(R™), kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
regiilerlik problemi ile baglantili olarak (Morrey, 1938) tarafindan tamtilmigtir. Eger
A > 0 ise Morrey uzaylarinin ayrilabilir olmadig1 iyi bilinmektedir. Morrey uzaylari icin
yaklagim araclarinin eksikligi, vanishing uzaylar gibi uygun altuzaylarin tanimlanmasi
ihtiyacini dogurmustur. Vanishing Morrey uzaylarinin tanima, ¢esitli vanishing kosullarini
igerir. Her kosul MP*(R™) uzaymn kapal bir altuzayini iiretir. Bu kosullar1 (Almeida
& Samko, 2017) caligmasindaki notasyona bagl kalarak (V5), (Vi) ve (V) ile
gosterecegiz.

Eliptik denklemlerin regiilerlik sonuclarinin incelenmesi esnasinda (Vitanza,
1990), (Vitanza, 1993) tarafindan tanitilan Vo./\/lp”\(]R") uzayi, literatiirde genellikle
(klasik) vanishing Morrey uzayir olarak adlandirilmaktadir. Ve MPAR™)  ve
V) MPA(R™) altuzaylar yakin zamanda (Almeida & Samko, 2017) tarafindan Morrey
fonksiyonlarina diizgiin fonksiyonlarla yaklasim problemini arastirmak icin tanitildi.
Vanishing Morrey uzaylarinda harmonik analizin klasik operatorleri ve komiitatorlerinin
smirhiligi (Alabalik et al., 2020a), (Almeida, 2020), (Persson et al., 2012), (Ragusa,
2008), (Samko, 2013) calismalarinda arastirllmistir. Genellestirilmis Morrey uzaylarinin
vanishing altuzaylarinda bu sinirlilik arastirmalarina ornek olarak ise (Alabalik et al.,
2020b) ve (Samko, 2013) caligmalar: verilebilir.

Fonksiyon uzaylar teorisindeki dogal bir adim, fonksiyonlarin regiilerliginin
"Morrey tipli Ol¢climiiniin” yuvar iizerindeki Lebesgue normu yerine Orlicz normu ile
yapildig

M®#(R")

Orlicz-Morrey uzaylarini incelemektir. Bu tipteki uzaylar ilk olarak (Nakai, 2004)
tarafindan tamitilmistir. Daha sonra (Sawano et al., 2012) bagka bir tip Orlicz-Morrey
uzayimi tanitmistir.  (Deringoz et al., 2014) ise genellestirilmis Morrey uzayi ve
Orlicz uzaylarini birlestiren ve Orlicz-Morrey uzay1 olarak adlandirdiklart yeni bir tip
Orlicz-Morrey uzayi tanitmiglardir. Bu uzaylar literatiirde sirasi ile birinci tip, ikinci tip
ve iiclincii tip Orlicz-Morrey uzaylari olarak adlandirilmaktadir. Bu ¢alismada iiciincii tip
Orlicz-Morrey uzaylari kullanilacaktir.

M®#?(R™) uzaymin (V) vanishing kosulunun bazi klasik operatdrler tarafindan
korunmasi i¢in (Deringoz, Guliyev, & Samko, 2017; Deringoz et al., 2015; Guliyev
et al., 2014, 2016) calismalar1 incelenebilir. Bu tezde, M‘I”‘P(R”) uzayl igin
(V) kosuluna odaklanilacaktir. Daha acik olursak, bu tezin amaci, yeni vanishing
Orlicz-Morrey uzaylari V,, M®**#(R") uzaylarim tanitmak ve (V,,) vanishing kogulunun
maksimal, singiiler ve potansiyel operatorler ile bunlarin komiitatérlerinin davranisi

altinda korundugunu gostermektir.






2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu bolumde, ¢alismamiz ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatorler
hakkinda genel bilgilere, baz1 temel tanimlara ve ana sonuclarimizin ispatinda kullanilan

araclara yer verilmistir.

2.1. On Bilgiler
R™, n-boyutlu Oklid uzay1; z-y = > x;y; i¢ ¢arpimi ve buna karsilik gelen |z| =
j=1

n 1/2 . .. ..
( > xZ) /2 normu ile x1,...,%, € R olmak iizere tim = = (z1,...,x,) noktalarinin

kiimesidir.

R™ uzayinda Lebesgue ol¢iisii dv = dz; .. .dx, ve A C R" kiilmesinin Lebesgue
olgiisii |A] ile gosterilecektir.

Eger N C B ve |B| = 0 olacak sekildeki bir B Borel kiimesi varsa N C R"
kiimesine ihmal edilebilir kiime denir. B Borel kiimesi ve N ihmal edilebilir bir kiime
olmak tizere A = B U N ise A kiimesine (Lebesgue) 6l¢iilebilirdir denir. A Slciilebilir
bir kiime ve her o € R sayistigin {z € A : f(x) > o} kiimesi dl¢iilebilirse f : A — R
fonksiyonu (Lebesgue) dlgiilebilir olarak adlandirilir. Bu fonksiyonlarin simifi L°(R™) ile
gosterilir. N ihmal edilebilir bir kiime olmak iizere bir 6zellik eger A \ N kiimesinde
saglaniyorsa bu 6zellik A kiimesinde “hemen her yerde” saglaniyordur denir. Bu deyim
kisaca “h.h.y.” ile gosterilir.

B(z,r) ={y € R": |x — y| < r}, merkezi x, yarigap uzunlugu r olan agik yuvari
ve °B(z,r) = R™ \ B(z,r) onun timleyenini gostersin. v,, = |B(0, 1)| olmak iizere

o/ 2pn 1 n
|B(x,r)| = v,r" = T2 = Wt
bicimindedir. Burada w,,_; = 27"/2/T'(n/2), R" Oklid uzayinda yaricap uzunlugu 1 olan
St = {x € R": |x| = 1} kiiresinin ylizey alamdir.

1 < p < oo olmak iizere;
|f(x)|Pdx < 00
Rn

ozelligine sahip olgiilebilir f : R” — R fonksiyonlar sinifina LP(R") uzay1 veya p.

kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 denir. LP(R"™) uzayi tizerindeki

1= ([ 1)

p = oo i¢in L= (R"™) uzayi,

norm

ile tanimlanir.

| ||z = ess sup |f(x)] < o0
reR™

3



ozelligine sahip olciilebilir f : R™ — R fonksiyonlar sinifidur.

1 < p < oo olmak iizere, R” nin her bir kompakt K alt kiimesi i¢in fy, € LP(R")

p
loc

sartin1 saglayan tiim Olgiilebilir f fonksiyonlarin uzay1 LY (R™) ile gosterilir. Burada
X,» K kiimesinin karakteristik fonksiyonunu gostermektedir. Ozel olarak p = 1 yani
f € L .(R") ise f fonksiyonu lokal integrallenebilirdir denir.

C' pozitif bir sabit olmak iizere bu calismada A < B gosterimini A < CB
esitsizliginin yerine kullanacagiz. Eger A < Bve B < Aise A = B yazilir ve A,
B ye esdegerdir denir.

2.2. Morrey Uzaylan

Klasik Morrey uzaylari, (Morrey, 1938) tarafindan ikinci dereceden eliptik kismi
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davranislari arastirilirken ve varyasyonlar
analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya ¢ikarilmistir. Morrey uzaylarinin
onemli uygulamalar1 Navier-Stokes ve Schrodinger denklemlerinde, siireksiz katsayili

eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya ¢ikmustir.

Tamm2.1. 1 < p < o0, 0 < X\ < n, f € LF (R") olmak iizere MP*(R") Morrey

loc

uzay1
MPAR") = {f € L, (R™) = || fllpmr < 00}

loc

seklinde tanimlanir. Burada || f|| v»,» normu

1
1 P 1 P
fllves = sup (7 / |f(y)!pdy) zsupsup(—A / \f(y)|”dy)
zeR™r>0 \T" JB(a,r) zeR™ r>0 \T" JB(z,r)

seklinde verilir.

A = 0igin MPO(R") = LP(R") ve A = n igin MP"(R") = L*>°(R") dir. Eger
A < 0 veya A > n ise bu durumda MP*(R") = © olur. Burada ©, R" iizerinde 0 a denk

olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini gostermektedir.

Lemma 2.2. )\ > 0 i¢in Morrey uzaylar1 ayrilabilir degildir (Rosenthal & Triebel, 2015).

Ispat. 0 < A\ < nolsun. A = n ise, o zaman MP"(R") = L>°(R™) olur ve bu uzaylarin
ayrilabilir olmadigi iyi bilinmektedir. A < n oldugunu varsayalim. «; € {0,1} olmak

tizere « = (ay, ..., ...), k € N, B(xy 27%) ayrik yuvarlar ve

1
o0 P
fa = (Z O‘ka(n_)\)XB(xk,Qk)>

k=1



olsun.

3 =

| fall parr < (Sup supr / ) (ZQk(n/\)XB(xk,Q_k)(y)>dy>
B(z,r

zeR™ r>0 1

1
= (sup supr Z k=N Bz, 27%) N B(x, 7’)\)

zeR™ r>0

k=1
1
1 %) 00 P
< v supr 2 kA 4 2k(n=X)
<sfspr [ >
k=1,2—k<r k=1,2—F>r
1
1 P
<uv? (sup = <2A(1 — 27N (1 — 2*")‘%‘"“))
r>0

1 1
. <2A(1 oMl (1— 2“1)*1) P <o

oldugundan f,, € MP*(R") elde edilir. Ayrica, eger @ # (3 ise bir m € N igin v, # B

olur ve

”fa - f,BH./\/lp,,\ 2 T_)\”fOé F= f,3||LP(B(m,T))|x:xm,r:2*m

_ 2m/\ <|a _ 6 |2m("*>‘)v 2—mn>:’ . U%
- m m n — Un

esitsizligi gerceklenir. Tiim dikkate alinan f, fonksiyonlarinin kiimesi sayilamaz

oldugundan M, ) uzayinin ayrilabilir olmadig1 sonucu ¢ikar. m
2.3. Young Fonksiyonlari

Bu boliimde Orlicz uzaylarini tanimlamak icin kullanilan Young fonksiyonlariin

tanimu verilerek, temel 6zellikleri incelenecektir.
Tanim 2.3. Eger bir ® : [0, o] — [0, 0o] fonksiyonu,

(1) Konvekstir: Her A € [0, 1] ve her ¢y, t2 € [0, 00) i¢in

S + (1= Nta) < AD(t;) + (1 — N)D(2s).

(2) Soldan siireklidir,
(3) lim,_,o+ ®(r) = ®(0) =0,
4) lim, o, ®(r) = ®(c0) = 0
kosullarini sagliyorsa Young fonksiyonu olarak adlandirilir (Nakai, 2008).

Uyar1 2.4. Tanim 2.3.’deki (1) ve (3) numarali Ozelliklerden herhangi bir Young
fonksiyonunun artan oldugu kolayca goriilebilir (Nakai, 2008).
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Tanim 2.5. 0 < r < coi¢in 0 < ®(r) < oo sartin1 saglayan Young fonksiyonlarinin
kiimesi ) ile gosterilir (Nakai, 2008).

Uyari 2.6. Eger ® € ) ise ® fonksiyonu, [0, co) aralig1 tarafindan kapsanan her kompakt
alt aralikta mutlak siireklidir ve [0, 00) araligindan [0, co) aralidina birebir ve ortendir
(Nakai, 2008).

Tanim 2.7. ¢ bir Young fonksiyonu ve 0 < s < oo olmak iizere, ¢ fonksiyonunun
genellestirilmis tersi
®(s) =inf{r > 0: ®(r) > s}

ile tanimlanir. Burada inf () = oo alinmaktadir (O’Neil, 1965).

Uyar1 2.8. ® Young fonksiyonunun genellestirilmis tersi olan @' fonksiyonu agagidaki
ozelliklere sahiptir (O’Neil, 1965):

(1) Eger s < coise ' (s) < oo olur.
(2) ¢7'(o0) = oo0.

3) ®(d7Y(r)) <7 < OHD(r)).

(4) [0, 00) iizerinde siireklidir.

(5) Eger 0 < ®(r) < oo ise @ 1(P(r)) = r veeger s € [0,(inf{r > 0 : ®(r) =
oo})] ise ®(®~1(s)) = s olur.

(6) Eger ® € Y ise !, ® fonksiyonunun adi tersidir.

Uyar1 2.9. ® bir Young fonksiyonu olmak iizere &' fonksiyonunun artan ve konkav bir

fonksiyon oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla

(1) >
PL(t) <

esitsizlikleri saglanir (Deringoz et al., 2019).

O Hat) >a® () ,0<a<1
O Hat) <a® (), a>1

Tanim 2.10. @ bir Young fonksiyonu olmak iizere, ® fonksiyonunun tiimleyeni

o(r) =

~ | sup{rs—®(s):s€(0, c0)},r €[0,00)
00 , =00
ile tanimlanir (Nakai, 2008).

Ornek 2.11. Asagida tiimleyen Young fonksiyon ciftlerine baz1 6rnekler verilmistir (Pick
et al., 2012):



(i)@(t):%, @(s):%, 1<p<oo, %—f—]%:l
~ 0.,0<s<1
(i) D(t) =t, @(s):{ =
0o, 8>

(i) ®(t) =e' —t—1,  D(s) = (1+s)log(l+s)—s

(iv)q)(t):{ 0 ,t<1 3 {s Ls<1
e

tlogt ,t>1" =1 g>1

Onerme 2.12. ® bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olsun. Bu durumda her
t > 0i¢in

E<OTN(E)(D) TN (H) < 2 2.1)
esitsizlikleri gerceklenir (O’Neil, 1965).

Tanim 2.13. & bir Young fonksiyonu olsun.

(1) Egerhert > 0i¢in
O(2t) < cP(t) (2.2)

esitsizliginin saglandig1 pozitif bir ¢ sabiti varsa ®, A, kosulunu sagliyor denir. Bu

durum @ € A, ile gosterilir.

(i) Eger P c Ay ise @, Eger her t > 0 ve baz1 C' > 1 igin,
B(t) < —B(ct) (2.3)
—P(c )
- 2c

V3 kosulunu sagliyor denir. Bu durum & € V,, ile gosterilir (Rutickii et al., 1961).

Onerme 2.14. @ bir Young fonksiyonu olsun. ® € V, olmasi icin gerek ve yeter kosul
O(kt) > 2kd(t) esitsizliginin saglandigr bir £ > 1 sabitinin olmasidir (Rutickii et al.,
1961).

Ornek 2.15. Asagida A, ve V, kosullarini saglayan ve saglamayan fonksiyonlara dair
baz1 ornekler verilmistir (Nakai, 2008):

(i) ®(r) = r fonksiyonu A, kosulunu saglar fakat Vs kosulunu saglamaz.
(i) 1 < p < oo olmak iizere ®(r) = r? her iki kosulu da saglar.
(iii) ®(r) = e” —r — 1 fonksiyonu V, kosulunu saglar fakat A, kosulunu saglamaz.

7



2.4. Orlicz Uzaylan

Tanmm 2.16. ® bir Young fonksiyonu olmak iizere Orlicz uzay1 asagidaki sekilde

tanimlanir:

L*R") = {f € L°(R™) : Ja > 0, / O(alf(z)])dx < oo} :

n

L<1>

loc

(R™) uzay1, tiim B C R" yuvarlar i¢in fxp € L®(R") olacak sekilde tiim olgiilebilir

fonksiyonlarin kiimesi f olarak tanimlanir (Rao & Ren, 2002).

Onerme 2.17. L®(R"), iizerinde tanimlanan

1 £l = inf {/\ 0 / @(&;)')dx < 1}

normu ile bir Banach uzayidir. Bu norma Orlicz uzayinin Luxemburg-Nakano normu adi
verilir (Rao & Ren, 2002).

Ornek 2.18. Asagida baz1 6zel Young fonksiyonlaria karsilik gelen Orlicz uzaylarina
dair 6rnekler verilmistir (Pick et al., 2012):

(i) 1 < p < oo olmak iizere ®(t) = t? ise L*(R") = LP(R").

0,0<t<1
(i) P(t) = T T T ise L2(RM) = L®(R™).
oo, t>1

0 ,t<1

ise L*(R") = Llog L(R"™).
tlogt ,t>1 (R") g L(RY)

(iii) d(t) = {
Lemma 2.19. ® bir Young fonksiyonu ve B sonlu olciiye sahip Olciilebilir bir kiime

olsun. x,, B kiimesinin karakteristik fonksiyonunu gostermek iizere

1

IX5llze = W

olur (Pick et al., 2012).

Q C R" igin,
HfHUP(Q) = HfXQHL‘I’

olarak tanimlanacaktir.

Onerme 2.20. 2 C R" 6lciilebilir bir kiime ve f, g fonksiyonlari € iizerinde 6l¢iilebilir

olsun. @ bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olmak iizere

/Q\f(x)g(xﬂdfv <2[fllze@llgll L3 q)
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esitsizligi saglanir (Rao & Ren, 2002).

Lemma 2.21. ® bir Young fonksiyonu olsun. Biitiin B yuvarlari i¢in

1Nl < 21BIO (|1BI7Y) || f] e sy

esitsizligi saglanir (Deringoz et al., 2014).

Lemma 2.22. 3 > 0, ® bir Young fonksiyonu, ¥(¢) = ®(¢'/%) ve B bir yuvar olsun. Bu
durumda 6lgiilebilir her f fonksiyonu icin || | f|?||Lv(5) = || f ||§q>( p) Olur (Deringoz et al.,
2019).

2.5. BMO (John-Nirenberg) Uzay1

BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayi, 1961 yilinda John ve Nirenberg (John
& Nirenberg, 1961) tarafindan ortaya konulmustur. BMO uzay1 L™ uzayi ile benzer
ozelliklere sahiptir ve siklikla 1> yerine kullanilir. Klasik singiiler integral operatorler
L*° uzaymdan L*° uzayma siirli olmamasina ragmen L*° uzayindan BM O uzayina

sinirhdir.

Tamm 2.23. f fonksiyonu R" de lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak {iizere
BMO(R™) uzayi

fll« = sup / —f dy < oo
|| || eRm 0 ‘B T 7 ’ o) B(z, r)|
ile verilen || - ||« yari-normu ile tanimli Banach uzayidir. Burada

1
- d
fB(er) |B(£L’, T)| /B(x,r) f(y) Y

olarak alinmaktdir.

L>(R"™) ¢ BMO(R") i¢indeligi dogrudur. Gergekten;

1
W B(a:r |f< ) waT ‘dy

1
.CC T' (x,r) (l’,?“)’ B(z,r)
- / DIy + | e
l’ r | (z,r)

- |f(y)ldy
’B<I7 T)| B(z,r)
< 2|/l



ve boylece

A1 < 2[1fllo

elde edilir. Buradan ||f||. < 2||f||e olup L*(R™) C BMO(R™) saglanir. Her sinirl
(0lciilebilir) fonksiyon BM O uzayindandir. Ancak sinirli olmayan BM O fonksiyonlar
da vardir. BMO(R™) uzayina ait olan fakat L°°(R™) uzayina ait olmayan tipik bir 6rnek
log |z| verilebilir (Lu et al., 2007).

2.6. Harmonik Analizin Klasik Integral Operatorleri ve Onlarim Komiitatorleri

Simdi bu c¢alismada g6z Oniinde bulundurulacak operatorlerin tanimlari

verilecektir.

Tammm 2.24. f, R" de lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere M,

Hardy-Littlewood maksimal operatorii

M f(z) = sup !

= fldy,  zeR”
r>0 ’B(Z‘,T’)’ B(z,r)‘ )

biciminde taniml1 operatordiir.

Tamim 2.25. f, R" de lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < a < n olmak iizere

M, kesirli maksimal operatorii

1

M, f(z =Sup—_a/ f(y)ldy, r € R”
( ) r>0 |B(I’,T)|1 n B(x,r)’ ( )|

biciminde tanimli operatordiir. Ayrica o = 0 i¢in My = M olur.

Tanim 2.26. f, R" de lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < v < n olmak tizere /,,

kesirli integral operatdrii (Riesz potansiyeli)

L= [ -y, aeR
biciminde taniml1 operatordiir.

Uyari 2.27. I, ve M, operatérleri arasinda 0 < o < n, f € L} _(R™) ve z € R™ olmak

loc

lizere
Mo (f)(x) S La(lf]) (@) (2.4)
iligkisi vardir (Lu et al., 2007).
Tanmm 2.28. K (z,y), {(z,y) € R® x R : x # y} tizerinde siirekli ve
Her z #y i¢in |K(z,y)| < Clz —y[™,
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K(r.y) = Ko, 2) < 4= 520, eyl > 2ly— =l

|z — y[re
xr—£&|°
K() = K(e) < 02l o 50, fomyl> 2

kosullarim1 saglayan bir fonksiyon olsun. f € L?(R") kompakt destege sahip bir
fonksiyon olmak iizere L*(R") de sinirh

Tf(x)= | K(z,y)f(ydy,  x¢supp(f)
R
esitligiyle tanimli operatorler Calderén-Zygmund (C-Z) tipli singiiler operatorler olarak

adlandirilir.

Tamim 2.29. Lokal integrallenebilir bir b fonksiyonu ve 7', I, M, ve M operatorleri

tarafindan tiretilen komiitator operatorleri sirasiyla
[0, T]f () := b(2) T f(x) = T(bf)(x),

[0, Ia] f () := b(x) 1o f(2) = La(bf)(),
Myo(f)(x) = sup |B(z,t)] "2 / [b(z) — b(y)[If (y)|dy,
B(z,t)

t>0

an@wzmmB@JW{L(ﬂwm—w@Mﬂwwy

t>0

biciminde tanimlanir.

2.7. Baz yardimca esitsizlikler

Bu kesimde ana sonuglarin ispatinda Onemli bir rolii olan ve literatiirde

Guliyev-tipli lokal esitsizlikler olarak adlandirilan bazi esitsizlikler verilecektir.

Lemma 2.30. ® € V, olsun. Bu durumda her f € LP_(R") fonksiyonu ve B(z,r)

loc

yuvart i¢in
< 1 —1/4—m
IM fllzeB@r) S ) Stligq) EN e B0 (2.5)
esitsizligi gerceklenir (Deringoz et al., 2014).

Lemma 2.31. ® € A, NV, olsun. Bu durumda her f € LE_(R") fonksiyonu ve B(x,7)

loc

yuvart i¢in

1 o0 dt
T < — () = 2.6
1T s ey S Gy / 1o e ® (77) 5 (2.6)

r

esitsizligi gerceklenir (Deringoz et al., 2014).
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Lemma 2.32. 0 < a < n, &, ¥ Young fonksiyonlar1 ve & € V, olsun. Eger ¢ ve ¥

reT () SO 2.7
ve
> dt
/ c1>—1(1r”)ta7 SUHr™) (2.8)
kosullarini saghyorsa her f € L (R") fonksiyonu ve B(x,) yuvari i¢in
1 > o dt
oSl v (B S m/r 1F Lo (B ¥ (t )7 (2.9)

esitsizligi gergeklenir (Deringoz, 2021; Guliyev & Deringoz, 2014).

Lemma 2.33. 0 < a < n, ¢, ¥ Young fonksiyonlar1 ve ® € V; olsun. Eger ¢ ve ¥

P
loc

(2.7) kosulunu saghiyorsa her f € L;’ (R™) fonksiyonu ve B(z, ) yuvart igin

r—

1 —1/4—n
IMafllv By S = —=supt*® " (¢t ") fll Lo (5w (2.10)
\I] ( ) t>r

esitsizligi gergeklenir (Deringoz et al., 2021; Guliyev & Deringoz, 2015).

Lemma 2.34. ® € Ay N Vy ve b € BMO(R") olsun. Bu durumda her f € L? (R")

loc

fonksiyonu ve B(z,r) yuvart igin

bll. AV
| Moflle By S %Sﬁg (1 + ln;)@ YEMN 1 e B ) (2.11)

esitsizligi gerceklenir (Deringoz et al., 2015).

Lemma 2.35. ® € A, NV, ve b € BMO(R™) olsun. Bu durumda her f € LY (R")

loc

fonksiyonu ve B(z, ) yuvart igin

[10]]. /°° t C1g,—my A
b T <Pl (1 1 —> e MY 212
1B, TVl 2o By S e ). s e By® (") (212)

esitsizligi gerceklenir (Guliyev et al., 2014).
Lemma 2.36. 0 < o < nveb € BMO(R") olsun. Ayrica ¢ bir Young fonksiyonu ve

W, her t € (0,00) igin U~1(¢) := &~ 1(t)t~*/" olarak tanimlansin ve &, ¥ € Ay, N V,

olsun. Bu durumda her f € L?_(R™) fonksiyonu ve B(z,r) yuvarl igin

loc

bl [~ t\ ¢ 1/pn dt
110, La] f Il v By S [EIe=n 1+ l”; Ut )||f||L<I>(B($,t))7 (2.13)
esitsizligi gerceklenir (Guliyev & Deringoz, 2014).
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Lemma 2.37. 0 < o < nveb € BMO(R") olsun. Ayrica ¢ bir Young fonksiyonu ve
W, her t € (0,00) i¢in W~1(t) := ®~1(¢)t~°/" olarak tamimlansin ve ®, ¥ € Ay NV,
olsun. Bu durumda her f € L?

loc

0]« E\ @-1(4-n
))Smsg}? Ll ) ) F | sy (2.14)

(R™) fonksiyonu ve B(x,r) yuvart i¢in

HMb,OéfHL‘I’(B(x,T
esitsizligi gergeklenir (Guliyev & Deringoz, 2015).

2.8. Orlicz-Morrey Uzaylari

Bu bolimde M®¥?(R") igiincii tip Orlicz-Morrey uzaylarinin  tanimi

hatirlatilacaktir.

Tanmm 2.38. ¢(r), (0,00) tizerinde tanimli pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve @ bir

Young fonksiyonu olsun. M®*¥(R") ile gosterecegimiz Orlicz-Morrey uzay1

| fllpmee = sup Oﬁlq>,¢(f;:v>r) < 00 (2.15)

zER™ r>

P

oc(R™) fonksiyonlarinin sinifidir. Burada

sartini saglayan f € L

||fHL<I>(B(x r))
2 TTL,T) = —————
<I>,<p(f ) QO(T)

olarak tanimlanmaktadir (Deringoz et al., 2014).

Bu tanima gore eger ¢(r) = 77, 1 < p < oo segilirse MP¥ genellestirilmig

Morrey uzay1; p(r) = 1 segilirse L®(R™) Orlicz uzay: elde edilir.

Tanim 2.39. Eger

p(r) < Cp(s),  (p(r) = Cp(s),)  r<s

dogru olacak sekilde C' > 0 sabiti varsa ¢ : (0,00) — (0, 00) fonksiyonuna neredeyse

artandir (neredeyse azalandir) denir.

® bir Young fonksiyonu olmak iizere, G ile t € (0,00) = @(t)® 1 (t™
fonksiyonu neredeyse azalacak olacak sekildeki tiim neredeyse artan ¢ : (0,00) —

(0, 00) fonksiyonlarmin kiimesi gosterilecektir (Deringoz et al., 2019).

Uyar1 2.40. Calismanin devaminda ¢ fonksiyonlarinin  Gg  sinifindan  oldugu
varsayilacaktir. G sinifi ve M®¥?(R") uzaylari hakkinda daha detayli bilgi igin

(Deringoz et al., 2019) calismas1 5. Boliim incelenebilir.
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2.9. Orlicz-Morrey Uzaylarinda baz klasik operatorler ve komiitatorlerininin

smirhliklar:

Bu kesimde tezde elde edilen temel sonuclarin ispatinda biiyiik bir 6neme sahip
olan maksimal, singiiler ve potansiyel operatorlerle bu operatorlerin komiitatorlerinin

Orlicz-Morrey uzaylarindaki sinirhiliklarr ile ilgili elde edilmis sonuglar 6zetlenmistir.

Teorem 2.41. ® € V, ve p € Gy olsun. Bu durumda M operatorii M®#(R") uzayinda
sinirhidir (Deringoz et al., 2014).

Teorem 2.42. & € A, NV, ve ¢ € G olmak iizere

dt

| eweem g semee) @.16)

kosulu saglansin. Bu durumda T operatorii M®¥(R") uzayinda simrhdir (Deringoz et
al., 2014).

Teorem 2.43. (Spanne tipli sonug) ®, ¥ Young fonksiyonlari, ® € Vs, 1 € Gp ve
w9 € Gy olsun. Ayrica (2.7), (2.8) ve

dt

/ T (e % < o)) (2.17)

kosullar1 saglansin. Bu durumda /,, operatorii M®#1 (R™) uzayindan MY-#2(R™) uzayina
sinirhidir (Deringoz, 2021; Guliyev & Deringoz, 2014).

Teorem 2.44. (Spanne tipli sonug) ®, ¥ Young fonksiyonlari, & € Vs, 1 € Gp ve
Y9 € Gy olsun. Ayrica (2.7) ve

sup UHE™) o1 (1) < oo(r) U (™) (2.18)

r<t<oo

kosullar1 saglansin. Bu durumda M, operatorii M®#1(R") uzayindan MY#2(R")
uzayna sinirlidir (Deringoz et al., 2021; Guliyev & Deringoz, 2015).

Uyar1 2.45. (2.4) esitsizliginden dolay1 [, i¢in elde edilmis sinirlilik sonuglart M, i¢in
de gecerlidir. Fakat M, operatoriiniin Orlicz-Morrey uzaylarindaki sinirliligini daha zayif
sartlar altinda incelemek miimkiin oldugundan bu iki operatorii ayr1 ayri ele almaktayiz.
Daha acik bir ifadeyle, (2.18) kosulu (2.17) kosulundan daha zayiftir. Gergekten (2.17)
kosulu (2.18) kosulunu gerektirmektedir:

Ik olarak U~'(0) = 0 ve ¥~' konkav oldugundan ¥~'(7) /7 fonksiyonunun

azalan olduguna dikkat ¢ekelim. Bu gercekten

o dt o dt
—1/.—m\ ~ —1/_.—n\_.n —1/4—m
T (s T (s )5/8 tn+15/5 Lk

14



oldugu goriiliir. Bu esitsizlikten ve ¢; € Gg oldugundan s € (7, 00) olmak iizere

a0 ) 2 [ et T

t

2 [Caven T

zoils) [ 0T

~ 1 (s)U! (3*”)

elde edilir. Sonug olarak

sup W (s7")pi(s) S pa(r) T (r7")
r<s<oo
olur.
Ayrica kesirli maksimal operatoriin simirhiliginda (2.8) kosuluna ihtiyag

duymadigimiza da dikkat cekmek istiyoruz.

Teorem 2.46. (Adams tipli sonu¢) & € V; ve ¢ € Gg olsun. Ayrica 5 € (0, 1) olmak
tizere n(t) = p(t)% ve W(t) = ®(t'/?) olarak tanimlansin. Eger

re < g@(r)ﬂ_lé_l(r_”)ﬁfl (2.19)
veE
= —1 (- dt —1(,.—n\B
/ O (") ()7 S e(r)’ e~ (r ") (2.20)

kosullar1 saglamyorsa I, operatorii M®¥(R™) uzaymdan MY7(R") uzayma sinirhdir
(Deringoz et al., 2016).

Teorem 2.47. (Adams tipli sonug) & € Vi, ve ¢ € Gg olsun. Ayrica § € (0,1)
olmak iizere 7(t) = (t)? ve U(t) = ®(t/?) olarak tanimlansin. Eger (2.19) kosulu
saglaniyorsa M., operatorii M®#(R™) uzayindan MY""(R") uzayia siirlidir (Deringoz,
Guliyev, & Hasanov, 2017).

Uyar 2.48. Kesirli integral operatoriin Morrey sinirlili8i ile ilgili dikkat ¢ekici iki sonug
vardir. Bu iki sonuctan ilki Spanne (Peetre, 1969), ikincisi ise (Adams, 1975) tarafindan
verilmigtir. Adams’in sonucu Spanne’nin sonucundan daha giiclii olmasina ragmen
Spanne tipli sonuglarin uygulanabilirligi daha genistir. Ornegin, Adams tipli sonuglar
(Hedberg, 1972) tipli noktasal esitsizliklere dayandigi i¢in bu sonuglar lokal tipli Morrey

uzaylari i¢in uygun degildir.
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Uyar1 2.49. Bir kez daha vurgulamak istiyoruz ki kesirli maksimal operator i¢in elde
edilen sonu¢ kesirli integral operetor icin elde edilen sonuctan daha zayif kosullar
altinda elde edilmistir. Daha acik soylersek Teorem 2.47. icin (2.20) kosuluna ihtiyac
duyulmamaktadir.

Teorem 2.50. b € BMO(R™), ® € Ay N V5 olsun. ¢ € Gg

sup (1 + ln;) )Pt < p(r)@ e ™) (2.21)

t>r

kosulunu sagliyorsa M, operatorii M®#(R") uzaymda simirlidir (Deringoz et al., 2015).

Teorem 2.51. b € BMO(R™), ® € Ay N V3 olsun. ¢ € Gy
> 4 —1/4—m dt —1/,.—m
IL+1In—|o(t)d (¢ )7 Sp(r)@ " (r ™) (2.22)
, T

kosulunu saghyorsa [b, T'| operatorii M®¢(R™) uzayinda simirlidir (Guliyev et al., 2014).

Teorem 2.52. 0 < a < nveb € BMO(R™) olsun. Ayrica ¢ bir Young fonksiyonu ve
W, her t € (0,00) igin W=L(¢) := ®~1(t)t=*/" olarak tamimlansin ve ®, ¥ € Ay NV,
olsun. Eger 1 € Gg ve ¢y € Gy fonksiyonlari

A (1 i lnt) R GOIO LSS e} (223)

kosulunu sagliyorsa [b, I,] operatorii M*#1(R") uzayindan MY #2(R™) uzayina simirlidir
(Guliyev & Deringoz, 2014).

Teorem 2.53. 0 < ao < nve b € BMO(R™) olsun. Ayrica ¢ bir Young fonksiyonu ve
W, her t € (0,00) igin W™I(t) := ®~1(¢)t=*/" olarak tamimlansin ve ®, ¥ € Ay NV,
olsun. Eger ¢; € Gg ve ¢y € Gy fonksiyonlari

sup (1 ; mf) o (T () < oo (r) T (1), (2.24)

t>r

kosulunu saglhiyorsa M, , operatdrii M®#1(R™) uzayindan MY #2(R") uzayina simirlidir
(Guliyev & Deringoz, 2015).
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3. MATERYAL VE METOT

Klasik vanishing Morrey uzaylarinda harmonik analizin klasik operatorlerinin
stnirliligr (Samko, 2013) tarafindan verilmistir. Bu sonuclarin ispatinda yuvar iizeri
Lebesgue normu iizerinden elde edilen Guliyev-tipli lokal esitsizlikler biiyiik bir 6neme
sahiptir.  (Deringoz, 2015) doktora tezinde Orlicz-Morrey uzaylarini tanitmis ve bu
uzaylarda klasik operatorlerin davraniglar: arastirmalari esnasinda bu Guliyev-tipli lokal
esitsizlikleri Orlicz uzaylarina genellestirmistir. Bu lokal esitsizlikler ve (Samko, 2013)
ispat yontemi yardimiyla V°M®¥(R") vanishing Orlicz-Morrey uzaylarinda klasik
operatorlerinin sinirliliklar1 (Deringoz, Guliyev, & Samko, 2017; Deringoz et al., 2015;
Guliyev et al., 2014, 2016) tarafindan arastirilmisgtir.

Ve MPAR™) ve V) MPA(R™) altuzaylari yakin zamanda (Almeida & Samko,
2017) tarafindan Morrey fonksiyonlarina diizgiin fonksiyonlarla yaklagim problemini
arastirmak igin tanitildi.

Bu tezde V, MPAR™) ve VOMPAR™) uzaylarimn Orlicz varyantlarl
VoeeME#(R?) ve VEM®P#(R") uzaylari tamtilmis ve harmonik analizin klasik
operatorlerinin Vo, M®#(R") yeni vanishing uzayindaki sinirhliklari ise yukarida
bahsedilen yontemler kullanilarak elde edilmistir.

Hemen dikkat ¢ekelim ki Riesz potansiyelinin Morrey uzaylarinda sinirliligr ile
ilgili iki farkli tip sonu¢ mevcuttur. Bunlar Adams ve Spanne tipli sonug¢lardir. Adams
tipli sonuclar (Hedberg, 1972) tipli noktasal esitsizliklere dayandig: i¢in bu sonuglar i¢in
lokal esitsizlikler uygun degildir. Dolayisiyla bu tezde edilen Adams tipli sonuglar daha
once Orlicz-Morrey uzaylari icin (Deringoz et al., 2016) tarafindan elde edilmis Hedberg

tipli noktasal esitsizlikler yardimiyla ispatlanmistir.

17






4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde literatirde daha ©Once tanimlanmamg olan V,, M®?(R™) ve
VEM®#(R™) vanishing Orlicz-Morrey uzaylarimin tamim  verilecek ve yapist
incelenecek daha sonrasinda ise V, M®¥?(R") uzayinda harmonik analizin klasik
operatorlerinin ve komiitatorlerinin davraniglar1 ile 1ilgili elde edilmis sonuclar
sunulacaktir.

4.1. Vanishing Orlicz-Morrey Uzaylar:

Simdi sirasiyla VOM®#(R?), Vo, MP9(R?) ve VEOM®P#(R") vanishing
Orlicz-Morrey uzaylariin tanimi verilecektir. Bu uzaylarin hepsi (2.15) normuna
gore Orlicz-Morrey uzaylarinin altuzaylaridir. Hemen dikkat ¢ekelim ki (15) kosuluna
karsilik gelen vanishing Orlicz-Morrey uzaylar1 ve bu uzayda klasik operatorler ve
komiitatorlerinin simirliliklart (Deringoz, Guliyev, & Samko, 2017; Deringoz et al., 2015;
Guliyev et al., 2014, 2016) tarafindan arastirilmustir. (V) ve V*) kosuluna karsilik gelen
uzaylar ise literatiirde heniiz tanimlanmamis oldugundan, bu kesimde tanimlanacak bu

uzaylara "yeni" vanishing Orlicz-Morrey uzaylari adin1 vermeyi uygun gordiik.

Tamim 4.1. (Klasik) vanishing Orlicz-Morrey uzay1 VO M®#(R"),

lim sup Ag o(f;7,7) =0 (Vo)

r—0 TER™

sartin1 saglayan tim f € M®%(R") fonksiyonlarininin sinifidir (Deringoz et al., 2015).

Morrey uzaylarmin yeni vanishing kosullar1 ile tanimlanan alt uzaylari
Ve MPA(R™) ve V) MPA(R™) yakin zamanda (Almeida & Samko, 2017) tarafindan
tamtilmigtir.  Simdi bu tanimlar baz alinarak Almeida ve Samko uzaylarimmi da 6zel
hali olarak igeren Vo, MP#(R") ve VI M®#(R™) "yeni" vanishing Orlicz-Morrey
uzaylarinin tamimlan verilecek ve bu uzaylarin Orlicz-Morrey uzaylarinin kapali birer

altuzayi olduklar ispatlanacaktir.

Tanim 4.2. Vanishing Orlicz-Morrey uzay1 V,, M®¢(R™),

lim sup g (f;2,7) =0 (Vo)

r—00 rER"

sartin1 saglayan tim f € M®%(R") fonksiyonlarinimnin sinifidir.

VeM®#?(R") uzay1, ¢ € Gg fonksiyonlari

=0

) 1
lim
r—00 ()0(7”)

kosulunu saghyorsa agikar degildir. Ciinkii bu durumda kompakt destege sahip sinirl

fonksiyonlar bu uzaya aittir.
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Lemma 4.3. V, M®*#(R") uzay1 M®¥(R") uzayinin kapal bir altuzayidir.

Ispat. Kabul edelim ki { f.} C Voo M®¢(R™) ve M®#(R") uzayinda f;, — f olsun. Her
e > 0 icin Oyle bir £y € N bulunabilir ki

sup oo (f = fros ) <N = Frollmee < €/2
xe n

olur. Diger yandan f;, € V., M®*¥(R") oldugundan &yle bir r sayisi vardir ki her 7 > r
icin

sup A o (fro; 2, 7) < €/2
reR™

olur. Boylece her r > rq i¢in

sup Ql@,go(f; ZL‘,T) S sup 91@,90(ka; l’,?“) + sup m@,g&(f - fkoa X, T) <e€
zER™ reR”™ zER™

olur ki bu da lim,_, o SUp,cpn s, (f;2,7) = 0 yani f € Voo M*#(R™) olmas1 demektir.
Boylece ispat tamamlanir. =

Tamim 4.4. Vanishing Orlicz-Morrey uzay1 V) M®#(R™),

lim Ayao(f) sup || fxw|| e By =0 (V")

= lim
N—o0 N—00 pcrr
sartini saglayan tim f € M®¥(R") fonksiyonlarininin simifidir. Buarada yy :=

Xrm\B(o,N); N € N olarak tanimlanmaktadir.

Lemma 4.5. V) M®¢(R") uzayt M®#(R") uzaymim kapali bir altuzayidir.

Ispat. Kabul edelim ki {f,} € VO M®#(R") ve M®¥(R") uzayinda f, — f olsun.
Her € > 0 i¢in 6yle bir ky € N bulunabilir ki her N € N i¢in
1
(1)

olur. Diger yandan f, € V® M®#(R") oldugundan 6yle bir N, sayist vardir ki her
N > Ny icin

€

Ana(f = fro) < If = frollmer < 2501

Ano(fro) < €/2
olur. Boylece her N > Nj i¢in
Ana(f) < Anvo(fro) + Ava(f = fro) <€

olur ki bu da limy o Ax.a(f) = 0 yani f € VI M®#(R™) olmasi demektir. Boylece

ispat tamamlanir. ®
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4.2. Vanishing Orlicz-Morrey Uzaylarinda Baz Klasik Operatorler

Bu kesimde harmonik analizin klasik operatorlerinin V,, M®%(R™) uzayindaki

davraniglar ile ilgili elde edilmig sonuclar sunulmustur.

Teorem4.6. ® € V, ve ¢ € Gg olsun. Bu durumda M operatorii Vo, M®#(R™)

uzayinda sinirhdir.

Ispat. Orlicz-Morrey norm esitsizlikleri Teorem 2.41. dolayisiyla bilindiginden geriye

Ve M®#?(R™) uzaymin M operatdriine gore degismez oldugunun yani

lim sup Ao (f;2,7) =0 = lim sup Ao (M f;2,7) =0

T—00 pcRR T—00 yxcRn
onermesinin dogrulugunun gosterilmesi kalmaktadir. Kabul edelim ki f € Vo, M®#(R™)
olsun. O zaman uzayin tanimindam her € > 0 i¢in bir R = R(e) > 0 sayist vardir ki her
t > Rigin

sup Ao o(f;2,t) <€
zeR?

olur. (2.5) esitsizligi kullanilarak keyfi x € R™ ve her r > R i¢in
1

— = 1, .~ Ssu q)_l t" ®(B(x S €
() t>§ EN e B

Q[q)#,(Mf;{E,T') 5 (,D(T)(I)_

elde edilir. Bu ise
lim sup Ap (M f;2z,7) =0

00 rER™

demektir ve boylece M f € V., M®*#(R") olur. m

Teorem 4.7. & € A, N'Vy ve ¢ € Gg fonksiyonu (2.16) kosulunu saglasin. Bu durumda
T operatdrii Vo, M®#(R") uzayinda sinirhdir.

Ispat. Teorem 2.42. dolaysiyla 7" operatorii M®#(R™) uzayinda smirl oldugundan
sadece bu operatoriin (V) kosulunu korudugunu gostermeliyiz. Bu ise bu sefer (2.6)

esitsizligi kullanilarak Teeorem 4.6.’in ispatindaki gibi yapilir. m

Teorem 4.8. (Spanne tipli sonug) ¢, ¥ Young fonksiyonlari, € Vs, 1 € Gg ve @y €
Gy olsun. Kabul edelim ki (2.7), (2.8) ve (2.17) kosullar1 saglansin. Bu durumda 7,
operatorii V,, M®#1(R") uzayindan V,, MY>%2(R") uzayina sinirldir.

Ispat. Teorem 2.43. dolayistyla I,, operatorii M ®#! (R™) uzayindan M"Y #2(R") uzayina

sinirli oldugundan sadece

lim sup Ao, (f;2,7) =0 = lim sup Uy g, (Lo f;2,7) =0

=00 zcRn r—00 pcRn
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onermesinin dogrulugunu gostermek yeterlidir.  Bu ise bu sefer (2.9) esitsizligi
kullanilarak Teeorem 4.6.’in ispatindaki gibi yapilir. =

Teorem 4.9. (Spanne tipli sonug) ¢, ¥ Young fonksiyonlari, ® € Vs, 1 € Gg ve @y €
Gy olsun. Kabul edelim ki (2.7) ve (2.18) kosullar1 saglansin. Bu durumda M, operatorii
Ve M®#1(R™) uzayindan V,, M¥#2(R"™) uzayina smirldur.

Ispat. Teorem 2.44. dolayisiyla M, operatorii M®#1(R") uzaymndan MY#2(R")

uzayina sinirlt oldugundan sadece

lim sup Ao, (f;2,7) =0 = lim sup Ay, (Maf;2,7) =0

00 peRn r—00 L RN

onermesinin dogrulugunu gostermek yeterlidir. Bu ise bu sefer (2.10) esitsizligi
kullanilarak Teeorem 4.6.’in ispatindaki gibi yapilir. m
Simdi I, ve M, operatorleri i¢cin elde edilmis Adams tipli sonuclar ifade

edilecektir. Bu teoremlerin ispati i¢in asagida verilen noktasal esitsizliklere ihtiya¢ vardir.

Lemma 4.10. ® bir Young fonksiyonu, ¢ € Gg ve 5 € (0, 1) olsun. Eger (2.19) ve (2.20)
kosullar1 saglaniyorsa her f € M®%(R") ve her z € R i¢in

Lo f(2) S (Mf(@)° | fll g (4.1)
esitsizligi gergeklenir (Deringoz et al., 2016).

Lemma 4.11. ® bir Young fonksiyonu, ¢ € Gg ve 5 € (0, 1) olsun. Eger (2.19) kosulu
saglaniyorsa her f € M®¥(R") ve her x € R" igin

Mof(2) < (Mf(@)°l1 Il (4.2)
esitsizligi gerceklenir (Deringoz, Guliyev, & Hasanov, 2017).
Teorem 4.12. (Adams tipli sonug) ® € V5 ve p € Gg olsun. S € (0,1) olmak iizere

n(t) = o)’ ve ¥(t) = ®(t'/#) olarak tammlansin. Eger (2.19) ve (2.20) kosullari

saglaniyorsa I, operatorii Vo, M®#(R") uzayindan Vo, MY"7(R"™) uzayina sinirlidir.

Ispat. Teorem 2.46. dolayisiyla Adams tipli Orlicz-Morrey smirliligi mevcuttur.
Geriye vanishing 0zelliginin korundugunu gostermek kalmaktadir. Bunun icin (4.1)
noktasal esitsizligine ihtiya¢ duymaktayiz. Bu esitsizlikten ve |[(M f)?||pv(pr)) =
H(Mf)Hi@(B(m)) ozelliginden (Bkz. Lemma 2.22.) her r > 0 ve z € R" igin

o (Lo f;2,7) S (Ao o (Mfra,7) | fIn (4.3)
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elde edilir. Teorem 4.6.’de f € V,  M®?(R") iken Mf € Vo  M®P#(R") oldugu
ispatlanmisti.  Sonug¢ olarak (4.3) esitsizligi goz Oniinde bulundurularak I,f €
Ve MP1(R™) oldugu goriiliir. m

Teorem 4.13. (Adams tipli sonug) & € V, ve ¢ € Gg olsun. S € (0,1) olmak iizere
n(t) = p(t)? ve U(t) = ®(t'/%) olarak tanimlansin. Eger (2.19) kosulu saglaniyorsa M,
operatorii Vo, M®%(R™) uzayindan Vo, MY (R") uzayina simirhdir.

Ispat. Teorem 2.47. dolayisiyla Adams tipli Orlicz-Morrey sinirliligi mevcuttur. Geriye
vanishing 6zelliginin korundugunu gostermek kalmaktadir. Bu ise bu sefer (4.2) noktasal

esitsizligi kullanilarak Teorem 4.12.”in ispatindaki gibi yapilabilir. m
4.3. Vanishing Orlicz-Morrey Uzaylarinda Bazi Klasik Operatorlerin
Komiitatorleri

Bu kesimde yeni vanishing Orlicz-Morrey uzaylarinda bazi klasik operatorlerin

komiitatorlerinin sinirlilik 6zellikleri arastirilmistir.

Teorem4.14. b € BMO(R"), ® € Ay NV, ve ¢ € Gg fonksiyonu (2.21) kosulunu

saglasin. Bu durumda M,, operatérii V,, M®?(R") uzayinda sinirhdir.

Ispat. Teorem 2.50. dolayisiyla M, operatorii M®#(R") uzayinda sinirh oldugundan
sadece bu operatoriin (V) kosulunu korudugunu gostermeliyiz. Bu ise bu sefer (2.11)

esitsizligi kullanilarak Teeorem 4.6.’in ispatindaki gibi yapilir. m

Teorem 4.15. b € BMO(R"), ® € Ay NV, ve ¢ € Gg fonksiyonu (2.22) kosulunu

saglasin. Bu durumda [b, T'] operatorii Vo, M*#(R") uzayinda sinirhdir.

Ispat. Teorem 2.51. dolayistyla [b, T'] operatorii M®#(R™) uzayinda smirh oldugundan
sadece bu operatoriin (V) kosulunu korudugunu gostermeliyiz. Bu ise bu sefer (2.12)

esitsizligi kullanilarak Teeorem 4.6.’1n ispatindaki gibi yapilir. m

Teorem 4.16. 0 < a < nve b € BMO(R™) olsun. Ayrica ¢ bir Young fonksiyonu ve
W, her t € (0,00) i¢in W~1(t) := ®~1(¢)t~*/" olarak tamimlansin ve ®, ¥ € Ay NV,
olsun. Kabul edelim ki ¢; € Gg ve o € Gy fonksiyonlari (2.23) kosulunu saglasin. Bu
durumda [b, I,,] operatérii Vo, M®#1(R") uzayindan Vo, MY ¥2(R") uzayina simirhdur.

Ispat. Teorem 2.52. dolayisiyla [b, I,] operatériiniin (M®#1 — M¥%2) simrliligs

mevcuttur. Bu yiizden geriye sadece

lim sup Ap, (f;2,7) =0 = lim sup Ay, ([0, L] f;2,7) =0

r—o00 zERn r—00 rER"

onermesinin dogrulugunun gosterilmesi kalmaktadir. Bu ise bu sefer (2.13) esitsizligi

kullanilarak Teeorem 4.6.’in ispatindaki gibi yapilir. ®
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Teorem 4.17. 0 < o < nve b € BMO(R™) olsun. Ayrica ® bir Young fonksiyonu ve
W, her t € (0,00) igin W~1(t) := ®1(¢)t=*/" olarak tamimlansin ve ®, ¥ € Ay NV,
olsun. Kabul edelim ki ¢; € Gg ve o € Gy fonksiyonlari (2.24) kosulunu saglasin. Bu
durumda M, , operatérii Vo, M®#1(R") uzayindan V,, MY%2(R") uzayina sinirhdur.

Ispat. Teorem 2.53. dolayisiyla M;,, operatoriinin (M®#1 — MY#2) smirliligs

mevcuttur. Bu yiizden geriye sadece

lim sup Ao, (f;2,7) =0 = lim sup Qg g, (Mpof;2,7) =0

7—00 reR™ r—00 reR™

onermesinin dogrulugunun gosterilmesi kalmaktadir. Bu ise bu sefer (2.14) esitsizligi

kullanilarak Teeorem 4.6.’in ispatindaki gibi yapilir. =
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5. SONUC VE ONERILER

Yakin zamanda Morrey uzaylarinin yeni vanishing kosullari ile tanimlanan
alt uzaylar1 Vo, MPANR?) ve VI MPAR") (Almeida & Samko, 2017) tarafindan
tanitilmistir. Bu tanmimlar baz alinarak Almeida ve Samko uzaylarini da 6zel hali olarak
iceren V., M®#(R") ve VI M®#(R™) "yeni" vanishing Orlicz-Morrey uzaylarinin
tanimlart verilmis ve bu uzaylarin Orlicz-Morrey uzaylariin kapali birer altuzayi
olduklar1 gosterilmistir.  Sonrasinda harmonik analizde Onemli bir aragtirma alani
olan "Klasik operatorlerin ¢esitli fonksiyon uzaylarindaki sinirhiliklarinin aragtiritlmast”
problemi uyarinca harmonik analizin 6énemli klasik operatorlerinden olan maksimal,
singiiler ve potansiyel operatorler ile bu operatdrlerin komiitatorlerinin Vo, M®¢(R™)
uzayindaki sinirhiliklar ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Ne yazik ki V) M®#(R")
uzaylarinin tanimi verilmis olmasina ragmen klasik operatorlerin bu uzaylardaki
davraniglar1 problemi agik bir problem olarak kalmustir.

Ve MPAR™) ve VI MPAR™) altuzaylarmin (Almeida & Samko, 2017)
tarafindan Morrey fonksiyonlarina diizgiin fonksiyonlarla yaklagim problemini arastirmak
icin tamtildigr gerceginden yola cikarak bu tezde edilen sonuglarin Orlicz-Morrey
uzay1 Ozelinde "Morrey-tipli uzaylarda yaklasim teorisi" alanina da katki saglayacagi

diisiiniilmektedir.
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