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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

BiRIM KUREDE LEGENDRE EGRIi CiFTLERI

MELEK DEMIR

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Mahmut MAK

Bu tez calismasinda, birim Oklidyen kiirede front veya frontal boyunca Legendre catisina gore
kiiresel Legendre egrilerinin bazi1 6zel Legendre egri ¢iftleri tamtildi. Bu anlamda, ortogonal-tip
ve paralel-tip kiiresel Legendre egri ¢iftleri tanimlandi. Sonra, ortogonal-tip kiiresel Legendre
egri ciftlerinin Legendre egrilikleri arasinda bazi karakterizasyonlar verildi. Ayrica, kiiresel
front’un regiiler egri olmasi halinde, Legendre catis1 ile Frenet catis1 veya Sabban catis1 arasinda
iligkiler elde edildi. Bununla birlikte, bir kiiresel front’un involiitii ve evoliitiiniin, sirasiyla
kiiresel front’un bir ikinci ve {i¢lincii ortogonal-tip Legendre egri ¢iftine karsilik geldigi gos-
terildi. Daha sonra, bazi 6zel kiiresel front’larin veya frontal’larin birinci, ikinci ve iigiincii
ortogonal-tip Legendre egri ciftleri i¢in Ornekler verildi. Son olarak, bir kiiresel frontal’in

paralel-tip Legendre egri ciftinin olmadig1 gosterildi.
Ocak 2022, 47 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Legendre egri, frontal, front, kiiresel, Legendre egri cifti, involiit, evoliit,

helis, slant helis.
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ABSTRACT
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SOME SPECIAL LEGENDRE MATES ON UNIT SPHERE
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Kirsehir Ahi Evran University
Graduate School of Sciences and Engineering

Mathematics Department
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In this thesis, we consider some special mates of spherical Legendre curves by using Legendre
frame along spherical front or frontal on Euclidean unit sphere. In this sense, we define
orthogonal-type and parallel-type spherical Legendre mates. After, we get some characteriza-
tions between Legendre curvatures of orthogonal-type Legendre mates. In particularly, when
spherical front is a regular curve, we give relationships between Legendre and Frenet frame or
Legendre and Sabban frame. Moreover, we obtain that the evolute and the involute of spherical
front correspond to a second and third orthogonal-type Legendre mate of spherical front, res-
pectively. After, we give examples for first, second or third orthogonal-type spherical Legendre
mates of some special spherical fronts or frontals. Finally, we show that there is no parallel-type

Legendre mates of spherical frontal.
January 2022, 47 Pages.

Keywords: Legendre curve, frontal, front, spherical, Legendre mate, involute, evolute, helix,

slant helix.
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1. GIRIS

Matematik alaninda benzer veya belli ortak Ozelliklere sahip matematiksel yapilar1 arastir-
mak ve incelemek her zaman merak konusudur. Ozellikle, diferensiyel geometrinin egriler
teorisinde, “belli ortak 6zellige sahip olan egri cifti aramak ve egri ciftinin egrilikleri arasinda

karakterizasyonlar elde etmek™ giiniimiizde hala popiilerligini korumaktadir.

Bu anlamda, Oklid 3-uzayinda regiiler egrilerin karsilikl1 noktalarinda herhangi iki Frenet vek-
tor alaninin paralel (6zel olarak lineer bagimli veya cakigik) veya ortogonal olmasina gore

tanimlanan asagidaki egri ciftleri iyi bilinir:

» Referans egrinin her noktasindaki teget ¢izgisi, diger egrinin normal ¢izgisiyle cakisik
ve karsilikli noktalarda tegetleri ortogonal olan egri ¢iftine, involiit-evoliit egri ¢ifti denir.
Burada referans egri, diger egrinin evoliitii ve diger egriye de referans egrinin involiitii
denir. Yani bir egrinin involiitiiniin evoliitii, kendisidir. Ayrica, regiiler uzaysal (veya
diizlemsel) egrinin oskiilator kiirelerinin (veya ¢emberlerinin) merkezlerinin geometrik

yerine egrinin evoliitii denir [18, 19,23, 25].

» Karsilikli noktalarda asli normalleri lineer bagimli olan egri ciftine, Bertrand egri ¢ifti

denir ve bu egrilere de Bertrand egriler ad1 verilir [18,19,23,24].

* Kargilikli noktalarda referans egrinin asli normali ile diger egrinin binormali lineer bagiml
ise bu egri ciftine, Mannheim egri ¢ifti denir ve referans egri ye de Mannheim egri

denir [14].

Bir egrinin "regiiler" olmasi demek egrinin her noktasindaki birinci tiirevinin sifirdan farkl
olmas1 demektir. Egrinin birinci tiirevinin sifir oldugu noktaya "singiiler nokta" denir. Ayrica,
egrinin ikinci tiirevinin sifir (veya egriliginin sifir) oldugu noktaya "biikiilme (doniim) noktas"
denir. Singiiler noktalarda, egrinin teget vektorleri siirekli olmadigindan egrilik ve burulma
taniml1 degildir. Dolayisiyla, singiiler (tekil) noktalarda egrinin Frenet-Serret catisi iyi taniml
degildir. Buna ragmen, egri boyunca singiiler noktalarda da iyi tanimli olan bir Frenet catisi
benzeri hareketli ¢cat1 tanimlanabilir. Asagida Legendre egriler perspektifinden, verilen singiiler

egriler ile ilgili baz1 calismalar 6zetlendi:



Eger, R? nin birim teget demeti iizerinde (v, v) : I — R? x S! bir Legendre egri (veya Legendre
immersiyon) olacak sekilde birim ¢ember iizerinde v : I — S' diizgiin doniisiimii varsa o za-
man, v : I — R? egrisi Oklidyen diizlemde bir frontal (veya front) olarak adlandirilir [3].
Ayni ¢alismada, Fukunaga ve Takahashi tarafindan, Legendre egrinin (veya Legendre immer-
siyonun) singiiler noktalarinda da 1yi tanimli olan frontal (veya front) boyunca bir hareketli ¢ati
tanimlandi. Ayrica bu cati yardimiyla, diizgiin fonksiyonlar cifti olarak verilen, bir Legendre
egrisinin egriliginin tanim1 verildi. Bununla birlikte regiiler diizlemsel egrilere benzer olarak,

Oklidyen diizlemde frontal’lar (veya front’lar) icin varlik ve teklik teoremi ifade ve ispat edildi.

[4, 5] de, regiiler diizlemsel egrinin evoliitii’niin ve involiitii’niin bir genellemesi olarak, Ok-
lidyen diizlemde front boyunca hareketli cat1 ve Legendre immersiyonun egriligi kullanilarak,
Oklidyen diizlemde front’un evoliitii ve involiitii tantmlandi. Ayrica, biikiilme noktasina sahip

olmayan bir diizlemsel front’un evoliitii’niin veya involiitii’niin de bir front oldugu gosterildi.

[6] da, Oklidyen diizlemde regiiler egrinin veya diizlemsel front’un evoliit ve involiit tanim-
larmin bir genellemesi olarak, Oklidyen diizlemde frontal’lar icin evoliit ve involiit tanimi bazi

sartlar altinda verildi.

[1] de Arnold tarafindan, Legendre tekillik teorisi kullanilarak, birim kiirede singiiler egriler
olarak front’larin kiiresel geometrisi tanitildi. Ayrica, [13] de Uribe-Vargas da kostik (caustic)

ve front’un tekillik teorisini verdi.

Ozellikle, [12] de Takahashi, birim Oklidyen kiirede singiiler egriler olarak, kiiresel front’un
(veya frontal’1n) diferensiyel geometrisini daha acik olarak ifade etti. Kiiresel Legendre egrinin
kiiresel front’u boyunca Legendre ¢atisini tanimladi. Bu cat1 yardimiyla, diizgiin fonksiyon cifti
olarak verilen, kiiresel Legendre e8rinin egriligini tanimladi. Ayrica, regiiler kiiresel egrilerin
evoliitiiniin bir genellemesi olarak, kiiresel front’un (veya frontal’in) Legendre ¢atis1 ve kiiresel

Legendre egrinin egriligi yardimiyla, kiiresel front’un (veya frontal’in) evoliitii tanimlandi.
Kiiresel front veya frontal ile ilgili dikkat ceken diger calismalar da [8-11] olarak verilebilir.

Bu tezin amaci, klasik diferensiyel geometride regiiler egrilerin egri ¢iftlerinden (involiit-evoliit,
Bertrand, Mannheim, vs.) ilham alinarak, birim kiirede front veya frontal boyunca Legendre
catisina gore bir kiiresel Legendre egrinin ortogonal-tip ve paralel-tip Legendre egri ciftlerini

tanimlamak ve bu egri ciftlerinin geometrik 6zelliklerini arastirmaktir.

Buna gore, tezin boliimleri agsagidaki gibi olusturulmustur.



Boliim 2 de, 3-boyutlu Oklidyen uzayda regiiler ve singiiler kiiresel egrilerin kisa diferensiyel
geometrisi verildi. Bu anlamda, singiiler kiiresel egriler olarak bir kiiresel Legendre egrinin
(veya Legendre immersiyonun) kiiresel fronrtal’1 (veya kiiresel front’u) ile ilgili temel kavram-

lar verildi.

Boliim 3 te, bir kiiresel front’un 6zel olarak regiiler olmasi halinde, sirasiyla, Legendre ve Frenet

catilart ile Legendre ve Sabban catilar1 arasindaki gecis formiilleri verildi.

Boliim 4 te, S* Oklidyen birim kiiresi iizerinde kiiresel frontal veya front boyunca Legendre
catist kullanilarak kiiresel Legendre egrisinin ortogonal-tip Legendre egri ¢iftleri tanimlandi.
Ayrica, ortogonal-tip Legendre egri ciftlerinin egrilikleri arasinda karakterizasyonlar verildi.
Ozellikle, bir kiiresel front’un evoliitii’niin ve involiitii’ niin sirastyla, bu kiiresel front’un bir
ikinci ve iiclincii ortogonal-tip Legendre egri ¢iftine karsilik geldigi sonucu elde edildi. Daha
sonra, baz1 0zel kiiresel front’larin veya frontal’larin birinci, ikinci ve t¢lincli ortogonal-tip

Legendre egri ciftleri icin 6rnekleri, grafikleri ile birlikte verildi.

Boliim 5 te, S? iizerinde kiiresel frontal boyunca Legendre catisi kullanilarak kiiresel Legendre
egrisinin paralel-tip Legendre egri ¢iftleri tammlandi. Fakat, S? iizerinde paralel-tip Legendre

egri ciftlerinin olmadig1 ispatland.

Son olarak, Boliim 6 ise tartigma ve sonu¢ kismina ayrildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde tezde ihtiya¢ duyulan bazi temel kavramlar verildi.
2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1. R? de her bir x = (21, 22, 23), ¥y = (y1, y2, y3) vektorleri i¢in

3
i=1
seklinde tanimli fonksiyona, R? de Oklid i¢ ¢arpimi veya standart i¢c carpim denir [18].
Tanim 2.2. R? de her 7 = (11, 22, x3) vektoril igin
2]l =/ (z, z)
seklinde taniml1 fonksiyona, Oklid normu denir [18].
Tamm 2.3. R? de her bir z = (z1, 79, 73), ¥y = (y1, o, y3) vektorleri i¢in
d(z,y) = ||y — =]

olarak tanimlanan fonksiyona, Oklid metrigi denir [18].

Tanim 2.4. Oklid metrigi ile verilen (R?, d) ikilisine, 3-boyutlu Oklid uzay1 denir ve kisaca R®
ile gosterilir [18].

Tamim 2.5. R® de her bir v = (21, 22,73), ¥y = (y1,¥2,ys3) vektorleri igin, Oklid vektorel
carpimi

Xy = (Tays — T3Y2, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — ToY1)

olarak tanmimlanir [18].



Tanim 2.6. f : R — R fonksiyonunun her bir p € R” noktasinda f fonksiyonunun her
mertebeden kismi tiirevleri var ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C'* sinifin-

dandir veya diizgiin fonksiyondur denir [19].

Tanmm 2.7. ¢ : R" — R™ | ¢ = (f1, f2, ..., fm) Olsun. f; fonksiyonlar1 diizgiin fonksiyonlar

ise ¢ fonksiyonuda diizgiindiir denir [19].

Tanim 2.8. 7, R de bir agik aralik olmak iizere

vl =R (t) = (n(t), 2(t), 73(t)),

seklinde taniml diizgiin fonksiyona, R? de bir egri denir [19].

Tamm 2.9. ~ : I — R3 bir egri olsun. O zaman

300) = = (50(0),3n(0). 30001,

vektoriine, «y egrisinin «y(¢) noktasindaki teget vektorii veya hiz vektorii denir [19].

Tamm 2.10. ~ : [ — R3 bir egri olsun. Her ¢ € I i¢in~ (¢) # 0 ise «y egrisine regiiler (diizenli)
egri denir [19].

Tanmm 2.11. ~ : I — R? bir egri olsun. Her s € I i¢in ||(s)|| = 1 ise «y ya birim hizli egri ve

s ye ~ egrisinin yay parametresi denir [21].

Tamim 2.12. ~ : [ — R? birim hizli egri ve s yay parametresi olmak iizere

seklinde taniml vektorlere, sirasiyla, v nin (s) noktasindaki birim teget, asli normal ve binor-
mal vektorleri denir. Ayrica {¢(s), n(s),b(s)} ortonormal sistemine « nin (s) noktasindaki

Frenet catis1 ve elemanlarina da Frenet vektorleri denir [21].

Tamim 2.13. ~ : [ — R? birim hizh egri ve s yay parametresi olmak iizere

kil =R, k(s)=[I5(s)ll,

seklinde tanimli fonksiyona, « nin egrilik fonksiyonu ve x(s) reel sayisina da - nin ~y(s) nok-

tasindaki egriligi denir [22].



Tamim 2.14. ~ : [ — R? birim hizli egri ve s yay parametresi olmak iizere
IR, 7(s) = — <b(s),n(s)> 7

seklinde tanimli fonksiyona, - nin burulma fonksiyonu ve 7(s) reel sayisina da « nin (s)

noktasindaki burulmasi denir [22].

Tamm 2.15. ~ : [ — R3 birim hizli egrisinin, egriligi x > 0 ve burulmasi 7 olsun. O zaman ~y

egrisinin, Frenet formiilleri

t 0 v O t
n|=1|1-« 0171 n |,
b 0 —70 b

esitlikleri ile verilir [22].
Tanmm 2.16. ~ : I — R3 bir regiiler egri olsun. O zaman ~y egrisinin {t, n, b} Frenet catist

¥
15 < A’

,3,

t = e
[edl

n=bxt b=

seklinde verilir [22].

Tanmm 2.17. v : I — R3 regiiler egrisinin, egriligi x > 0 ve burulmasi 7 olsun. O zaman ~y

egrisinin, Frenet formiilleri

t 0 k 0 t
n|=[]-x 071 n |,
b 0 —70 b

esitlikleri ile verilir. Burada

o et 5
o ||'Vf<;7||7 o e{%vﬂq) 2.1

¥l 15 x4l
dir [22].

Teorem 2.18. ~ : I — R? bir regiiler egri olsun. O zaman,

* kK =0 <= ~ bir dogrudur,

* k>0veT =0 <= - bir diizlemsel egridir [22].



Tamm 2.19. ~ : I — R3 regiiler egrisinin her noktasindaki ¢ birim teget vektorii, sabit bir u
vektorii ile sabit ag1 yapiyor ise <y egrisine bir helis denir. Burada sabit v vektoriine de helisin

ekseni denir [17,22].

Teorem 2.20. ~ : I — R? bir regiiler egri olsun. O zaman, ~ egrisi bir helistir gerek ve yeter
sart k > 0 olmak iizere 7/ orani sabittir. Ozellikle, k ve T sifirdan farkli sabitler ise dairesel

helis olarak adlandirilir [17,22].

Tamm 2.21. v : I — R? birim hizli egrisi sifirdan farkli egrilige (k # 0) sahip olsun. O
zaman, -y egrinin her noktasindaki n asli normal vektorii, sabit bir dogrultu ile sabit ac1 yapiyor

ise «y egrisine bir slant helis denir [20].

Teorem 2.22. ~v : I — R3 birim hzh egrisi sifirdan farkh egrilige (k # 0) sahip olsun. O

zaman, -y egrisi bir slant helistir gerek ve yeter sart

P K2 T\/
y (Ii2-|—7'2)3/2<5>’

fonksiyonu sabittir [20].

Tanmm 2.23. R? de ~ ve ~y, birim hizli egrilerinin Frenet catisi, sirasiyla, {£(s), n(s), b(s)} ve
{t.(s4), 1y (84), bi(s,)} olsun. Eger « ve «, egrilerinin her noktasindaki asli normal vektorleri
({n, n,}) lineer bagimli ise (~y, 7, ) ikilisine, Bertrand egri ¢ifti denir ve bu egrilere de Bertrand

egri denir [15,23].

Teorem 2.24. R3 de (v, ~,) bir Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu durumda, ~y egrisinin asli normali

n olmak tizere

Vauls:) = v(5) + An(s)

bagintist vardir. Burada A reel sabiti, Bertrand egri ciftinin kargilikli noktalar1 arasindaki uzak-

1181 gosterir [18].

Teorem 2.25. ~ : I — R3 birim hizli egrisinin egriligi  ve burulmasi 7 olsun. O zaman, ~y

egrisi bir Bertrand egridir gerek ve yeter sart sifirdan farkli A ve p reel sayilart i¢in
A&+ pur =1,

esitligi saglanir [16].



Tamm 2.26. R? de aym aralikta tanimli ~ ve -, regiiler egrileri verilsin. Eger ~ egrisinin
~(s) noktasindaki teget vektort, -y, (s, ) noktasindan geciyor ve bu noktadaki ~y, egrisinin teget
vektoriine dik oluyorsa (yani (¢(s),t.(s.)) = 0 ise), «y, egrisine -y egrisinin involiitii ve ~y

egrisine de =y, egrisinin evoliitil denir [18,19,23].

Teorem 2.27. R? de ~ birim hizli ve ~, regiiler egrisi verilsin. Eger -, egrisi, v nin involiitii

ise bu durumda, « egrisinin birim tegeti ¢ olmak iizere

Yilsx) = ¥(5) + (¢ = s)t(s)

bagintis1 vardir. Burada c bir keyfi sabittir [18, 19,23].

Tamm 2.28. R? de bir « regiiler diizlem egrisinin birim normali n,, ve egriligi £, > 0 olsun.

Bu durumda,

1
/6:a+_na

(07

seklinde tanimh egriye, R? de a egrisinin evoliitii denir. Burada tanimlanan 3 egrisi, o regiiler

diizlem egrisinin egrilik (oskiilator) cemberlerinin geometrik yerine karsilik gelir [23,25].

Tamm 2.29. R? de sifirdan farkli egriliklere sahip bir + regiiler uzay egrisinin Frenet takimi
{t,n, b, x, 7} olsun. Bu durumda,
1 —k

1
Y = ’Y—l—gn + ME

seklinde tammli egriye, R? de ~ egrisinin evoliitii denir. Burada tanimlanan =y, egrisi, 7 regiiler

uzay egrisinin egrilik (oskiilator) kiirelerinin geometrik yerine karsilik gelir [23,25].

Tanim 2.30. R? de ~ ve ~y, birim hizli egrilerinin Frenet catisi, sirasiyla, {£(s), n(s), b(s)} ve
{t.(5x), 14 (54), bi(ss)} olsun. Eger -y egrisinin asli normal vektorii ile «y, egrisinin binormal
vektoril lineer bagimli ise v egrisine Mannheim egrisi, ~y, egrisine de v nin Mannheim egri cifti

denir. Kisaca, (v, 7, ) ikilisi, Mannheim ¢ifti olarak adlandirilir [14].

Teorem 2.31. R? de bir egrinin, Mannheim egrisi olmas i¢in gerek ve yeter sart egrinin egrilik
(k) ve burulma (7) fonksiyonlarinin x = A (k% + 72) denklemini saglamalaridir. Burada A

sifirdan farkli bir sabittir [14].

Tanim 2.32. R**! de
S"(r) ={z e R"™ | ||z| =},
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kiimesine, r-yaricapli n-boyutlu hiperkiire denir. Burada 6zel olarak,

e n = 2,7 = 1i¢in R3 de birim kiire denir ve kisaca S? ile gosterilir,
e n=1,r = 1i¢in R? de birim ¢gember denir ve kisaca S* ile gosterilir [25].
Tamim 2.33. Bir kiire {izerinde yatan egriye kiiresel egri denir [26].

Teorem 2.34. ~ : I — R? birim hizli egrisi i¢in x, ' ve 7 sifirdan farkli olsun. O zaman ~y bir

q € R3 merkezli r-yarigapl kiirede yatan bir kiiresel egridir gerek ve yeter sart

1 1\'1
g=v+{(—-)Jn+{|-)-]b
K k) T
11\ (1)?
k) T K
esitlikleri saglanir [23,25].

Tamm 2.35. ~ : I — R? birim hizli egrisi i¢in x, £’ ve 7 sifirdan farkli olsun. O zaman - bir

(()2) 5o

diferensiyel denklemi saglanir [23,25].

kiiresel egridir gerek ve yeter sart

Teorem 2.36. v : [ — R? birim hizhi egrisinin egriligi x ve burulmasi 7 olsun. ~, R? de

r—yarigaph bir gcemberdir gerek ve yeter sart k = 1/r ve 7 = 0 [23,25].

Tamm 2.37. R? de bir M yiizeyi i¢inde bir v : [ — M birim hizli egrisi verilsin. Yiizeyin,
egrisine kisitlanmig birim normal vektor alan1 Z |, ve egrinin birim teget vektor alant T" olmak
tizere, Y = Z|, x T esitligi ile tanimlanan vektor alani ile birlikte {T', Y',Z| } ortonormal

sistemine, «y egrisinin egri-yiizey (Darboux) catisi ve (7, M) ye egri-yiizey ikilisi denir [19,22].

Teorem 2.38. (v, M) egri-yiizey ikilisinin, {T', Y, Z|. } Darboux ¢atisi i¢in tiirev formulleri

T 0 Ky Kp T
Y = —Ryg 0 Tg Y ’
Z."y —fn =75 0 Zly



seklinde verilir. Burada k, = <T,Y>, Kp = <T, Z|7> ve T, = — <Z'|7,Y> olarak verilen
reel degerli fonksiyonlara, sirasiyla, (v, M) egri-yiizey ikilisinin geodezik egriligi, normal

egriligi ve geodezik burulmasi denir [19, 22].

Uyar12.39. M = S?igin ~ : I — S? birim hizh kiiresel egrisinin birim tegeti ¢ olsun. Bu
durumda, S? nin ~ ya kisitlanmig birim normal vektdrii, 4 nin konum vektorii (yani v = Z|,
) olacagindan e = Y = ~ x t seklinde tanimlanan vektor ile birlikte ~ egrisi boyunca elde

edilen {~, ¢, e} egri-yiizey ¢atisina, -y egrisinin Sabban ¢atist denir. Burada

kg = (F, 7 x ) = det(v,%, %),
Rn = <777> = _17

Tg:_<;77’7><;7>:07

olup ~ birim hizli kiiresel egrisinin Sabban ¢atisinin Frenet tipi formiilleri

A 0 1 0 v
tl=1-10 & t |, (2.2)
é 0 —rKy O e

olarak verilir.

Tamim 2.40. S? birim kiiresi lizerinde ~ : I — S? bir regiiler kiiresel egri olsun. O zaman ~ ya
vet = ﬁ birim teget vektoriine ortogonal olan e = ~ X ¢ birim vektorii ile birlikte elde edilen
{~,t, e} ortonormal sistemine, v nmin S? iizerindeki Sabban ¢atis1 denir. Ayrica v nin Sabban

catisinin Frenet tipi formulleri

Y 0 1 0 ¥
t =l -1 0 & [|t]
é 0 —ry O e

olup burada < nin geodezik egriligi

_ det(v,%,%)

AP 23

Kg

olarak verilir [10].
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Tamm 2.41. R? de bir yiizey M olsun. O zaman ~ : [ — M bir geodezik egri ise k, = 0.
Tersine, v : I — M egrisinin hiz vektoriiniin uzunlugu sabit ve x, = 0 ise « bir geodezik

egridir [19].

Uyar1242. M = S?igin v : I — S? birim hizh kiiresel egrisinin egriligi x ve geodezik
egriligi x, olsun. O zaman (2.2) formiilleri ve Teorem 2.36. dan x = /K42 + 1 fonksiyonu
sabittir gerek ve yeter sart ~ bir cember belirtir. Buradan ~, S? de bir biiyiik ¢cemberdir (yani

geodezik egridir) gerek ve yeter sart k, = 0.

Tanmm 2.43. v : [ C R — S? regiiler kiiresel egrisinin Sabban ¢atis1 {~,t, e} olsun. Bu
durumda, Ev(v) : [ — S?,

seklinde tanimlanan egriye, ~ nin kiiresel evoliitii denir [12].

Tanim 2.44. v : I C R — S? bir regiiler kiiresel egrisinin Sabban ¢atis1 {, ¢, e} olsun. Bu
durumda, Inv(~,tg) : [ — S?,

Inv(y, fo) (£) = cos / 15| dt | 4(t) — sin / 1)l dt | e(t)

seklinde tanimlanan egriye, « nin ¢y, € [ noktasindaki kiiresel involiitii denir [9].
2.2. Kiiresel Legendre Egriler

Bu boliimde [9-12] kaynaklarinda verilen kiiresel Legendre egriler teorisi ile ilgili temel tanim
ve teoremler verildi. Ayrica, Legendre tekillik teorisi ile ilgili daha detayh icerik i¢in [1,2,7,
12, 13] kaynaklarina bakilabilir.

Simdi, bir uzay egrisinin singiiler ve biikiilme noktas1 kavramlarini verelim.

Tanim 2.45. v : [ — R3 egrisi i¢in () = 0 esitligini saglayan herhangi t, € I noktasina,

egrisinin singiiler (O-tip singiiler) noktas: denir [21,25].

Tamm 2.46. v : [ — R3 egrisi igin v(ty) = 0 (yani k(ty) = 0) esitlifini saglayan herhangi

to € I noktasina, ~ eg8risinin biikiilme (1-tip singiiler) noktas1 denir [21,25]

11



Tanim 2.45. ve Tanim 2.46. dan bir uzay egrisinin herhangi bir singiiler veya biikiilme nok-
tasinda egrilik ve burulmasi tanimli degildir. Dolayisiyla, bu noktalarda egrinin Frenet catisinin,
1yi tanimli olmadig1 goriiliir. Buna ragmen, egri boyunca singiiler noktalarda da iyi taniml1 olan
bir Frenet catist benzeri hareketli ¢ati tanimlamak miimkiindiir. Bu durum singiiler noktaya

sahip kiiresel egriler icin de gecerlidir.

Simdi, bir kiiresel Legendre egrinin singiiler noktaya sahip kiiresel frontal veya front egrisi

olarak verilen singiiler kiiresel egriler ile ilgili temel tanim ve teoremleri verilecek.

Tanim 2.47. A = {(z,y) € S* x $?| (x,y) = 0} bir 3-boyutlu diferensiyellenebilir manifold

olmak iizere (v, v) : I — A C S* x S? egrisi verilsin. Eger her ¢ € I igin

(¥(t),v(t)) =0 (2.4)
ise (v, v) egrisine, kiiresel Legendre egrisi denir [12].

Uyari 2.48. Tanim 2.47. den (v,v) : [ — A C S? x S? kiiresel Legendre egrisinin var olmasi
demek her ¢ € I igin birbirine ortogonal (yani (7(t),v(t)) = 0) olan ve (2.4) esitligini saglayan

~: I — S*vev: I — S?*Kkiiresel egrilerinin var olmasi demektir.

Tamm 2.49. (v,v) : I — A bir kiiresel Legendre egri olsun. O zaman ~ : [ — S? egrisine,

bir kiiresel frontal ve v : [ — S? egrisine de ~ min duali denir [12].

Tanmm 2.50. (v,v) : I — A kiiresel Legendre egrisi bir immersiyon (yani, her ¢ € [ i¢in

(4(t),(t)) # 0) ise « egrisine, bir kiiresel front denir [10-12].

Simdi (-, v) bir kiiresel Legendre egri olsun. Eger ~y singiiler noktaya sahip bir kiiresel frontal
ise v boyunca Frenet cat1 benzeri hareketli bir cati1 tanimlanabilir. O halde, ~ kiiresel frontalinin
duali v olmak iizere, her ¢t € I i¢in p(t) = ~(t) x v(t) seklinde tanimlanan birim vektor ile
birlikte elde edilen R? iin {~, v, u} ortonormal sistemine, « kiiresel frontalinin S? iizerindeki
Legendre catis1 olarak adlandirilir. Buna gore, ~ kiiresel frontalinin Legendre c¢atisina gore

Frenet tipi formiilleri

¥(t) 0 0 m(t)) [~
vt) | = 0 0 n(t) v(t) |- (2.5)
(1) —m(t) —n(t) 0 ) \ p(t)
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Burada,

m(t) = (y(), u(t)), n(t) = @), u(t)) (2.6)

olmak iizere (m, n) diizgiin fonksiyon ciftine, (v, /) kiiresel Legendre egrisinin egriligi denir

[12].

Uyari 2.51. Tanim 2.45., (2.5) ve (2.6) dan,
* tg, 7y egrisinin singiiler noktasidir gerek ve yeter sart m(ty) = 0,
* to, v egrisinin singiiler noktasidir gerek ve yeter sart n(ty) = 0,

oldugu goriiliir [9, 12].

Uyari 2.52. Tanim 2.50. ve (2.6) esitliginden («y, v) bir kiiresel Legendre immersiyondur gerek
ve yeter sart her ¢ € I i¢in (m(t),n(t)) # (0,0) dir. Burada, eger n(ty) = 0 ise ¢, biikiilme

noktasi olarak adlandirilir [9, 12].

Tanmm 2.53. (v,v) : I — A bir kiiresel Legendre immersiyon olsun. O zaman - kiiresel

frontunun evoliiti

Euly): T = 8, o)) = +—" i3

olarak tamimlanir [12].

Tanim 2.54. (v,v) : I — A bir kiiresel Legendre immersiyon olsun. O zaman, ¢, € [ i¢in

biikiilme noktas1 olmayan kiiresel frontun involiitii

Inv(y,tg) : I — S?, Inv(v,t)(t) = cos (/ m(t)dt) ~(t) — sin (/m(t)dt) wu(t)

to to

olarak tanimlanir [9].
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3. REGULER KURESEL FRONTLAR

Bu béliimde, 6zel olarak (-, v) kiiresel Legendre immersiyonunun -y kiiresel frontunun regiiler
olmasi halinde, « egrisinin {7, v, u} Legendre ¢atisi ile {¢,n, b} Frenet ¢atis1 veya {~, ¢, e}
Sabban catis1 arasindaki iligkiler elde edildi. Ayrica, regiiler egriler i¢in iy1 bilinen bazi karakteri-

zasyonlar, Legendre egriligi cinsinden verildi.

Teorem 3.1. (v,v) : [ — A, Legendre egriligi (m, n) olan bir kiiresel Legendre immersiyon
olsun. Bu durumda, v : I — S? regiiler kiiresel frontunun Frenet takimi {¢,n,b, x, 7} ve

e = det(~, v, t) olmak iizere agagidaki esitlikler saglanir:

t=ep,

n=—c¢ (\/m’;ﬁrn;y + \/mg+n21/> 4 3.1
b= T = VmrrmYs

veE

vm? + n? n 2
ST T \/ 1+ (o)
(Z) (3.2)

mn —mn

Ispat. v : I — S? bir regiiler kiiresel frontunun Legendre catis {~,v, u} ve Frenet takimi
{t,n,b, k, 7} olsun. Bu durumda, (2.5) den

A = mp (3.3)
ve buradan ||%||> = m? olup Tanim 2.10. gz oniine alinirsa

171l = |m[ #0 3.4)
olur. Simdi, (3.3) iin tiirevi alinip (2.5) Legendre Frenet tipi formiilleri uygulanirsa

= —mPy — mnv + mp (3.5)
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olur. (3.3) ve (3.5) in vektorel ¢arpimi alinirsa
A XA =mPny —miy (3.6)
ve buradan
15 x %] = m*vVm? 4+ n? (3.7)
bulunur. Ayrica, (3.5) in tiirevi alinip (2.5) formiilleri uygulanirsa
5 = (=3mm) vy + (=2mn —ma)v + (1 —m® —mn®) p (3.8)
bulunur. (3.6) ile (3.8) in de i¢ ¢carpimi sonucunda
(A x4, &) =m? (mn — mn) (3.9)

elde edilir. O halde, ¢ = det(v,v,t) olmak iizere (3.3), (3.4), (3.6), (3.7) esitlikleri goz
oniine alinarak, Tanim 2.16. dan -~ nin Frenet vektorlerinin, {+, v, u} Legendre catisina gore
yaziliglar1 olan (3.1) esitlikleri kolayca elde edilir. Son olarak, (3.4), (3.7) ve (3.9) esitlikleri
g6z Oniine alinarak, (2.1) den -~ nin egrilik ve burulmasinin (m, n) Legendre egrilik fonksiyonu

cinsinden ifadeleri olan (3.2) esitlikleri kolayca bulunur.

Teorem 3.2. (v,v) : [ — A, Legendre egriligi (m, n) olan bir kiiresel Legendre immersiyon
olsun. Bu durumda, v : I — S? regiiler kiiresel frontunun Sabban takimi {v,¢, e, k,} ve

e = det (v, v, t) olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir:

Y=,
t=cep,
e = —¢v,
ve
n
Rg = —.
T m|

Ispat. v : I — S? bir regiiler kiiresel frontunun Legendre catist {~,v, u} ve Sabban takimi
{7.t, e, r,} olsun. Bu durumda, (2.5) ve Tanim 2.10. dan (3.3) ve (3.4) esitlikleri vardir. Buna
gore ¢ = det (v, v, t) olmak tizere Tanim 2.40. dan ~ nin Sabban ¢atisinin, {7, v, u} Legendre
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catisina gore yaziliglar: olan

=7,
_ ¥ _ 1 _
t =1 = (mR) = en,

e=v7xt=7vX(ep) = —cv,

esitlikleri elde edilir. Ayrica (3.3), (3.4) ve (3.5) esitlikleri goz Oniine alinarak, (2.3) ten < nin
geodezik egriliginin, (m, n) Legendre egrilik fonksiyonu cinsinden ifadesi
(F,v x4)  (=mPy —mnv +imp, vy xmp)  m’n n

fig - .13 = 3 = =
151 m|

seklinde elde edilir.

Sonug 3.3. (v,v) : I — A, Legendre egriligi (m, n) olan bir kiiresel Legendre egri olsun. =,

S? {izerinde bir nokta belirtir gerek ve yeter sart m = 0 dir.

Ispat. Kabul edelim ki, S? iizerinde ~ kiiresel frontali icin her noktada m = 0 olsun. Bu
durumda, (2.5) ten & = mpu olup kabuliimiizden 4 = 0 elde edilir. O halde -, S? de sabit
bir nokta belirtir. Tersine, her noktada 4 = 0 olsun. Bu durumda, (2.6) dan m = (¥, ) olup

buradan m = 0 elde edilir.

Sonu¢ 3.4. (v,v) : I — A, Legendre egriligi (m, n) olan bir kiiresel Legendre immersiyon
olsun. Bu durumda - regiiler kiiresel frontu, S? iizerinde bir geodeziktir (x, = 0) gerek ve yeter

sart n = 0 dir.

Ispat. Uyar1 2.42. ve Teorem 3.2. den agiktir.

Sonug 3.5. (v,v) : I — A, Legendre egriligi (m, n) olan bir kiiresel Legendre immersiyon

olsun. Bu durumda = regiiler kiiresel frontu, S? iizerinde \/ﬁ—yarlgaph bir cemberdir gerek

ve yeter sart ﬁ = )\ orani sabittir.

Ispat. Kabul edelim ki, S? iizerinde ~ kiiresel frontu ﬁ—yarlgaph bir ¢cember olsun. Bu
durumda, Teorem 2.36. dan ~ nin egriligi x = /1 + \? sabitidir. Ayrica, Uyar1 2.42. den
t = /Ky + 1 olup buradan x, = X sabiti olur. O halde, Teorem 3.2. den ;% = A elde edilir.

Tersi de acik olup ispat tamamdir.
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Sonug 3.6. (v,v) : I — A, Legendre egriligi (m, n) olan bir kiiresel Legendre immersiyon
olsun. Bu durumda ~ regiiler kiiresel frontu, S? iizerinde bir kiiresel helistir gerek ve yeter sart

()

e fonksiyonu sifirdan farkli bir sabittir.

Ispat. Teorem 2.20. ve (3.2) esitliklerinden agiktir.
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4. ORTOGONAL-TIP LEGENDRE EGRI CIFTLERI

Bu boliimde, bir (v, v) kiiresel Legendre egrisinin (veya immersiyonunun) -y kiiresel frontalinin
(veya frontunun) Legendre catist yardimiyla, ortogonal-tip Legendre egri ciftleri tanimlandi.

Ayrica, bu egri ciftlerinin Legendre egrilikleri arasindaki bagmtilar elde edildi.

Tanim 4.1. (v,v) ve (v,, v, ) kiiresel Legendre egrilerinin (veya immersiyonlarinin) sirasiyla,
~ ve 7, kiiresel frontallarinin (veya frontlarinin) Legendre catilart, {~,v, u} ve {v,,v., 1, }
olsun. Bu durumda, Legendre ¢atilarinin karsilikli iki bileseni, v ve ~y, egrilerinin kargilikll
noktalarinda ortogonal ise ~y, kiiresel frontalina (veya frontuna), ~ kiiresel frontalinin (veya
frontunun) ortogonal-tip Legendre egri ¢ifti denir ve {(v, v) , (v,, v,)} da ortogonal-tip kiiresel

Legendre cifti olarak adlandirilir.

Uyar14.2. Bir~ : [ — S? kiiresel frontalin (veya frontun) Legendre ¢atisinin v, v, p bilesen-
leri i¢in vektor kavrami kullanildig1 zaman, herhangi ¢ € I noktasindaki v(t), v (t), p(t) konum

vektorleri anlagilacaktir.

Simdi, ii¢ cesit olarak tanimlanan ortogonal-tip Legendre egri ¢iftlerini verelim.
4.1. Birinci Ortogonal-Tip Legendre Egri Ciftleri

Tanmm 4.3. (v,v) ve (v,,v,) kiresel Legendre egriler olsun. Eger ~ ve ~, kiiresel frontal-
larinin (veya frontlarinin) karsilikli noktalarindaki Legendre catilarina gore ~ ve ~, vektorleri
ortogonal ise «y,, v nin birinci ortogonal-tip Legendre egri ¢ifti ve {(v,v), (v,, v,)} da birinci

ortogonal-tip kiiresel Legendre cifti olarak adlandirilir.

Teorem 4.4. (v,v) ve (v,,v,) kiiresel Legendre egrilerinin egrilikleri sirasiyla, (m,n) ve
(m., ny) olsun. Bu durumda ~y, kiiresel frontu, -y kiiresel frontunun birinci ortogonal-tip Legendre
egri ciftidir gerek ve yeter sart

(Var Vi) = (£, F7)

bir Legendre immersiyondur ve egriligi

L 00 = G, wm)
My dt7n* ) = +n,+m),
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veya

n m
wlVsx) = + s + v
(o) <“ Nk m)

bir Legendre immersiyondur ve egriligi

(8.5 ) = (Vi £,

Ny—
dt dt m2 -+ n?

veyaf : [ — R — {2kn | k € Z} bir diferensiyellenebilir fonksiyon ve ~ kiiresel frontu, S de

bir bilyiik cember (yani n = 0) olmak tizere

—f0~ + msin®fv — msin 6 cos O

\/m2sin29 + <9) i

(Y4, Vi) = | cosOv +sinfpu,

bir Legendre immersiyondur ve egriligi

9) — 1 sin 6 (9) —2mcos @ (9) ’ — m3sin?6 cos 9)

it i, ' : (m sin 6 (
(m*;t,n*;t> == m2sin6 + (9)2, - I (0)2

olarak verilir.

Ispat. Kabul edelim ki, ~, kiiresel frontu, + kiiresel frontunun birinci ortogonal-tip Legendre
egri ¢ifti olsun. Bu durumda, Tanim 4.3. ten bir § : I — R diferensiyellenebilir fonksiyonu

vardir oyle ki her ¢, ¢, € [ igin
v, (t,) =cosO (t)v (t) +sin @ (t) p () 4.1)

esitligi yazilabilir. Simdi, (4.1) in ¢ ye gore tiirevi alimip (2.5) Legendre Frenet tipi formiilleri

kullanilirsa,

m*,u*% = (—msinf) vy — sinf (n + 9) v —cost (n — 9) 7 (4.2)

bulunur. (4.2) esitliginin -, vektorii ile i¢ ¢carpimi alinip Tanim 4.3. ten ~, L+ oldugu goz

Oniine alinirsa,

nsinfcosf =0 (4.3)
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esitligi elde edilir. Buradan;

Durum 1. (4.3) esitliginde sin § = 0 ise cos§ = +1 olur. Buna gore, (4.1) ve (4.2) esitlikleri

kullanilirsa

v, = tv, “4.4)
dt

*_* = ’ 4.5
MK = Fp (4.5)

bulunur. Simdi, (4.5) esitliginin kendisi ile i¢ carpimu alinirsa, genelligi bozmadan

dt,
I 4.6
M, = Fn (4.6)
veE
M, = p 4.7)

elde edilir. O halde, (4.4) ve (4.7) esitlikleri kullanilirsa,

Vi = [, XY, =FY (4.8)

elde edilir. Ayrica, (2.6) dan n, = <%(l/*), u*> olup (4.7) ve (4.8) esitlikleri kullanilirsa,

dt,
Ny—— =

4.
= Tm (4.9)

olarak bulunur. Son olarak, (4.4), (4.7) ve (4.8) kullanilip (2.5) formiilleri gozoniine alinirsa,

(Yo vi) = (Fv, F7) =0,
d dt
<d—t*(7*),v*> = (£np, Fv) =0

elde edilir. Ayrica (-, v) bir Legendre immersiyon olup (4.6) ve (4.9) dan

dt, dt\
(.5 .5 ) = Gonm) 2 0,0),

bulunur. Boylece,

(Yar Vi) = (v, F7) (4.10)
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bir Legendre immersiyondur.
Durum 2. (4.3) te cos § = O ise sin # = +1 olur. Buna gore, (4.1) ve (4.2) esitlikleri kullanilirsa

V. =t 4.11)

dt,
— MK, = Fmy Fnv 4.12)

dt

Ty

bulunur. Simdi, (4.12) esitliginin kendisi ile i¢ carpimu alinirsa, genelligi bozmadan

m*% = vm? + n?, (4.13)

dt
ve
Fm Fn
L= + v (4.14)
S e L e e
elde edilir. O halde, (4.11) ve (4.14) esitlikleri kullanilirsa,
n m
V, =, Xy, = ——==o--~+ ——, (4.15)
S L o

elde edilir. Ayrica, (2.6) dan n, = <d%(1/*), u*> olup (4.14) ve (4.15) esitlikleri kullanilirsa,

dt, mn — nm

olarak bulunur. Son olarak, (4.11), (4.14), (4.15) kullanilip (2.5) formiilleri gézoniine alinirsa,

n m
*71/* - j: s + 1 %4 :O,
2l ) < H vm? —|—n27 vm?2 + n? >
d (1) dt n n m
— v, ) = — m nv, — v
dt, T dt. T vm? —|—n27 vVm? + n?

elde edilir. Ayrica (-, v) bir Legendre immersiyon olup (4.13) ve (4.16) dan

dt, dt, N — nn
my—, — ‘/m2+n2’iw 7& (()’ 0)7
m?2 + n?

T

bulunur. Boylece,

n m
(Vo V) = (iu,—m7+mu> (4.17)
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bir Legendre immersiyondur.

Durum 3. (4.3) te n = 0 (yani -y kiiresel frontu, S* de bir geodezik) olmak iizere (4.2) esitligin-

den,

m*%,u* = (—msinf)y — sinf (9) v — cosf (9) 1 (4.18)

bulunur. Simdi, (4.1) ile (4.18) esitliklerinin vektorel carpimi alinirsa

dt,

V= —0~ 4 msin®0v — msin 0 cos O,

Ty

elde edilir. Buradan, sin # # 0 sart1 altinda,

dt -\ 2
* 24: 2
m*—t = \/m sin“d + (9) 4.19)

olup

—msinf)~y —sin6 <9> v — cosf <9> u) , (4.20)

e = 1 2((
\/m2sin29 + (9)

ve

—0~ + msin®v — msin 0 cos 9u> , 4.21)

1
v. = —
\/m281n29 + <9>

olarak elde edilir. Ayrica, (2.6) dan n, = <%(V*), ,u,*> olup (4.20) ve (4.21) esitlikleri kul-

lanilirsa,

gt (m sin ¢ <6) — i sin 0 <6) — 2m cos («9) g m3sin6 cos 9>
L ; (4.22)
dat m2sin®0 + <9)

olarak bulunur. Son olarak, (4.1), (4.20) ve (4.21) kullanilip (2.5) formiilleri gozéniine alinirsa,

<Fy*7 V*) = 07

<£j%%w>=&
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elde edilir. Ayrica, (7, ) bir Legendre immersiyon olup sin 6 # 0 i¢gin (4.19) ve (4.22) den

dt, dt,
(m*ﬁa n*%) 7é (O’ 0)7

bulunur. Boylece, sin f # 0 ve n = 0 sartlar1 altinda,

—0~ + msin®dv — msin 6 cos O

\/mQSin29 + <9> i

(Y4, Vi) = | cosOv +sinfp, (4.23)

bir Legendre immersiyondur.

Tersine, (v,, v,) kiiresel Legendre immersiyonu, (4.10), (4.17) veya (4.23) esitlikleri ile tanim-

lansin. Bu durumda, Tanim 4.3. ten ispat tamamdir.
O halde, ~ bir kiiresel frontal olmasi1 halinde, asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.5. (~,v) ve (v,,v,) kiiresel Legendre egrilerinin egrilikleri sirasiyla, (m,n) ve
(my,n,) olsun. Bu durumda ~, kiiresel frontali, «y kiiresel frontalinin birinci ortogonal-tip

Legendre egri ciftidir gerek ve yeter sart

(Vs vs) = (FV, F7)

bir Legendre egridir ve egriligi

i, A )
My dt7n* dt - :Fn,:Fm )

veya f : I — R — {2kr| k € Z} bir diferensiyellenebilir fonksiyon ve ~ kiiresel frontali, S

de bir biiyiik cember (yani n = 0) olmak iizere

—0~ + msin®fv — msin @ cos O

\/m281n29 + (6) ’

(V4 V) = | cosOv +sinfu,

bir Legendre egridir ve egriligi

(m sin 0 (9) — 1ivsin 6 (9) — 2mcosf (6) ‘ m3sin®6 cos 9)

N2
<m*ciltt*,n*dt*) = m2sin®0 + (9) ,

m2sin?6 + (9) :
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olarak verilir.
4.2. Ikinci Ortogonal-Tip Legendre Egri Ciftleri

Tanim 4.6. (v, v) ve (v,,v,) kiresel Legendre egriler olsun. Eger ~ ve ~, kiiresel frontal-
larinin (veya frontlarinin) karsilikli noktalarindaki Legendre catilarina gore v ve v, vektorleri
ortogonal ise 7,, -y nin ikinci ortogonal-tip Legendre egri ¢ifti ve {(v,v), (v,, v,)} ikilisi de

ikinci ortogonal-tip kiiresel Legendre cifti olarak adlandirilir.

Teorem 4.7. (~,v) ve (v,,V,) kiiresel Legendre egrilerinin egrilikleri sirasiyla, (m,n) ve
(m,, n,) olsun. Bu durumda =y, kiiresel frontu, «y kiiresel frontunun ikinci ortogonal-tip Legendre
egri ciftidir gerek ve yeter sart

(7*7 V*) — (:I:V, _7>

bir Legendre immersiyondur ve egriligi

L 02 = (n¥m)
Mo gg g ) = T

veya n # 0 i¢in,

( ) ( +n N Fm )
* 7 V* = v ?
7 N R R

bir Legendre immersiyondur ve egriligi
dt, di, )
Mmy— ,Ny— | = —(") 5, EVm? +n?
dt dt 1+ (m)
olarak verilir.
Ispat. Kabul edelim ki, ~, kiiresel frontu, -~ kiiresel frontunun ikinci ortogonal-tip Legendre

egri ¢ifti olsun. Bu durumda Tanim 4.6. dan bir § : I — R diferensiyellenebilir fonksiyonu

vardir oyle ki her ¢, ¢, € I i¢in

v, (t,) =cosO (t)~y (t) +sinf (t) v (t), (4.24)
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esitligi yazilabilir. Simdi, (4.24) iin ¢ ye gore tiirevi alinip (2.5) formiilleri kullanilirsa,

dt,

Mkl = (9 sin 0) ¥+ (9 cos 9) v+ (mcos@ +nsind) p (4.25)

bulunur. (4.25) in ~, vektorii ile vektorel carpimi alinip (4.24) uygulanirsa

dt,

V= —sinf (mcosf + nsinh)y + cosf (mcosf +nsin@)v — O (4.26)

My

elde edilir. Simdi (4.26) nin v vektori ile i¢ carpimi alimip Tanim 4.6. dan v, L v oldugu goz

Oniine alinirsa,
cosf (mcosf +nsinf) =0 (4.27)

esitligi elde edilir. Buradan;

Durum 1. (4.27) de cos @ = 0 ise sin § = %1 olur. Buna gore, (4.24), (4.25) ve (4.26) esitlikleri

kullanilirsa

Y. = L, (4.28)
dt + 4.29)
my—u, = tnu, .
dt I’l'* IJ’
dt,
m*%u* = —n~, (4.30)

bulunur. Simdi (4.29) ve (4.30) esitliklerinin kendisi ile i¢ carpimi alinirsa, genelligi bozmadan

s = Ny 4.31
My =1 (4.31)
ve buradan
v, = —7, (4.32)
n, =+, (4.33)
elde edilir. Ayrica, gerekli hesaplardan sonra,
dt,
e = 4.34
Mg = Fm (4.34)
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olarak bulunur. Son olarak, (4.28), (4.32) ve (4.33) kullanilip (2.5) formiilleri gbz Oniine

alinirsa,

<’Y*7V*> = <:l:V7 _’7> = 07
d dt
R * —_ — :l: , = —
<dt*(7*)’”> dt*< np, =)

dir. Ayrica (v, v) bir Legendre immersiyon olup (4.31) ve (4.34) ten

dt, dt\
(5.5 ) = (e 5m) # 0.0)

bulunur. Boylece,

(7*7 V*) = (:l:V7 _7) (435)

bir Legendre immersiyondur.

Durum 2. Eger (4.27) de mcosf 4+ nsinf = 0 ise n # 0 (yani ~ kiiresel frontu biikiilme

noktasina sahip degildir) sart1 altinda

m +n . Fm
tanf = ——, cosf) = ——, sinf = ———— 4.36
n "m2+n2 «’mQ—I—nz ( )
olarak secilebilir. Buna gore, (4.24), (4.25) ve (4.26) kullanilarak
+n Fm

L= + v 4.37
K \/mQ—I—n?’Y Vm?2 + n? +37)

dt, .
M by = —0 (sin 0~ — cos v) , (4.38)

dt, .
v, = —0 4.39
MV Iz (4.39)

elde edilir. (4.38) ve (4.39) esitliklerinin kendisiyle i¢ carpimi alinip (4.36) gdz Oniine alinirsa,

genelligi bozmadan

(4.40)
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ve buradan

vV, = W, 4.41)
Fm Tn

e = rr ) e (142

elde edilir. Ayrica gerekli hesaplardan sonra,

n*% = +vm?2 +n? (4.43)

olarak bulunur. Son olarak, (4.37), (4.41) ve (4.42) kullanilip (2.5) formiilleri gbz Oniine

alinirsa,

( > < +n r Fm > 0
%9 Ij* = Ij’ — 5
v \/m2+n27 vm?2 + n? &

d dt  n(3)
<d_t*(7*)7y*> = d_t*(mQ +n2)3/2 <:Fm7:|:nl/7/-1'> =0

sonucuna ulagilir. Ayrica (v, v) bir Legendre immersiyon olup (4.40) ve (4.43) ten

dt, dt, =) ——p
(m*%ﬂl*%) — (W,i m —i—n) 7é (0,0)

1+

elde edilir. Boylece, n # 0 sart1 altinda

+n Fm
o) = <¢m” m"’“) 4

bir Legendre immersiyondur.

Tersine, (,, v,) kiiresel Legendre immersiyonu, (4.35) veya (4.44) esitlikleri ile tanimlansin.

Bu durumda, Tanim 4.6. dan ispat tamamdir.
O halde, ~ bir kiiresel frontal olmasi1 halinde, asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.8. (v,v) ve (v,,v,) kiiresel Legendre egrilerinin egrilikleri sirasiyla, (m,n) ve
(m., n,) olsun. Bu durumda -y, kiiresel frontali, v kiiresel frontalinin ikinci ortogonal-tip

Legendre egri ciftidir gerek ve yeter sart

(7*7 V*) = (:I:I/, _7)
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bir Legendre egridir ve egriligi

L0 0 = (n5m)
m*dtan* - n,:Fm bl

veya 6 : I — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere

(v, Vs) = (cos @ + sin v, )

bir Legendre egridir ve egriligi

dt, —dt,\ . )
(m*ﬁm*ﬁ) = (—9,mc089 - nsm@)

olarak verilir.
4.3. Uciincii Ortogonal-Tip Legendre Egri Ciftleri

Tanmm 4.9. (v,v) ve (v,,v,) kiresel Legendre egriler olsun. Eger « ve ~, kiiresel frontal-
larinin (veya frontlarinin) karsilikli noktalarindaki Legendre catilarina gore p ve p, vektorleri
ortogonal ise =y, « nin ii¢iincii ortogonal-tip Legendre egri ¢ifti ve {(v,v), (7,, v«)} ikilisi de

ticlincii ortogonal-tip kiiresel Legendre cifti olarak adlandirilir.

Teorem 4.10. (v, v) ve (v,,v,) kiiresel Legendre egrilerinin egrilikleri sirasiyla, (m,n) ve
(my,n,) olsun. Bu durumda -, kiiresel frontu, ~ kiiresel frontunun ii¢iincii ortogonal-tip

Legendre egri ¢iftidir gerek ve yeter sart

—nNn m
Vs = | + v
(Vs V) ( Mo eV T s )

bir Legendre immersiyondur ve egriligi

dt,  dt, 1 —
(mﬁﬁ) - (W e, iw) ,

m?2 + n?

veyan # 0 igin

(v.) = (cos ( / mdt) y —sin ( / mdt) 4, F sin ( / mdt) ¥ F cos ( / mdt> u)
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bir Legendre immersiyondur ve egriligi

m*%,n*% = | £nsin /mdt , TL.COS /mdt
dt dt

olarak verilir.

Ispat. Kabul edelim ki, v, kiiresel frontu, ~ kiiresel frontunun ii¢iincii ortogonal-tip Legendre
egri cifti olsun. Bu durumda Tanim 4.9. dan, bir § : I — R diferensiyellenebilir fonksiyonu

vardir oyle ki her ¢, ¢, € I i¢in
v, (t.) = cosO (t) v (t) + sinb (t) p (t), (4.45)

esitligi yazilabilir. Simdi, (4.45) in ¢ ye gore tiirevi alinip (2.5) formiilleri kullanilirsa,

m*u*% = —sin6 (m+9>’y—nsin0y+0089 <m+9>u (4.46)

bulunur. Buna gore, (4.46) esitligininin g vektorii ile i¢ carpimi alinip Tanim 4.9. dan p, L p

oldugu goz Oniine alinirsa,
cos f (m + 9) =0 (4.47)

esitligi elde edilir. Buradan;

Durum 1. (4.47) de cosf = 0 ise sinf = =+1 olur. Buna gore, (4.45) ve (4.46) esitlikleri

kullanilirsa

V. = th, (4.48)

dt,

bulunur. (4.49) un kendisi ile i¢ ¢carpimi alinirsa, genelligi bozmadan

dt,
Ma—y = vVm? +n?, (4.50)

ve buradan

Y e L e S 4.51)
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elde edilir. Boylece v, = p, X «, olup (4.48) ve (4.51) esitlikleri kullanilirsa

i by (4.52)
v, = — .
vm? + n27 vm? 4 n?
bulunur. Ayrica, gerekli hesaplardan sonra,
dt, mn — nm
— =t 4.53
gt m? 4+ n? (4.53)

olarak bulunur. Son olarak, (4.48), (4.51) ve (4.52) kullanilip (2.5) formiilleri g6z Oniine

alinirsa,

n m
Vi) = (E£u, — + v 0,
&y ) < H vm? —i—nQ’y vm? +n? >
d dt n m
o x ) = 7 ) =0
<dt* (v.),v > dt, <:Fm’y T2 m? +n2‘7 " m? + n2u>

elde edilir. Ayrica (v, v) bir Legendre immersiyon olup (4.50) ve (4.53) ten

dt’ m2 + n?

dt, dt, N — o
(m*_ m_) _ (Wz T iw) £ (0,0)

bulunur. Boylece,

(4.54)

—nNn m
,vy) = | £, + v
(Vs v4) ( o eVt s )

bir Legendre immersiyondur.

Durum 2. Eger (4.47) de m + 6 = 0 ise

9:—/mdt

olur. Buna gore, (4.45) ve (4.46) esitlikleri kullanilarak

~, = cos (/ mdt> ~ — sin (/ mdt> W, (4.55)

dt, :
m*Eu* = nsin (/ mdt) v. (4.56)
elde edilir. (4.56) esitliginin kendisi ile i¢ carpimi alinirsa, genelligi bozmadan
dt,
m*E = +nsin (/ mdt) , 4.57)
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ve buradan
un, = tv (4.58)

olarak bulunur. O halde, (4.55) ve (4.58) esitlikleri kullanilirsa,

v, =M, X7y, =Fsin (/ mdt) ~ F cos (/ mdt) u, (4.59)

elde edilir. Ayrica, gerekli hesaplardan sonra,

dt,
— = 4.
n 7 7 COS </ mdt) (4.60)

seklinde bulunur. Son olarak, (4.55), (4.58) ve (4.59) kullanilip (2.5) formiilleri gézoniine

alinirsa,

(oovs) = <cos < / mdt) y - sin ( / mdt) . F sin ( / mdt> ¥ F cos ( / mdt> u> ~0,
<c;*(7*)”’*> - <nsin (/mdt) v, Fsin (/mdt> ¥ F cos </mdt> u> =0

dir. Ayrica (7, v) bir Legendre immersiyon olup n # 0 sart1 altinda (4.57) ve (4.60) dan

(e 82) = (i) s ([t} ) 00

elde edilir. Buna gore, n # 0 olmak iizere,

(Yo v) = (cos (/ mdt) ~ — sin (/ mdt) w, T sin </ mdt)  F cos (/ mdt) u) 4.61)

bir Legendre immersiyondur.

Tersine, (7,, v, ) kiresel Legendre immersiyonu, (4.54) veya (4.61) esitlikleri ile tanimlansin.

Bu durumda, Tanim 4.9. dan ispat tamamdir.
O halde, ~ bir kiiresel frontal olmasi1 halinde, asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.11. (v, v) ve (v,,v,) kiiresel Legendre egrilerinin egrilikleri sirasiyla, (m,n) ve

(m,,n,) olsun. Bu durumda -, kiiresel frontali, « kiiresel frontalinin iigiincii ortogonal-tip
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Legendre egri ciftidir gerek ve yeter sart

(Vi) = (Cos </ mdt) v — sin </ mdt) e, Fsin (/ mdt) Y F cos (/ mdt) u)

bir Legendre egridir ve egriligi

m*%,m% = [ £nsin /mdt , .COS /mdt
dt dt

olarak verilir.
4.4. Ortogonal-Tip Legendre Egri Ciftleri Icin Sonuclar

Sonuc 4.12. (v,v) : I — A bir kiiresel Legendre immersiyon olsun. O zaman, = kiiresel

frontunun evoliitii, v nin bir ikinci ortogonal-tip Legendre egri ciftidir.

Ispat. Tanim 2.53. ve Teorem 4.7. den agiktur.

Sonuc 4.13. (v,v) : I — A bir kiiresel Legendre immersiyon olsun. O zaman, = kiiresel

frontunun involiitii, v nin bir {i¢iincii ortogonal-tip Legendre egri ¢iftidir.

Ispat. Tanim 2.54. ve Teorem 4.10. dan aciktur.

Sonuc 4.14. (v, v) : I — A bir kiiresel Legendre egri (veya Legendre immersiyon) olsun. Bu

durumda,

(Yovs) i L= A, (v,v.) = (v,7)

ise v, kiiresel frontali (veya kiiresel frontu), v frontalinin (veya frontunun) hem birinci hem de

ikinci ortogonal-tip Legendre egri ciftidir.

Ispat. Teorem 4.4. ve Teorem 4.7. ile Teorem 4.5. ve Teorem 4.8. den agiktir.

Sonuc 4.15. (v,v) : I — A bir kiiresel Legendre immersiyon olsun. Bu durumda,

(Yo Vi) L — A,

-n m
*) V,)= ’ + v
(eovs) (“ e i )
ise =, kiiresel frontu, « kiiresel frontunun hem birinci hem de ii¢iincii ortogonal-tip Legendre
egri ciftidir.

32



Ispat. Teorem 4.4. ve Teorem 4.10. dan aciktir.

Sonug 4.16. (v,v) : I — A, Legendre egriligi (m, n) olan bir kiiresel Legendre immersiyon

ve v : I — S? regiiler kiiresel frontunun Frenet takimi {¢, n, b, x, 7} olsun. Bu durumda,

(i) Eger (v,,v,) = (£t, —b) ise ~, kiiresel frontu, - kiiresel frontunun hem birinci hem de

liciincii ortogonal-tip Legendre egri ciftidir ve

N, T
4
My K

esitligi saglanir.

(ii) Eger (v,,v,.) = (b,%t) ise =, kiiresel frontu, ~ kiiresel frontunun ikinci ortogonal-tip

Legendre egri ¢iftidir ve

esitligi saglanir.

Ispat. (i) Teorem 3.1. ve Sonug 4.15. ten agiktir. (i) Teorem 3.1. ve Teorem 4.7. den aciktir.
4.5. Baz Ortogonal-Tip Legendre Egri Cifti Ornekleri

Bu alt boliimde, S* de bir kiiresel front veya frontalin ortogonal-tip Legendre egri ¢iftleri igin

bazi ornekler verildi.

Ornek 4.17. S? de bir kiiresel helis olan
1 1 . . 2 :
~(t) = (5(_3 cos 4t — 2 cos 6t), 5(_3 sin 4t — 2sin 6t), 5\/63111 t)
kiiresel frontu (Sekil 4.1) ve yine bir kiiresel helis olan
L. . 1 2
v(t) = <5(2 sin 6t — 3sin4t), 5(3 cos 4t — 2 cos 6t), g\/écos t)
duali ile birlikte tanimlanan (v, ), Legendre egriligi
(m(t),n(t)) = (—2\/6 cost,2v/6sin t) :
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olan A iizerinde bir kiiresel Legendre immersiyondur. Ayrica,

() = 7(t) % wit) = (‘25“6 n(st), 270 1)

sin(5t), = cos(ht), —x

parametrizasyonu ile belli olan g bir gemberdir. Bu durumda,

* (v,,vs) = (v,~) kiiresel Legendre immersiyonu, (-, ) nin hem birinci hem de ikinci

ortogonal-tip Legendre egri cifti olup Legendre egriligi
(m,(t),n.(t)) = (—2\/6 sint, 2v/6 cos t)

dir. Burada, ~y, kiiresel frontu da bir kiiresel helistir (Sekil 4.2(a)).

o (v,,V,) = < T+ sl u) kiiresel Legendre immersiyonu, (7, ) nin ikinci

ortogonal-tip Legendre egri cifti olup Legendre egriligi
(m.(8),n.(1)) = (1,2V6)

dir. Burada, ~y, kiiresel frontu bir cemberdir (Sekil 4.2(b)).

* (v,,v.) = (cos ([ mdt)~ —sin ([ mdt) p, sin ([ mdt) v + cos ([ mdt) p) kiiresel

Legendre egrisi, (7, v) nin iigiincii ortogonal-tip Legendre egri ¢ifti olup Legendre egril-
igi

(M (t),n.(t)) = (2\/ésin (2\/6sin t) sint , 2v/6 cos (2\/Esint> sin t)

dir. Burada, ~y, kiiresel frontal1 bir kiiresel slant helistir (Sekil 4.2(c)).
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Sekil 4.1: Bir kiiresel helis olan «y kiiresel frontu

() (b)

(©)

Sekil 4.2: ~ nin sirasiyla birinci, ikinci ve iiglincii ortogonal-tip Legendre egri ciftleri
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Ornek 4.18. S? de bir kiiresel slant helis olan

% (—2 sin (\/§t) sin(sint) cost + V2 cos (\/525) sin(sint) sint — V2 cos (\/ﬁt) cos(sin t))
~(t) = % (\/§ sin (\/ﬁt) sin(sint) sint + 2 cos (\/§t) sin(sint) cost — V2 sin (\/§t) cos(sin t))

— 75 (sin(sint) sint + cos(sint))

kiiresel frontal1 (Sekil 4.3) ve yine bir kiiresel slant helis olan

L (2sin (V/2t) cos(sint) cost — v/2 cos (v/2t) sin(sint) — v/2 cos (V/2t) cos(sint) sint)
v(t) = —% cos(sint) (\/§ sin (ﬂt) sint + 2 cos (\/Et) cost + v/2sin (\/it) tan(sin t))

75 (cos(sint) sint — sin(sint))
duali ile birlikte tanimlanan (v, ), Legendre egriligi
(m(t),n(t)) = (— cos(sint) sint, —sin(sint) sint) ,

olan A iizerinde bir kiiresel Legendre egrisidir. Ayrica,

; (—\/§COS (\/§t) cost — 2sin (\/ﬁt) sint)
p(t) =~@t) xv(t)=| L(2cos(V2t)sint — v/2sin (v2t) cost)

cost

V2

parametrizasyonu ile belli olan g bir kiiresel helistir. Bu durumda,

* (v,,v,) = (v,7) kiiresel Legendre egrisi, (7, ~) nin hem birinci hem de ikinci ortogonal-tip

Legendre egri ¢ifti olup Legendre egriligi

(m(t),n.(t)) = (sin(sint) sin t, cos(sin t) sin t)

dir (Sekil 4.4(a)).

* d(t) = cost i¢in (v,,v,) = (cos@~v +sinf v, p) kiiresel Legendre egrisi, (v, v) nin

ikinci ortogonal-tip Legendre egri cifti olup Legendre egriligi

(m,(t),n,.(t)) = (—sint, — cos(sint + cost) sint)

dir (Sekil 4.4(b)).
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Sekil 4.3: Bir kiiresel slant helis olan ~ kiiresel frontal:

(a) (b)

Sekil 4.4: v nin sirasiyla hem birinci hem ikinci ortogonal-tip ve sadece ikinci ortogonal-tip
Legendre egri ¢ifti

Ornek 4.19. S? de t = 0 noktasinda singiiler olan

_ ]' 4 45
’Y(t)—m(lat %),

kiiresel frontali (Sekil 4.5) ve onun

1

v(t) =
®) V10 4+ 25¢2 + 16

(t°, —5t,4)
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duali ile birlikte tanimlanan (v, ), Legendre egriligi

310 4+ 2582 + 16 20V/t10 + 18 + 1
(m(t)7 n<t)) - - 10 8 ) 10 2 )
0 48 41 10 + 25¢2 + 16

olan A iizerinde bir kiiresel Legendre egrisidir. Ayrica,

1
t) = tH (5> +4), -4+t -t (*+5
uit) \/(t10+25t2+16)(t1°+t8+1)( ( ) ( )

olarak verilir. Bu durumda,

* (v,,v,) = (v,~) kiiresel Legendre egrisi, (7, v) nin hem birinci hem de ikinci ortogonal-tip

Legendre egri cifti olup Legendre egriligi

20Vt 4+ 5 +1 3y/t10 + 25t 4 16
(m*(t)7 n*(t)) — T 0 2 ) 10 8
10 + 25¢% + 16 i 4% + 1

dir (Sekil 4.6(a)).

* §(t) = arctant i¢in (v,,v,) = (cos@v +sinfv, u) kiiresel Legendre egrisi, (v, V)

nin ikinci ortogonal-tip Legendre egri ¢ifti olup Legendre egriligi

(ma (). (1)) 1 —t V10 + 25¢2 + 16¢2 N 20V/t10 + 8 + 1
my - = 5
22+1 V21 o+ 8 +1 t10 + 25¢2 + 16

dir (Sekil 4.6(b)).
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Sekil 4.5: ~ kiiresel frontal

(@) (b)

Sekil 4.6: « nin sirastyla hem birinci hem ikinci ortogonal-tip ve sadece ikinci ortogonal-tip
Legendre egri ¢ifti
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5. PARALEL-TIiP LEGENDRE EGRI CIFTLERI

Bu boliimde, bir (v,v) : I — A kiiresel Legendre egrisinin « : I — S? kiiresel frontalinin
Legendre catist yardimiyla, (v, ) nin paralel-tip Legendre egri ¢iftleri tanimlandi. Fakat, A
lizerinde (v, v) kiiresel Legendre egrisinin ve dolayisiyla S* de - kiiresel frontalinin Legendre

catisina gore paralel-tip Legendre egri ciftinin olmadig1 gosterildi.

Tanmm 5.1. (v, v) ve (v,,v,) kiiresel Legendre egrilerinin sirasiyla, v ve -, kiiresel frontal-
larinin Legendre catilar, {~,v, u} ve {v,, V., u,} olsun. Bu durumda, Legendre catilarinin
kargilikl iki bileseni, v ve ~, egrilerinin karsilikli noktalarinda paralel ise ~, kiiresel frontali-
na, ~ kiiresel frontalinin paralel-tip Legendre egri c¢ifti denir ve {(v,v), (v,,Vv,)} da paralel-

tip kiiresel Legendre ¢ifti olarak adlandirilir.

Simdi, ii¢ cesit olarak tanimlanan paralel-tip Legendre egri ciftlerini verelim.

Tanim 5.2. (v, v) ve (v,, v,) kiiresel Legendre egriler olsun. Eger «y ve ~, kiiresel frontalla-
rinin karsilikli noktalarindaki Legendre catilarina gore « ve =y, vektorleri paralel ise ~,, ~y
nin birinci paralel-tip Legendre egri ¢ifti ve {(v,v), (v,,v,)} da birinci paralel-tip kiiresel

Legendre cifti olarak adlandirilir.

Teorem 5.3. ~ kiiresel frontalinin, birinci paralel-tip Legendre egri ¢ifti yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki, -, kiiresel frontal, 4 nin birinci paralel-tip Legendre egri ¢ifti olsun.

Bu durumda, Tanim 5.2. den bir sifirdan farkli A sabiti vardir dyle ki her ¢, ¢, € I icin

¥, (E) = My (D), (5.1)

dir. Simdi, (5.1) in kendisi ile i¢ ¢arpimi alinip ~, ve ~ nin S? de oldugu goz Oniine alinirsa
A==,

elde edilir. O halde 4, = £~y olup ispat tamamdir.

Tanmm 5.4. (v,v) ve (v,,v,) kiiresel Legendre egriler olsun. Eger «y ve ~, kiiresel frontalla-
rinin karsilikli noktalarindaki Legendre catilarina gore v ve v, vektorleri paralel ise ~y,, v nin
ikinci paralel-tip Legendre egri ¢ifti ve {(v, ), (7,, V,)} da ikinci paralel-tip kiiresel Legendre

cifti olarak adlandirilir.
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Teorem 5.5. ~ kiiresel frontalinin, ikinci paralel-tip Legendre egri ¢ifti yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki, ~, kiiresel frontal, v nin ikinci paralel-tip Legendre egri ¢ifti olsun.
Bu durumda, Tanim 5.4. ten bir 6 : I — R diferensiyellenebilir fonksiyonu vardir 6yle ki her

t,t, € Iicin
¥, (t) = cos 6 (1) ¥ (1) +sinf (1) v (1) (5.2)

esitligi yazilabilir. Simdi, (5.2) nin ¢ ye gore tiirevi alinip (2.5) Legendre Frenet tipi formiilleri

kullanilirsa

m*,u*% =— <9 sin (9) v+ <9 oS 9) v+ (mcosf +nsind) p (5.3)

bulunur. Ayrica kabuliimiizden, S* de v, ve v vektorleri paralel oldugundan

v, =tv (5.4)
elde edilir. Bu durumda, (5.3) esitliginin v ile i¢ ¢carpimi alinip (5.4) g6z Oniine alinirsa

0 cosh =0 (5.5)
bulunur. Ayrica, (5.2), (5.4) ve (5.5) esitlikleri kullanilarak

(Y4, Vy) = siné,
d dt
<d_t*(7*)7u*> = d_t*(ecose> :07

elde edilir. O halde, (v,,v,) bir kiiresel Legendre egrisi oldugundan sinf = 0 ve boylece

cos § = £1 olmalidir. Sonug olarak, (5.2) esitliginden ~, = +~ olup ispat tamamdir.

Tanim 5.6. (v,v) ve (v,,v,) kiiresel Legendre egriler olsun. Eger «y ve -, kiiresel frontalla-
rinin karsilikli noktalarindaki Legendre catilarina gore g ve u, vektorleri paralel ise ~,, 7y
nin igiincii paralel-tip Legendre egri cifti ve {(v,v), (v,,v,)} da ii¢iincii paralel-tip kiiresel

Legendre cifti olarak adlandirilir.

Teorem 5.7. ~ kiiresel frontalinin, iiciincii paralel-tip Legendre egri ¢ifti yoktur.
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Ispat. Kabul edelim ki, 7, kiiresel frontal1, 4 nin ii¢iincii paralel-tip Legendre eri cifti olsun.
Bu durumda, Tanim 5.6. dan bir  : I — R diferensiyellenebilir fonksiyonu vardir 6yle ki her

t,t, € Iicin
¥, (8) = cos (1) (£) +sin (£) g (1) (5.6)

esitligi yazilabilir. $imdi, (5.6) nin ¢ ye gore tiirevi alinip (2.5) Legendre Frenet tipi formiilleri

kullanilirsa

dt,

m*Eu*:—sin@(m+9>7—nsin0y+0059<m+9>u (5.7)

elde edilir. (5.7) esitliginin ~y, vektorii ile vektorel ¢carpimi alinip (5.6) kullanilirsa

m*%u* = (—n sin? 9) ~ + <m + 9) v+ (nsinfcosf) p (5.8)

bulunur. Ayrica kabuliimiizden, S* de u, ve p vektorleri paralel oldugundan
K, =Ep (5.9)
elde edilir. Bu durumda, (5.8) esitliginin g vektorii ile i¢ carpimui alinip (5.9) goz 6niine alinirsa
nsinfcosf =0 (5.10)

esitligi elde edilir. Bu durumda;

Durum 1. Eger (5.10) dan = 0 ise (5.7) ve (5.8) den

dt,

x "7, — 0
m 7 m +

ve buradan

n, = —sinf~vy + cosfp, (5.11)

v, =V
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bulunur. O halde, (5.9) ve (5.11) esitliklerinden cos = +1 ve sin = 0 olmalidir. Boylece,
(5.6) esitliginden v, = +~y elde edilir. Bu durum kabuliimiiz ile bir celigkidir.

Durum 2. Eger (5.10) dasinf = 0 ise cos§ = =£1 olur. O halde, (5.6) esitliginden v, = £~y

elde edilir. Bu durum kabuliimiiz ile bir ¢eligkidir.

Durum 3. Eger (5.10) da cos § = 0 ise sin # = +1 olur. Buna gore, (5.6) esitlig§inden

Y. = T (5.12)

elde edilir. Buna gore, (5.12) nin g, vektorii ile i¢ carpimindan

(., ) =0

elde edilir. Bu durum, (5.9) ile bir celigkidir.

Sonug olarak, Durum 1, Durum 2 ve Durum 3 den ispat tamamdir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Uc boyutlu Oklidyen uzayda egrilerin singiiler noktalarinda, egrilik ve burulma fonksiyonlari
tanimsiz olup Frenet ¢atis1 da iyi taniml1 degildir. Bu durum dogal olarak, birim kiire {izerinde
singiiler noktalara sahip kiiresel egriler icinde gecerlidir. Yani bir kiiresel egrinin singiiler nokta-
sinda geodezik egrilik fonksiyonu tanimsizdir. Buna ragmen, kiiresel egri boyunca singiiler
noktalarda da iyi taniml olan bir hareketli ¢at1 elde etmek miimkiindiir. Bu cati, bir kiiresel
Legendre egrinin (veya Legendre immersiyonun) kiiresel frontali (veya kiiresel frontu) boyunca

tanimlanan Legendre ¢atisidir.

Bu anlamda regiiler veya singiiler kiiresel egriler olarak kiiresel frontal veya kiiresel frontlarin
Legendre catisina gore yeni egriler tammmlamak ve arastirmak ilk akla gelen problemdir. Bu
tezde, klasik diferensiyel geometride regiiler egrilerin egri ¢iftlerinden (involiit-evoliit, Bertrand,
Mannheim, vs.) ilham alinarak, singiiler kiiresel egriler olarak birim kiirede front veya frontal
boyunca Legendre catisina gore bir kiiresel Legendre egrinin ortogonal-tip ve paralel-tip Legend-
re egri ciftleri tamimlandi. Ozellikle, ortogonal-tip Lengendre egri ciftlerinin Legendre egril-
igine gore karakterizasyonlar elde edildi. Ayrica, paralel-tip Lengendre egri ciftlerinin olmadigi

ispat- land1. Boylece literatiire, singiiler kiiresel egrilerin yeni egri ciftleri kazandirildi.

Tezde kullanilan teknik rahatlikla, iki boyutlu hiperbolik uzay veya de-Sitter uzay iizerindeki
singiiler egrilere de uygulanabilir. Dahasi, yiiksek boyutlu uzaylarda genellestirilmis ortogonal-
tip Legendre egri ¢iftlerini tanimlamak ve geometrik 6zelliklerini incelemek de ayr1 bir arastirma

konusu olacaktir.
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