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OZET

Pseudo diferensiyel operatorii p(x, D) ve Bessel diferensiyel operatorii A, g harmonik analizin
o6nemli konular1 arasinda yer almigtir. Son yillarda 6nemli bir inceleme alani olmug ve G. Altenburg,
J. J. Betankor, M. Belhadj, R. S. Pathak, S. Pathak, A. Prasad, S. Zaidman, A. H. Zemanian, D.
T. Haimo, P. K. Pandey, Ryusuke Numata, Micheal Taylor, Vagif S. Guliyev gibi bircok matematikgi

tarafindan caligilmigtir.

Bu tez ii¢ bolimden olugmaktadir. Birinci bélimde R™ deki Pseudo diferensiyel operator-
lerinin gosterimi ve 6zellikleri; ikinci boliimde Bessel Diferensiyel denklemi, Bessel fonksiyonlar: ve
ozellikleri; son boliimde ise Pseudo diferensiyel operatorii p(z, D) bir semboliin araciligiyla tanim-
lanmig ve bu semboliin ters Hankel doniigiimii verilmigtir. Pseudo diferensiyel operatorii p(z, D) nin
Hankel doniiglimii ile iligkili belirli Sobolev Tipi Uzay: ile sinirlandig1 gosterilmigtir. Sembol simiflar
H§* ve H™ tanimlanmistir. Ayrica bu siniflara ait semboller ile iligkili Pseudo Diferensiyel operator-
lerin Zemanian uzaym H, g nin kendi i¢ine doniistiiren siirekli lineer doéniistim oldugu gosterilmistir.
Pseudo Diferensiyel operatdr hq g, igin integral gosterimi ifade edilmistir. Pseudo Diferensiyel oper-

atorlerin L' norm esitsizligini sagladigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Pseudo diferensiyel operator, Hankel doniisiimii, Hankel konvoliisyon, sembol

sinifi, integral gosterimi, Sobolev tipi uzay.



ABSTRACT

Pseudo differential type operators p(z, D) and Bessel type differential operator A, s have a
great value in harmonic analysis. They are an important area of review in recent years; and have
been studied by such mathematicians as G. Altenburg, J. J. Betankor, M. Belhadj, R. S. Pathak,
S. Pathak, A. Prasad, S. Zaidman, A. H. Zemanian, D. T. Haimo, P. K. Pandey, Ryusuke Numata,
Micheal Taylor, and Vagif S. Guliyev.

This thesis consists of three chapters. Definitions and properties of Pseudo differential oper-
ators on R"™ presented in the first chapter. In the second chapter Bessel differential equation, Bessel
function and its properties are given; in the last section Pseudo differential operator p(z, D) in terms
of a symbol is defined and inverse Hankel transform of this symbol is defined. It is shown that the
Pseudo differential operator is bounded in certian Sobolev type space associated with Hankel trans-
form. The symbol classes Hj* and H™ are presented. It is shown that Pseudo differential type
operator associated with symbols belonging to these classes are continuous linear mappings of the
Zemanian space H, g into itself. Integral representation for Pseudo differential type operator hq g.q

is given. It is shown that Pseudo differential type operators satisfy L' norm inequality.

Keywords: Pseudo differential operator, Hankel transform, Hankel convolution, symbol class, in-

tegral representation, Sobolev type space.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

R™ : n- boyutlu Oklid uzay:

G? : Sobolev Tipi Uzay1

u?p

C*(I x I) : Kompleks degerli sonsuz tiirevlenebilen fonksiyonlar kiimesi

A(x,y, z) : x,y,z kenarh ii¢genin alam

C, : Pozitif reel sabitler

p(z, D) : Pseudo Diferensiyel Operatorii

['(n) : Gamma fonksiyonu

S(R™) : Schwartz uzay:

=)

. f fonksiyonunun Fourier déniisiimii

A, 5 : Bessel tipi operator.



1 GIRIS

Bu boliimde Hankel doniisiimii ve baz sembol simiflar1 tamimlanmigtir. ¢ €

LY(I), I = (0,00) nun Hankel tipi doniigiimii agagida tanimlanmigtir.

(H,0)(x) = / Cley) L )bl g e € I, p> ~1/2. (L)

Burada (z,y) *J,(zy) bu doniigiimiin ¢ekirdegi ve J, birinci gesit ve p'lincli mertebe-

den Bessel fonksiyonudur.

x~*J,(z) I tizerinde simirh oldugu icin Hankel tipi doniisiimi H,(¢)(x) I iiz-

erinde sinirhdir ve

/OO 2 g (x)| dw < oo (1.2)
0
dir.

Dolayisiyla
1 o "
()0 = oy [ oy (1.3

olup (1.1) i¢in ters Hankel doniigiimii formiilii

o(z) = / " (ay) ey B )y g, € 1 (1.4)

seklindedir. (1.4) teki doniigiime J. J. Betancor, I. Merrero [3], R. S. Pathak
ve A. Prasad [10] caligmalarinda yer vermislerdir. Altenburg [1] I = (0, 00) araliginda
biitiin sonsuz tiirevlenebilen ¢ fonksiyonlarini iceren H uzayinda her m, k € Ny icin
(@) = sup(l+2%)" |(a”"d/dw)"¢(x)] < oo (1.5)
oldugunu gostermigtir. Zaidman Schwartz’in Fourier doniisiim teorisini kullanarak
Pseudo Diferensiyelin bir sinifi izerine ¢aligmigtir. Pathak ve Prasad tarafindan sayisal
degerli a(z,y) sembolii ile iligkili Pseudo diferensiyel operatorler incelenmistir [9].
Ayrica (1.1) deki Hankel doniigiimii ve Hankel konvoliisyon teorisinde genis uygu-
lamalar [3,8] de ele alinmigtir. Dolayisiyla doniigiimlere bagli Pseudo Diferensiyel
teorisini geligtirmek dogaldir. H,, doniigiimiine bagh Pseudo Diferensiyel aragtirmasinda
a(x,y) semboliiniin belli biiyiime gartlarini saglayan tiirevlere sahip oldugu varsayilmigtir.

Bu tip operatériin bir formiilii agsagidaki gibidir.
(H,q0)(x) = / (zy) " Ju(zy)a(z,y) H,p(y)y* dy,z € 1 (1.6)
0
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Burada
(H,0)(x) = / Tay) Tyl g, € T (L.7)

[11] de a(z,y) sembolii I x I daki kompleks degerli sonsuz tiirevlenebilen fonksiyon

olarak tanimlanir ki agagidaki esitsizlik bunu saglar .
|((z~"d/dx)*(y~"d/dy) a(x,y)| < COHFTIBIL 4 y)™ 7, (1.8)

Va, 3 € Ny ve m gercel bir sabit sayidir. Biitiin bu tip semboller sinifi H™ ile tanim-
lanir. [9] dan biliyoruz ki herhangi ¢, € H: igin

k

(= d/dx) (¢, 0) = > (E) (@' d/dx) (2" d/dx)" ) (1.9)

v=0
Hankel’in konvoliisyon teorisini Belhadj ve Betancor [2] da ¢ahigmigtir. Bu ¢aligmada
Bessel operatorii ile iligkili olan Pseudo diferensiyel teorisini geligtirmek i¢in (1.1) ile

tanimlanan Hankel déniigiimii kullanilmistir.

Hankel doniigiimii,

(hosd)(z) = / () P T p(ay) )y (1.10)

H], 5 va ait dagilimlara Zemanian [18] tarafindan genisletilmistir ve her m, k € Ny igin
agagidaki esitsizligi saglayan I = (0, 00) iizerinde tanimlanan biitiin kompleks degerli

sonsuz tiirevlenebilen fonksiyonlar: igeren fonksiyon uzay: H, g nin dualidir.
pg;i(@ = sup ‘xm(x_le)k(mw_lgb(x)ﬂ < 00 (1.11)

Zaidman [15], [17] deki Pseudo diferensiyel operatorler caligmasinda T(R") deki, Schwartz
dagilimimin Fourier doniigtimiini kullanmigtir. Fakat Zemanian Hankel tipi doniisiim
teorisini son zamanlarda 6zel bir durum olarak Bessel tipi operatorler ile iligkili Pseudo
diferensiyel operatorlerinin teorisini genigletmek icin kullanilmigtir. Bu caligmanin

amaci bu konuda yapilan incelemelerin bir araya getirilmesidir.



1.1 Temel Kavramlar

Tanim 1.1 (Oklid Uzay1) R* = {2 : = (21,29, ..., 2,),2; € R,i = 1,2, ..., n} seklinde

tanimlanan uzaya Oklid Uzay1 denir.

Tamim 1.2 (Gamma Fonksiyonu) I'(n) sembolii ile gosterilen ve

bagintisiyla tanimlanan fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir.

Tanim 1.3 (Konvoliisyon) f ve K, R" de tammh 6l¢iilebilir iki fonksiyon olsun. Bu

durumda,

W) = (f+ K)(x) = | fy)K(x—y)dy

R
bi¢imindeki h(z) fonksiyonuna f ve K nin Konvoliisyonu denir.

Tanim 1.4 (Schwartz Uzay1) Eger f fonksiyonu R™ de her mertebeden tiirevlenebilen
ve tiim tiirevleri sonsuzda azalan ise yani, o = (o, g, ..., ), B = (B, P, --., Bn) olmak
uzere

sup ‘anﬁf($)| < 0
TER™

ise [ fonksiyonuna Schwartz Uzaymma aittir denir ve f € S(R") ile gosterilir. Burada

« al a2

— Qn
=iy

n

ve
8 % b2 HPn

Oxy 0x5®  Oxn"

dir.

Tanimm 1.5 (Sobolev Uzay1) Q@ C R™ sinirh bir bolge, ¢ negatif olmayan bir tam say1

ve 1 < p < oo olsun.
W (Q) = {ue LF(Q) : V|a| < £, D% € LP(Q)}

bi¢iminde tanimlanan uzaya W% (Q) Sobolev Uzay1 denir, burada |a| = a;+ag+...+a,
dir.
Tanim 1.6 (Fubini Teoremi) R := [a, b] X [c, d] iki boyutlu bir dikd6rtgen ve f : R — R

bir fonksiyon olsun. Her = € [a, b] i¢in f(z, -) fonksiyonunun [c, d] lizerinde, her y € [c, d]

4



icin f (-, y) fonksiyonunun |[a, b] iizerinde ve f fonksiyonunun R iizerinde integrallenebilir

oldugu varsayalim ; Bu durumda,

//RfdAzfab(/cdfm)dy)dx:/Cd(/abf@,y)dx)dy

egitlikleri gerceklenir.



2 PSEUDO DIiFERENSIYEL OPERATORLERIN GOSTERIMI

R™ deki bir Pseudo Diferensiyel operatoriin Fourier integral gosterimi

ple, D)u = (2m) ™2 / pla, (€)™ de (2.1)

n

seklindedir, burada u(¢) unun Fourier doniigiimidiir ve

ae) = (2m) " / u(y)eedy (2.2)

n

dir. (2.1) deki p(z, &) fonksiyonu p(z, D) nin sembolii olarak adlandirilir.

p(z,&) = Epo(2)€ ifadesi € nin bir polinomu ise (2.1) deki p(z, D) = Xp,(x) D*
diferensiyel operatorii olarak adlandirihir. Burada D* = D, ..., D%, D; = (1/i)0/0x;
dir. Agagidaki Fourier inversiyon formiiliine D; uygulanirsa

ule) = (2m) " [ (g e, (2.9

olmak tlizere

Dru(e) = (2m) 7 | galg)e e (2.4)

elde edilir. Bu gosterimin énemi diferensiyel operatorleri cebirsel operatore doniigtiirme-

sidir. Is1 denklemleri buna bir ornektir.

0
8_1; = Au, u(x,0) = f(x) (2.5)
olmak iizere
ou L _~
5 = lePa 0.9 = fe), (2.6
coziilerek
u(t,r) = e f(z) = (2#);n/2nte_t|§|2f(f)emgdg (2.7)

elde edilir. Pseudo diferensiyel operatérler icin bir bagka gosterim ise singiiler integral
gosterimidir.

o D= [ Kz y)uty)dy, 2.9
burada

K(r,z —y) = (2) " / pla, €)% dg (2.9)

bi¢imindedir. Bunu agagidaki formiil ile birlikte (2.7) ye uygulayabiliriz.
(2m) ™ / e P et dg = (dt) /21214 (2.10)

6



elde edilen formiil

8 fa) = (amt) 2 [ eI )y (21)
olur.
A7 () =~ [l Flepesas (2.12)
operatorii soyle yazilabilir,
AT f(z) = /G(x —y)f(y)dy, (2.13)
Gz —y)=Chlz—y ™, n>3 (2.14)

Bu formiilii elde etmenin bir yolu ve s = 1/t degisken degistirmesi ile (2.11)’e uygulanis

A f(z) = /0 e ()t (2.15)

Pseudo diferensiyel operatorler olarak bilinen operator p(x, &), Sy gibl bir sembol

sinifina ait olmak sartiyla agagidaki gibi tanimlanir. m € R, 0 < 4§, p < 1 iken
p(z,€) € Sy <= |DIDgp(x, €)| < Cap(g)™ MV (2.16)
Burada (£) = (1 + |£]*)Y/? dur.
p(x,§) € S)'s <= p(x, D) € OPS]. (2.17)

S™ (veya bazen S7}') olarak belirttigimiz 6nemli bir alt simf, p(x,€) € S|, sembol-

lerinden olusur. Ornegin

p(x,§) ~ > pi(x,€), (2.18)

j=0
burada p;(z,&) € Sﬁfj, €] > 1 i¢in &'nin derecesi de m — j dir ve (2.18),

k

pla,€) =Y pi(x,€) € S

0
anlamina gelir (sonrasinda p(z, D) € OPS™ denilebilir). (2.18) deki po(x,&) terimi

p(z, D) € OPS™ in temel sembolii olarak bilinir.

Genel olarak p(x,§) € ST, p(x, D) nin asil sembolii p(x, §) nin denklik smifidir

mod S;'?g(p =, Bunun anlamli olabilmesi i¢in p > § olmasina ihtiyag vardur.

(2.12) deki ]f\_Q fonksiyonu & = 0 daki singiilerlikten dolay1 S=2 ye ait degildir.
0'm bir komsulugunda ¢ € C§°(R") verildiginde érnegin o(£) = 1 igin £ € OPS™2
dir.

— (&)

Ef(z) = —(2m) " / ! T (2.19)

7



olmas1 durumunda

AEf(x) = EAf(z) = (I + R)f(x),
Rf(x) = —(2m) ™" / SO F () de (2.20)

ve boylece

ReOPS™ = () OPSy' (2.21)
m>0
elde edilir. Boyle bir operator diizgiin operator olarak adlandirihir ve burada E, A icin

bir parametredir.

Pseudo diferensiyel operatorler teorisinde onemli bir nokta da eliptik operator
sinifindan baglayarak diferensiyel operatorlerin farkli siniflart i¢cin parametreler olus-

turmasidir.

(2.8), (2.9) daki singiiler integral sonucuna dénecek olursak
DIDI K (5,2) = (2) " [ pusla, g (2.22)
buluruz, burada
m—p|a|+d
Pas(@,€) = DIDLp(,€) = pasla, )7 € Sy I (2.23)
p > 0 sartiyla verilen 3 ve 7, |a| boyunca yeterince genistir. p,g(x,&)E?, € icinde
integrallenebilirdir. (2.23) ifadesi soldan sinirli ve siireklidir. Sonug olarak p(x,§) € 06
ve p > 0 oldugunda C*° da p(z, D) nin Schwartz Kernel K(z,z — y) x = y kigegenin
digindadir ve |z — y| — oo olarak hizla kiigiiliir.
p = 1 ise daha fazlas1 sylenebilir. Bundan dolay1
p(x.€) € 57 = | DIDJK (2,2 = y)| < Cay |z —y| 77700 (2.24)
m+ |6+ [y > —n (2.25)
d € [0,1] icin saglanr.

Bu boliimii (2,1) Fourier integral sunumunda daha genel kisa bir agiklama ile

sonlandiralim. Sdyle ki
Au(z) = (27r)"//a(x,y,f)ei(“y)gu(y)dydf. (2.26)
Burada z,y € ¢ nin herbiri R” ye doner. Oyle ki
a(2,y,€) € Spiy5, & | DI D DEa(w,y, )| < Capyp, (€)™ AFHAFRIRE - (2.97)

8



(2.26) yonteminin bir operatorii (2.1) yontemiyle yazilabilir.

&) = 2m)" [ aley el 9y,
= eiDEDya(ma Y, 5)‘2,/:96 (2'28)
a(x,y,§) € S), 5, oldugunda sabit asama metodunun bir tiirevi bunu géstermek icin

p,01,
kullanabilir. Bu durumda

0<d <p<1=p(x,§) €Sy, 0 =max(dy,d), ve

laf

i a o
p(l’,f) ~ ZJDnya<x7y7€)’y:I7 (229)
ax0

,5)

asimtotik formiil toplam |o| < N fazla oldugundan S;:L;*N(p elemani ile p(x,¢) den

farklilagir. Ispatlari belirtilen kaynaklarda bulunabilir.



3 BESSEL FONKSIYONLARI VE BESSEL OPERATORU ILE
ILISKILENDIRILMIS PSEUDO-DIFERENSI YEL OPERATOR

Bessel diferensiyel denklemi agagidaki gibi tanimlanir.

1d [ du v? du  1ldu v?
I Ve 1— — = 4+ —— 1—-—— =0. 1
zd:z:(zdz>+( zz)u d22+zdz+( 22>u 0 (3.1)

v

Tanim 3.1 Bessel fonksiyonlar1 J,(z) = <§) Dm0 %7 (z # R_) olarak tanim-

lanir. Bessel fonksiyonlar1 yardimi ile Neumann fonksiyonu

Ny(2) = Y, (2) = Sinlm lcos o Jy(2) — Jo(2)](v # Tamsayr, 2 2R_)  (3.2)
M(2) = Vi) = 1|25 a2

= ZJ.(2) (7 +log g)

) e () (52l

2r
2) (n=0,1,2,..,2# R_)

|
3~
N
DO |
~__
|
Il
(e
3
|
3=
|
=
N\
|

seklinde tanimlanir.

Burada v = 0,57721... Euler gammasidir ve son terimde n = 0 konulmustur.
Hankel (birinci gegit) H(Y = J,(2) 4+ iN,(2) (3.3)

Hankel (ikinci gesit) H® = J,(2) — iN,(z) (3.4)

Juy Ny, g+ fonksiyonlari silindirik fonksiyonlarin birinci, ikinci ve ii¢iinciisii olarak da

adlandirilir ve hepsi birlikte v’inci silindirik veya bessel fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim 3.2 Bessel fonksiyonlari i¢in tamsay1 parametreli gosterim ise

> —1

i
o

27
JIn(2) / cos nfe=?dp (3.5)
0

dir.

Simdi Bessel esitsizliginin saglandigini gosterelim.

10



Teorem 3.3 J, icin rekiirans bagintis1 agsagidaki gibi saglanir.

2n
St T = (3.6
ispat.

il ) g+l '
2(Jn1+ o) = 2 / cos(n — 1)0e=*0d0 + » / cos(n + 1)0e*°%49
T Jo * J,

—n 2
- iz(cos(n — 1)0 — cos(n + 1)0)e* =49
2 Jo
" 2 '
= — 2iz sin nf sin fe*<*%d0
27
F— 2
= —222—7T ; sinn(?%(ezzaos%de
ek 27
= _22_ ([sin ngeiz COSG]gﬂ o / 7,.COS neeiz C059d9>
27 o
= 2nJ,.

Simdi z ye bagh tiirevlerini alalim.

dly i [ ,
= — i cos 6 cos nfe’* 2% qp

dz 2T
" o l iz cos 0
=5 §(cos(n +1)0 + cos(n — 1)0)e o
T Jo
14+l ,L'2 1 Z—n—i—l ‘
— z 1)0e zzcos@de - —1)0 zzcos@de
2 or 2 0 cos(n+1) T3 27r /0 cos(n — 1)fe
1 1 2n n
- _5 n+1 t Jn 1= 2( > JIn — Jn—1> + §Jn—1 = Jpo1 — ;Jn'

2,  dJyy  ndl,
S +%J

dz2 dz z dz

—1
_ (JH—” )g T 1—Jn> + 2,
—(—Jn+ n—lJn 2n—1 n®+n

n 1+7Jn
1
_ iy (n +n 1)
z
2

1/dJ, n n
= (=4 Z —1
() ()

1dJ, n?
==y (1)
z dz * <z2 )

Boylece J,, Bessel esitligini saglar.

,_.

Bessel fonksiyonu iiretici fonksiyon yardimiyla tiiretilebilir.

zz sin Z J m@ (37)

11



0 yerine —@ getirilerek kolaylikla genisletilebilir.
e:tizsin@ _ Z Jn(2>eim0‘ (38)

Ayni zamanda (+iz cos ) ifadesini elde etmek igin §' = 6 £ 7/2 doniigiimiini kullan-

abiliriz.
sinf = sin(#' + g) = +cos 6’ sing = cost,

6m9 _ ein(@’:l:ﬂ/Z) _ e:l:in7r/2€in9’ _ (j:i)neine’
Bagmtiy1 (3.7) ile iligkilendirerek
6izsin@ i’LZCOS@ ZJ :l:l n 'm@ (39)

elde ederiz.

Buna Jakobi-Anger geniglemesi denir. Boylece agagidaki bagintiy1 elde ederiz.

o

:I:zzsm@ ZJ :I:zn@ e:I:zzcosé" Z(il) J, ( )eme‘ (310)
L " cos nfe* ¢ dp. (3.11)
2m

integrali dikkate alinarak yukaridaki ifade de yerine koyarsak su sonucu aliriz.

27 2T _in —in
! cos nfe* 0 dh = i/ M
2

t itf
2 5 Z i' Jy(z)e™do

t=—00

o
— Z Jt / (ei(”“w - ei(_"+t)9) do

J()+7J n(2)

Jo(2) (14 (1)) = i"Ju(2).

Burada J_,(z) = (—1).J, dir.

Dolayisiyla

2m
In(2) = 12—/ cos nfe’=?dp
T Jo

elde ederiz.

bulunan ifade hesaplandiginda

1 2

o cosnfe =040 = (—i)"J,(2) (3.12)
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ve bdylece

:i:' —n 27 .
Jn(2) = ( 22) / cos nfet=s0qp (3.13)
T 0
elde edilir. Daha sonra ,
1 T ,
— sin nfe*= 0 dp (3.14)
2 Jo
dikkate alinarak,
2m . . . 1 27 67jn9 . 6—72719 o0 Ny 0
o /. sin nfe dHZ% i 5 t;m(iz) Ji(z)e"™do
oo t 2
-y (£0) 7, Z>i/ Lin 10 _ i-nt1)0'\ g9
=2 2m Jo
(£2)" ()"
= _Q—iJn(Z) + Q—Z,J,n(z)
E=k o .
= 5 () =1+ () (1)) = 0
hesaplanir.
Diger kombinasyonlar
1 2m ) 1 27 )
— cos n@ei’“osedﬁ,—/ sin nfet= g (3.15)
21 Jo 2m Jo

gibidir.

Herbiri agagidaki gibi hesaplanmigtir.

1 27 ein@ + efinﬁ e

1 27 . i .
o /0 cos nfet =) = — T > (&) J(z)e™do

t=—00

= S Tnl2) 5w = S (1)) u(2)

= 1 1 . i(n£1)0 i(—n+1)0
= Z §Jt<2)% € +e df
0

t=—o00

Jn(2) n = gift ise
=40 n = tek ise (3.16)

L[ gnngesizmogg — L [T e §OO (0)" Jo(2)e""df
- Sinnove = — —_— (3 Z)e
or J, or J, 2i !
i i
= ——Jin(Z) + §J:|:n(2) =4+

: L= (1)) (2)

_ Z ij (Z)i/Qﬂ' ei(n:l:l)9_ei(—n:i:l)G do
2" or J,

t=—o00
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0 n = cift ise
= q £iJ,(2) n = tek ise

Bu sonuclar1 agagidaki yolla birlestirebiliriz.
1 2
21 Jo 7r
Jn(z) n = ¢ift ise
=4 +J,(2) n = tek ise

= (£1)"Jn(2)

va da
(£1)™

2
Jn(z) — / 6im9e:|:z sin Qde
0

2

seklinde yazabiliriz.

14

: : 1 [ .
emletzsinfgy — — / (cosnf + isinnd)e*m0dp
0

(3.17)

(3.18)

(3.19)



3.1 Bessel Operatorii Ile Iliskilendirilmis Pseudo-Diferensiyel Operator

3.2 Hankel Konvoliisyon

Zemanian [18] den hatirliyoruz ki agagidaki Hankel konvoliisyonunda eger x, y, 2

kenarli bir {iggen var ise A(x,y, z) ile x,y, z kenarli liggenin alamigosterilir. p > 0 i¢in
D(w,y,2) = 2" V2(m) " 0+ VP (4 1/2)) " (wyz) F Ay, 2)* 1 (3.20)

A varsa (3.20), yoksa sifir alimir. A(z,y,2) > 0 dir ve A(z,y, 2), x,y, z de simetriktir

ve

/ " Dy, 2)dp(=) = (o)t (3.21)
dir, burada
du(z) = [2"T(p + 1)] 12 dz (3.22)
Jj(z) =2 (p+ )" J,(z). (3.23)
[8] den biliyoruz ki
TN = gy [ @I oDEN ) (324)

dir.
I'=(0,00), 1 < p < oo olmak iizere L7 (I) uzayimn
oo 1/p
I, = | [ i@ra)] <o (3.29)
olacak bigimde biitiin Slgiilebilir fonksiyonlarin uzay: olarak tanimlariz.

Tanim 3.4 f € Ll( ) olsun, f(x,y) eslenik fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

f(z,y) /f D(x,y,2)du(2),0 < x,y < oo. (3.26)

fveg L}L([ )'de iki fonksiyon olsun ve f ve g nin Hankel konvoliisyonu

(f#9)(x / flz,y)g(y)du(y),0 < z < co. (3.27)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda (f#g¢)(z) olarak tanimlanan integralin tersi alinir

ve

I(F#D)I < 1£11 gl (3.28)
ve hemen hemen heryerde (f#g¢g) = (g#f) dir.
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3.3 Pseudo-Diferensiyel Operatér P(z, D)

Pseudo diferensiyel operatorii P(x, D) asagidaki sekilde tanimlanir.
Tanim 3.5

(P(x, D)) (x) = / (@) (wE)alr, ) H, b€ e 1 € T, (3.29)

burada ¢ € H(I), I = (0,00), 1 > —1/2 ve a(z, ) semboliiniin Hankel tipi déniigiimii

olarak tanimlandigini varsayiyoruz.
oz, ) — /0 @A) (A (Ha) (0 NN @ € (3.30)
biitiin A € I, £ € [ i¢in
[(H,)N | < Ek(N),VAel (el (3.31)

gerceklenir, burada k(X) € L, (1), p > —1/2 dir.

Simdi P(z, D) nin smirhihgni ispatlayacagiz. Bunun icin agagidaki Sobolev tipi uzaya

ihtiyacimiz vardir.

s

5.p uzayl biitiin ¢ € H'(I) elemanlarin

Tanim 3.6 s,u € Rve 1 < p < o0 igin G

kiimesine tanimlanir ki agagidaki esitlik saglanir.

9]

G, , ye genellikle Sobolev tipi uzay adim veririz.

a = [ Huo|, (3.32)

Teorem 3.7 p > —1/2 olsun, bu durumda

|P(2, D)éllgs , < Ikl 6y, - & € H(I) (3.33)

esitsizligi gergeklenir.

ispat.
(P(x, D)) (x) = / (26) T (1 )ale, ) H g e c e T (334)

oldugunu biliyoruz, burada

oz, ) = /0 T @A) e (Ha) (0 NN @ € (3.35)
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bi¢imindedir. Boylece Fubinin teoremini kullanarak, integrasyon sirasini degistirerek
(Pa.D)o)a) = [ (6 at)

/ (@X) T, (2 ) (H o) (A, E) A2 dN
(g) 2“+1d§ zel

x H,¢
/ W(H o) (N, €)M H b(€)

0
1

* our M+1)/ (@A) 27" Ju(z2) D(E, A, 2)dpu(z)dAdE

(
:A A (€)™ (@A) (Hua) (A, ) (A, €)™ H,(€)
1 o0

< ST /O (ENEV2 T (22) D(E, \, 2)
1
“ Wt 1)

1 OO#
= @y ), e

[/ / (A1 (H,0) HLb(€) D(E, A, 2)
X 2P dzd\déE

2P dzd\dE

elde edilir. Ters Hankel doniigiimiiniin bir uygulamas: agagidaki sonucu verir.

1

| @ @ (P Dy s = s

<[ 0 He) L ODIE A 2)re (3.36)
Bir bagka deyisle
(P D)) = [ [T HaMODEA ) HOEO WM (33
elde ederiz. (3.31) esitsizligini kullanarak
|H(P( A< [ [T HODIEA AN dNdn(€) = (#H,0)(2)
(3.38)

elde ederiz. Boylece

/OOO |H,(P(x, D)¢(x))(2)] dpu(z) < /Ooo(k#Hmb)(Z)du(Z) (3.39)

bulunur. Simdi (3.33) ve (3.28) tanimlarin uygulayarak

1P, D)ollgo , < |l 19llgo o € H(T). (3.40)
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3.4  Sembol Ozellikleri

a(z, &) nin ayrilabilir olmasi 6zel durumunu goz 6niine alalim.

a(x, &) = a(x)c(§) (3.41)

ki burada Hy(a(x))(X) € L(I) ve ¢(§) I da smirh 6lgiilebilir bir fonksiyondur. Biitiin
¢ € Iigin |c(§)] < M dir. Asagidaki formiil ve [H,o(z)|(X) € L, (I) dan dolay

a(x) = /Ooo(a:/\)_“Ju(x)\)[(Hua(w))]()\)/\m‘“d/\, rel (3.42)
boylece

a(z, &) = /OOO(:E)\)_“JM(:E)\)(HMa(m,f))()\)/\Q“Hd)\,x el
= [ @) N Hale) ()3

B /ooo<m>—wm><Hua<x>><A>A2”+1dAc<f>

elde edilir. Dolayisiyla ¢(§) < M ve [(H,a)(N,€)| < MH,(a(z))(A) € L,,(I) oldugun-
dan ¢ € [ icin I x [ daki 6lgiilebilir fonksiyon olan (H,a(x,&))(A) = H,(a(x))(X)c(§)
dir.

Boylece
k(A) = Hy(a(z)) () (3.43)

ve teoremden

1P(e, D)6y, < Ikl 6y, - & € H(I) (3.44)

elde edilir.
3.5 Notasyonlar ve Terminoloji

Diferensiyel operatorler P, g, Qa3 Ve Sa 3
Pop = Pape =2 D™ (3.45)
Qug = o Dot (3.46)

By = Bug = QugPag = #%571D,a D,z

= (28 — 1)(4a + 23 — 2)z @D
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+2(2a + 26 — 1)ziet48-3 D, 4 g22et26-1) 2 (3.47)

tammlayabiliriz ki Dz = d% tir. [11,p.139], [3,p.948] i takip ederek herhangi bir ¢ €
H, 3 i¢in agsagidaki bagintilar kurabiliriz.

04/31( qu) aﬁhaﬁ¢ (348)
ha,s.1(Pa,s0) = —yha,s¢ (3.49)
hap1(Dapd) = —y*ha o (3.50)
k
(@' D) (@ 7105) = Y ()@ D)o@~ D) (2P g) (3.51)
=0
Aggad(@ bezﬂ”a( TID,) (), (3.52)
7=0

ki burada b; sadece o — 3 ye bagh sabitlerdir. Hankel tipi konvoliisyon doéniisiimii i¢in

Haimo [4] den 6tiirii agagidaki Lemmaya da ihtiyacimiz vardir.

Lemma 3.8 (a —b) > 3 ve z,y, z kenarli li¢geni i¢cin A(x,y, 2) liggenin alam olsun.

Bu durumda
23" (a — b+ 1))?
Val(a—b+3)

D(x,y,z) = (zy2) 2 A, y, 2)PO0 (3.53)

Dikkat edilmelidir ki A(z,y,z) > 0 ve z,y, z simetriktir. Boylece asagidaki temel

formiil elde edilir.

/ i(20) D, y, 2)dpu(=) = i(at)ilyt) (3.54)
0
ki burada
p2(a=b)+1
d = d 3.55
() 2 T(a —b+ 1) (3:55)
dir.

i(x) = 297"T(a — b+ 1)z~ @Y J,_y(x) (3.56)
f € LY(0,00) olsun. i ile iligkili fonksiyon f(z,y) asagidaki gibi tanimlanir

flz,y) / f(2)D(z,y,2)du(z) 0 < x < 0. (3.57)

Lemma 3.9 f ve g L'(0,00) in fonksiyonlari ve

(e / F(x,9)g(w)du(y) 0 < < oo (3.58)

olsun, boylece yukarida tanimlanan integral, hemen her x icin yakinsaktir.

0<z < oo ve

1 ##gl e < 1Fl1 Nl - (3.59)
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3.6 Pseudo-Diferensiyel Operatorii hq g4

Tanmim 3.10 a(z,y) C*(IxI) uzayma ait kompleks degerli bir fonksiyon olsun, burada
I = (0,00) dur ve onun tiirevleri belli biiyiikliik sartlarini saglar. a(z,y) sembolii ile

iligkili pseudo diferensiyel tipi operatorii hq 5, asagidaki gibi tanimlanir.

(hapatt) () = / " (ay)™ T (wy)ale, y)Unp(y)dy (3.60)
ki burada

Uni) = (hasatd ) = [ (ap)™ o slapulohdes @ =8 < =5, (361

dir. a(z,y) = b(y) durumunda agik¢a sonucu elde ederiz.

(hap.at) (@) = haplb(y)Ua,s(y)]-

Eger a(z,y) re bagh olan degisken katsayilar ile (—y?) de bir gii¢ serisi dagihimima

sahip ise yani
N

a(z,y) =Y ar(@)(—y*)". (3.62)
k=0
ise bu durumda asagidaki gibi gosterebilir 6yle ki

N

(hapau)(T) = ax(z) (Aaﬂ)ku(x) (3.63)
k=0

3.62) sembolii ile iligkili Pseudo diferensiyel tipi operatorii A, s y1 iceren sonlu sirali
S Y B YLIG

diferensiyel operatorii olur.

Tanmim 3.11 a(z,y) : C°(I x I) — C nin H™ smifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her ¢ € Ny, © € Ny, p € Ny i¢gin

(1+2)7|(z7' Do) (y ' Dy)ala,y)| < Kpimg(l +y)" " (3.64)
olacak bi¢cimde K, , > 0 sayisinin bulunmasidir, burada D, = % ve m sabit gercek

sayidir. Eger a(x,y) ¢ = 0 ile (3.62) saglanirsa bu durumda sembol simif 1 H]" olarak
gosterilecektir. Agik olarak H™ C HJ' dir. a(x,y) = (1+22)™(1 +y*)™?2 > 0 oldugu
kolaylikla gosterebilir. m € R H{" in elemanidir. Ama H™ ye ait degildir. Yine de
a(z,y) = e (1 +y>)™? dir. m € R H™ ye aittir.

Teorem 3.12 Sembol a(x,y) € H* (yada H™) olsun. Bu durumda (o — () <
—% icin pseudo diferensiyel tipi operatorii h, g, Hapg nin kendi igine siirekli lineer

doniigtimiidiir.
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Ispat. ¢(y) = (hapat)(y), u € Hy(I) olsun. (3.48), (3.49) deki formiilii ve Zemani-
anin [18,p.141] teknigini kullanarak

(Pa,ﬁ,k—l ...... Paﬂgb)(y) =

k 0
> Cr / y e (y7 D) ala, y) (—a) T (@) Japprr (zy)da,
r=0 0

elde ederiz ki burada C, belli pozitif gercel sayillardir. a,(z,y) = (y'D,)"a(z,y)

olugturur. Simdi (3.51) formiiliinii ve tiimevarimu kullanarak

(=) (Pagpomtee-Pagd(y))

n

k o0 .
Z(_Dk—ro /0 g Brktn—r+1 Z(;@)(x—le)z

=0 =0
x ap (2, y) (@7 D) (2% u(@)) Tampin—ri1 (Ty)da

<

elde ederiz. a — §+ k —r = X yi olmak {izere (3.45) formiiliinii kullanarak

k

(1) D) P () = 3 (1T / T e,

r=0

Y O D) a(e,y) (a7 Do) (@ () nin (wy) (wy)

=0

elde ederiz. s,t € Ny, s < m ve sirasiyla n = t ve n = t + s oldugunda yukardaki
ifadeyi elde ederiz. ¢ = 0 iken (3.64) y1 (o — ) < —% varsayimini kullanarak agagidaki
ifadeyi buluruz. Sabit bir K, ,, vardir dyle ki

(1+°) |y (v " D) y* ' o(y)|
k 00
< Z/O 2"(1+y™)(1+y) ™

(1 + x>2>\+t+s+l Zt—f—s - T(HS)(:L‘_le)HS_i(:C%_l(b(x))
(L @) YT Ko (1) (@7 D) (2% 0 ()

dx

olur. Béylece
k o)
|yt(y’1Dy)ky2ﬂ’l¢(x)‘ < KZ/ Qm(1 + ym)(l + ys)*l
=00

(1 4 x>2A+t+s+l Zt-i-s (t—i—s)(x 1DI)t+s—i<x2ﬁ—1¢<x>>
L+ 2)? T (D (@ D) (@ ()

dx

21



dir. Simdi N > 2(a — f 4+ k) +t + s + 3 olacak bicimde pozitif olmayan integral N
yi segebiliriz. Bu durumda y > 0,s > m icin (1 + y™)/(1 + y°) < 2 kullanarak elde

ederiz.

’yt(y—lDy)kyQ,B 1 < K/sz—‘rl/ 1+x) 2'

[§(§+s)|(x—lpx)t+s+ix2ﬁ 1 ‘+Z —1D t—i 25 lqzﬁ(x)@dx

=0
k t+s N t N
" t+s

<1 [ SN O+ D0 SR )]
=0 =0 7=0 =0 7=0

Boylece (1.11) yi kullanarak

6 <K' [Zc% o) + Zc)pzf_i(u)] (3.65)

r=0 j=0 i=0 Jj=0
elde edilir, burada K" pozitif bir sabittir. h, g, nmn sirekliligi (3.65) de verilmigtir.

Béylece ispat tamamlanmig olur.

3.7 hapa Icin Integral Gosterimi

an(y) = /0 Oo(ﬂfy)"‘“; Ja-p(@y) (Das) (@) Jop(wt)alz, n)]dz (3.66)

(3.7) ile tanimlanan ve sembol a(z,y) ile iligkili olan a,(y) fonksiyonu aragtirmamizda

temel bir rol oynayacaktir. Asagidaki lemma ile a,(y) i¢in bir tahmin verilmigtir.

Lemma 3.13 Sembol a(x,y) € H™ olsun. Bu durumda (3.65) ile tanimlanan a,(y)

fonksiyonu A, gm.rq nun pozitif sabit oldugu esitsizligi saglar.

Ispat. r € Ny i¢in (3.50) formiiliinii kullanarak

(—y2)7“an(3/) = /ooo(xy)a+ﬂ‘]aﬁ<xy)(Aaw3)r[($n)a+ﬁJag(zn)a(q;,n)]dx
— /Ooo(wy)aJrﬂJa_g(xy) Z bjI2j+2a(x_1Dz)’"+jx2B—1

J=0

x (@) Jo—g(an)alz, n))de
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elde ederiz. (3.51) yi kullanarak

) = [ e Y b3

x (271 D,) a(z,n)(xz~ D) " (x’(o"ﬁ) Jo_p(z, 77)) n**tPdz.
buluruz. Simdi

(a7 D)™ @ Jog(an) = (=)™ DT o g ().

formiilii kullanarak agagidaki esitsizligi elde ederiz:

rram < [

a+5J sz I2j+2a

r+j
X > (7 Dy ) alw, )Pt ()OI () |da
<y* / 22| (y) =P Jop(an)]
0
r+7
2j+2a Z H_])((.Z' 1Dx)ia(x, 77)772r+2j72i+2a>
=0
X | () =TI i) da
r r+j [es)
< Ba,ﬁy2a Z Z(§+j)Dl2r+2j—2i+2a(1 + n)m/ x?(a—ﬁ)+l+2j(1 + $)_qd$
i=0 i=0 0
r r+j A o
S Ba,ﬁy2a Z Z(:+]>D12r+23—22+2a(1 + n)m
1=0 =0

XB(2(a—B3) +2j+2,g—2(a— ) —2j — 2);
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burada ¢ > 2(a — 8+ j + 1) dir. Béylece her r > 0 icin |a,(y)| < Aagmrq(l +
n)mHArT2e(1 4 y)29(1 4+ y?") 7! olacak bigimde sabit bir A, g, vardir. Bu ispati

tamamlar.

Simdi asagidaki teoremde pseudo diferensiyel tipi operatorii icin integral gos-

terimini elde etmeye haziriz.

Teorem 3.14 Herhagi bir sembol a(z,y) € H™ i¢in kargilik gelen operator

baaole) = [ sten)| [ Vst dyn € Hopn), (307

ile verilir, burada U, g(n) = (hapu(n)) ve icerigindeki biitiin integraller yakinsaktar.

Ispat. Elimizde

) = [ @ sl stamate. n)da
var ters formiil ile

/OOO a"(y)(my)a%‘]a—ﬁ(xy)dy = (xn)a+’8Ja_g(xn)a(x, n)

elde ederiz.

Boylece
(hopn(z)) = / " (an) ™ e p(em)a(e, n)Uns(n)da

= /0 ) Ua,s(n)dn /0 ) ay(y)(xy)* "7 Jas(zy)dy

= /Ooo(xy)anag(wy)dy/o Ua,5(n)dn.

a,(y) icin (3.66) kullanarak integralin sirasinda agagidaki degisiklikler yapilabilir ve
son integralin ispat1 yapilabilir. U, (n) € H,p(I) olacak bicimde her ¢ > 0 i¢in
|Ua,g(77) < Cn**(1 + 77)_€| dir.

Boylece
(o)) < / / (2% | ()@ ()|
XAa,ﬁ,m,r,q(l + y)Qa(l + y2r)71 % (1 + n)m+4r+2acn2a(1 + n)fédndy

< D/Qa / (1 _i_y)Q(afﬂ)Jrl(l +y2r>fldy
0

a7ﬁ7m7r7q
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></ (1+77)( B)+m—+dr— Hld??
0

dir. (o — ) > —1/2 oldugunda ¢ ve r yeterince genis secilebildigi igin integraller

yakinsaktir. Bu da ispat1 tamamlar.
3.8 L'-Norm Esitsizligi

Tanim 3.15 G*(R) uzay1 s € R, biitiin v € H,(I) elemanlarmin kiimesi olarak
tanimlanir oyleki u ,

ullgs = Hn”zﬁ*lha,g(u) < 00 (3.68)

[

esitsizligini saglar.
Lemma 3.16 (o — (3) > —1/2 ve r € Ny i¢in sabit bir C,, ., > 0 vardir Gyleki

| Ay (y) < Crng(L+ 1)y (1 + )7

, (3.69)

burada

Ay(y) = ha g™ a(z,n)(y)). (3.70)

Ispat. Aqk olarak

[e.9]

(—y OH_ﬁJOz-B(W/)(Aaﬂ)r[xzaa(xa n))dx

2y)* P J,_s(wy Zb 222 (D) a(x, n)da.
7=0

0= e
/e
Boylece

(—2) Ay(w)] < / ) plan)| 3 by

§=0
X Dryjmg(1+n0)"(1+2) dx
< / y222 | (2y)~ @ T, ()| 3 by 222

X Dr+jmq(1 +n)"(1

+ ) Ydx
< Zy2aBjmq 1 +77)m/ (1 +77> 2(a—PB)+2j+1— 9dr.
0
q > 2(a — B+ 1+ 1) segerek elde ederiz ki

[Ay(W)] < Cramg(1+n)"(1+y™) " y™
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dir, burada C,, , pozitif bir sabittir. Boylelikle ispat tamamlanir.
Simdi asil teoremimizi ispatlayalim.

Teorem 3.17 (o — () > —1/2 olsun. Bu durumda her m € Ny ve C' > 0 i¢in

[1ha,8.0(u)ll go < CZ (W)l ,u € Hap(1). (3.71)

dir.

ispat. (3.67) teoreminden, (3.66) esitliginden (3.54) bagmtisindan

/0 (2)"* Ty (2y) (e pat) ()l = / () U5}y
dir. Boylece
/ Y 2y)* M Ty p(ha g au) (1) de =
0

A/ nQaUa,ﬁ(n)dn/ 2**D(n,y, z)dz.
0 0

/000 *a(x,n)(z2)*P J,_s(zx)dx (3.72)

OlllI'7 burada A = m dir.

(3.69) den (3.72) e kadar yapilan tahminlerin uygulamalari su sonucu verir.

|42 a5 (ha p.att) ()]

ChrmgA / (1 +10)"**Ua5(n)dn. / 2O+ 2 D(n,y, 2)dz (3.73)
0

0

Dagmra (") /0 12Uy, p(n)dn. /0 (14 2*) "' D(n,y, z)2**-AHia= (=)
=0

x(T(a—p+1)) tdz.

f(z) = (1 + 27t € LY0,00); » > 0 igin olugturahm ve g(n) = 2 °I'(a — 3 +
)n™+2-10, 5(n) € L*(0,00), igin her £ = 0,1,2,...,m b ylece (3.56) ve (3.57) a gore

agagidaki formiilii elde ederiz.

fn.y) = /OO" Fn,y)D(n,y, 2)z*@ 127D (0 — B+ 1)) dz

ve

(f#9)(y / f(n.y)g =T (o — B+ 1)) dn
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Simdi (3.58); (3.62) uygulanarak

5% e (B g0 ()]

< Dagrma ) () |1 Vag ) 10+ 227
/=0
<CY M 0 Vap] (3.74)

=0
bulunur. Simdi (3.57) esitsizligini (3.58) esitsizligi takip eder ve bdylece ispat tamam-

lanir.
3.9 Sonuclar

Eger (3.45) (3.46) ve (3.47) deki @ = 1 + & ve § = {1 — & alusak sirayla
agagidakileri elde ederiz.
Py =Pu.=a"t D2
QN’ = Q/,L,:E = :L'i'u’iéDxx'UA»%
ve

(1—442)

1 1
_ _ o u—5 2u+l, —p—5 _ 2
Ay=A7,,=Q,P,=x""2D,x ' =D; + o
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