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Bu yiiksek lisans tezinde harmonik analizde Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylar1 ve
integral operatorleri incelenecektir. Ik bolimde, arastirmanin onemi, kapsami ve amaci
ifade edilmis, ¢alismamizin bilime sagladig1 katkilar hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci
boliimde, calismamiz ile ilgili bazi temel tanimlara ve harmonik analizdeki bazi fonksiyon
uzaylarinin tamm ve ozelliklerine yer verilmistir. Ugiincii boliimde, tez konusu ile ilgili
materyal ve metotlar hakkinda kisa bilgi verilmistir. Dordiincii boliim iki kesimden
olusmaktadir. Ilk kesimde, harmonik analizde bazi integral operatdrlerinin tanim ve
ozelliklerine, ikinci kesimde ise Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarinin tanimlar1 ve kaldirma
ozellikleri, Fourier carpanlar1 ve ayrik karakterizasyonlar gibi bazi temel ozelliklerini
incelenmistir.  Ayrica n boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan Triebel-Lizorkin-Lorentz
uzaylar1 arasinda bazi gomme teoremleri verilmistir. Son bdéliimde ise tez konusunun

arastirtlmasindaki amag ve hedefi hakkinda kisaca bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sobolev uzayi, Besov uzayi, Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayi,

Maksimal fonksiyon, Singular integral operator, Riesz potansiyeli.
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In this master’s thesis, Triebel-Lizorkin-Lorentz spaces and integral operators in
harmonic analysis will be investigated. In the first chapter, the importance, scope and
purpose of the research are expressed and information is given about the contributions of
our study to science. In the second chapter, some basic definitions related to our study and
the definitions and properties of some function spaces in harmonic analysis are given. In
the third chapter, brief information is given about the materials and methods related to the
thesis topic. The fourth chapter consists of two sections. In the first section, the definitions
and properties of some integral operators in harmonic analysis are examined, and in the
second section, the definitions of Triebel-Lizorkin-Lorentz spaces and some of their basic
properties such as lifting properties, Fourier multipliers and discrete characterizations are
examined. In addition, some embedding theorems between Triebel-Lizorkin-Lorentz spaces
defined in n dimensional Euclidean space are given. In the last chapter, the aim and target

of the research of the thesis topic are briefly mentioned.
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1. GIRIS

Harmonik analizde fonksiyon uzaylarinin modern teorisi S.L. Sobolev, A. Zygmund,
A. Calderon, E.M. Stein, O.V. Besov, P.I. Lizorkin, H. Triebel, V.I. Burenkov, V.S. Guliyev
gibi {inlii bir ¢ok matematik¢i tarafindan incelenmistir. Bu teori fonksiyonel ve reel
analizin bir ¢cok onemli konusuna ve diger matematiksel disiplinler icinde kismi diferensiyel
denklemler ve matematiksel fizik gibi bir cok alanda basarili bir sekilde uygulanmustir. Ik
olarak F. Riesz [31] tarafindan Bourbaki grubunda tanitilmasina ragmen L, (R™) Lebesgue
uzaylar1 1958 yilinda Fransiz matematik¢i H. Lebesgue’in adiyla matematik diinyasina
girmistir. Banach uzaylar1 ve topolojik vektor uzaylarinin énemli bir sinifin1 olusturan
L,(R™) uzaylar1, harmonik analizin problemlerinin ¢6ziilmesinde oldugu gibi kismi tiirevli
denklemler teorisi ile fizik, istatistik, miithendislik, finans ve ayrica diger disiplinlerde bir
cok uygulama alanlar1 vardir.

Ornegin integral ve diferensiyel operatorlerin farkli norm esitsizlikleri fonksiyon
uzaylarinin teorisinde ve onlarin uygulamalarinda biiyiikk oneme sahiptir. Ayrica integral
operatdrlerinin L,(R™) uzaylarinda sinirlihiginin incelenmesi bazi uygulama alanlarinda
onemli bir yer tutmaktadir. Ozellikle diferensiyellenebilir fonksiyonlarin klasik uzaylarinin
teorisi (Sobolev uzaylari, Besov uzaylar1 gibi vb uzaylar) bu esitsizlikler lizerine esas olarak
inga edilirler. Bunun yanisira son yillarda integral ve diferensiyel operatorlerinin norm
esitsizlikleri ile ilgili bir ¢ok zor problem ¢oziilmiistiir. Bu sonuclar fonksiyonel analizin
ozellikle genis olarak lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere uygulamalari
i¢in temel araclar olmustur.

Harmonik analizin klasik operatorlerinin cesitli fonksiyon uzaylarindaki siirhiligi
yogun bir sekilde bircok matematik¢i tarafindan calisilmaktadir. 1951 yilinda G.G.
Lorentz [24,25] tarafindan tanimlanmis olan L(p, q) Lorentz uzaylari harmonik analizin
onemli konularindan biridir. Lorentz uzaylar1 harmonik analizdeki bazi i¢ problemlerin
coziilmesinde, fizik alaninda ve matematiksel kismi tiirevlerin son yillarda ¢oziilmesinde
onemli bir alan olusturmaktadir. Ayrica integral operatorlerinin Lorentz uzaylarinda
sinirliliginin incelenmesi bazi uygulama alanlarinda onemli bir yer tutmaktadir.

Son yillarda, F; Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarimn kismi diferensiyel
denklemlerde 6nemli bir yeri vardir. 2005 yilinda Q. Yang, Z. Cheng ve L. Peng [52]
tarafindan, s € R, 1 < p,q < cove 1l < r < oo olmak iizere F;q uzaylan ve L, , Lorentz
uzaylar1 tamtildi. Dolayh olarak FJ7 uzaylar, 1978 yilinda H. Triebel [44] tarafindan
incelendigi goriilmektedir. Q. Yang, Z. Cheng ve L. Peng [52] tarafindan, £}/ uzaylarinda

dalgacik teorisi araciligiyla, ozellikle kismi diferensiyel denklemlerin uygulamalari i¢in ve



en Onemlisi Triebel-Lizorkin uzaylarinin bir reel interpolasyon 6l¢egi oldugu kanitlanmugtir.
2011 yilinda da Z. Xiang ve W. Yan [50] tarafindan, Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarini
kismi diferensiyel denklemler baglaminda ele aldilar ve yar jeostrofik bir denklemin lokal
1yi pozlulugunu belirlediler.

F:; olgegi birgok 6nemli fonksiyon uzayi igerir: © = p olmak iizere, ¢ = 2 i¢in H,
Bessel potansiyel uzaylarini elde edildi. Bununla birlikte sirasiyla s ¢ Z durumunda ¢ = p
i¢in ve s € Z durumunda g = 2 i¢in W] Sobolev-Slobodeckij uzaylari elde edildi. Ozellikle,
s = 0 olmas1 durumunda, L, Lebesgue uzaylarim1 ve Lorentz uzaylarim L, , = Fz?, 5 elde
edildi.

Bu yiiksek lisans tezinde, son yillarda bircok matematiksel alanlarda Onemi
olan harmonik analizde bazi integral operatorleri, Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarimin
tanimlar1 ve kaldirma ozellikleri, Fourier carpanlari ve ayrik karakterizasyonlar gibi
baz1 temel o6zelliklerini incelenmistir.  Ayrica n boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan
Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylar1 arasinda bazi gommeler verilmistir.

Bu tez konusunu bir baslangic kabul edilerek, "Harmonik Analizde
Triebel-Lizorkin-Lorentz Uzaylar1 ve Integral Operatorleri" konusunda daha ileri diizeyde

caligmalar yapabilmek i¢in bir temel olusturulmas1 hedeflenmektedir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde, tez konusunda gecen klasik analiz, fonksiyonel analiz, reel analiz ve
topoloji ile ilgili baz1 temel kavramlara ve harmonik analizdeki baz1 fonksiyon uzaylar ile

ilgili bilgiler verilmistir.

2.1. On Bilgiler

Bu kisimda, tezde gecen bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.
Tanim 2.1. X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor uzayi olsun. Eger
=X = Rz — |z
doniisiimii Vo, y € X ve a € K i¢in
(M) [zl = 0velz]| =0z =6
(N2) ]| = fe [|z]]

(Ns) |z +yll < llz]l + llyll (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniisime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||-||) ikilisine bir

normlu vektor uzay: denir. (X, ||-||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir [4].

Tanim 2.2. (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bog olmayan bir altkiimesi olsun.
d(A) =supd(x,y) :x,y € A

sayisina A kiimesinin ¢ap1 denir. d(A) < oo ise A ya X de sinirli bir kiime denir. X i¢indeki
x,, dizisinin terimlerinden olusan kiime X de sinirh ise (z,,) dizisine X de sinirl bir dizi

denir [4]].

Tanmm 2.3. (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f : X — Y bir dontigiim ve zo € X olsun. Eger
Ve > 0i¢in 30 > 0 5 Vo € X icin d(x,zo) < ¢ oldugunda p(f(z), f(zo)) < € oluyorsa f

doniisiimii £ noktasinda siireklidir denir [4]].

Teorem 2.4. X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor uzay1 olsun.
|-][: X—=R

seklinde tanimli her norm doniisiimii X vektor uzay: iizerinde siireklidir [4]].

3



Teorem 2.5. Bir K cismi iizerinde tanimli herhangi bir X normlu vektor uzayinda vektorel

toplama ve skalerle carpma doniisiimleri stireklidir [4]].

Tanim 2.6. (Denk Norm) X, K cismi iizerinde taniml bir vektor uzayi olsun. Vx € X igin
cllzlly < llzlls < Ol

olacak sekilde ¢, C' € R pozitif sayilar varsa X tizerinde tanimli || - ||; ve || - ||2 normlarina

denk normlar denir [35]].

Tammm 2.7. A C X kiimesinin biitiin limit noktalarindan olusan A’ kiimesi ile A nin
noktalarindan olusan kiimeye A nin kapanis1 adi verilir ve A ile gosterilir. A = A ise A

kiimesine X uzayinda kapali bir kiime ad1 verilir [4].

Tamm 2.8. Bir (X ||.||) normlu uzaymin A = X bigimindeki bir A C X alt kiimesine X

icinde yogun kiime ad1 verilir [4]].

Tamim 2.9. (Cauchy Dizisi) (X, || - ||) normlu uzay1 iginde {z,, } -, bir dizi olsun.
Ve > 0igin m,n > n. oldugunda ||z, — z,,|| < € olacak sekilde ¢ sayisina baglt bir n.

dogal sayis1 varsa {x,,} -, , bir Cauchy dizisidir denir [35]].

Lemma 2.10. X, metrik uzayinda bir Cauchy dizisi {z,, }2° , ve alt diziside {xz,, }?°, olsun.

Eger alt dizi X uzayinda z,, — x ise x,, — x olur [21].

Tanim 2.11. (Banach Uzay1) Bir (X, || - ||) normlu uzay: igindeki her Cauchy dizisi X

icindeki bir noktaya yakinsiyor ise bu (X, || - ||) normlu uzayina Banach Uzay1 ad1 verilir [4].

Tanim 2.12. (Diizgiin Siurlilik) (C(€2; K), ||.||o) Banach uzayinin, E alt kiimesi verilmis
olsun. Eger Vo € E ve Vt € Q igin |xz(t)| < M olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa F

kiimesi diizgiin sinirhidir denir [4].

Tamim 2.13. (Dual Norm) X normlu uzayinin X’ dual normu, herbir 2’ € X’ i¢in
I, X'|| = sup {['(z)| : [|; X <1}

seklinde tanimlanir [/1f].
C tam oldugunda bu normun neden oldugu topoloji ile X’ bir Banach uzayidir (X

Banach uzay1 olsun ya da olmasin) ve X in normlu duali olarak adlandirilir.



Tanim 2.14. (Gomme) X ve Y iki normlu lineer uzay ve X C Y olsun.

yani Vo € X i¢in I(x) = z olacak sekilde Y de en az bir eleman olmak iizere
[: X =Y
ile verilen operatore birim operatorii denir. Bu operator siirekli ise yani her x € X i¢in
lzlly < ellzllx

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti var ise X uzay1 Y uzayina siirekli gomiiliir denir. I operatoriine
X uzayindan Y uzayina bir gomme operatorii denir. Alternatif olarak bazen X uzayinin Y

uzayina bir siirekli (veya sinirl) gdmmesi mevcuttur denir.

”I||X<—>Y ‘= sup ”fHY
20 |fllx

seklinde gosterilen bu sayiya da I nin operatér normu denir. Eger X ve Y iki normlu lineer

uzay olmak tizere X uzayindan Y uzayina bir siirekli gdmme mevcut ise
X =Y

seklinde gosterilir. Eger
X—=YveY =X

ayn1 anda oluyorsa,
Xa2Y

seklinde gosterilir ve eer bu gdmme operatorii kompakt ise de
X ==Y
seklinde gosterilir [28].

Tanim 2.15. (Cebir ve 0—Cebir) X bostan farkli bir kiime ve A C P(X) olsun.

10, XeA



(i) VE€ A E°=X\Fec A

(i) Vk=1,2,....n, {Ei}, e A= | JEc e A
k=1

sartlar1 saglaniyor ise bu durumda A sinifina X tizerinde bir cebirdir denir. Eger (iii) sart1

yerine

VneN, {E.}; e A= | JE. €A 2.1)

n=1

sart1 alinirsa A cebirine bir o-cebir denir [32].

Teorem 2.16. () # K € X olsun. K siifin1 kapsayan o—cebirlerinin bir en kii¢iigii vardir
[32].

Tamm 2.17. (Borel Cebiri) Bir I smifin1 kapsayan o-cebirlerinin en kiictigtine & nin
iirettigi (veya dogurdugu) o-cebiri denir ve D(K) ile gosterilir. R™ deki biitiin agik (a, b)
araliklarinin dogurdugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir. n = 1 olmasi
halinde B(R') Borel cebiri B(R) ile gosterilir. B(R) nin herbir elemanina Borel kiimesi
denir [32].

Tamim 2.18. (Olgiilebir Fonksiyon) (X,.A) bir 6lgiilebilir uzay ve f : X — R bir
fonksiyon olsun. Eger Va € R i¢in

1 (a,+o)={reX:f(x)>a}c A

oluyorsa f ye Ol¢iilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki olgiilebilir fonksiyonlarin ailesi
M (X, A) ile gosterilir [32].

Tanmm 2.19. (Olgii) (X, A) bir olgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tamiml genisletilmis reel
degerli bir ;o fonksiyonu

@) (@) =0

(i) YA € A, u(A) >0
(iii) Her ayrik {A,,}22; icin p( U Ap) = i w(Ay)
n=1 n=1

Ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona 6l¢ii fonksiyonu (veya 6l¢ii) ad1 verilir. Eger her A €

A i¢in p(A) < oo oluyorsa p ye sonlu 6lgii adi verilir. X kiimesi herbiri sonlu 6l¢iiye sahip



sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p 6l¢iisiine o-sonlu denir. Eger

p(X) = 1 ise bu dl¢iiye olasilik dl¢iisii adi verilir [32].

Tanim 2.20. (Olgii Uzay1) X, bostan farkli bir kiime, A C P(X) de X in bir o—cebiri
ve @ A — [0,00) de A tizerinde bir 6l¢ii olsun. (X, .A) ikilisine bir ol¢iilebilir uzay ve
(X, A, u) igliisiine de bir 6l¢ii uzay: denir. A daki herbir eleman da 6l¢iilebilir kiime olarak
adlandirilar [32]].

Tanmm 2.21. (X, A, 1) bir 6l¢ii uzayr olsun. Eger bir 6nerme 6l¢iisii sifir olan bir kiime

disinda dogru ise, o 6nerme hemen her yerde dogrudur denir [32]].
Tanim 2.22. (X, A, 1) bir o—sonlu dl¢ii uzay1 ve A € A olsun. Eger
E:={x e A: V(z) dogru degildir}
ile gosterilen bir kiime
EcCcAve u(E)=0

sartlarin1 sagliyorsa V'(z), A tizerinde (veya hemen her € A igin) p ile baglantili olarak

hemen her yerde (veya h.h.y) dogrudur denir [28].

Teorem 2.23. (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi) (X, A, p1) bir 6l¢ii uzayi, g : X —
[0, +-00] integrallenebilen bir fonksiyon ve f, f1, fo... de X iizerinde A-ol¢iilebilir [—oo, +0o0]
degerli fonksiyonlar olsun. Eger h.h. z i¢in

(@) lim f,(z) = f(2)

) ¥ € N igin |f,(@)] < g()

ise bu takdirde f ve f, integrallenebilirdir ve

lim/fnd,u:/fd,u (2.2)
X X

dir [13]].

Lemma 2.24. (Fatou Lemmas1) (X, A, p1) bir 6l¢ii uzayr ve {f,} -, de M*(X, A) daki

fonksiyonlarin bir dizisi ise

/lim inf f,dp < lim inf/fndu
n—oo
X

n—00
X



dir [[13]].

Tamim 2.25. (Yari-Norm) Bir X vektor uzayinda bir 6n-norm veya yari-norm, dejenerasyon
olmamasi disinda bir normun 6zelliklerine sahip bir p fonksiyonu gibi tanimlanir:

p(z) = 0 olmast durumu x # 0 olmasim gerektirmez. dim X < oo ise bu durumda
p(AB) < p(A)p(B) kosuluna bagh olarak L(x) iizerinde p sifir olmayan bir 6n-normu
gercekten ortaya ¢ikan bir norm olmasidir (¢iinkii bu durumda L(z) dnemsiz olmayan iki
tarafli iddialara sahip degildir). Ancak sonsuz boyutlu normlu uzaylar i¢in bu boyle degildir.

Eger X, C iizerinde bir Banach cebiri ise bu durumda
lz| = lim ||2"||*/™ (2.3)
n—oo

spektral yaricapin bir yari-norm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X de diizgiin siirekli

olmasidir ve bu kosul, radikal degismeli oldugudan boliim cebirinin gergekligine esdegerdir.

Bir F vektor uzayinda Vx,y € E ve keyfi A skalerleri icin sonlu negatif olmayan bir p

fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglar:

p(Ax) = [Ap(z),  plz+y) < plx)+py) (2.4)

[20]. Eger p(xz) = 0 < = = 0 ise bu durumda yari-norma norm denir, fakat  # 0 ise bu
durumda yar1 norm denir. Bir p yari-normu bir vektor uzayinda tanimlanmis ve f fonksiyonu
|f(z)] < p(x) kosulunu saglayan bir alt uzayinda lineer bir fonksiyon ise bu durumda f
fonksiyonu her uzaya genisletilebilir, boylece Hanh-Banach teoremi ile ayni kosulu saglar.

Matematiksel analizde, elemanlar1 konveks kiimeler olan bir 0-komsuluk temelinin
bulundugu ayrilabilir topolojik vektdr uzaylariyla (bkz. topolojik vektor uzayi) siklikla
karsilagilir.  Bu tiir uzaylarin yerel olarak digbiikey oldugu soylenir. Yerel konveks
bir uzayda agik konveks O-komsuluk {z : p(z) < 1)} bigimindedir, burada p siirekli
bir yari-normdur. Bununla birlikte, matematiksel analizde, iizerinde Onemsiz olmayan
yari-normlarin bulunmadig1 topolojik vektdr uzaylari (metriklenebilir topolojiye sahip
uzaylar1 dahil) ile de kargilagilir. Bu tiir uzaylarin en basit 6rnekleri L,(0,1),0 < ¢ < 1.

X bostan farkli bir kiime olmak iizere X kiimesinin biitiin alt kiimelerinden olusan

kiime P(X) ile gosterilmistir.

2.2. Baz Elemanter Esitsizlikler

Bu kisimda kullananilacak bazi elemanter esitsizlikler verilmistir.



Lemma 2.26. o, 3 € C ve p > 1 olsun.
oo+ B < 27 (|af” + | BI7)

dir [21]].

Ispat. Kabul edelim ki

al > |8
olsun.
o«
7B
ve
2| > 1

olmak tizere

z+1
2

p< 2P +1
- 2

oldugunu ispatlayalim. Burada belirtelim ki,

21| |z| +1
2 |7 2

dir.

t = |z| > 1 olmak iizere,

p p
1+1¢ <1+t
2 - 2

esitsizligini ispatlamak yeterlidir.

Yani bu esitsizlik bir degiskenli bir analiz problemidir.

£(t) = 1J;tp_ (1—2i—t)

olarak alinirsa,

py =2 e+
2 2p




dir. Boylece Vi > 1 icin

P! 14t
ot pE
2 P

f'(®)

dir.
O halde, Vt > 1 i¢in f(¢) artan ve f(1) = 0 dir. Dolaysiyla f(t) > f(1) = 0 olup

t = |z| > 1 oldugundan
p D
1+¢ < 1+1¢
2 -2

elde edilir. m

Lemma 2.27. A € (0, 1) olsun. Bu durumda
2 < (1= N+

dir [21]).

Ispat. f(z) = (1 — \) + Az — 2* olsun.
Boylece;

fllz) =A=' =0 \1-2""1) =0

olup z = 1 noktas1 f fonksiyonunu bir kritik noktasidir. O halde f fonksiyonu z = 1

noktasinda minumum degerini alir. Yani
fy=0< (1 =N+ z—2*
oldugundan
2t < (1= X))+ Az
|

Lemma 2.28. a,b > 0ve A € (0, 1) olsun. a = b alinirsa
A < ha+ (1= M\)b

dir [21]).
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Ispat. a = 0 veya b = 0 durumunda esitsizlik dogrudur.
a,b > 0 olsun. Lemma deki

2 < (1=A)+Az; Ae(0,1)

esitsizliinde x = ¢ segilirse
a\? a
S =a-n+2(3)
(5) ==n+(;

= a’b < (1— A+ Mab™)

= " < Aa+ (1 - \)b
ispatlanmis olur. =
Tanim 2.29. X ve Y ayni bir K cismi iizerinde iki lineer uzay ve
A: X =Y
operatorii verilsin. Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve
Vey € D(A) ve Vo5 € K

icin A(ax + By) = aA(x) + BA(y) ise A operatoriine lineer operatdr denir [4].

Tanmm 2.30. X ve Y normlu uzaylar1t ve A : X — Yoperatorii verilsin. Asagidakiler

saglandiginda A operatérii zp € D(A) noktasinda siireklidir denir.
(a) Ve > 0igin 35 > 0 3 Vo € D(A)|lz — x| < 6 iken
[A(z) — Azo)|| <€
dir.
(b) x( noktasina yakinsayan V(z,) C D(A) dizisi igin

lim A(z,) = A(xg)

T—00

11



dir. Burada A : X — Y operatoriiniin 2o € D(A) noktasinda siirekli olmas1 z — 1z

iken A(x) — A(zo) olmast demektir [4].

Tanim 2.31. Her 1 < p < oo igin

1 1
=1
p q

bagintisi ile ¢ Lebesgue eslenigini tanimlariz. Baska bir ifadeyle,

dir [21]).

Teorem 2.32. (Young esitsizligi) 1 < p < oo ve - + . = 1 olsun.
Va,b € Rigina,b> 0veq= % olmak iizere
a? b

esitsizligi saglanir [28]].

Tamm 2.33. Bir & = (ay, ..., a,) negatif olmayan «; tamsayilarmn sirali n-lisine katlt
-indis denir.
la] = aj + ... + a,, dir. Eger « ve (3 iki katli -indis ise « + 8 = (o + B4, ..., ay + () dir.

Benzer sekilde, D; = % olmak tizere
J

olal Hartazt..tan

Da p— p—
0x{*0x5?...0xon 0 0x5?...0xon

— aq a2 Qn
— pMpge. e

durumda D%, % e indirgenir.

Ornek olarak R® te o = (2,0, 5) ise

87

pr=_Y
0303

- D)
bicimindedir [1]].

Teorem 2.34. (Plancherel Teoremi) L2(R") den L2(R™) e asagidaki 6zelliklere sahip tek bir

F operatorii vardir dyle ki;

12



() fe L'NL2R") igin Ff = f
®) [[F Sl 2 @ny = 1f 22y 53]
Teorem 2.35. (Calder6n-Zygmund Ayristirma Teoremi) f, R" {izerinde integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Herhangi bir A > 0 sabiti i¢in , ayrik ikili kiiplerden olusan {(),} dizisi ve

g, b fonksiyonlar1 mevcuttur. Oyle ki;
(i) f(z) = g(z)+b(x);
(ii) hemen hemen her z € R" i¢in | g(z) |< 2™\,

(i) 1 <p < ooise || g [5< CA1 | f s

(iv) hemen hemen her z € R™ \ |J; @; i¢in b(z) = 0;
(v) fQj b(x)de =0,j=1,2,..

Ispat. f fonksiyonu ve A > 0 sabiti icin R" iizerinde Calderon-Zygmund ayrisimi

uygulandiginda, ayrik ikili kiiplerden olusan bir {Q);} dizisi elde ederiz dyle ki

e R\ JQif(x) < \;

1
Dol ISk
J
ve
3 =12 ..1se
1
A< — (x)dz <27\
Qj Qj
Simdi g(x) ve b(x) fonksiyonlarint agsagidaki gibi tanimlansin.
(@) , reR"U;Q,
glx) =
|QLj|fQj flx)de, z€Q;j=12 .
ve
b(x) =

flx) — @f% fle)yde , x€Q;,j=1,2,..

13



Boylece f(x) = g(x) + b(x) olur ve b nin tanimina goére , hem (iv) hem de (v) saglanir.
Ote yandan , g nin tanimi geregi (ii) saglanir. Son olarak, eger F' = R" J i Q); gosterilirse,

oty =3 [ oty gtentr s [ g@r g
< S /Q
=AYy /

j Qj

g(x)dx + )\p_l/g(x)dx

b F

g(x)dx + )\p_l/Ff(as)das

<ONTf Ik

dir ve Teorem 2.4.7 ispat1 tamamlanir. m

2.3. Lebesgue Uzaylar

Fonksiyonel analizde, Banach uzayi’nin ve topolojik vektor uzaylarinin 6nemli bir
sinifini Lebesgue uzayi (L,(R™) uzay1) olusturur. L,(R™) uzaymnmn, harmonik analizin
onemli konularindan biri olmakla beraber hem harmonik analizin i¢ problemlerinin
coziilmesinde, hem de kismi tiirevli denklemler teorisi ile fizik, istatistik, finans, miithendislik
ve diger disiplinlerde uygulamalar1 vardir.

L, uzayi, sonlu boyutlu vektdor uzay:r i¢in p-normlu genellesmesi kullanilarak
tanimlanmig fonksiyon uzayidir. Bourbaki grubuna gore, ilk olarak 1910 yilinda Frigyes
Riesz [31]] tarafindan calisilmasina ragmen 1958 yilinda Fransiz matematik¢i Henri
Lebesgue’nin [23]] adim alir ve Lebesgue uzaylar olarak ifade edilir. L,, uzay1 fonksiyonel
analiz’de Banach uzayi’nin ve topolojik vektor uzaylarinin onemli bir simifim1 olusturur.
Lebesgue uzayrnin fizik, istatistik, finans, miihendislik gibi Oonemli uygulamalarinda

kullanilmaktadir.

23.1. L,(R") uzay1

Tanim 2.36. = = (21, ...,x,) ve y = (Y1, ..., Yn) , R™ de vektorler olmak iizere

R", n—boyutlu Oklidyen uzay1 (z,y) = Y. x;y; i¢ carpimi ile donatilmig R",
j=1

" 3
n—boyutlu reel uzayidir. Burada z vektoriiniin mutlak degeri |z| = (Z xf) ile
j=1

tanimlanir.

14



R" tizerinde dx = dx;...dx, ile Lebesgue Olciisii ve R™ uzayr tizerinde f

fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

[r@ar= [ [ s,

ile gosterilir.
Cok kathh integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek cogu kez kullanigh

olmaktadir. r = |z| olsun ve S"~! = {x : |z| = 1} ile birim kiireyi gosterelim.

[ # el s

integralinin hesabn i¢in;

0<r<oo, 0<6,,..,0, o<m 0<6, 1 <27 olmak iizere
T, = 1 cos b
To = rsin 6, cos Oy

T3 = rsin 0, sin 6, cos O3

Ty, = rsinf;sinfs,...sinb,_;

doniisiimii yapilir. Bu doniisiimiin Jakobiyeni

n—1
J (Ta 91, ceny Hn—l) — rn_l H (Sin Qj)nfl—j
j=1
olarak hesaplanir.
co m m 2m
/f(l:c!)dx: ///.../f(r)J(r,@)drd@l...dQn_l
R 000 0
it T 7 27rn 1

(Sin ej)n—l—j d@l...dGn,l

J=1

~ [rrwar [ [ ]

= wn_l/f(r) " dr
0

elde edilir, burada w,,_1, birim kiirenin yiizey alanidir.

15



Genel olarak

[e.o]

/f(|x|)d:v=/ / f(rsin@y,...,rsiné;...sinf,_,) r" *drdf,...do,_,
Rn 0 gn-1
:/ / f(r,0)r" Ydrdo
0 gn-1

bi¢iminde yazilir. dz hacim elemam dz = r"~'drdo bigiminde yazilir. Burada do, S™!

tizerinde dz tarafindan belirlenen yiizey Ol¢iisiidiir.
Ayrica;
Qeni= [ w= [ w= [ d=j0n
Q(w,r) {zeR™s|z—y|<r} {z€R™:|z|<r}

\(

Q(z,r) 0 sn-
= / do / "t
Sn—1 0

dir [36].

Tanmm 2.37. (X, A, 1) bir 6l¢ii uzayi ve 1 < p < oo olmak iizere 2 C X = R" bolgesinde

taniml1 ve

[lr@rds <o

ozelligine sahip 6lgiilebilir f : 2 — R fonksiyonlar sinifina L, (R™) uzay1 veya €2 bolgesinde

p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzay: denir. L,(R™) uzayi

1/p

1l = 1 flls, = / F)dr | < oo
Q

16



seklindeki norm ile tanimlanir. Buradaki || f[[z, gosterimine f fonksiyonunun
L,(R™)-normu denir.

) bolgesinde hemen her z igin f(x) < M olacak sekilde bir M sabiti varsa f
fonksiyonuna hemen hemen heryerde sinirlidir denir. Bdyle M sabitlerinin en biiyiik alt

sinirma da | f| nin €2 bolgesindeki esas supremumu (esaslt sinirt) denir ve

esssup | f(z)| :=inf {K : |f(z)] < K hh xe€Q}

€N

seklinde gosterilir. {2 bolgesindeki hemen hemen heryerde siirli f fonksiyonlar ile

tanimlanan uzay L>°((2) seklinde gosterilir. Buna gore bir f fonksiyonunun L*°-normu

[ fllzo := ess sup | ()]
e
olarak tanimlanir [28]].

Lemma 2.38. (Young esitsizligi) 1 < p,p’ < oo, ; + > = 1 ve Va,b > 0 igin

p
ab< T+ = (2.6)
p P

olur [[28]].

Ispat. = 0 veya b = 0 olmas1 durumunda (2.6) ifadesi dogrudur.
Kabul edelim ki @ > 0 ve b > 0 olsun. f(z) = expx fonksiyonunun konveks

olmasindan

ab = exp (In (ab))
=exp (Ina +Inb)

1 1
= exp (—plna + —qlnb)
p q
e (11 (") + 21 (bq))
=exp | —In(a —In
p q
1 1
< = exp (In (a?)) + - exp (In (1))
p q
ab bl

P q

17



Lemma 2.39. (Holder esitsizligi) 1 < p,q < oo, % + é =1lvefelLP,ge Liise fg € L*

olur ve

/ F@)g(@)ldz < 1l lgllze @)
Q

esitsizligi saglanir [28]].

Ispat. f veya g fonksiyonlarindan biri hemen hemen her yerde sifir olmas1 durumunda 2.7)
esitsizliginin ispat1 asikardir.

(2.6) esitsizliginde (Young esitsizligi)

|/ ()] p = 9@l

a = —_=
1Az, 191l a

secilirse

@] lg@)] 1 1f@)P 1 dg@r o (2.8)

1A ze Nlgllee = o (Wfllee)? — a (llgllze)®’

oldugundan (2.8)) esitsizliginin her iki tarafinin integrali alinmasi ile (2.7)) elde edilir. m

Teorem 2.40. (Minkowski esitsizligi) 1 < p < coigineger f,g € LPise (f + g) € LP ve

If+all, <Az, +lgle, (2.9)

dir [28].

18



Ispat. f+ g = 0 olmasi durumunda ispat asikardir. Kabul edelim ki f + ¢ # 0 olsun. Holder

esitsizliginden

1f+gllze :/|f($)+g(:t)|pdx

:/(\f(x)+g(x)])yf($)+g($)‘p1dx
S/(|f(x>|+|g($)|)|f($)+g(x)|f’—1dx

- / F@IF@) + gla) e+ / 9(2)1£0) + 9@ o
/ (o)) / ORI
15 + 9@l

If + 9l

= (Hf”Lp + ||g||Lp)Hf +9HLP

= (I fllzr + llgllzr)

olup (2.9) esitsizligi elde edilir. m
Holder esitsizligi ve Lebesgue integralinin 6zellikleri gézoniinde bulunduruldugunda
1 < p < oo, LP uzayinn bir vektor uzay1 oldugu goriiliir. Bununla birlikte f fonksiyonunun

Ly, uzaymn || ||z, normu altinda;

LA fller 20

2. ||fllz» = Oise hhh. f(z) =
3. leflle = |al|| fl|zr, a € R
4N+ gl < 1f e + 111z

ozellikleri saglandigindan 1 < p < oo, L? bir normlu uzaydir.

Tanmm 2.41. f,, ve f fonksiyonlar1 L” uzayinin elemanlar1 olmak iizere; (f,) dizisi f
fonksiyonuna p. mertebeden yakinsaktir (I” de yakinsaklik)< Ve > 0 i¢in dny € N oyle ki
Vn > Ny lgll’l ||fn — f”Lp <eE.

19



Burada

1
P

1o = lle, = /|fn—f\pdu l<p<oo
Q

Buna gore,

(fn) dizisinin f fonksiyonuna L, de yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim || f, — f||Lp =0 (2.10)
n—oo
olmasidir [|34]].

Teorem 2.42. Q2 C R™ olmak iizere L,(2), 1 < p < oo, uzay1

1/p

1, = / (@) Pde
Q

normu altinda tam ve dolaysiyla Banach uzayidir [28].

2.3.2. Zayif Lebesgue Uzay1
Tamim 2.43. (Zayif Lebesgue Uzay1) 1 < p < oo, f : R" — R 0lgiilebilir bir fonksiyon ve

[fllwer = sup Al{z € R™ - | f(z)[ > A}[»
A>0
olmak iizere zayif Lebesgue uzayr W LP(R™) asagidaki sekilde tanimlanir:
WILP(R") :={f:R" - R: f — olgiilebilir & || f||wrr < o0}
[36].
Uyar12.44. 1 < p < oo igin L,(R™) — WL,(R"). Ayrica

[ Alwe, < 1IflL,

esitsizligi saglanir [36].
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Tanim 2.45. (Lokal Integrallenebilme) f 6lciilebilir bir fonksiyon olmak iizere her K

kompakt kiimesi iizerinde

I[lfldu<oo

ise [ fonksiyonuna lokal(veya yerel) integrallenebilir ad1 verilir ve
LL (R") =< f: /|f|d,u < o0, K C R", K kompakt
K

seklinde ifade edilir. Ayrica,

LP

loc

(R"):=< f: /|f|p du < o0, K C R", K kompakt
K

seklinde tanimlanir [32]].

Asagidaki teorem ispatsiz olarak verilsin.
Teorem 2.46. Her f € L,,.(R") i¢in

li HfXB(rc,r) HLP
m -—-—---
=0 ([ XB(ar || Lr

=|f(z)], h.hxeR"
esitligi gerceklenir [11].

2.3.3. (p,q) Tipli Operator

Tanim 2.47. ((p, q) tipli operator) T bir quasi-lineer operator ve 1 < p, ¢ < oo olsun. Eger
T operatorii L,(R™) uzayindan W L(R™) uzayma simirh ise zayif (p, ¢) tipindendir denir.
Yani her bir A > 0 ve f € L,(R") i¢in

wer: 1w > M < (Sl

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti var ise 1" operatorii zayif (p, q) tipindendir.
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Eger T' operatorii L,(R") uzaymdan L?(R") uzayma smrh ise gili (p,q)
tipindendir denir. Yani her f € L,(R") i¢in

ITfllee < Clfllz,

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti var ise 7" operatorii giiclii (p, ¢) tipindendir
[28]].

Uyari 2.48. Her giiclii (p, ¢) tipli operator ayni zamanda zayif (p, ¢) tipli operatordiir [28]).
Asagidaki teoremi ispatsiz olarak verelim.
Teorem 2.49. (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) 7" alt toplamsal operator ve py < qo,

p1 < q1 ve qo # q1 olsun. Ayrica T operatorii zayif (po, qo) ve zayif (py, 1) tipli operator

olsun ve pile g

1 1—-6 6 1 1-6 4
- = +—, -= +— (0<0<1)
p Po P1 q do Q1

bi¢ciminde tanimlansin. Bu durumda 7" operatérii (p, q) tipli operatordiir [36]].

Uyar12.50. 0 < py < p < p; < oo ve T operatorii, Teorem de tanimlanan ve ayni
zamanda her f € L + [P i¢in

() < T(If])

sartin1 saglayan bir operator olsun. Burada A ve A; sabit sayidir.

(@) po = 1 ve py = oo ise bu durumda 7' operatoriiniin L, uzaymndan L, uzayina
doniistimiin normundaki sabit
1 41
P oA
p—1
(b) Genellikle, py < p < p1 = oo ise bu durumda 7" operatoriiniin L, uzayindan L,

uzayina doniisiimiin normundaki sabit

Po Po

3=

g [Bleo £ Lp = po) |7 it 15

pgo (p — pO)P—po
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() 0 < pp < p1 < oo iken T operatoriiniin L, uzayindan L, uzayina doniigiimiin

normundaki sabit

1 1
pi—p+1\ p P PL  _P0 P
i : B<p_p0’p0+1) ;71—p pA%fﬁA%fﬁ
min pr K .
0<A<1 (1 — X)po A\p1

[L1].

2.4. Sobolev ve Besov Uzayi

Bu bolimde Sobolev Uzayi,Sobolev-Slobodeckij Uzaylar1 ve Besov Uzaylar ile

ilgili temel bazi bilgiler verilmistir.

2.4.1. Sobolev Uzayr

Sobolev uzaylari, bir fonksiyonun siireklili§inin ve tiirevlenebilirliginin belirli bir
derecesini saglar. Bu uzaylarda yer alan fonksiyonlar, belirli bir integrallenebilirlik 6l¢iitiine
gore siniflandirilir.

Diferensiyellenebilir fonksiyonlar bir¢ok alanda ve 6zellikle diferensiyel denklemler
icin 6nemlidir. Ancak XX. yiizy1lda C! (veya C?, vb.) uzaymin diferensiyel denklemlerin
cOziimlerini incelemek i¢in tam olarak dogru uzay olmadigi gozlemlendi. Sobolev uzaylari,
kismi diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin arandigi bu uzaylarin modern uzayidir.

Sobolev uzaylari, fonksiyonel analiz, harmonik analiz, sayisal analiz, optimizasyon,
sinyal isleme, goriintii isleme ve benzeri bircok alanda yaygin olarak kullanilir. Bu alanlarda,
bir fonksiyonun diizgiinliigii, tiirevlenebilirligi ve diger ozellikleri hakkinda bilgi saglarlar
ve bu bilgiler, problemlerin analizi ve ¢oziimii i¢cin kullanilir. Diferensiyel denklemin altinda
yatan modelin miktarlar1 veya 6zellikleri genellikle integral normlar: cinsinden ifade edilir.
Tipik bir 6rnek, L?-norm da bir sicaklik veya hiz dagiliminin enerjisinin 6l¢iilmesidir. Bu
nedenle, Lebesgue uzay fonksiyonlarini ayirt etmek i¢in bir arag¢ gelistirmek onemlidir.

Integrasyon formiiliine gore, 2 C R™ nin acik bir altkiimesi olsun. Her u €
C*(), k € Nve ¢ € C>(Q) kompakt destekli tiim sonsuz tiirevlenebilir fonksiyonlar

icin
/qudxz (—1)'“'/4,0D°“udm, (2.11)
Q Q

burada «, |a| = k siralisinin ¢oklu indeksidir ve asagidaki gosterim kullanilir:
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Def— ala\f

©Oxt - Owon
(2.11) esitliginin sol tarafinda u fonksiyonunun lokal integrallebilir oldugu kabul

edilir ise dahi bu durumda da esitlik gerceklenir.

Tanim 2.51. (Zayif Tiirev)
Vo € CX(Q) i¢in

/uD“godx: (—1)|a|/vg0d:c,
Q Q

olacak sekilde v lokal integrallenebilir bir fonksiyon ise bu durumda v ye u nun zayif a-1nc1

kismi turevi denir.

Eger u nun a-1nct zayif bir kismi tiirevi varsa bu durumda hemen hemen her yerde
Lebesgue uzayinin bir elemani olarak tek bir sekilde tanimlanir. Diger yandan, eger v €
C*(Q) ise bu durumda klasik ve zayif tiirev denktir denir. Dolay1siyla eger v, u nun zayif bir
a-1nct tiirevi ise bu durumda D®u := v seklinde ifade edilir.

Ornegin,

(
l+2, -1<x<0
1 , =20

l—z, O0<z<1

0 , diger
fonksiyonu sifir da siirekli degildir ve —1, 0 veya 1 noktalarinda tiirevlenemez. Yinede

;

1 ,—1<z<0
v(r)=q¢ -1, 0<x<1
[ 0 ,diger

fonksiyonu, u(z) in zayif tiirev olma tanimini kargilar, ayrica bu 6rnek, ilerde tanimlanacak
herhangi bir p icin WP Sobolev uzayi dzelligindedir.

1 < p < oo araliginda bir boyutlu uzayda W#?(R) Sobolev uzaylari, sonlu L?
normuna sahip f fonksiyonu ve onun k. mertebeden zayif tiirevlenebilir olacak sekilde

LP(R) uzayinda f fonksiyonlarinin alt kiimesi olarak tanimlanir. Yukarida bahsedildigi
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gibi, tiirevleri tam anlamiyla tanimlarken biraz daha dikkatli olunmaldir. Tek boyutlu
problemlerde (k — 1)-mci tiirevi f*~!) hemen hemen her yerde tiirevlenebilir ve hemen

hemen her yerde tiirevinin Lebesgue integraline esittir. Boylece Sobolev uzaylarin normu

I Flles = (ZHf“ Iz Z [1r0wpa)’

seklinde tanimlanir.

p = 00 i¢in

£ loe = max [l = ma (esssup | 790 )

----------

seklinde tanimlanir.
Dolayisiyla W*? uzayi ||. ||, normu ile bir Banach uzayidir.
p = 2i¢in

Sobolev uzay1 bir Hilbert uzay1 olup:
HY = W2,

H* uzay1 katsayilar1 dogal say1 olan ve yeterince hizli azalan bir Fourier serileri cinsinden

tanimlanabilir yani

oo

HAT) = {f € L3(T) s D7 (14 n2 4 n' + o+ 02| f(n) < oo},

n=—oo

burada f , | fonksiyonunun bir Fourier serisidir ve T , 1-halkadir. Ayrica normu

1Fl7e =D (L4 )k f(n)?
seklinde tanimlanir.
Sonug olarak, p = 2 olmasi durumunda Sobolev uzaylari, Fourier serileri ile

baglantilar1 ve bir Hilbert uzay1 olmasi nedeniyle 6nemli bir uzay oldugu goriilmektedir.

Sobolev uzayinin n-boyutlu durumda tanimi asagidaki gibidir:
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k€ N1 <p<ooolsun. |af < k ve Q, R uzaymin agik alt kiimesi olmak iizere

Vo :=aq, -+ ,ap, igin LP(Q2) da f fonksiyonunun ¢ok degigkenli kismi tiirevi
ol f
f(a) _ 0
Oxt, -+, 0xon
ve
1F e < 00

olacak sekilde tiim f fonksiyonlarinin kiimesine W*?(2) Sobolev uzay1 denir yani,

WEP(Q) = {u € LP(Q) : D% € LP(Q)V|a| < k}.

k € N sayist W*P(Q) Sobolev uzayimin mertebesidir.

W*P(Q) uzaymin normu icin birkag secenek mevcut olup bunlardan en yaygin
olanlar1 agsagidaki normlar ve bu normlar denktirler.

1
(Z|a|§k ||Dau||ip(9))p’ 1< D < 09

[ullwen@) ==
max|q|<p || Dl (@), p = 00;
ve
Z|a|§k [1D%ul| o), 1 <p < o0
[l =

Z|o¢|§1<: ||DaU||Loo(Q), p = 00.
Simdi R.A. Adams [1]] tarafindan elde edilen teoremi ispatsiz olarak verelim.

Teorem 2.52. i. W*?({2) uzay1 bu normlardan herhangi birine gére bir Banach uzaydr.
ii. p < oo, igin WHP(Q) ayrilabilir uzaydir.

ii. || - |lwr.2q) norm ile W*2(Q) uzay1 bir H*(€2) Hilbert uzayidur.

2.4.2. Sobolev-Slobodeckij Uzaylar:

Kesirli sirali Sobolev uzaylarini tamimlamaya yonelik baska bir yaklasim, Holder

kosulunu LP-kiimesine genellestirme fikrinden kaynaklanmaktadir.
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Tanim 2.53. (Slobodeckij yarmorm (Holder yarinorm)) 1 < p < oo, § € (0,1) ve f €
LP(2) i¢in Slobodeckij yarinorm (Holder yarinorm)’u

Flone = (/Q [ !f(w)—f(y)\”dmy>

|z — y|oPr

o=

seklinde tanimlanir [41]]

Tamim 2.54. (Sobolev-Slobodeckij uzay1) s > 0 bir tamsay1 olmasin ve § = s— [s] € (0,1)
kiimesi olsun. W*?({2) Sobolev-Slobodeckij uzay1

Weor(Q) = {f e Wkl?(Q) : \SﬁFJ[Daﬂe””Q < oo}

seklinde tanimlanir [41].

Teorem 2.55. Sobolev-Slobodeckij uzay1

[ llws ey = [1Flwis p(€2) + | S‘gILDJ[Daf]e,p,a <0

normuna gore bir Banach uzayidir [10].

Simdi Di Niezza, Giampiero, Enrico [10]] tarafindan elde edilen teoremi ispatsiz

olarak verelim.

Teorem 2.56.
WHLP(Q) = WHP(Q) — WP(Q) — WEP(Q), k< s <s < k+1

[1O].

Ayrica Sobolev-Slobodeckij uzaylari, Sobolev fonksiyonlarmin 6zelliklerinin

incelenmesi icin 6nemli olup Besov uzaylarinin 6zel bir halidir [48]].

2.4.3. Besov Uzaylan

Besov uzaylari, Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 gibi klasik fonksiyon uzaylarinin bir
genellemesi olup bu fonksiyon uzaylariin diizgiinlii§ii ve bozulmasi kavrami kullanilarak
tanimlanirlar.  |z| sonsuza yaklagirken ve tiirevleri belirli bir diizgiinlik oranina sahip
oldugundan, bir f fonksiyonu B; (R") Besov uzayina aittir. s, p ve ¢ parametreleri sirasiyla

fonksiyonun piiriizsiizliik, integrallenebilirlik ve bozulma derecesini belirler.
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By (R™) uzaylari, bir fonksiyonun farkli tiirevlerinin farkli agirlik katsayilariyla
birlesiminden olugsan bir uzaydir. Bu uzayda yer alan fonksiyonlarin genellikle kismi
tiirevlerinin kareleri belirli bir integrallenebilirlik kriterini saglar. Besov uzaylari, aym
zamanda bazi1 farklilagtirilabilir fonksiyon siniflarini da igerir.

Besov uzaylari, bircok matematiksel analiz probleminde kullamilir.  Ozellikle
harmonik analiz, fonksiyonel analiz ve sayisal analiz gibi alanlarda 6nemli bir yere
sahiptirler. Belirli bir diferensiyel denklemi olan bir fonksiyonun analizi i¢in kullanilabilir.
Bu uzayda yer alan fonksiyonlarin integrallenebilirligi, kismi tiirevlerinin kareleri ve agirlik
katsayilarina gore belirlenir. Bu nedenle Besov uzaylari, kismi tiirevli denklemler i¢in de
onemli bir aractir.

Matematikte, Besov uzay1 (adim Oleg Vladimirovich Besov’dan almstir) B3 (R™)
tam bir yari-normlu uzaydir ve 1 < p, ¢<oo oldugunda bir Banach uzayidir. Bu uzaylar,
benzer sekilde tanimlanmig Triebel-Lizorkin uzaylarimin yani sira, Sobolev uzaylar1 gibi
daha temel fonksiyon uzaylarini1 genellestirmesine yardimci olur ve fonksiyonlarin diizenlilik

ozelliklerini 6lgmede etkilidir.

Tamim 2.57. (Besov Uzay) Ay, f(z) = f(x — h) — f(x) olsun ve siireklilik modiilii

wy(f,t) = sup [ AL Sl

h|<t
seklinde tanimlansin. 7 negatif olmayan bir tamsay1 olsun ve 0 < o < 1 olmak iizere

s = n + « seklinde tammlansin. B, (R) Besov uzayi,

wp(frt) | dt

fe W"’paﬁe),/ (AL
; o t

olacak sekildeki tiim f fonksiyonlarini iceren uzaydir [7]).

Tanim 2.58. (Besov uzayin normu)

S
B; (R) Besov uzayin normu

Q=

1f1

w(f™rt) dt
)

o0
i = (1 e+ [ 125
0

seklinde ifade edilir.

Teorem 2.59. i. Bj,(R) Besov uzaylan, klasik W*?(R) (k € R) Sobolev uzaylar ile

ortiisiirler [[7].
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ii. p = q ve s bir tam say1 degil ise bu durumda B; (R) = W*P(R) , burada W*P(RR)
Sobolev Slobodeckij uzayidir [[7].

2.5. Lorentz ve Besov-Triebel-Lizorkin Uzaylar:

Harmonik analizin klasik operatorlerinin ¢esitli fonksiyon uzaylarindaki sinirlilig:
yogun bir sekilde bircok matematik¢i tarafindan calisiimaktadir. George G. Lorentz
[24,)25]] tarafindan 1951 yilinda tanimlanmis olan L(p, ¢) Lorentz uzaylari harmonik analizin
onemli konularindan biridir. Lorentz uzaylar1 harmonik analizdeki bazi i¢ problemlerin
coziilmesinde, fizik alaninda ve matematiksel kismi tiirevlerin son yillarda ¢oziilmesinde
onemli bir alan olusturmaktadir. Ayrica integral operatorlerinin Lorentz uzaylarinda
sinirliliginin incelenmesi bazi uygulama alanlarinda 6nemli bir yer tutmaktadar.

Bu boliimde kullanilan bazi tanim ve notasyonlarin bilgisi asagida verilmistir.

Genel olarak, R™ iizerinde Oklid normu |.| seklinde ve N sifir1 icermeyen dogal
sayilar kiimesi olmak tizere Ny = N U {0} tanimlanir. X vektor uzaymnda || - || ve || - |
|| < C| - || olacak sekilde bir

C' > 0 sabit say1s1 varsa bu durumda || - || ~< || - ||" ifadesi kullanilir. Genellikle C, genel bir

denk iki norm || - || ~ || - ||’ seklinde yazilir. Benzer olarak,

pozitif sabiti belirtir. Ozellikle sabit C’, C”, ... olarak ifade edilir.
S(R™) ile Schwartz fonksiyonlarinin uzay1 tanimlanir ve boylece S’(R™) tempered

dagilim uzayidir. X-degerli Schwartz fonksiyonlarina karsilik gelen uzay (burada X bir
Banach uzaydir) S(R", X) ve

S'(R", X) = L(S(R"), X),

yani, T : S(R") — X siirekli lineer operatorlerinin uzayidir.
D'(R™) Dagilimlar uzayidir. 7' : D(T') C X — X lineer bir operatorlerin sirastyla
Range uzay1 R(T'), Stfiruzay1 NV (T') ile gosterilecektir. spt(f) ile bir f fonksiyonun destek

fonksiyonu ifade edilecektir.

2.5.1. Lorentz Uzaylarn

X bir Banach uzay1 ve (£2,.A, ) bir dl¢ii uzayt icin M (2, X) uzay1, f : Q —
X Oolgiilebilir (yani ayrica ayrilabilir degerli) fonksiyonlarin uzayr olsun. L, ,(X) =
L, (£, X)C M(£, X) Lorentz uzayi, 1 < p,r < oo igin f € M(£2, X) fonksiyonunun

de(a) = p({z € Q- |[f(2)]] > a}), = 0
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dagilim fonksiyonu (distribution function) ve

fft) =inf{a > 0:ds(a) <t},t >0
azalan yeniden diizenleme fonksiyonu(decreasing rearrangement) olmak {izere
(T (O )7, r < o0

WAz, x) =

[ supotpf*(t) , r=o00

sonlu Lorentz yar1 normu ile tanimlanir.
L, (€2, X') uzayindaki iki fonksiyon, eger bir sifir kiimesinde esitlerse (41’a gore) esit
kabul edilir.
1-6 0

L1
1 < po,p1,p < 00,pg # p1,1 < rg,r,r <oovel <6 < 1igin— = + —
p Po n

olacak sekilde

(Lpo,ro <X>7 Lpl,m (X))G,r = Lpﬂ“ (X)

elde edilir (Bkz. [44], Sonu¢ 1.18.6/4). Burada (-, )y, reel interpolasyon fonksiyonudur.
L,,(X) = L,(X) Lorentz uzaylari, L, (X ) Lebesgue uzaylarinin reel interpolasyon uzaylari
gibi tamimlanir. Burada belirtelim ki p > 1 durumunda L, (2, X') uzay1 normlu uzaydir ve
normu ||.||z, , (x) seklinde gosterilir.

[5(X) uzay1 (s € Rve 1 < ¢ < oo igin), X bir Banach uzaymda a = (ax)ren, C X

dizilerini icermek iizere

la

ks 1
o = ()27 [lag]])s < oo

keNO

seklinde tanimlanir.
X = C durumunda [3(C) yerine [; yazilabilir.
Gercekte goriiliirki, £ € N, 1 < p < 00,0 < s < k ve X bir kompleks Banach uzay1

olmak tizere

WE(R", X) = {u € L,(R", X) : 0%u € L,(R", X )Va € N}, |a| < k}
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Sobolev uzaylarinin kompleks interpolasyonu sirasiyla

W;(Rn>X) = (LP(Rn7X)7W§(Rn7X)> LD

Bl

Sobolev-Slobodeckij uzaylari ve

Hy(R", X) = [Ly(R", X), Wy (R", X)]z,

s
k

Bessel-potansiyel uzaylarina sebep olur.
Asagida, kabul edelim ki X kiimesi 77 sinifindan olsun (dolaysiyla 7 sinifindaki
uzaylar i¢in olas1 bir tanim veriliyor). s = m € Ny durumunda Bessel-potansiyel uzaylari,

Sobolev uzaylari tarafindan verilmektedir, boylece
H'R", X) =W"(R", X).
seRvel <p<ooigin
R, X) ={ue SR X): F1+[¢*:Fue L,(R", X)},

seklinde ifade edilir, burada || F (1 + [£[*)2F - ||, @nx), H3(R™, X) da denk bir norm ve

F Fourier doniisiimiinii tanimlar. Ayrica, herhangi bir € > 0 icin
s n s—€ n s—2¢ n
Hy(R™, X) Cc W, ¢(R", X) C H *(R", X)

stirekli gommeler elde edilir. T. Hytonen, J. van Neerven, M. Veraar, ve L. Weis [16] ve H.
Amann [6] tarafindan Bessel-potansiyel ve Sobolev-Slobodeckij uzaylar1 detayli bir sekilde
incelenmistir.

Genel olarak, eger F(R", X) herhangi bir normlu uzay (6rnegin 7 = H, veya
F = W;) ve Q C R herhangi bir bolge ise bu durumda €2 bolgesinde u € F(R", X)

fonksiyonlarinin kisitlamalarinin F (2, X') uzayr normu
||u||F(Q7X) = inf{H’UH]:(Rn, X) NS I(Rn, X), U|Q = U}

seklinde tanimlanir.
Operator degerli Fourier carpanlarin1 ele almak icin asagidaki konsept
kullanilmaktadir. XY, kompleks Banach uzayr olsun. &p, bagimsiz ve simetrik

olarak dagilmig {41} degerleri i¢in bir P = (€2, .4, ) olasilik uzayinda (e;);c; rastgele
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degisken aileleri kiimesini gostersin. Her N € N, (¢1,...,ex) € Ep, T, € T'vex; € X
(1 <7< N)igin

N N
| Z &Tizil L,yv) < C| Z €%l L. x) (2.12)
=1 i=1

olacak sekilde Ep # 0, p € [1,00) ile bir P = (2, A, p) olasilik uzayi ve bir C' > 0 sabiti
mevcut ise 7' C L(X,Y) siirekli bir lineer operatérler ailesini R-sinirlt olarak tanimlanur.
Bu durumda, R,(T) := inf{C > 0: (2.12)) olamak iizere} R-sinirh veya R,-sirl olarak
adlandirilir. Burada belirtelim ki R-simirliligi 7 C £(X,Y) sinirhiligini gerektirir. Eger bir
T C L(X,Y) ailesi p € [1,00) igin R,-sinurl1 ise bu durumda herhangi bir ¢ € (1, 00) igin
R g-smirhdir.

Not edelim ki Z.I2)esitsizligi, P uzay yerine £ # () ile bir () rastgele bir olasilik
uzay1 secilirse bu durumda farkli bir C' > 0 sabiti icin de gegerlidir. Ayrica, Lebesgue baskin
yakinsaklik teoremine gére X in yogun bir altuzayinda z; i¢in (2.12) esitsizligi gerceklesir.

Asagida ispatsiz olarak verilen teorem, R.Denk, M. Hieber ve J. Priiss tarafindan [9]]

(bkz. Lemma 3.5) R-smurliliginin bazi somut durumlardaki sinirliligi i¢in verilmistir.

Teorem 2.60. (Kahane Biiziilme Ilkesi) F € {R, C} olmak iizere X bir Banach uzayi, P =
(2, A, 1) bir olasilik uzay1, 1 < p < oo, N € Nve j =1,..., N igin |a;| < |b;| olacak
sekilde a;,b; € K olsun. Bu durumda her z;,...,2n € X ve €1,...,ey € Ep icin burada

Cr = 1 ve C¢c = 2 olmak tizere

N N
l Z ai€i%;| 1, 0,x) < Crl| Z bi€ivi || 1,(0,x)
i=1 =1

[9].

Mihklin teoreminin asagidaki operator degerli versiyonu ispatsiz olarak ifade
edilecektir (bkz [S1] veya ( [29], Teorem 4.3.9, Teorem 4.4.4)).

Teorem 2.61. (Mihklin Teoremi) X, Y uzaylar («) 6zelligine sahip H7 sinifinin kompleks
bir Banach uzaylar1 ve 1 < p < oo olsun. my € C"(R™"\{0}, £L(X,Y)), A € A ve her bir
a € {0,1}" i¢in

Ko = Rp{€“0"“my(£) : £ e R"\{0}, A € A} < o0
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oldugu kabul edilsin. Bu durumda F~'myF : S(R", X) — S'(R",Y) operatérii, herbir
A € Aicinbirtek 7, € L(L,(R", X), L,(R™,Y)) sahip ve a € {0, 1}"i¢in

RATy : AEA} < Cp Y ko = C.
Mihklin teoreminden f € S(R™, X') ve A € A igin
IF = maF fll,) < Clfllz,0-

Besov-Lorentz uzay1 B¢, ve Triebel-Lizorkin-Lorentz uzay1 F;»% sirasiyla, S'(R™)

icindeki tiim f fonksiyonlarindan olusur, oyle ki

/]

be = {27 17 0i7 11, ], < oo

pq,T Is

veE

/]

rq

oo = ||{27 H_Flcbj}"leT}HLm < 0.

Acikca, B! = BS ve F5! = Fs [46].

pg,r pg,r pg,r pg,r

2.5.2. Besov-Triebel-Lizorkin Uzaylar

Besov ve Triebel-Lizorkin uzaylari, matematiksel analizde 6zellikle fonksiyon teorisi
ve harmonik analiz alanlarinda 6nemli bir yere sahip olan fonksiyon uzaylaridir.

F; (R™) Triebel-Lizorkin uzaylari, belirli bir kismi tiirevli normunun ve ayni
zamanda L,-normlarinin birlesimi ile tammlanan bir uzaydir. Bu uzayda yer alan
fonksiyonlarin analiz edilebilirligi, L,-normlarinin ve farkl tiirev normlarinin birlesiminden
olusan karmasik bir 6l¢iit tarafindan belirlenir.

Triebel-Lizorkin uzaylari, klasik fonksiyon uzaylarimi genellestiren bagka bir
fonksiyon uzayi ailesidir. Fourier analizini kullanarak bir fonksiyonu frekans bilesenlerine
ayiran Littlewood-Paley teorisine gore tanimlanirlar. Bir f fonksiyonu, eger frekans
bilesenleri belirli bir bozulma ve piiriizsiizliik oranina sahipse, Triebel-Lizorkin uzayina
aittir. s, p ve ¢ parametreleri sirasiyla fonksiyonun piiriizsiizlik, integrallenebilirlik ve

bozulma derecesini belirler.
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Besov ve Triebel-Lizorkin uzaylari, cesitli matematiksel analiz problemlerinde
yaygin olarak kullanilir. Ozellikle diferensiyel denklemler, kismi tiirevli denklemler ve

harmonik analiz problemleri gibi alanlarda fonksiyon uzaylar1 olarak karsimiza ¢ikarlar.

Tanim 2.62. S, hizla azalan fonksiyonlarin Schwartz sinifi olsun. f € & nin Fourier

doniisiimii F(f) = f, 1
1) = Gy /R T f(w)da

seklinde tanimlanir.

¢ € Sigin Suppp C {€ € R[5 < |¢] < 2} ve $(€) > Oise budurumda 3 < [£] < 2
olmak iizere

©; = $(279¢) olsun. (diger bir ifadeyle, ¢;(z) = 2/"p(2/x).), ¢ nin Oniindeki

normallestirme sabiti

> i) =1, VEeRM{0}

JEZ
seklinde tanimlanir.

k € Zicin §;, € S fonksiyonunu Fourier doniigiimii

S&) =1- Y (9

j>k+1

seklinde tanimlanir.
Ozellikle S_ (€) = ®(¢).
|7 — 7’| > 2 ise bu durumda Supp ¢; N Supp ¢; = () olmak iizere
s € Rvep,q € [0,00] olsun. f € S igin A;f = ¢; = f olacak sekilde || f]|

5 S
B

homojen Besov normu

( 00 s 1
D222 s [l es g € [1,00)

/]

o =
Bqu

sup;[27° || @; * f [lLp), g =00

seklinde tanimlanir.

B, , Homojen Besov uzayi, | - || gs yari normu ile verilen yar1 normlu bir uzaydir.
’ p,q

s> 0i¢in f € S'nin, || f|

B, homojen olmayan Besov uzay normu

1 lss,, = [ f1lee + 1]

s S
B3
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seklinde tanimlanir.

Homojen olmayan Besov uzayt, || - ||ps . normu ile tammlanmig bir Banach uzaydir.

i

s, Homojen Tribel-Lizorkin yar1 normu,

1032 27918, F()19) 3 || o, g € [1,00)
1£]

F5q — |
|| sup;ez (27818 fC)DI|ee, g =00

seklinde tanimlanir.

F; , homojen Triebel-Lizorkin uzay1, || - ||, yart normu tarafindan verilen yari
’ pP,q
normlu bir uzaydir. s > 0 ve (p,q) € (1,00) x [1,00] i¢in f € S'nin,

1]

Fs, homojen olmayan Triebel-Lizorkin uzay normu

1 lleg, = (11w + 1111

seklinde tanimlanir.

Homojen olmayan Triebel-Lizorkin uzaylari || . |

Fs, hormu ile tanimlanmig bir

Banach uzayidir.
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3. MATERYAL VE METOT

Son yillarda, F; Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarimn kismi diferensiyel
denklemlerde 6nemli bir yeri vardir. Yang, Cheng ve Peng [52] tarafindan 2005 yilinda,
s € R1 <pg<oovel <r < ooolmak iizere £, uzaylari ve L, , Lorentz uzaylari
tanitildi. Dolayl olarak F;g uzaylari, Triebel [ [44] , Bolim 2.4.2] tarafindan 1978 yilinda
incelendigi goriilmektedir. Yang, Cheng ve Peng [52] tarafindan, F)°7 uzaylarinda dalgacik
teorisi araciligiyla, ozellikle kismi diferensiyel denklemlerin uygulamalar1 i¢in ve en
onemlisi Triebel-Lizorkin uzaylarinin bir reel interpolasyon 6lge8i oldugu kanitlanmugtir.
Xiang ve Yan [50] tarafindan 2011 yilinda da, Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarimi kismi
diferensiyel denklemler baglaminda ele aldilar ve yar1 jeostrofik bir denklemin lokal iyi
pozlulugunu belirlediler.

F:; olgegi birgok dnemli fonksiyon uzayi igerir: » = p olmak iizere, ¢ = 2 igin H,
Bessel potansiyel uzaylarini elde edildi. Bununla birlikte sirasiyla s ¢ Z durumunda g = p
icin ve s € Z durumunda g = 2 i¢in IV Sobolev-Slobodeckij uzaylari elde edildi. Ozellikle,
s = 0 olmas1 durumunda, L, Lebesgue uzaylarim ve Lorentz uzaylarim L,,, = Fg 5 elde
edildi.

Ayrica Harmonik analizin klasik operatorlerinden olan maksimal fonksiyon, Riesz
potansiyeli singiiler integral operatorleri Fourier doniisiimii teorisinde, kismi tiirevli
denklemler teorisinde, olasilik teorisinde fonksiyonel analizde ve ayni zamanda 6zel olarak
operatorlerin interpolasyonu teorisinde genis uygulamalara sahiptir. Caldreon-Zygmund
singiiler integral operatorii ve singiiler integral operatorii Hilbert ve Riesz doniisiimlerinin
genellestirilmesidir. Birincisi iist yart diizlem iizerindeki eslenik harmonik fonksiyonlarin
sinir degerlerinin incelenmesinde ortaya cikmustir, digeri ise ikinci dereceden eliptik
denklemlerin ¢oziimiiniin regiilerligine karsilik gelmektedir. Harmonik analizin bu klasik
operatorleri c¢esitli fonksiyon uzaylarindaki simirliliklart bir ¢ok matematkgi tarafindan
incelenmistir. Ornegin 2010 yilinda Lebesgue uzaylarmin bir genellestirilmesi olan Morrey
uzaylarinda Akbulut ve ekibi [2] incelemistir. Bu yiiksek lisans tezinde, son yillarda
bircok matematiksel alanlarda onemi olan harmonik analizdeki Triebel-Lizorkin-Lorentz
uzaylarinin Ozellikleri ve bu uzaylarda bazi integral operatorlerinin sinirliliklarinin

incelenmesi amac¢lanmaktadir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, harmonik analizde bazi integral operatorleri, Triebel-Lizorkin-Lorentz
uzaylarinin tanimlar1 ve kaldirma 6zellikleri, Fourier ¢arpanlar1 ve ayrik karakterizasyonlar
gibi baz1 temel Ozelliklerini incelenmistir. Ayrica n boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan

Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylari arasinda bazi1 gommeler verilmistir.

4.1. Harmonik Analizde Baz1 Integral Operatorleri

Harmonik analizde, integral operatorleri, sinyal ve sistemlerin analizinde 6nemli
bir rol oynar. Genellikle frekans etkilerini incelemek ve belirli matematiksel islemleri
kolaylastirmak icin kullanilirlar. Bu operatorler, 6zellikle Laplace ve Fourier doniisiimleri
ile ilgili olarak 6nemlidir. Temel integral operatorleri:

Laplace Doniigtimii:

Laplace doniisiimii, zamana bagli gercek bir sinyali, frekans etkisi ile iligkilendirilen
kompleks diizlemdeki bir fonksiyona doniistiiriir. Laplace doniisiimii, zaman alanindaki
diferensiyel denklemleri ¢cozmeyi ve sistemlerin kararlilidi, siirekliligi ve tepki siirelerini

incelemeyi kolaylastirir. Laplace doniisiimii icin integral operatorii su sekildedir:

F(s) = /0 T FBe et

Burada, F(s), Laplace doniigiimii alinacak sinyalin (zaman alaninda f(¢)) Laplace
uzayindaki gosterimi ve s kompleks frekans degiskenidir.

Fourier Doniigiimii:

Fourier doniisiimii, zamana baglh bir sinyali, frekans etkisiyle iligkilendirilen bir
frekans spektrumuna doniistiiriir. Bu, sinyaldeki farkli frekans bilesenlerini analiz etmek
ve sistemlerin frekans tepkilerini incelemek ic¢in kullanilir.

Fourier doniisiimii icin integral operatorii su sekildedir:
F(w) — / F(t)et it

Burada F(w), Fourier doniisiimii alinacak sinyalin (zaman alaninda f(¢)) frekans spektrumu
ve w frekans degiskenidir.

Bu integral operatorler, harmonik analizde sinyallerin frekans bilesenlerini
belirlemek ve sistemlerin frekans tepkilerini incelemek icin kullanilir. Ayrica, harmonik
analiz, elektrik miihendisligi, haberlesme miihendisligi, akustik, sinyal isleme ve bir¢ok

diger alanda 6nemli uygulamalara sahiptir.
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4.1.1. Maksimal Fonksiyonlar

Maksimal fonksiyon, 6zellikle Lebesgue Ol¢iimiiyle ilgili bir kavramdir ve genellikle
Olcii teorisi ve reel analizde kullamilir. ~ Maksimal fonksiyon, bir fonksiyonun her
noktasindaki maksimum degeri veren bir Olciilebilir fonksiyondur. Matematiksel olarak,

verilen bir dl¢iilebilir fonksiyon f(z) i¢in, maksimal fonksiyon M f(z) su sekilde tanimlanir:

1
M) =3 B

Burada, B(z,r), © merkezli r yaricaph acik yuvar kiimesi, u(B(z,7)), B(x,r)

A)mwm>

kiimesinin ol¢iisiidiir.

Maksimal fonksiyon, Ozellikle Lebesgue uzayinda, yani Olgiilebilir kiimelerin
tizerinde tanimlanan fonksiyonlarda onemli bir rol oynar. Bu fonksiyon, bir fonksiyonun
"maksimum Ol¢li agirlikli ortalamasi" olarak diisiiniilebilir ve bir fonksiyonun yerel
"maksimum degerlerini" vurgulamaya yardimci olabilir.

Maksimal fonksiyonlar, diger matematiksel analiz teknikleri ile birlikte, 6zellikle
Lebesgue integrali, Lebesgue alani, olcii teorisi ve gercel analizde yaygin olarak kullanilir.
Ayrica, fonksiyonlarin konverjansim veya L, uzaylarindaki 6zelliklerini incelemek i¢in de

onemli bir aractir.

4.1.2. Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii

A, R" uzayinda Lebesgue Olciilebilir bir alt kiime olmak iizere A nin Lebesgue
olciisii |A| seklinde tanimlansin. = € R™ ve r > 0 i¢in B(x,r), x merkezli r yaricapl
acik yuvar kiimesidir. @ > 0 i¢in aB(z,0) = B(x, ad), ayn1 merkezli ad yaricaplt yuvardir.

§ > 0ve f € LL _(R") olsun.  merkezli § yarigaph agik yuvar iizerinde | f| in ortalamasi

loc

1
d
%WAMWMy

seklinde tanimlanir. [|11]]

Avg g, lfl =

Tanim 4.1.

1
M(f) (o) = sup Aveyp ] =sup - [ (o= )y @
6>0 §>0 Vn ly|<8
ifadesine f fonksiyonunun merkezlenmis Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu denir.

M(f) = M(|f]) = 0
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oldugundan, maksimal fonksiyon pozitif bir operatordiir.
f € M(f) oldugunda f fonksiyonunun ozellikleri gegersizdir. M (f) >| f | hemen

hemen heryerde gerceklenir. Ayrica M fonksiyonu L uzayindan L°° uzayina sinirhdir, yani

M) e <l f llzs

[L1].
Simdi 6zel bir fonksiyonun Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu ile ilgili 6rnek

asagida verilmistir.

Ornek 4.2. R uzayinda f fonksiyonu, [a,b] aralifinda karakteristik bir fonksiyon olsun.
z € (a,b) igin M(f) = 1 oldugu asikardir. = > b i¢in basit bir hesaplama ile, § = = — a
oldugunda f fonksiyonunun en biiyiik ortalamasi (x — §, z + ) araliginda elde edilir. Benzer
sekilde, z < ai¢in 6 = b— x oldugunda f fonksiyonunun en biiyiik ortalamasi (z — §, z + )

araliginda elde edilir. Bu durumda,

Sy TS
M(f)(z) =41 ,x € (a,b),
2|bx__aa| ,x>b

Burada dikkat edilirse, M(f) fonksiyonu © = a ve x = b noktalarinda f fonksiyonunun
yarist kadar artig yapar.

M operatorii,

(D) V. 9 € Lioe, M(f + g)() < M(x).

(i)Va e Cve f € Lipe, M(af)(x)=] a | Mf(x)
sartlarin1 sagladigindan altlineer bir operatordiir.
Ayrica M, Vf € L, ve Vo € R", M f(x) > 0 sartin1 sagladigindan dolayida pozitif bir
operatordiir. Fakat bazi 2o € R”, M(f)(z9) = 0 olmasit durumunda ise hemen hemen

heryerde f = 0 olur. Eger f kompakt destekli ise bu durumda da |z| > R, (ve |z| < R,)

MI@) 2 = G @

seklinde ifade edilebilir, burada v,, R"™ uzayinda birim yuvarn hacmidir. — (4.2)
esitsizliginden, M( f), L;(R") uzayinin eleman1 degilse bu durumda hemen hemen heryerde

f # 0. Bu durum, maksimal fonksiyonun belirli bir davranigini yansitan gii¢lii bir 6zelligidir.
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Aslinda, g € L ve M(g) € L;(R") ise bu durumda hemen hemen heryerde g = 0
olur. Bunu gostermek igin, (4.2) esitsizligi kullanilarak gr(z) = g()x|zj<r olmak iizere
R > 0 yaricapli yuvarda hemen hemen her x i¢in gr(xz) = 0 olur. Boylece, R" de hemen

hemen heryerde g = 0 dir. Dolaysiyla, f € L ise bu durumda M(f) € W L; oldugu goriiliir.

M(f) nin ilgili benzer bir durumu, belirli bir noktayr igeren tiim acik
yuvarlar tizerindeki f fonksiyonunun tiim ortalamalarinin supremumu olarak tanimlanan,

merkezlenmemis bir M (f) versiyonudur.

Tanim 4.3.

M(f)(x) = sup Aveps| /]

ly—z|<d

ifadesine x noktasini iceren B(z,d) acik yuvarinda |f| in ortalamasinin supremununa

merkezlenmemis Hardy-Littlewood maksimal fonkiyonu denir [11].

M(f) < M(f) asikar olup M, M den daha genis bir operatordiir. Dolaysiyla,
M(f) < 2"M(f) ve M nin siurlilik 6zellikleri M nin sinirlilik 6zellikleri ile aynidir.

Ornek 4.4. R uzayinda f fonksiyonu, I = [a, b] araliginda karakteristik bir fonksiyon olsun.

z € (a,b) i¢in M(f)(z) = 1 oldugu asikardir. = > b igin basit bir hesaplama ile, 6 =

:(x —a) ve y = 1(z + a) oldugunda f fonksiyonunun en biiyiik ortalamasi x noktasini

iceren (y — &,y + §) arahFinda elde edilir. Benzer sekilde, z < ai¢in § = (b — z) ve
Yy = %(b + x) oldugunda f fonksiyonunun en biiyiik ortalamasi (y — 6, y + J) araliginda elde

edilir. Bu durumda,

oy TS
M(f)(z) =41 € (a,b),
b a2

Burada dikkat edilirse, M ( f) fonksiyonu x = a noktasindan = = b noktasina bir sigramaya
. —1

sahip degildir ve M(f), (1 - dzsﬁf’”) fonksiyonu ile kargilastirabilir bir fonksiyondur

[11].

Maksimal fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verebilmek i¢in ispatsiz olarak asagidaki

lemma verilmistir.
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Lemma 4.5. {B;, By, ..., By} kiimesi R™ de agik yuvarlarin sonlu bir koleksiyonu olsun.

Bu durumda

l
> |B;| =37
r=1

k

s

i=1

4.3)

olacak sekilde ikili ayrik yuvarlarinin sonlu bir {B;,, ..., Bj,} alt koleksiyonu vardir [11].

Simdi sirastyla M merkezlenmis ve M merkezlenmemis maksimal fonksiyonlarin sinirlilig

ile ilgili teorem asagida verilmistir.

Teorem 4.6. Merkezlenmemis Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu L;(R"™) uzaymdan
W L, (R") uzaymna, burada sabit en fazla 3" ve ayn1 zamanda 1 < p < oo i¢in L,(R")
uzayimdan L,(R") uzayina, burada sabit en fazla 3» p(p — 1)7! olmak iizere simrhdir.

Benzer durum M merkezlenmis maksimal operatorii icin dogrudur [[11]].

Hatirlatalim ki operatorlerin L, uzayindan W L, uzayma doniisiimleri zayif (1,1) tiplidir.
ispat.
M(f) > M(f) oldugundan

{z e R":[ M(f)(2) |> a} C {z € R" | M(f)(2) [> a},
asikardir ve bundan dolay1
e e R M) > o < 3712 (@)
gostermek yeterlidir.

E,={x eR":| M(f)(z) |> a}

kiimesi aciktir. Gergekten, x € FE, i¢in x noktasini igeren Oyle bir B, a¢ik yuvari vardir
ki, B, yuvarinda | f | nin ortalamasi « dan kesinlikle biiyiiktiir ve boylece B, yuvar E,,
elemanidir. Bu da E, kiimesinin acik oldugunu ispatlar.

K, E,, nmin kompakt bir altkiimesi olsun. Herbir z € K i¢in x noktasini igeren bir agik

B, yuvari vardir, oyle ki

/ ) | dy>a| B, . 4.5)
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Simdi her z i¢in B, C E, oldugu gosterilsin. Kompaktlikdan dolayr K nin {B,, Bwk}
olacak sekilde sonlu alt oOrtiisii vardir. Lemma @ den dolayr B, ,...,B,, aynk
yuvarlardan olusan bir altkoleksiyon bulunur 6yle ki (4.3)) esitsizligi elde edilir. (4.3) ve
(4.3) esitsizliklerinden

| K |<

k
Uz
i=1

l
< Snz | BIH |
=1
3n
<Y [ 1w
=1 Z5,

<2 [ fw) 1y
E,

(0%

elde edilir, boylece her B, yuvarlar aynktir ve ayn1 zamanda £, kiimesinin elemanlaridir.

Tiim kompakt K C F,, iizerinden supremumu alinir ve Lebesgue Ol¢iisiiniin i¢
diizenliliginden (#.4) esitsizligi elde edilir. Yani M operatorii 3" sabiti ile L' — WL,
doniistimii gerceklenir. M operatorii 1 sabiti ile L — L oldugu asikardir. M, iyi tanimli
ve L' + L* iizerinde hemen hemen her yerde sonlu oldugundan , 1 < p < oo i¢in LP(R™)
uzayinda da sonludur. Teorem (Marcinkiewicz interpolasyon Teoremi) den M, her
1 < p < oo igin LP(R") uzaymdan LP(R™)uzayma sinirhdir. Uyari nin uygulamasi

olarak LP(R™) uzayinda M operatoriiniin normu igin

| M [|ppsre<

D n
P 4.6
73 (4.6)

oldugu goriiliir. Burada dikkat edilirse sinirlilik i¢in Teorem[2.49] nin direkt uygulamasindan
2(17%1)%3% sabiti bulunur [11]. m

Uyar1 4.7. Teorem[.6] nin ispatindan goriiliir ki M/ operatoriiniin L?(R™) uzayindaki norm
sinirlilig1 boyutla iistel olarak artar. Bu sinirin, n boyutta n — oo gibi iistel olarak artmayan

daha iyi bir siira gelistirilip gelistirilemeyecegi merak edebilir ancak bu miimkiin degildir

(bkz. [[11] Ornek[4.8)) .

Ornek 4.8. R > 0 olsun.

c, R"
Tz |z = Mhson)@) 4.7)
cp R™

= (2| 1Ry
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olacak sekilde c,, ve c/n boyutsal sabitleri vardir.
Bu fonksiyonlar R™ iizerinde integrallenebilir olmadi§indan, M operatériiniin L' (R™)
uzayindan L'(R™) uzayina sirl olmadi1 ortaya ¢ikar. Simdi M (M (x p(o,r))) () ifadesine

bakilsin. ilk once

[e.e] n

Rn
WSXB(OR +Z —|—2kR X302k+1R)\B(0 ZkR)
k:()

seklinde yazilsin. esitsizligindeki ifadeden ve M operatoriiniin alt dogrusalligi

kullanilarak,

R 00
M| ——— < M( 1
((l . | +R)n) (l’) = XB(OR + 20: 11 2k XB(O,ZI‘H' ))([L‘)

an o0 n2k+1Rn
D e e L
(|z|+R)" s 1+2 (| x| +2k1R)"

< Chlogle+ | x| /R)
- (It |z |/R)"

elde edilir, & sayisi iizerinden buradaki son ifade ayr1 ayri toplam alimirsa 28+ <| z | /R
ve 251 >| x| /R oldugu goriiliir. Burada dikkat edilmeli ki p > 1 oldugu igin logaritma

fonksiyonu o6zelliginden L uzayinda sinirhilig1 etkilemedigi goriiliir. [11]].

Sonuc 4.9. 1 < p < ocisebudurumda f € [P < M f € LP.

Ispat. M operatorii (p, p) tipli oldugundan p > 1 ve f € LPicin M f € LP dir. Diger yandan
(2.10) ve (4.1) esitsizliklerinden hemen hemen her z i¢in

| f(z) [< Mf(x)

elde edilir. Boylece
[li@pdrs [orf@y.

ve M f € LPisebudurumda f € [P. m
1997 yilinda J. Kinnunen [[18]], p > 1 ve k < 1igin f, WP (R™) Sobolev Uzaylarinda

bir fonksiyon ise bu durumda M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonlarinin birinci
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mertebeden zayif kismi tiirevlerinin LP(R"™) uzaymda oldugunu gosterdi. 2002 yilinda H.
Tanaka [14], £ = 1 iken p = 1 durumunda Kinnunen’in sonucunun genisletebilecegini
ispatladi.

1 < p < ooigin f € LP(R™) fonksiyonlarim W'P(R™) Sobolev Uzayiin
icerdiginde D f, o = 1,2, ..., n birinci mertebeden zayif kismi tiirevleri LP(R"™) ait oldugu
bilinmektedir.

1998 yilinda J. Kinnunen [[18]], 1 < p < oo ve & > 1 olmak lizere
f € WYP(R™) ise bu durumda M f € W?(R"™) ve hemen hemen her z € R" i¢in

| (D*Mf)(z) |< (MD"f)(x). (4.8)

Sonu¢[4.9] ve @.8) esitsizliginden
H D*M HPS Ap H DOéf H,Oz:1,2,...,n (49)

elde edilir.

p = 1 durumundan Kinnunen’in metodu (4.8) esitsizliginin ispatna uygun
olmayabilir, ¢iinkii M fonksiyonu LP-sinirliligina baglidir.

p = k = 1 durumunda f € W' (R") ise bu durumda M, sinirh bir fonksiyon ve
dolayistyla dagilimlar anlaminda tiirevlenebilirdir.

H. Tanaka [|14] tarafindan [, (qu) uzaylarinda M maksimal operatoril ile ilgili sonug

asagida ispatsiz olarak verilmistir.

Sonuc4.10. 1 <p<oo,0<g<oovel <r < ooolsun.
(1)1 < p < oo ise bu durumda I, (qu) uzayindan [, (qu) uzayma M maksimal
operatorii sinirlidir;

(2) M maksimal operatorii [, (L1,) uzaymndan l,(W Ly,) uzayma sinirhdir.

4.1.3. Kesirli Integral Operatorleri
Bu kisimda, Riesz potansiyelin simirliligi ve genel formu (kesirli integral)
incelenmisgtir.

0 < a < mise budurumda | z |7"t*€ L;,.(R"™). Boylece dagilim anlayisi ile

—

( : >(€)=7(&)(2W)“|£\a, (4.10)

| T |n—a
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elde edilir, burada

1a) = wizer(§)rt 2
Riesz potansiyeli
1(f)(@) —L/ f)— @11
o ) Jon D e =y e '

B
- 2 () @

seklinde taniml1 bir operatordiir [40].
Simdi Riesz potansiyeli ile kesirli dereceden Laplacian operatorii arasindaki bazi
bagintilar hakkinda bilgi verilecektir.
A Laplacian operatorii olsun, yani,
02 02

Herhangi bir ¢ € S(R") i¢in, Fourier doniisiimiinden

(—Aa)(€) =4r* | 17 B(6) = (27 | £ [)P(E)
elde edilir.
Boylece, ¢ € S(R") ve 0 < a < n i¢in , (@.10) ve (@.11) esitliginden

o~ L ——

(Lasp)(§) = (27[€]) "B (&) = ((=A)~/2¢)(§)

elde edilir.

Dolaysiyla, dagilim anlayisi altinda, f € S(R™) i¢in

n

fla) = I+ (Z R@f) () =D (I + R0, ) (@), (4.12)
=1 j=1
burada ; Riesz doniisiimiidiir.

R; Riesz doniisiimii (1 < p < 00,j = 1,2, ...,n) i¢in L? uzayinda sinirlilig1 ve Riesz
potansiyelinin 1.dereceden (LP, L?) smirhiligr ile, 0;f € LP, (1 < p < n,j = 1,2,...,n)
ve (@.12) esitliginden f € L7(R™) oldugu sonucu elde edilir. Bu nedenle Riesz potansiyeli,

Sobolev uzay: teorisi ve kesirli dereceden Laplacian operatorii ile yakindan iligkilidir.
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4.1.4. Riesz Potansiyeli

Bu kisimda, 7, 0 < a < n, Riesz potansiyelinin (L?, L?)-sinirhlig1 gosterilecektir.

Ik 6nce gosterilsin ki

1 1
- _Z (4.13)
p q n
gerek sarti altinda
[ o la< C NI f [l (4.14)
dir.
Gergekten de, 6 > 0 icin genisleme doniisiimii
75(f)(x) = f(dz)
seklindedir.
Bu durum da, 0 < o < n i¢in
Ts—11, 70 = 6“1, (4.15)
ve
1 75(F) b= 07" 11 £ Il | 75-1La(f) lg= "4 [ Za(f) lq - (4.16)
Boylece, 6 > 0 i¢in (4.14), @.13) ve (@.16) esitliklerinden
[ Lo f llg = 0% || 7s-1La7s(f) llg (4.17)

= 0t || Lo (f) llg

< C6 | 75(f) |l

= Ca e | £ .
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[@.17) esitsizliginden dolay1 her § > 0 i¢in (4.13)) sartinin olmasi gerektigi sonucuna
varilir.

Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi, 1 < = igin sartinin esitsizliginin
saglamak icin de yeterli bir kosul oldugunu gostermekte olup ilk 6nce asagidaki lemma

verilsin.
Lemma 4.11. f € LP(R"), 1 < p < Z olsun. Bu durumda = € (R") igin

ap

| Lf(z) S C 7 [Mf()] 0,
burada M, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve C' = C'(«, p, n) [40].

Ispat. 2 € R™ sabit ve bazi r > 0 igin

| Lf(2) |< U )d+/ W@e=9l o — i
ly|>r

yl<r ’ Y ‘n « ’ Y ’nfa

J1 icin

Jp = }: h/ —Ez:igdy (4.18)
2

I=lr<|y|<2-3r |y |n “

Jo i¢in p = 1 ise bu durumda
Jo <" | f - (4.19)

1 < p < 2 ise bu durumda Holder esitsizli§inden

) 1/p
Jy < ( / |y |@mme dy) £ 1l (4.20)
ly|>r

Cro7v | f Il

49



elde edilir.
Dolaysiyla, 1 < p < 2 iken (4.18)-(#.20) esitsizliklerinden » € R™ i¢in

| Laf (@) |< CO M () + 7275 || f )

elde edilir.

/1o

M) » seklinde segilirse

r=(

rMf(x) =75 || £,
= || £ Il Mf(a)=F

boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.12. (Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi) 0 < o < n, 1 < p < g ve é =

D=
|
3|9

olmak tizere,
(i) f € LP(R") (1 < p < Z) ise bu durumda

Haf lla< C N F s

(i) f € L'(R") ise bu durumda her A > 0 i¢in

n
n—o

oe B Lf@) = A1 (S 1)

burada C' = C'(a, n, p) [40].

Ispat. (i) (1 — “2)q = p olsun. Lemma den ve 1 < p < oo igin M Hardy-Littlewood

maksimal operatoriiniin L”-sinirlili§indan,

[ Lo llg < C SN Ml
<7l

elde edilir.
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(ii) Lemma den ve M operatoriiniin zayif (1, 1)-sinirliligindan,

n

|z € R Lf(x) [> A\ | = |dz e R : Mf(z) > <L)

CllfIF

< (%) I £

n

C nma
<(S0em)

I, Riesz potansiyeli ile ilgili baz1 sonuglar asagida verilmistir.

elde edilir. m

Uyar1 4.13. Teorem4.12.] (ii) sonucu

| Lo f

2 <C[flh 4.21)

m

seklinde gelistirilemez.
(4.21) esitsizligine karsi bir 6rnek verilsin.

|y |<1lise f(y)=1ve|y|> lise f(y) = 0 olsun. Bu durumda

Lfw)=— [

(@) Jiy<i o —y e

|z |>1ve|y|<1igin

lz—y|<|z|+|yl<lz |+l <2] ],

ve boylece
C
I, > ) > 1,
| Lf@) 12 e
oldugundan
n d
/ Lf) [P de>C [ o
Rn |z|>1 |2 |
bulunur.
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Uyar1 4.14. p = > oldugunda Teorem in (1) sikki gegerli degildir.
Ornek:

2 |7 (log)~50+9) |z |>

N =

fx) =

1

0 ,|l’|>§,

burada ¢ yeterince kiigiiktiir. Acikcasi, f € L (R"). Fakat herhangi bir ¢ igin
o
—(1 <1
- (1+¢) <
saglanir ise bu durumda

1.(/)(0) = ﬁ /| M <zOg|71|>f“+€>dx — o0

1
2

ve I,(f) esas olarak orijine yakin bir yerde sinirli degildir. Buradan I,f(z) ¢
L (R™).

4.1.5. Singiiler Integral Operatorleri

Calder6n-Zygmund integral operatorii, Hilbert ve Riesz doniisiimlerinin bir
genellestirilmesidir. Hilbert doniisiimii, eslenik harmonik fonksiyonun iist yar1 diizlemde
sinir deger problemlerinin calisilmasindan elde edilmistir. Riesz doniisiimii ise ikinci
mertebeden eliptik denklemlerin ¢dziimlerinin diizenliligine karsilik gelmektedir .

feL,(R) (1<p<oo)olmakiizere R iizerinde bir Cauchy integrali:

F(z) = L &dt,

C2mi Jpt— 2

burada z = x + 4y, y > 0. F(z) fonksiyonu R? iizerinde analitik oldugu asikardir. Ayrica

PO = o [ 00 o [ G 0

- %[(Py* (@) +i(Qy * ()],

burada

Iy
Py(t) = T2+ Y2
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Possion ¢ekirdegi ve

Qy(t) = %ﬁ
ise eslenik Possion ¢ekirdegi denir.

Ayrica, Pyx f, f fonksiyonunun Poisson integrali olarak ve (), * f de f fonksiyonunun
eslenik Poisson integrali olarak adlandirilir. Harmonik fonksiyonlarin sinir degerlerinin
ozelliklerinden, y — 0 iken hemen hemen her P, * f — f ve y — 0 iken hemen

hemen her Q, x f — H f. H f, f fonksiyonunun Hilbert doniisiimii denir ve

Hf(x) = pv.l &dt (4.22)

s R:L’—t

seklinde tanimlanir.
f € L*(R) ise bu durumda

—_ ~

Hf(€) = —isgng f(§) (4.23)

oldugu ispatlanabilir.
K(x) = p.v.= olsun, bu durumda H f = (K * f).

f € L*(R™) oldugunu kabul edilsin ve Au = f Poisson denklemi verilsin, burada

R™ tizerinde Laplacian operatoriidiir. Denklemin her iki tarafina da Fourier doniisiimii

uygulanirsa
() = —4n [ € [ ()
elde edilir.
Bu da ]
u(§) = —47T2—|£|2f &)
denktir.

Boylece, 1 < j,k < nigin
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o)) = —arggie) = L fe)
Eger operator
R;f(€) = —i%f(g), j=1,2,..,n (4.24)
seklinde tanimlanirsa bu durumda
2N

8xjaxk)(f) = —R;Ry.f(§)

oldugu goriiliir.

(@.24) denklemiyle tanimlanan R; operatorii Riesz doniisiimii olarak tanimlanir.
Boylece Poisson denkleminin c¢oziimiiniin diizenliligi problemi, Riesz doniisiimiiniin
sinirhlif1 problemine aktarilmigtir.  (4.23) ile (.24) denklemlerinin karsilastirilmasiyla,
Riesz doniigiimiiniin bir boyuttan n boyuta Hilbert doniisiimiiniin bir genellestirilmesi oldugu
goriilmektedir. f € LP(R") (1 < p < oo) ise bu durumda f fonksiyonunun Riesz

doniistimii:

R;f(z) = p-v-Cn/ LY

- Wf(y)dyy l<j=<n (4.25)

Kj(z) =po.gpr (7 =1,2,...,n) ise bu durumda

Simdi de singiiler integral operatoriiniin bagka bir ge¢misi hakkinda kisa bilgi verilecektir.

Biliniyor ki n > 3 oldugunda A Laplacian operatoriiniin temel ¢oziimu

1 1

(2—n)wp_q |x|* =2

['(z) =

Dolaysiyla, f fonksiyonu temel 6zelliklere sahip oldugundan, 6rnegin f € S(R"™) i¢in I x f,

A, = f Poisson denkleminin bir ¢oziimiidiir yani
u(@) =T+ f(x) = C,
Bicimsel olarak, v fonksiyonunun ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinarak:
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fly)dy := lim Qr—y)

e—0* lz—y|>e |x_y|n

f(y)dy

Fux) [ Oz —y)
dx3 /]R |z —y|
elde edilir, burada ;(y) = C,,(1 —n [y |72 v3).

(1; asagidaki ozellikleri saglar:

(@) Q;(\y) = Q(y), YA >0;

() Jsuor Q(y)do(y') = 0;
(©) Q; € LY(S™ ).

1) = tm [ BV

e—0t S yse |2 —y|" Fu)dy

seklinde aliirsa bu durumda Auw = f denkleminin ¢6ziimiiniin L” diizenlilii 7}
operatoriiniin L? sinirhi§ina doniistiiriir.

2 fonksiyonu yukaridaki (a), (b) ve (c)sartlarini saglar ise bu durumda f € LP(R")

(1 < p < o) igin Ty, integral operatorii

Tof(z) = pv. / U =9) y)q (4.26)

R”’x_y‘n

seklinde tanimlanir.
Q(x) = £ alinir ise bu durumda T, operatorii, R; (7 = 1,2, ...,n) Riesz doniigiimii

]

olur. n = 1 ve Q(x) = sgnz alir ise bu durumda T, operatorii, H Hilbert doniigiimii olur.

4.1.6. Calderén-Zygmund Singiiler Integral Operatorleri
Tamim 4.15. K (x) € L, (R™\0) olsun ve asagidaki sartlar1 saglasin:

| K(2)|<Bla|™ Vo#0; (4.27)
/ K(z)dx =0, Y0<r<R<o; (4.28)
r<|z|<R
/ K(z —y) — K(2)|dz < B, Yy #£0. 4.29)
z[>2]y]
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Bu durumda K, Calderén-Zygmund ¢ekirdegi olarak tanimlanir, burada B, z ve y

den bagimsiz sabittir. Ayrica (4.29) sartina Homander sart1 denir [40].

Teorem 4.16. K, Calderén-Zygmund cekirdegi, e > 0 ve f € L,(R") (1 < p < o0) i¢in

T.f(x) = flz —y)K(y)dy

ly|>e

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
D Tof 1,< Ay || f ||p» burada A, € ve f den bagimsizdir.
(ii) Herhangi bir f € LP(R™) i¢in lim._,o T. f, L” normu anlamindadir. Yani,

Tf(x)=pv. [ flz—y)K(y)dy

R”

olacak sekilde bir T vardir.
G| Tf [l,< Ap [ f [l [40].

Uyar1 4.17. Teorem (i1) sikkinda tamimlanan T lineer operatoriine Calder6n-Zygmund
singiiler integral operatorii olarak adlandirilir. Ayrica T, T operatoriiniin kesilmis operatorii
denir [40].

Ispat. ¢ > 0icin, K.(z) = K(2)x{z> () olsun. Bu durumda T.f(z)= K. * f(x)
dir. 1k olarak T., (2,2) tipli ve T., L?(R") iizerinde diizgiin sinirh oldugu ispatlanacaktir.
K., esitsizligini ve ¢ i¢inde (@.28)) diizgiinliigi sagladigr agikardir. Simdi K., (.28)
diizgiinliigiinii sagladig1 gosterilecektir. Aslinda herhangi bir x,y € R™ (y # 0) ve | = |[> 2 |
y |icinhem x € B(0;¢) ve hem de x — y € B(0;¢) ise bu durumda K. (z) = K.(x —y) =
0; hem z € (B(0,¢))¢ ve hem de z — y € (B(0,¢))° ise bu durumda K.(x) = K(x),
K. (z —y) = K(x — y) dir. Boylece , K. (¢.29) sartin1 saglar. Eger | z |[>cve |z —y |< ¢
isebudurumda | z | /2 <| 2z —y |< e ve € <]  |< 2¢ elde edilir. Bundan dolay,

K(z—vy) — K. (x)|de < K.(z) | dx
/|x>2y|' (2 —y) — Ku(a) | </ | K.(2) |

e<|z|<2e
< CB,
burada C' sabiti € dan bagimsizdir. Benzer sekilde |z| < € ve |z — y| < ¢ oldugunda K., ¢

icinde (4.29) diizgiinliigiinii saglar.
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Simdide {T.}, L*(R") uzayinda ¢ i¢inde (#.29) diizgiin sinirh oldugu gosterilecektir.
Gergekten de herhangi bir e > 0, K. € L*(R") i¢in Plancherel Teoremi’nden

sup | K.(¢) |< CB. (4.30)

¢ERn

olacak sekilde bir C' > 0 sabitinin oldugunu gostermek yeterlidir. Aslinda £ € R", i¢in

K.(¢) = lim e LK (z)dx

= lim / 6_2”i’”'5K5(x)dx+/ e 2SI (1) dx
R—oo \ Jiz|<R @ <|z|<R

€

= }%I—Igo(ll + ]2)

ve ([#.28) sartlarindan

Simdi I, goz 6niine alinsin. y = ﬁ seklinde alinirsa bu durumda e?™¥-¢ = —1 olur.

Boylece

I, = / e EYLR (1 — ) da

g <le—y<k

= _/ e M@K (2 — y)dx

ey <le—y<R

= — / e @SR (1 — y)dx + J,

e <l#l<R

J :/ —/ e_zm(x_y)ng(x —y)dz.
4 <|z|<R 4 <|z—y<R

€] €]

burada
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Dolayisiyla
1 ; J
I =- /a [K.(z) — K.(z — y)]e” "9 €y 4 5

2 g <pol<r
elde edilir.
|y |= ﬁ ve a > 1 oldugunda,

‘ (K () — Ku(a — y)le 2004y

a
e <lel<R

K. (r)— K. (x —
S/Wm' (2) - Kez —y) |

<CB

burada C' ve B, ¢ ve £ den bagimsizdirlar.

Diger yandan, {z : g <lzl|< R} ve {z : g <lz—y |< R} kiimelerinin simetrik

farkint £ kiimesi ise bu durumda
1< [ Ko=) | do
E

|y |= ﬁ ve a > 1 seklinde alinirsa

a 2a R
EC{I: SJJS—} {x:—ngQR}.
arer <!l g Ui =lel
Boylece esitsizliginden

|J|s/ |K5<x—y>|dx+/ | K.(x—y) | dz < OB,
s <|z|<3a F<|e[<2R

burada C, B, ¢ ve € dan bagimsizdirlar. Yukarida elde edilen sonuglardan, (4.30) sart1 elde
edilir. Boylece {T.}, L*(R") iizerinde ¢ i¢in diizgiin sinirhdir.

Simdi T. operatoriiniin (1,1) zayif tipli ve ¢ dan bagimsiz simirh oldugu
gosterilecektir.

Her bir f € L'Y(R™) ve A > 0 igin Teorem (Calderon-Zygmund Ayrigtirma
Teoremi) den (); ortiismeyen kiiplerin bir serisi ve g, b iki fonksiyon olmak iizere f = g + b

icin asagidaki ozellikler saglanir.
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(@)l g I3 CX f 1, | g(x)|< 2"\, hemen hemen her x € R";
()X < |Q—1]‘ fQj | f(z) | de < 2™\, her Q; igin;

(@2 1 Qi 1< 51 f Il

(d) ble) = X5, by(@) . fo, by(a)de = 0,5up,; € Q;ve || by <2 f, | f(a) | da

Tef(x) - Tag(x) + Ts(x)
den

A

| {z € R":| T.f(z) |> A} | < Ha: e R":| T.g(z) |> %H + {:1:' € R™:| T.b(z) |> 5}’

= ]1+12

elde edilir.

Birinci adimdan ve (a) sikkindan dolay1

I < (;) [ 1 Tegta) P o

4C

<2 Rnfg(l’) | da
4C

< —

< Iflh

elde edilir.
Iy i¢in QF = 2y/nQ;, Q; gibi ayn1 merkezli ve kenarlar1 ); kiipiiniin 21/n kati olan bir kiip
olsun. E* = J; @; olsun bu durumda (c) sikkindan

* * C'fl
[ BTy 1151 I
j
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elde edilir. Boylece

A
L <|E"| —i—Hx €# E* | T.b(x) |> EH

Ch 2
< — — T.b d
ST D [ 1Tb6 o

olur.

| Teb(z) |<| Teb;(z) | oldugunu gostermek icin
S [ It ldr<c L @31)
5 JRMET

oldugunu ispatlamak yeterlidir. (); kiipiniin merkezi y; olarak alinsin, bu durumda #.29)

sartindan dolay1

[oammlaes [ Ko =y - Ko ) [[5(0) | dyds
R\ B — Jrmao; Jo,

< / b,(y) | | Kz —y) — Kuo(x — y) | dady
Q RM\Q?

SOB/Q b,(y) | dy

J

<208 | || dy
Qj

olur ki (b) ve (¢) siklarindan (4.31) elde edilir. T. operatorii (1,1) zayif tipilidir ve onun

sinir1 € ya da f den bagimsizdir.

Simdi T, operatoriiniin (1 < p < co) olmak iizere (p, p) tipli oldugu gosterilecektir.
Teorem (Marcinkiewiz Interpolasyon Teoremi) den dolay1 T, operatérii (1 < p < 2)
olmak iizere (p,p) tipli oldugu bilinmektedir ve sinir1 € ya da f den bagimsizdir. Simdi
2 < p<oove % + 1% = 1 oldugunu kabul edilsin bu durumda 1 < p’ < 2 olur. Eger
T. operatoriiniin duali T, operatorii olarak alinirsa bu durumda T, f(z) = K. % f(x) olur,
burada [?E(x) = m Acikgasi K., K. nun tim sartlarin1 saglar. Boylece T. operatorii
(p', p') tiplidir. Boylece herhangi bir f € LP(R™) i¢in
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I Tef llp = sup | | Tef(z)g(z)dr |

lglly <t JRm

= sup | f(x)ng(gc)dx\

lgll, <1 JRrn

<|f ||p~ sup || T.g ||p’
llgll,r <1

<Ay

Burada A,, ¢ veya f dan bagimsizdir. Bu da (7) sikkinin ispatini tamamlar.
Herhangi bir f € LP(R") (1 < p < 00) i¢in T f mevcut ve L? de {T. f} limitidir. [Tk
olarak kabul edilsin ki f € C§°(R™). Herhangi bir y (y # 0) igin

([ 15e-n-s@pw) <cly @3
oldugu gosterilecetir. Ger¢cektende,
d J—
(@ —ty) =(Vf —y)(z —ty)
oldugundan,
Yd
fla=u)= fla) = | Gre—ma
1
— (95t - pa

|yl
- / (Vf,~) (@ — sy')ds,
<Al

elde edlir, burada 3/ = % Boylece

</n|f(w—y)—f(x) |pdx>;: (/

ly|
/0 (Vf,—)x — sy')ds

Y
da:)
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Simdi 0 < 7 < € oldugu kabul edilirse bu durumda (4.32)) ve {.27) esitsizliklerinde

IT0f = Tf < | Hﬂw|</Jf@—y%<ﬂ@V¢O;@

n<|y|<e

sc/ v || K@) | dy
n<lyl

<CBe —0 (n,e —0).

Bu da gosterir ki her bir f € C§°(R") igin {T.f}, L?(R™) de bir Cauchy dizisidir. Bu
nedenle
lim || T.f — Tf [,= 0

olacak sekilde T f € LP vardir.

I TFA<I TS =Tef llp + | Tef <[ Tf = Tef [lp +Ap [| £ [l

oldugundan

T o< Ap [l f I

elde edilir.
Herhangi bir f € LP(R") ve § > 0 i¢in g € C§°(R") vardir 6yle ki f = g + h ve
| h||,< ¢ dir. Boylece 0 < 1 < ¢ olacak sekilde 7, ¢ sifira yakinsarken

| T,f—T.f Hp < | Tn(f - 9) ||p + | Tng —Teg ||p + || Te(g — f) Hp

< B F=glp+1Tog=Teg lp +A 1 g = f Il
— 24,0,

dir. ¢ keyfi oldugundan dolay1 {T. f}, herhangi bir f € LP(R") i¢in L?(R™) uzayinda daima
bir Cauchy dizisidir. Boylece

lim || Tf ~ T.f |,= 0
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veE

TSNl Ap 1 F llp

olacak sekilde T f € L” dir ve bu da ispat1 tamamlar. m

4.1.7. Fourier Carpanlar1 ve Kaldirmalar

Bu kisimda, Fourier carpanlart ve kaldirmalar ile ilgili tanim ve Ozellikler
incelenmistir.

), R™ izerinde kompakt bir kiime ve 0 < p < oo ise bu durumda
Lya= {f e S'(R") : suppFf CQ, || fllL,, < oo}.

0 <p, ¢ <oove{Q;}jen,, R" lizerinde kompakt bir dizi olsun. j € Ny ve f = {f;}jen, €
lq(Lyq) i¢in f; € Ly, q, ise bu durumda

f={fi}tiemo € ly(Lpg0)

dizisi seklinde tanimlanir.

Asagidaki L,, o uzay: ile ilgili bazi teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 4.18. 0 < p < 00,0 < g < oovel < s < p, (2 kompakt bir kiime, d, ) kiimesinin
cap1 ve f € L,qq olsun.

(1) s < p < oo ise bu durumda

S —y)l
U Al <C , Vf e Ly
yEREL 1 + d‘y’n/s qu - ||f||LPq f pq
(2) p = s ise bu durumda
plm—_y>/| <Ol VF € Ly
yern 14 d|y| Wi

olmak {izere burada pozitif bir C (f den bagimsiz) sabiti vardir.

Teorem4.19. 0 < p < 00,0 < ¢ < 00, 0 < s < min{p, ¢} ve 0 < r < oo olsun. ;

kompakt kiimelerin bir dizisi, j € Ny i¢in f; € Lyq0; ve d, €2, nin bir ¢api olsun.
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165G =yl
Ssu
vein 1+ d; |y|n/s

|

olacak sekilde pozitif bir C' sabiti vardir.

}H <l . - S ienn € 1 (Lan).

s € R ise bu durumda

H(R") = {f e S(R") : |If]

iy = |0+ 1 BYRFFC)|,, < oo}

seklinde yazilir.

4.2. Triebel-Lizorkin-Lorentz Uzaylar1 Tammm ve Baz1 Ozellikleri

Harmonik analizin 6nemli konularindan biri olan Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylari
bir ¢ok matematikgi tarafindan calisiimaktadir. Ocellikle, B; (R") Besov ve F: (R")
Triebel-Lizorkin uzaylarinda, adi ve kismi diferensiyel denklemlerin incelenmesinde zengin
ve kullanigh araclar saglayan tiim klasik uzaylar1 yani Holder uzaylari, Sobolev uzaylari,
Bessel-potansiyel, Zygmund, yerel Hardy ve BMO(R"™) gibi uzaylar1 kapsar. (Bkz. [42]
[45]], (461, [47], [49])

Bu boliimde,

Sf(x) = / e~ f(y) d

Fourier carpanlarinin temelinde tanimlanan Besov Lorentz ve Triebel-Lizorkin-Lorentz
uzaylar1 incelenmistir. Ayrica Triebel-Lizorkin-Lorentz fonksiyon uzaylarinin kaldirma
ozellikleri, Fourier carpanlari, ayrik karakterizasyonlar:1 gibi bazi temel 0Ozellikleri
verilmistir. Benzer sekilde n-boyutlu Oklid uzay iizerinde tanimli Triebel-Lizorkin-Lorentz
uzaylar1 arasinda bazi gommeler ve bu uzaylar lizerinde pseudo diferensiyel operatoriin
stnirliligr da incelenmistir. Benzer problemler Besov-Morrey ve Lizorkin-Triebel-Morrey
uzaylar1 icin de bir ¢ok matematik¢i tarafindan incelenmistir. (Bkz. [8]], [12], [17], [26],
(371, (391, [43]).

4.2.1. Triebel-Lizorkin-Lorentz Uzaylar:

Tanmm 4.20. s € R, 1 < p,q < 00,1 < r < oo olmak iizere Triebel-Lizorkin-Lorentz uzay1

Eori={u e S'(R") : [Jul

For < 00}
seklinde tanimlanir [52]].
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Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayinin normu:

lullzgrs 1(or * wrero Nl z,.,a2)s

burada () keno, asagidaki gibi tanimlanan bir ikili ayrigtirmadir.

Tamim 4.21. @y, (N € N), asagidaki 6zelliklere sahip (¢ )ken, C S(R™) fonksiyonlarinin
sistemlerinin kiimesi olarak tanimlanur:

o Vk € Ny igin pk > 0.

ek eN igin spt(pr) C {28V < x| < 28N} ve spt(pg) C {|z| < 2V}

o V¢ € R" icin

Dy <) ¢u(€) < Dy (4.33)
k=0

olacak sekilde Dy, D5 > 0 mevcuttur.
e Herhangi bir o € N} i¢in,

€10 on(€)] < Co (4.34)

olacak sekilde her k € Ny ve £ € R" icin C, > 0 mevcuttur.

Ayrica, ¢ := U ® y kiimesi ve (¢x)ren, € Pa ile her bir (P )ren, ailesi bir ikili

NeN
ayristirmadir [44]].

Burada dikkat edilirse, (4.34)) esitsizligindeki C,, sabiti k£ indeksinden bagimsiz fakat secilen
N € N baghdir, yani, ikili aynistrmanin 2V capindandir. Ayrica (#.33) esitsizligindeki D,
nin varlii, @ = 0 ve spt(¢y) nin dzellikleri ile (4.34)) esitsizliginden elde edilir [15].

.. 1

Ornek 4.22. ¢ € C*(R"), {|z| < 5} ve 0 < ¢ < 1 olmak iizere
spt(¢) C {|x| < 1}, ¢ = 1 ile radyal simetrik olsun.

¢ eR"vek € Zigin

\

seklinde tanimlansin.
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k > 1igin @y = 1y ve

S Ui(€), E£0  ise

Jj<0

Po(§) =

olmak iizere ¢y € S(R"). Bu durumda, her £ € R" i¢in Z vr(§) = 1 olmak iizere

k€N
(pr)ken, € Dy elde edilir. Ayrica, agsagidaki 6zellikler gergeklenir:

(@) vk € Nigin [[¢g][2, = [[¢]|, -
N

(b) R" tizerinde Z ok "3 1 lokal olarak tektir.

k=1
N

() Vf € S(R") igin S(R™) uzayinda »_ ; * f =3 f.

§=0
N
(d) Yu € §'(R") igin S’(R™) uzayinda Z ©j kU N,
§=0
Eger |||/, qs) Lorentz-normu yerine ||.||,(s) yazilirsa bu durumda ¢ok iyi bilinen
F; , Triebel-Lizorkin uzaylari elde edilir. Daha genel olarak F)P = F7 [15].
Asagidaki sonuglar Yang, Cheng ve Peng [52] tarafindan elde edilmistir. Ispatlart
dalga teorisine dayanmaktadir. Ayrica burada belirtelim ki, H. Triebel [44] tarafindan
geligtirilen interpolasyon ozelligi ile LP-interpolasyon, geri ¢ekme ve diizeltme teknikleri

ile tiiretmenin miimkiin oldugu goriilmektedir.

Onerme 4.23. Triebel-Lizorkin-Lorentz  uzaylari,  ikili ayristrmanin  seciminden

bagimsizdir [[15].
Teorem 4.24. s € R, 1 < py, p1,q < 00,1 < 1o, 11,7 < 00,pg # p1 ve 0 < € < 1i¢in dyle
.1 1—-6 0 .
ki—- = + — olacak sekilde
p Po P1
(Foog» Fora)or = Fpg
[15].

Lemma4.25. s € R,1 < p,qg < covel < r < oo olsun. Bu durumda asagidaki siirekli

gdmmeler mevcuttur.
() S(R*) C F7 C S'(R™) ve yogundur.
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(i) T > Oigin F5tmr C E3v.

(iii)s > 0 = F37 C Ly, [T3).

Ispat. (i) sikki, Triebel-Lizorkin uzaylari i¢in

SR")CF;, NE CFCFy +F)

Ppo,q p1,9 Ppo,q p1,9

c S'(R™)

oldugundan ve Banach uzaylarinin interpolasyon c¢iftinin kesisiminin reel interpolasyon
uzayinda yogun olmasindan ispatlanir.

(i) sikk1 I3 C I3 nin bir sonucudur.

(iii) s1kkinin ispatinda Ornek nin (P )ken, ikili ayrigtirmasini kullanarak ilk

once — + — = 1 olmak iizere Holder esitsizliginden
qa g

oo
1
1> lox* ulllz,, < Cll()menol, llul
k=0

. (4.35)

elde edilir. s > 0 oldugundan u € F}7 icin sag taraf sonludur. Ornek (d) den

u = Y ¢ * u elde edilir, buradaki yakinsama S'(R") igindir. Simdi @33) esitsizligi,
k=0
serinin hemen hemen her yerde noktasal yakinsakligini verir ve bdylece u Olciilebilir bir

fonksiyondur. Diger tarafdan (#.35]) esitsizliginden

lullz,,, < Clul

ST .
Fplq
|

Onerme 4.26. s c Rve 1 < p, ¢, < oo igin Fy7 uzayr HT simfindandir [[15].

Ispat. Hilbert doniisiimiiniin

H:SR,F0) — MR, Fr),
Hf@) —tim [ L3,
NO S5 >e S
uzantisinin H € L(L,(R, F;;7)) oldugunu gostermek gerekiyor . Herhangi bir s € R ve
1 < g < oo i¢in, Tonelli’nin teoremi sunu ifade eder:
Ly(R, 1) uzayr HT smifimin bir uzayidir ve ayrica keyfi bir 1 < p < oo igin de
Ly(R, 1) uzayida HT smifinin bir uzayidir . Bdylece, F;) , Triebel-Lizorkin uzay1, L,(RR, ;)
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uzayinin bir alt uzay1 oldugundan, herhangi bir s € R ve 1 < p, ¢ < oo i¢in H T -6zellikleri
F; , uzay1 icinde gegerlidir.
Simdi ispatin tamamlanmas1 yoniinden Teorem in sartlarin1 saglayan s, p, q,r

sabit parametreleri icin, interpolasyon 6zelliginin dogrudan bir sonucu olarak
Lr (R, (Xo, Xl)@,r) = (Lr (R, )(0)7 L,«(R, Xl))G,T

olup (Xo, X1)s,, reel interpolasyon uzayr 7 smifinin uzayinin bir Xy, X interpolasyonu

¢ifti icin H7 simfindandir. Dolayisiyla FJ7 uzayr HT sinifidir. m

Sonu¢ 4.27. s € Rve 1 < p,q,r < ooigin F;; uzayi, refleksifdir [33].

Sonug ya benzer asagidaki sonug, H. Triebel [44] tarafindan Triebel-Lizorkin
uzaylar1 igin elde ettigi sonug (bkz.Teorem 2.6.2) ve Teorem [4.24] in bir sonucu olarak

verilmigtir.

Onerme 4.28. s € Rve 1 < p,q,r < oo i¢in F; uzaymn dual uzayi, Fp:;” uzayidir,
L 1 1 1 1 1 1
buradal <p', ¢, 7" <o0,-+—=1,-4+—-—=1ve -+ — =1.
p 7 q d ror
Onerme 4.29. s c Rve 1 < p, ¢, < oo icin F37uzayt (o) ozelligine sahiptir [[15].

Ispat. Ly(R",[7) uzaymnda siirekli bir gémme mevcut oldugundan dolayr Fj,
Triebel-Lizorkin uzaylar1 («) Ozelligine sahiptirler. ~ Dolaysiyla («) ozelligi reel

interpolasyon altinda korundugundan bunu gerektilir (bkz. [15], Teorem 4.5). m

Teorem 4.30. ( Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylari i¢in Carpan Teoremi )

seR,1<p,g<oovel <r <ooolsun. Vo € {0,1}" i¢in

Co:= sup  [£90"“m,(&)] < o0
EeRM\ {0}, eA

olacak sekilde (my)xea € C™(R™\{0}, C) olsun. Bu durumda VA € A igin
FimyF : S(R") — S'(R"),

Ty sy < C Ca
H )\HS(Fp,q) - ozér{loaﬁ(}n
olacak gekilde

. IS,T s,
Ty Fp7q — Fp7q
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stirekli bir (tek) uzantiya sahiptir, burada C' > 0 sabiti, p, ¢, s, r ve n parametrelerine baglidir.

Ayrica 1 < 7 < co durumunda (Th)xea C S(F7),  R- smirhdir [15].

Ispat. £ € R"\{0},2 = (24)ren, € I: ve A € Aigin My(§)z = (mx(§)zr)ren, olacak
sekilde My € Loo(R™,S(I7)) tamimlansin. Kahane biiziilme ilkesine gére (Teorem ,
Co < 00 olmast durumunda {{*0*M,(€) : & € R™\{0}, A € A} C S(I3) ifadesinin
R-smirhiligini ve R-siur1 2a él{léiﬁ{} . Cy degerini agmadif goriilir. [7 (1 < ¢ < oo) HT
sinifi oldugundan ve («) 6zelligine sahip oldugundan dolay1 teorem M nin bir Fourier

carpani oldugunu yani, her A € A i¢in

FIMF - SR 112) — S'(R™, /1)

ifadesinin siirekli bir uzantist Sx: L, (I7) — L,([;) oldugu goriiliir yle ki

R,{Sx: A€ A}) <C max Co = K. (4.36)
ae 0,13
Buradan
(or * F'maF flreng = F MAF (i * fren, 4.37)

ozdesliginden f € S(R") igin || F~'maFfllps, < K| f|
F'myF : S(R*) — S'(R") nin siirekli bir T, : F;, — FJ, uzantisi elde edilir.
Dolayisiyla (4.36) ve esitsizliklerinden R,({7h : A € A}) < K. Boylece p = r

i¢in ispat tamamlanmis olur.

Fs, esitsizligini ve sonug olarak

Sonucu daha da genellestirmek i¢in, 1 < py < p < p; < oo ve 0 < # < 1 araligindan

1-6 0
segilirse Oyle ki — = + —ve 50 = (Fy . By o )o.r €lde edilir. Boylece
p Po D1 7 ’ ’

T)\2<FS E? )9’7-_>(Fs N )977,

Po,q’ ~ pP1,9 P0,q’ ~ P1,9

icin (| Tallsrgry < C § ggﬁ ~Cq elde edilir, ¢iinkii reel interpolasyon methodu 0
tiirtindendir, ayrica burada C’ > 0 sadece p, q, s, r ve n bagl bir sabittir.

7 =0,1i¢in F;qu, ‘HT sinifina ait oldugundan, p = r durumunun bir sonucu olarak
1 <r < ooigin

T)\Z((FS F? )97r—>(FS F? )977“

P0,q° ~ P1,9 Po,q° ~ P1,9

‘R-smurlilig1 elde edilir (bkz. [19],Teorem [3.19]). m
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Onerme 4.31. s € R, 1 < p,q < oo ve 1 < r < oo olmak iizere
(i) o € Ricin

Fitor ={ueS'[R") : F' A+ ¢°)5 Fue F)y .
(@) k € Ny icin
Fythr = {u e 8'(R") : 0%u € FyiVa € Ny, |al <k}
(i) m € Ny igin
Eremr — {u e S'(R™) : NMNu € Fivj € No,j < m}.

(1), (i) , (i7) ile verilen uzaylarin normlart sirasiyla

0]
IF 7+ [€1%)2 Full g

(i0)

> % ulls,

ol <k
(iif)

> AT s

0<j<m

seklinde olup birbirleri ile denk normalardir [15].

Ispat. u € S'(R") ve a € Rigin
Bou:=F Y1+ |¢P)2 Fu

Bessel-potensiyel operatorii gdzoniine alindiginda

(0r)ken, € D sabit ve o € R™ ise bu durumda

Qko' .
W@k (5 )

oldugundan Fourier kaldirma 6zelliginden yararlanarak (v )ren, € © elde edilir. Boylece

(€)=

||U| F;,’; ~ ||BUU||F;’;0,T (438)
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ve (1) sikkinin ispati tamamlanur.

Simdi (4.38) esitsizliginde 6zel olarak o = 2m seklinde secilirse,

||u prpzmr ™ (1 — &) ul g denkligi ile birlikte
s+2m,r __ ny . m s,r
Fg ™ ={ue SR : (1= A)"u e i}
elde edilir. Dolayistyla (7i7) ispatlamak igin

> a7y

0<j<m

ry SO =4)"

oldugunu gostermek yeterlidir, ¢iinkii aksi durumu agikardir. Bu amacla

€1
(1 +[€[?)*

dolay1 (#7i) sikki ispatlanmig olur.

seklinde yazilsin; gercekten de ifadesi Teorem 4.30.| un sartlarini sagladigindan

Simdi (4¢) sikkinin ispati i¢in

9% = il F1 3 —FB o] <k, (4.39)
(L+eNs
ve
Bfu=F"1>" G T - Fu (4.40)
|<k0‘ |0‘| (1+1€*)2

yazilirsa; Teorem ve (4.38) denkliginden

Fotkr ™ Z |0*

| <k

[l

elde edilir, burada (4.40) esitligi ” < ” durumunu ve (4.39) esitligi ” > ” durumunu ifade
eder. m
Teoerem ve H. Triebel [46] tarafindan H5(R") uzaymdaki (Blm. 1.6.3, Teorem

1, syf. 31-32) sonugclarina gore elde edilen teorem ispatsiz olarak verilmistir.
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Teorem4.32. 0 < p < 00,0 < g < ocovel < r < ooolsun. Q = {Q;},en,, R”
tizerinde kompakt bir dizi olsun j € Ny i¢in f; € Lygq; ve dj, ; min ¢ap1 olsun. v >
n/2 +n/min{p, q} ise pozitif bir C' sabiti vardir dyle ki;

Herhangi bir {G;} € H¥(R™) dizisi i¢in

P} 0y < © 50 0G5 g 1

veE

[{Il7Ci7 . b, < oGl

{150s,, ],
[13]].

S S 101 3 .
By, - ve F, . uzaylari i¢in elde edilen sonug:

Teorem 4.33. ¢ = {¢; }eny, ¥ = {¥;}jen, € P(R™) olsun.

(1) —00 < s < 00,0 < p < 00,0 < g < ooise budurumda F};, , uzayinda || f|

¢
F;Qﬂ"

ve || £

;@S normlar1 denktir;
pq,r

(41) —00 < 5 < 00,0 < p < 00,0 < g < oo ise budurumda B, uzaymda HfH%M

ve || /]

ﬁs normlar1 denktir [3]].
pg,r

L € N ve A,(R"), kompakt destekli tim & = {®;},cy, fonksiyon dizilerinin

koleksiyonu olsun ve

L) = sup |z > [DVo(x)| +  sup  (Ja|* + |2 7F) Y |D76;(2x)]

TERN V<L zeR™\{0}, jEN <L
< 00
saglansin. Bu durumda herhangi bir L. € N icin

P(R™) C AL(R™)

oldugu kolayca goriilebilir.
LeN, ¢ ={¢;};cy, € ALR"), f € S'(R") ve a > 0 olsun. Maksimal fonksiyon

\ B (F o, Ff)(z—y)|
(65 f) () = sup T2y

, € R" 5 €N

seklinde tanimlanir.
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Teoerem [4.19] ve H. Triebel [46] tarafindan maksimal esitsizlikler i¢in ispatlanan
(BIm. 2.3.6, Onerme 1, syf. 53) sonuglara gére elde edilen teoremler asagida ispatsiz olarak

verilmistir.

Teorem4.34. s € R, 0 < p < 00,0 < ¢ < 00,0 <r < o0, a > n/min{p, ¢} olsun.
L > |s| + 3a + n + 2 ise bu durumda

e m 0}
0<T<l

ve Vo = {¢;}jen, € P(R™), ¢7 = {¢] }jen, € AL(R"), 0 <7 < L igin

278
LZ"I

olacak sekilde pozitif bir C' sabiti vardir [3].

<C sup L) 117 o) (4.41)

Ir(Lpq) 0<r<1

< ¢ sup L&) 11 £ 15y (4.42)

pa,r
lr

sup (¢7*f)

0<r<1

Bir m € C*°(R") fonksiyonu,

Big.r S C HfHng’T’ vf € BM,

pqr7

olacak sekilde pozitif bir C' sabiti mevcut ise (B;"qr, By, 7ﬂ) Besov-Lorentz uzayinda bir
Fourier carpani olarak adlandirilir.
Benzer sekilde, Fourier carpani (F75, ., Fs ) Tribel-Lizorkin uzayinda da tanimlanur.

N € N olmak iizere m Fourier ¢carpaninin normu

N/2
|m||xy = sup sup (1—|— ]a:|2) / |D"m(z)|
[v[<N zeR™

seklinde ifade edilir.

Teorem4.35. s € R, 0 < p < 00,0 < g < oovel <r < ooolsun. N yeterince biiyiik

secilirse bu durumda m € C*°(R") igin

o VfEB (4.43)

pqr7

veE

(4.44)

qu’

v <Clmly g, . VfEF,
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olacak sekilde pozitif bir C' sabiti vardir [3].

1, Bessel potensiyeli, o € R icin

Lf=F'(1+ ) Ff,  feS®Y

seklinde tanimlanir.

Burada,

LIz =I,.5

ve sirasiyla, I, Bessel potensiyel fonksiyonu, S’'(R™) Tempered Schwartz ve S(R™)
Schwartz uzaylarinda birebirdir.

Asagidaki teoremde Bj . Besov-Lorentz ve Fj . Triebel-Lizorkin uzaylan i¢in
kaldirma 6zelligi ile ilgili elde edilen sonug¢ verilmistir.

Teorem4.36. s, c c RR,m e N0 < p <o0,0<g<oovel <7 < ooolsun. Bu

durumda
(1) I, Bessel potensiyeli, B;, . uzayindan B; "7 uzayina izomorfik bir dontigtimdiir.
Ayrica, Vf € B, . igin
Z 1D fllpszm = N ggrm + Do ; (4.45)
[y|<m j=1 i UBs m

(41) I, Bessel potensiyeli, F;, . uzaymndan F,~? uzayma izomorfik bir doniisiimdiir.

Ayrica, Vf € F, . igin

n

ST s = Wl + 3

[v[<m Jj=1

ot

4.4
5 (4.46)

s—m
FP‘I,T

(31

Ispat. (i) sikkini ispatlamak yeterlidir ve (ii) nin ispatida benzer sekilde yapilir.
[k 6nce ¢ = {¢ }ren, € P(R™) ise bu durumda

() = {h (@) bremo = {277 (1 + |2*)" (@) bren, € ALR™),

burada L biiyiik bir say1 se¢ilebilir.
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f € BM?  Teorem ve

| F 0 Ff(2)] < vif(), k €Ny

ifadesinden

11 f||BM;q;’_||{2SGk‘F (L] )7

LPQ)
qu
< C||fllsag,, (4.47)
esitsizligi elde edilir.
(4.47) esitsizligi ve f = I,1_, f olmasindan dolay1
1118z, < C o fllags - (4.48)

pg,r —

I, Bessel potensiyeli, S'(R") tizerinde bire bir oldugundan dolay1r BM;, , uzayindan
BM?~7 uzayina bire birdir. (4.47) ve (4.48) esitsizliklerinden,

pg,m

pg,r
i¢in bir yar1 normdur.

Simdi (@.49) esitsizliginin ispat1 verilsin. v = (71, ...,7,) i¢in Teorem dan
dolay1 27 (1 + |z|?)~™/2, BM?, . iizerinde bir Fourier ¢arpanidir.

pq,r

7| < mve f € BM;, . ise bu durumda

DD flsage = D WF O Ff || g

[v|<m [v|<m
= Y NF A+ ) PFF A A )P F | e
[y|<m ’
< llpasge < Cllf Nl (4.49)

pq,r pq,™

elde edilir.
Boylece (4.47) esitsizliginden (4.49) esitsizligi elde edilir.
Son olarak, 7 = 1,...,n i¢in f, % € BM; " ve [ € BM;, . oldugu

varsayilsin. Ayrica H. Triebel [46] tarafindan, BM? ™ uzay1 tizerinde p;(z), ..., p,(x)

pq,r
Fourier ¢arpanlart ve Vo € R” i¢in C pozitif bir sabit olacak sekilde

1+ij 2)z" > C(1+ |z[*)™/?
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oldugu ispatlanmistir.
Teorem den, (BM;_"L BM S_m) lizerinde

q,r pq,v

M(x) = (1+ |=*)"/ (1 + Zm(@ﬁ)

j=1

bir Fourier ¢arpanidir. Dolaysiyla

I sz < CIF A+ )2 Ff || agsm

<C

FIM(x)FF! (1 + im(x)x?) Ff

s—m
BMpq.r

< Ollflpaggr +C D IF " 0s@)a Ff | g
j=1

elde edilir.

Boylece 5
x;.”]-"f:C’}"—an j=1,....n
Ox]

ve p;j(x) in Fourier ¢arpani 6zelliklerinden

omf

n
123, < Clfllpaggsr +C Y |5
g=1 1

sS—m
BMpq.r

elde edilir. Bu sonuca gore (4.45)) denkligi gosterilmis olur. m

76



5. SONUC VE ONERILER

FJ; olgegi bircok 6nemli fonksiyon uzay: igerir: r = p olmak iizere, ¢ = 2 i¢in
H, Bessel potansiyel uzaylarini elde edildi. Bununla birlikte sirasiyla s ¢ Z durumunda
q = pigin ve s € Z durumunda ¢ = 2 i¢in W Sobolev-Slobodeckij uzaylari elde
edildi. Ozellikle, s = 0 olmasi durumunda, L, Lebesgue uzaylarii ve Lorentz uzaylarim
Ly, = FIS 5 elde edildi. Bu tez konusunu bir baslangi¢ kabul edilerek, "Harmonik Analizde
Triebel-Lizorkin-Lorentz Uzaylar1 ve Integral Operatorleri” konusunda daha ileri diizeyde

caligmalar yapabilmek i¢in bir temel olusturulmasi hedeflenmektedir.
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