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YÜKSEK LİSANS TEZ ÇALIŞMASI
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1. GİRİŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1. Ön Bilgiler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

HARMONİK ANALİZDE TRIEBEL-LIZORKIN-LORENTZ
UZAYLARI VE İNTEGRAL OPERATÖRLERİ

Sezgin GİRGİNOL

KIRŞEHİR AHİ EVRAN ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

I.Danışman: Prof. Dr. Ali AKBULUT
II.Danışman: Dr. Süleyman ÇELİK

Yıl: 2025, Sayfa: 83
Jüri: Prof. Dr. Ali AKBULUT

Prof. Dr. Vagıf S. GULIYEV
Prof. Dr. Ahmet EROĞLU

Bu yüksek lisans tezinde harmonik analizde Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayları ve

integral operatörleri incelenecektir. İlk bölümde, araştırmanın önemi, kapsamı ve amacı

ifade edilmiş, çalışmamızın bilime sağladığı katkılar hakkında bilgi verilmiştir. İkinci

bölümde, çalışmamız ile ilgili bazı temel tanımlara ve harmonik analizdeki bazı fonksiyon

uzaylarının tanım ve özelliklerine yer verilmiştir. Üçüncü bölümde, tez konusu ile ilgili

materyal ve metotlar hakkında kısa bilgi verilmiştir. Dördüncü bölüm iki kesimden

oluşmaktadır. İlk kesimde, harmonik analizde bazı integral operatörlerinin tanım ve

özelliklerine, ikinci kesimde ise Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarının tanımları ve kaldırma

özellikleri, Fourier çarpanları ve ayrık karakterizasyonlar gibi bazı temel özelliklerini

incelenmiştir. Ayrıca n boyutlu Öklid uzayında tanımlanan Triebel-Lizorkin-Lorentz

uzayları arasında bazı gömme teoremleri verilmiştir. Son bölümde ise tez konusunun

araştırılmasındaki amaç ve hedefi hakkında kısaca bahsedilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Sobolev uzayı, Besov uzayı, Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayı,

Maksimal fonksiyon, Singular integral operatör, Riesz potansiyeli.
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ABSTRACT

MASTER IS THESIS
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OPERATORS ON HARMONIC ANAYLYSIS
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INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
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Year: 2025, Pages: 83
Juries: Prof. Dr. Ali AKBULUT

Prof. Dr. Vagıf S. GULIYEV
Prof. Dr. Ahmet EROĞLU

In this master’s thesis, Triebel-Lizorkin-Lorentz spaces and integral operators in

harmonic analysis will be investigated. In the first chapter, the importance, scope and

purpose of the research are expressed and information is given about the contributions of

our study to science. In the second chapter, some basic definitions related to our study and

the definitions and properties of some function spaces in harmonic analysis are given. In

the third chapter, brief information is given about the materials and methods related to the

thesis topic. The fourth chapter consists of two sections. In the first section, the definitions

and properties of some integral operators in harmonic analysis are examined, and in the

second section, the definitions of Triebel-Lizorkin-Lorentz spaces and some of their basic

properties such as lifting properties, Fourier multipliers and discrete characterizations are

examined. In addition, some embedding theorems between Triebel-Lizorkin-Lorentz spaces

defined in n dimensional Euclidean space are given. In the last chapter, the aim and target

of the research of the thesis topic are briefly mentioned.

Keywords: Sobolev space, Besov space, Triebel-Lizorkin-Lorentz space, Maksimal

function, Singular integral operator, Riesz potential.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

Kısaltmalar Açıklama

(X,A, µ) : Ölçü Uzayı

Lp(Rn) : Lebesgue Uzayı

WLp(Rn) : Zayıf Lebesgue Uzayı

W k,p(R) : Sobolev Uzayı

Hk : Hilbert Uzayı

Bs
p,q(Rn) : Besov Uzayı

Hs
p : Bessel Potansiyel Uzayı

W s
p : Sobolev-Slobodeckij Uzayı

S(Rn) : Schwartz Fonksiyon Uzayı

S ′(Rn) : Tempered Dağılım Uzayı

Lp,r(Ω, X) : Lorentz Uzayı

Bs,φ
pq,r : Besov-Lorentz Uzayı

F s,r
p,q : Triebel-Lizorkin-Lorentz Uzayı

F s
p,q(Rn) : Triebel-Lizorkin Uzayı

Mf(x) : Maksimal fonksiyon

Iα(f)(x) : Riesz Potensiyeli
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1. GİRİŞ

Harmonik analizde fonksiyon uzaylarının modern teorisi S.L. Sobolev, A. Zygmund,

A. Calderon, E.M. Stein, O.V. Besov, P.I. Lizorkin, H. Triebel, V.I. Burenkov, V.S. Guliyev

gibi ünlü bir çok matematikçi tarafından incelenmiştir. Bu teori fonksiyonel ve reel

analizin bir çok önemli konusuna ve diğer matematiksel disiplinler içinde kısmi diferensiyel

denklemler ve matematiksel fizik gibi bir çok alanda başarılı bir şekilde uygulanmıştır. İlk

olarak F. Riesz [31] tarafından Bourbaki grubunda tanıtılmasına rağmen Lp(Rn) Lebesgue

uzayları 1958 yılında Fransız matematikçi H. Lebesgue’in adıyla matematik dünyasına

girmiştir. Banach uzayları ve topolojik vektör uzaylarının önemli bir sınıfını oluşturan

Lp(Rn) uzayları, harmonik analizin problemlerinin çözülmesinde olduğu gibi kısmi türevli

denklemler teorisi ile fizik, istatistik, mühendislik, finans ve ayrıca diğer disiplinlerde bir

çok uygulama alanları vardır.

Örneğin integral ve diferensiyel operatörlerin farklı norm eşitsizlikleri fonksiyon

uzaylarının teorisinde ve onların uygulamalarında büyük öneme sahiptir. Ayrıca integral

operatörlerinin Lp(Rn) uzaylarında sınırlılığının incelenmesi bazı uygulama alanlarında

önemli bir yer tutmaktadır. Özellikle diferensiyellenebilir fonksiyonların klasik uzaylarının

teorisi (Sobolev uzayları, Besov uzayları gibi vb uzaylar) bu eşitsizlikler üzerine esas olarak

inşa edilirler. Bunun yanısıra son yıllarda integral ve diferensiyel operatörlerinin norm

eşitsizlikleri ile ilgili bir çok zor problem çözülmüştür. Bu sonuçlar fonksiyonel analizin

özellikle geniş olarak lineer ve lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlere uygulamaları

için temel araçlar olmuştur.

Harmonik analizin klasik operatörlerinin çeşitli fonksiyon uzaylarındaki sınırlılığı

yoğun bir şekilde birçok matematikçi tarafından çalışılmaktadır. 1951 yılında G.G.

Lorentz [24, 25] tarafından tanımlanmış olan L(p, q) Lorentz uzayları harmonik analizin

önemli konularından biridir. Lorentz uzayları harmonik analizdeki bazı iç problemlerin

çözülmesinde, fizik alanında ve matematiksel kısmi türevlerin son yıllarda çözülmesinde

önemli bir alan oluşturmaktadır. Ayrıca integral operatörlerinin Lorentz uzaylarında

sınırlılığının incelenmesi bazı uygulama alanlarında önemli bir yer tutmaktadır.

Son yıllarda, F s,r
p,q Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarının kısmi diferensiyel

denklemlerde önemli bir yeri vardır. 2005 yılında Q. Yang, Z. Cheng ve L. Peng [52]

tarafından, s ∈ R, 1 < p, q < ∞ ve 1 ≤ r ≤ ∞ olmak üzere F s
p,q uzayları ve Lp,r Lorentz

uzayları tanıtıldı. Dolaylı olarak F s,r
p,q uzayları, 1978 yılında H. Triebel [44] tarafından

incelendiği görülmektedir. Q. Yang, Z. Cheng ve L. Peng [52] tarafından, F s,r
p,q uzaylarında

dalgacık teorisi aracılığıyla, özellikle kısmi diferensiyel denklemlerin uygulamaları için ve
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en önemlisi Triebel-Lizorkin uzaylarının bir reel interpolasyon ölçeği olduğu kanıtlanmıştır.

2011 yılında da Z. Xiang ve W. Yan [50] tarafından, Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarını

kısmi diferensiyel denklemler bağlamında ele aldılar ve yarı jeostrofik bir denklemin lokal

iyi pozluluğunu belirlediler.

F s,r
p,q ölçeği birçok önemli fonksiyon uzayı içerir: r = p olmak üzere, q = 2 için Hs

p

Bessel potansiyel uzaylarını elde edildi. Bununla birlikte sırasıyla s ̸∈ Z durumunda q = p

için ve s ∈ Z durumunda q = 2 için W s
p Sobolev-Slobodeckij uzayları elde edildi. Özellikle,

s = 0 olması durumunda, Lp Lebesgue uzaylarını ve Lorentz uzaylarını Lp,r = F 0,r
p,2 elde

edildi.

Bu yüksek lisans tezinde, son yıllarda birçok matematiksel alanlarda önemi

olan harmonik analizde bazı integral operatörleri, Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarının

tanımları ve kaldırma özellikleri, Fourier çarpanları ve ayrık karakterizasyonlar gibi

bazı temel özelliklerini incelenmiştir. Ayrıca n boyutlu Öklid uzayında tanımlanan

Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayları arasında bazı gömmeler verilmiştir.

Bu tez konusunu bir baslangıç kabul edilerek, "Harmonik Analizde

Triebel-Lizorkin-Lorentz Uzayları ve İntegral Operatörleri" konusunda daha ileri düzeyde

çalışmalar yapabilmek için bir temel oluşturulması hedeflenmektedir.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Bu bölümde, tez konusunda geçen klasik analiz, fonksiyonel analiz, reel analiz ve

topoloji ile ilgili bazı temel kavramlara ve harmonik analizdeki bazı fonksiyon uzayları ile

ilgili bilgiler verilmiştir.

2.1. Ön Bilgiler

Bu kısımda, tezde geçen bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir.

Tanım 2.1. X , K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun. Eğer

∥·∥ : X → R, x→ ∥x∥

dönüşümü ∀x, y ∈ X ve α ∈ K için

(N1) ∥x∥ ≥ 0 ve ∥x∥ = 0 ⇔ x = θ

(N2) ∥αx∥ = |α| ∥x∥

(N3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (Üçgen Eşitsizliği)

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşüme X üzerinde norm adı verilir. (X, ∥·∥) ikilisine bir

normlu vektör uzayı denir. (X, ∥·∥) normlu uzayı kısaca X ile gösterilir [4].

Tanım 2.2. (X, d) bir metrik uzay ve A, X in boş olmayan bir altkümesi olsun.

d(A) = sup d(x, y) : x, y ∈ A

sayısına A kümesinin çapı denir. d(A) <∞ ise A ya X de sınırlı bir küme denir. X içindeki

xn dizisinin terimlerinden oluşan küme X de sınırlı ise (xn) dizisine X de sınırlı bir dizi

denir [4].

Tanım 2.3. (X, d) ve (Y, ρ) metrik uzaylar, f : X → Y bir dönüşüm ve x0 ∈ X olsun. Eğer

∀ϵ > 0 için ∃δ > 0 ∋ ∀x ∈ X için d(x, x0) < δ olduğunda ρ(f(x), f(x0)) < ϵ oluyorsa f

dönüşümü x0 noktasında süreklidir denir [4].

Teorem 2.4. X, K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun.

∥ · ∥ : X → R

şeklinde tanımlı her norm dönüşümü X vektör uzayı üzerinde süreklidir [4].
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Teorem 2.5. Bir K cismi üzerinde tanımlı herhangi bir X normlu vektör uzayında vektörel

toplama ve skalerle çarpma dönüşümleri süreklidir [4].

Tanım 2.6. (Denk Norm) X, K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun. ∀x ∈ X için

c∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ C∥x∥1

olacak şekilde c, C ∈ R pozitif sayıları varsa X üzerinde tanımlı ∥ · ∥1 ve ∥ · ∥2 normlarına

denk normlar denir [35].

Tanım 2.7. A ⊂ X kümesinin bütün limit noktalarından oluşan A′ kümesi ile A nın

noktalarından oluşan kümeye A nın kapanışı adı verilir ve Ā ile gösterilir. Ā = A ise A

kümesine X uzayında kapalı bir küme adı verilir [4].

Tanım 2.8. Bir (X, ∥.∥) normlu uzayının Ā = X biçimindeki bir A ⊂ X alt kümesine X

içinde yoğun küme adı verilir [4].

Tanım 2.9. (Cauchy Dizisi) (X, ∥ · ∥) normlu uzayı içinde {xn}∞n=1 bir dizi olsun.

∀ε > 0 için m,n ≥ nε olduğunda ∥xn − xm∥ < ε olacak şekilde ε sayısına bağlı bir nε
doğal sayısı varsa {xn}∞n=1 , bir Cauchy dizisidir denir [35].

Lemma 2.10. X , metrik uzayında bir Cauchy dizisi {xn}∞n=1 ve alt diziside {xnk
}∞k=1 olsun.

Eğer alt dizi X uzayında xnk
→ x ise xn → x olur [21].

Tanım 2.11. (Banach Uzayı) Bir (X, ∥ · ∥) normlu uzayı içindeki her Cauchy dizisi X

içindeki bir noktaya yakınsıyor ise bu (X, ∥ · ∥) normlu uzayına Banach Uzayı adı verilir [4].

Tanım 2.12. (Düzgün Sınırlılık) (C(Ω;K), ∥.∥∞) Banach uzayının, E alt kümesi verilmiş

olsun. Eğer ∀x ∈ E ve ∀t ∈ Ω için |x(t)| ≤ M olacak şekilde bir M > 0 sayısı varsa E

kümesi düzgün sınırlıdır denir [4].

Tanım 2.13. (Dual Norm) X normlu uzayının X ′ dual normu, herbir x′ ∈ X ′ için

∥x′, X ′∥ = sup {|x′(x)| : ∥x;X∥ ≤ 1}

şeklinde tanımlanır [1].

C tam olduğunda bu normun neden olduğu topoloji ile X ′ bir Banach uzayıdır (X

Banach uzayı olsun ya da olmasın) ve X in normlu duali olarak adlandırılır.
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Tanım 2.14. (Gömme) X ve Y iki normlu lineer uzay ve X ⊂ Y olsun.

DT (I) = R(I) = X,

yani ∀x ∈ X için I(x) = x olacak şekilde Y de en az bir eleman olmak üzere

I : X → Y

ile verilen operatöre birim operatörü denir. Bu operatör sürekli ise yani her x ∈ X için

∥x∥Y ≤ c∥x∥X

olacak şekilde bir c > 0 sabiti var iseX uzayı Y uzayına sürekli gömülür denir. I operatörüne

X uzayından Y uzayına bir gömme operatörü denir. Alternatif olarak bazen X uzayının Y

uzayına bir sürekli (veya sınırlı) gömmesi mevcuttur denir.

∥I∥X↪→Y := sup
f ̸≡0

∥f∥Y
∥f∥X

şeklinde gösterilen bu sayıya da I nın operatör normu denir. Eğer X ve Y iki normlu lineer

uzay olmak üzere X uzayından Y uzayına bir sürekli gömme mevcut ise

X ↪→ Y

şeklinde gösterilir. Eğer

X ↪→ Y ve Y ↪→ X

aynı anda oluyorsa,

X ⇄ Y

şeklinde gösterilir ve eğer bu gömme operatörü kompakt ise de

X ↪→↪→ Y

şeklinde gösterilir [28].

Tanım 2.15. (Cebir ve σ−Cebir) X boştan farklı bir küme ve A ⊂ P (X) olsun.

(i) ∅, X ∈ A
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(ii) ∀E ∈ A, Ec = X\E ∈ A

(iii) ∀k = 1, 2, . . . , n, {Ek}∞k=1 ∈ A ⇒
n⋃
k=1

Ek ∈ A

şartları sağlanıyor ise bu durumda A sınıfına X üzerinde bir cebirdir denir. Eğer (iii) şartı

yerine

∀n ∈ N, {En}∞n=1 ∈ A ⇒
∞⋃
n=1

En ∈ A (2.1)

şartı alınırsa A cebirine bir σ-cebir denir [32].

Teorem 2.16. ∅ ̸= K ∈ X olsun. K sınıfını kapsayan σ−cebirlerinin bir en küçüğü vardır

[32].

Tanım 2.17. (Borel Cebiri) Bir K sınıfını kapsayan σ-cebirlerinin en küçüğüne K nın

ürettiği (veya doğurduğu) σ-cebiri denir ve D(K) ile gösterilir. Rn deki bütün açık (a, b)

aralıklarının doğurduğu σ-cebirine Borel cebiri denir ve B(Rn) ile gösterilir. n = 1 olması

halinde B(R1) Borel cebiri B(R) ile gösterilir. B(R) nin herbir elemanına Borel kümesi

denir [32].

Tanım 2.18. (Ölçülebir Fonksiyon) (X,A) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R bir

fonksiyon olsun. Eğer ∀α ∈ R için

f−1 (]α,+∞[) = {x ∈ X : f (x) > α} ∈ A

oluyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir. X üzerindeki ölçülebilir fonksiyonların ailesi

M (X,A) ile gösterilir [32].

Tanım 2.19. (Ölçü) (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tanımlı genişletilmiş reel

değerli bir µ fonksiyonu

(i) µ(∅) = 0

(ii) ∀A ∈ A, µ(A) ≥ 0

(iii) Her ayrık {An}∞n=1 için µ(
∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An)

özelliklerini sağlıyorsa bu fonksiyona ölçü fonksiyonu (veya ölçü) adı verilir. Eğer her A ∈
A için µ(A) < ∞ oluyorsa µ ye sonlu ölçü adı verilir. X kümesi herbiri sonlu ölçüye sahip
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sayılabilir adetteki kümelerin birleşimi olarak yazılabiliyorsa µ ölçüsüne σ-sonlu denir. Eğer

µ(X) = 1 ise bu ölçüye olasılık ölçüsü adı verilir [32].

Tanım 2.20. (Ölçü Uzayı) X , boştan farklı bir küme, A ⊂ P (X) de X in bir σ−cebiri

ve µ : A → [0,∞) de A üzerinde bir ölçü olsun. (X,A) ikilisine bir ölçülebilir uzay ve

(X,A, µ) üçlüsüne de bir ölçü uzayı denir. A daki herbir eleman da ölçülebilir küme olarak

adlandırılır [32].

Tanım 2.21. (X,A, µ) bir ölçü uzayı olsun. Eğer bir önerme ölçüsü sıfır olan bir küme

dışında doğru ise, o önerme hemen her yerde doğrudur denir [32].

Tanım 2.22. (X,A, µ) bir σ−sonlu ölçü uzayı ve A ∈ A olsun. Eğer

E := {x ∈ A : V (x) doğru değildir}

ile gösterilen bir küme

E ⊂ A ve µ(E) = 0

şartlarını sağlıyorsa V (x), A üzerinde (veya hemen her x ∈ A için) µ ile bağlantılı olarak

hemen her yerde (veya h.h.y) doğrudur denir [28].

Teorem 2.23. (Lebesgue Baskın Yakınsaklık Teoremi) (X,A, µ) bir ölçü uzayı, g : X →
[0,+∞] integrallenebilen bir fonksiyon ve f ,f1,f2... deX üzerinde A-ölçülebilir [−∞,+∞]

değerli fonksiyonlar olsun. Eğer h.h. x için

(a) lim
n→∞

fn(x) = f(x)

(b) ∀n ∈ N için |fn(x)| ≤ g(x)

ise bu takdirde f ve fn integrallenebilirdir ve

lim

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ (2.2)

dır [13].

Lemma 2.24. (Fatou Lemması) (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve {fn}∞n=1 de M+(X,A) daki

fonksiyonların bir dizisi ise∫
X

lim inf
n→∞

fndµ ⩽ lim inf
n→∞

∫
X

fndµ
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dır [13].

Tanım 2.25. (Yarı-Norm) Bir X vektör uzayında bir ön-norm veya yarı-norm, dejenerasyon

olmaması dışında bir normun özelliklerine sahip bir p fonksiyonu gibi tanımlanır:

p(x) = 0 olması durumu x ̸= 0 olmasını gerektirmez. dimX < ∞ ise bu durumda

p(AB) ≤ p(A)p(B) koşuluna bağlı olarak L(x) üzerinde p sıfır olmayan bir ön-normu

gerçekten ortaya çıkan bir norm olmasıdır (çünkü bu durumda L(x) önemsiz olmayan iki

taraflı iddialara sahip değildir). Ancak sonsuz boyutlu normlu uzaylar için bu böyle değildir.

Eğer X , C üzerinde bir Banach cebiri ise bu durumda

|x| = lim
n→∞

∥xn∥1/n (2.3)

spektral yarıçapın bir yarı-norm olması için gerek ve yeter koşul X de düzgün sürekli

olmasıdır ve bu koşul, radikal değişmeli olduğudan bölüm cebirinin gerçekliğine eşdeğerdir.

Bir E vektör uzayında ∀x, y ∈ E ve keyfi λ skalerleri için sonlu negatif olmayan bir p

fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlar:

p(λx) = |λ|p(x), p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (2.4)

[20]. Eğer p(x) = 0 ⇔ x = 0 ise bu durumda yarı-norma norm denir, fakat x ̸= 0 ise bu

durumda yarı norm denir. Bir p yarı-normu bir vektör uzayında tanımlanmış ve f fonksiyonu

|f(x)| ≤ p(x) koşulunu sağlayan bir alt uzayında lineer bir fonksiyon ise bu durumda f

fonksiyonu her uzaya genişletilebilir, böylece Hanh-Banach teoremi ile aynı koşulu sağlar.

Matematiksel analizde, elemanları konveks kümeler olan bir 0-komşuluk temelinin

bulunduğu ayrılabilir topolojik vektör uzaylarıyla (bkz. topolojik vektör uzayı) sıklıkla

karşılaşılır. Bu tür uzayların yerel olarak dışbükey olduğu söylenir. Yerel konveks

bir uzayda açık konveks 0-komşuluk {x : p(x) < 1)} biçimindedir, burada p sürekli

bir yarı-normdur. Bununla birlikte, matematiksel analizde, üzerinde önemsiz olmayan

yarı-normların bulunmadığı topolojik vektör uzayları (metriklenebilir topolojiye sahip

uzayları dahil) ile de karşılaşılır. Bu tür uzayların en basit örnekleri Lq(0, 1), 0 < q < 1.

X boştan farklı bir küme olmak üzere X kümesinin bütün alt kümelerinden oluşan

küme P (X) ile gösterilmiştir.

2.2. Bazı Elemanter Eşitsizlikler

Bu kısımda kullananılacak bazı elemanter eşitsizlikler verilmiştir.
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Lemma 2.26. α, β ∈ C ve p ≥ 1 olsun.

|α + β|p ≤ 2p−1(|α|p + |β|p)

dır [21].

İspat. Kabul edelim ki

|α| ≥ |β|

olsun.

z =
α

β

ve

|z| ≥ 1

olmak üzere∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣p ≤ |z|p + 1

2

olduğunu ispatlayalım. Burada belirtelim ki,∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣ ≤ |z|+ 1

2

dır.

t = |z| ≥ 1 olmak üzere, (
1 + t

2

)p
≤ 1 + tp

2

eşitsizliğini ispatlamak yeterlidir.

Yani bu eşitsizlik bir değişkenli bir analiz problemidir.

f(t) =
1 + tp

2
−
(
1 + t

2

)p
olarak alınırsa,

f ′(t) =
ptp−1

2
− p(1 + t)p−1

2p

9



dır. Böylece ∀t ≥ 1 için

f ′(t) =
ptp−1

2
− p(1 + t)p−1

2p
> 0

dır.

O halde, ∀t ≥ 1 için f(t) artan ve f(1) = 0 dır. Dolaysıyla f(t) ≥ f(1) = 0 olup

t = |z| ≥ 1 olduğundan (
1 + t

2

)p
≤ 1 + tp

2

elde edilir.

Lemma 2.27. λ ∈ (0, 1) olsun. Bu durumda

xλ ≤ (1− λ) + λx

dir [21].

İspat. f(x) = (1− λ) + λx− xλ olsun.

Böylece;

f ′(x) = λ− λxλ−1 = 0 ⇐⇒ λ(1− xλ−1) = 0

olup x = 1 noktası f fonksiyonunu bir kritik noktasıdır. O halde f fonksiyonu x = 1

noktasında minumum değerini alır. Yani

f(1) = 0 ≤ (1− λ) + λx− xλ

olduğundan

xλ ≤ (1− λ) + λx.

Lemma 2.28. a, b ≥ 0 ve λ ∈ (0, 1) olsun. a = b alınırsa

aλb1−λ ≤ λa+ (1− λ)b

dir [21].
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İspat. a = 0 veya b = 0 durumunda eşitsizlik doğrudur.

a, b > 0 olsun. Lemma 2.27. deki

xλ ≤ (1− λ) + λx; λ ∈ (0, 1)

eşitsizliğinde x = a
b

seçilirse

(a
b

)λ
≤ (1− λ) + λ

(a
b

)

⇒ aλb−λ ≤ (1− λ) + λ(ab−1)

⇒ aλb1−λ ≤ λa+ (1− λ)b

ispatlanmış olur.

Tanım 2.29. X ve Y aynı bir K cismi üzerinde iki lineer uzay ve

A : X → Y

operatörü verilsin. Eğer D(A), X’in bir alt uzayı ve

∀x,y ∈ D(A) ve ∀α,β ∈ K

için A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y) ise A operatörüne lineer operatör denir [4].

Tanım 2.30. X ve Y normlu uzayları ve A : X → Y operatörü verilsin. Aşağıdakiler

sağlandığında A operatörü x0 ∈ D(A) noktasında süreklidir denir.

(a) ∀ϵ > 0 için ∃δ > 0 ∋ ∀x ∈ D(A)∥x− x0∥ < δ iken

∥A(x)− A(x0)∥ < ϵ

dir.

(b) x0 noktasına yakınsayan ∀(xn) ⊂ D(A) dizisi için

lim
x→∞

A(xn) = A(x0)
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dir. Burada A : X → Y operatörünün x0 ∈ D(A) noktasında sürekli olması x → x0

iken A(x) → A(x0) olması demektir [4].

Tanım 2.31. Her 1 < p <∞ için

1

p
+

1

q
= 1

bağıntısı ile q Lebesgue eşleniğini tanımlarız. Başka bir ifadeyle,

q =
p

p− 1

dır [21].

Teorem 2.32. (Young eşitsizliği) 1 < p <∞ ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun.

∀a, b ∈ R için a, b > 0 ve q = p
p−1

olmak üzere

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(2.5)

eşitsizliği sağlanır [28].

Tanım 2.33. Bir α = (α1, ..., αn) negatif olmayan αj tamsayılarının sıralı n-lisine katlı

-indis denir.

|α| = α1 + ... + αn dir. Eğer α ve β iki katlı -indis ise α + β = (α1 + β1, ..., αn + βn) dir.

Benzer şekilde, Dj =
∂
∂xj

olmak üzere

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

=
∂α1+α2+...+αn

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

= Dα1
1 D

α2
2 ...D

αn
n

|α|. mertebeden bir diferensiyel operatörüdür. Özel olarak D(0,...,0)f = f dir. Bir boyutlu

durumda Dα, d
dx

e indirgenir.

Örnek olarak R3 te α = (2, 0, 5) ise

Dα =
∂7

∂x21∂x
5
3

= D2
1D

5
3

biçimindedir [1].

Teorem 2.34. (Plancherel Teoremi) L2(Rn) den L2(R̂n) e aşağıdaki özelliklere sahip tek bir

F operatörü vardır öyle ki;
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(a) f ∈ L1 ∩ L2(Rn) için Ff = f̂

(b) ∥Ff∥L2(R̂n) = ∥f∥L2(Rn) [53].

Teorem 2.35. (Calderón-Zygmund Ayrıştırma Teoremi) f, Rn üzerinde integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. Herhangi bir λ > 0 sabiti için , ayrık ikili küplerden oluşan {Qj} dizisi ve

g, b fonksiyonları mevcuttur. Öyle ki;

(i) f(x) = g(x)+b(x);

(ii) hemen hemen her x ∈ Rn için | g(x) |≤ 2nλ;

(iii) 1 < p <∞ ise ∥ g ∥pp≤ Cλp−1 ∥ f ∥1;

(iv) hemen hemen her x ∈ Rn \
⋃
j Qj için b(x) = 0 ;

(v)
∫
Qj
b(x)dx = 0, j = 1, 2, ...

İspat. f fonksiyonu ve λ > 0 sabiti için Rn üzerinde Calderon-Zygmund ayrışımı

uygulandığında, ayrık ikili küplerden oluşan bir {Qj} dizisi elde ederiz öyle ki

x ∈ Rn \
⋃
j

Qjf(x) ≤ λ ;

∑
j

| Qj ≤
1

λ
∥ f ∥1;

ve

j = 1, 2, ... ise

λ <
1

Qj

∫
Qj

f(x)dx ≤ 2nλ

Şimdi g(x) ve b(x) fonksiyonlarını aşağıdaki gibi tanımlansın.

g(x) =


f(x) , x ∈ Rn

⋃
j Qj

1
|Qj |

∫
Qj
f(x)dx , x ∈ Qj, j = 1, 2, ...;

ve

b(x) =


0 , x ∈ Rn

⋃
j Qj

f(x)− 1
|Qj |

∫
Qj
f(x)dx , x ∈ Qj, j = 1, 2, ...

13



Böylece f(x) = g(x) + b(x) olur ve b nin tanımına göre , hem (iv) hem de (v) sağlanır.

Öte yandan , g nin tanımı gereği (ii) sağlanır. Son olarak, eğer F = Rn
⋃
j Qj gösterilirse,

o zaman

∥g∥pp =
∑
j

∫
Qj

g(x)p−1g(x)dx+

∫
F

g(x)p−1g(x)dx

≤
∑
j

(2nλ)p−1

∫
Qj

g(x)dx+ λp−1

∫
F

g(x)dx

= (2nλ)p−1
∑
j

∫
Qj

g(x)dx+ λp−1

∫
F

f(x)dx

≤ Cλp−1 ∥ f ∥1

dir ve Teorem 2.4.7 ispatı tamamlanır.

2.3. Lebesgue Uzayları

Fonksiyonel analizde, Banach uzayı’nın ve topolojik vektör uzaylarının önemli bir

sınıfını Lebesgue uzayı (Lp(Rn) uzayı) oluşturur. Lp(Rn) uzayının, harmonik analizin

önemli konularından biri olmakla beraber hem harmonik analizin iç problemlerinin

çözülmesinde, hem de kısmi türevli denklemler teorisi ile fizik, istatistik, finans, mühendislik

ve diğer disiplinlerde uygulamaları vardır.

Lp uzayı, sonlu boyutlu vektör uzayı için p-normlu genelleşmesi kullanılarak

tanımlanmış fonksiyon uzayıdır. Bourbaki grubuna göre, ilk olarak 1910 yılında Frigyes

Riesz [31] tarafından çalışılmasına rağmen 1958 yılında Fransız matematikçi Henri

Lebesgue’nin [23] adını alır ve Lebesgue uzayları olarak ifade edilir. Lp uzayı fonksiyonel

analiz’de Banach uzayı’nın ve topolojik vektör uzaylarının önemli bir sınıfını oluşturur.

Lebesgue uzayı’nın fizik, istatistik, finans, mühendislik gibi önemli uygulamalarında

kullanılmaktadır.

2.3.1. Lp(Rn) uzayı

Tanım 2.36. x = (x1, ..., xn) ve y = (y1, ..., yn) , Rn de vektörler olmak üzere

Rn, n−boyutlu Öklidyen uzayı (x, y) =
n∑
j=1

xjyj iç çarpımı ile donatılmış Rn,

n−boyutlu reel uzayıdır. Burada x vektörünün mutlak değeri |x| =

(
n∑
j=1

x2j

) 1
2

ile

tanımlanır.
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Rn üzerinde dx = dx1...dxn ile Lebesgue ölçüsü ve Rn uzayı üzerinde f

fonksiyonunun (Lebesgue) integrali∫
f (x) dx =

∫
· · ·
∫
f (x1, ..., xn) dx1...dxn

ile gösterilir.

Çok katlı integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek çoğu kez kullanışlı

olmaktadır. r = |x| olsun ve Sn−1 = {x : |x| = 1} ile birim küreyi gösterelim.

∫
Rn

f (|x|) dx

integralinin hesabı için;

0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ1, ..., θn−2 ≤ π, 0 ≤ θn−1 ≤ 2π olmak üzere

x1 = r cos θ1

x2 = r sin θ1 cos θ2

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3

...

xn = r sin θ1 sin θ2... sin θn−1

dönüşümü yapılır. Bu dönüşümün Jakobiyeni

J (r, θ1, ..., θn−1) = rn−1

n−1∏
j=1

(sin θj)
n−1−j

olarak hesaplanır.

∫
Rn

f (|x|) dx =

∞∫
0

π∫
0

π∫
0

...

2π∫
0

f (r) J (r, θ) drdθ1...dθn−1

=

∞∫
0

rn−1f (r) dr

π∫
0

π∫
0

...

2π∫
0

n−1∏
j=1

(sin θj)
n−1−j dθ1...dθn−1

= ωn−1

∞∫
0

f (r) rn−1dr

elde edilir, burada ωn−1, birim kürenin yüzey alanıdır.
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Genel olarak

∫
Rn

f (|x|) dx =

∞∫
0

∫
Sn−1

f (r sin θ1, ..., r sin θ1... sin θn−1) r
n−1drdθ1...dθn−1

=

∞∫
0

∫
Sn−1

f (r, θ) rn−1drdσ

biçiminde yazılır. dx hacim elemanı dx = rn−1drdσ biçiminde yazılır. Burada dσ, Sn−1

üzerinde dx tarafından belirlenen yüzey ölçüsüdür.

Ayrıca;

|Q(x, r)| =
∫

Q(x,r)

dy =

∫
{x∈Rn;|x−y|<r}

dy =

∫
{z∈Rn:|z|<r}

dz = |Q(0, r)|

ve

|Q(x, r)| =
∫

Q(x,r)

dz =

r∫
0

∫
Sn−1

tn−1dtdσ

=

∫
Sn−1

dσ

r∫
0

tn−1dt

= |Sn−1|r
n

n
= ωnr

n.

dır [36].

Tanım 2.37. (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve 1 ≤ p < ∞ olmak üzere Ω ⊂ X = Rn bölgesinde

tanımlı ve∫
Ω

|f(x)|pdx <∞

özelliğine sahip ölçülebilir f : Ω → R fonksiyonlar sınıfına Lp(Rn) uzayı veya Ω bölgesinde

p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayı denir. Lp(Rn) uzayı

∥f∥Lp(Ω) = ∥f∥Lp :=

∫
Ω

|f(x)|pdx

1/p

<∞
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şeklindeki norm ile tanımlanır. Buradaki ∥f∥Lp gösterimine f fonksiyonunun

Lp(Rn)-normu denir.

Ω bölgesinde hemen her x için f(x) ≤ M olacak şekilde bir M sabiti varsa f

fonksiyonuna hemen hemen heryerde sınırlıdır denir. Böyle M sabitlerinin en büyük alt

sınırına da |f | nin Ω bölgesindeki esas supremumu (esaslı sınırı) denir ve

ess sup
x∈Ω

|f(x)| := inf {K : |f(x)| ≤ K h.h. x ∈ Ω}

şeklinde gösterilir. Ω bölgesindeki hemen hemen heryerde sınırlı f fonksiyonları ile

tanımlanan uzay L∞(Ω) şeklinde gösterilir. Buna göre bir f fonksiyonunun L∞-normu

∥f∥L∞ := ess sup
x∈Ω

|f(x)|

olarak tanımlanır [28].

Lemma 2.38. (Young eşitsizliği) 1 < p, p′ <∞, 1
p
+ 1

p′
= 1 ve ∀a, b > 0 için

ab ≤ ap

p
+
bp

′

p′
(2.6)

olur [28].

İspat. a = 0 veya b = 0 olması durumunda (2.6) ifadesi doğrudur.

Kabul edelim ki a > 0 ve b > 0 olsun. f (x) = expx fonksiyonunun konveks

olmasından

ab = exp (ln (ab))

= exp (ln a+ ln b)

= exp

(
1

p
p ln a+

1

q
q ln b

)
= exp

(
1

p
ln (ap) +

1

q
ln (bq)

)
≤ 1

p
exp (ln (ap)) +

1

q
exp (ln (bq))

=
ap

p
+
bq

q
.
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Lemma 2.39. (Hölder eşitsizliği) 1 < p, q < ∞, 1
p
+ 1

q
= 1 ve f ∈ Lp, g ∈ Lq ise fg ∈ L1

olur ve∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq (2.7)

eşitsizliği sağlanır [28].

İspat. f veya g fonksiyonlarından biri hemen hemen her yerde sıfır olması durumunda (2.7)

eşitsizliğinin ispatı aşikardır.

(2.6) eşitsizliğinde (Young eşitsizliği)

a =
|f(x)|
∥f∥Lp

, b =
|g(x)|
∥g∥Lq

seçilirse

|f(x)|
∥f∥Lp

.
|g(x)|
∥g∥Lq

≤ 1

p
.
|f(x)|p

(∥f∥Lp)p
+

1

q
.
|g(x)|q

(∥g∥Lq)q
, ∀x ∈ Ω (2.8)

1

p
+

1

q
= 1

olduğundan (2.8) eşitsizliğinin her iki tarafının integrali alınması ile (2.7) elde edilir.

Teorem 2.40. (Minkowski eşitsizliği) 1 ≤ p ≤ ∞ için eğer f, g ∈ Lp ise (f + g) ∈ Lp ve

∥f + g∥Lp
≤ ∥f∥Lp + ∥g∥Lp (2.9)

dir [28].
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İspat. f+g = 0 olması durumunda ispat aşikardır. Kabul edelim ki f+g ̸= 0 olsun. Hölder

eşitsizliğinden

∥f + g∥Lp =

∫
Rn

|f(x) + g(x)|pdx

=

∫
Rn

(|f(x) + g(x)|)|f(x) + g(x)|p−1dx

≤
∫
Rn

(|f(x)|+ |g(x)|)|f(x) + g(x)|p−1dx

=

∫
Rn

|f(x)||f(x) + g(x)|p−1dx+

∫
Rn

|g(x)||f(x) + g(x)|p−1dx

≤

(∫
Rn

|f(x)|pdx
)1/p

+
(∫
Rn

|g(x)|pdx
)1/p

×

∫
Rn

|f(x) + g(x)|(p−1)( p
p−1

)dx

1− 1
p

= (∥f∥Lp + ∥g∥Lp).
∥f + g||Lp

||f + g||Lp

= (∥f∥Lp + ∥g∥Lp)

olup (2.9) eşitsizliği elde edilir.

Hölder eşitsizliği ve Lebesgue integralinin özellikleri gözönünde bulundurulduğunda

1 ≤ p <∞, Lp uzayının bir vektör uzayı olduğu görülür. Bununla birlikte f fonksiyonunun

Lp uzayının ∥f∥Lp normu altında;

1. ∥f∥Lp ≥ 0

2. ∥f∥Lp = 0 ise h.h.h. f(x) = 0

3. ∥αf∥Lp = |α|∥f∥Lp , α ∈ R

4. ∥f + g∥Lp ≤ ∥f∥Lp + ∥f∥Lp

özellikleri sağlandığından 1 ≤ p <∞, Lp bir normlu uzaydır.

Tanım 2.41. fn ve f fonksiyonları Lp uzayının elemanları olmak üzere; (fn) dizisi f

fonksiyonuna p. mertebeden yakınsaktır (Lp de yakınsaklık)⇔ ∀ε > 0 için ∃n0 ∈ N öyle ki

∀n ≥ n0 için ∥fn − f∥Lp < ε.
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Burada

∥fn − f∥Lp :=

∫
Ω

|fn − f |pdµ

 1
p

, 1 ≤ p <∞.

Buna göre,

(fn) dizisinin f fonksiyonuna Lp de yakınsak olması için gerek ve yeter şart

lim
n→∞

∥fn − f∥Lp = 0 (2.10)

olmasıdır [34].

Teorem 2.42. Ω ⊂ Rn olmak üzere Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, uzayı

∥f∥Lp :=

∫
Ω

|f(x)|pdx

1/p

normu altında tam ve dolaysıyla Banach uzayıdır [28].

2.3.2. Zayıf Lebesgue Uzayı

Tanım 2.43. (Zayıf Lebesgue Uzayı) 1 ≤ p <∞, f : Rn → R ölçülebilir bir fonksiyon ve

∥f∥WLp := sup
λ>0

λ|{x ∈ Rn : |f(x)| > λ}|
1
p

olmak üzere zayıf Lebesgue uzayı WLp(Rn) aşağıdaki şekilde tanımlanır:

WLp(Rn) := {f : Rn → R : f − ölçülebilir & ∥f∥WLp <∞}

[36].

Uyarı 2.44. 1 ≤ p <∞ için Lp(Rn) ↪→ WLp(Rn). Ayrıca

∥f∥WLp ≤ ∥f∥Lp

eşitsizliği sağlanır [36].
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Tanım 2.45. (Lokal İntegrallenebilme) f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her K

kompakt kümesi üzerinde∫
K

|f | dµ <∞

ise f fonksiyonuna lokal(veya yerel) integrallenebilir adı verilir ve

L1
loc(Rn) :=

f :

∫
K

|f | dµ < ∞, K ⊂ Rn, K kompakt


şeklinde ifade edilir. Ayrıca,

Lploc(R
n) :=

f :

∫
K

|f |p dµ

 1
p

< ∞, K ⊂ Rn, K kompakt


şeklinde tanımlanır [32].

Aşağıdaki teorem ispatsız olarak verilsin.

Teorem 2.46. Her f ∈ Lploc(Rn) için

lim
r→0

∥fχB(x,r)∥Lp

∥χB(x,r)∥Lp

= |f(x)|, h.h.x ∈ Rn

eşitliği gerçeklenir [11].

2.3.3. (p, q) Tipli Operatör

Tanım 2.47. ((p, q) tipli operatör) T bir quasi-lineer operatör ve 1 ≤ p, q ≤ ∞ olsun. Eğer

T operatörü Lp(Rn) uzayından WLq(Rn) uzayına sınırlı ise zayıf (p, q) tipindendir denir.

Yani her bir λ > 0 ve f ∈ Lp(Rn) için

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤
(
C

λ
∥f∥Lp

)q
olacak şekilde bir C > 0 sabiti var ise T operatörü zayıf (p, q) tipindendir.
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Eğer T operatörü Lp(Rn) uzayından Lq(Rn) uzayına sınırlı ise güçlü (p, q)

tipindendir denir. Yani her f ∈ Lp(Rn) için

∥Tf∥Lq ≤ C∥f∥Lp

olacak şekilde bir C > 0 sabiti var ise T operatörü güçlü (p, q) tipindendir

[28].

Uyarı 2.48. Her güçlü (p, q) tipli operatör aynı zamanda zayıf (p, q) tipli operatördür [28].

Aşağıdaki teoremi ispatsız olarak verelim.

Teorem 2.49. (Marcinkiewicz İnterpolasyon Teoremi) T alt toplamsal operatör ve p0 < q0,

p1 ≤ q1 ve q0 ̸= q1 olsun. Ayrıca T operatörü zayıf (p0, q0) ve zayıf (p1, q1) tipli operatör

olsun ve p ile q

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

q
=

1− θ

q0
+
θ

q1
(0 < θ < 1)

biçiminde tanımlansın. Bu durumda T operatörü (p, q) tipli operatördür [36].

Uyarı 2.50. 0 < p0 < p < p1 < ∞ ve T operatörü, Teorem 2.49. de tanımlanan ve aynı

zamanda her f ∈ Lp0 + Lp1 için

|T (f)| ≤ T (|f |)

şartını sağlayan bir operatör olsun. Burada A0 ve A1 sabit sayıdır.

(a) p0 = 1 ve p1 = ∞ ise bu durumda T operatörünün Lp uzayından Lp uzayına

dönüşümün normundaki sabit
p

p− 1
A

1
p

0A
1− 1

p

1 .

(b) Genellikle, p0 < p < p1 = ∞ ise bu durumda T operatörünün Lp uzayından Lp

uzayına dönüşümün normundaki sabit

p1+
1
p

[
B(p0 + 1, p− p0)

pp00 (p− p0)p−p0

] 1
p

A
p0
p1
0 A

1− p0
p

1 .
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(c) 0 < p0 < p1 < ∞ iken T operatörünün Lp uzayından Lp uzayına dönüşümün

normundaki sabit

min
0<λ<1

p
1
p

(
B(p− p0, p0 + 1)

(1− λ)p0
+

p1−p+1
p1−p

λp1

) 1
p

A

1
p− 1

p1
1
p0

− 1
p1

0 A

1
p0

− 1
p

1
p0

− 1
p1

1 .

[11].

2.4. Sobolev ve Besov Uzayı

Bu bölümde Sobolev Uzayı,Sobolev-Slobodeckij Uzayları ve Besov Uzayları ile

ilgili temel bazı bilgiler verilmiştir.

2.4.1. Sobolev Uzayı

Sobolev uzayları, bir fonksiyonun sürekliliğinin ve türevlenebilirliğinin belirli bir

derecesini sağlar. Bu uzaylarda yer alan fonksiyonlar, belirli bir integrallenebilirlik ölçütüne

göre sınıflandırılır.

Diferensiyellenebilir fonksiyonlar birçok alanda ve özellikle diferensiyel denklemler

için önemlidir. Ancak XX. yüzyılda C1 (veya C2, vb.) uzayının diferensiyel denklemlerin

çözümlerini incelemek için tam olarak doğru uzay olmadığı gözlemlendi. Sobolev uzayları,

kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin arandığı bu uzayların modern uzayıdır.

Sobolev uzayları, fonksiyonel analiz, harmonik analiz, sayısal analiz, optimizasyon,

sinyal işleme, görüntü işleme ve benzeri birçok alanda yaygın olarak kullanılır. Bu alanlarda,

bir fonksiyonun düzgünlüğü, türevlenebilirliği ve diğer özellikleri hakkında bilgi sağlarlar

ve bu bilgiler, problemlerin analizi ve çözümü için kullanılır. Diferensiyel denklemin altında

yatan modelin miktarları veya özellikleri genellikle integral normları cinsinden ifade edilir.

Tipik bir örnek, L2-norm da bir sıcaklık veya hız dağılımının enerjisinin ölçülmesidir. Bu

nedenle, Lebesgue uzay fonksiyonlarını ayırt etmek için bir araç geliştirmek önemlidir.

İntegrasyon formülüne göre, Ω ⊂ Rn nin açık bir altkümesi olsun. Her u ∈
Ck(Ω), k ∈ N ve φ ∈ C∞

c (Ω) kompakt destekli tüm sonsuz türevlenebilir fonksiyonlar

için ∫
Ω

uDαφdx = (−1)|α|
∫
Ω

φDαudx, (2.11)

burada α, |α| = k sıralısının çoklu indeksidir ve aşağıdaki gösterim kullanılır:
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Dαf =
∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

.

(2.11) eşitliğinin sol tarafında u fonksiyonunun lokal integrallebilir olduğu kabul

edilir ise dahi bu durumda da eşitlik gerçeklenir.

Tanım 2.51. (Zayıf Türev)

∀φ ∈ C∞
c (Ω) için∫
Ω

uDαφdx = (−1)|α|
∫
Ω

vφdx,

olacak şekilde v lokal integrallenebilir bir fonksiyon ise bu durumda v ye u nun zayıf α-ıncı

kısmi türevi denir.

Eğer u nun α-ıncı zayıf bir kısmi türevi varsa bu durumda hemen hemen her yerde

Lebesgue uzayının bir elemanı olarak tek bir şekilde tanımlanır. Diğer yandan, eğer u ∈
Ck(Ω) ise bu durumda klasik ve zayıf türev denktir denir. Dolayısıyla eğer v, u nun zayıf bir

α-ıncı türevi ise bu durumda Dαu := v şeklinde ifade edilir.

Örneğin,

u(x) =


1 + x , −1 < x < 0

1 , x = 0

1− x , 0 < x < 1

0 , diğer

fonksiyonu sıfır da sürekli değildir ve −1, 0 veya 1 noktalarında türevlenemez. Yinede

v(x) =



1 ,−1 < x < 0

−1 , 0 < x < 1

0 , diğer

fonksiyonu, u(x) in zayıf türev olma tanımını karşılar, ayrıca bu örnek, ilerde tanımlanacak

herhangi bir p için W 1,p Sobolev uzayı özelliğindedir.

1 ≤ p ≤ ∞ aralığında bir boyutlu uzayda W k,p(R) Sobolev uzayları, sonlu Lp

normuna sahip f fonksiyonu ve onun k. mertebeden zayıf türevlenebilir olacak şekilde

Lp(R) uzayında f fonksiyonlarının alt kümesi olarak tanımlanır. Yukarıda bahsedildiği
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gibi, türevleri tam anlamıyla tanımlarken biraz daha dikkatli olunmalıdır. Tek boyutlu

problemlerde (k − 1)-ıncı türevi f (k−1) hemen hemen her yerde türevlenebilir ve hemen

hemen her yerde türevinin Lebesgue integraline eşittir. Böylece Sobolev uzayların normu

∥f∥k,p =
( k∑
i=0

∥f (i)∥pp
) 1

p
=
( k∑
i=0

∫
|f (i)(t)|pdt

) 1
p

şeklinde tanımlanır.

p = ∞ için

∥f∥k,∞ = max
i=0,...,k

∥f i∥∞ = max
i=0,...,k

(ess sup
t

| f (i)(t) |)

şeklinde tanımlanır.

Dolayısıyla W k,p uzayı ∥.∥k,p normu ile bir Banach uzayıdır.

p = 2 için

Sobolev uzayı bir Hilbert uzayı olup:

Hk = W k,2.

Hk uzayı katsayıları doğal sayı olan ve yeterince hızlı azalan bir Fourier serileri cinsinden

tanımlanabilir yani

Hk(T) =
{
f ∈ L2(T) :

∞∑
n=−∞

(1 + n2 + n4 + · · ·+ n2k)|f̂(n)|2 <∞
}
,

burada f̂ , f fonksiyonunun bir Fourier serisidir ve T , 1-halkadır. Ayrıca normu

∥f∥2k,2 =
∞∑

n=−∞

(1 + |n|2)k|f̂(n)|2

şeklinde tanımlanır.

Sonuç olarak, p = 2 olması durumunda Sobolev uzayları, Fourier serileri ile

bağlantıları ve bir Hilbert uzayı olması nedeniyle önemli bir uzay olduğu görülmektedir.

Sobolev uzayının n-boyutlu durumda tanımı aşağıdaki gibidir:
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k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. |α| ≤ k ve Ω, R uzayının açık alt kümesi olmak üzere

∀α := α1, · · · , αn için Lp(Ω) da f fonksiyonunun çok değişkenli kısmi türevi

f (α) =
∂|α|f

∂xα1
1 , · · · , ∂xαn

n

ve

∥f (α)∥Lp <∞

olacak şekilde tüm f fonksiyonlarının kümesine W k,p(Ω) Sobolev uzayı denir yani,

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω)∀|α| ≤ k}.

k ∈ N sayısı W k,p(Ω) Sobolev uzayının mertebesidir.

W k,p(Ω) uzayının normu için birkaç seçenek mevcut olup bunlardan en yaygın

olanları aşağıdaki normlar ve bu normlar denktirler.

∥u∥Wk,p(Ω) :=


(
∑

|α|≤k ∥Dαu∥pLp(Ω))
1
p , 1 ≤ p <∞;

max|α|≤k ∥Dαu∥L∞(Ω), p = ∞;

ve

∥u∥′Wk,p(Ω) :=


∑

|α|≤k ∥Dαu∥Lp(Ω), 1 ≤ p <∞;

∑
|α|≤k ∥Dαu∥L∞(Ω), p = ∞.

Şimdi R.A. Adams [1] tarafından elde edilen teoremi ispatsız olarak verelim.

Teorem 2.52. i. W k,p(Ω) uzayı bu normlardan herhangi birine göre bir Banach uzaydır.

ii. p <∞, için W k,p(Ω) ayrılabilir uzaydır.

iii. ∥ · ∥Wk,2(Ω) norm ile W k,2(Ω) uzayı bir Hk(Ω) Hilbert uzayıdır.

2.4.2. Sobolev-Slobodeckij Uzayları

Kesirli sıralı Sobolev uzaylarını tanımlamaya yönelik başka bir yaklaşım, Hölder

koşulunu Lp-kümesine genelleştirme fikrinden kaynaklanmaktadır.
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Tanım 2.53. (Slobodeckij yarınorm (Hölder yarınorm)) 1 ≤ p < ∞, θ ∈ (0, 1) ve f ∈
Lp(Ω) için Slobodeckij yarınorm (Hölder yarınorm)’u

[f ]θ,p,Ω :=
(∫

Ω

∫
Ω

|f(x)− f(y)|p

|x− y|θp+n
dxdy

) 1
p

şeklinde tanımlanır [41]

Tanım 2.54. (Sobolev-Slobodeckij uzayı) s > 0 bir tamsayı olmasın ve θ = s−⌊s⌋ ∈ (0, 1)

kümesi olsun. W s,p(Ω) Sobolev-Slobodeckij uzayı

W s,p(Ω) := {f ∈ W ⌊s⌋,p(Ω) : sup
|α|=⌊s⌋

[Dαf ]θ,p,Ω <∞}

şeklinde tanımlanır [41].

Teorem 2.55. Sobolev-Slobodeckij uzayı

∥f∥W s,p(Ω) := ∥f∥W ⌊s⌋,p(Ω) + sup
|α|=⌊s⌋

[Dαf ]θ,p,Ω <∞

normuna göre bir Banach uzayıdır [10].

Şimdi Di Niezza, Giampiero, Enrico [10] tarafından elde edilen teoremi ispatsız

olarak verelim.

Teorem 2.56.

W k+1,p(Ω) ↪→ W s′,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω) ↪→ W k,p(Ω), k ≤ s ≤ s′ ≤ k + 1

[10].

Ayrıca Sobolev-Slobodeckij uzayları, Sobolev fonksiyonlarının özelliklerinin

incelenmesi için önemli olup Besov uzaylarının özel bir halidir [48].

2.4.3. Besov Uzayları

Besov uzayları, Lebesgue ve Sobolev uzayları gibi klasik fonksiyon uzaylarının bir

genellemesi olup bu fonksiyon uzaylarının düzgünlüğü ve bozulması kavramı kullanılarak

tanımlanırlar. |x| sonsuza yaklaşırken ve türevleri belirli bir düzgünlük oranına sahip

olduğundan, bir f fonksiyonu Bs
p,q(Rn) Besov uzayına aittir. s, p ve q parametreleri sırasıyla

fonksiyonun pürüzsüzlük, integrallenebilirlik ve bozulma derecesini belirler.
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Bs
p,q(Rn) uzayları, bir fonksiyonun farklı türevlerinin farklı ağırlık katsayılarıyla

birleşiminden oluşan bir uzaydır. Bu uzayda yer alan fonksiyonların genellikle kısmi

türevlerinin kareleri belirli bir integrallenebilirlik kriterini sağlar. Besov uzayları, aynı

zamanda bazı farklılaştırılabilir fonksiyon sınıflarını da içerir.

Besov uzayları, birçok matematiksel analiz probleminde kullanılır. Özellikle

harmonik analiz, fonksiyonel analiz ve sayısal analiz gibi alanlarda önemli bir yere

sahiptirler. Belirli bir diferensiyel denklemi olan bir fonksiyonun analizi için kullanılabilir.

Bu uzayda yer alan fonksiyonların integrallenebilirliği, kısmi türevlerinin kareleri ve ağırlık

katsayılarına göre belirlenir. Bu nedenle Besov uzayları, kısmi türevli denklemler için de

önemli bir araçtır.

Matematikte, Besov uzayı (adını Oleg Vladimirovich Besov’dan almıştır) Bs
p,q(Rn)

tam bir yarı-normlu uzaydır ve 1 ≤ p, q<∞ olduğunda bir Banach uzayıdır. Bu uzaylar,

benzer şekilde tanımlanmış Triebel-Lizorkin uzaylarının yanı sıra, Sobolev uzayları gibi

daha temel fonksiyon uzaylarını genelleştirmesine yardımcı olur ve fonksiyonların düzenlilik

özelliklerini ölçmede etkilidir.

Tanım 2.57. (Besov Uzay) ∆hf(x) = f(x− h)− f(x) olsun ve süreklilik modülü

ω2
p(f, t) = sup

|h|≤t
∥∆2

hf∥p

şeklinde tanımlansın. n negatif olmayan bir tamsayı olsun ve 0 < α ≤ 1 olmak üzere

s = n+ α şeklinde tanımlansın. Bs
p,q(R) Besov uzayı,

f ∈ W n,p(R),
∫ ∞

0

|
ω2
p(f

(n)′t)
tα

|q dt
t
<∞

olacak şekildeki tüm f fonksiyonlarını içeren uzaydır [7].

Tanım 2.58. (Besov uzayın normu)

Bs
p,q(R) Besov uzayın normu

∥f∥Bs
p,q(R) = (∥f∥q

Wn,p(R) +

∫ ∞

0

|
ω2
p(f

(n)′t)
tα

|q dt
t
)
1
q

şeklinde ifade edilir.

Teorem 2.59. i. Bs
2,2(R) Besov uzayları, klasik W k,p(R) (k ∈ R) Sobolev uzayları ile

örtüşürler [7].
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ii. p = q ve s bir tam sayı değil ise bu durumdaBs
p,p(R) = W s,p(R) , buradaW s,p(R)

Sobolev Slobodeckij uzayıdır [7].

2.5. Lorentz ve Besov-Triebel-Lizorkin Uzayları

Harmonik analizin klasik operatörlerinin çeşitli fonksiyon uzaylarındaki sınırlılığı

yoğun bir şekilde birçok matematikçi tarafından çalışılmaktadır. George G. Lorentz

[24,25] tarafından 1951 yılında tanımlanmış olan L(p, q) Lorentz uzayları harmonik analizin

önemli konularından biridir. Lorentz uzayları harmonik analizdeki bazı iç problemlerin

çözülmesinde, fizik alanında ve matematiksel kısmi türevlerin son yıllarda çözülmesinde

önemli bir alan oluşturmaktadır. Ayrıca integral operatörlerinin Lorentz uzaylarında

sınırlılığının incelenmesi bazı uygulama alanlarında önemli bir yer tutmaktadır.

Bu bölümde kullanılan bazı tanım ve notasyonların bilgisi aşağıda verilmiştir.

Genel olarak, Rn üzerinde Öklid normu |.| şeklinde ve N sıfırı içermeyen doğal

sayılar kümesi olmak üzere N0 = N ∪ {0} tanımlanır. X vektör uzayında ∥ · ∥ ve ∥ · ∥′

denk iki norm ∥ · ∥ ∼ ∥ · ∥′ şeklinde yazılır. Benzer olarak, ∥ · ∥ ≤ C∥ · ∥′ olacak şekilde bir

C > 0 sabit sayısı varsa bu durumda ∥ · ∥ ∼< ∥ · ∥′ ifadesi kullanılır. Genellikle C, genel bir

pozitif sabiti belirtir. Özellikle sabit C ′, C ′′, . . . olarak ifade edilir.

S(Rn) ile Schwartz fonksiyonlarının uzayı tanımlanır ve böylece S ′(Rn) tempered

dağılım uzayıdır. X-değerli Schwartz fonksiyonlarına karşılık gelen uzay (burada X bir

Banach uzaydır) S(Rn, X) ve

S ′(Rn, X) = L(S(Rn), X),

yani, T : S(Rn) → X sürekli lineer operatörlerinin uzayıdır.

D′(Rn) Dağılımlar uzayıdır. T : D(T ) ⊂ X → X lineer bir operatörlerin sırasıyla

Range uzayı R(T ), Sıfıruzayı N (T ) ile gösterilecektir. spt(f) ile bir f fonksiyonun destek

fonksiyonu ifade edilecektir.

2.5.1. Lorentz Uzayları

X bir Banach uzayı ve (Ω,A, µ) bir ölçü uzayı için M(Ω, X) uzayı, f : Ω →
X ölçülebilir (yani ayrıca ayrılabilir değerli) fonksiyonların uzayı olsun. Lp,r(X) =

Lp,r(Ω, X) ⊂ M(Ω, X) Lorentz uzayı, 1 ≤ p, r ≤ ∞ için f ∈ M(Ω, X) fonksiyonunun

df (α) = µ({z ∈ Ω : ∥f(z)∥ > α}), α ≥ 0
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dağılım fonksiyonu (distribution function) ve

f ∗(t) = inf{α ≥ 0 : df (α) ≤ t}, t ≥ 0

azalan yeniden düzenleme fonksiyonu(decreasing rearrangement) olmak üzere

∥|f∥|Lp,r(Ω,X) =



(
∫∞
0
[t

1
pf ∗(t)]r dt

t
)
1
r , r <∞

supt>0 tpf
∗(t) , r = ∞

sonlu Lorentz yarı normu ile tanımlanır.

Lp,r(Ω, X) uzayındaki iki fonksiyon, eğer bir sıfır kümesinde eşitlerse (µ’a göre) eşit

kabul edilir.

1 < p0, p1, p < ∞, p0 ̸= p1, 1 ≤ r0, r1, r ≤ ∞ ve 0 < θ < 1 için
1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
olacak şekilde

(Lp0,r0(X), Lp1,r1(X))θ,r = Lp,r(X)

elde edilir (Bkz. [44], Sonuç 1.18.6/4). Burada (·, ·)θ,r reel interpolasyon fonksiyonudur.

Lp,p(X) = Lp(X) Lorentz uzayları, Lp(X) Lebesgue uzaylarının reel interpolasyon uzayları

gibi tanımlanır. Burada belirtelim ki p > 1 durumunda Lp,r(Ω, X) uzayı normlu uzaydır ve

normu ∥.∥Lp,r(X) şeklinde gösterilir.

lsq(X) uzayı ( s ∈ R ve 1 ≤ q <∞ için), X bir Banach uzayında a = (ak)k∈N0 ⊂ X

dizilerini içermek üzere

∥a∥lsq(X) = (
∑
k∈N0

[2−ks∥ak∥]q)
1
q <∞

şeklinde tanımlanır.

X = C durumunda lsq(C) yerine lsq yazılabilir.

Gerçekte görülür ki, k ∈ N, 1 < p <∞, 0 < s < k ve X bir kompleks Banach uzayı

olmak üzere

W k
p (Rn, X) = {u ∈ Lp(Rn, X) : ∂αu ∈ Lp(Rn, X)∀α ∈ Nn

0 , |α| ≤ k}
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Sobolev uzaylarının kompleks interpolasyonu sırasıyla

W s
p (Rn, X) = (Lp(Rn, X),W k

p (Rn, X)) s
k
,p

Sobolev-Slobodeckij uzayları ve

Hs
p(Rn, X) = [Lp(Rn, X),W k

p (Rn, X)] s
k
,

Bessel-potansiyel uzaylarına sebep olur.

Aşağıda, kabul edelim ki X kümesi HT sınıfından olsun (dolaysıyla HT sınıfındaki

uzaylar için olası bir tanım veriliyor). s = m ∈ N0 durumunda Bessel-potansiyel uzayları,

Sobolev uzayları tarafından verilmektedir, böylece

Hm
p (Rn, X) = Wm

p (Rn, X).

s ∈ R ve 1 < p <∞ için

Hs
p(Rn, X) = {u ∈ S ′(Rn, X) : F−1(1 + |ξ|2)

s
2Fu ∈ Lp(Rn, X)},

şeklinde ifade edilir, burada ∥F−1(1 + |ξ|2) s
2F · ∥Lp(RnX), Hs

p(Rn, X) da denk bir norm ve

F Fourier dönüşümünü tanımlar. Ayrıca, herhangi bir ϵ > 0 için

Hs
p(Rn, X) ⊂ W s−ϵ

p (Rn, X) ⊂ Hs−2ϵ
p (Rn, X)

sürekli gömmeler elde edilir. T. Hytönen, J. van Neerven, M. Veraar, ve L. Weis [16] ve H.

Amann [6] tarafından Bessel-potansiyel ve Sobolev-Slobodeckij uzayları detaylı bir şekilde

incelenmiştir.

Genel olarak, eğer F(Rn, X) herhangi bir normlu uzay (örneğin F = Hs
p veya

F = W s
p ) ve Ω ⊂ Rn herhangi bir bölge ise bu durumda Ω bölgesinde u ∈ F(Rn, X)

fonksiyonlarının kısıtlamalarının F(Ω, X) uzayı normu

∥u∥F (Ω,X) = inf{∥v∥F(Rn , X) : v ∈ F(Rn, X), v|Ω = u}

şeklinde tanımlanır.

Operatör değerli Fourier çarpanlarını ele almak için aşağıdaki konsept

kullanılmaktadır. X, Y , kompleks Banach uzayı olsun. EP , bağımsız ve simetrik

olarak dağılmış {±1} değerleri için bir P = (Ω,A, µ) olasılık uzayında (ϵi)i∈I rastgele
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değişken aileleri kümesini göstersin. Her N ∈ N, (ϵ1, . . . , ϵN) ∈ EP , Tι ∈ T ve xi ∈ X

(1 ≤ i ≤ N ) için

∥
N∑
i=1

ϵiTixi∥Lp(Ω,Y ) ≤ C∥
N∑
i=1

ϵixi∥Lp(Ω,X) (2.12)

olacak şekilde EP ̸= ∅, p ∈ [1,∞) ile bir P = (Ω,A, µ) olasılık uzayı ve bir C > 0 sabiti

mevcut ise T ⊂ L(X, Y ) sürekli bir lineer operatörler ailesini R-sınırlı olarak tanımlanır.

Bu durumda, Rp(T ) := inf{C > 0: (2.12) olamak üzere} R-sınırlı veya Rp-sınırlı olarak

adlandırılır. Burada belirtelim ki R-sınırlılığı T ⊂ L(X, Y ) sınırlılığını gerektirir. Eğer bir

T ⊂ L(X, Y ) ailesi p ∈ [1,∞) için Rp-sınırlı ise bu durumda herhangi bir q ∈ (1,∞) için

Rq-sınırlıdır.

Not edelim ki (2.12)eşitsizliği, P uzayı yerine EQ ̸= ∅ ile bir Q rastgele bir olasılık

uzayı seçilirse bu durumda farklı bir C > 0 sabiti için de geçerlidir. Ayrıca, Lebesgue baskın

yakınsaklık teoremine göre X in yoğun bir altuzayında xi için (2.12) eşitsizliği gerçekleşir.

Aşağıda ispatsız olarak verilen teorem, R.Denk, M. Hieber ve J. Prüss tarafından [9]

(bkz. Lemma 3.5) R-sınırlılığının bazı somut durumlardaki sınırlılığı için verilmiştir.

Teorem 2.60. (Kahane Büzülme İlkesi) F ∈ {R,C} olmak üzere X bir Banach uzayı, P =

(Ω,A, µ) bir olasılık uzayı, 1 ≤ p < ∞, N ∈ N ve j = 1, . . . , N için |aj| ≤ |bj| olacak

şekilde aj, bj ∈ K olsun. Bu durumda her x1, . . . , xN ∈ X ve ϵ1, . . . , ϵN ∈ EP için burada

CR = 1 ve CC = 2 olmak üzere

∥
N∑
i=1

aiϵixi∥Lp(Ω,X) ≤ CF∥
N∑
i=1

biϵixi∥Lp(Ω,X)

[9].

Mihklin teoreminin aşağıdaki operatör değerli versiyonu ispatsız olarak ifade

edilecektir (bkz [51] veya ( [29], Teorem 4.3.9, Teorem 4.4.4)).

Teorem 2.61. (Mihklin Teoremi) X, Y uzayları (α) özelliğine sahip HT sınıfının kompleks

bir Banach uzayları ve 1 < p < ∞ olsun. mλ ∈ Cn(Rn\{0},L(X, Y )), λ ∈ Λ ve her bir

α ∈ {0, 1}n için

κα := Rp{ξα∂αmλ(ξ) : ξ ∈ Rn\{0}, λ ∈ Λ} <∞
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olduğu kabul edilsin. Bu durumda F−1mλF : S(Rn, X) → S ′(Rn, Y ) operatörü, herbir

λ ∈ Λ için bir tek Tλ ∈ L(Lp(Rn, X), Lp(Rn, Y )) sahip ve α ∈ {0, 1}niçin

Rp{Tλ : λ ∈ Λ} ≤ Cp,n
∑

κα =: C.

Mihklin teoreminden f ∈ S(Rn, X) ve λ ∈ Λ için

∥F−1mλFf∥Lp(Y ) ≤ C∥f∥Lp(X).

Besov-Lorentz uzayı Bs,φ
pq,r ve Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayı F s,φ

pq,r sırasıyla, S ′(Rn)

içindeki tüm f fonksiyonlarından oluşur, öyle ki

∥f∥ϕ
Bs,φ

pq,r
=
∥∥∥{2sj ∥∥F−1ϕjFf

∥∥
Lp,q

}∥∥∥
ls
<∞,

ve

∥f∥ϕ
F s,φ
pq,r

=
∥∥∥{2sj ∥∥F−1ϕjFf

∥∥
lr

}∥∥∥
Lp,q

<∞.

Açıkça, Bs,1
pq,r = Bs

pq,r ve F s,1
pq,r = F s

pq,r [46].

2.5.2. Besov-Triebel-Lizorkin Uzayları

Besov ve Triebel-Lizorkin uzayları, matematiksel analizde özellikle fonksiyon teorisi

ve harmonik analiz alanlarında önemli bir yere sahip olan fonksiyon uzaylarıdır.

F s
p,q(Rn) Triebel-Lizorkin uzayları, belirli bir kısmi türevli normunun ve aynı

zamanda Lp-normlarının birleşimi ile tanımlanan bir uzaydır. Bu uzayda yer alan

fonksiyonların analiz edilebilirliği, Lp-normlarının ve farklı türev normlarının birleşiminden

oluşan karmaşık bir ölçüt tarafından belirlenir.

Triebel-Lizorkin uzayları, klasik fonksiyon uzaylarını genelleştiren başka bir

fonksiyon uzayı ailesidir. Fourier analizini kullanarak bir fonksiyonu frekans bileşenlerine

ayıran Littlewood-Paley teorisine göre tanımlanırlar. Bir f fonksiyonu, eğer frekans

bileşenleri belirli bir bozulma ve pürüzsüzlük oranına sahipse, Triebel-Lizorkin uzayına

aittir. s, p ve q parametreleri sırasıyla fonksiyonun pürüzsüzlük, integrallenebilirlik ve

bozulma derecesini belirler.
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Besov ve Triebel-Lizorkin uzayları, çeşitli matematiksel analiz problemlerinde

yaygın olarak kullanılır. Özellikle diferensiyel denklemler, kısmi türevli denklemler ve

harmonik analiz problemleri gibi alanlarda fonksiyon uzayları olarak karşımıza çıkarlar.

Tanım 2.62. S, hızla azalan fonksiyonların Schwartz sınıfı olsun. f ∈ S nin Fourier

dönüşümü F (f) = f̂ ,

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−i̇x·ξf(x)dx

şeklinde tanımlanır.

φ ∈ S için Suppφ̂ ⊂ {ξ ∈ Rn|1
2
≤ |ξ| ≤ 2} ve φ̂(ξ) > 0 ise bu durumda 1

2
< |ξ| < 2

olmak üzere

φ̂j = φ̂(2−jξ) olsun. (diğer bir ifadeyle, φj(x) = 2jnφ(2jx).), φ’nin önündeki

normalleştirme sabiti

∑
j∈Z

φ̂j(ξ) = 1, ∀ξ ∈ Rn\{0}

şeklinde tanımlanır.

k ∈ Z için Sk ∈ S fonksiyonunu Fourier dönüşümü

Ŝk(ξ) = 1−
∑
j≥k+1

φ̂j(ξ)

şeklinde tanımlanır.

Özellikle Ŝ−1(ξ) = Φ̂(ξ).

|j − j′| ≥ 2 ise bu durumda Supp φ̂j ∩ Supp φ̂j′ = ∅ olmak üzere

s ∈ R ve p, q ∈ [0,∞] olsun. f ∈ S ′ için ∆jf = φj ∗ f olacak şekilde ||f ||Ḃs
p,q

homojen Besov normu

∥f∥Ḃs
p,q

=


[
∑∞

−∞ 2jqs ∥ φj ∗ f ∥qLp]
1
q , q ∈ [1,∞)

supj[2
js ∥ φj ∗ f ∥Lp], q = ∞

şeklinde tanımlanır.

Ḃs
p,q Homojen Besov uzayı, || · ||Ḃs

p,q
yarı normu ile verilen yarı normlu bir uzaydır.

s > 0 için f ∈ S ′nin, ||f ||Bs
p,q

homojen olmayan Besov uzay normu

||f ||Bs
p,q

= ||f ||Lp + ||f ||Ḃs
p,q
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şeklinde tanımlanır.

Homojen olmayan Besov uzayı, || · ||Bs
p,q

normu ile tanımlanmış bir Banach uzaydır.

||f ||F s
p,q

Homojen Tribel-Lizorkin yarı normu,

∥f∥Ḟ s
p,q

=


||(
∑

j∈Z 2
jqs|∆jf(·)|q)

1
q ||Lp , q ∈ [1,∞)

|| supj∈Z(2js|∆jf(·)|)||Lp , q = ∞

şeklinde tanımlanır.

Ḟ s
p,q homojen Triebel-Lizorkin uzayı, || · ||Ḟ s

p,q
yarı normu tarafından verilen yarı

normlu bir uzaydır. s > 0 ve (p, q) ∈ (1,∞)× [1,∞] için f ∈ S ′nin,

||f ||F s
p,q

homojen olmayan Triebel-Lizorkin uzay normu

||f ||F s
p,q

= ||f ||Lp + ||f ||Ḟ s
p,q

şeklinde tanımlanır.

Homojen olmayan Triebel-Lizorkin uzayları ∥ . ∥F s
p,q

normu ile tanımlanmış bir

Banach uzayıdır.
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3. MATERYAL VE METOT

Son yıllarda, F s,r
p,q Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarının kısmi diferensiyel

denklemlerde önemli bir yeri vardır. Yang, Cheng ve Peng [52] tarafından 2005 yılında,

s ∈ R, 1 < p, q < ∞ ve 1 ≤ r ≤ ∞ olmak üzere F s
p,q uzayları ve Lp,r Lorentz uzayları

tanıtıldı. Dolaylı olarak F s,r
p,q uzayları, Triebel [ [44] , Bölüm 2.4.2] tarafından 1978 yılında

incelendiği görülmektedir. Yang, Cheng ve Peng [52] tarafından, F s,r
p,q uzaylarında dalgacık

teorisi aracılığıyla, özellikle kısmi diferensiyel denklemlerin uygulamaları için ve en

önemlisi Triebel-Lizorkin uzaylarının bir reel interpolasyon ölçeği olduğu kanıtlanmıştır.

Xiang ve Yan [50] tarafından 2011 yılında da, Triebel-Lizorkin-Lorentz uzaylarını kısmi

diferensiyel denklemler bağlamında ele aldılar ve yarı jeostrofik bir denklemin lokal iyi

pozluluğunu belirlediler.

F s,r
p,q ölçeği birçok önemli fonksiyon uzayı içerir: r = p olmak üzere, q = 2 için Hs

p

Bessel potansiyel uzaylarını elde edildi. Bununla birlikte sırasıyla s ̸∈ Z durumunda q = p

için ve s ∈ Z durumunda q = 2 için W s
p Sobolev-Slobodeckij uzayları elde edildi. Özellikle,

s = 0 olması durumunda, Lp Lebesgue uzaylarını ve Lorentz uzaylarını Lp,r = F 0,r
p,2 elde

edildi.

Ayrıca Harmonik analizin klasik operatörlerinden olan maksimal fonksiyon, Riesz

potansiyeli singüler integral operatörleri Fourier dönüşümü teorisinde, kısmi türevli

denklemler teorisinde, olasılık teorisinde fonksiyonel analizde ve aynı zamanda özel olarak

operatörlerin interpolasyonu teorisinde geniş uygulamalara sahiptir. Caldreon-Zygmund

singüler integral operatörü ve singüler integral operatörü Hilbert ve Riesz dönüşümlerinin

genelleştirilmesidir. Birincisi üst yarı düzlem üzerindeki eşlenik harmonik fonksiyonların

sınır değerlerinin incelenmesinde ortaya çıkmıştır, diğeri ise ikinci dereceden eliptik

denklemlerin çözümünün regülerliğine karşılık gelmektedir. Harmonik analizin bu klasik

operatörleri çeşitli fonksiyon uzaylarındaki sınırlılıkları bir çok matematkçi tarafından

incelenmiştir. Örneğin 2010 yılında Lebesgue uzaylarının bir genelleştirilmesi olan Morrey

uzaylarında Akbulut ve ekibi [2] incelemiştir. Bu yüksek lisans tezinde, son yıllarda

birçok matematiksel alanlarda önemi olan harmonik analizdeki Triebel-Lizorkin-Lorentz

uzaylarının özellikleri ve bu uzaylarda bazı integral operatörlerinin sınırlılıklarının

incelenmesi amaçlanmaktadır.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde, harmonik analizde bazı integral operatörleri, Triebel-Lizorkin-Lorentz

uzaylarının tanımları ve kaldırma özellikleri, Fourier çarpanları ve ayrık karakterizasyonlar

gibi bazı temel özelliklerini incelenmiştir. Ayrıca n boyutlu Öklid uzayında tanımlanan

Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayları arasında bazı gömmeler verilmiştir.

4.1. Harmonik Analizde Bazı İntegral Operatörleri

Harmonik analizde, integral operatörleri, sinyal ve sistemlerin analizinde önemli

bir rol oynar. Genellikle frekans etkilerini incelemek ve belirli matematiksel işlemleri

kolaylaştırmak için kullanılırlar. Bu operatörler, özellikle Laplace ve Fourier dönüşümleri

ile ilgili olarak önemlidir. Temel integral operatörleri:

Laplace Dönüşümü:

Laplace dönüşümü, zamana bağlı gerçek bir sinyali, frekans etkisi ile ilişkilendirilen

kompleks düzlemdeki bir fonksiyona dönüştürür. Laplace dönüşümü, zaman alanındaki

diferensiyel denklemleri çözmeyi ve sistemlerin kararlılığı, sürekliliği ve tepki sürelerini

incelemeyi kolaylaştırır. Laplace dönüşümü için integral operatörü şu şekildedir:

F(s) =

∫ ∞

0

f(t)e−tsdt

Burada, F(s), Laplace dönüşümü alınacak sinyalin (zaman alanında f(t)) Laplace

uzayındaki gösterimi ve s kompleks frekans değişkenidir.

Fourier Dönüşümü:

Fourier dönüşümü, zamana bağlı bir sinyali, frekans etkisiyle ilişkilendirilen bir

frekans spektrumuna dönüştürür. Bu, sinyaldeki farklı frekans bileşenlerini analiz etmek

ve sistemlerin frekans tepkilerini incelemek için kullanılır.

Fourier dönüşümü için integral operatörü şu şekildedir:

F(w) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−tjwdt

Burada F(w), Fourier dönüşümü alınacak sinyalin (zaman alanında f(t)) frekans spektrumu

ve w frekans değişkenidir.

Bu integral operatörler, harmonik analizde sinyallerin frekans bileşenlerini

belirlemek ve sistemlerin frekans tepkilerini incelemek için kullanılır. Ayrıca, harmonik

analiz, elektrik mühendisliği, haberleşme mühendisliği, akustik, sinyal işleme ve birçok

diğer alanda önemli uygulamalara sahiptir.
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4.1.1. Maksimal Fonksiyonlar

Maksimal fonksiyon, özellikle Lebesgue ölçümüyle ilgili bir kavramdır ve genellikle

ölçü teorisi ve reel analizde kullanılır. Maksimal fonksiyon, bir fonksiyonun her

noktasındaki maksimum değeri veren bir ölçülebilir fonksiyondur. Matematiksel olarak,

verilen bir ölçülebilir fonksiyon f(x) için, maksimal fonksiyonMf(x) şu şekilde tanımlanır:

Mf(x) = sup
r>0

1

µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)|dµ(y)

Burada, B(x, r), x merkezli r yarıçaplı açık yuvar kümesi, µ(B(x, r)), B(x, r)

kümesinin ölçüsüdür.

Maksimal fonksiyon, özellikle Lebesgue uzayında, yani ölçülebilir kümelerin

üzerinde tanımlanan fonksiyonlarda önemli bir rol oynar. Bu fonksiyon, bir fonksiyonun

"maksimum ölçü ağırlıklı ortalaması" olarak düşünülebilir ve bir fonksiyonun yerel

"maksimum değerlerini" vurgulamaya yardımcı olabilir.

Maksimal fonksiyonlar, diğer matematiksel analiz teknikleri ile birlikte, özellikle

Lebesgue integrali, Lebesgue alanı, ölçü teorisi ve gerçel analizde yaygın olarak kullanılır.

Ayrıca, fonksiyonların konverjansını veya Lp uzaylarındaki özelliklerini incelemek için de

önemli bir araçtır.

4.1.2. Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü

A, Rn uzayında Lebesgue ölçülebilir bir alt küme olmak üzere A nın Lebesgue

ölçüsü |A| şeklinde tanımlansın. x ∈ Rn ve r > 0 için B(x, r), x merkezli r yarıçaplı

açık yuvar kümesidir. a > 0 için aB(x, δ) = B(x, aδ), aynı merkezli aδ yarıçaplı yuvardır.

δ > 0 ve f ∈ L1
loc(Rn) olsun. x merkezli δ yarıçaplı açık yuvar üzerinde |f | in ortalaması

AvgB(x,δ)|f | =
1

B(x, δ)

∫
B(x,δ)

|f(y)|dy

şeklinde tanımlanır. [11]

Tanım 4.1.

M(f)(x) = sup
δ>0

AvgB(x,δ)|f | = sup
δ>0

1

νnδn

∫
|y|<δ

|f(x− y)|dy (4.1)

ifadesine f fonksiyonunun merkezlenmiş Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu denir.

M(f) = M(|f |) ≥ 0
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olduğundan, maksimal fonksiyon pozitif bir operatördür.

f ∈ M(f) olduğunda f fonksiyonunun özellikleri geçersizdir. M(f) ≥| f | hemen

hemen heryerde gerçeklenir. Ayrıca M fonksiyonu L∞ uzayından L∞ uzayına sınırlıdır, yani

∥ M(f) ∥L∞≤∥ f ∥L∞

[11].

Şimdi özel bir fonksiyonun Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu ile ilgili örnek

aşağıda verilmiştir.

Örnek 4.2. R uzayında f fonksiyonu, [a, b] aralığında karakteristik bir fonksiyon olsun.

x ∈ (a, b) için M(f) = 1 olduğu aşikardır. x ≥ b için basit bir hesaplama ile, δ = x − a

olduğunda f fonksiyonunun en büyük ortalaması (x−δ, x+δ) aralığında elde edilir. Benzer

şekilde, x ≤ a için δ = b−x olduğunda f fonksiyonunun en büyük ortalaması (x− δ, x+ δ)
aralığında elde edilir. Bu durumda,

M(f)(x) =


b−a

2|x−b| , x ≤ a,

1 , x ∈ (a, b),

b−a
2|x−a| , x ≥ b.

Burada dikkat edilirse, M(f) fonksiyonu x = a ve x = b noktalarında f fonksiyonunun

yarısı kadar artış yapar.

M operatörü,

(i) ∀f, g ∈ Lloc, M(f + g)(x) ≤Mf(x),

(ii) ∀α ∈ C ve f ∈ Lloc, M(αf)(x)= | α |Mf(x)

şartlarını sağladığından altlineer bir operatördür.

Ayrıca M , ∀f ∈ Lloc ve ∀x ∈ Rn, Mf(x) ≥ 0 şartını sağladığından dolayıda pozitif bir

operatördür. Fakat bazı x0 ∈ Rn, M(f)(x0) = 0 olması durumunda ise hemen hemen

heryerde f = 0 olur. Eğer f kompakt destekli ise bu durumda da |x| ≥ R, ( ve |x| ≤ R,)

Mf(x) ≥ |f |L1

vn

1

(|x|+R)n
(4.2)

şeklinde ifade edilebilir, burada vn, Rn uzayında birim yuvarın hacmidir. (4.2)

eşitsizliğinden, M(f), L1(Rn) uzayının elemanı değilse bu durumda hemen hemen heryerde

f ̸= 0. Bu durum, maksimal fonksiyonun belirli bir davranışını yansıtan güçlü bir özelliğidir.
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Aslında, g ∈ L1
loc ve M(g) ∈ L1(Rn) ise bu durumda hemen hemen heryerde g = 0

olur. Bunu göstermek için, (4.2) eşitsizliği kullanılarak gR(x) = g(x)χ|x|≤R olmak üzere

R > 0 yarıçaplı yuvarda hemen hemen her x için gR(x) = 0 olur. Böylece, Rn de hemen

hemen heryerde g = 0 dır. Dolaysıyla, f ∈ L1 ise bu durumda M(f) ∈ WL1 olduğu görülür.

M(f) nin ilgili benzer bir durumu, belirli bir noktayı içeren tüm açık

yuvarlar üzerindeki f fonksiyonunun tüm ortalamalarının supremumu olarak tanımlanan,

merkezlenmemiş bir M(f) versiyonudur.

Tanım 4.3.

M(f)(x) = sup
δ>0

|y−x|<δ

AvgB(x,δ)|f |

ifadesine x noktasını içeren B(x, δ) açık yuvarında |f | in ortalamasının supremununa

merkezlenmemiş Hardy-Littlewood maksimal fonkiyonu denir [11].

M(f) ≤ M(f) aşikar olup M , M den daha geniş bir operatördür. Dolaysıyla,

M(f) ≤ 2nM(f) ve M nin sınırlılık özellikleri M nin sınırlılık özellikleri ile aynıdır.

Örnek 4.4. R uzayında f fonksiyonu, I = [a, b] aralığında karakteristik bir fonksiyon olsun.

x ∈ (a, b) için M(f)(x) = 1 olduğu aşikardır. x ≥ b için basit bir hesaplama ile, δ =
1
2
(x − a) ve y = 1

2
(x + a) olduğunda f fonksiyonunun en büyük ortalaması x noktasını

içeren (y − δ, y + δ) aralığında elde edilir. Benzer şekilde, x ≤ a için δ = 1
2
(b − x) ve

y = 1
2
(b+ x) olduğunda f fonksiyonunun en büyük ortalaması (y− δ, y+ δ) aralığında elde

edilir. Bu durumda,

M(f)(x) =


b−a
|x−b| , x ≤ a,

1 , x ∈ (a, b),

b−a
|x−a| , x ≥ b.

Burada dikkat edilirse, M(f) fonksiyonu x = a noktasından x = b noktasına bir sıçramaya

sahip değildir ve M(f),
(
1 + dist(x,I)

|I|

)−1

fonksiyonu ile karşılaştırabilir bir fonksiyondur

[11].

Maksimal fonksiyonların bazı özelliklerini verebilmek için ispatsız olarak aşağıdaki

lemma verilmiştir.
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Lemma 4.5. {B1, B2, . . . , Bk} kümesi Rn de açık yuvarların sonlu bir koleksiyonu olsun.

Bu durumda

l∑
r=1

|Bjr | ≥ 3−n

∣∣∣∣∣
k⋃
i=1

Bi

∣∣∣∣∣ (4.3)

olacak şekilde ikili ayrık yuvarlarının sonlu bir {Bj1 , . . . , Bjl} alt koleksiyonu vardır [11].

Şimdi sırasıyla M merkezlenmiş ve M merkezlenmemiş maksimal fonksiyonların sınırlılığı

ile ilgili teorem aşağıda verilmiştir.

Teorem 4.6. Merkezlenmemiş Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu L1(Rn) uzayından

WL1(Rn) uzayına, burada sabit en fazla 3n ve aynı zamanda 1 < p < ∞ için Lp(Rn)

uzayından Lp(Rn) uzayına, burada sabit en fazla 3
n
p p(p− 1)−1 olmak üzere sınırlıdır.

Benzer durum M merkezlenmiş maksimal operatörü için doğrudur [11].

Hatırlatalım ki operatörlerin L1 uzayından WL1 uzayına dönüşümleri zayıf (1,1) tiplidir.

İspat.

M(f) ≥ M(f) olduğundan

{x ∈ Rn :| M(f)(x) |> α} ⊆ {x ∈ Rn :|M(f)(x) |> α},

aşikardır ve bundan dolayı

| {x ∈ Rn :|M(f)(x) |> α} |≤ 3n
∥ f ∥L1

α
(4.4)

göstermek yeterlidir.

Eα = {x ∈ Rn :|M(f)(x) |> α}

kümesi açıktır. Gerçekten, x ∈ Eα için x noktasını içeren öyle bir Bx açık yuvarı vardır

ki, Bx yuvarında | f | nin ortalaması α dan kesinlikle büyüktür ve böylece Bx yuvarı Eα
elemanıdır. Bu da Eα kümesinin açık olduğunu ispatlar.

K, Eα nın kompakt bir altkümesi olsun. Herbir x ∈ K için x noktasını içeren bir açık

Bx yuvarı vardır, öyle ki∫
Bx

| f(y) | dy > α | Bx | . (4.5)
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Şimdi her x için Bx ⊂ Eα olduğu gösterilsin. Kompaktlıkdan dolayı K nın {Bx1,...,Bxk
}

olacak şekilde sonlu alt örtüsü vardır. Lemma 4.5. den dolayı Bxj1
, ..., Bxjl

ayrık

yuvarlardan oluşan bir altkoleksiyon bulunur öyle ki (4.3) eşitsizliği elde edilir. (4.3) ve

(4.5) eşitsizliklerinden

| K |≤

∣∣∣∣∣
k⋃
i=1

Bxi

∣∣∣∣∣ ≤ 3n
l∑

i=1

| Bxji
|

≤ 3n

α

l∑
i=1

∫
Bxji

| f(y) | dy

≤ 3n

α

∫
Eα

| f(y) | dy

elde edilir, böylece her Bxji
yuvarları ayrıktır ve aynı zamanda Eα kümesinin elemanlarıdır.

Tüm kompakt K ⊆ Eα üzerinden supremumu alınır ve Lebesgue ölçüsünün iç

düzenliliğinden (4.4) eşitsizliği elde edilir. Yani M operatörü 3n sabiti ile L1 → WL1

dönüşümü gerçeklenir. M operatörü 1 sabiti ile L∞ → L∞ olduğu aşikardır. M , iyi tanımlı

ve L1 + L∞ üzerinde hemen hemen her yerde sonlu olduğundan , 1 < p < ∞ için Lp(Rn)

uzayında da sonludur. Teorem 2.49. (Marcinkiewicz interpolasyon Teoremi) den M , her

1 < p < ∞ için Lp(Rn) uzayından Lp(Rn)uzayına sınırlıdır. Uyarı 2.50. nin uygulaması

olarak Lp(Rn) uzayında M operatörünün normu için

∥M ∥Lp→Lp≤ p

p− 1
3

n
p (4.6)

olduğu görülür. Burada dikkat edilirse sınırlılık için Teorem 2.49. nin direkt uygulamasından

2( p
p−1

)
1
p3

n
p sabiti bulunur [11].

Uyarı 4.7. Teorem 4.6. nın ispatından görülür ki M operatörünün Lp(Rn) uzayındaki norm

sınırlılığı boyutla üstel olarak artar. Bu sınırın, n boyutta n −→ ∞ gibi üstel olarak artmayan

daha iyi bir sınıra geliştirilip geliştirilemeyeceği merak edebilir ancak bu mümkün değildir

(bkz. [11] Örnek 4.8.) .

Örnek 4.8. R > 0 olsun.

c
′
nR

n

(| x | +R)n
≤ M(χB(0,R))(x) (4.7)

≤ cnR
n

(| x | +R)n
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olacak şekilde cn ve c′n boyutsal sabitleri vardır.

Bu fonksiyonlar Rn üzerinde integrallenebilir olmadığından, M operatörünün L1(Rn)

uzayından L1(Rn) uzayına sınırlı olmadığı ortaya çıkar. Şimdi M(M(χB(0,R)))(x) ifadesine

bakılsın. ilk önce

Rn

(| x | +R)n
≤ χB(0,R) +

∞∑
k=0

Rn

(R + 2kR)n
χB(0,2k+1R) \B(0, 2kR)

şeklinde yazılsın. (4.7) eşitsizliğindeki ifadeden ve M operatörünün alt doğrusallığı

kullanılarak,

M

(
Rn

(| . | +R)n

)
(x) ≤ M(χB(0,R))(x) +

∞∑
0

1

(1 + 2k)n
M(χB(0,2k+1))(x)

≤ cnR
n

(| x | +R)n
+

∞∑
0

1

(1 + 2k)n
cn(2

k+1R)n

(| x | +2k+1R)n

≤ Cnlog(e+ | x | /R)
(1+ | x | /R)n

elde edilir, k sayısı üzerinden buradaki son ifade ayrı ayrı toplam alınırsa 2k+1 ≤| x | /R
ve 2k+1 ≥| x | /R olduğu görülür. Burada dikkat edilmeli ki p > 1 olduğu için logaritma

fonksiyonu özelliğinden Lp uzayında sınırlılığı etkilemediği görülür. [11].

Sonuç 4.9. 1 < p ≤ ∞ ise bu durumda f ∈ Lp ⇐⇒Mf ∈ Lp.

İspat. M operatörü (p, p) tipli olduğundan p > 1 ve f ∈ Lp için Mf ∈ Lp dir. Diğer yandan

(2.10) ve (4.1) eşitsizliklerinden hemen hemen her x için

| f(x) |≤Mf(x)

elde edilir. Böylece

∫
| f(x) |p dx ≤

∫
(Mf(x))pdx,

ve Mf ∈ Lp ise bu durumda f ∈ Lp.

1997 yılında J. Kinnunen [18], p > 1 ve k ≤ 1 için f, W 1,p(Rn) Sobolev Uzaylarında

bir fonksiyon ise bu durumda Mf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonlarının birinci
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mertebeden zayıf kısmi türevlerinin Lp(Rn) uzayında olduğunu gösterdi. 2002 yılında H.

Tanaka [14], k = 1 iken p = 1 durumunda Kinnunen’in sonucunun genişletebileceğini

ispatladı.

1 < p ≤ ∞ için f ∈ Lp(Rn) fonksiyonlarını W 1,p(Rn) Sobolev Uzayının

içerdiğinde Dαf , α = 1, 2, ..., n birinci mertebeden zayıf kısmi türevleri Lp(Rn) ait olduğu

bilinmektedir.

1998 yılında J. Kinnunen [18], 1 < p <∞ ve k ≥ 1 olmak üzere

f ∈ W 1,p(Rn) ise bu durumda Mf ∈ W 1,p(Rn) ve hemen hemen her x ∈ Rn için

| (DαMf)(x) |≤ (MDαf)(x). (4.8)

Sonuç 4.9. ve (4.8) eşitsizliğinden

∥ DαM ∥p≤ Ap ∥ Dαf ∥, α = 1, 2, ..., n (4.9)

elde edilir.

p = 1 durumundan Kinnunen’in metodu (4.8) eşitsizliğinin ispatına uygun

olmayabilir, çünkü M fonksiyonu Lp-sınırlılığına bağlıdır.

p = k = 1 durumunda f ∈ W 1,1(Rn) ise bu durumda Mf , sınırlı bir fonksiyon ve

dolayısıyla dağılımlar anlamında türevlenebilirdir.

H. Tanaka [14] tarafından lr
(
Lpq
)

uzaylarında M maksimal operatörü ile ilgili sonuç

aşağıda ispatsız olarak verilmiştir.

Sonuç 4.10. 1 ≤ p <∞, 0 < q ≤ ∞ ve 1 < r ≤ ∞ olsun.

(1) 1 < p < ∞ ise bu durumda lr
(
Lpq
)

uzayından lr
(
Lpq
)

uzayına M maksimal

operatörü sınırlıdır;

(2)M maksimal operatörü lq
(
L1q

)
uzayından lq

(
WL1q

)
uzayına sınırlıdır.

4.1.3. Kesirli İntegral Operatörleri

Bu kısımda, Riesz potansiyelin sınırlılığı ve genel formu (kesirli integral)

incelenmiştir.

0 < α < n ise bu durumda | x |−n+α∈ Lloc(Rn). Böylece dağılım anlayışı ile

̂(
1

| x |n−α

)
(ξ) = γ(α)(2π)α | ξ |−α, (4.10)
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elde edilir, burada

γ(α) = π
n
2 2αΓ(

α

2
)/Γ

n− 2

2
.

Riesz potansiyeli

Iα(f)(x) =
1

γ(α)

∫
Rn

f(y)
1

|x− y|n−α
dy (4.11)

=
1

γ(α)

(
1

|x|n−α
∗ f
)
(x)

şeklinde tanımlı bir operatördür [40].

Şimdi Riesz potansiyeli ile kesirli dereceden Laplacian operatörü arasındaki bazı

bağıntılar hakkında bilgi verilecektir.

△ Laplacian operatörü olsun, yani,

△ =
∂2

∂x21
+ ...+

∂2

∂x2n
.

Herhangi bir φ ∈ S(Rn) için, Fourier dönüşümünden

(̂−∆α)(ξ) = 4π2 | ξ |2 φ̂(ξ) = (2π | ξ |2)φ̂(ξ)

elde edilir.

Böylece, φ ∈ S(Rn) ve 0 < α < n için , (4.10) ve (4.11) eşitliğinden

(̂Iαφ)(ξ) = (2π|ξ|)−αφ̂(ξ) = ̂((−∆)−α/2φ)(ξ)

elde edilir.

Dolaysıyla, dağılım anlayışı altında, f ∈ S(Rn) için

f(x) = I1 ∗

(
n∑
j=1

Rj∂jf

)
(x) =

n∑
j=1

(I1 ∗Rj∂jf)(x), (4.12)

burada Rj Riesz dönüşümüdür.

Rj Riesz dönüşümü (1 < p <∞, j = 1, 2, ..., n) için Lp uzayında sınırlılığı ve Riesz

potansiyelinin 1.dereceden (Lp, Lq) sınırlılığı ile, ∂jf ∈ Lp, (1 < p < n, j = 1, 2, ..., n)

ve (4.12) eşitliğinden f ∈ Lq(Rn) olduğu sonucu elde edilir. Bu nedenle Riesz potansiyeli,

Sobolev uzayı teorisi ve kesirli dereceden Laplacian operatörü ile yakından ilişkilidir.
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4.1.4. Riesz Potansiyeli

Bu kısımda, Iα, 0 < α < n, Riesz potansiyelinin (Lp, Lq)-sınırlılığı gösterilecektir.

İlk önce gösterilsin ki

1

p
=

1

q
− 1

n
(4.13)

gerek şartı altında

∥ Iαf ∥q≤ C ∥ f ∥p (4.14)

dir.

Gerçekten de, δ > 0 için genişleme dönüşümü

τδ(f)(x) = f(δx)

şeklindedir.

Bu durum da, 0 < α < n için

τδ−1Iατδ = δ−αIα (4.15)

ve

∥ τδ(f) ∥p= δ−n/p ∥ f ∥p, ∥ τδ−1Iα(f) ∥q= δn/q ∥ Iα(f) ∥q . (4.16)

Böylece, δ > 0 için (4.14), (4.15) ve (4.16) eşitliklerinden

∥ Iαf ∥q = δα ∥ τδ−1Iατδ(f) ∥q (4.17)

= δα+n/q ∥ Iατδ(f) ∥q

≤ Cδα+n/q ∥ τδ(f) ∥q

= Cδα+n/q−n/p ∥ f ∥p .
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(4.17) eşitsizliğinden dolayı her δ > 0 için (4.13) şartının olması gerektiği sonucuna

varılır.

Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi, 1 < n
α

için (4.13) şartının (4.14) eşitsizliğinin

sağlamak için de yeterli bir koşul olduğunu göstermekte olup ilk önce aşağıdaki lemma

verilsin.

Lemma 4.11. f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < n
α

olsun. Bu durumda x ∈ (Rn) için

| Iαf(x) |≤ C ∥ f ∥
αp
n
p [Mf(x)]1−

αp
n ,

burada M , Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve C = C(α, p, n) [40].

İspat. x ∈ Rn sabit ve bazı r > 0 için

| Iaf(x) |≤
∫
|y|≤r

f(x− y)

| y |n−α
dy +

∫
|y|>r

| f(x− y) |
| y |n−α

dy := J1 + J2.

J1 için

J1 =
∞∑
j=0

=

∫
2−j−1r<|y|≤2−jr

f(x− y)

| y |n−α
dy (4.18)

≤
∞∑
j=0

1

(2−j−1r)n−α

∫
2−j−1r<|y|≤2−jr

| f(x− y) | dy

≤ Cα
r

∞∑
j=0

(2−j)α

(2−jr)n

∫
|y|≤2−jr

| f(x− y) | dy

≤ Cα
rMf(x).

J2 için p = 1 ise bu durumda

J2 ≤ rα−n ∥ f ∥1 . (4.19)

1 < p < n
α

ise bu durumda Hölder eşitsizliğinden

J2 ≤
(∫

|y|>r
| y |(α−n)p′ dy

)1/p′

∥ f ∥p (4.20)

≤ Crα−
n
p ∥ f ∥p

49



elde edilir.

Dolaysıyla, 1 ≤ p < n
α

iken (4.18)-(4.20) eşitsizliklerinden x ∈ Rn için

| Iαf(x) |≤ C(rαMf(x) + rα−
n
p ∥ f ∥p)

elde edilir.

r = ( ∥f∥p
Mf(x)

)
p
n şeklinde seçilirse

rαMf(x) = rα−
n
p ∥ f ∥p

= ∥ f ∥
αp
n
p Mf(x)1−

αp
n

böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.12. (Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi) 0 < α < n, 1 ≤ p < n
α

ve 1
q
= 1

p
− α

n

olmak üzere,

(i) f ∈ Lp(Rn) (1 < p < n
α
) ise bu durumda

∥ Iαf ∥q≤ C ∥ f ∥p;

(ii) f ∈ L1(Rn) ise bu durumda her λ > 0 için

| x ∈ Rn :| Iαf(x) |> λ |≤
(
C

λ
∥ f ∥1

) n
n−α

,

burada C = C(α, n, p) [40].

İspat. (i) (1 − αp
n
)q = p olsun. Lemma 4.11. den ve 1 < p < ∞ için M Hardy-Littlewood

maksimal operatörünün Lp-sınırlılığından,

∥ Iαf ∥q ≤ C ∥ f ∥
αp
n
p ∥Mf ∥

1−αp
n

p

≤ C ∥ f ∥p

elde edilir.
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(ii) Lemma 4.11. den ve M operatörünün zayıf (1, 1)-sınırlılığından,

| {x ∈ Rn :| Iαf(x) |> λ} | =

∣∣∣∣∣∣
x ∈ Rn :Mf(x) >

(
λ

C ∥ f ∥
α
n
1

) n
n−α


∣∣∣∣∣∣

≤ C1

(
C ∥ f ∥

α
n
1

λ

) n
n−α

∥ f ∥1

≤
(
C

λ
∥ f ∥1

) n
n−α

elde edilir.

Iα Riesz potansiyeli ile ilgili bazı sonuçlar aşağıda verilmiştir.

Uyarı 4.13. Teorem 4.12., (ii) sonucu

∥ Iαf ∥ n
n−α

≤ C ∥ f ∥1 (4.21)

şeklinde geliştirilemez.

(4.21) eşitsizliğine karşı bir örnek verilsin.

| y |≤ 1 ise f(y) = 1 ve | y |> 1 ise f(y) = 0 olsun. Bu durumda

Iαf(x) =
1

γ(α)

∫
|y|≤1

dy

| x− y |n−α
.

| x |> 1 ve | y |≤ 1 için

| x− y |≤| x | + | y |≤| x | +1 < 2 | x |,

ve böylece

| Iαf(x) |≥
C

| x |n−α
, x > 1,

olduğundan

∫
Rn

| Iαf(x) |
n

n−α dx ≥ C

∫
|x|>1

dx

| x |n
= ∞

bulunur.
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Uyarı 4.14. p = n
α

olduğunda Teorem 4.12.nin (i) şıkkı geçerli değildir.

Örnek:

f(x) =


| x |−α (log 1

|x|)
−α

n
(1+ε) , | x |> 1

2

0 , | x |> 1
2
,

burada ε yeterince küçüktür. Açıkcası, f ∈ L
n
α (Rn). Fakat herhangi bir ε için

α

n
(1 + ε) ≤ 1

sağlanır ise bu durumda

Iα(f)(0) =
1

γ(α)

∫
|x|≤ 1

2

| x |−n (log
1

| x |
)
−α
n

(1+ε)dx = ∞

ve Iα(f) esas olarak orijine yakın bir yerde sınırlı değildir. Buradan Iαf(x) /∈
L∞(Rn).

4.1.5. Singüler İntegral Operatörleri

Calderón-Zygmund integral operatörü, Hilbert ve Riesz dönüşümlerinin bir

genelleştirilmesidir. Hilbert dönüşümü, eşlenik harmonik fonksiyonun üst yarı düzlemde

sınır değer problemlerinin çalışılmasından elde edilmiştir. Riesz dönüşümü ise ikinci

mertebeden eliptik denklemlerin çözümlerinin düzenliliğine karşılık gelmektedir .

f ∈ Lp(R) (1 ≤ p <∞) olmak üzere R üzerinde bir Cauchy integrali:

F (z) =
1

2πi

∫
R

f(t)

t− z
dt,

burada z = x+ iy, y > 0. F (z) fonksiyonu R2
+ üzerinde analitik olduğu aşikardır. Ayrıca

F (z) =
1

2π

∫
R

y

(x− t)2 + y2
f(t)dt+

i

2π

∫
R

x− t

(x− t)2 + y2
f(t)dt

:=
1

2
[(Py ∗ f)(x) + i(Qy ∗ f)(x)],

burada

Py(t) =
1

π

y

t2 + y2
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Possion çekirdeği ve

Qy(t) =
1

π

t

t2 + y2

ise eşlenik Possion çekirdeği denir.

Ayrıca, Py∗f , f fonksiyonunun Poisson integrali olarak veQy∗f de f fonksiyonunun

eşlenik Poisson integrali olarak adlandırılır. Harmonik fonksiyonların sınır değerlerinin

özelliklerinden, y −→ 0 iken hemen hemen her Py ∗ f −→ f ve y −→ 0 iken hemen

hemen her Qy ∗ f −→ Hf. Hf , f fonksiyonunun Hilbert dönüşümü denir ve

Hf(x) = p.v.
1

π

∫
R

f(t)

x− t
dt (4.22)

şeklinde tanımlanır.

f ∈ L2(R) ise bu durumda

Ĥf(ξ) = −isgnξf̂(ξ) (4.23)

olduğu ispatlanabilir.

K(x) = p.v. 1
x

olsun, bu durumda Hf = (K ∗ f).
f ∈ L2(Rn) olduğunu kabul edilsin ve △u = f Poisson denklemi verilsin, burada

△ =
n∑
j=1

∂2

∂x2j

Rn üzerinde Laplacian operatörüdür. Denklemin her iki tarafına da Fourier dönüşümü

uygulanırsa

f̂(ξ) = −4π2 | ξ |2 û(ξ)

elde edilir.

Bu da

û(ξ) = − 1

4π2 | ξ |2
f̂(ξ)

denktir.

Böylece, 1 ≤ j, k ≤ n için
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(
∂̂2u

∂xj∂xk
)(ξ) = −4π2ξjξkû(ξ) =

ξjξk
| ξ |2

f̂(ξ).

Eğer operatör

R̂jf(ξ) = −i ξj
| ξ |

f̂(ξ), j = 1, 2, ..., n (4.24)

şeklinde tanımlanırsa bu durumda

(
∂̂2u

∂xj∂xk
)(ξ) = −R̂jRkf(ξ)

olduğu görülür.

(4.24) denklemiyle tanımlanan Rj operatörü Riesz dönüşümü olarak tanımlanır.

Böylece Poisson denkleminin çözümünün düzenliliği problemi, Riesz dönüşümünün

sınırlılığı problemine aktarılmıştır. (4.23) ile (4.24) denklemlerinin karşılaştırılmasıyla,

Riesz dönüşümünün bir boyuttan n boyuta Hilbert dönüşümünün bir genelleştirilmesi olduğu

görülmektedir. f ∈ Lp(Rn) (1 < p < ∞) ise bu durumda f fonksiyonunun Riesz

dönüşümü:

Rjf(x) = p.v.Cn

∫
Rn

xj − yj
| x− y |n+1

f(y)dy, 1 ≤ j ≤ n. (4.25)

Kj(x) = p.v.
xj

|x|n+1 (j = 1, 2, ..., n) ise bu durumda

Rjf = Kj ∗ f.

Şimdi de singüler integral operatörünün başka bir geçmişi hakkında kısa bilgi verilecektir.

Biliniyor ki n ≥ 3 olduğunda △ Laplacian operatörünün temel çözümü

Γ(x) =
1

(2− n)ωn−1

1

|x|n − 2
.

Dolaysıyla, f fonksiyonu temel özelliklere sahip olduğundan, örneğin f ∈ S(Rn) için Γ∗ f ,

△u = f Poisson denkleminin bir çözümüdür yani

u(x) = Γ ∗ f(x) = Cn

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−2
dy.

Biçimsel olarak, u fonksiyonunun ikinci mertebeden kısmi türevleri alınarak:
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∂2u(x)

∂x2j

∫
Rn

Ωj(x− y)

|x− y|n
f(y)dy := lim

ε−→0+

∫
|x−y|>ε

Ωj(x− y)

|x− y|n
f(y)dy

elde edilir, burada Ωj(y) = Cn(1− n | y |−2 y2j ).

Ωj aşağıdaki özellikleri sağlar:

(a) Ωj(λy) = Ωj(y), ∀λ > 0;

(b)
∫
Sn−1 Ωj(y

′)dσ(y′) = 0;

(c) Ωj ∈ L1(Sn−1).

Tjf(x) = lim
ε−→0+

∫
|x−y|>ε

Ωj(x− y)

|x− y|n
f(y)dy

şeklinde alınırsa bu durumda △u = f denkleminin çözümünün Lp düzenliliği Tj

operatörünün Lp sınırlığına dönüştürür.

Ω fonksiyonu yukarıdaki (a), (b) ve (c)şartlarını sağlar ise bu durumda f ∈ Lp(Rn)

(1 ≤ p <∞) için TΩ integral operatörü

TΩf(x) = p.v.

∫
Rn

Ω(x− y)

| x− y |n
f(y)dy (4.26)

şeklinde tanımlanır.

Ω(x) =
xj
|x| alınır ise bu durumda TΩ operatörü, Rj (j = 1, 2, ..., n) Riesz dönüşümü

olur. n = 1 ve Ω(x) = sgnx alınır ise bu durumda TΩ operatörü, H Hilbert dönüşümü olur.

4.1.6. Calderón-Zygmund Singüler İntegral Operatörleri

Tanım 4.15. K(x) ∈ L1
loc(Rn\0) olsun ve aşağıdaki şartları sağlasın:

| K(x) |≤ B | x |−n, ∀x ̸= 0; (4.27)

∫
r≤|x|≤R

K(x) dx = 0, ∀0 < r < R <∞; (4.28)

∫
|x|≥2|y|

|K(x− y)−K(x)| dx ≤ B, ∀y ̸= 0. (4.29)
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Bu durumda K, Calderón-Zygmund çekirdeği olarak tanımlanır, burada B, x ve y

den bağımsız sabittir. Ayrıca (4.29) şartına Homander şartı denir [40].

Teorem 4.16. K, Calderón-Zygmund çekirdeği, ε > 0 ve f ∈ Lp(Rn) (1 < p <∞) için

Tεf(x) =

∫
|y|≥ε

f(x− y)K(y)dy

olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır.

(i)∥ Tεf ∥p≤ Ap ∥ f ∥p, burada Ap, ε ve f den bağımsızdır.

(ii) Herhangi bir f ∈ Lp(Rn) için limε→0Tεf , Lp normu anlamındadır. Yani,

Tf(x) = p.v.
∫
Rn

f(x− y)K(y)dy

olacak şekilde bir T vardır.

(iii)∥ Tf ∥p≤ Ap ∥ f ∥p [40].

Uyarı 4.17. Teorem 4.16. (ii) şıkkında tanımlanan T lineer operatörüne Calderón-Zygmund

singüler integral operatörü olarak adlandırılır. Ayrıca Tε, T operatörünün kesilmiş operatörü

denir [40].

İspat. ε > 0 için, Kε(x) = K(x)χ{|x|≥ϵ}(x) olsun. Bu durumda Tεf(x)= Kε ∗ f(x)
dir. İlk olarak Tε, (2, 2) tipli ve Tε, L2(Rn) üzerinde düzgün sınırlı olduğu ispatlanacaktır.

Kε, (4.27) eşitsizliğini ve ε içinde (4.28) düzgünlüğü sağladığı aşikardır. Şimdi Kε, (4.28)

düzgünlüğünü sağladığı gösterilecektir. Aslında herhangi bir x, y ∈ Rn (y ̸= 0) ve | x |≥ 2 |
y | için hem x ∈ B(0; ε) ve hem de x− y ∈ B(0; ε) ise bu durumda Kε(x) = Kε(x− y) =

0; hem x ∈ (B(0, ε))c ve hem de x − y ∈ (B(0, ε))c ise bu durumda Kε(x) = K(x),

Kε(x− y) = K(x− y) dir. Böylece , Kε (4.29) şartını sağlar. Eğer | x |> ε ve | x− y |< ε

ise bu durumda | x | /2 ≤| x− y |< ε ve ε <| x |< 2ε elde edilir. Bundan dolayı,

∫
|x|≥2|y|

| Kε(x− y)−Kε(x) | dx ≤
∫
ε≤|x|≤2ε

| Kε(x) | dx

≤ CB,

burada C sabiti ε dan bağımsızdır. Benzer şekilde |x| < ε ve |x − y| < ε olduğunda Kε, ε

içinde (4.29) düzgünlüğünü sağlar.
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Şimdi de {Tε}, L2(Rn) uzayında ε içinde (4.29) düzgün sınırlı olduğu gösterilecektir.

Gerçekten de herhangi bir ε > 0, Kε ∈ L2(Rn) için Plancherel Teoremi’nden 2.34.

sup
ξ∈Rn

| K̂ε(ξ) |≤ CB. (4.30)

olacak şekilde bir C > 0 sabitinin olduğunu göstermek yeterlidir. Aslında ξ ∈ Rn, için

K̂ε(ξ) = lim
R→∞

∫
|x|≤R

e−2πix.ξKε(x)dx

= lim
R→∞

(∫
|x|≤R

e−2πix.ξKε(x)dx+

∫
a
|ξ|<|x|≤R

e−2πix.ξKε(x)dx

)

:= lim
R→∞

(I1 + I2).

(4.27) ve (4.28) şartlarından

| I1 | =

∣∣∣∣∣
∫
|x|≤ a

|ξ|

(e−2πix.ξ − 1)Kε(x)dx

∣∣∣∣∣
≤ C | ξ |

∫
|x|≤ a

|ξ|

| x || Kε(x) | dx

≤ CaB.

Şimdi I2 göz önüne alınsın. y = ξ
2|ξ|2 şeklinde alınırsa bu durumda e2πiy.ξ = −1 olur.

Böylece

I2 =

∫
a
|ξ|<|x−y≤R

e−2πi(x−y).ξKε(x− y)dx

= −
∫

a
|ξ|<|x−y≤R

e−2πi(x−y).ξKε(x− y)dx

= −
∫

a
|ξ|<|x|≤R

e−2πi(x−y).ξKε(x− y)dx+ J,

burada (
J =

∫
a
|ξ|<|x|≤R

−
∫

a
|ξ|<|x−y≤R

)
e−2πi(x−y).ξKε(x− y)dx.
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Dolayısıyla

I2 =
1

2

∫
a
|ξ|<|x|≤R

[Kε(x)−Kε(x− y)]e−2πi(x−y).ξdx+
J

2

elde edilir.

| y |= 1
2|ξ| ve a > 1 olduğunda,

∣∣∣∣∣
∫

a
|ξ|<|x|≤R

[Kε(x)−Kε(x− y)]e−2πi(x−y).ξdx

∣∣∣∣∣
≤
∫
|x|≥2|y|

| Kε(x)−Kε(x− y) |

≤ CB

burada C ve B, ε ve ξ den bağımsızdırlar.

Diğer yandan, {x : a
|ξ| <| x |≤ R} ve {x : a

|ξ| <| x− y |≤ R} kümelerinin simetrik

farkını E kümesi ise bu durumda

| J |≤
∫
E

| Kε(x− y) | dx.

| y |= 1
2|ξ| ve a > 1 şeklinde alınırsa

E ⊂
{
x :

a

2 | ξ |
≤| x |≤ 2a

| ξ |

}⋃{
x :

R

2
≤| x |≤ 2R

}
.

Böylece (4.27) eşitsizliğinden

| J |≤
∫

a
2|ξ|≤|x|≤ 2a

|ξ|

| Kε(x− y) | dx+
∫

R
2
≤|x|≤2R

| Kε(x− y) | dx ≤ CB,

burada C, B, ξ ve ε dan bağımsızdırlar. Yukarıda elde edilen sonuçlardan, (4.30) şartı elde

edilir. Böylece {Tε}, L2(Rn) üzerinde ε için düzgün sınırlıdır.

Şimdi Tε operatörünün (1, 1) zayıf tipli ve ε dan bağımsız sınırlı olduğu

gösterilecektir.

Her bir f ∈ L1(Rn) ve λ > 0 için Teorem 2.35. (Calderón-Zygmund Ayrıştırma

Teoremi) den Qj örtüşmeyen küplerin bir serisi ve g, b iki fonksiyon olmak üzere f = g + b

için aşağıdaki özellikler sağlanır.
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(a) ∥ g ∥22≤ Cλ ∥ f ∥1, | g(x) |≤ 2nλ, hemen hemen her x ∈ Rn;

(b)λ ≤ 1
|Qj |

∫
Qj

| f(x) | dx ≤ 2nλ, her Qj için;

(c)
∑

j | Qj |≤ 1
λ
∥ f ∥1;

(d) b(x) =
∑

j bj(x) ,
∫
Qj
bj(x)dx = 0, supj ⊂ Qj ve ∥ bj ∥L1≤ 2

∫
Qj

| f(x) | dx

dir.

Tεf(x) = Tεg(x) + Tε(x)

den

| {x ∈ Rn :| Tεf(x) |> λ} | ≤
∣∣∣∣{x ∈ Rn :| Tεg(x) |>

λ

2

}∣∣∣∣+ ∣∣∣∣{x ∈ Rn :| Tεb(x) |>
λ

2

}∣∣∣∣
:= I1 + I2

elde edilir.

Birinci adımdan ve (a) şıkkından dolayı

I1 ≤
(
2

λ

)2 ∫
Rn

| Tεg(x) |2 dx

≤ 4C

λ2

∫
Rn

| g(x) |2 dx

≤ 4C

λ
∥ f ∥1

elde edilir.

I2 için Q∗
j = 2

√
nQj , Qj gibi aynı merkezli ve kenarları Qj küpünün 2

√
n katı olan bir küp

olsun. E∗ =
⋃
j Q

∗
j olsun bu durumda (c) şıkkından

| E∗ |≤
∑
j

| Q∗
j |≤

Cn
λ

∥ f ∥1
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elde edilir. Böylece

I2 ≤ | E∗ | +
∣∣∣∣{x ∉= E∗ :| Tεb(x) |>

λ

2

}∣∣∣∣
≤ Cn

λ
∥ f ∥1 +

2

λ

∫
Rn\E∗

| Tεb(x) | dx

olur.

| Tεb(x) |≤| Tεbj(x) | olduğunu göstermek için

∑
j

∫
Rn\E∗

| Tεbj(x) | dx ≤ C ∥ f ∥1 (4.31)

olduğunu ispatlamak yeterlidir. Qj küpünün merkezi yj olarak alınsın, bu durumda (4.29)

şartından dolayı

∫
Rn\E∗

| Tεbj(x) | dx ≤
∑
j

∫
Rn\Q∗

j

∫
Qj

| Kε(x− y)−Kε(x− yj) || bj(y) | dydx

≤
∫
Qj

| bj(y) |
∫
Rn\Q∗

j

| Kε(x− y)−Kε(x− yj) | dxdy

≤ CB

∫
Qj

| bj(y) | dy

≤ 2CB

∫
Qj

| f(y) | dy

olur ki (b) ve (c) şıklarından (4.31) elde edilir. Tε operatörü (1, 1) zayıf tipilidir ve onun

sınırı ε ya da f den bağımsızdır.

Şimdi Tε operatörünün (1 < p < ∞) olmak üzere (p, p) tipli olduğu gösterilecektir.

Teorem 2.49. (Marcinkiewiz İnterpolasyon Teoremi) den dolayı Tε operatörü (1 < p < 2)

olmak üzere (p, p) tipli olduğu bilinmektedir ve sınırı ε ya da f den bağımsızdır. Şimdi

2 < p < ∞ ve 1
p
+ 1

p′
= 1 olduğunu kabul edilsin bu durumda 1 < p′ < 2 olur. Eğer

Tε operatörünün duali T̃ε operatörü olarak alınırsa bu durumda T̃εf(x) = K̃ε ∗ f(x) olur,

burada K̃ε(x) = Kε(−x). Açıkçası K̃ε, Kε nun tüm şartlarını sağlar. Böylece T̃ε operatörü

(p′, p′) tiplidir. Böylece herhangi bir f ∈ Lp(Rn) için
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∥ Tεf ∥p = sup
∥g∥p′≤1

|
∫
Rn

Tεf(x)g(x)dx |

= sup
∥g∥p′≤1

|
∫
Rn

f(x) ˜Tεg(x)dx |

≤ ∥ f ∥p . sup
∥g∥p′≤1

∥ T̃εg ∥p′

≤ Ap ∥ f ∥p .

Burada Ap, ε veya f dan bağımsızdır. Bu da (i) şıkkının ispatını tamamlar.

Herhangi bir f ∈ Lp(Rn) (1 < p <∞) için Tf mevcut ve Lp de {Tεf} limitidir. İlk

olarak kabul edilsin ki f ∈ C∞
0 (Rn). Herhangi bir y (y ̸= 0) için

(∫
Rn

| f(x− y)− f(x) |p dx
) 1

p

≤ C | y | (4.32)

olduğu gösterilecetir. Gerçektende,

d

dt
f(x− ty) = ⟨∇f,−y⟩(x− ty)

olduğundan,

f(x− y)− f(x) =

∫ 1

0

d

dt
f(x− ty)dt

=

∫ 1

0

⟨∇f,−y⟩(x− ty)dt

=

∫ |y|

0

⟨∇f,−y′⟩(x− sy′)ds,

≤ Ap ∥ f ∥p

elde edlir, burada y′ = y
|y| . Böylece

(∫
Rn

| f(x− y)− f(x) |p dx
) 1

p

=

(∫
Rn

∣∣∣∣∣
∫ |y|

0

⟨∇f,−y′⟩(x− sy′)ds

∣∣∣∣∣
p

dx

) 1
p

= ≤
∫ |y|

0

(∫
Rn

| ⟨∇f,−y′⟩(x− sy′) |p dx
) 1

p

ds

= ≤| y | .
n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂f∂xj
∣∣∣∣∣∣∣∣
p

.
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Şimdi 0 < η < ε olduğu kabul edilirse bu durumda (4.32) ve (4.27) eşitsizliklerinde

∥ Tηf − Tεf ∥p ≤
∫
η<|y|≤ε

| K(y) |
(∫

Rn

| f(x− y)− f(x) |p dx
) 1

p

dy

≤ C

∫
η<|y|

| y | . | K(y) | dy

≤ CBε −→ 0 (η, ε→ 0).

Bu da gösterir ki her bir f ∈ C∞
0 (Rn) için {Tεf}, Lp(Rn) de bir Cauchy dizisidir. Bu

nedenle

lim
ε→0

∥ Tεf − Tf ∥p= 0

olacak şekilde Tf ∈ Lp vardır.

∥ Tf ∥p≤∥ Tf − Tεf ∥p + ∥ Tεf ∥p≤∥ Tf − Tεf ∥p +Ap ∥ f ∥p

olduğundan

∥ Tf ∥p≤ Ap ∥ f ∥p

elde edilir.

Herhangi bir f ∈ Lp(Rn) ve δ > 0 için g ∈ C∞
0 (Rn) vardır öyle ki f = g + h ve

∥ h ∥p< δ dır. Böylece 0 < η < ε olacak şekilde η, ε sıfıra yakınsarken

∥ Tηf − Tεf ∥p ≤ ∥ Tη(f − g) ∥p + ∥ Tηg − Tεg ∥p + ∥ Tε(g − f) ∥p

≤ Ap ∥ f − g ∥p + ∥ Tηg − Tεg ∥p +Ap ∥ g − f ∥p

−→ 2Apδ,

dır. δ keyfi olduğundan dolayı {Tεf}, herhangi bir f ∈ Lp(Rn) için Lp(Rn) uzayında daima

bir Cauchy dizisidir. Böylece

lim
ε→0

∥ Tf − Tεf ∥p= 0
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ve

∥ Tf ∥p≤ Ap ∥ f ∥p

olacak şekilde Tf ∈ Lp dir ve bu da ispatı tamamlar.

4.1.7. Fourier Çarpanları ve Kaldırmalar

Bu kısımda, Fourier çarpanları ve kaldırmalar ile ilgili tanım ve özellikler

incelenmiştir.

Ω, Rn üzerinde kompakt bir küme ve 0 < p ≤ ∞ ise bu durumda

Lpq,Ω =
{
f ∈ S ′(Rn) : suppFf ⊂ Ω, ∥f∥Lpq <∞

}
.

0 < p, q ≤ ∞ ve {Ωj}j∈N0 , Rn üzerinde kompakt bir dizi olsun. j ∈ N0 ve f = {fj}j∈N0 ∈
lq
(
Lpq
)

için fj ∈ Lp,Ωj
ise bu durumda

f = {fj}j∈N0 ∈ lq
(
Lpq,Ω

)
dizisi şeklinde tanımlanır.

Aşağıdaki Lpq,Ω uzayı ile ilgili bazı teoremler ispatsız olarak verilmiştir.

Teorem 4.18. 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞ ve 0 < s ≤ p, Ω kompakt bir küme, d, Ω kümesinin

çapı ve f ∈ Lpq,Ω olsun.

(1) s < p <∞ ise bu durumda∥∥∥∥ sup
y∈Rn

|f(· − y)|
1 + d|y|n/s

∥∥∥∥
Lpq

≤ C∥f∥Lpq , ∀f ∈ Lpq;

(2) p = s ise bu durumda∥∥∥∥ sup
y∈Rn

|f(· − y)|
1 + d|y|n/s

∥∥∥∥
WLsq

≤ C∥f∥Lsq , ∀f ∈ Lsq

olmak üzere burada pozitif bir C (f den bağımsız) sabiti vardır.

Teorem 4.19. 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 < s < min{p, q} ve 0 < r ≤ ∞ olsun. Ωj

kompakt kümelerin bir dizisi, j ∈ N0 için fj ∈ Lpq,Ωj
ve d, Ωj nin bir çapı olsun.
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∥∥∥∥∥
{∥∥∥∥ sup

y∈Rn

|fj(· − y)|
1 + dj|y|n/s

∥∥∥∥
Lpq

}∥∥∥∥∥
lr

≤ C
∥∥∥{∥fj∥Lpq

}∥∥∥
lr
, ∀{fj}j∈N0 ∈ lr

(
Lpq
)
.

olacak şekilde pozitif bir C sabiti vardır.

s ∈ R ise bu durumda

Hs
2(Rn) =

{
f ∈ S ′(Rn) : ∥f∥Hs

2
=
∥∥(1 + | · |2)s/2Ff(·)

∥∥
L2
<∞

}
şeklinde yazılır.

4.2. Triebel-Lizorkin-Lorentz Uzayları Tanımı ve Bazı Özellikleri

Harmonik analizin önemli konularından biri olan Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayları

bir çok matematikçi tarafından çalışılmaktadır. Özellikle, Bs
p,q(Rn) Besov ve F s

p,q(Rn)

Triebel-Lizorkin uzaylarında, adi ve kısmi diferensiyel denklemlerin incelenmesinde zengin

ve kullanışlı araçlar sağlayan tüm klasik uzayları yani Hölder uzayları, Sobolev uzayları,

Bessel-potansiyel, Zygmund, yerel Hardy ve BMO(Rn) gibi uzayları kapsar. (Bkz. [42]

[45], [46], [47], [49])

Bu bölümde,

Sf(x) =
∫
Rn

e−ixy f(y) dy

Fourier çarpanlarının temelinde tanımlanan Besov Lorentz ve Triebel-Lizorkin-Lorentz

uzayları incelenmiştir. Ayrıca Triebel-Lizorkin-Lorentz fonksiyon uzaylarının kaldırma

özellikleri, Fourier çarpanları, ayrık karakterizasyonları gibi bazı temel özellikleri

verilmiştir. Benzer şekilde n-boyutlu Öklid uzayı üzerinde tanımlı Triebel-Lizorkin-Lorentz

uzayları arasında bazı gömmeler ve bu uzaylar üzerinde pseudo diferensiyel operatörün

sınırlılığı da incelenmiştir. Benzer problemler Besov-Morrey ve Lizorkin-Triebel-Morrey

uzayları için de bir çok matematikçi tarafından incelenmiştir. (Bkz. [8], [12], [17], [26],

[37], [39], [43]).

4.2.1. Triebel-Lizorkin-Lorentz Uzayları

Tanım 4.20. s ∈ R, 1 < p, q <∞, 1 ≤ r ≤ ∞ olmak üzere Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayı

F s,r
p,q := {u ∈ S ′(Rn) : ∥u∥F s,r

p,q
<∞}

şeklinde tanımlanır [52].
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Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayının normu:

∥u∥F s,r
p,q
, ∥(φk ∗ u)k∈N0∥Lp,r(lsq),

burada (φ̂k)k∈N0, aşağıdaki gibi tanımlanan bir ikili ayrıştırmadır.

Tanım 4.21. ΦN , (N ∈ N), aşağıdaki özelliklere sahip (φk)k∈N0 ⊂ S(Rn) fonksiyonlarının

sistemlerinin kümesi olarak tanımlanır:

• ∀k ∈ N0 için φ̂k ≥ 0.

• k ∈ N için spt(φ̂k) ⊂ {2k−N ≤ |x| ≤ 2k+N} ve spt(φ̂0) ⊂ {|x| ≤ 2N}.
• ∀ξ ∈ Rn için

D1 ≤
∞∑
k=0

φ̂k(ξ) ≤ D2 (4.33)

olacak şekilde D1, D2 > 0 mevcuttur.

• Herhangi bir α ∈ Nn
0 için,

|ξ||α||∂αφ̂k(ξ)| ≤ Cα (4.34)

olacak şekilde her k ∈ N0 ve ξ ∈ Rn için Cα > 0 mevcuttur.

Ayrıca, Φ :=
⋃
N∈N

ΦN kümesi ve (φk)k∈N0 ∈ Φa ile her bir (φ̂k)k∈N0 ailesi bir ikili

ayrıştırmadır [44].

Burada dikkat edilirse, (4.34) eşitsizliğindeki Cα sabiti k indeksinden bağımsız fakat seçilen

N ∈ N bağlıdır, yani, ikili ayrıştırmanın 2N çapındandır. Ayrıca (4.33) eşitsizliğindeki D2

nin varlığı, α = 0 ve spt(φ̂k) nin özellikleri ile (4.34) eşitsizliğinden elde edilir [15].

Örnek 4.22. ϕ ∈ C∞(Rn), {|x| ≤ 1

2
} ve 0 ≤ ϕ ≤ 1 olmak üzere

spt(ϕ) ⊂ {|x| ≤ 1}, ϕ = 1 ile radyal simetrik olsun.

ξ ∈ Rn ve k ∈ Z için

ψ̂(ξ) := ϕ(
ξ

2
)− ϕ(ξ)

ve

ψ̂k(ξ) := ψ(2−kξ)

şeklinde tanımlansın.
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k ≥ 1 için φk := ψk ve

φ̂0(ξ) =


∑
j≤0

ψ̂j(ξ), ξ ̸= 0 ise

1 , ξ = 0 ise

olmak üzere φ̂0 ∈ S(Rn). Bu durumda, her ξ ∈ Rn için
∑
k∈N0

φk(ξ) = 1 olmak üzere

(φk)k∈N0 ∈ Φ1 elde edilir. Ayrıca, aşağıdaki özellikler gerçeklenir:

(a) ∀k ∈ N için ∥φk∥L1 = ∥ψ∥L1 .

(b) Rn üzerinde
N∑
k=1

φ̂k
N→∞−→ 1 lokal olarak tektir.

(c) ∀f ∈ S(Rn) için S(Rn) uzayında
N∑
j=0

φj ∗ f
N→∞−→ f .

(d) ∀u ∈ S ′(Rn) için S ′(Rn) uzayında
N∑
j=0

φj ∗ u
N→∞−→ u.

Eğer ∥.∥Lp,r(lsq) Lorentz-normu yerine ∥.∥Lp(lsq) yazılırsa bu durumda çok iyi bilinen

F s
p,q Triebel-Lizorkin uzayları elde edilir. Daha genel olarak F s,p

p,q = F s
p,q [15].

Aşağıdaki sonuçlar Yang, Cheng ve Peng [52] tarafından elde edilmiştir. İspatları

dalga teorisine dayanmaktadır. Ayrıca burada belirtelim ki, H. Triebel [44] tarafından

geliştirilen interpolasyon özelliği ile Lp-interpolasyon, geri çekme ve düzeltme teknikleri

ile türetmenin mümkün olduğu görülmektedir.

Önerme 4.23. Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayları, ikili ayrıştırmanın seçiminden

bağımsızdır [15].

Teorem 4.24. s ∈ R, 1 < p0, p1, q < ∞, 1 ≤ r0, r1, r ≤ ∞, p0 ̸= p1 ve 0 < θ < 1 için öyle

ki
1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
olacak şekilde

(F s,r0
p0,q

, F s,r1
p1,q

)θ,r = F s,r
p,q

[15].

Lemma 4.25. s ∈ R, 1 < p, q < ∞ ve 1 ≤ r ≤ ∞ olsun. Bu durumda aşağıdaki sürekli

gömmeler mevcuttur.

(i) S(Rn) ⊂ F s,r
p,q ⊂ S ′(Rn) ve yoğundur.
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(ii) τ ≥ 0 için F s+τ,r
p,q ⊂ F s,r

p,q .

(iii)s > 0 ⇒ F s,r
p,q ⊂ Lp,r [15].

İspat. (i) şıkkı, Triebel-Lizorkin uzayları için

S(Rn) ⊂ F s
p0,q

∩ F s
p1,q

⊂ F s,r
p,q ⊂ F s

p0,q
+ F s

p1,q
⊂ S ′(Rn)

olduğundan ve Banach uzaylarının interpolasyon çiftinin kesişiminin reel interpolasyon

uzayında yoğun olmasından ispatlanır.

(ii) şıkkı ls+τq ⊂ lsq nin bir sonucudur.

(iii) şıkkının ispatında Örnek 4.22. nin (φ̂k)k∈N0 ikili ayrıştırmasını kullanarak ilk

önce
1

q
+

1

q
= 1 olmak üzere Hölder eşitsizliğinden

∥
∞∑
k=0

|φk ∗ u|∥Lp,r ≤ C∥( 1

2sk
)k∈N0∥lq′∥u∥F s,r

p,q
(4.35)

elde edilir. s > 0 olduğundan u ∈ F s,r
p,q için sağ taraf sonludur. Örnek 4.22. (d) den

u =
∞∑
k=0

φk ∗ u elde edilir, buradaki yakınsama S ′(Rn) içindir. Şimdi (4.35) eşitsizliği,

serinin hemen hemen her yerde noktasal yakınsaklığını verir ve böylece u ölçülebilir bir

fonksiyondur. Diğer tarafdan (4.35) eşitsizliğinden

∥u∥Lp,r ≤ C ′∥u∥F s,r
p,q
.

Önerme 4.26. s ∈ R ve 1 < p, q, r <∞ için F s,r
p,q uzayı HT sınıfındandır [15].

İspat. Hilbert dönüşümünün

H : S(R, F s,r
p,q ) → M(R, F s,r

p,q ),

Hf(t) = lim
ϵ↘0

∫
|s|>ϵ

f(t− s)

s
ds

uzantısının H ∈ L(Lp(R, F s,r
p,q )) olduğunu göstermek gerekiyor . Herhangi bir s ∈ R ve

1 < q <∞ için, Tonelli’nin teoremi şunu ifade eder:

Lq(R, lsq) uzayı HT sınıfının bir uzayıdır ve ayrıca keyfi bir 1 < p < ∞ için de

Lp(R, lsq) uzayıda HT sınıfının bir uzayıdır . Böylece, F s
p,q Triebel-Lizorkin uzayı, Lp(R, lsq)
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uzayının bir alt uzayı olduğundan, herhangi bir s ∈ R ve 1 < p, q < ∞ için HT -özellikleri

F s
p,q uzayı içinde geçerlidir.

Şimdi ispatın tamamlanması yönünden Teorem 4.24. in şartlarını sağlayan s, p, q, r

sabit parametreleri için, interpolasyon özelliğinin doğrudan bir sonucu olarak

Lr(R, (X0, X1)θ,r) = (Lr(R, X0), Lr(R, X1))θ,r

olup (X0, X1)θ,r reel interpolasyon uzayı HT sınıfının uzayının bir X0, X1 interpolasyonu

çifti için HT sınıfındandır. Dolayısıyla F s,r
p,q uzayı HT sınıfıdır.

Sonuç 4.27. s ∈ R ve 1 < p, q, r <∞ için F s,r
p,q uzayı, refleksifdir [33].

Sonuç 4.27. ya benzer aşağıdaki sonuç, H. Triebel [44] tarafından Triebel-Lizorkin

uzayları için elde ettiği sonuç (bkz.Teorem 2.6.2) ve Teorem 4.24. in bir sonucu olarak

verilmiştir.

Önerme 4.28. s ∈ R ve 1 < p, q, r < ∞ için F s,r
p,q uzayının dual uzayı, F−s,r′

p)q
uzayıdır,

burada 1 < p′, q′, r′ <∞,
1

p
+

1

p′
= 1,

1

q
+

1

q′
= 1 ve

1

r
+

1

r′
= 1.

Önerme 4.29. s ∈ R ve 1 < p, q, r <∞ için F s,r
p,q uzayı (α) özelliğine sahiptir [15].

İspat. Lp(Rn, lsq) uzayında sürekli bir gömme mevcut olduğundan dolayı F s
p,q

Triebel-Lizorkin uzayları (α) özelliğine sahiptirler. Dolaysıyla (α) özelliği reel

interpolasyon altında korunduğundan bunu gerektilir (bkz. [15], Teorem 4.5).

Teorem 4.30. ( Triebel-Lizorkin-Lorentz uzayları için Çarpan Teoremi )

s ∈ R, 1 < p, q <∞ ve 1 ≤ r ≤ ∞ olsun. ∀α ∈ {0, 1}n için

Cα := sup
ξ∈Rn\{0},λ∈Λ

|ξα∂αmλ(ξ)| <∞

olacak şekilde (mλ)λ∈Λ ⊂ Cn(Rn\{0},C) olsun. Bu durumda ∀λ ∈ Λ için

F−1mλF : S(Rn) → S ′(Rn),

∥Tλ∥S(F s,r
p,q ) ≤ C max

α∈{0,1}n
Cα

olacak şekilde

Tλ : F
s,r
p,q → F s,r

p,q
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sürekli bir (tek) uzantıya sahiptir, buradaC > 0 sabiti, p, q, s, r ve n parametrelerine bağlıdır.

Ayrıca 1 < r <∞ durumunda (Tλ)λ∈Λ ⊂ S(F s,r
p,q ), R- sınırlıdır [15].

İspat. ξ ∈ Rn\{0}, x = (xk)k∈N0 ∈ lsq ve λ ∈ Λ için Mλ(ξ)x := (mλ(ξ)xk)k∈N0 olacak

şekilde Mλ ∈ L∞(Rn,S(lsq)) tanımlansın. Kahane büzülme ilkesine göre (Teorem 2.60.),

Cα < ∞ olması durumunda {ξα∂αMλ(ξ) : ξ ∈ Rn\{0}, λ ∈ Λ} ⊂ S(lsq) ifadesinin

R-sınırlılığını ve Rq-sınırı 2 max
α∈{0,1}n

Cα değerini aşmadığı görülür. lsq (1 < q < ∞) HT

sınıfı olduğundan ve (α) özelliğine sahip olduğundan dolayı teorem 2.61.,Mλ nin bir Fourier

çarpanı olduğunu yani, her λ ∈ Λ için

F−1MλF : S(Rn, ′lsq) → S ′(Rn, ′lsq)

ifadesinin sürekli bir uzantısı Sλ:Lp(lsq) → Lp(l
s
q) olduğu görülür öyle ki

Rq({Sλ : λ ∈ Λ}) ≤ C max
α∈{0,1}n

Cα =: K. (4.36)

Buradan

(φk ∗ F−1mλFf)k∈N0 = F−1MλF(φk ∗ f)k∈N0 (4.37)

özdeşliğinden f ∈ S(Rn) için ∥F−1mλFf∥F s
p,q

≤ K∥f∥F s
p,q

eşitsizliğini ve sonuç olarak

F−1mλF : S(Rn) → S ′(Rn) nin sürekli bir Tλ : F s
p,q → F s

p,q uzantısı elde edilir.

Dolayısıyla (4.36) ve (4.37) eşitsizliklerinden Rq({Tλ : λ ∈ Λ}) ≤ K. Böylece p = r

için ispat tamamlanmış olur.

Sonucu daha da genelleştirmek için, 1 < p0 < p < p1 <∞ ve 0 < θ < 1 aralığından

seçilirse öyle ki
1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
ve F s,r

p,q = (F s
p0,q

, F s
p1,q

)θ,r elde edilir. Böylece

Tλ : (F
s
p0,q

, F s
p1,q

)θ,r → (F s
p0,q

, F s
p1,q

)θ,r

için ∥Tλ∥S(F s,r
p,q ) ≤ C ′ max

α∈{0,1}n
Cα elde edilir, çünkü reel interpolasyon methodu θ

türündendir, ayrıca burada C ′ > 0 sadece p, q, s, r ve n bağlı bir sabittir.

j = 0, 1 için F s
pj ,q

, HT sınıfına ait olduğundan, p = r durumunun bir sonucu olarak

1 < r <∞ için

Tλ : ((F
s
p0,q

, F s
p1,q

)θ,r → (F s
p0,q

, F s
p1,q

)θ,r

R-sınırlılığı elde edilir (bkz. [19],Teorem [3.19]).
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Önerme 4.31. s ∈ R, 1 < p, q <∞ ve 1 ≤ r ≤ ∞ olmak üzere

(i) σ ∈ R için

F s+σ,r
p,q = {u ∈ S ′(Rn) : F−1(1 + |ξ|2)

σ
2Fu ∈ F

s)r
p,q }.

(ii) k ∈ N0 için

F s+k,r
p,q = {u ∈ S ′(Rn) : ∂αu ∈ F s,r

p,q ∀α ∈ Nn
0 , |α| ≤ k}.

(iii) m ∈ N0 için

F s+2m,r
p,q = {u ∈ S ′(Rn) : △ju ∈ F s,r

p,q ∀j ∈ N0, j ≤ m}.

(i), (ii) , (iii) ile verilen uzayların normları sırasıyla

(i)

∥F−1(1 + |ξ|2)
σ
2Fu∥F s,r

p,q
,

(ii) ∑
|α|≤k

∥∂αu∥F s,r
p,q
,

(iii) ∑
0≤j≤m

∥△ju∥FSΓ
p,q

şeklinde olup birbirleri ile denk normalardır [15].

İspat. u ∈ S ′(Rn) ve α ∈ R için

Bσu := F−1(1 + |ξ|2)
σ
2Fu

Bessel-potensiyel operatörü gözönüne alındığında

(φk)k∈N0 ∈ Φ sabit ve σ ∈ Rn ise bu durumda

ψ̂k(ξ) =
2kσ

(1 + |ξ|2)σ
2

φ̂k(ξ)

olduğundan Fourier kaldırma özelliğinden yararlanarak (ψk)k∈N0 ∈ Φ elde edilir. Böylece

∥u∥F s,r
p,q

∼ ∥Bσu∥F s−σ,r
p,q

(4.38)
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ve (i) şıkkının ispatı tamamlanır.

Şimdi (4.38) eşitsizliğinde özel olarak σ = 2m şeklinde seçilirse,

∥u∥F s+2m,r
p,q

∼ ∥(1−△)mu∥F s,r
p,q

denkliği ile birlikte

F s+2m,r
p,q = {u ∈ S ′(Rn) : (1−△)mu ∈ F s,r

p,q }

elde edilir. Dolayısıyla (iii) ispatlamak için

∑
0≤j≤m

∥△ju∥F s,r
p,q

≤ C∥(1−△)mu∥F s,r
p,q

olduğunu göstermek yeterlidir, çünkü aksi durumu aşikardır. Bu amaçla

(−△)ju = F−1 |ξ|2j

(1 + |ξ|2)k
F(1−△)ku

şeklinde yazılsın; gerçekten de
|ξ|2j

(1 + |ξ|2)k
ifadesi Teorem 4.30. un şartlarını sağladığından

dolayı (iii) şıkkı ispatlanmış olur.

Şimdi (ii) şıkkının ispatı için

∂αu = i|α|F−1 ξα

(1 + |ξ|)
|α|
2

FB|α|u, |α| ≤ k, (4.39)

ve

Bku = F−1
∑
|α|≤k

k!

α!(k − |α|)!
ξα

ξα

(1 + |ξ|2) k
2

Fu (4.40)

yazılırsa; Teorem 4.30. ve (4.38) denkliğinden

∥u∥F s+k,r
p,q

∼
∑
|α|≤k

∥∂αu∥F s,r
p,q

elde edilir, burada (4.40) eşitliği ” ≤ ” durumunu ve (4.39) eşitliği ” ≥ ” durumunu ifade

eder.

Teoerem 4.19. ve H. Triebel [46] tarafından Hs
2(Rn) uzayındaki (Blm. 1.6.3, Teorem

1, syf. 31-32) sonuçlarına göre elde edilen teorem ispatsız olarak verilmiştir.
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Teorem 4.32. 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞ ve 0 < r ≤ ∞ olsun. Ω = {Ωj}j∈N0 , Rn

üzerinde kompakt bir dizi olsun j ∈ N0 için fj ∈ Lpq,Ωj
ve dj , Ωj nın çapı olsun. ν >

n/2 + n/min{p, q} ise pozitif bir C sabiti vardır öyle ki;

Herhangi bir {Gj} ∈ Hν
2 (Rn) dizisi için

∥∥{F−1GjFfj
}∥∥

Lpq(lr)
≤ C sup

j
∥Gj(dj·)∥Hν

2
∥{fj}∥Lpq(lr)

ve ∥∥∥{∥∥F−1GjFfj
∥∥
Lpq

}∥∥∥
lr
≤ C sup

j
∥Gj(dj·)∥Hν

2

∥∥∥{∥fj∥Lpq

}∥∥∥
lr

[3].

Bs
pq,r ve F s

pq,r uzayları için elde edilen sonuç:

Teorem 4.33. ϕ = {ϕj}j∈N0 , ψ = {ψj}j∈N0 ∈ Φ(Rn) olsun.

(i) −∞ < s < ∞, 0 < p < ∞, 0 < q < ∞ ise bu durumda F s
pq,r uzayında ∥f∥ϕF s

pq,r

ve ∥f∥ψF s
pq,r

normları denktir;

(ii) −∞ < s <∞, 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞ ise bu durumda Bs
pq,r uzayında ∥f∥ϕBs

pq,r

ve ∥f∥ψBs
pq,r

normları denktir [3].

L ∈ N ve AL(Rn), kompakt destekli tüm Φ = {Φj}j∈N0 fonksiyon dizilerinin

koleksiyonu olsun ve

L(ϕ) = sup
x∈Rn

|x|L
∑
|γ|≤L

|Dγϕ0(x)|+ sup
x∈Rn\{0}, j∈N

(
|x|L + |x|−L

) ∑
|γ|≤L

|Dγϕj(2
jx)|

<∞

sağlansın. Bu durumda herhangi bir L ∈ N için

Φ(Rn) ⊂ AL(Rn)

olduğu kolayca görülebilir.

L ∈ N, ϕ = {ϕj}j∈N0
∈ AL(Rn), f ∈ S ′(Rn) ve a > 0 olsun. Maksimal fonksiyon

(
ϕ∗
jf
)
(x) = sup

y∈Rn

|(F−1ϕjFf) (x− y)|
1 + |2jy|a

, x ∈ Rn, j ∈ N0

şeklinde tanımlanır.
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Teoerem 4.19. ve H. Triebel [46] tarafından maksimal eşitsizlikler için ispatlanan

(Blm. 2.3.6, Önerme 1, syf. 53) sonuçlara göre elde edilen teoremler aşağıda ispatsız olarak

verilmiştir.

Teorem 4.34. s ∈ R, 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 < r ≤ ∞, a > n/min{p, q} olsun.

L > |s|+ 3a+ n+ 2 ise bu durumda∥∥∥∥{2js sup
0<τ<1

(
ϕτ∗j f

)}∥∥∥∥
lr(Lpq)

≤ C sup
0<τ<1

L(ϕτ ) ∥f∥ϕlr(Lpq)
(4.41)

ve ∀ϕ = {ϕj}j∈N0 ∈ Φ(Rn), ϕτ = {ϕτj}j∈N0 ∈ AL(Rn), 0 < τ < 1 için∥∥∥∥∥
{
2js
∥∥∥∥ sup
0<τ<1

(
ϕτ∗j f

)∥∥∥∥
Lpq

}∥∥∥∥∥
lr

≤ C sup
0<τ<1

L(ϕτ ) ∥f∥ϕBMs
pq,r

(4.42)

olacak şekilde pozitif bir C sabiti vardır [3].

Bir m ∈ C∞(Rn) fonksiyonu,

∥∥F−1mFf
∥∥
Bs

pq,r
≤ C ∥f∥Bs

pq,r
, ∀f ∈ BM s

pq,r,

olacak şekilde pozitif bir C sabiti mevcut ise
(
Bs
pq,r, B

s
pq,r

)
Besov-Lorentz uzayında bir

Fourier çarpanı olarak adlandırılır.

Benzer şekilde, Fourier çarpanı
(
F s
pq,r, F

s
pq,r

)
Tribel-Lizorkin uzayında da tanımlanır.

N ∈ N olmak üzere m Fourier çarpanının normu

∥m∥N = sup
|γ|≤N

sup
x∈Rn

(
1 + |x|2

)N/2 |Dγm(x)|

şeklinde ifade edilir.

Teorem 4.35. s ∈ R, 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞ ve 0 < r ≤ ∞ olsun. N yeterince büyük

seçilirse bu durumda m ∈ C∞(Rn) için

∥∥F−1mFf
∥∥
Bs

pq,r
≤ C∥m∥N ∥f∥Bs

pq,r
, ∀f ∈ Bs

pq,r, (4.43)

ve

∥∥F−1mFf
∥∥
F s
pq,r

≤ C∥m∥N ∥f∥F s
pq,r

, ∀f ∈ F s
pq,r, (4.44)
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olacak şekilde pozitif bir C sabiti vardır [3].

Iσ Bessel potensiyeli, σ ∈ R için

Iσf = F−1
(
1 + |x|2

)σ/2Ff, f ∈ S ′(Rn)

şeklinde tanımlanır.

Burada,

IσIβ = Iσ+β

ve sırasıyla, Iσ Bessel potensiyel fonksiyonu, S ′(Rn) Tempered Schwartz ve S(Rn)

Schwartz uzaylarında birebirdir.

Aşağıdaki teoremde Bs
pq,r Besov-Lorentz ve F s

pq,r Triebel-Lizorkin uzayları için

kaldırma özelliği ile ilgili elde edilen sonuç verilmiştir.

Teorem 4.36. s, σ ∈ R, m ∈ N, 0 < p < ∞, 0 < q ≤ ∞ ve 0 < r ≤ ∞ olsun. Bu

durumda

(i) Iσ Bessel potensiyeli, Bs
pq,r uzayından Bs−σ

pq,r uzayına izomorfik bir dönüşümdür.

Ayrıca, ∀f ∈ Bs
pq,r için

∑
|γ|≤m

∥Dγf∥Bs−m
pq,r

≍ ∥f∥Bs−m
pq,r

+
n∑
j=1

∥∥∥∥∂mf∂xmj

∥∥∥∥
Bs−m

pq,r

, (4.45)

(ii) Iσ Bessel potensiyeli, F s
pq,r uzayından F s−σ

pq,r uzayına izomorfik bir dönüşümdür.

Ayrıca, ∀f ∈ F s
pq,r için

∑
|γ|≤m

∥Dγf∥F s−m
pq,r

≍ ∥f∥F s−m
pq,r

+
n∑
j=1

∥∥∥∥∂mf∂xmj

∥∥∥∥
F s−m
pq,r

. (4.46)

[3]

İspat. (i) şıkkını ispatlamak yeterlidir ve (ii) nin ispatıda benzer şekilde yapılır.

İlk önce ϕ = {ϕk}k∈N0 ∈ Φ(Rn) ise bu durumda

ψ(x) = {ψk(x)}k∈N0 = {2−kσ(1 + |x|2)n/2ϕk(x)}k∈N0 ∈ AL(Rn),

burada L büyük bir sayı seçilebilir.
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f ∈ BM s
pq,r, Teorem 4.34. ve

∣∣F−1ψkFf(x)
∣∣ ≤ ψ∗

kf(x), k ∈ N0

ifadesinden

∥Iσf∥BMs−σ
pq,r

=
∥∥{2(s−σ)kF−1(1 + | · |2)σ/2ϕkFf

}∥∥
lr(Lpq)

=
∥∥{2skF−1ψkFf

}∥∥
lr(Lpq)

≤ C∥f∥BMs
pq,r

(4.47)

eşitsizliği elde edilir.

(4.47) eşitsizliği ve f = IσI−σf olmasından dolayı

∥f∥BMs
pq,r

≤ C ∥Iσf∥BMs−σ
pq,r

. (4.48)

Iσ Bessel potensiyeli, S ′(Rn) üzerinde bire bir olduğundan dolayı BM s
pq,r uzayından

BM s−σ
pq,r uzayına bire birdir. (4.47) ve (4.48) eşitsizliklerinden, ∥Iσf∥BMs−σ

pq,r
normu BM s

pq,r

için bir yarı normdur.

Şimdi (4.45) eşitsizliğinin ispatı verilsin. γ = (γ1, . . . , γn) için Teorem 4.35. dan

dolayı xγ(1 + |x|2)−m/2, BM s
pq,r üzerinde bir Fourier çarpanıdır.

|γ| ≤ m ve f ∈ BM s
pq,r ise bu durumda

∑
|γ|≤m

∥Dγf∥BMs−m
pq,r

=
∑
|γ|≤m

∥∥F−1xγFf
∥∥
BMs−m

pq,r

=
∑
|γ|≤m

∥∥F−1xγ(1 + |x|2)−m/2FF−1(1 + |x|2)m/2Ff
∥∥
BMs−m

pq,r

≤ ∥Imf∥BMs−m
pq,r

≤ C∥f∥BMs
pq,r

(4.49)

elde edilir.

Böylece (4.47) eşitsizliğinden (4.49) eşitsizliği elde edilir.

Son olarak, j = 1, . . . , n için f , ∂mf
∂xmj

∈ BM s−m
pq,r ve f ∈ BM s

pq,r olduğu

varsayılsın. Ayrıca H. Triebel [46] tarafından, BM s−m
pq,r uzayı üzerinde ρ1(x), . . . , ρn(x)

Fourier çarpanları ve ∀x ∈ Rn için C pozitif bir sabit olacak şekilde

1 +
n∑
j=1

ρj(x)x
m
j ≥ C(1 + |x|2)m/2
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olduğu ispatlanmıştır.

Teorem 4.35. den,
(
BM s−m

pq,r , BM
s−m
pq,r

)
üzerinde

M(x) = (1 + |x|2)m/2
(
1 +

n∑
j=1

ρj(x)x
m
j

)−1

bir Fourier çarpanıdır. Dolaysıyla

∥f∥BMs−m
pq,r

≤ C
∥∥F−1(1 + |x|2)m/2Ff

∥∥
BMs−m

pq,r

≤ C

∥∥∥∥∥F−1M(x)FF−1

(
1 +

n∑
j=1

ρj(x)x
m
j

)
Ff

∥∥∥∥∥
BMs−m

pq,r

≤ C∥f∥BMs−m
pq,r

+ C
n∑
j=1

∥∥F−1ρj(x)x
m
j Ff

∥∥
BMs−m

pq,r

elde edilir.

Böylece

xmj Ff = CF ∂
mf

∂xmj
j = 1, . . . , n

ve ρj(x) in Fourier çarpanı özelliklerinden

∥f∥BMs
pq,r

≤ C∥f∥BMs−m
pq,r

+ C
n∑
j=1

∥∥∥∥∂mf∂xmj

∥∥∥∥
BMs−m

pq,r

elde edilir. Bu sonuca göre (4.45) denkliği gösterilmiş olur.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

F s,r
p,q ölçeği birçok önemli fonksiyon uzayı içerir: r = p olmak üzere, q = 2 için

Hs
p Bessel potansiyel uzaylarını elde edildi. Bununla birlikte sırasıyla s ̸∈ Z durumunda

q = p için ve s ∈ Z durumunda q = 2 için W s
p Sobolev-Slobodeckij uzayları elde

edildi. Özellikle, s = 0 olması durumunda, Lp Lebesgue uzaylarını ve Lorentz uzaylarını

Lp,r = F 0,r
p,2 elde edildi. Bu tez konusunu bir baslangıç kabul edilerek, "Harmonik Analizde

Triebel-Lizorkin-Lorentz Uzayları ve İntegral Operatörleri" konusunda daha ileri düzeyde

çalışmalar yapabilmek için bir temel oluşturulması hedeflenmektedir.
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