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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler Aciklama
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: Tastyici bireylerden olusan bolme
: Hasta bireylerden olusan bolme
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: Iyilesmis bireylerden olusan bolme
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OZET

DOKTORA TEZi

TURKIYE’DE ASILANMANIN COVID-19 KAYNAKLI ZATURRE
VAKALARINA ETKISININ MATEMATIKSEL MODELLERLE
INCELENMESI

Fatma KARACA VURAL

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Ismail Onur KIYMAZ

Bu caligmada, gelistirilen bir SEIR tipi bolmeli hastalik modeli ile COVID-19 salgininda
hastaligin zatiirreye evrimi iizerinde asilamanin etkisi aragtirilmigtir. Gelistirilen model i¢in
denge noktalar1 belirlenmis, kararliligi incelenmis ve temel lireme sayis1 hesaplanmugtir.
Modelin niimerik ¢oziimlerine ulagsmak icin T.C. Saghk Bakanligi’nin internet sitesinden
elde edilen verilerle, her biri 62 giin olan iki donem esas alinmigtir. Boylece bu iki donem
kiyaslanilarak ag1 etkililigi incelenmistir. Ardindan, niimerik ¢oziimlerin grafikleri olusturul-

mus ve gercek verilerle uyumluluklari irdelenmistir.

Daha sonra model, genel kesirli tiirev iceren bir modele doniistiiriilerek kesirli modelin
denge noktalari ile temel tireme sayis1 belirlenmis ve kararlik incelemesi yapilmistir. Son
olarak bu modelin niimerik ¢oziimleri, ayn1 veriler kullanilarak, Caputo, Caputo-Fabrizio ve
Atangana-Baleanu kesirli tiirevleri i¢in ayr1 ayri elde edilmis ve farkli kesirli mertebeler igin

coziimler birbirleriyle karsilagtirilmistir.
Aralik 2022, 69 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: COVID-19, SEIR Modeli, Kesirli Tiirev, Niimerik Coziim.



ABSTRACT

PhD THESIS

INVESTIGATION OF THE EFFECT OF VACCINATION ON
PNEUMONIA CASES CAUSED BY COVID-19 IN TURKEY WITH
MATHEMATICAL MODELS

Fatma KARACA VURAL

Kirsehir Ahi Evran University
Institute of Natural and Applied Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. Ismail Onur KIYMAZ

In this study, the effect of vaccination on the evolution of the disease to pneumonia in the
COVID-19 outbreak was investigated with a developed SEIR-type compartmental disease
model. For the developed model, equilibrium points were determined, its stability was
examined and the basic reproduction number was calculated. To reach the numerical solutions
of the model, two periods of 62 days each were taken with the data obtained from the website
of the T.C. Ministry of Health. Thus, the effectiveness of the vaccine was examined by
comparing these two periods. Then, the graphs of the numerical solutions were created and

their compatibility with the real data was examined.

Afterwards, the model was transformed into a model with general fractional derivatives.
Then the equilibrium points of the fractional model and the basic reproduction number were
determined and also stability analysis was carried out. Finally, numerical solutions of this
model were obtained separately for the fractional derivatives of Caputo, Caputo-Fabrizio and
Atangana-Baleanu using the same data, and the solutions for different fractional orders were

compared with each other.
November 2022, 69 Pages.

Keywords: COVID-19, SEIR Model, Fractional Derivative, Numerical Solution.
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1. GIRIS

Insanhigin varolusundan bu yana, insanoglu hastaliklarla miicadele konusunda ¢ok zorlu
yollardan ge¢cmistir. Tarih boyunca insan yasaminin degeri giderek 6nem kazanmis ve yasam
refahinin yiikseltilmesi i¢in en bagta saglik bilimlerine 6nem verilmesi gerektigi anlagilmigtir.
Bu nedenle toplum sagligi ile ilgili durumlari, bunlarin dagilimlarini, goriilme sikliklarini ve
bunlar etkileyen faktorleri inceleyen bir tip bilimi dali olan epidemiyoloji 6nem kazanmistir.

Tanimindan da anlasildig1 gibi epidemiyoloji veriler iizerine ¢alisan bir bilim dalidir.

Epidemiyolojide bulasici hastaliklar i¢in yapilan calismalarin tarihsel gelisimine bakilirsa,
bulasici hastaliklar icin ilk veri arastirmasi John Graunt’in “Oliim Beyanlar1 Uzerine Yapilan
Dogal ve Siyasi Gozlemler” adli kitabinda yer almaktadir. Graunt kitabinda 1592-1603
yillar1 arasinda Londra’daki 6liimlerin sayilar1 ve 6liim nedenlerini iceren haftalik kayitlari
ele almistir. Bu kayitlar araciligiyla Graunt, insanlarin 6liim nedenlerini analiz ederek ¢esitli
hastaliklardan kaynaklanan 6liimlerin karsilagtirmali risklerini tahmin etmek i¢in bir yontem

Oonermisgtir.

Gecmisten giiniimiize kadar olan siire¢ igerisinde, epidemik hastaliklar toplum saghigim
biiyiik dl¢iide etkileyen onemli bir faktor olmustur. Epidemik hastaliklarin belirli bir popiilas-
yon icinde ortaya ¢ikmasi, yayilmasi, uzun ve kisa vadede sonuclarinin ne olacagi hakkinda
yorum yapabilmesi biiyiik onem tegkil etmektedir. Bu noktada epidemiyolojik hastaliklarin
modellenmesi, salginin toplumdaki seyri hakkinda fikir sahibi olunmasina biiyiik katki sagla-

maktadir.

18. yiizyilda Daniel Bernoulli tarafindan gelistirilen bir model, matematiksel epidemiyoloji
alanindaki ilk model olarak kabul edilmistir. Bu modelde, endemik ci¢cek hastaligina karsi
asilamanin etkisini tahmin etmek ve yasam beklentisindeki artig1 hesaplayabilmek amaclan-

mistir. Bu model 2022 yilinda yapilan bir ¢calisma ile de genellestirilmistir [26].

20. yiizyilin baglarinda W.H. Hammer [34] popiilasyondaki duyarli ve enfekte bireylerin
sayisina bagli olarak enfeksiyonun yayilmasinin degisecegini savunmustur. Boylece bolmeli
hastalik modellerinin 6nemi anlagilmis ve Kermack ile McKendrick tarafindan 1927, 1932

ve 1933 yillarinda yayinlanan makalelerde bulasici hastaliklar i¢in basit bolmeli modeller



tanitilmistir [45—47]. Bolmeli modellerin gelistirilmesine yonelik calismalar zaman i¢cinde
artis gostermistir. Hethcote’un [36—40] calismalar1 bu gelismelere temel tegkil etmistir.

Bolmeli hastalik modelleriyle ilgili bazi calismalar i¢in bkz. [4-6,12,16,22,42,57,66,69].

Gecmiste bircok kisi grip, veba, kolera, ¢igek hastaligi gibi salgin hastaliklardan hayatini
kaybetmistir. Yakin gecmiste de 2002-2003 SARS, 2005 H5NT1 (kus gribi), 2009 HIN1
(domuz gribi) ve 2014 Ebola salgini bas gdstermistir. Bunun sonucu olarak bulasici hastalik-
larin yayilmasinin takibi ve onlenmesi i¢in c¢esitli modellerin gelistirilmesine yonelik bazi
caligmalar yapilmustir [17,29,62,68,76,82]. Ozellikle, giiniimiizde tiim diinyay: etkisi altina
alan COVID-19 salgininin ortaya ¢ikmastyla birlikte, bu salgin iizerine yapilan caligmalarda

da biiyiik artis goriilmektedir [13,43, 85].

Bolmeli hastalik modellerinin en basit formu olan SI modeli, HIV/AIDS ve herpes (uguk)
gibi hastaliklari; SIS epidemik modeli, bel soguklugu, tiiberkiiloz, frengi gibi hastaliklar;
SIR epidemik modeli, su cicegi, kizamik, kabakulak gibi ¢ocukluk hastaliklarini; MSIR
epidemik modeli ise yeni dogan bebeklerde anneden gelen pasif bagisikligin oldugu hastalik-
lar1 modellemek i¢in kullanilir. Bu son modelde basa bir M bolmesi eklenerek, anneden
gelen bagisikliga sahip olan bebekler bu bolmede degerlendirilir. Buradan da anlasildig:
gibi her hastaligin yapisina, hastanin yas, cinsiyet ve daha pek ¢cok ozellige gore hastalik

modelleri degiskenlik gosterir.

Bu calismada inceledigimiz COVID-19 salgin i¢in ise uygun olan temel hastalik modeli
SEIR modelidir. Ciinkii hastalik bir kulucka evresine sahiptir. Yukarida bahsedilen bolmeli
modeller iizerine yapilan bazi ¢alismalar i¢in bkz. SI: [8, 83]; SIS: [33,36,86]; SIR: [5,7,8,
28,32,44,45,49,52,61,63,72-74]; MSIR: [14,40]; SEIR: [30,42,50,55, 66, 84].

SEIR modelinde toplam niifus dort boliime ayrilmistir. S (susceptible) hastaligi tasimayan

saglikli bireylerden olusan bolme, E (exposed) hastalifa yakalanmis ama hastalik belirtilerini

gostermeyen bolme (hastaligin kulucka evresindeki bolme-tasiyici bireylerden olugan bélme),

I (infected) hasta bireylerden olusan bolme ve son olarak R (recovered) hastalig1 ge¢irmis,

yilesmis bireylerden olusan bolmedir. SEIR modelinde her bir bélmenin kendi i¢indeki kisi

sayist t zaman degiskenine bagli olarak S(¢), £(t), I(t), R(t) fonksiyonlariyla ifade edilir.
s

o - Sicimi iee O /_dE pr _ dl pr _ dR -
Bu kisi sayilarinin zamana gore degisimi ise 8" = 2, E' = 5, I' = 9., R = < tiirevleri

ile verilir.



Her bir bolme icin kisi sayilarindaki zamana gore de8isim, bu bolmelere dahil olan kisi

sayisindan bu bolmelerden ayrilan kisi sayisi ¢ikarilarak elde edilir. Ornegin S bolmesi igin

S’ = S bolmesindeki niifus artist — S bolmesindeki niifus azaligi

olacaktir. Diger bolmeler i¢in de benzer esitlikler gecerlidir. Ayrica, SEIR bolmeli hastalik
modelinde ¢ anindaki toplam niifus N(t) = S(¢) + E(t) + 1(t) + R(t) ile verilir. Dogum ve

Oliimiin oldugu bir SEIR salgin modelinin sematik gosterimi asagidaki gibidir.

Bu semadan yola ¢ikarak SEIR modeli, bir lineer olmayan diferensiyel denklem sistemi

olarak

o SI
S'(t) = AN — = — uS,
E(1) = 855~ (a+ ).
I'(t)=aE — (y+ p+d)I,
R(t) =~ — R,

biciminde yazilabilir. Bu diferensiyel denklem sisteminde kullanilan parametreler sirasiyla,

A : Birim zamanda saglikli dogan bireylerin sayisi (yeni saglikli iiye sayisi-kaba dogum
hiz1),

: Dogal 6liim oran1 (kaba 6liim hiz),

: Vaka oliimliiliik orani (vaka oliimliiliik hiz1),

: Hastali@in bulagim orani,

: I/ bolmesinden I bolmesine gecenlerin orant,

=2 0 W & =T

. lyilesme orani (vaka iyilesme hiz1),

anlamina gelmektedir.



2. BIR SEIR TiPi BOLMELI HASTALIK MODELI

Bu boéliimde sabit olmayan bir popiilasyon i¢cin SEIR modeline, COVID-19 hastalifindan

dolay1 zatiirre (pnomoni) olan insanlarin oldugu, P(t) bolmesi eklenerek elde edilen SEIPR

bolmeli hastalik modeli tanitilmistir. SEIPR modelinde toplam niifus bes boliime ayrilmigtir.

Dogum ve 6liimiin oldugu bu SEIPR salgin modelinin sematik gosterimi asagidadir:

Tﬁ O‘T * _-R
AR
N

1

SEIPR modeli olusturulurken SEIR modelinin parametrelerine ek olarak / bolmesinden P

bolmesine gegenlerin orami (hastaligin zatiirreye donme orani), £ parametresi ile verilmisgtir.

Ayrica olusturulan model i¢in asagidaki varsayimlar gecerlidir:

a)

b)

Popiilasyonun homojen bir yapiya sahip oldugu ve bireylerin bulasici hastaliklara karsi
ayni1 tepkileri verecekleri, hastaligin iletiminin bireyler arasinda dogrudan temas yolu
ile yatay olarak gerceklesece8i ve enfekte olan bireylerin bir gecikme yasanmadan

bulasici olacaklar1 varsayilmugtir.

Farkli bolmelerdeki bireylerin temas sayisinin her bir bolmedeki birey sayisina bagh
oldugu varsayilmistir. Ayrica %, toplumdaki hasta bireylerin tiim topluma oran1 oldu-
gundan, 5% orani (burada  parametresi bireyin hastalig1 bulagtirma oranidir) toplum
icindeki bulagma oranini verir. Boylece tiim toplum icindeki bulagma sayis1 (5 % ile

ifade edilir [55].

Tiim bolmelerdeki bireylerin ya bir sonraki bolmeye gececekleri ya da hastalik veya
dogal yollarla 6lecekleri, ayrica iyilesme gerceklestikten sonra bireylerin tekrar hasta
olmadiklar1 yani tam bagisiklik kazandiklar: varsayilmistir. Dolayistyla /2 bolmesinden

tekrar S bolmesine gegisin olmadigi kabul edilmistir.



d) Bu calismada, asilanmanin zatiirre iizerindeki etkisini aragtirmak icin / bdlmesinden
P bolmesini ayirarak yeni bir model olusturulmustur. Ancak T.C. Saglik Bakanliginin
verilerinde zatiirre gegiren bireylerin iyilesme oranlar1 hakkinda bilgi verilmedigi i¢in
zatlirre geciren bireylerin iyilesme oraninin, / bélmesindeki bireylerin iyilesme orani

(7) ile ayn1 olacagi varsayilmistir.

e) Epidemiyolojik a¢idan kullanilmasi gereken temel kavram vaka oOliimliilik oramidir
(case fatality rate). Bununla birlikte, tilkemizde salginin baginda agiklanan sayilarin,
vaka sayis1 degil de hasta sayist oldugu ilan edilmistir. Bu sebeple bu oran vaka
olimliiliikk oran1 olarak degil de, “vefat say1s1 / hasta say1s1” olarak alinmigtir. Boylece,

eldeki veri ile olabilecek en anlamli 6l¢iit olusturulmaya caligilmigtir [11].

Yukaridaki varsayimlar altinda, SEIPR epidemik modeline karsilik gelen lineer olmayan

diferensiyel denklem sistemi

S'(t) =AN — ﬁ% — uS
o SI
E'(t) =+ — (@ +mE
I'(t)=aE — (E+v+d+p)l (2.1)
P'(t) =¢l — (y+d+p)P
R'(t) =y(I+P) — pR

biciminde yazilabilir. Bu modelde N (t) = S(t) + E(t) + I(t) + P(t) + R(t), t anindaki

toplam niifusu verir.

Buradan, (2.1) denklem sistemindeki denklemler taraf tarafa toplanirsa;

s dE dI dP dR

E+E+%+E+E:AN_“(S+E+I+P+R)_CZ(I+P)
d E+I1+P
(S+ +dt+ 8 AN N —d(1+ P)
dN

elde edilir ki, bu toplam niifusun zamana gore degisimi olup, toplam niifusun sabit olmadig1

goriiliir.



(2.1) sistemi, populasyondaki niifus yerine niifus orani kullanilarak yeniden yazilabilir. Bunun

icin s(t) = %, e(t) = %, i(t) = %, p(t) = % ve r(t) = % degisken degisiklikleri
yapilirsa,
/
s'(t) :(%)
S'N — SN’
T ONT
(AN = B — pS)N = S[(A — p)N —d(I + P))]
= e
S S SP
( N) + (d ﬁ)N2+dN2

=A(1—s) — Bsi+ds(i + p)

olarak elde edilir. Benzer islemler €'(t), ¢'(t), p/(t), r'(t) denklemleri i¢in de yapilarak

% =A(1 - s) — Bsi+ ds(i + p)

% =Bsi — (a+ A)e + de(i + p)

%:ae— (E+v+d+ A)i+di(i + p) (2.2)
%zéi—(7+d+A)p+dP(i+p)

% =(y+dr)(i+p) — Ar

denklem sistemine ulagilir. Burada N (t) = S(t) + E(t) + I(t) + P(t) + R(t) oldugu goz
oniinde bulundurulursa, s(t) + e(t) + i(t) + p(t) + r(t) = 1 oldugu goriilecektir.

2.1. Temel Ozellikler

Onceki boliimde yeni bir hastalik modeli tamtilmig ve bu modele karsilik gelen bir lineer
olmayan denklem sistemi elde edilmisti. Bu boliimde ise bu modele ait lineer olmayan
denklem sisteminin ¢dziimiiniin bir invaryant bolgede pozitif oldugu gosterilecek ve sistemin

coziimlerinin varlik ve tekligi incelenecektir.



2.1.1. Coziimlerin Pozitifligi ve invaryant Bolge

Oncelikle invaryant (degismez) bolge tanimini verelim.

Tanmmm 2.1. » € R" olmak iizere,

' = f(x), (2.3)

diferensiyel denklemi verilsin. Varsayalim ki D C R" bir acik alt kiimesi ve f : D — R"
fonksiyonu, (2.3) denkleminin x(t, xy) = o baglangi¢ sartin1 saglayan ¢6ziimiiniin ¢ > 0

icin var ve xy € D icin tek olmasini saglayacak bicimde olsun. Bu durumda

a) eger xo € D olmasi ¢t > 0 igin x(t, x9) € D olmasim gerektiriyor ise D kiimesi (2.3)
sistemine gore pozitif invaryant,
b) eger xo € D olmasi ¢ < 0 i¢in z(t,xy) € D olmasmi gerektiriyor ise D kiimesi (2.3)

sistemine gore negatif invaryant,

¢) eger zp € D olmasi ¢t € R i¢in z(t, xy) € D olmasim gerektiriyor ise D kiimesi (2.3)

sistemine gore invaryanttir

denir [56].

Biyolojik olarak, D alt kiimesinin pozitif invaryant olmasi demek, bolmelerin hepsinin birey
sayisini temsil ettigi ve negatif olmamasi gerektigi diisiiniiliirse, negatif olmayan baslangi¢

kosullarinin negatif olmayan c¢oziimlere yol agmasi demektir.

D kiimesinin pozitif invaryantligi, her bir koordinat diizleminde sisteme karsilik gelen vektor
alaninin yonii incelenerek dogrulanabilir. Pozitif invaryantlik icin bu yon ya bolgenin sinirina

teget ya da bolgenin i¢ine dogru olmalidir [56].

Boylece, (2.2) denklem sisteminin ¢éziimiiniin pozitif oldugunu gostermek icin sistemin tiim
¢oziimlerinin R% = {(s(?),e(t),i(t), p(t),r(t)) €R®:s>0,e>0,i>0,p>0r >0}
kiimesinin elemani oldugunu géstermek, yani R kiimesinin pozitif invaryant oldugunu

gostermek yeterli olacaktir.



Bunun i¢in sistemde kullanilan tiim fonksiyon ve parametrelerin biyolojik olarak pozitif

olacag1 akilda tutularak, R’ icin asagidaki hesaplamalar yapilabilir:

. . . ds
a) s = 0 hiperdiizleminde d(tt) ls=o = A >0,

b) e = 0 hiperdiizleminde “X| _, = Bs(t)i(t) > 0,

¢) ¢ = 0 hiperdiizleminde dil(tt) lizo = ae(t) >0,

d) p = 0 hiperdiizleminde dz;—gt)]pzo = &i(t) > 0,

e) 7 = 0 hiperdiizleminde “2|,_o = ~(i(t) + p(t)) > 0.

Buradan, tiim hiperdiizlemlerde vektor alaninin yoniiniin R’ kiimesinin i¢ine dogru oldugu,
dolayisiyla R’ kiimesinin pozitif invaryant oldugu goriiliir. Bdylece model i¢in uygun bolge
D = {(s,e,i,p,r) : 0 < 5,0 <e0<40<p0<rs+e+i+p+r <1} olarak

yazilabilir.

2.1.2. Coziimlerin Varhk ve Tekligi

r = (11,29, ..., %Tn), [ = f(x1,29,...,2,) ve xg = (X109, 20, .-+, Tno), R™ lizerinde tamml
vektorler olmak tizere x} = fi(t, z1, x2, ..., ), wi(to) = xy, @ =1,2,...,n seklinde bir

baglangic deger problemini ele alalim. Bu denklem sistemine karsilik gelen vektor notasyonu

o= f(t,x), x(to) = xo 2.4

seklinde yazilabilir. ©, R"* iizerinde bir agik kiimesi olmak iizere, f € C[Q2, R"] oldugunu

varsayalim.

1f(t2) = Fty)ll < Lz —yll, (&), (ty) € Q (2.5)

esitsizligini saglayan bir f fonksiyonuna, “() tizerinde Lipschitz kosulunu sagliyor” denir.

Burada L, Lipschitz sabitidir [70].



Teorem 2.2. (Picard-Lindel6f Teoremi) f(x,t) fonksiyonu, a ve b pozitif reel sabitler olmak

izere, By : tyg <t < ty+a, |z — x| < b dikdortgensel bolgesi tizerinde siirekli bir

fonksiyon olsun ve bolge i¢inde (2.5) Lipschitz kosulunu saglasin. M =max( g)ep, || f(2, )],
a = min(a, —) olsun. O halde (2.4) baslangi¢ deger probleminin [ty, to + o] aralifinda bir

tek x(t) ¢oziimii vardir [70].

Buradan, (2.2) denklem sisteminin ¢oziimlerinin var ve tek oldugunu Lipshitz kosulunu

sa8latarak gosterilebilir. D bolgesinde

G1(X

A(l —s) — Bsi+ds(i + p)

Ga(X) =fsi — (a+ A)e + de(i + p)

G4(X

(X)
(X)

G3(X) =ae— (§+v+d+ A)i+di(i + p)
(X) =i — (v +d+ A)p+dp(i +p)
(X)

)

5(X

(y+dr)(i+p) — Ar

olmak iizere G(X) = (G1(X), G2(X), G3(X), G4(X), G5(X)) doniigiimii yapilsin.

Herhangi bir X ve X igin

IG(X) — G(X)| = |G1(X) = G1(X)| + ... +|G5(X) — G5(X)|

= |A(1 =) — Bsi+ds(i+ p) — A(1 — 5) + B5i — d5(i + p)|

+ |Bsi — (a+ A)e + de(i + p) — B5i + (a + A)e — de(i + p)|

+|oe— (E+v+d+A)i+di(i+p)—ae+ (E+v+d+ A)i —di(i + p)|

+|¢i— (y+d+A)p+dp(i+p) — &+ (v +d+ A)p— dp(i + p)|

+ (v +dr)(i +p) — Ar — (y + dF)(i + ) + A7

=|A(s = 35)+ (d— B)si — (d — B)si+ (d — B)si — (d — B)si + dsp — dsp + dsp — dsp|

+ }Bsi — Bsi+ Bsi— B5i + (a+ A)(e — &) + dei — dei + dei — dei + dep — dep + dep — déﬁ|

+]ale—e) — (E+v+d+A)(i — i) + di* — dii + dii — di* + dip — dip — dip|
+1&(i — i) — (y+d + A)(p — p) + dip — dip + dip — dip + dp* — dpp + dpp — dp*|

+ |v(i — 1) +v(p = p) + dri — dri + dri — dFi + drp — drp + drp — dip — A(r — 7)|

elde edilir.



Ucgen esitsizliginden

1G(X) ~ GO < Als |+ dBs| i ~ 7| + (d — B)[l[s — 5| + dlsllp ~ 5| + dlpls — 3
+ Bls||i —i| + Blil|s — 5| + (. + A)|e — | + dle||i — i| + d|i||e — &| + d|e||p — P
+d|p|le — |+ ale —e| + (E+v+d+ A)|i —i| + dli||i —i| + dli||i — i| + d]i||p — D
+d|p||i —i| + &li —i| + (v + d+ A)|p— p| + d|i||p — B| + d|p||i —i| + dp|p — D|
+d|pl[p = p| +]i =i +7]p = p| + dlr[[i = i| + dfil|r — 7| + d|r|]p P

+d’ﬁHr—f‘ +A’T—f‘

sonucuna ulagilir. Buradan, s +e+i+p+r < 1lves+e+i+p+7 < 1oldugu goz 6niinde

bulundurulur ve yine iicgen esitsizligi kullanilirsa

IG(X) — G(X)|| < Als — 5| +dB|i —i| + (d— B)|s — 5| +d|p— p| +d|s — 3|
+Bli—i| + B|s— 8|+ (a+ A)le —e| +d|i —i| + d|e —&| + d|p — p|
+dle—é|+ale—e|+ (E+v+d+A)|i—i| +d|i —i| +d|i—i] +d|p—p|
+dli—i|+¢&i—i|+(v+d+A)|p—p| +d|p—p|+dli —i|+d|p—p|
+dlp—p|+~|i =i +v|p—b| +d|i —i| + d|r — 7| + d|p — p|
+d|r — 7| + Alr — 7|
< Als =8|+ (A+2a+2d)|e — | + (A + (d+ 1)3 + 7d + 26 + 2v)|i — 4]
+ (A +8d+2y)|p— p| + (A +2d)|r — 7|
< L|X - X]||

elde edilir. Burada
L=max{A,A+2a+2d, A+ (d+ 1)+ Td+ 2§ + 27, A + 8d + 2y, A + 2d}

olmak iizere Lipschitz sabitidir. Yani (2.2) denklem sistemi i¢in Lipschitz kosulu saglanmis
olur. Boylece Picard-Lindelof teoremi geregi bu denklem sisteminin belli bir aralikta tek bir

¢cOziimil vardir.
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2.2. Denge Noktalar1

Tamim 2.3. P(zo,y0) = 0, Q(z0,y0) = 0 sartin1 saglayan bir (zo, yo) noktasina,

dx

Pl P x, )
@ (.9) (2.6)
a = Qz,y),
otonom sisteminin bir denge noktas1 (kritik noktast) denir [71].
Boylece, (2.2) denklem sisteminin denge noktalarini belirlemek i¢in
ds
2 -0
dt
de
= -0
dt
di
— =0 2.7
7 (2.7)
dp
0
dt
dr
k!
dt

sistemi kullanilir.

2.2.1. Hastaliksiz Denge Noktasi

(2.2) denklem sisteminin hastaliksiz denge noktasini elde etmek igin i(¢) = 0 ve p(¢) = 0

alinarak

ds

o =0
de 0
dt
dr
o =0

denklem sistemi olusturulur.
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Buradan

de
E:(Oé‘i‘A)e:O

olup e(t) = 0 bulunur. Yine

dr
S Ar=
7 r=20

olup 7(t) = 0 elde edilir. Benzer sekilde
ds
— =A(l-5)=0
o = A=)

olup s(t) = 1 olarak bulunur. Boylece (2.2) denklem sisteminin hastaliksiz denge noktasi

E=(321p7) = (1,0,0,0,0)

olarak elde edilir.
2.2.2. Endemik Denge Noktasi

Bu boliim boyunca kisalik i¢in
K=y+d+A L"=a+A M*"=(+y+d+ A, N*=af (2.8)

olarak alinacaktir. (2.2) denklem sisteminin endemik denge noktasini belirlemek i¢in (2.7)

denklem sistemi ¢oziilmelidir. Bunun i¢in dordiincii denklemden

2—?:0:>5i—(7+d+A)p+dp(i+p):0
= & — K*p+ dpi + dp* = 0
- K*—dp
Tapre
_yt+d+A—dp
U dp+g

12



P e

bulunur. Ugiincii denklemden

i
d—;:0:>ae—(§+’y+d+A)i+di(i+p):O
SM*—d(p+i
R a(p—l—z)

elde edilir. Yukarida elde edilen i = ﬁ%ﬁéﬁ esitligi yerine yazilirsa

K —dp M —d(p+ )]
P dp + & « ’
_ (K" = dp) [dp(M” = K*) + (M — dp)]
(dp+€) a(dp +§) ’
(K" —dp)[dp(M* — K*) + §(M* — dp)]
a(dp + &)? ’
Ep(E+y+d+A)(y+d+ A —dp)
a(dp + £)?

(O}

olarak bulunur. Ilk denklemden

d
d—j:OéA(l—s)—ﬁsi—l—ds(i—i-p):O
A

=35 = =
(d—pB)i+dp—A

K*—dp
dp+§

olup, yukarida elde edilen ; = esitligi yerine yazilirsa

A
K —dp\ =~ | 1~
e )P Hdp— A
A

(d = B) (G5 2) D+ dp — A

s =

(d—8)(

sonucuna ulagilir.

Besinci denklemden

%:O:>(7+dr)(i+p)—AT:0

=(v+dr)(i+ p) = AF

13



olup, buradan

(i + )
A —d(i+p)
([55E) + s
A—d([%GE] +1)p
_ G
A —d(55)D
_ KT+
dp(A — K* = &) + AL
_ v +d+A+¢)
AL —dp(y+d+¢§)

F=

olarak bulunur. Ayrica % + % = () esitligi kullanilarak

aé—(E+y+d)p+dii +p) + & — (y+d+A)p+dp(i +p) =0
= aé— K*(i+p)+d(i+p)?=0
= di+p)?=K"(i+p) —aé
= di+p)?=K"(i+p) —aé
K* aé

:>d:~. -~ = -
t+p 1+p

elde edilir. Burada € = Z%gﬂa) esitligi yerine yazilirsa

< M*—d(i+ -
e VS L di
i+ P i+ P i+p  (i+p)? i+P

= * *) * g K*+§
i(M* — K*) =pK dp2(d]’§+§)

d=

bulunur. Son olarak i = ﬁffl;jrzﬁ esitlikte yerine yazilirsa
_K* —dp _ S K*+¢
————(M* — K*) =pK* — dp* [ —
Fire O~ K = ()
K* —dp K*
dp + ¢ dp+¢

KM —K —d—¢)  y+d+A
P=" ey M —2K*) v +d+A -2
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sonucuna ulagilir. Boylece,

A
- A (TR )5 v dp - A
P+ y+d+A)(y+d+ A —dp)
e = ~
a(dp +€)?
~_~’7+A+d(1—ﬁ)
TR
. y+d+A
p_7+d+A—2§
Sl +d+ A+

AL —dp(y +d+¢)

2.3. Kararhhk

Kararlilik analizinde kullanilan yontemlerden biri lineerlestirmedir. D C R”™ agik bir kiime

ve f € Ct, f: D — R" olsun. Bu durumda bir diferensiyel denklem sistemi
' = f(z) (2.9)

biciminde yazilabilir. Bu sistemin her ¢ i¢in sabit olan ve x(t) = 2z ile gosterilen xz(t)
¢Oziimiine “sistemin dengesi” denir. Eger & = 0 bu sistemin f(0) = 0 sartim1 saglayan

dengesi ise f fonksiyonu Taylor a¢ilimi yardimiyla
f(z) = Az + F(x) (2.10)

biciminde yazilabilir. Burada A = %(0), f fonksiyonunun x = 0 noktasindaki Jakobiyen
matrisi ve Az, f fonksiyonunun lineerlestirmesidir. Bu durumda (2.9) sisteminin z = 0

denge noktasindaki lineerlestirilmis sistemi
7 = AT (2.11)

ile verilir [56].
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Lineerlestirme isleminin bir sonucu olarak agagidaki iki teorem verilebilir.

Teorem 2.4. A veF, (2.10) esitliginde verildigi gibi olsun. Eger z = 0, (2.11) lineerlestirilmig
sistemi i¢in asimtotik kararl ise, Z dengesi de (2.9) nonlineer sistemi i¢in asimtotik kararlidir

[56].

Teorem 2.5. Eger A matrisinin tiim 6zdegerlerinin reel kisimlart negatif ise * = 0 ¢oziimii

(2.11) lineer sistemi i¢in asimtotik kararhidir [56].

Asimptotik kararlilik hakkinda daha fazla bilgi i¢in bkz. [58].

2.3.1. Hastaliksiz Denge Noktasinin Kararhhg:

Lineer olmayan (2.2) denklem sisteminin E= (5, €, W7, 7) = (1,0,0,0,0) hastaliksiz denge

noktasindaki kararlilig1 i¢in karsilik gelen

ds _
d—i:—A§+(d—B)i+df9
de _
i AVe + 5i

= (a+ A)e + i

di B -
-

DG (y+d+ AP
o =& (v+d+A)p
dr _
=i +p) - AT

lineerlestirilmis denklem sisteminin Jakobiyen matrisi hesaplanirsa

—-A 0 d—p d 0
0 —(a+A) I6] 0 0
JE)=| o a  —(Et+y+d+A) 0 0
0 0 13 —(vy+d+A) 0
0 0 y vy —-A
elde edilir.
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A~

J(E) Jakobiyen matrisinin 6z degerleri

A~

det[J(E) = M| =0
yardimiyla hesaplanir. Buradan 6zdegerler
(A+>\)2[(y+d+A)+A]{[(a+A)+A][(§+7+d+A)+>\] —aﬁ} =0
denkleminden elde edilir. Burada (2.8) esitligi kullanilirsa, denklem
(A + >\)2{(K* + A}{A2 4 (LF 4 M)A+ LM — N*} —0

A~

biciminde yazilabilir. Boylece J(E) Jakobiyen matrisinin 6z degerleri

)\1,2 =—A
/\3 - — K*
45 —

2

olarak bulunur. Eger (L* + M*)? > 4(L*M* — N*) oldugu kabul edilirse Jakobiyen
matrisinin tiim 6zdegerlerinin birer reel say1 oldugu sdylenebilir. Burada tiim parametreler

pozitif oldugundan

L*+ M >0 (2.13)

oldugu ve A\; < 0, Ay < 0 ve A3 < 0 olacag asikardir. Ayrica eger

|L* + M*| > \/(L* + M*)2 — 4(L*M* — N*) (2.14)

ise, 0 halde Ay < 0 ve A5 < 0 olur. Dolayisiyla, tiim 6zdegerlerin negatif olma sarti
saglanacaktir. Bu sartlar altinda, E= (1,0,0,0,0) hastaliksiz denge noktas1 yerel asimptotik

kararlidir.
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2.3.2. Endemik Denge Noktasimin Kararhhg:

noktasinin kararliligini incelemek icin karsilik gelen lineerle§t1r11m1§ diferensiyel denklem

sisteminin £ endemik denge noktasindaki Jakobiyen matrisinin hesaplanmasi gerekir. Benzer

islemlerle
~A+(d—B)i+dp 0 (d—B)s
—Bi —L*4+d(i +p) B5 + dé
J(E) = 0 o —M* +2di + dp
0 0 £+ dp
0 0 v+ dr

d3
dé
di

—K* +di + 2dp

vy +dr

biciminde elde edilir. Buradan 3/ — 4/ — 3/ elementer siitun iglemleri yardimiyla,

—~A+(d—B)i+dp 0 — 35
—Bi —L* 4+ d(i +p) Bs
JE) = 0 a —M* +d(i + p)
0 0 M* —d(i+p)
0 0 0

d3
dé
di

—K* +di + 2dp

0

sonucuna ulagilir. Yine matrise 3.5 + 45 — 4.5 islemleri uygulanirsa

~A+(d—B)i+dp 0 —35
—Bi —L* +d(i + p) B3
J(E) = 0 oY ~M* +di + dp
0 « 0
0 0 0

bulunur. Buradan 6zdegerler icin

ds
dé
di

—K* 4 2d(i +p)
0

S{ = A+ (@=B)i+dp—AHd(E+5) — A- A{{— L +di+5) - A}

{— M +d(i+p)—
—ade{ M* —i—dz—l—p

AM{ = K* +2d(i + p) —
Al

—a@sl—ﬁz{ K*+2d(i +p) — )\}}

2
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S{ = A+ (d=B)i+dp—AH{di+p) — A=A = K* +2d(i + p) — A}
{{= L +d(+p) - \}{ = M+ 2di + dp — N} — aB5(1 - B } =0

esitligi elde edilir.

Kisalik i¢in

A" = —A+ (d - B)i + dp,
B =d(i+p) — A,

C* = —K*42d(i + p),
D* = —L* +d(i +p),
E*=—M*"+d(i+9p),

aliirsa denklem
(A" \)(B"—\) { (C* = N)(D* — N)(E*—\) — adé(E*— \) — aB5(1— B)(C* —\) } —0
biciminde yeniden yazilabilir. Buradan

N =M (A*+ B*+C*+ D*+ E*) + X*{ = C*D* — E*(C* + D*)
— (A" + B*)(C* + D*) + (A* + B*)E* — A*B* + dé + aB3(1 — Bi)}
— XN{C*D*E* + (A" + B*)C*D* + (A* + B*)(C* + D*)E* + A*B*(C* + D*)
+ A*B*E* — adéE* — af3(1 — Bi)C* — (A* + B*)(adéE* — aB3(1 — Bi))}
+ M(A* + BY)C*D*E* + (A* + B*)(adéE* — af3(1 — Bi)C*) — A*B*C*D*
— A*B*(C* + D*)E* + A*B*(adéE* — ap3(1 — Bi)}
— A*B*C*D*E* + A*B*(adéE* — af3(1 — £i)C* = 0 (2.15)

olacak bicimde 5. derececen bir denklem elde edilir. Bu denklemden 6zdegerleri hesaplamak
zor oldugundan dolay1 Routh-Hurwitz kriterleri kullanilir. Reel katsayili bir karakteristik
denklemin tiim koklerinin kompleks diizlemin sol yaninda kalmasi i¢in gerek ve yeter sartlari
veren kriterlere Routh-Hurwitz kriterleri denir. Routh-Hurwitz kriteri nonlineer diferensiyel

denklem sisteminin yerel asimtotik kararliligini belirlemek i¢in kullanilir.

19



1 = 1,2,...,n i¢in a; katsayilarinin reel sabitler oldugu bir
POA) = A"+ \" P+ a2+ an A+ ap,

polinomu verildiginde, karakteristik polinomunun a; katsayilarini kullanarak n-Hurwitz matris-

leri asagidaki bicimde tanimlanir:

aq 10
aq 1
H1=(a1), Hy = , Hy= 1 azaa
a3 as
as a4 ag
ve
az 1 00...0
a3 as aq 1...0
H,=1asa,a3ay ... 0
000O0...aqa,
Burada j > n ise a; = 0 olur. Tim Hurwitz matrislerinin determinantlar1 pozitif ise

polinomunun tiim kokleri negatiftir ya da negatif reel kisma sahiptir. Routh-Hurwitz kriterleri

n = 5 durumu i¢in Ozetlenirse; eger

a) a; >0, t=1,2,...,5.

b) ajasaz > a3 + aay

) (ajaq — as)(ajazaz — a3 + atay) > as(ajas — az)?*(aa?)
sartlar1 saglaniyorsa verilen sistem kararhdir [4].

Burada (3.9) denkleminden katsayilar:
ay =— (A*+ B*+ C*+ D* + E¥)
ay =C*"D* — E*(C*+ D*)+ (A" + B*)(C*+ D*) — (A*+ B")E* + A*B*
— dé — aB3(1 — Bi)
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az = — {C*"D*E* + (A" 4+ B*)C*D* + (A* + B*)(C* 4+ D*)E* + A*B*(C* + D*)
+ A*B*E* — adéE* — afB5(1 — 8i)C* — (A* + B*)(adéE* — af3(1 — Bi))}

ay = — {(A* + B*)C*"D*E* + (A" + B*)(adéE* — aB3(1 — Bi)C*) — A*B*C*D*
— A*B*(C* + D*)E* + A*B*(adéE* — ap3(1 — Bi)}

a5 = — A*B*C*D*E* + A*B*(adéE* — aB5(1 — Bi)C*

biciminde elde edilir.

2.4. Temel Ureme Sayisi

Temel iireme sayis1 bir salginin seyri hakkinda on bilgi vermesi agisindan biiyiikk 6nem
tasimaktadir. Epidemiyolojik olarak tireme sayisi, yalnizca duyarh bireylerden olusan bir
popiilasyonda bir bulagic1 bireyin iiretecegi ikincil vakalarin sayisim verir [57]. Ry > 1
ise, hastalik popiilasyonda kalir. 2y < 1 ise, enfekte olanlarin sayis1 kademeli olarak sifira
diiser ve hastalik popiilasyondan kaybolur [57]. Temel iireme sayisi iizerine yapilan bazi

calismalar i¢in bkz. [25, 80, 81].

SEIPR salgin modeli i¢in, yeni nesil matris yontemi kullanilarak hastaliksiz denge noktasinda

bir R, temel lireme say1s1 hesaplanabilir [23, 24,58, 80].

Yeni nesil matris metodu kullanilirken, incelenen denklem sisteminde viriisiin bulundugu
denklemler ele alinir. Bu denklemler hastaliksiz denge noktasi civarinda lineerlestirilerek
karsilik gelen Jakobiyen matrisi elde edilir. Elde edilen matris, T bulagsmanin oldugu matrisi
V ise taginmanin oldugu matrisi gostermek iizere J = T + V seklinde iki matrisin toplami
olacak sekilde tekrar yazilir. Bu iki matrisden yararlanarak P = —TV ' seklinde yeni bir
P matrisi elde edilir. P matrisinin 6z degerlerinin en bilyiigii incelenen denklem sisteminin

temel iireme sayisini verir [23-25, 80].

Yeni nesil matris metodu kullanilarak (2.2) denklem sisteminin temel tireme sayisini1 bulmak
icin Once viriisiin bulundugu denklemlerden olusan sisteme karsilik gelen lineerlestirilmis

halin Jakobiyen matrisi bulunmalidir.
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(2.12) sisteminden viriisiin bulundugu denklemler alinirsa

d
d—jzﬁi—L*e
i
d—z:ae—M*i
dp )

i K*
o &i p

sistemi elde edilir. Bu sisteme kargilik gelen Jakobiyen matrisi

I 8 0
J= a —M* 0
0 & —K'

seklinde bulunur. Simdi T ve V matrislerini sirasiyla bulagmay1 ve tasinmay1 gosterecek ve

J = T + V sartin1 saglayacak bi¢ciminde

030
T=|o000|,

000

—L* 0 0
V=| a —-M" 0

0 ¢ —-K*

matrisleri olarak alalim. Buradan —T ve V! matrisleri

0—40
~-T=1]00 0
00 0
ve
1
—L 0 0
-1 _ o 1
Vi=| & -7 0
et & 1
L*K*M* M*K* K*
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olarak elde edilir. Boylece P = —TV ! matrisi

a8 B
o e U
P=| 0 00
0 00

seklinde hesaplanir.
P matrisinin 6zdegerleri ise

af A af 0

L*M* L*M*
det[P — AI] = 0 X 0 |=0
0 0 =X
of ap _ -
= 3 (Fomm —A) =0
af
:>)\1—)\2—0, )\3,—[1*]\4#<

olarak bulunur. P matrisinin 6z degerlerinin en bilyiigii 7y temel iireme sayisini verir. Yani

_aB af
LM (a+ A)(E+y+d+A)

Ry (2.16)

olacaktir.

2.5. SEIPR Modelinin Tiirkiye Verilerine Gore Niimerik Coziimii

Bu béliimde, T.C. Saglik Bakanligi’nin internet sitesinden alinan 11 Aralik 2020 — 10 Subat
2021 tarihleri (ilk 62 giinliik donem — birinci donem) ile 30 Nisan 2021 — 30 Haziran 2021
tarihleri arasindaki (ikinci 62 giinliik donem — ikinci donem) veriler kullanilarak, olusturulan
SEIPR modeli ile aginin zatiirre iizerindeki etkisi arastirilmistir. Segilen donemlerin 62
giinliik olmasini nedeni, incelenen donemlerin olabildigince benzer olmasinin istenmesi ve
popiilasyonun istenilen agilanma durumunu ancak bu 62 giinliik donemlerde gergeklestirmis
olmasindandir. Birinci donemde bireyler ya agisizdir ya da ilk asilarim1 yaptirmislardir, ikinci

donemde ise bireyler ya birinci ya da ikinci asilarim1 yaptirmiglardir.
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Her iki donemi kapsayan tarih araliginda, T.C. Saglik Bakanlig1 hastaliginin bulagma siiresini
20 giin, karantina siiresini ise 21 giin olarak belirlemistir. Bu nedenle calismada COVID-19
hastaliginin bulagsma siiresi 7, = 20 giin olarak alinmistir. Bdylece her iki donem icin
iyilesme oran1 v = 1/7T; formiili [57] kullanilarak; d degeri T.C. Saglik Bakanligi’nin
sitesindeki veriler kullanilarak; A ve p degerleri 2019 yili TUIK verilerine gore ve « ile
& parametre degerleri ise verilerde fitleme (en optimal degerin bulunmasi) iglemi yapilarak

hesaplanmustir.

Sistemin yaklagik ¢6ziimii dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi ile hesaplanmugtir.
Tiim hesaplamalar ve grafik cizimleri icin Maple ve Mathematica bilgisayar cebri sistemleri

kullanilmagtir.
2.5.1. Birinci Donem

Bu donem i¢in 3 bulagma orani s(62) = 818 alinip

s(0)
é In 5(62)
~

~ 5(0) — i(0) — s(62)’

esitligi kullanilarak bulunmugtur [57]. Birinci donem i¢in kullanilan parametre ve baslangi¢

degerleri asagidaki gibidir:

A =0.0143, d=0.091689, S = 0.000066, -~ = 0.05,
1 =0.0053, «a=0.006572, ¢& = 0.006015,

(2.17)
s(0) = 825, e(0) = 0.29136,4(0) = 0.05203, p(0) = 0.00161, 7(0) = 0.20191. (2.18)

(2.2) denklem sistemi i¢in elde edilen temel iireme sayisi olan

af

Fo = (a+A)E+y+d+A)

degeri bu verilere gore Ry = 0.000127795 olarak hesaplanmistir. Ry < 1 oldugundan, (2.2)

denklem sistemi £ = (1,0,0,0,0) hastaliksiz denge noktasida yerel asimptotik kararlidir.
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Boylece (2.2) sisteminin her ¢oziimil bu denge noktasina yaklagsir ve hastalik popiilasyondan

kaybolur (bkz. Sekil 2.1).

Temel tireme sayisindan bagimsiz olarak, (2.13) ve (2.14) ile verilen esitsizliklerden (2.2)
diferensiyel denklem sisteminin E= (1,0,0,0,0) hastaliksiz denge noktasinda kararli oldugu
goriiliir. Endemik denge noktasimin kararliligi i¢in (2.17) ile verilen parametre degerleri
kullanilarak a;, © = 1,2,...,5 degerleri hesaplanirsa sirasiyla, a; = —0.549033, as =
0.0468099, a3 = 0.0019128, ay, = —0.00279138 ve a; = 3.40748 x 1076 olarak elde
edilir. Buradan, Routh-Hurwitz kriterlerinin saglanmadigi, yani endemik denge noktasinin

kararli olmadig1 goriiliir.

| ¢ Gercek defetler — p fonlcsh-‘crnu|

160+

140+

p 1007

80+

60+

40

Sekil 2.1. Birinci donem icin (2.2) sisteminden elde edilen p fonksiyonu ile gercek
degerlerin grafikleri
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2.5.2. ikinci Dénem

Bu donem i¢in 8 bulagma oran1 s(62) = 789 alinarak

s(0)
é In 5(62)
v

s(0) —i(0) — s(62)
hesaplanmustir [57] .

Ikinci donem icin kullanilan parametre ve baslangic degerleri asagidaki gibidir:

A =0.0143, d=0.116803, B =0.000063, ~ = 0.05,
p=0.0053, «a=0.002082, & = 0.0087055,

(2.19)

s(0) = 795, e(0) = 0.31891,4(0) = 0.02673, p(0) = 0.00064, (0) = 0.68183. (2.20)

Bu verilere dayanarak, sistem (2.2) i¢in

af
(a+ A)E+y+d+ A)

Ry =

degeri Ry = 0.0000424547 olarak hesaplanmistir. Ry < 1 oldugundan, (2.2) denklem
sistemi £ = (1,0,0,0,0) hastaliksiz denge noktasinda yerel asimptotik kararlidir. Boylece
(2.2) sisteminin her ¢oziimii bu denge noktasina yaklasir ve hastalik popiilasyondan kaybolur
(bkz. Sekil 2.2). Temel iireme sayisindan bagimsiz olarak, (2.13) ve (2.14) ile verilen esitsiz-
liklerden (2.2) denklem sisteminin E = (1,0,0,0,0) hastaliksiz denge noktasinda kararlt

oldugu goriiliir.

Endemik denge noktasinin kararlilig1 icin (2.17) ile verilen parametre degerleri kullanilarak
a;, 1 = 1,2,...,5 katsayilar1 hesaplanirsa sirasiyla, a; = —0.650943, ay = —0.107735,
az = 0.00340221, as = —0.0153772 ve a5 = 8.88063x 10~° elde edilip yine Routh-Hurwitz
kriterlerinin saglanmadig: goriiliir. Buradan da endemik denge noktasinin kararli olmadigi

gorilir.

Uyari 2.6. Her iki donem icin de hastaliksiz denge noktasinin, R, degerinden bagimsiz

olarak, yerel asimptotik kararli oldugu (2.13) ve (2.14) denklemlerinden de goriilebilir.
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o Gercek deserler —— p fonksivomu |

Sekil 2.2. Ikinci dénem icin (2.2) sisteminden elde edilen p fonksiyonu ile gergek degerlerin
grafikleri

2.6. Insidans Oram ve As1 Etkililigi

Bu calismada ilk donem kontrol grubu olarak alinmistir. Boylece ilk donemi ikinci donem
ile kiyaslanarak asinin zatiirre iizerindeki etkisinin goriilmesi amaglanmistir. Bunun i¢in

oncelikle her donemin insidans orani hesaplanmalidir.

Insidans; saglikli insanlarin belirli bir siire i¢inde belirli bir hastaliga yakalanma riskinin bir
Olciisiidiir. Belirli bir donemde belirli bir popiilasyonda tespit edilen yeni vaka sayisinin,
o toplulugun yil ortasindaki niifusuna veya risk altindaki kisi sayisina boliinmesiyle elde

edilir [78]. Herhangi bir hastalik i¢in insidans orani formiilii agagidaki gibidir:

Belirli bir zaman dilimindeki yeni hastalik vakalarinin sayisi

Insidans Oranm1 = 100

Calisma siiresi boyunca risk altindaki toplam kisi
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Rolatif risk; olasi etkene maruz kalanlar igerisinde hastalananlarin orantisinin, etkene maruz
kalmayanlar icerisinde hastalananlara orantisina oranlanmasidir [53]. Bu, etkene maruz
kalanlarin insidans oranin, etkene maruz kalmayanlarin insidans oranina oranlanmasiyla da

hesaplanabilir [53].

As1 etkililigi; rutin kosullarda sahada uygulanan aginin toplumda bagisiklik kazandirma yiiz-
desidir [78]. Yeterli etkinligi gosterilmis ve lisans almig bir aginin bir toplumda uygulanma-
styla ilgili hastaliktan korunma diizeyi, ideal olmayan saha kosullarinda, gozlemsel epidemi-
yolojik caligmalarla belirlenen “as1 etkililigi” ile ol¢iiliir [35]. Bu nedenle, ikinci aginin
popiilasyon {iizerindeki koruyuculugunu belirlemek icin sadece ikinci asinin asi etkililigi

hesaplanmugtir.
Ikinci as1 icin as1 etkililigi formiilii asagidaki gibidir:

Agt Etkililigi = 1 — Ikinci dénem insidans orani

Birinci donem insidans orani

Bu calismada kullanilan verilere gore, ilk donem insidans orani 0.005157, ikinci donem
insidans orani 0.002234, ikinci asinin as1 etkililigi 0.57 ve rolatif risk 0.43 olarak hesaplan-
mistir. Bu ikinci donem agililarda birinci donem agililara gore hastaliktan kaynakl zatiirre
gelisme riskinin 0.43 kat oldugu anlamina gelir. 0.43 < 1 oldugu i¢in ikinci ag1 hastaligin
zatlirreye doniismesine kars1t koruyucudur. Diger bir ifadeyle ikinci donemde hastalifin
zatiirreye doniigme riski birinci doneme gore %57 daha azdir. Buradan ikinci aginin koruyu-

culugunun %57 oldugu sdylenebilir.
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3. KESIRLI TUREVLI SEIPR HASTALIK MODELI

Kesirli analiz, matematigin yeni fakat hizla gelisen bir alanidir ve bilinen tamsay1 basamakli
tiirev operatorii yerine keyfi basamakli tiirev ve buna bagh integral operatorleri kullanir.
Kesirli operator kavrami ¢ok yeni olmamakla birlikte, kesirli tiirev ve integral operatorlerinin
geometrik ve fiziksel yorumlar1 klasik tiirev ve integral operatorleri kadar agik olmadigindan,

izerine yapilan ¢alismalar daha azdir [11, 18,20,51,54,59,60,64,71,75,79].

Kesirli tiirev i¢in literatiirde ¢esitli tanimlar verilmistir. Bunlardan bazilari, Riemann-Liouville
Caputo, Griinwald-Letnikov, Weyl, Riesz kesirli tiirevleridir [41,60,65,67]. Birbirleri arasinda
gecisler olmasina ragmen kesirli tiirev tamimlar1 ve tanimlarinin fiziksel yorumlar farklilik
gosterir [41, 60, 65, 67]. Kesirli analizde birden fazla tiirev taniminin olmasi, problemin
tiirtine gore en uygun olanin kullanilmasin ve bdylece problemin en iyi ¢6ziimiiniin elde

edilmesini saglar [67].

Son zamanlarda, epidemiyolojik modelleri tanimlamak icin kesirli tiirevler kullanilmigtir
ve bazi durumlarda klasik modellere kiyasla daha dogru olduklar1 kanitlanmistir. Literatiir
incelendiginde, SIR modeli [7,8,32,44,61,63,73,74], asilanmis SIR modeli [28,52,72], SIRC
modeli [28], SEIR modeli [30,66], MSEIR modeli [9], vb. kesirli tiirevlerle tanimlanan farkl

modellerle karsilagilabilir.
Bu calismada kullanilan bazi1 kesirli tiirev operatorlerinin tanimlar1 asagida verilmistir.

Tanim 3.1. (Caputo Kesirli Tiirevi)
m, m — 1 < a < m olacak sekilde pozitif bir tamsay1, o herhangi bir pozitif say1 ve f
fonksiyonu da m defa siirekli diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun o.

mertebeden Caputo kesirli tiirevi

C na - - ! _Tm_a_l_
Dy f(t) = )/0@ )

ile tanimlanir [67].
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Tanmim 3.2. (Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi)

f € HY0,T), T > 0 vea> 0 olmak iizere a. mertebeden Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi

eI R R

ile verilir. Burada M (0) = M (1) = 1 olacak sekilde bir normalizasyon fonksiyonudur [19].

CFDaf

]dT t>0

Tamm 3.3. (Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi)
f € HY 0,T),T >0, > 0vet € (0,1) olmak iizere, . mertebeden Atangana-Baleanu

kesirli tiirevi

ABDYf(t) 1_ /f [ a(t—T)aldT

ile tanimlanir. Burada B(0) = B(1) = 1 olacak sekilde bir normalizasyon fonksiyonudur

[10]. Ayrica E,(z) Mittag-Leffler fonksiyonudur ve

ZFak‘+1

k=0

esitligi ile verilir [31].

Bu boliimde, SEIPR hastalik modeline karsilik gelen kesirli mertebeden tiirevli denklem
sistemi ele alinacaktir. Bunun i¢in (2.1) ile verilen adi diferensiyel denklem sisteminin sol
yaninda bulunan adi tiirevler v. basamaktan (0 < v < 1) kesirli tiirev operatorii (D") ile
degistirmistir. Bu islem sirasinda denklemlerin sag ve sol yanlarinin boyutlarini esitlemek
adina, sistemin sol yaninda yer alan denklemlerdeki parametrelerin de . dereceden kuvvetleri

alimmustir [6,69]. Boylece modele karsilik gelen kesirli tiirevli denklem sistemi
(0) =A"(1 —s) — B”si + d”s(i + p)
(0) =5"si — (o + A”)e + d"e(i + p)
D"i(0) =a"e — (& + " +d” + A”)i + d"i(i + p) (3.1
D*p(0) =€"1 — (v +d” + A")p + d”p(i + p)
(6)

D'r(0) =(v" +d'r)(i +p) — A"r

bigiminde yazilabilir. Burada yine s(0) + e(6) + i(0) 4+ p(6) + r(0) = 1 olacaktr.
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Burada genel bir kesirli tiirev operatorii kullanilmasinin amaci, 2. Boliimde adi tiirevli sistem
icin detaylartyla anlatilan ve tiirev operatoriinden bagimsiz olan bazi 6zellikleri (¢6ziimlerin
pozitifligi, denge noktalari, temel lireme sayis1 gibi) her bir kesirli tiirev operatorii i¢in ayri
ayr1 incelememektir. Ancak, her bir kesirli tiirev operatorii i¢in farklh varlik ve teklik sartlari
oldugundan genel bir kesirli tiirev operatorii i¢in inceleme yapilamamis, (3.1) sisteminin
cOziimlerinin var ve tek oldugu varsayilmistir. Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu

kesirli tiirevlerine sahip denklemleri i¢in verilen varlik-teklik teoremleri i¢in bkz. [2,27,77].

3.1. Coziimlerin Pozitifligi

R = {(s(6),e(0),i(0),p(0),r(0)) €R®:5>0,e>0,i>0,p>0r >0} alahm. Tim
parametreleri pozitif oldugu dikkate alinarak, 2.1.1. Boliimde yapilan iglemler (3.1) sistemi

icin yinelenirse

a) s = 0 hiperdiizleminde D"s(f)|,—o = A” > 0,

b) e = 0 hiperdiizleminde D"e(0)|.—o = 8”s(0)i(0) > 0,
¢) i = 0 hiperdiizleminde D"i(0)|;—o = a”e(f) > 0,

d) p = 0 hiperdiizleminde D"p(0)|,—o = £"i(6) > 0,

e) r = 0 hiperdiizleminde D"7(0)|,—o = " (i(6) + p(d)) > 0.

elde edilir.
O halde R’ pozitif invaryanttir. Bdylece (3.1) ile verilen hastalik modeli i¢in uygun bolge
D = {(s,e,i,p,7):0<5,0<¢,0<3,0<p,0<rs+e+it+p+r <1}

olacaktir.
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3.2. Denge Noktalar1

(3.1) denklem sisteminin denge noktalarini belirlemek icin sistemdeki denklemlerin sag

taraflart sifira esitlenerek elde edilen
(#) =0
(#) =0
D"i(0) =0 (3.2)
(6) =0
(#) =0

sistemi kullanilir.
3.2.1. Hastalksiz Denge Noktasi

(3.1) denklem sisteminin hastaliksiz denge noktasini elde etmek i¢in (3.2) sisteminde hastalarin

bulundugu bolmeler i(0) = 0 ve p(#) = 0 alinarak

denklem sistemi olusturulur. Buradan
D¥e(0) = p¥si — (o + A)e+d"e(i+p) =0
olup e(#) = 0 bulunur. Yine

D'r(0) = (v +d'r)(i+p) —A'r=0
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olup 7(#) = 0 elde edilir.Benzer sekilde

D's(0) = A"(1—s)— p¥si +d"s(i+p) =0

olup s(f) = 1 olarak bulunur. Boylece (3.1) denklem sisteminin hastaliksiz denge noktasi

~

F=(327%p7 =(1,0,0,0,0)

olarak elde edilir.

3.2.2. Endemik Denge Noktasi

(3.1) denklem sisteminin endemik denge noktas1 (3.2) denklem sistemi ¢oziilerek bulunur.

Tezin bu boliimiinde kisalik icin

K°®=9" +d" + A,
L° = (o + A"),

M® =& +~" +d" + A,
N° = a8

olarak alinacaktir. Boylece dordiincii denklemden

D'p(0) =0=¢"i— (v +d” + A)p+d’p(i+p) =0
=& —Kp+dpi+d'p* =0
. K —dp
=>7{=p—
lapre
~,YV_|__dU_|__Al/ _dl/p‘
dvp + &
A+ AV +d(1 - p)
d'p + &

bulunur.
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Uciincii denklemden

D"i(f) =0=a"e— (" +~"+d"+ A")i+d"i(i+p) =0
M~ d”(p+1)

al/

=>e=

elde edilir. Yukarida elde edilen i = P esitligi yerine yazilirsa

p dv +EV

Ko — v [M° — & (5 + )]

e=p dyﬁ + gl/ aV )
U = ) [ — K°) + €00 — ')
(duﬁ_i_fu) au(duﬁ_{_é’y) ’
— ﬁ(KO — d"p)[d"p(M° — K°) + §"(M° — dp)]
au(duﬁ+£u)2 ’
_EPE A+ +d + Ay + &7+ A — dVp)
o au(duﬁ+§y)2

olarak bulunur. 11k denklemden

D"s(0) =0= A(1 —s) — B¥si+d"s(i+p) =0
All

> 5= 4
(dv — ")t +d'p — A

+£U esitligi yerine yazilirsa

olup, yukarida elde edilen i = p=, 7
Al/
4 v Ko—dp\ ~ vy v
(@ = B") (ggres )+ d"p — A
All
v v V+Ay+d’/ V v 14
(d = ") () D+ dvp — A

m
Il

sonucuna ulagilir. Beginci denklemden

D'r(0) =0= (v +d'r)(i+p) —Ar=0

= (7 +d'r)(i+p) = AT
olup, buradan

(i +p)
A" —dv(i 1 p)

7=
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v ([Sme] Jfl)N
AV — v ([5=52] + 1)p

G

A — dv(5555)P
_ VP 4+ €7)
dl/p’(AV — K° — 5”) + AV&'V
_ +d”+A”+£”)
A —dp(y +d + €Y

7=

olarak bulunur.

Ayrica Di(0) + D"p(0) = 0 esitligi kullanilarak

0V — (7 +d)p+di(i+p)+ & — (VW +d"+A)p+dp(i +p) =0

a’é—K°(i+p)+d(i+p)?=0
d'(i+p)? = K°(1 + p) — a”¢é
d“(i+p)? = K°(i + p) — a”é
b 7K<>~ 4 ~.o/fé~

t+p 1+p

elde edilir.

Mo—d
Burada & = ; 4°=4"(4p)
i+p

esitligi yerine yazilirsa

~M°—d(i+p) ~

S OMT_ K° iMoo 4
i+ P i+ P i+p  (i+p)? i+D
~ of K°+¢
MO_KO :Ko_dVZ
“ )= p<d”ﬁ+£”)

bulunur. Son olarak i = p& =47 7 ? esitlikte yerine yazilirsa

+€”
K —d’p Ke+¢
———(M° - K°) =pK°® —dp* | ———
P )7 (d” +£”)
K —dp [ K°+¢
R MO_KO :Ko_dl/ oS
T ) p(d”mf”)
~ K(}(M()_K()_du_gu) ’7V+dV+AV
p= =

dv (& + Mo —2K°) A 4dv+ AV — 28
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sonucuna ulagilir. Boylece,

AI/
5 (dl/ _ /BV)(’YV—Fj:;IigV_de)ﬁ + dl/p’ — AV
é :§Vﬁ<§u _|_,YV +d1/ + AI/)(,YV +d1/ + AV _ duﬁ)
au(dvﬁ+£u)2

;A d (1)

d'p+ &
_ ,71/ +d¥ + AV
p_7”+d"+A”—2§”
2P0 A+ A+ )

Augu _ dVﬁ(,-)/l/ + dzz + é‘u)

3.3. Temel Ureme Sayisi

Kesirli tiirevli SEIPR salgin modeli i¢in, yeni nesil matris yontemi kullanilarak hastaliksiz

denge noktasinda 7, temel iireme sayist hesaplanabilir [23,58]. Bunun i¢in

De(0)

BYsi — (o + AV)e + d"e(i + p)
D"i(0) = o’e — (£ +7" +d" + A")i+ d"i(i + p)

D"p(0) =& — (v +d" + A")p+d"p(i + p)

~

denklemlerinin F' = (s,e,i,p,7) = (1,0,0,0,0) hastaliksiz denge noktasi i¢in Jakobiyen

matrisi
—L° p¥ 0
J= oy —M° 0
0 gu —K°

seklinde bulunur.

T ve V,J = T + V sartin1 saglayan, sirasiyla, bulasmay1 ve taginmay1 gosterecek sekilde

iki matris olsun.
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Boylece,

080
T=1000
000
ve
—I° 0 0
V=] o —M*> 0
0 51/ —K°

biciminde alinir. Buradan

0—-5"0
-T=10 00
0 0 0
ve
1
—7s 0 0
-1 _ a” 1
Vo=l &% - 0
_ a”{” _ é'l/ _L
LeKeM® — M°K° K¢
olarak bulunur. Boylece P = —TV ! matrisi
OCI-/ﬂl/ ﬂl/
roare are 0
P = 0 00
0 00

seklinde hesaplanir. P matrisinin 6zdegerleri ise,

OcVBV _)\ auﬁu 0

LoM® LoM®
det[P — M| = 0 X 01l=0
0 0 =X
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O{V/BV

:>>\1:)\2:O, )\;3:[/0]\4<>

olarak bulunur. P matrisinin 6z degerlerinin en biiyiigii R, temel iireme sayisin1 verir. Yani

al//BV aV/BV
Ry = = 34
0 LeMe (au_i_Ay)(gy _i_,yu_'_dv_'_Ay) ( )
olacaktir.
3.4. Kararhhk
Tamm 3.4. « € [0, 1) olmak iizere asagidaki denklem sistemini ele alalim:
Dex(t) = f(z,y), Dy(t) = g(x,y). (3.5)

Denge noktasinin ¢oziimleri f(Zeq, Yeq) = 0, §(Teq, Yeg) = 0 ile tammhidir ve eger denge

noktasindaki
of of
A = ox Oy
99 99
or Oy

Jakobiyen matrisin A 6zdegerlerinin hepsi

|arg(A;)| > % (3.6)

sartin1 saglarsa sistem yerel asimptotik kararhdir [3].

3.4.1. Hastaliksiz Denge Noktasinin Kararhhg:

SEIPR hastalik modeli i¢in F = (1,0,0,0,0) hastaliksiz denge noktasinin kararliligini

inceleyelim.
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(3.1) denklem sisteminin hastaliksiz denge noktasinda s = 1 oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

bu noktadaki Jakobiyen matrisi

—AY 0 d — B 0

0 —(a+AY) B 0

JF) =] o o =&+ d 4 AY) 0
0 0 '3 —(v" +d"+ AY)

0 0 o v

A~

bi¢ciminde elde edilir. J(F') Jakobiyen matrisinin 6z degerleri

A~

det[J(F) — AI] =0

yardimiyla hesaplanir. Buradan

olup, 6z degerler

(A + (7 4+ + A) + A { [(@ + A" + N[ +7" +d” + A%) + X —a”B } = 0

denkleminden elde edilir. Burada (3.3) esitligi kullanilarak

(A + A)2{K<> + )\}{)\2 4 (L0 + M)A+ LOM® — NQ} —0

~

biciminde yazilabilir. Boylece J(F) Jakobiyen matrisinin 6z degerleri

)\1,2 - — AV
Ay =—K°

V(L M) F T MR AT )
4,5 —

2
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0
0
0
0

—AY

—AY — ) 0 dv — v 0 0
0 —(a"+AY) = B 0 0
0 o (& 4+ d” + AY) — ) 0 0
0 0 g —(Y+d"+AY) =X 0
0 0 o o A




olarak bulunur. Eger (L°+ M®)? > 4(L°M?®— N°) oldugu kabul edilirse, Jakobiyen matrisin
tiim 6zdegerlerinin bir reel say1 oldugu goriiliir. Burada A¥, 4* ve d” birer pozitif reel say1

oldugundan dolay1r A; < 0, A2 < 0 ve A3 < 0 olacaktir. Bdylece
L°+ M°® >0 (3.7)

oldugu asikardir. Eger

|L° + M°| > \/(L° 4+ M®)2 — 4(L°M® — N°) (3.8)

ise 0 halde \y < 0 ve A\; < 0 olur. Dolayisiyla, dzdegerler \; < 0,7 = 1,2,3,4,5
oldugundan dolay1 | arg(X;)| > <* sartini saglayacaktir. Boylece F hastaliksiz denge noktasi

yerel asimptotik kararlidir sonucuna ulagilir.

3.4.2. Endemik Denge Noktasimin Kararhhg:

incelemek icin bu noktadaki Jakobiyen matrisin hesaplanmasi gerekir. Kisalik i¢in (3.3) deki
esitlikler kullanilacaktir.

—AY 4 (d¥ — BY)i +d¥p 0 (d — B3 dvs 0
—Bvi —L° 4+ d¥(i+p) BV +dvé dve 0
J(F) = 0 a’ —K° +2d¥i + d¥p dvi 0
0 0 &+ dvp —M® +d¥i 4 2dp 0
0 0 Y 4 dVF Y 4 dvi —AY 4+ d¥ (i + p)
olup 3/ — 41 — 31 elementer siitun islemleri yardimiyla,
—AY + (d¥ — B¥)i + d¥p 0 -85 dvs 0
—Bvi —L° +d(i+p) BY3 dvé 0
J(F) = 0 g _K° 4 2dYi + d¥p avi 0
0 0 L +d*(i+p) —M®+d”i+2d"p 0
0 0 0 0 —AY +d¥(i+p)
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elde edilir. Yine matrise 35S 4+ 45 — 45 islemleri uygulanirsa

—AY 4 (d¥ — )i+ d¥p 0 -85 dvs 0
—Bvi —L° 4+ d¥(i+p) BY3 dvé 0
J(F) = 0 a? —K® +d”(i+p) dvi 0
0 ¥ 0 —M° + +2d" (i + p) 0
0 0 0 0 —AY +d" (i + p)

sonucuna ulagilir. J (1~T‘) matrisinin 6zdegerlerinin hepsi A; < 0 sartin1 saglarsa sistem yerel

asimptotik kararlidir. Boylece det[J(F) — AI] = 0 esitliginden 6zdegerler i¢in

= { = A+ (@ = B+ a5~ AN +5) - A = \H{{ - L+ (T +5) - 2}
{ =M+ (i +p) - M{ - K°+2d"(i + §) - \}
—ad’E{ — M° + d"(i +5) — A}
—a”B"5(1 = Vi) { - K° +2d"(i + p) - A}} =

= { = A+ (@ = )i+ d"p — AH{d" (i + §) — A = A}{ = K +2d"(i + §) — A}
{- Lo+ @G +5) - A - M°+ 207 + a5 - A}

—a¥BY5(1 - ﬁ”%)} —0
esitligi elde edilir. Kisalik i¢in

A° = —A” + (& — B")i + d'p,
B°=d"(i+p) — A",

C° = —K°+2d"(i +p),

D° = —L° +d’(i + ),

E® = —M°+d"(i+ p),
alinirsa,
(AQ—A)(BQ—)\){(CO—A)(DO—)\)(EQ—)\)—a”d”é(EQ—)\)—a”ﬂ’%(l—5”5)(C°—>\)} —0

sonucuna ulagilir. Buradan
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AN = M(A°+ B°+ C°+ D° + E°) + X*{ = C°D° — E°(C° + D°)
— (A°+ B°)(C° + D°) + (A° + B°)E° — A°B° + d"é + o"3"3(1 — i)}
— N{C°D°E® + (A° + B°)C°D° + (A° + B°)(C° + D°)E° + A°B°(C° + D°)
+ A°B°E°® — a"d"éE° — a’B"5(1 — B"1)C° — (A° + B°)(a”d"eE° — o’ B"3(1 — "9))}
+ M(A° + B°)C°D°E° + (A° + B°)(a’d"éE° — a”3"5(1 — 87)C°) — A°B°C°D°
— A°B°(C° + D°)E° + A°B°(a’d"eE° — o” 8"5(1 — Bi)}
— A°B°C°D°E° + A°B°(a”d"éE° — o”3"5(1 — "4)C° =0 (3.9)

biciminde 5. dereceden bir denklem elde edilir.

Onceki boliimde tanitilan Routh-Hurwitz kriterlerini kullanabilmek i¢in,

ag =—(A°+ B°+C°+ D°+ E°)
ay =C°D°® — E°(C° 4 D°) + (A° + B°)(C° 4+ D°) — (A° + B°)E°® + A°B°
— d"é — ' B"5(1 — V1)
az = — {C°D°E°® + (A° + B°)C°D° + (A° 4 B°)(C° 4 D°)E° + A°B°(C° + D°)
+ A°B°E°® — o”d"eE° — o’ "5(1 — B"1)C° — (A° + B°)(«’d"éE* — a”B5(1 — 1))}
as = — {(A° + B°)C°D°E® + (A° + B°)(a”d"eE° — a”8"3(1 — Bi)C°) — A°B°C°D°
— A°B°(C° + D°)E° + A°B°(a”d"¢E° — o”B"3(1 — f3i) }
as = — A°B°C°D°E° + A°B°(a”d"eéE° — o’ 8V3(1 — Bi)C°

olarak alinir.

parametre de8erleri kullanilarak a., as, as, a4, a5 degerleri hesaplanabilir. Eger Routh-Hurwitz

kriterleri saglaniyorsa verilen sistem kararlidir.
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3.5. Kesirli Tiirevli SEIPR Modelinin Tiirkiye Verilerine Gore Niimerik Coziimii

Bu boliimde, kesirli tiirevli SEIPR hastalik modeline kargilik gelen (3.1) denklem sisteminin
niimerik ¢oziimleri, genel kesirli tiirev operatorii yerine sirasiyla Caputo, Caputo-Fabrizio ve

Atangana-Baleanu kesirli tiirev operatorleri alinarak ayri ayri elde edilmistir.

Kesirli tiirevli denklem sistemlerinin niimerik ¢oziimii icin [69] makalesinde verilen (27)-(29)
formiilleri kullanilmigtir. Niimerik ¢oziimler elde edilirken kullanilan veriler ve parametre
degerleri 2.5.1 ve 2.5.2. Boliimlerde kullanilan degerlerle ayni alinmistir. Boylece, farkli
kesirli tiirev iceren modeller arasinda, bu problem 6zelinde, hangisinin gercek verilere daha

yakin sonuglar verdiginin belirlenmesi amag¢lanmistir.

Her iki doneme ait parametre degerleri kullanilip v = 0.5 olarak alindiginda, birinci donem
icin temel tireme sayis1 Ry = 0.00454056, ikinci donem i¢in ise 7y = 0.00282518 olarak
bulunmustur. Her iki donemi i¢in Ry < 1 oldugundan, BE= (1,0,0,0,0) hastaliksiz
denge noktasinda kararli oldugu sdylenebilir. Boylece (3.1) sisteminin her ¢6ziimii bu denge
noktasina yaklasir ve hastalik popiilasyondan kaybolur (bkz. Sekil 3.1-Sekil 3.6). Temel
tireme sayisindan bagimsiz olarak, (3.7) ve (3.8) ile verilen esitsizliklerden yararlanilarak da

(3.1) denklem sisteminin hastaliks1z denge noktasinda kararli oldugu gortilebilir.

Endemik denge noktasinin kararlilifi icin, a1, as, as, a4, as; degerleri birinci donem icin
a; = —1.82198, ay = 1.53372, a3 = 0.229255, ay, = —0.0232135, a5 = 0.00596176
ve ikinci dénem i¢in a; = —2.0239, as = 1.83881, as = 0.333511, ay = —0.070051,
as = 0.010388 olarak elde edilir. Buradan Routh-Hurwitz kriterlerinin saglanmadigi, yani

endemik denge noktasinin kararli olmadig1 goriiliir.

Ayrica Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tiirevli modellerin niimerik
cOziimlerinin hatalarim karsilastirmak icin RSS (Root Sum Squared) degeri her iki donem

icinde v = 0.95, v = 0.90 ve v = 0.85 alinarak hesaplanmistir. Bu hesaplama i¢in

62
2
RSS = Z (pi (Gergek Deger) — p; (Yaklagik Deger))

i=1

formiilii kullanilmistir. Sonuglar 3.1. ve 3.2. Tablolarla verilmistir.
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Birinci donem icin RSS degerleri

v Caputo Caputo-Fabrizio Atangana-Baleanu

0.95 667.408912590456 667.408912636955 667.408912590456

0.90 753.483299790573 718.689026375766 769.619981517903

0.85 864.372119478276 787.584795829203 900.992439248238
Tablo 3.1. Birinci donem verilerine gore kesirli tiirevli denklemlerden elde edilen RSS
degerleri

Ikinci dénem icin RSS degerleri

v Caputo Caputo-Fabrizio Atangana-Baleanu

0.95 304.034207394048 304.034207390804 304.034207394048

0.90 346.157907298169 330.752085895104 353.610546416230

0.85 400.229513562007 364.826073429137 417.745878567381
Tablo 3.2. ikinci donem verilerine gore kesirli tiirevli denklemlerden elde edilen RSS
degerleri
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Sekil 3.1. Birinci donem verileri kullanilarak Caputo kesirli tiirevli modelden cesitli v
degerleri icin elde edilen p fonksiyonlari ile gercek degerlerin grafikleri

Sekil 3.2. Ikinci donem verileri kullamlarak Caputo kesirli tiirevli modelden cesitli v
degerleri icin elde edilen p fonksiyonlar ile gercek degerlerin grafikleri
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Sekil 3.3. Birinci donem verileri kullanilarak Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli modelden
cesitli v degerleri i¢in elde edilen p fonksiyonlar ile gercek degerlerin grafikleri

Sekil 3.4. ikinci donem verileri kullanilarak Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli modelden cesitli
v degerleri icin elde edilen p fonksiyonlar: ile gercek degerlerin grafikleri
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Sekil 3.5. Birinci donem verileri kullanilarak Atangana-Baleanu kesirli tiirevli modelden
cesitli v degerleri i¢in elde edilen p fonksiyonlar ile gercek degerlerin grafikleri

Sekil 3.6. ikinci donem verileri kullanilarak Atangana-Baleanu kesirli tiirevli modelden
cesitli v degerleri i¢in elde edilen p fonksiyonlar: ile gercek degerlerin grafikleri
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4. SONUC VE GOZLEMLER

(2.2) sisteminin verilen parametre ve baslangic de8erleriyle elde edilen niimerik ¢oziimleri
hastaligin her iki donemde de popiilasyondan kaybolma egiliminde oldugunu gostermektedir.
Ayrica ikinci donemdeki zatiirre olan hastalarin sayisinin birinci donemdekilerden daha az
oldugu, yani ikinci donemde uygulanan asinin da etkisiyle, zatiirre hasta sayisindaki diisiisiin
devam ettigi goriilmektedir. T.C. Saglik Bakanlig1 verileri ile karsilastirildiginda elde edilen

sonuglarin gercek degerlerle tutarli oldugu sdylenebilir (bkz. Sekil 2.1. ve Sekil 2.2.).

Diger faktorler sabit oldugunda bir hastaliga karsi toplumdaki bagisik birey sayisinin artmasi
o hastaligin insidansinin azalmasini saglar [78]. Bu calismada her donem igin insidans
oranlar1 hesaplanmig ve ikinci donemde azalma oldugu gézlemlenmistir. Bagka bir deyisle,
toplumda bagisiklama ikinci donemde artmustir. Tiim bunlara ek olarak ikinci asinin asi
etkililiginin 0.57, yani koruyuculugunun %57 oldugu goriiliir. Boylece ikinci aginin hastaligin

zatlirreye evrimi ile miicadelede olumlu etkileri oldugu sdylenebilir.

Calismada kullanilan tiim kesirli tiirevli SEIPR modelleri i¢in de benzer sonuglara ulagilmistir.
Yaklagik degerler, v degerleri 1 degerinden uzaklastikca gercek degerlerden uzaklagsa da
hastaligin her iki donemde de popiilasyondan kaybolma egiliminde oldugu ve zatiirre olan

hastalarin sayisinin ikinci donemde azaldig1 soylenebilir (bkz. Sekil 3.1.-3.6.).

Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tiirevli SEIPR hastalik modellerinin
niimerik ¢oziimleri karsilastirildiginda, 3.1.-3.6. Sekillerdeki grafiklerden de goriilebildigi
gibi, gercek degerlere en yakin ¢oziim, her iki donem i¢in de Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli
sistemden elde edilmistir. Bu sonuca ayrica, 3.1. ve 3.2. Tablolarda ¢esitli v degerleri icin
hesaplanan en diisiik RSS degerinin yine Caputo-Fabrizio kesirli tiirevli sisteme ait olmasiyla

da ulasilabilinir.

48



KAYNAKLAR

[1].

[2].

[3].

[4].

[5].

[6].

[7].

[8].

Abdullah, U., Arslan, S., Manap, H. S., Giirkan, T., Caliskan, M., Dayioglu, A.,
Efe, H. N., Yilmaz, M., 1brahimoglu, A. Z.,Giiltekin, E., Durna, R., Basar, R.,
Osmanoglu, F. B., Oren, S., 2021, Tiirkiye COVID-19 pandemi izleme ekrani,
https://turcovid19.com/, [Ziyaret Tarihi: 13 Temmuz 2021].

Abdullahi, Y., Acay, B., Mustapha, U. T., Inc, M., Baleanu, D., 2021, Mathematical
modeling of pine wilt disease with Caputo fractional operator, Chaos, Solitons and

Fractals, 143, 110569.

Ahmed, E., El-Sayed, A. M. A., El-Saka, H. A. A., 2006, On some Routh—Hurwitz
conditions for fractional order differential equations and their applications in Lorenz,

Rossler, Chua and Chen systems, Physics Letters A, 358, 1-4.

Allen, L. J. S., 2007, An Introduction to Mathematical Biology, Pearson Education,
Printed in the United States of America, ISBN: (0-13-035216-0).

Allen, L. J. S., 2008, An Introduction to Stochastic Epidemic Models, Mathematical

Epidemiology, In: Brauer, F., Van den Driessche, P., Wu J., (Eds), 3, Springer-Verlag,
Germany, ISBN: (978-3-540-78910-9), 81-128.

Almeida, R., da Cruz, A. M. B., Martins, N., Monteiro, M. T. T., 2019,
An epidemiological MSEIR model described by the Caputo fractional derivative,
International Journal of Dynamics and Control, 7 (2), 776-784.

Angstmann, C. N., Henry, B. I., McGann, A. V., 2016, A Fractional Order Re- covery
SIR Model from a Stochastic Process, Bulletin of Mathematical Biology, 78 (3),
468-499.

Arenas, A. J., Gonzalez-Parrab, G., Chen-Charpentierc, B. M., 2016, Construction
of nonstandard finite difference schemes for the SI and SIR epidemic models of

fractional order, Mathematics and Computers in Simulation, 121, 48-63.

49



[9]

[10]

[11].

[12].

[13].

[14].

[15].

[16].

[17].

[18].

[19].

. Asfour, H. A., Ibrahim, M., 2015, On the Differential Fractional Transformation
Method of MSEIR Epidemic Model, International Journal of Computer Applications,
113 (3), 10-16.

. Atangana, A., Baleanu, D., 2016, The Journal Thermal Science, 20, 763.

Baleanu, D., Agarwal, P., 2014, On generalized fractional integral operators and
the generalized Gauss hypergeometric functions, Hindawi Publishing Corporation

Abstract and Applied Analysis, ID : 630840.

Beaglehole, R., Bonita, R., Kjellstrom T., 2006, Basic Epidemiology, 2th Edition,
World Health Organization, Printed in China, ISBN: (9241547073).

Berger David, W., Herkenhoff, K. F., Mongey, S., 2020, An SEIR infectious disease
model with testing and conditional quarantine, Working Paper Series National Bureau

of Economic Research ,26901.

Bichara, D., Iggidr, A., Sallet, G., 2014, Global analysis of multi-strains SIS, SIR
and MSIR epidemic models, Journal of Applied Mathematics and Computing, 44,
273-292.

Boyce, W. E., DiPrima, R. C., 2012, Elementary Differential Equations and Boundary
Value Problems , 10th edition, John Wiley and Sons, Printed in the United States of
America, ISBN:(978-0-470-45831-0).

Brauer, F., Van den Driessche, P., Wu J., (Eds), 2008, Mathematical Epidemiology,
Springer-Verlag, Germany, ISBN: (978-3-540-78910-9).

Bulut, H., Kumar, D., Singh, J., Swroop, R., Baskonus, H. M., 2018, Analytic study
for a fractional model of HIV infection of CD4 + T lymphocyte cells, Mathematics in
Natural Science, 2 (1), 33-43.

Butzer, P.L., Jansche, A., 1997, A direct approach to the Mellin transform, Journal of
Fourier Analysis and Applications, 3, 325-376.

Caputo , M., Fabrizio, M., 2015, Progress in Fractional Differentiation and
Applications, 1 (2), 73-85.

50



[20]

[21].

[22].

[23].

[24].

[25].

[26].

[27].

[28].

[29].

. Choi, J., Agarwal, P., 2014, Certain integral transform and fractional integral formulas
for the generalized Gauss hypergeometric functions, Hindawi Publishing Corporation

Abstract and Applied Analysis, Article ID 735946.

Choi, J., Agarwal, P., Jain, S., 2015, Certain fractional integral operators and extended
generalized Gauss hypergeometric functions, Kyungpook Mathematical Journal, 55

(3), 695-703.

Cakan S., 2020, Dynamic analysis of a mathematical model with health care capacity

for pandemic COVID-19, Chaos, Solitons and Fractals, 139, 110033.

Diekmann, O., Heesterbeek, J. A. P., Roberts, M. G., 2010, The construction of
next-generation matrices for compertmental epidemic models, Journal of the Royal

Society, 7, 873-885.

Diekmann, O., Heesterbeek, J.A.P., 2000, Mathematical Epidemiology of Infectious
Diseases, Model Building, Analysis and Interpretation, Wiley, New York, ISBN: (0
471 98682 9 (cased); 0 471 9241 8 (pbk))

Diekmann, O., Heesterbeek, J. A. P, Metz, J. A. J., 1990, On the definition and the
computation of the basic reproduction ratio 7y in models for infectious diseases in

heterogeneous populations, Journal of Mathematical Biology, 28, 365-382 .

Dietz, K., Heesterbeek, J. A. P, 2002, Daniel Bernoulli’s epidemiological model

revisited, Mathematical Biosciences, 180 (1-2), 1-21.

Dokuyucu, A. Celik, M. E., Bulut, H., Baskonus, H. M., 2018, Cancer treatment
model with the Caputo-Fabrizio fractional derivative, The European Physical Journal

Plus, 133 (3), 1-6.

El-Shahed, M., Alsaedi, A., 2011, The Fractional SIRC Model and Inuenza,
Mathematical Problems in Engineering, Article ID 480378.

Frame, J.D., Baldwin, J.M., Gocke, D.J., Troup, J. M., 1970, Lassa fever, a new virus
disease of man from West Africa I. Clinical description and pathological findings,

American Journal of Tropical Medicine and Hygiene , 19 (4), 67-76.

51



[30]

[31].

[32].

[33].

[34].

[35].

[36].

[37].

[38].

[39].

[40].

[41].

. Gonzalez-Parra, G., Arenas, A. J., Chen-Charpentier, B. M., 2014, A fractional order
epidemic model for the simulation of outbreaks of influenza A(HIN1), Mathematical

Methods in the Applied Sciences, 37 (15), 2218-2226.

Gorenflo R., Kilbas A.A., Mainardi F., Rogosin S.V., 2014, Mittag-Leffler Functions,
Related Topic and Applications, Springer, Berlin.

Goufo, E. F. D., Maritz, R., Munganga, J., 2014, Some properties of
Kermack-McKendrick epidemic model with fractional derivative and nonlinear

incidence, Advances in Difference Equations, 1 (2014), Article ID 278, 9p.

Gray, A., Greenhalgh, D., Hu, L., Mao, X., Pan, J., 2011, A stochastic differential
equation SIS epidemic model, SIAM Journal on Applied Mathematic, 71 (3) ,
876-902.

Hamer, W. H., 1906, Epidemic disease in England - the evidence of variability and of
persistence, The Lancet, 167, 733-738.

Hekimoglu, C. H., 2016, As1 epidemiyolojisi: As1 etkililigi i¢in epidemiyolojik
calisma tasarimlari, Tiirk Hijyen ve Deneysel Biyoloji Dergisi, 73 (2), 161-74.

Hethcote, H. W., 1976, Qualitative analysis for communicable disease

models,Mathematical Biosciences, 28 (3-4), 335-356.

Hethcote, H. W., 1978, An immunization model for a heterogeneous population,

Theoretical Population Biology, 14 (3), 338-349.

Hethcote, H. W., 1989, Three basic epidemiological models in Applied Mathematical
Ecology, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York.

Hethcote, H. W., 1997, An age-structured model for pertussis transmission,

Mathematical Biosciences, 145, 89-136.

Hethcote, H. W., 2000, The mathematics of infectious diseases, SIAM Review, 42,
599-653.

Hilfer, R., 2000, Applications of fractional calculus in physics, World Scientific,

Singapore.

52



[42]

[43].

[44].

[45].

[46].

[47].

[48].

[49].

[50].

[51].

. Hoan, L. V. C., Akinlar, M. A., Inc, M., Gémez-Aguilar, J., Chu, Y. M., Almohsen, B.,
2020, A new fractional-order compartmental disease model, Alexandria Engineering

Journal, 59 (5), 3187-3196.

Hou, C., et al., 2020, The effectiveness of quarantine of Wuhan city against the Corona
Virus Disease 2019 (COVID-19): A well-mixed SEIR model analysis, Journal of
medical virology, 92 (7), 841-848.

Huo, J., Zhao, H., 2016, Dynamical analysis of a fractional SIR model with birth and
death on heterogeneous complex networks, Physica A: Statistical Mechanics and its

Applications, 448 41-56.

Kermack, W. O., McKendrick A. G., 1927, A contribution to the mathematical
theory of epidemics, Proceiding of the Royal Society a Mathematical, Physical and
Engineering Sciences , 115, 700-721.

Kermack, W. O., McKendrick A. G., 1932, Contributions to the mathematical theory
of epidemics, part. II, Proceiding of the Royal Society a Mathematical, Physical and
Engineering Sciences , 138 : 55-83.

Kermack, W. O., McKendrick A. G., 1933, Contributions to the mathematical theory
of epidemics, part. Ill, Proceiding of the Royal Society a Mathematical, Physical and
Engineering Sciences , 141 : 94-112.

Kober, H., 1940, On fractional integrals and derivatives, The Quarterly Journal of
Mathematics, 11, 193-211.

Kolokolnikov, T., Iron, D., 2020, Law of mass action and saturation in SIR model with

application to Coronavirus modelling, Infectious Disease Modelling, 6, 91-97.

Korobeinikov, A., Maini, P. K., 2004, A Lyapunov function and global properties for
SIR and SEIR epidemiological models with nonlinear incidence, Math. Biosci. Eng.,

1 No 1, 57-60.

Kristensson, G., 2010, Second order differential equation: Special functions and their

classification, Springer, New York., ISBN: (978-1-4419-7020-6).

53



[52]

[53].

[54].

[55].

[56].

[57].

[58].

[59].

[60].

[61].

[62].

. Kumar, R., Kumar, S., 2013, A New Fractional Modelling on
Susceptible-Infected-Recovered Equations with Constant Vaccination Rate,

Nonlinear Engineering,, 3 (1), 11-19.

Last, J. M., 2001, A dictionary of epidemiology, 4th ed., Oxford University Press,
Oxford, ISBN: (0-19-514168-7), ISBN: (0-19-514169-5 (pbk.))

Lee, D.M, Rathie, A.K., Parmar, R.K., Kim, Y.S., 2011, Generalization of extended
beta function, hypergeometric and confluent hypergeometric functions, Honam

Mathematical Journal, 33 (2), 187-206.

Li, M. Y., Graef, J.R., Wang, L., Karsai, J., 1999, Global dynamics of a SEIR model

with varying total population size, Mathematical Biosciences,, 160 (2) , 191-213.

Li, M. Y., 2018, An Introduction to Mathematical Modeling of Infectious Diseases,
vol.2, Springer, Canada, ISBN: (978-3-319-72121-7).

Martcheva, M., 2015, Introduction to mathematical epidemiology. In Texts in applied
mathematics,, Vol. 61, Springer, New York, ISBN: (978-1-4899-7611-6).

Matignon, D., 1996, Stability result on fractional differential equations with
applications to control processing, in Proceedings of the International Meeting on
Automated Compliance Systems and the International Conference on Systems, Man,

and Cybernetics IMACS-SMC °96), Lille, France, 2, 963-968.

McBride, C.C., 1979, Fractional calculus and integral transforms of generalized

Sfunctions, Piman Publishing Limited, London.

Miller, K.S., Ross, B., 1993, An introduction to the fractional calculus and fractional
differential equations, A Wiley-Interscience Publication, John Wiley and Sons, New

York, Chichester, Brisbane Toronto and Singapore.

Mouaouine, A., Boukhouima, A., Hattaf, K., Yous, N., 2018, A fractional order SIR
epidemic model with nonlinear incidence rate, Advances in Difference Equations,

2018 (1), 160.

Ogbu, O., Ajuluchukwu, E., Uneke, C. J., 2007, Lassa fever in West African

sub-region: an overview, Journal of Vector Borne Disease, 44 (1), 1-11.

54



[63]

[64].

[65].

[66].

[67].

[68].

[69].

[70].

[71].

[72].

[73].

[74].

Okyere, E., Oduro, F. T., Amponsah, S. K., Dontwi, I. K., Frempong, N. K., 2016,
Fractional Order SIR Model with Constant Population, british journal of mathematics

and computer science, 14 (2), 1-12.

Oldham, K. B., Myland, J., Spanier, J., 2009, An atlas of functions: with equator, the

atlas function calculator, Springer-Verlag, New York.
Oldham, K., Spanier, J., 1974, The fractional calculus, Academic Press, New York.

Ozalp, N., Demirci, E., 2011, A fractional order SEIR model with vertical

transmission, Mathematical and Computer Modelling, 54 (1), 1-6.

Podlubny, 1., 1999, Fractional differential equations, Academic Press, New York,
ISBN: (0-12S5HS810-2).

Prakasha, D. G., Veeresha, P., Baskonus, H. M., 2019, Analysis of the dynamics
of hepatitis E virus using the Atangana-Baleanu fractional derivative, The European

Physical Journal Plus, 134 (241), 1-11.

Qureshi, S., Yusuf, A., 2019, Fractional derivatives applied to MSEIR problems:
comparative study with real world data, The European Physical Journal Plus, 134

), 171.

Rao, M.R.M., 1981, Ordinary differential equations, Affiliated East-West Private
Limited, United Kingdom, ISBN: (0-7131-3452-6).

Ross, S.L., 1984, Differential Equations, 3th edition, John Wiley and Sons,
Singapure, ISBN: (1098765)

Rostamy, D., Mottaghi, E., 2016, Stability analysis of a fractional-order epidemic

model with multiple equilibriums, Advances in Difference Equations, 2016, 170.

Santos, J. P. C., Cardoso, L. C., Lemes, E. M., Lemes, N. H. T., 2015,
A Fractional-Order Epidemic Model for Bovine Babesiosis Disease and Tick

Populations, Abstract and Applied Analysis, 2015, Article ID 729894.

Sardar, T., Rana, S., Bhattacharya, S., Al, K., 2015, Khaled and J. Chattopadhyay, A
generic model for a single strain mosquito-transmitted disease with memory on the

host and the vector, Mathematical Biosciences, 263, 18-36.

55



[75]

[76].

[77].

[78].

[79].

[80].

[81].

[82].

[83].

[84].

. Saxena, R.K., Kumbhat, R.K., 1973, A generalization of Kober operators, Vijnana
Parishad Anusandhan Patrika, 16, 177-186.

Singh, J., Kumar, D., Hammouch, Z., Atangana, A., 2018, A fractional
epidemiological model for computer viruses pertaining to a new fractional derivative.

Applied Mathematics and Computation, 316 , 504-15.

Sintunavarat, W., Turab, A., 2022, Mathematical analysis of an extended SEIR model
of COVID-19 using the ABC-fractional operator, Mathematics and Computers in
Simulation, 198, 65-84.

T.C. Saglik Bakanligi, 2021, COVID-19 Bilgilendirme Platformu, Genel Koronaviriis
Tablosu, https://covid19.saglik.gov.tr/TR-66935/genel-koronavirus-tablosu.html.,
[Ziyaret Tarihi: 13 Temmuz 2021].

Tailor, M. R., Bhathawala, P. H., 2012, Linearization of Nonlinear Differential
Equation by Taylor’s Series Expansion and Use of Jacobian Linearization Process,

International Journal of Theoretical and Applied Science, 4 (1), 36-38.

Van den Driessche, P., Watmough, J., 2002, Reproduction numbers and sub-threshold
endemic equilibria for compartmental models of disease transmission, Mathematical

Biosciences, 180, 29-48.

Van den Driessche, P., Watmough, J., 2008, Further notes on the basic reproduction
number, Mathematical epidemiology, In: Brauer, F., Van den Driessche, P., Wu J,,

(Eds), Springer-Verlag, Germany, ISBN: (978-3-540-78910-9), 159-178.

Veeresha, P., Prakasha, D. G., Baskonus, H. M., 2019, Solving smoking epidemic
model of fractional order using a modified homotopy analysis transform method,

Mathematical Sciences, 13 (2): 115-28.

West, R. W., Thompson, J. R., 1997, Models for the simple epidemic, Mathematical
Biosciences, 141, 29-39.

Yang, Y., Xu, L. G., 2020, Stability of a fractional order SEIR model with general
incidence, Applied Mathematics Letters, 105, 106303.

56



[85]. Yang, Zifeng, et al., 2020, Modified SEIR and Al prediction of the epidemics trend of

COVID-19 in China under public health interventions, Journal of Thoracic Disease,
12 (3), 165.

[86]. Zhang, X., Liu, X., 2009, Backward bifurcation and global dynamics of an SIS
epidemic model with general incidence rate and treatment, Nonlinear Analysis: Real

World Applications, 2 , 565-575.

57



OZGECMIS

Kigsisel Bilgiler
Ad1 Soyadi Fatma KARACA VURAL
Dogum Yeri
Dogum Tarihi
Uyrugu T.C.
Egitim Bilgileri
Lisans
Universite Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fakiilte Fen Edebiyat Fakiiltesi
Boliim Matematik Boliimii
Mezuniyet Y1ili 2010
Yiiksek Lisans

Universite Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Enstitii Fen Bilimleri Enstitiisti
Anabilim Dali Matematik Anabilim Dali
Programi Yiiksek Lisans Programi
Mezuniyet Yili 2012

Doktora
Universite Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Enstitii Fen Bilimleri Enstitiisii
Anabilim Dali Matematik Anabilim Dal1
Programi Doktora Programi
Mezuniyet Y1l

Makale ve Bildiriler

1. Karaca Vural, F., Kiymaz, I. 0, 2022, Investigation of the effect of vaccination
in Turkey on pneumonia cases caused by COVID-19 with a SEIR type model, The
sixth international conference on computational mathematics and engineering sciences,
(CMES-2022), 20-22 May 2022, Ordu-Turkey.

58




