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ÖZET

DOKTORA TEZİ

TÜRKİYE’DE AŞILANMANIN COVID-19 KAYNAKLI ZATÜRRE
VAKALARINA ETKİSİNİN MATEMATİKSEL MODELLERLE

İNCELENMESİ

Fatma KARACA VURAL

Kırşehir Ahi Evran Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. İsmail Onur KIYMAZ

Bu çalışmada, geliştirilen bir SEIR tipi bölmeli hastalık modeli ile COVID-19 salgınında

hastalığın zatürreye evrimi üzerinde aşılamanın etkisi araştırılmıştır. Geliştirilen model için

denge noktaları belirlenmiş, kararlılığı incelenmiş ve temel üreme sayısı hesaplanmıştır.

Modelin nümerik çözümlerine ulaşmak için T.C. Sağlık Bakanlığı’nın internet sitesinden

elde edilen verilerle, her biri 62 gün olan iki dönem esas alınmıştır. Böylece bu iki dönem

kıyaslanılarak aşı etkililiği incelenmiştir. Ardından, nümerik çözümlerin grafikleri oluşturul-

muş ve gerçek verilerle uyumlulukları irdelenmiştir.

Daha sonra model, genel kesirli türev içeren bir modele dönüştürülerek kesirli modelin

denge noktaları ile temel üreme sayısı belirlenmiş ve kararlık incelemesi yapılmıştır. Son

olarak bu modelin nümerik çözümleri, aynı veriler kullanılarak, Caputo, Caputo-Fabrizio ve

Atangana-Baleanu kesirli türevleri için ayrı ayrı elde edilmiş ve farklı kesirli mertebeler için

çözümler birbirleriyle karşılaştırılmıştır.

Aralık 2022, 69 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: COVID-19, SEIR Modeli, Kesirli Türev, Nümerik Çözüm.
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ABSTRACT

PhD THESIS

INVESTIGATION OF THE EFFECT OF VACCINATION ON
PNEUMONIA CASES CAUSED BY COVID-19 IN TURKEY WITH

MATHEMATICAL MODELS

Fatma KARACA VURAL

Kırşehir Ahi Evran University

Institute of Natural and Applied Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. İsmail Onur KIYMAZ

In this study, the effect of vaccination on the evolution of the disease to pneumonia in the

COVID-19 outbreak was investigated with a developed SEIR-type compartmental disease

model. For the developed model, equilibrium points were determined, its stability was

examined and the basic reproduction number was calculated. To reach the numerical solutions

of the model, two periods of 62 days each were taken with the data obtained from the website

of the T.C. Ministry of Health. Thus, the effectiveness of the vaccine was examined by

comparing these two periods. Then, the graphs of the numerical solutions were created and

their compatibility with the real data was examined.

Afterwards, the model was transformed into a model with general fractional derivatives.

Then the equilibrium points of the fractional model and the basic reproduction number were

determined and also stability analysis was carried out. Finally, numerical solutions of this

model were obtained separately for the fractional derivatives of Caputo, Caputo-Fabrizio and

Atangana-Baleanu using the same data, and the solutions for different fractional orders were

compared with each other.

November 2022, 69 Pages.

Keywords: COVID-19, SEIR Model, Fractional Derivative, Numerical Solution.
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1. GİRİŞ

İnsanlığın varoluşundan bu yana, insanoğlu hastalıklarla mücadele konusunda çok zorlu

yollardan geçmiştir. Tarih boyunca insan yaşamının değeri giderek önem kazanmış ve yaşam

refahının yükseltilmesi için en başta sağlık bilimlerine önem verilmesi gerektiği anlaşılmıştır.

Bu nedenle toplum sağlığı ile ilgili durumları, bunların dağılımlarını, görülme sıklıklarını ve

bunları etkileyen faktörleri inceleyen bir tıp bilimi dalı olan epidemiyoloji önem kazanmıştır.

Tanımından da anlaşıldığı gibi epidemiyoloji veriler üzerine çalışan bir bilim dalıdır.

Epidemiyolojide bulaşıcı hastalıklar için yapılan çalışmaların tarihsel gelişimine bakılırsa,

bulaşıcı hastalıklar için ilk veri araştırması John Graunt’ın “Ölüm Beyanları Üzerine Yapılan

Doğal ve Siyasi Gözlemler” adlı kitabında yer almaktadır. Graunt kitabında 1592-1603

yılları arasında Londra’daki ölümlerin sayıları ve ölüm nedenlerini içeren haftalık kayıtları

ele almıştır. Bu kayıtlar aracılığıyla Graunt, insanların ölüm nedenlerini analiz ederek çeşitli

hastalıklardan kaynaklanan ölümlerin karşılaştırmalı risklerini tahmin etmek için bir yöntem

önermiştir.

Geçmişten günümüze kadar olan süreç içerisinde, epidemik hastalıklar toplum sağlığını

büyük ölçüde etkileyen önemli bir faktör olmuştur. Epidemik hastalıkların belirli bir popülas-

yon içinde ortaya çıkması, yayılması, uzun ve kısa vadede sonuçlarının ne olacağı hakkında

yorum yapabilmesi büyük önem teşkil etmektedir. Bu noktada epidemiyolojik hastalıkların

modellenmesi, salgının toplumdaki seyri hakkında fikir sahibi olunmasına büyük katkı sağla-

maktadır.

18. yüzyılda Daniel Bernoulli tarafından geliştirilen bir model, matematiksel epidemiyoloji

alanındaki ilk model olarak kabul edilmiştir. Bu modelde, endemik çiçek hastalığına karşı

aşılamanın etkisini tahmin etmek ve yaşam beklentisindeki artışı hesaplayabilmek amaçlan-

mıştır. Bu model 2022 yılında yapılan bir çalışma ile de genelleştirilmiştir [26].

20. yüzyılın başlarında W.H. Hammer [34] popülasyondaki duyarlı ve enfekte bireylerin

sayısına bağlı olarak enfeksiyonun yayılmasının değişeceğini savunmuştur. Böylece bölmeli

hastalık modellerinin önemi anlaşılmış ve Kermack ile McKendrick tarafından 1927, 1932

ve 1933 yıllarında yayınlanan makalelerde bulaşıcı hastalıklar için basit bölmeli modeller

1



tanıtılmıştır [45–47]. Bölmeli modellerin geliştirilmesine yönelik çalışmalar zaman içinde

artış göstermiştir. Hethcote’un [36–40] çalışmaları bu gelişmelere temel teşkil etmiştir.

Bölmeli hastalık modelleriyle ilgili bazı çalışmalar için bkz. [4–6, 12, 16, 22, 42, 57, 66, 69].

Geçmişte birçok kişi grip, veba, kolera, çiçek hastalığı gibi salgın hastalıklardan hayatını

kaybetmiştir. Yakın geçmişte de 2002-2003 SARS, 2005 H5N1 (kuş gribi), 2009 H1N1

(domuz gribi) ve 2014 Ebola salgını baş göstermiştir. Bunun sonucu olarak bulaşıcı hastalık-

ların yayılmasının takibi ve önlenmesi için çeşitli modellerin geliştirilmesine yönelik bazı

çalışmalar yapılmıştır [17,29,62,68,76,82]. Özellikle, günümüzde tüm dünyayı etkisi altına

alan COVID-19 salgınının ortaya çıkmasıyla birlikte, bu salgın üzerine yapılan çalışmalarda

da büyük artış görülmektedir [13, 43, 85].

Bölmeli hastalık modellerinin en basit formu olan SI modeli, HIV/AIDS ve herpes (uçuk)

gibi hastalıkları; SIS epidemik modeli, bel soğukluğu, tüberküloz, frengi gibi hastalıkları;

SIR epidemik modeli, su çiçeği, kızamık, kabakulak gibi çocukluk hastalıklarını; MSIR

epidemik modeli ise yeni doğan bebeklerde anneden gelen pasif bağışıklığın olduğu hastalık-

ları modellemek için kullanılır. Bu son modelde başa bir M bölmesi eklenerek, anneden

gelen bağışıklığa sahip olan bebekler bu bölmede değerlendirilir. Buradan da anlaşıldığı

gibi her hastalığın yapısına, hastanın yaş, cinsiyet ve daha pek çok özelliğe göre hastalık

modelleri değişkenlik gösterir.

Bu çalışmada incelediğimiz COVID-19 salgını için ise uygun olan temel hastalık modeli

SEIR modelidir. Çünkü hastalık bir kuluçka evresine sahiptir. Yukarıda bahsedilen bölmeli

modeller üzerine yapılan bazı çalışmalar için bkz. SI: [8, 83]; SIS: [33, 36, 86]; SIR: [5, 7, 8,

28, 32, 44, 45, 49, 52, 61, 63, 72–74]; MSIR: [14, 40]; SEIR: [30, 42, 50, 55, 66, 84].

SEIR modelinde toplam nüfus dört bölüme ayrılmıştır. S (susceptible) hastalığı taşımayan

sağlıklı bireylerden oluşan bölme, E (exposed) hastalığa yakalanmış ama hastalık belirtilerini

göstermeyen bölme (hastalığın kuluçka evresindeki bölme-taşıyıcı bireylerden oluşan bölme),

I (infected) hasta bireylerden oluşan bölme ve son olarak R (recovered) hastalığı geçirmiş,

iyileşmiş bireylerden oluşan bölmedir. SEIR modelinde her bir bölmenin kendi içindeki kişi

sayısı t zaman değişkenine bağlı olarak S(t), E(t), I(t), R(t) fonksiyonlarıyla ifade edilir.

Bu kişi sayılarının zamana göre değişimi ise S ′ = dS
dt
, E ′ = dE

dt
, I ′ = dI

dt
, R′ = dR

dt
türevleri

ile verilir.
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Her bir bölme için kişi sayılarındaki zamana göre değişim, bu bölmelere dahil olan kişi

sayısından bu bölmelerden ayrılan kişi sayısı çıkarılarak elde edilir. Örneğin S bölmesi için

S ′ = S bölmesindeki nüfus artışı − S bölmesindeki nüfus azalışı

olacaktır. Diğer bölmeler için de benzer eşitlikler geçerlidir. Ayrıca, SEIR bölmeli hastalık

modelinde t anındaki toplam nüfus N(t) = S(t) +E(t) + I(t) +R(t) ile verilir. Doğum ve

ölümün olduğu bir SEIR salgın modelinin şematik gösterimi aşağıdaki gibidir.

∆

��

d

S

��

//β // E

��

//α // I

��

OO

γ //R

��
µ µ µ µ

Bu şemadan yola çıkarak SEIR modeli, bir lineer olmayan diferensiyel denklem sistemi

olarak

S ′(t) = ∆N − β
SI

N
− µS,

E ′(t) = β
SI

N
− (α + µ)E,

I ′(t) = αE − (γ + µ+ d)I,

R′(t) = γI − µR,

biçiminde yazılabilir. Bu diferensiyel denklem sisteminde kullanılan parametreler sırasıyla,

∆ : Birim zamanda sağlıklı doğan bireylerin sayısı (yeni sağlıklı üye sayısı-kaba doğum

hızı),

µ : Doğal ölüm oranı (kaba ölüm hızı),

d : Vaka ölümlülük oranı (vaka ölümlülük hızı),

β : Hastalığın bulaşım oranı,

α : E bölmesinden I bölmesine geçenlerin oranı,

γ : İyileşme oranı (vaka iyileşme hızı),

anlamına gelmektedir.

3



2. BİR SEIR TİPİ BÖLMELİ HASTALIK MODELİ

Bu bölümde sabit olmayan bir popülasyon için SEIR modeline, COVID-19 hastalığından

dolayı zatürre (pnömoni) olan insanların olduğu, P (t) bölmesi eklenerek elde edilen SEIPR

bölmeli hastalık modeli tanıtılmıştır. SEIPR modelinde toplam nüfus beş bölüme ayrılmıştır.

Doğum ve ölümün olduğu bu SEIPR salgın modelinin şematik gösterimi aşağıdadır:

∆

��

d

S

��

//β // E

��

//α // I

��

OO

γ //

ξ ��

R

��
µ µ µ P

�� ��

γ

??

µ

µ d

SEIPR modeli oluşturulurken SEIR modelinin parametrelerine ek olarak I bölmesinden P

bölmesine geçenlerin oranı (hastalığın zatürreye dönme oranı), ξ parametresi ile verilmiştir.

Ayrıca oluşturulan model için aşağıdaki varsayımlar geçerlidir:

a) Popülasyonun homojen bir yapıya sahip olduğu ve bireylerin bulaşıcı hastalıklara karşı

aynı tepkileri verecekleri, hastalığın iletiminin bireyler arasında doğrudan temas yolu

ile yatay olarak gerçekleşeceği ve enfekte olan bireylerin bir gecikme yaşanmadan

bulaşıcı olacakları varsayılmıştır.

b) Farklı bölmelerdeki bireylerin temas sayısının her bir bölmedeki birey sayısına bağlı

olduğu varsayılmıştır. Ayrıca I
N

, toplumdaki hasta bireylerin tüm topluma oranı oldu-

ğundan, β I
N

oranı (burada β parametresi bireyin hastalığı bulaştırma oranıdır) toplum

içindeki bulaşma oranını verir. Böylece tüm toplum içindeki bulaşma sayısı β SI
N

ile

ifade edilir [55].

c) Tüm bölmelerdeki bireylerin ya bir sonraki bölmeye geçecekleri ya da hastalık veya

doğal yollarla ölecekleri, ayrıca iyileşme gerçekleştikten sonra bireylerin tekrar hasta

olmadıkları yani tam bağışıklık kazandıkları varsayılmıştır. Dolayısıyla R bölmesinden

tekrar S bölmesine geçişin olmadığı kabul edilmiştir.
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d) Bu çalışmada, aşılanmanın zatürre üzerindeki etkisini araştırmak için I bölmesinden

P bölmesini ayırarak yeni bir model oluşturulmuştur. Ancak T.C. Sağlık Bakanlığının

verilerinde zatürre geçiren bireylerin iyileşme oranları hakkında bilgi verilmediği için

zatürre geçiren bireylerin iyileşme oranının, I bölmesindeki bireylerin iyileşme oranı

(γ) ile aynı olacağı varsayılmıştır.

e) Epidemiyolojik açıdan kullanılması gereken temel kavram vaka ölümlülük oranıdır

(case fatality rate). Bununla birlikte, ülkemizde salgının başında açıklanan sayıların,

vaka sayısı değil de hasta sayısı olduğu ilan edilmiştir. Bu sebeple bu oran vaka

ölümlülük oranı olarak değil de, “vefat sayısı / hasta sayısı” olarak alınmıştır. Böylece,

eldeki veri ile olabilecek en anlamlı ölçüt oluşturulmaya çalışılmıştır [11].

Yukarıdaki varsayımlar altında, SEIPR epidemik modeline karşılık gelen lineer olmayan

diferensiyel denklem sistemi

S ′(t) =∆N − β
SI

N
− µS

E ′(t) =β
SI

N
− (α + µ)E

I ′(t) =αE − (ξ + γ + d+ µ)I (2.1)

P ′(t) =ξI − (γ + d+ µ)P

R′(t) =γ(I + P )− µR

biçiminde yazılabilir. Bu modelde N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + P (t) + R(t), t anındaki

toplam nüfusu verir.

Buradan, (2.1) denklem sistemindeki denklemler taraf tarafa toplanırsa;

dS

dt
+

dE

dt
+

dI

dt
+

dP

dt
+

dR

dt
=∆N − µ(S + E + I + P +R)− d(I + P )

d(S + E + I + P +R)

dt
=∆N − µN − d(I + P )

dN

dt
=(∆− µ)N − d(I + P )

elde edilir ki, bu toplam nüfusun zamana göre değişimi olup, toplam nüfusun sabit olmadığı

görülür.
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(2.1) sistemi, populasyondaki nüfus yerine nüfus oranı kullanılarak yeniden yazılabilir. Bunun

için s(t) = S(t)
N(t)

, e(t) = E(t)
N(t)

, i(t) = I(t)
N(t)

, p(t) = P (t)
N(t)

ve r(t) = R(t)
N(t)

değişken değişiklikleri

yapılırsa,

s′(t) =

(
S

N

)′

=
S ′N − SN ′

N2

=
(∆N − β SI

N
− µS)N − S[(∆− µ)N − d(I + P ))]

N2

=∆

(
1− S

N

)
+ (d− β)

SI

N2
+ d

SP

N2

=∆(1− s)− βsi+ ds(i+ p)

olarak elde edilir. Benzer işlemler e′(t), i′(t), p′(t), r′(t) denklemleri için de yapılarak

ds

dt
=∆(1− s)− βsi+ ds(i+ p)

de

dt
=βsi− (α +∆)e+ de(i+ p)

di

dt
=αe− (ξ + γ + d+∆)i+ di(i+ p) (2.2)

dp

dt
=ξi− (γ + d+∆)p+ dp(i+ p)

dr

dt
=(γ + dr)(i+ p)−∆r

denklem sistemine ulaşılır. Burada N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + P (t) + R(t) olduğu göz

önünde bulundurulursa, s(t) + e(t) + i(t) + p(t) + r(t) = 1 olduğu görülecektir.

2.1. Temel Özellikler

Önceki bölümde yeni bir hastalık modeli tanıtılmış ve bu modele karşılık gelen bir lineer

olmayan denklem sistemi elde edilmişti. Bu bölümde ise bu modele ait lineer olmayan

denklem sisteminin çözümünün bir invaryant bölgede pozitif olduğu gösterilecek ve sistemin

çözümlerinin varlık ve tekliği incelenecektir.
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2.1.1. Çözümlerin Pozitifliği ve İnvaryant Bölge

Öncelikle invaryant (değişmez) bölge tanımını verelim.

Tanım 2.1. x ∈ Rn olmak üzere,

x′ = f(x), (2.3)

diferensiyel denklemi verilsin. Varsayalım ki D ⊂ Rn bir açık alt kümesi ve f : D → Rn

fonksiyonu, (2.3) denkleminin x(t, x0) = x0 başlangıç şartını sağlayan çözümünün t ≥ 0

için var ve x0 ∈ D için tek olmasını sağlayacak biçimde olsun. Bu durumda

a) eğer x0 ∈ D olması t ≥ 0 için x(t, x0) ∈ D olmasını gerektiriyor ise D kümesi (2.3)

sistemine göre pozitif invaryant,

b) eğer x0 ∈ D olması t ≤ 0 için x(t, x0) ∈ D olmasını gerektiriyor ise D kümesi (2.3)

sistemine göre negatif invaryant,

c) eğer x0 ∈ D olması t ∈ R için x(t, x0) ∈ D olmasını gerektiriyor ise D kümesi (2.3)

sistemine göre invaryanttır

denir [56].

Biyolojik olarak, D alt kümesinin pozitif invaryant olması demek, bölmelerin hepsinin birey

sayısını temsil ettiği ve negatif olmaması gerektiği düşünülürse, negatif olmayan başlangıç

koşullarının negatif olmayan çözümlere yol açması demektir.

D kümesinin pozitif invaryantlığı, her bir koordinat düzleminde sisteme karşılık gelen vektör

alanının yönü incelenerek doğrulanabilir. Pozitif invaryantlık için bu yön ya bölgenin sınırına

teğet ya da bölgenin içine doğru olmalıdır [56].

Böylece, (2.2) denklem sisteminin çözümünün pozitif olduğunu göstermek için sistemin tüm

çözümlerinin R5
+ =

{(
s(t), e(t), i(t), p(t), r(t)

)
∈ R5 : s ≥ 0, e ≥ 0, i ≥ 0, p ≥ 0 r ≥ 0

}
kümesinin elemanı olduğunu göstermek, yani R5

+ kümesinin pozitif invaryant olduğunu

göstermek yeterli olacaktır.
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Bunun için sistemde kullanılan tüm fonksiyon ve parametrelerin biyolojik olarak pozitif

olacağı akılda tutularak, R5
+ için aşağıdaki hesaplamalar yapılabilir:

a) s = 0 hiperdüzleminde ds(t)
dt

|s=0 = ∆ ≥ 0,

b) e = 0 hiperdüzleminde de(t)
dt

|e=0 = βs(t)i(t) ≥ 0,

c) i = 0 hiperdüzleminde di(t)
dt

|i=0 = αe(t) ≥ 0,

d) p = 0 hiperdüzleminde dp(t)
dt

|p=0 = ξi(t) ≥ 0,

e) r = 0 hiperdüzleminde dr(t)
dt

|r=0 = γ(i(t) + p(t)) ≥ 0.

Buradan, tüm hiperdüzlemlerde vektör alanının yönünün R5
+ kümesinin içine doğru olduğu,

dolayısıyla R5
+ kümesinin pozitif invaryant olduğu görülür. Böylece model için uygun bölge

D = {(s, e, i, p, r) : 0 ≤ s, 0 ≤ e, 0 ≤ i, 0 ≤ p, 0 ≤ r, s + e + i + p + r ≤ 1} olarak

yazılabilir.

2.1.2. Çözümlerin Varlık ve Tekliği

x = (x1, x2, ..., xn), f = f(x1, x2, ..., xn) ve x0 = (x10, x20, ..., xn0), Rn üzerinde tanımlı

vektörler olmak üzere x′
i = fi(t, x1, x2, ..., xn), xi(t0) = xi0, i = 1, 2, ..., n şeklinde bir

başlangıç değer problemini ele alalım. Bu denklem sistemine karşılık gelen vektör notasyonu

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (2.4)

şeklinde yazılabilir. Ω, Rn+1 üzerinde bir açık kümesi olmak üzere, f ∈ C[Ω,Rn] olduğunu

varsayalım.

∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ L∥x− y∥, (t, x), (t, y) ∈ Ω (2.5)

eşitsizliğini sağlayan bir f fonksiyonuna, “Ω üzerinde Lipschitz koşulunu sağlıyor” denir.

Burada L, Lipschitz sabitidir [70].
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Teorem 2.2. (Picard-Lindelöf Teoremi) f(x, t) fonksiyonu, a ve b pozitif reel sabitler olmak

üzere, B0 : t0 ≤ t ≤ t0 + a, ∥x − x0∥ ≤ b dikdörtgensel bölgesi üzerinde sürekli bir

fonksiyon olsun ve bölge içinde (2.5) Lipschitz koşulunu sağlasın. M=max(t,x)∈B0∥f(x, t)∥,

α = min(a, b
M
) olsun. O halde (2.4) başlangıç değer probleminin [t0, t0 + α] aralığında bir

tek x(t) çözümü vardır [70].

Buradan, (2.2) denklem sisteminin çözümlerinin var ve tek olduğunu Lipshitz koşulunu

sağlatarak gösterilebilir. D bölgesinde

G1(X) =∆(1− s)− βsi+ ds(i+ p)

G2(X) =βsi− (α +∆)e+ de(i+ p)

G3(X) =αe− (ξ + γ + d+∆)i+ di(i+ p)

G4(X) =ξi− (γ + d+∆)p+ dp(i+ p)

G5(X) =(γ + dr)(i+ p)−∆r

olmak üzere G(X) = (G1(X), G2(X), G3(X), G4(X), G5(X)) dönüşümü yapılsın.

Herhangi bir X ve X̄ için

∥G(X)−G(X̄)∥ =
∣∣G1(X)−G1(X̄)

∣∣+ . . .+
∣∣G5(X)−G5(X̄)

∣∣
=

∣∣∆(1− s)− βsi+ ds(i+ p)−∆(1− s̄) + βs̄̄i− ds̄(̄i+ p̄)
∣∣

+
∣∣βsi− (α+∆)e+ de(i+ p)− βs̄̄i+ (α+∆)ē− dē(̄i+ p̄)

∣∣
+

∣∣αe− (ξ + γ + d+∆)i+ di(i+ p)− αē+ (ξ + γ + d+∆)̄i− dī(̄i+ p̄)
∣∣

+
∣∣ξi− (γ + d+∆)p+ dp(i+ p)− ξī+ (γ + d+∆)p̄− dp̄(̄i+ p̄)

∣∣
+
∣∣(γ + dr)(i+ p)−∆r − (γ + dr̄)(̄i+ p̄) + ∆r̄

∣∣
=

∣∣∆(s− s̄) + (d− β)si− (d− β)s̄i+ (d− β)s̄i− (d− β)s̄̄i+ dsp− dsp̄+ dsp̄− ds̄p̄
∣∣

+
∣∣βsi− βs̄i+ βs̄i− βs̄̄i+ (α+∆)(e− ē) + dei− dēi+ dēi− dē̄i+ dep− dep̄+ dep̄− dēp̄

∣∣
+
∣∣α(e− ē)− (ξ + γ + d+∆)(i− ī) + di2 − dīi+ dīi− dī2 + dip− dip̄− dīp̄

∣∣
+
∣∣ξ(i− ī)− (γ + d+∆)(p− p̄) + dip− dip̄+ dip̄− dīp̄+ dp2 − dpp̄+ dpp̄− dp̄2

∣∣
+
∣∣γ(i− ī) + γ(p− p̄) + dri− drī+ drī− dr̄ī+ drp− drp̄+ drp̄− dr̄p̄−∆(r − r̄)

∣∣
elde edilir.
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Üçgen eşitsizliğinden

∥G(X)−G(X̄)∥ ≤ ∆
∣∣s− s̄

∣∣+ dβ
∣∣s∣∣∣∣i− ī

∣∣+ (d− β)
∣∣̄i∣∣∣∣s− s̄

∣∣+ d
∣∣s∣∣∣∣p− p̄

∣∣+ d
∣∣p̄∣∣∣∣s− s̄

∣∣
+ β

∣∣s∣∣∣∣i− ī
∣∣+ β

∣∣i∣∣∣∣s− s̄
∣∣+ (α+∆)

∣∣e− ē
∣∣+ d

∣∣e∣∣∣∣i− ī
∣∣+ d

∣∣̄i∣∣∣∣e− ē
∣∣+ d

∣∣e∣∣∣∣p− p̄
∣∣

+ d
∣∣p̄∣∣∣∣e− ē

∣∣+ α
∣∣e− ē

∣∣+ (ξ + γ + d+∆)
∣∣i− ī

∣∣+ d
∣∣i∣∣∣∣i− ī

∣∣+ d
∣∣̄i∣∣∣∣i− ī

∣∣+ d
∣∣i∣∣∣∣p− p̄

∣∣
+ d

∣∣p∣∣∣∣i− ī
∣∣+ ξ

∣∣i− ī
∣∣+ (γ + d+∆)

∣∣p− p̄
∣∣+ d

∣∣i∣∣∣∣p− p̄
∣∣+ d

∣∣p̄∣∣∣∣i− ī
∣∣+ dp

∣∣p− p̄
∣∣

+ d
∣∣p̄∣∣∣∣p− p̄

∣∣+ γ
∣∣i− ī

∣∣+ γ
∣∣p− p̄

∣∣+ d
∣∣r∣∣∣∣i− ī

∣∣+ d
∣∣̄i∣∣∣∣r − r̄

∣∣+ d
∣∣r∣∣∣∣p− p̄

∣∣
+ d

∣∣p̄∣∣∣∣r − r̄
∣∣+∆

∣∣r − r̄
∣∣

sonucuna ulaşılır. Buradan, s+ e+ i+p+ r ≤ 1 ve s̄+ ē+ ī+ p̄+ r̄ ≤ 1 olduğu göz önünde

bulundurulur ve yine üçgen eşitsizliği kullanılırsa

∥G(X)−G(X̄)∥ ≤ ∆
∣∣s− s̄

∣∣+ dβ
∣∣i− ī

∣∣+ (d− β)
∣∣s− s̄

∣∣+ d
∣∣p− p̄

∣∣+ d
∣∣s− s̄

∣∣
+ β

∣∣i− ī
∣∣+ β

∣∣s− s̄
∣∣+ (α +∆)

∣∣e− ē
∣∣+ d

∣∣i− ī
∣∣+ d

∣∣e− ē
∣∣+ d

∣∣p− p̄
∣∣

+ d
∣∣e− ē

∣∣+ α
∣∣e− ē

∣∣+ (ξ + γ + d+∆)
∣∣i− ī

∣∣+ d
∣∣i− ī

∣∣+ d
∣∣i− ī

∣∣+ d
∣∣p− p̄

∣∣
+ d

∣∣i− ī
∣∣+ ξ

∣∣i− ī
∣∣+ (γ + d+∆)

∣∣p− p̄
∣∣+ d

∣∣p− p̄
∣∣+ d

∣∣i− ī
∣∣+ d

∣∣p− p̄
∣∣

+ d
∣∣p− p̄

∣∣+ γ
∣∣i− ī

∣∣+ γ
∣∣p− p̄

∣∣+ d
∣∣i− ī

∣∣+ d
∣∣r − r̄

∣∣+ d
∣∣p− p̄

∣∣
+ d

∣∣r − r̄
∣∣+∆

∣∣r − r̄
∣∣

≤ ∆
∣∣s− s̄

∣∣+ (∆ + 2α + 2d)
∣∣e− ē

∣∣+ (∆ + (d+ 1)β + 7d+ 2ξ + 2γ)
∣∣i− ī

∣∣
+ (∆ + 8d+ 2γ)

∣∣p− p̄
∣∣+ (∆ + 2d)

∣∣r − r̄
∣∣

≤ L∥X − X̄∥

elde edilir. Burada

L = max{∆,∆+ 2α + 2d,∆+ (d+ 1)β + 7d+ 2ξ + 2γ,∆+ 8d+ 2γ,∆+ 2d}

olmak üzere Lipschitz sabitidir. Yani (2.2) denklem sistemi için Lipschitz koşulu sağlanmış

olur. Böylece Picard-Lindelöf teoremi gereği bu denklem sisteminin belli bir aralıkta tek bir

çözümü vardır.
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2.2. Denge Noktaları

Tanım 2.3. P (x0, y0) = 0, Q(x0, y0) = 0 şartını sağlayan bir (x0, y0) noktasına,

dx
dt

= P (x, y),

dy
dt

= Q(x, y),
(2.6)

otonom sisteminin bir denge noktası (kritik noktası) denir [71].

Böylece, (2.2) denklem sisteminin denge noktalarını belirlemek için

ds

dt
=0

de

dt
=0

di

dt
=0 (2.7)

dp

dt
=0

dr

dt
=0

sistemi kullanılır.

2.2.1. Hastalıksız Denge Noktası

(2.2) denklem sisteminin hastalıksız denge noktasını elde etmek için i(t) = 0 ve p(t) = 0

alınarak

ds

dt
=0

de

dt
=0

dr

dt
=0

denklem sistemi oluşturulur.
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Buradan

de

dt
= (α +∆)e = 0

olup e(t) = 0 bulunur. Yine

dr

dt
= −∆r = 0

olup r(t) = 0 elde edilir. Benzer şekilde

ds

dt
= ∆(1− s) = 0

olup s(t) = 1 olarak bulunur. Böylece (2.2) denklem sisteminin hastalıksız denge noktası

Ê = (ŝ, ê, î, p̂, r̂) = (1, 0, 0, 0, 0)

olarak elde edilir.

2.2.2. Endemik Denge Noktası

Bu bölüm boyunca kısalık için

K∗ = γ + d+∆, L∗ = α +∆, M∗ = ξ + γ + d+∆, N∗ = αβ (2.8)

olarak alınacaktır. (2.2) denklem sisteminin endemik denge noktasını belirlemek için (2.7)

denklem sistemi çözülmelidir. Bunun için dördüncü denklemden

dp

dt
= 0 ⇒ ξi− (γ + d+∆)p+ dp(i+ p) = 0

⇒ ξĩ−K∗p̃+ dp̃̃i+ dp̃2 = 0

ĩ =p̃
K∗ − dp̃

dp̃+ ξ

=p̃
γ + d+∆− dp̃

dp̃+ ξ
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ĩ = p̃
γ +∆+ d(1− p̃)

dp̃+ ξ

bulunur. Üçüncü denklemden

di

dt
= 0 ⇒ αe− (ξ + γ + d+∆)i+ di(i+ p) = 0

⇒ ẽ = ĩ
M∗ − d(p̃+ ĩ)

α

elde edilir. Yukarıda elde edilen ĩ = p̃K∗−dp̃
dp̃+ξ

eşitliği yerine yazılırsa

ẽ =p̃
K∗ − dp̃

dp̃+ ξ

[M∗ − d
(
p̃+ p̃K∗−dp̃

dp̃+ξ

)
]

α
,

=p̃
(K∗ − dp̃)

(dp̃+ ξ)

[dp̃(M∗ −K∗) + ξ(M∗ − dp̃)]

α(dp̃+ ξ)
,

=p̃
(K∗ − dp̃)[dp̃(M∗ −K∗) + ξ(M∗ − dp̃)]

α(dp̃+ ξ)2
,

=
ξp̃(ξ + γ + d+∆)(γ + d+∆− dp̃)

α(dp̃+ ξ)2

olarak bulunur. İlk denklemden

ds

dt
= 0 ⇒∆(1− s)− βsi+ ds(i+ p) = 0

⇒s̃ =
∆

(d− β)̃i+ dp̃−∆

olup, yukarıda elde edilen ĩ = p̃K∗−dp̃
dp̃+ξ

eşitliği yerine yazılırsa

s̃ =
∆

(d− β)
(
K∗−dp̃
dp̃+ξ

)
p̃+ dp̃−∆

=
∆

(d− β)
(
γ+∆+d−dp̃

dp̃+ξ

)
p̃+ dp̃−∆

sonucuna ulaşılır.

Beşinci denklemden

dr

dt
= 0 ⇒(γ + dr)(i+ p)−∆r = 0

⇒(γ + dr)(̃i+ p̃) = ∆r̃
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olup, buradan

r̃ =
γ(̃i+ p̃)

∆− d(̃i+ p̃)

=
γ
([

K∗−dp̃
dp̃+ξ

]
+ 1

)
p̃

∆− d(
[
K∗−dp̃
dp̃+ξ

]
+ 1)p̃

=
γ
(
K∗+ξ
dp̃+ξ

)
p̃

∆− d
(
K∗+ξ
dp̃+ξ

)
p̃

=
γp̃(K∗ + ξ)

dp̃(∆−K∗ − ξ) + ∆ξ

=
γp̃(γ + d+∆+ ξ)

∆ξ − dp̃(γ + d+ ξ)

olarak bulunur. Ayrıca di
dt
+ dp

dt
= 0 eşitliği kullanılarak

αẽ− (ξ + γ + d)p̃+ d̃i(̃i+ p̃) + ξĩ− (γ + d+∆)p̃+ dp̃(̃i+ p̃) = 0

⇒ αẽ−K∗(̃i+ p̃) + d(̃i+ p̃)2 = 0

⇒ d(̃i+ p̃)2 = K∗(̃i+ p̃)− αẽ

⇒ d(̃i+ p̃)2 = K∗(̃i+ p̃)− αẽ

⇒ d =
K∗

ĩ+ p̃
− αẽ

ĩ+ p̃

elde edilir. Burada ẽ = ĩM
∗−d(̃i+p̃)

ĩ+p̃
eşitliği yerine yazılırsa

d =
K∗

ĩ+ p̃
−

αĩM
∗−d(i+p)

ĩ+p̃

ĩ+ p̃
=

K∗

ĩ+ p̃
− iM∗

(̃i+ p̃)2
+

d̃i

ĩ+ p̃

ĩ(M∗ −K∗) =pK∗ − dp̃2
(
K∗ + ξ

dp̃+ ξ

)

bulunur. Son olarak ĩ = p̃K∗−dp̃
dp̃+ξ

eşitlikte yerine yazılırsa

p̃
K∗ − dp̃

dp̃+ ξ
(M∗ −K∗) =p̃K∗ − dp̃2

(
K∗ + ξ

dp̃+ ξ

)
K∗ − dp̃

dp̃+ ξ
(M∗ −K∗) =K∗ − dp̃

(
K∗ + ξ

dp̃+ ξ

)
p̃ =

K∗(M∗ −K∗ − d− ξ)

d(ξ +M∗ − 2K∗)
=

γ + d+∆

γ + d+∆− 2ξ
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sonucuna ulaşılır. Böylece,

s̃ =
∆

(d− β)
(
γ+∆+d−dp̃

dp̃+ξ

)
p̃+ dp̃−∆

ẽ =
ξp̃(ξ + γ + d+∆)(γ + d+∆− dp̃)

α(dp̃+ ξ)2

ĩ =p̃
γ +∆+ d(1− p̃)

dp̃+ ξ

p̃ =
γ + d+∆

γ + d+∆− 2ξ

r̃ =
γp̃(γ + d+∆+ ξ)

∆ξ − dp̃(γ + d+ ξ)

olmak üzere endemik denge noktası Ẽ = (s̃, ẽ, ĩ, p̃, r̃) olarak bulunur.

2.3. Kararlılık

Kararlılık analizinde kullanılan yöntemlerden biri lineerleştirmedir. D ⊂ Rn açık bir küme

ve f ∈ C1, f : D → Rn olsun. Bu durumda bir diferensiyel denklem sistemi

x′ = f(x) (2.9)

biçiminde yazılabilir. Bu sistemin her t için sabit olan ve x(t) = x̂ ile gösterilen x(t)

çözümüne “sistemin dengesi” denir. Eğer x̂ = 0 bu sistemin f(0) = 0 şartını sağlayan

dengesi ise f fonksiyonu Taylor açılımı yardımıyla

f(x) = Ax+ F(x) (2.10)

biçiminde yazılabilir. Burada A = ∂f
∂x
(0), f fonksiyonunun x = 0 noktasındaki Jakobiyen

matrisi ve Ax, f fonksiyonunun lineerleştirmesidir. Bu durumda (2.9) sisteminin x = 0

denge noktasındaki lineerleştirilmiş sistemi

x′ = Ax (2.11)

ile verilir [56].
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Lineerleştirme işleminin bir sonucu olarak aşağıdaki iki teorem verilebilir.

Teorem 2.4. A ve F, (2.10) eşitliğinde verildiği gibi olsun. Eğer x = 0, (2.11) lineerleştirilmiş

sistemi için asimtotik kararlı ise, x̂ dengesi de (2.9) nonlineer sistemi için asimtotik kararlıdır

[56].

Teorem 2.5. Eğer A matrisinin tüm özdeğerlerinin reel kısımları negatif ise x = 0 çözümü

(2.11) lineer sistemi için asimtotik kararlıdır [56].

Asimptotik kararlılık hakkında daha fazla bilgi için bkz. [58].

2.3.1. Hastalıksız Denge Noktasının Kararlılığı

Lineer olmayan (2.2) denklem sisteminin Ê = (ŝ, ê, î, p̂, r̂) = (1, 0, 0, 0, 0) hastalıksız denge

noktasındaki kararlılığı için karşılık gelen

ds

dt
=−∆s+ (d− β)i+ dp

de

dt
=− (α +∆)e+ βi

di

dt
= αe− (ξ + γ + d+∆)i (2.12)

dp

dt
= ξi− (γ + d+∆)p

dr

dt
= γ(i+ p)−∆r

lineerleştirilmiş denklem sisteminin Jakobiyen matrisi hesaplanırsa

J(Ê) =



−∆ 0 d− β d 0

0 −(α +∆) β 0 0

0 α −(ξ + γ + d+∆) 0 0

0 0 ξ −(γ + d+∆) 0

0 0 γ γ −∆


elde edilir.
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J(Ê) Jakobiyen matrisinin öz değerleri

det[J(Ê)− λI] = 0

yardımıyla hesaplanır. Buradan özdeğerler

(∆ + λ)2[(γ + d+∆) + λ]
{
[(α +∆) + λ][(ξ + γ + d+∆) + λ]− αβ

}
= 0

denkleminden elde edilir. Burada (2.8) eşitliği kullanılırsa, denklem

(∆ + λ)2
{
(K∗ + λ

}{
λ2 + (L∗ +M∗)λ+ L∗M∗ −N∗

}
= 0

biçiminde yazılabilir. Böylece J(Ê) Jakobiyen matrisinin öz değerleri

λ1,2 =−∆

λ3 =−K∗

λ4,5 =
−(L∗ +M∗)∓

√
(L∗ +M∗)2 − 4(L∗M∗ −N∗)

2

olarak bulunur. Eğer (L∗ + M∗)2 > 4(L∗M∗ − N∗) olduğu kabul edilirse Jakobiyen

matrisinin tüm özdeğerlerinin birer reel sayı olduğu söylenebilir. Burada tüm parametreler

pozitif olduğundan

L∗ +M∗ > 0 (2.13)

olduğu ve λ1 < 0, λ2 < 0 ve λ3 < 0 olacağı aşikardır. Ayrıca eğer

|L∗ +M∗| >
√

(L∗ +M∗)2 − 4(L∗M∗ −N∗) (2.14)

ise, o halde λ4 < 0 ve λ5 < 0 olur. Dolayısıyla, tüm özdeğerlerin negatif olma şartı

sağlanacaktır. Bu şartlar altında, Ê = (1, 0, 0, 0, 0) hastalıksız denge noktası yerel asimptotik

kararlıdır.
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2.3.2. Endemik Denge Noktasının Kararlılığı

Lineer olmayan (2.2) diferensiyel denklem sisteminin Ẽ = (s̃, ẽ, ĩ, p̃, r̃) endemik denge

noktasının kararlılığını incelemek için karşılık gelen lineerleştirilmiş diferensiyel denklem

sisteminin Ẽ endemik denge noktasındaki Jakobiyen matrisinin hesaplanması gerekir. Benzer

işlemlerle

J(Ẽ) =



−∆+ (d− β)̃i+ dp̃ 0 (d− β)s̃ ds̃ 0

−βĩ −L∗ + d(̃i+ p̃) βs̃+ dẽ dẽ 0

0 α −M∗ + 2dĩ+ dp̃ d̃i 0

0 0 ξ + dp̃ −K∗ + dĩ+ 2dp̃ 0

0 0 γ + dr̃ γ + dr̃ −∆+ d(̃i+ p̃)


biçiminde elde edilir. Buradan 3I − 4I → 3I elementer sütun işlemleri yardımıyla,

J(Ẽ) =



−∆+ (d− β)̃i+ dp̃ 0 −βs̃ ds̃ 0

−βĩ −L∗ + d(̃i+ p̃) βs̃ dẽ 0

0 α −M∗ + d(̃i+ p̃) dĩ 0

0 0 M∗ − d(̃i+ p̃) −K∗ + dĩ+ 2dp̃ 0

0 0 0 0 −∆+ d(̃i+ p̃)


sonucuna ulaşılır. Yine matrise 3S + 4S → 4S işlemleri uygulanırsa

J(Ẽ) =



−∆+ (d− β)̃i+ dp̃ 0 −βs̃ ds̃ 0

−βĩ −L∗ + d(̃i+ p̃) βs̃ dẽ 0

0 α −M∗ + dĩ+ dp̃ dĩ 0

0 α 0 −K∗ + 2d(̃i+ p̃) 0

0 0 0 0 −∆+ d(̃i+ p̃)


bulunur. Buradan özdeğerler için

⇒
{
−∆+ (d− β)̃i+ dp̃− λ

}{
d(̃i+ p̃)−∆− λ

}{{
− L∗ + d(̃i+ p̃)− λ

}
{
−M∗ + d(̃i+ p̃)− λ

}{
−K∗ + 2d(̃i+ p̃)− λ

}
− αdẽ

{
−M∗ + d(̃i+ p̃)− λ

}
− αβs̃(1− βĩ)

{
−K∗ + 2d(̃i+ p̃)− λ

}}
= 0
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⇒
{
−∆+ (d− β)̃i+ dp̃− λ

}{
d(̃i+ p̃)−∆− λ

}{
−K∗ + 2d(̃i+ p̃)− λ

}{{
− L∗ + d(̃i+ p̃)− λ

}{
−M∗ + 2d̃i+ dp̃− λ

}
− αβs̃(1− βĩ)

}
= 0

eşitliği elde edilir.

Kısalık için

A∗ = −∆+ (d− β)̃i+ dp̃,

B∗ = d(̃i+ p̃)−∆,

C∗ = −K∗ + 2d(̃i+ p̃),

D∗ = −L∗ + d(̃i+ p̃),

E∗ = −M∗ + d(̃i+ p̃),

alınırsa denklem

(A∗−λ)(B∗−λ)
{
(C∗−λ)(D∗−λ)(E∗−λ)−αdẽ(E∗−λ)−αβs̃(1−βĩ)(C∗−λ)

}
= 0

biçiminde yeniden yazılabilir. Buradan

λ5 − λ4(A∗ +B∗ + C∗ +D∗ + E∗) + λ3
{
− C∗D∗ − E∗(C∗ +D∗)

− (A∗ +B∗)(C∗ +D∗) + (A∗ +B∗)E∗ − A∗B∗ + dẽ+ αβs̃(1− βĩ)
}

− λ2
{
C∗D∗E∗ + (A∗ +B∗)C∗D∗ + (A∗ +B∗)(C∗ +D∗)E∗ + A∗B∗(C∗ +D∗)

+ A∗B∗E∗ − αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ)C∗ − (A∗ +B∗)(αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ))
}

+ λ
{
(A∗ +B∗)C∗D∗E∗ + (A∗ +B∗)(αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ)C∗)− A∗B∗C∗D∗

− A∗B∗(C∗ +D∗)E∗ + A∗B∗(αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ)
}

− A∗B∗C∗D∗E∗ + A∗B∗(αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ)C∗ = 0 (2.15)

olacak biçimde 5. derececen bir denklem elde edilir. Bu denklemden özdeğerleri hesaplamak

zor olduğundan dolayı Routh-Hurwitz kriterleri kullanılır. Reel katsayılı bir karakteristik

denklemin tüm köklerinin kompleks düzlemin sol yanında kalması için gerek ve yeter şartları

veren kriterlere Routh-Hurwitz kriterleri denir. Routh-Hurwitz kriteri nonlineer diferensiyel

denklem sisteminin yerel asimtotik kararlılığını belirlemek için kullanılır.
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i = 1, 2, ..., n için ai katsayılarının reel sabitler olduğu bir

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + ...+ an−1λ+ an,

polinomu verildiğinde, karakteristik polinomunun ai katsayılarını kullanarak n-Hurwitz matris-

leri aşağıdaki biçimde tanımlanır:

H1 = (a1) , H2 =

 a1 1

a3 a2

 , H3 =


a1 1 0

a3 a2 a1

a5 a4 a3


ve

Hn =



a1 1 0 0 . . . 0

a3 a2 a1 1 . . . 0

a5 a4 a3 a2 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

0 0 0 0 . . . an


.

Burada j > n ise aj = 0 olur. Tüm Hurwitz matrislerinin determinantları pozitif ise

polinomunun tüm kökleri negatiftir ya da negatif reel kısma sahiptir. Routh-Hurwitz kriterleri

n = 5 durumu için özetlenirse; eğer

a) ai > 0, i = 1, 2, . . . , 5.

b) a1a2a3 > a23 + a21a4

c) (a1a4 − a5)(a1a2a3 − a23 + a21a4) > a5(a1a2 − a3)
2(a1a

2
5)

şartları sağlanıyorsa verilen sistem kararlıdır [4].

Burada (3.9) denkleminden katsayılar:

a1 =− (A∗ +B∗ + C∗ +D∗ + E∗)

a2 =C∗D∗ − E∗(C∗ +D∗) + (A∗ +B∗)(C∗ +D∗)− (A∗ +B∗)E∗ + A∗B∗

− dẽ− αβs̃(1− βĩ)
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a3 =− {C∗D∗E∗ + (A∗ +B∗)C∗D∗ + (A∗ +B∗)(C∗ +D∗)E∗ + A∗B∗(C∗ +D∗)

+ A∗B∗E∗ − αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ)C∗ − (A∗ +B∗)(αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ))}

a4 =−
{
(A∗ +B∗)C∗D∗E∗ + (A∗ +B∗)(αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ)C∗)− A∗B∗C∗D∗

− A∗B∗(C∗ +D∗)E∗ + A∗B∗(αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ)
}

a5 =− A∗B∗C∗D∗E∗ + A∗B∗(αdẽE∗ − αβs̃(1− βĩ)C∗

biçiminde elde edilir.

2.4. Temel Üreme Sayısı

Temel üreme sayısı bir salgının seyri hakkında ön bilgi vermesi açısından büyük önem

taşımaktadır. Epidemiyolojik olarak üreme sayısı, yalnızca duyarlı bireylerden oluşan bir

popülasyonda bir bulaşıcı bireyin üreteceği ikincil vakaların sayısını verir [57]. R0 > 1

ise, hastalık popülasyonda kalır. R0 < 1 ise, enfekte olanların sayısı kademeli olarak sıfıra

düşer ve hastalık popülasyondan kaybolur [57]. Temel üreme sayısı üzerine yapılan bazı

çalışmalar için bkz. [25, 80, 81].

SEIPR salgın modeli için, yeni nesil matris yöntemi kullanılarak hastalıksız denge noktasında

bir R0 temel üreme sayısı hesaplanabilir [23, 24, 58, 80].

Yeni nesil matris metodu kullanılırken, incelenen denklem sisteminde virüsün bulunduğu

denklemler ele alınır. Bu denklemler hastalıksız denge noktası civarında lineerleştirilerek

karşılık gelen Jakobiyen matrisi elde edilir. Elde edilen matris, T bulaşmanın olduğu matrisi

V ise taşınmanın olduğu matrisi göstermek üzere J = T +V şeklinde iki matrisin toplamı

olacak şekilde tekrar yazılır. Bu iki matrisden yararlanarak P = −TV−1 şeklinde yeni bir

P matrisi elde edilir. P matrisinin öz değerlerinin en büyüğü incelenen denklem sisteminin

temel üreme sayısını verir [23–25, 80].

Yeni nesil matris metodu kullanılarak (2.2) denklem sisteminin temel üreme sayısını bulmak

için önce virüsün bulunduğu denklemlerden oluşan sisteme karşılık gelen lineerleştirilmiş

halin Jakobiyen matrisi bulunmalıdır.
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(2.12) sisteminden virüsün bulunduğu denklemler alınırsa

de

dt
= βi− L∗e

di

dt
= αe−M∗i

dp

dt
= ξi−K∗p

sistemi elde edilir. Bu sisteme karşılık gelen Jakobiyen matrisi

J =


−L∗ β 0

α −M∗ 0

0 ξ −K∗


şeklinde bulunur. Şimdi T ve V matrislerini sırasıyla bulaşmayı ve taşınmayı gösterecek ve

J = T+V şartını sağlayacak biçiminde

T =


0 β 0

0 0 0

0 0 0

 ,

V =


−L∗ 0 0

α −M∗ 0

0 ξ −K∗


matrisleri olarak alalım. Buradan −T ve V−1 matrisleri

−T =


0 −β 0

0 0 0

0 0 0


ve

V−1 =


− 1

L∗ 0 0

− α
L∗M∗ − 1

M∗ 0

− αξ
L∗K∗M∗ − ξ

M∗K∗ − 1
K∗


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olarak elde edilir. Böylece P = −TV−1 matrisi

P =


αβ

L∗M∗
β

M∗ 0

0 0 0

0 0 0


şeklinde hesaplanır.

P matrisinin özdeğerleri ise

det[P− λI] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
αβ

L∗M∗ − λ αβ
L∗M∗ 0

0 −λ 0

0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

⇒ λ2
( αβ

L∗M∗ − λ
)
= 0

⇒ λ1 = λ2 = 0, λ3 =
αβ

L∗M∗

olarak bulunur. P matrisinin öz değerlerinin en büyüğü R0 temel üreme sayısını verir. Yani

R0 =
αβ

L∗M∗ =
αβ

(α +∆)(ξ + γ + d+∆)
(2.16)

olacaktır.

2.5. SEIPR Modelinin Türkiye Verilerine Göre Nümerik Çözümü

Bu bölümde, T.C. Sağlık Bakanlığı’nın internet sitesinden alınan 11 Aralık 2020 – 10 Şubat

2021 tarihleri (ilk 62 günlük dönem – birinci dönem) ile 30 Nisan 2021 – 30 Haziran 2021

tarihleri arasındaki (ikinci 62 günlük dönem – ikinci dönem) veriler kullanılarak, oluşturulan

SEIPR modeli ile aşının zatürre üzerindeki etkisi araştırılmıştır. Seçilen dönemlerin 62

günlük olmasını nedeni, incelenen dönemlerin olabildiğince benzer olmasının istenmesi ve

popülasyonun istenilen aşılanma durumunu ancak bu 62 günlük dönemlerde gerçekleştirmiş

olmasındandır. Birinci dönemde bireyler ya aşısızdır ya da ilk aşılarını yaptırmışlardır, ikinci

dönemde ise bireyler ya birinci ya da ikinci aşılarını yaptırmışlardır.
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Her iki dönemi kapsayan tarih aralığında, T.C. Sağlık Bakanlığı hastalığının bulaşma süresini

20 gün, karantina süresini ise 21 gün olarak belirlemiştir. Bu nedenle çalışmada COVID-19

hastalığının bulaşma süresi T0 = 20 gün olarak alınmıştır. Böylece her iki dönem için

iyileşme oranı γ = 1/T0 formülü [57] kullanılarak; d değeri T.C. Sağlık Bakanlığı’nın

sitesindeki veriler kullanılarak; ∆ ve µ değerleri 2019 yılı TÜİK verilerine göre ve α ile

ξ parametre değerleri ise verilerde fitleme (en optimal değerin bulunması) işlemi yapılarak

hesaplanmıştır.

Sistemin yaklaşık çözümü dördüncü mertebeden Runge-Kutta yöntemi ile hesaplanmıştır.

Tüm hesaplamalar ve grafik çizimleri için Maple ve Mathematica bilgisayar cebri sistemleri

kullanılmıştır.

2.5.1. Birinci Dönem

Bu dönem için β bulaşma oranı s(62) = 818 alınıp

β

γ
=

ln s(0)
s(62)

s(0)− i(0)− s(62)
,

eşitliği kullanılarak bulunmuştur [57]. Birinci dönem için kullanılan parametre ve başlangıç

değerleri aşağıdaki gibidir:

∆ = 0.0143, d = 0.091689, β = 0.000066, γ = 0.05,

µ = 0.0053, α = 0.006572, ξ = 0.006015,
(2.17)

s(0) = 825, e(0) = 0.29136, i(0) = 0.05203, p(0) = 0.00161, r(0) = 0.20191. (2.18)

(2.2) denklem sistemi için elde edilen temel üreme sayısı olan

R0 =
αβ

(α +∆)(ξ + γ + d+∆)

değeri bu verilere göre R0 = 0.000127795 olarak hesaplanmıştır. R0 < 1 olduğundan, (2.2)

denklem sistemi Ê = (1, 0, 0, 0, 0) hastalıksız denge noktasıda yerel asimptotik kararlıdır.
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Böylece (2.2) sisteminin her çözümü bu denge noktasına yaklaşır ve hastalık popülasyondan

kaybolur (bkz. Şekil 2.1).

Temel üreme sayısından bağımsız olarak, (2.13) ve (2.14) ile verilen eşitsizliklerden (2.2)

diferensiyel denklem sisteminin Ê = (1, 0, 0, 0, 0) hastalıksız denge noktasında kararlı olduğu

görülür. Endemik denge noktasının kararlılığı için (2.17) ile verilen parametre değerleri

kullanılarak ai, i = 1, 2, . . . , 5 değerleri hesaplanırsa sırasıyla, a1 = −0.549033, a2 =

0.0468099, a3 = 0.0019128, a4 = −0.00279138 ve a5 = 3.40748 × 10−6 olarak elde

edilir. Buradan, Routh-Hurwitz kriterlerinin sağlanmadığı, yani endemik denge noktasının

kararlı olmadığı görülür.

Şekil 2.1. Birinci dönem için (2.2) sisteminden elde edilen p fonksiyonu ile gerçek
değerlerin grafikleri
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2.5.2. İkinci Dönem

Bu dönem için β bulaşma oranı s(62) = 789 alınarak

β

γ
=

ln s(0)
s(62)

s(0)− i(0)− s(62)

hesaplanmıştır [57] .

İkinci dönem için kullanılan parametre ve başlangıç değerleri aşağıdaki gibidir:

∆ = 0.0143, d = 0.116803, β = 0.000063, γ = 0.05,

µ = 0.0053, α = 0.002082, ξ = 0.0087055,
(2.19)

s(0) = 795, e(0) = 0.31891, i(0) = 0.02673, p(0) = 0.00064, r(0) = 0.68183. (2.20)

Bu verilere dayanarak, sistem (2.2) için

R0 =
αβ

(α +∆)(ξ + γ + d+∆)

değeri R0 = 0.0000424547 olarak hesaplanmıştır. R0 < 1 olduğundan, (2.2) denklem

sistemi Ê = (1, 0, 0, 0, 0) hastalıksız denge noktasında yerel asimptotik kararlıdır. Böylece

(2.2) sisteminin her çözümü bu denge noktasına yaklaşır ve hastalık popülasyondan kaybolur

(bkz. Şekil 2.2).Temel üreme sayısından bağımsız olarak, (2.13) ve (2.14) ile verilen eşitsiz-

liklerden (2.2) denklem sisteminin Ê = (1, 0, 0, 0, 0) hastalıksız denge noktasında kararlı

olduğu görülür.

Endemik denge noktasının kararlılığı için (2.17) ile verilen parametre değerleri kullanılarak

ai, i = 1, 2, . . . , 5 katsayıları hesaplanırsa sırasıyla, a1 = −0.650943, a2 = −0.107735,

a3 = 0.00340221, a4 = −0.0153772 ve a5 = 8.88063×10−6 elde edilip yine Routh-Hurwitz

kriterlerinin sağlanmadığı görülür. Buradan da endemik denge noktasının kararlı olmadığı

görülür.

Uyarı 2.6. Her iki dönem için de hastalıksız denge noktasının, R0 değerinden bağımsız

olarak, yerel asimptotik kararlı olduğu (2.13) ve (2.14) denklemlerinden de görülebilir.
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Şekil 2.2. İkinci dönem için (2.2) sisteminden elde edilen p fonksiyonu ile gerçek değerlerin
grafikleri

2.6. İnsidans Oranı ve Aşı Etkililiği

Bu çalışmada ilk dönem kontrol grubu olarak alınmıştır. Böylece ilk dönemi ikinci dönem

ile kıyaslanarak aşının zatürre üzerindeki etkisinin görülmesi amaçlanmıştır. Bunun için

öncelikle her dönemin insidans oranı hesaplanmalıdır.

İnsidans; sağlıklı insanların belirli bir süre içinde belirli bir hastalığa yakalanma riskinin bir

ölçüsüdür. Belirli bir dönemde belirli bir popülasyonda tespit edilen yeni vaka sayısının,

o topluluğun yıl ortasındaki nüfusuna veya risk altındaki kişi sayısına bölünmesiyle elde

edilir [78]. Herhangi bir hastalık için insidans oranı formülü aşağıdaki gibidir:

İnsidans Oranı =
Belirli bir zaman dilimindeki yeni hastalık vakalarının sayısı

Çalışma süresi boyunca risk altındaki toplam kişi
· 100
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Rölatif risk; olası etkene maruz kalanlar içerisinde hastalananların orantısının, etkene maruz

kalmayanlar içerisinde hastalananlara orantısına oranlanmasıdır [53]. Bu, etkene maruz

kalanların insidans oranın, etkene maruz kalmayanların insidans oranına oranlanmasıyla da

hesaplanabilir [53].

Aşı etkililiği; rutin koşullarda sahada uygulanan aşının toplumda bağışıklık kazandırma yüz-

desidir [78]. Yeterli etkinliği gösterilmiş ve lisans almış bir aşının bir toplumda uygulanma-

sıyla ilgili hastalıktan korunma düzeyi, ideal olmayan saha koşullarında, gözlemsel epidemi-

yolojik çalışmalarla belirlenen “aşı etkililiği” ile ölçülür [35]. Bu nedenle, ikinci aşının

popülasyon üzerindeki koruyuculuğunu belirlemek için sadece ikinci aşının aşı etkililiği

hesaplanmıştır.

İkinci aşı için aşı etkililiği formülü aşağıdaki gibidir:

Aşı Etkililiği = 1− İkinci dönem insidans oranı
Birinci dönem insidans oranı

.

Bu çalışmada kullanılan verilere göre, ilk dönem insidans oranı 0.005157, ikinci dönem

insidans oranı 0.002234, ikinci aşının aşı etkililiği 0.57 ve rölatif risk 0.43 olarak hesaplan-

mıştır. Bu ikinci dönem aşılılarda birinci dönem aşılılara göre hastalıktan kaynaklı zatürre

gelişme riskinin 0.43 kat olduğu anlamına gelir. 0.43 < 1 olduğu için ikinci aşı hastalığın

zatürreye dönüşmesine karşı koruyucudur. Diğer bir ifadeyle ikinci dönemde hastalığın

zatürreye dönüşme riski birinci döneme göre %57 daha azdır. Buradan ikinci aşının koruyu-

culuğunun %57 olduğu söylenebilir.
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3. KESİRLİ TÜREVLİ SEIPR HASTALIK MODELİ

Kesirli analiz, matematiğin yeni fakat hızla gelişen bir alanıdır ve bilinen tamsayı basamaklı

türev operatörü yerine keyfi basamaklı türev ve buna bağlı integral operatörleri kullanır.

Kesirli operatör kavramı çok yeni olmamakla birlikte, kesirli türev ve integral operatörlerinin

geometrik ve fiziksel yorumları klasik türev ve integral operatörleri kadar açık olmadığından,

üzerine yapılan çalışmalar daha azdır [11, 18, 20, 51, 54, 59, 60, 64, 71, 75, 79].

Kesirli türev için literatürde çeşitli tanımlar verilmiştir. Bunlardan bazıları, Riemann-Liouville

Caputo, Grünwald-Letnikov, Weyl, Riesz kesirli türevleridir [41,60,65,67]. Birbirleri arasında

geçişler olmasına rağmen kesirli türev tanımları ve tanımlarının fiziksel yorumları farklılık

gösterir [41, 60, 65, 67]. Kesirli analizde birden fazla türev tanımının olması, problemin

türüne göre en uygun olanın kullanılmasını ve böylece problemin en iyi çözümünün elde

edilmesini sağlar [67].

Son zamanlarda, epidemiyolojik modelleri tanımlamak için kesirli türevler kullanılmıştır

ve bazı durumlarda klasik modellere kıyasla daha doğru oldukları kanıtlanmıştır. Literatür

incelendiğinde, SIR modeli [7,8,32,44,61,63,73,74], aşılanmış SIR modeli [28,52,72], SIRC

modeli [28], SEIR modeli [30,66], MSEIR modeli [9], vb. kesirli türevlerle tanımlanan farklı

modellerle karşılaşılabilir.

Bu çalışmada kullanılan bazı kesirli türev operatörlerinin tanımları aşağıda verilmiştir.

Tanım 3.1. (Caputo Kesirli Türevi)

m, m − 1 < α < m olacak şekilde pozitif bir tamsayı, α herhangi bir pozitif sayı ve f

fonksiyonu da m defa sürekli diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun α.

mertebeden Caputo kesirli türevi

CDα
t f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1 dm

dτm
f(τ)dτ

ile tanımlanır [67].
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Tanım 3.2. (Caputo-Fabrizio Kesirli Türevi)

f ∈ H1(0, T ), T > 0 ve α > 0 olmak üzere α. mertebeden Caputo-Fabrizio kesirli türevi

CFDα
t f(t) =

M(α)

1− α

∫ t

0

f ′(τ) exp

[
− α

t− τ

1− α

]
dτ, t > 0

ile verilir. Burada M(0) = M(1) = 1 olacak şekilde bir normalizasyon fonksiyonudur [19].

Tanım 3.3. (Atangana-Baleanu Kesirli Türevi)

f ∈ H1(0, T ), T > 0, α > 0 ve t ∈ (0, 1) olmak üzere, α. mertebeden Atangana-Baleanu

kesirli türevi

ABDα
t f(t) =

B(α)

1− α

∫ t

0

f ′(τ)Eα

[
− α

1− α
(t− τ)α

]
dτ

ile tanımlanır. Burada B(0) = B(1) = 1 olacak şekilde bir normalizasyon fonksiyonudur

[10]. Ayrıca Eα(z) Mittag-Leffler fonksiyonudur ve

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)

eşitliği ile verilir [31].

Bu bölümde, SEIPR hastalık modeline karşılık gelen kesirli mertebeden türevli denklem

sistemi ele alınacaktır. Bunun için (2.1) ile verilen adi diferensiyel denklem sisteminin sol

yanında bulunan adi türevler ν. basamaktan (0 < ν ≤ 1) kesirli türev operatörü (Dν) ile

değiştirmiştir. Bu işlem sırasında denklemlerin sağ ve sol yanlarının boyutlarını eşitlemek

adına, sistemin sol yanında yer alan denklemlerdeki parametrelerin de ν. dereceden kuvvetleri

alınmıştır [6, 69]. Böylece modele karşılık gelen kesirli türevli denklem sistemi

Dνs(θ) =∆ν(1− s)− βνsi+ dνs(i+ p)

Dνe(θ) =βνsi− (αν +∆ν)e+ dνe(i+ p)

Dνi(θ) =ανe− (ξν + γν + dν +∆ν)i+ dνi(i+ p) (3.1)

Dνp(θ) =ξνi− (γν + dν +∆ν)p+ dνp(i+ p)

Dνr(θ) =(γν + dνr)(i+ p)−∆νr

biçiminde yazılabilir. Burada yine s(θ) + e(θ) + i(θ) + p(θ) + r(θ) = 1 olacaktır.
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Burada genel bir kesirli türev operatörü kullanılmasının amacı, 2. Bölümde adi türevli sistem

için detaylarıyla anlatılan ve türev operatöründen bağımsız olan bazı özellikleri (çözümlerin

pozitifliği, denge noktaları, temel üreme sayısı gibi) her bir kesirli türev operatörü için ayrı

ayrı incelememektir. Ancak, her bir kesirli türev operatörü için farklı varlık ve teklik şartları

olduğundan genel bir kesirli türev operatörü için inceleme yapılamamış, (3.1) sisteminin

çözümlerinin var ve tek olduğu varsayılmıştır. Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu

kesirli türevlerine sahip denklemleri için verilen varlık-teklik teoremleri için bkz. [2,27,77].

3.1. Çözümlerin Pozitifliği

R5
+ =

{(
s(θ), e(θ), i(θ), p(θ), r(θ)

)
∈ R5 : s ≥ 0, e ≥ 0, i ≥ 0, p ≥ 0 r ≥ 0

}
alalım. Tüm

parametreleri pozitif olduğu dikkate alınarak, 2.1.1. Bölümde yapılan işlemler (3.1) sistemi

için yinelenirse

a) s = 0 hiperdüzleminde Dνs(θ)|s=0 = ∆ν ≥ 0,

b) e = 0 hiperdüzleminde Dνe(θ)|e=0 = βνs(θ)i(θ) ≥ 0,

c) i = 0 hiperdüzleminde Dνi(θ)|i=0 = ανe(θ) ≥ 0,

d) p = 0 hiperdüzleminde Dνp(θ)|p=0 = ξνi(θ) ≥ 0,

e) r = 0 hiperdüzleminde Dνr(θ)|r=0 = γν(i(θ) + p(θ)) ≥ 0.

elde edilir.

O halde R5
+ pozitif invaryanttır. Böylece (3.1) ile verilen hastalık modeli için uygun bölge

D = {(s, e, i, p, r) : 0 ≤ s, 0 ≤ e, 0 ≤ i, 0 ≤ p, 0 ≤ r, s+ e+ i+ p+ r ≤ 1}

olacaktır.
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3.2. Denge Noktaları

(3.1) denklem sisteminin denge noktalarını belirlemek için sistemdeki denklemlerin sağ

tarafları sıfıra eşitlenerek elde edilen

Dνs(θ) = 0

Dνe(θ) = 0

Dνi(θ) = 0 (3.2)

Dνp(θ) = 0

Dνr(θ) = 0

sistemi kullanılır.

3.2.1. Hastalıksız Denge Noktası

(3.1) denklem sisteminin hastalıksız denge noktasını elde etmek için (3.2) sisteminde hastaların

bulunduğu bölmeler i(θ) = 0 ve p(θ) = 0 alınarak

Dνs(θ) =0

Dνe(θ) =0

Dνp(θ) =0

Dνr(θ) =0

denklem sistemi oluşturulur. Buradan

Dνe(θ) = βνsi− (αν +∆ν)e+ dνe(i+ p) = 0

olup e(θ) = 0 bulunur. Yine

Dνr(θ) = (γν + dνr)(i+ p)−∆νr = 0
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olup r(θ) = 0 elde edilir.Benzer şekilde

Dνs(θ) = ∆ν(1− s)− βνsi+ dνs(i+ p) = 0

olup s(θ) = 1 olarak bulunur. Böylece (3.1) denklem sisteminin hastalıksız denge noktası

F̂ = (ŝ, ê, î, p̂, r̂) = (1, 0, 0, 0, 0)

olarak elde edilir.

3.2.2. Endemik Denge Noktası

(3.1) denklem sisteminin endemik denge noktası (3.2) denklem sistemi çözülerek bulunur.

Tezin bu bölümünde kısalık için

K⋄ = γν + dν +∆ν ,

L⋄ = (αν +∆ν), (3.3)

M⋄ = ξν + γν + dν +∆ν ,

N⋄ = ανβν

olarak alınacaktır. Böylece dördüncü denklemden

Dνp(θ) = 0 ⇒ ξνi− (γν + dν +∆ν)p+ dνp(i+ p) = 0

⇒ ξν ĩ−K⋄p̃+ dν p̃̃i+ dν p̃2 = 0

⇒ ĩ = p̃
K⋄ − dν p̃

dν p̃+ ξν

= p̃
γν + dν +∆ν − dν p̃

dν p̃+ ξν

= p̃
γν +∆ν + dν(1− p̃)

dν p̃+ ξν

bulunur.

33



Üçüncü denklemden

Dνi(θ) = 0 ⇒ ανe− (ξν + γν + dν +∆ν)i+ dνi(i+ p) = 0

⇒ ẽ = ĩ
M⋄ − dν(p̃+ ĩ)

αν

elde edilir. Yukarıda elde edilen ĩ = p̃K⋄−dν p̃
dν p̃+ξν

eşitliği yerine yazılırsa

ẽ = p̃
K⋄ − dν p̃

dν p̃+ ξν

[M⋄ − dν
(
p̃+ p̃K⋄−dν p̃

dν p̃+ξν

)
]

αν
,

= p̃
(K⋄ − dν p̃)

(dν p̃+ ξν)

[dν p̃(k2 −K⋄) + ξν(M⋄ − dν p̃)]

αν(dν p̃+ ξν)
,

= p̃
(K⋄ − dν p̃)[dν p̃(M⋄ −K⋄) + ξν(M⋄ − dp̃)]

αν(dν p̃+ ξν)2
,

=
ξν p̃(ξν + γν + dν +∆ν)(γν + dν +∆ν − dν p̃)

αν(dν p̃+ ξν)2

olarak bulunur. İlk denklemden

Dνs(θ) = 0 ⇒ ∆ν(1− s)− βνsi+ dνs(i+ p) = 0

⇒ s̃ =
∆ν

(dν − βν )̃i+ dν p̃−∆ν

olup, yukarıda elde edilen ĩ = p̃K⋄−dν p̃
dν p̃+ξν

eşitliği yerine yazılırsa

s̃ =
∆ν

(dν − βν)
(
K⋄−dp̃
dν p̃+ξν

)
p̃+ dν p̃−∆ν

=
∆ν

(dν − βν)
(
γν+∆ν+dν−dν p̃

dν p̃+ξν

)
p̃+ dν p̃−∆ν

sonucuna ulaşılır. Beşinci denklemden

Dνr(θ) = 0 ⇒ (γν + dνr)(i+ p)−∆νr = 0

⇒ (γν + dνr)(̃i+ p̃) = ∆ν r̃

olup, buradan

r̃ =
γν (̃i+ p̃)

∆ν − dν (̃i+ p̃)
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r̃ =
γν
([

K⋄−dν p̃
dν p̃+ξν

]
+ 1

)
p̃

∆ν − dν(
[
K⋄−dν p̃
dν p̃+ξν

]
+ 1)p̃

=
γν
(
K⋄+ξν

dν p̃+ξν

)
p̃

∆ν − dν
(
K⋄+ξν

dν p̃+ξν

)
p̃

=
γν p̃(K⋄ + ξν)

dν p̃(∆ν −K⋄ − ξν) + ∆νξν

=
γν p̃(γν + dν +∆ν + ξν)

∆νξν − dν p̃(γν + dν + ξν)

olarak bulunur.

Ayrıca Dνi(θ) +Dνp(θ) = 0 eşitliği kullanılarak

αν ẽ− (ξν + γν + dν)p̃+ d̃i(̃i+ p̃) + ξν ĩ− (γν + dν +∆ν)p̃+ dν p̃(̃i+ p̃) = 0

αν ẽ−K⋄(̃i+ p̃) + dν (̃i+ p̃)2 = 0

dν (̃i+ p̃)2 = K⋄(̃i+ p̃)− αν ẽ

dν (̃i+ p̃)2 = K⋄(̃i+ p̃)− αν ẽ

dν =
K⋄

ĩ+ p̃
− αν ẽ

ĩ+ p̃

elde edilir.

Burada ẽ = ĩM
⋄−dν (̃i+p̃)

ĩ+p̃
eşitliği yerine yazılırsa

d =
K⋄

ĩ+ p̃
−

αν ĩM
⋄−d(i+p)

ĩ+p̃

ĩ+ p̃
=

K⋄

ĩ+ p̃
− iM⋄

(̃i+ p̃)2
+

dν ĩ

ĩ+ p̃

ĩ(M⋄ −K⋄) =pK⋄ − dν p̃2
(

K⋄ + ξ

dν p̃+ ξν

)

bulunur. Son olarak ĩ = p̃K⋄−dν p̃
dν p̃+ξν

eşitlikte yerine yazılırsa

p̃
K⋄ − dν p̃

dν p̃+ ξν
(M⋄ −K⋄) =p̃K⋄ − dp̃2

(
K⋄ + ξ

dν p̃+ ξν

)
K⋄ − dν p̃

dν p̃+ ξν
(M⋄ −K⋄) =K⋄ − dν p̃

(
K⋄ + ξ

dν p̃+ ξν

)
p̃ =

K⋄(M⋄ −K⋄ − dν − ξν)

dν(ξν +M⋄ − 2K⋄)
=

γν + dν +∆ν

γν + dν +∆ν − 2ξν
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sonucuna ulaşılır. Böylece,

s̃ =
∆ν

(dν − βν)
(
γν+∆ν+dν−dν p̃

dν p̃+ξν

)
p̃+ dν p̃−∆ν

ẽ =
ξν p̃(ξν + γν + dν +∆ν)(γν + dν +∆ν − dν p̃)

αν(dν p̃+ ξν)2

ĩ =p̃
γν +∆ν + dν(1− p̃)

dν p̃+ ξν

p̃ =
γν + dν +∆ν

γν + dν +∆ν − 2ξν

r̃ =
γν p̃(γν + dν +∆ν + ξν)

∆νξν − dν p̃(γν + dν + ξν)

olmak üzere endemik denge noktası F̃ = (s̃, ẽ, ĩ, p̃, r̃) olarak bulunur.

3.3. Temel Üreme Sayısı

Kesirli türevli SEIPR salgın modeli için, yeni nesil matris yöntemi kullanılarak hastalıksız

denge noktasında R0 temel üreme sayısı hesaplanabilir [23, 58]. Bunun için

Dνe(θ) = βνsi− (αν +∆ν)e+ dνe(i+ p)

Dνi(θ) = ανe− (ξν + γν + dν +∆ν)i+ dνi(i+ p)

Dνp(θ) = ξνi− (γν + dν +∆ν)p+ dνp(i+ p)

denklemlerinin F̂ = (ŝ, ê, î, p̂, r̂) = (1, 0, 0, 0, 0) hastalıksız denge noktası için Jakobiyen

matrisi

J =


−L⋄ βν 0

αν −M⋄ 0

0 ξν −K⋄


şeklinde bulunur.

T ve V, J = T +V şartını sağlayan, sırasıyla, bulaşmayı ve taşınmayı gösterecek şekilde

iki matris olsun.
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Böylece,

T =


0 βν 0

0 0 0

0 0 0


ve

V =


−L⋄ 0 0

αν −M⋄ 0

0 ξν −K⋄


biçiminde alınır. Buradan

−T =


0 −βν 0

0 0 0

0 0 0


ve

V−1 =


− 1

L⋄ 0 0

− αν

L⋄M⋄ − 1
M⋄ 0

− ανξν

L⋄K⋄M⋄ − ξν

M⋄K⋄ − 1
K⋄


olarak bulunur. Böylece P = −TV−1 matrisi

P =


ανβν

L⋄M⋄
βν

M⋄ 0

0 0 0

0 0 0


şeklinde hesaplanır. P matrisinin özdeğerleri ise,

det[P− λI] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ανβν

L⋄M⋄ − λ ανβν

L⋄M⋄ 0

0 −λ 0

0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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⇒ λ2
( ανβν

L⋄M⋄ − λ
)
= 0

⇒ λ1 = λ2 = 0, λ3 =
ανβν

L⋄M⋄

olarak bulunur. P matrisinin öz değerlerinin en büyüğü R0 temel üreme sayısını verir. Yani

R0 =
ανβν

L⋄M⋄ =
ανβν

(αν +∆ν)(ξν + γν + dν +∆ν)
(3.4)

olacaktır.

3.4. Kararlılık

Tanım 3.4. α ∈ [0, 1) olmak üzere aşağıdaki denklem sistemini ele alalım:

Dαx(t) = f(x, y), Dαy(t) = g(x, y). (3.5)

Denge noktasının çözümleri f(xeq, yeq) = 0, g(xeq, yeq) = 0 ile tanımlıdır ve eğer denge

noktasındaki

A =

 ∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y


Jakobiyen matrisin λ özdeğerlerinin hepsi

| arg(λi)| >
απ

2
(3.6)

şartını sağlarsa sistem yerel asimptotik kararlıdır [3].

3.4.1. Hastalıksız Denge Noktasının Kararlılığı

SEIPR hastalık modeli için F̂ = (1, 0, 0, 0, 0) hastalıksız denge noktasının kararlılığını

inceleyelim.
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(3.1) denklem sisteminin hastalıksız denge noktasında s = 1 olduğu göz önünde bulundurulursa

bu noktadaki Jakobiyen matrisi

J(F̂) =



−∆ν 0 dν − βν 0 0

0 −(αν +∆ν) βν 0 0

0 αν −(ξν + γν + dν +∆ν) 0 0

0 0 ξν −(γν + dν +∆ν) 0

0 0 γν γν −∆ν


biçiminde elde edilir. J(F̂) Jakobiyen matrisinin öz değerleri

det[J(F̂)− λI] = 0

yardımıyla hesaplanır. Buradan

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−∆ν − λ 0 dν − βν 0 0

0 −(αν +∆ν)− λ βν 0 0

0 αν −(ξν + γν + dν +∆ν)− λ 0 0

0 0 ξν −(γν + dν +∆ν)− λ 0

0 0 γν γν −∆ν − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

olup, öz değerler

(∆ν +λ)2[(γν +dν +∆ν)+λ]
{
[(αν +∆ν)+λ][(ξν +γν +dν +∆ν)+λ]−ανβν

}
= 0

denkleminden elde edilir. Burada (3.3) eşitliği kullanılarak

(∆ν + λ)2
{
K⋄ + λ

}{
λ2 + (L⋄ +M⋄)λ+ L⋄M⋄ −N⋄

}
= 0

biçiminde yazılabilir. Böylece J(F̂) Jakobiyen matrisinin öz değerleri

λ1,2 =−∆ν

λ3 =−K⋄

λ4,5 =
−(L⋄ +M⋄)∓

√
(L⋄ +M⋄)2 − 4(L⋄M⋄ −N⋄)

2
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olarak bulunur. Eğer (L⋄+M⋄)2 > 4(L⋄M⋄−N⋄) olduğu kabul edilirse, Jakobiyen matrisin

tüm özdeğerlerinin bir reel sayı olduğu görülür. Burada ∆ν , γν ve dν birer pozitif reel sayı

olduğundan dolayı λ1 < 0, λ2 < 0 ve λ3 < 0 olacaktır. Böylece

L⋄ +M⋄ > 0 (3.7)

olduğu aşikardır. Eğer

|L⋄ +M⋄| >
√
(L⋄ +M⋄)2 − 4(L⋄M⋄ −N⋄) (3.8)

ise o halde λ4 < 0 ve λ5 < 0 olur. Dolayısıyla, özdeğerler λi < 0, i = 1, 2, 3, 4, 5

olduğundan dolayı | arg(λi)| > απ
2

şartını sağlayacaktır. Böylece F̂ hastalıksız denge noktası

yerel asimptotik kararlıdır sonucuna ulaşılır.

3.4.2. Endemik Denge Noktasının Kararlılığı

Lineer olmayan (3.1) denklem sisteminin F̃ = (s̃, ẽ, ĩ, p̃, r̃) endemik denge noktasının kararlılığını
incelemek için bu noktadaki Jakobiyen matrisin hesaplanması gerekir. Kısalık için (3.3) deki
eşitlikler kullanılacaktır.

J(F̃) =



−∆ν + (dν − βν )̃i+ dν p̃ 0 (dν − βν)s̃ dν s̃ 0

−βν ĩ −L⋄ + dν (̃i+ p̃) βν s̃+ dν ẽ dν ẽ 0

0 αν −K⋄ + 2dν ĩ+ dν p̃ dν ĩ 0

0 0 ξν + dν p̃ −M⋄ + dν ĩ+ 2dν p̃ 0

0 0 γν + dν r̃ γν + dν r̃ −∆ν + dν (̃i+ p̃)



olup 3I − 4I → 3I elementer sütun işlemleri yardımıyla,

J(F̃) =



−∆ν + (dν − βν )̃i+ dν p̃ 0 −βν s̃ dν s̃ 0

−βν ĩ −L⋄ + dν (̃i+ p̃) βν s̃ dν ẽ 0

0 αν −K⋄ + 2dν ĩ+ dν p̃ dν ĩ 0

0 0 L⋄ + dν (̃i+ p̃) −M⋄ + dν ĩ+ 2dν p̃ 0

0 0 0 0 −∆ν + dν (̃i+ p̃)


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elde edilir. Yine matrise 3S + 4S → 4S işlemleri uygulanırsa

J(F̃) =



−∆ν + (dν − βν )̃i+ dν p̃ 0 −βν s̃ dν s̃ 0

−βν ĩ −L⋄ + dν (̃i+ p̃) βν s̃ dν ẽ 0

0 αν −K⋄ + dν (̃i+ p̃) dν ĩ 0

0 αν 0 −M⋄ ++2dν (̃i+ p̃) 0

0 0 0 0 −∆ν + dν (̃i+ p̃)



sonucuna ulaşılır. J(F̃) matrisinin özdeğerlerinin hepsi λi < 0 şartını sağlarsa sistem yerel

asimptotik kararlıdır. Böylece det[J(F̃)− λI] = 0 eşitliğinden özdeğerler için

⇒
{
−∆ν + (dν − βν )̃i+ dν p̃− λ

}{
dν (̃i+ p̃)−∆ν − λ

}{{
− L⋄ + dν (̃i+ p̃)− λ

}
{
−M⋄ + dν (̃i+ p̃)− λ

}{
−K⋄ + 2dν (̃i+ p̃)− λ

}
− ανdν ẽ

{
−M⋄ + dν (̃i+ p̃)− λ

}
− ανβν s̃(1− βν ĩ)

{
−K⋄ + 2dν (̃i+ p̃)− λ

}}
= 0

⇒
{
−∆ν + (dν − βν )̃i+ dν p̃− λ

}{
dν (̃i+ p̃)−∆ν − λ

}{
−K⋄ + 2dν (̃i+ p̃)− λ

}{{
− L⋄ + dν (̃i+ p̃)− λ

}{
−M⋄ + 2dν ĩ+ dν p̃− λ

}
− ανβν s̃(1− βν ĩ)

}
= 0

eşitliği elde edilir. Kısalık için

A⋄ = −∆ν + (dν − βν )̃i+ dν p̃,

B⋄ = dν (̃i+ p̃)−∆ν ,

C⋄ = −K⋄ + 2dν (̃i+ p̃),

D⋄ = −L⋄ + dν (̃i+ p̃),

E⋄ = −M⋄ + dν (̃i+ p̃),

alınırsa,

(A⋄−λ)(B⋄−λ)
{
(C⋄−λ)(D⋄−λ)(E⋄−λ)−ανdν ẽ(E⋄−λ)−ανβν s̃(1−βν ĩ)(C⋄−λ)

}
= 0

sonucuna ulaşılır. Buradan
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λ5 − λ4(A⋄ +B⋄ + C⋄ +D⋄ + E⋄) + λ3
{
− C⋄D⋄ − E⋄(C⋄ +D⋄)

− (A⋄ +B⋄)(C⋄ +D⋄) + (A⋄ +B⋄)E⋄ − A⋄B⋄ + dν ẽ+ ανβν s̃(1− βν ĩ)
}

− λ2
{
C⋄D⋄E⋄ + (A⋄ +B⋄)C⋄D⋄ + (A⋄ +B⋄)(C⋄ +D⋄)E⋄ + A⋄B⋄(C⋄ +D⋄)

+ A⋄B⋄E⋄ − ανdν ẽE⋄ − ανβν s̃(1− βν ĩ)C⋄ − (A⋄ +B⋄)(ανdν ẽE⋄ − ανβν s̃(1− βν ĩ))
}

+ λ
{
(A⋄ +B⋄)C⋄D⋄E⋄ + (A⋄ +B⋄)(ανdν ẽE⋄ − ανβν s̃(1− βν ĩ)C⋄)− A⋄B⋄C⋄D⋄

− A⋄B⋄(C⋄ +D⋄)E⋄ + A⋄B⋄(ανdν ẽE⋄ − ανβν s̃(1− βĩ)
}

− A⋄B⋄C⋄D⋄E⋄ + A⋄B⋄(ανdν ẽE⋄ − ανβν s̃(1− βν ĩ)C⋄ = 0 (3.9)

biçiminde 5. dereceden bir denklem elde edilir.

Önceki bölümde tanıtılan Routh-Hurwitz kriterlerini kullanabilmek için,

a1 =− (A⋄ +B⋄ + C⋄ +D⋄ + E⋄)

a2 =C⋄D⋄ − E⋄(C⋄ +D⋄) + (A⋄ +B⋄)(C⋄ +D⋄)− (A⋄ +B⋄)E⋄ + A⋄B⋄

− dν ẽ− ανβν s̃(1− βν ĩ)

a3 =− {C⋄D⋄E⋄ + (A⋄ +B⋄)C⋄D⋄ + (A⋄ +B⋄)(C⋄ +D⋄)E⋄ + A⋄B⋄(C⋄ +D⋄)

+ A⋄B⋄E⋄ − ανdν ẽE⋄ − ανβν s̃(1− βν ĩ)C⋄ − (A⋄ +B⋄)(ανdν ẽE∗ − ανβν s̃(1− βν ĩ))}

a4 =−
{
(A⋄ +B⋄)C⋄D⋄E⋄ + (A⋄ +B⋄)(ανdν ẽE⋄ − ανβν s̃(1− βν ĩ)C⋄)− A⋄B⋄C⋄D⋄

− A⋄B⋄(C⋄ +D⋄)E⋄ + A⋄B⋄(ανdν ẽE⋄ − ανβν s̃(1− βĩ)
}

a5 =− A⋄B⋄C⋄D⋄E⋄ + A⋄B⋄(ανdν ẽE⋄ − ανβν s̃(1− βĩ)C⋄

olarak alınır.

Böylece F̃ = (s̃, ẽ, ĩ, p̃, r̃) endemik denge noktasında A⋄, B⋄, C⋄, D⋄, E⋄ değerleri ve

parametre değerleri kullanılarak a1, a2, a3, a4, a5 değerleri hesaplanabilir. Eğer Routh-Hurwitz

kriterleri sağlanıyorsa verilen sistem kararlıdır.
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3.5. Kesirli Türevli SEIPR Modelinin Türkiye Verilerine Göre Nümerik Çözümü

Bu bölümde, kesirli türevli SEIPR hastalık modeline karşılık gelen (3.1) denklem sisteminin

nümerik çözümleri, genel kesirli türev operatörü yerine sırasıyla Caputo, Caputo-Fabrizio ve

Atangana-Baleanu kesirli türev operatörleri alınarak ayrı ayrı elde edilmiştir.

Kesirli türevli denklem sistemlerinin nümerik çözümü için [69] makalesinde verilen (27)-(29)

formülleri kullanılmıştır. Nümerik çözümler elde edilirken kullanılan veriler ve parametre

değerleri 2.5.1 ve 2.5.2. Bölümlerde kullanılan değerlerle aynı alınmıştır. Böylece, farklı

kesirli türev içeren modeller arasında, bu problem özelinde, hangisinin gerçek verilere daha

yakın sonuçlar verdiğinin belirlenmesi amaçlanmıştır.

Her iki döneme ait parametre değerleri kullanılıp ν = 0.5 olarak alındığında, birinci dönem

için temel üreme sayısı R0 = 0.00454056, ikinci dönem için ise R0 = 0.00282518 olarak

bulunmuştur. Her iki dönemi için R0 < 1 olduğundan, Ê = (1, 0, 0, 0, 0) hastalıksız

denge noktasında kararlı olduğu söylenebilir. Böylece (3.1) sisteminin her çözümü bu denge

noktasına yaklaşır ve hastalık popülasyondan kaybolur (bkz. Şekil 3.1-Şekil 3.6). Temel

üreme sayısından bağımsız olarak, (3.7) ve (3.8) ile verilen eşitsizliklerden yararlanılarak da

(3.1) denklem sisteminin hastalıksız denge noktasında kararlı olduğu görülebilir.

Endemik denge noktasının kararlılığı için, a1, a2, a3, a4, a5 değerleri birinci dönem için

a1 = −1.82198, a2 = 1.53372, a3 = 0.229255, a4 = −0.0232135, a5 = 0.00596176

ve ikinci dönem için a1 = −2.0239, a2 = 1.83881, a3 = 0.333511, a4 = −0.070051,

a5 = 0.010388 olarak elde edilir. Buradan Routh-Hurwitz kriterlerinin sağlanmadığı, yani

endemik denge noktasının kararlı olmadığı görülür.

Ayrıca Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli türevli modellerin nümerik

çözümlerinin hatalarını karşılaştırmak için RSS (Root Sum Squared) değeri her iki dönem

için de ν = 0.95, ν = 0.90 ve ν = 0.85 alınarak hesaplanmıştır. Bu hesaplama için

RSS =

√√√√ 62∑
i=1

(
pi (Gerçek Değer)− p̃i (Yaklaşık Değer)

)2

formülü kullanılmıştır. Sonuçlar 3.1. ve 3.2. Tablolarla verilmiştir.
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Birinci dönem için RSS değerleri
ν Caputo Caputo-Fabrizio Atangana-Baleanu
0.95 667.408912590456 667.408912636955 667.408912590456
0.90 753.483299790573 718.689026375766 769.619981517903
0.85 864.372119478276 787.584795829203 900.992439248238

Tablo 3.1. Birinci dönem verilerine göre kesirli türevli denklemlerden elde edilen RSS
değerleri

İkinci dönem için RSS değerleri
ν Caputo Caputo-Fabrizio Atangana-Baleanu
0.95 304.034207394048 304.034207390804 304.034207394048
0.90 346.157907298169 330.752085895104 353.610546416230
0.85 400.229513562007 364.826073429137 417.745878567381

Tablo 3.2. İkinci dönem verilerine göre kesirli türevli denklemlerden elde edilen RSS
değerleri
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Şekil 3.1. Birinci dönem verileri kullanılarak Caputo kesirli türevli modelden çeşitli ν
değerleri için elde edilen p fonksiyonları ile gerçek değerlerin grafikleri

Şekil 3.2. İkinci dönem verileri kullanılarak Caputo kesirli türevli modelden çeşitli ν
değerleri için elde edilen p fonksiyonları ile gerçek değerlerin grafikleri
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Şekil 3.3. Birinci dönem verileri kullanılarak Caputo-Fabrizio kesirli türevli modelden
çeşitli ν değerleri için elde edilen p fonksiyonları ile gerçek değerlerin grafikleri

Şekil 3.4. İkinci dönem verileri kullanılarak Caputo-Fabrizio kesirli türevli modelden çeşitli
ν değerleri için elde edilen p fonksiyonları ile gerçek değerlerin grafikleri
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Şekil 3.5. Birinci dönem verileri kullanılarak Atangana-Baleanu kesirli türevli modelden
çeşitli ν değerleri için elde edilen p fonksiyonları ile gerçek değerlerin grafikleri

Şekil 3.6. İkinci dönem verileri kullanılarak Atangana-Baleanu kesirli türevli modelden
çeşitli ν değerleri için elde edilen p fonksiyonları ile gerçek değerlerin grafikleri
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4. SONUÇ VE GÖZLEMLER

(2.2) sisteminin verilen parametre ve başlangıç değerleriyle elde edilen nümerik çözümleri

hastalığın her iki dönemde de popülasyondan kaybolma eğiliminde olduğunu göstermektedir.

Ayrıca ikinci dönemdeki zatürre olan hastaların sayısının birinci dönemdekilerden daha az

olduğu, yani ikinci dönemde uygulanan aşının da etkisiyle, zatürre hasta sayısındaki düşüşün

devam ettiği görülmektedir. T.C. Sağlık Bakanlığı verileri ile karşılaştırıldığında elde edilen

sonuçların gerçek değerlerle tutarlı olduğu söylenebilir (bkz. Şekil 2.1. ve Şekil 2.2.).

Diğer faktörler sabit olduğunda bir hastalığa karşı toplumdaki bağışık birey sayısının artması

o hastalığın insidansının azalmasını sağlar [78]. Bu çalışmada her dönem için insidans

oranları hesaplanmış ve ikinci dönemde azalma olduğu gözlemlenmiştir. Başka bir deyişle,

toplumda bağışıklama ikinci dönemde artmıştır. Tüm bunlara ek olarak ikinci aşının aşı

etkililiğinin 0.57, yani koruyuculuğunun %57 olduğu görülür. Böylece ikinci aşının hastalığın

zatürreye evrimi ile mücadelede olumlu etkileri olduğu söylenebilir.

Çalışmada kullanılan tüm kesirli türevli SEIPR modelleri için de benzer sonuçlara ulaşılmıştır.

Yaklaşık değerler, ν değerleri 1 değerinden uzaklaştıkça gerçek değerlerden uzaklaşsa da

hastalığın her iki dönemde de popülasyondan kaybolma eğiliminde olduğu ve zatürre olan

hastaların sayısının ikinci dönemde azaldığı söylenebilir (bkz. Şekil 3.1.-3.6.).

Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli türevli SEIPR hastalık modellerinin

nümerik çözümleri karşılaştırıldığında, 3.1.-3.6. Şekillerdeki grafiklerden de görülebildiği

gibi, gerçek değerlere en yakın çözüm, her iki dönem için de Caputo-Fabrizio kesirli türevli

sistemden elde edilmiştir. Bu sonuca ayrıca, 3.1. ve 3.2. Tablolarda çeşitli ν değerleri için

hesaplanan en düşük RSS değerinin yine Caputo-Fabrizio kesirli türevli sisteme ait olmasıyla

da ulaşılabilinir.
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