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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

HEISENBERG GRUBUNUN GEOMETRISi VE HEISENBERG
GRUBUNDA OZEL EGRILER

Hiilya BASEGMEZ

Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstittusu
Matematik Anabilim Dali
Agustos 2011, 68 sayfa

Danigman: Dog. Dr. Levent KULA

Bu yiiksek lisans tezi dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde calismamizda kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.
Ikinci boliimde ilk olarak R™, n x n tipindeki matrislerin ciimlesi olan M, (R) ve
genel lineer grup GL(n,R) nin manifold yapilar1 incelendi. Daha sonra da Lie
grup yapilarina bakildi.

Uciineii boliim, caligmamizin esas kismudir.  Bu boliimde, 6ncelikle Ny, H ve
H* Heisenberg gruplart ve ozellikleri verildi, ardindan grup yapilari, manifold
yapilar1 ve Lie grup yapilari incelendi.

Dordiincii boliimde, H* Heisenberg grubundaki egrilerin helis ve slant helis olma

karakterizasyonlar: incelendi.

Anahtar Kelimeler: Heisenberg Grubu, Lie Grubu, Lie Cebiri, Slant Helis



ABSTRACT

Master Thesis

THE GEOMETRY OF HEISENBERG GROUP AND SPECIAL
CURVES IN HEISENBERG GROUP

Hiilya BASEGMEZ

Ahi Evran University
Institute of Science and Technology
Department of Mathematics
August 2011, 68 pages

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Levent KULA

This master thesis consist of four parts.

The first chapter, fundamental definitions and theorems used in our study are
given.

In second chapter, firstly manifold strucrure of R”, the group of all n x n ma-
trices with real enries M, (R) and general linear group over the real numbers are
examined. Afterwards, Lie groups structure of theese manifolds are given.
Third chapter is original part of our study. In this chapter, firstly, N3, H and H*
Heisenberg groups and their properties are given, later group structures, manifold
structures and Lie group structures of these groups was examined.

The fourth chapter, the characterizations to be helix and slant helix of curves

in Heisenberg group H* are examined.

Key Words : Heisenberg Group, Lie Group, Lie Algebra, Slant Helix
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Yiksek Lisans ¢aligmalarim boyunca beni yonlendiren, aragtirmalarimin her a-
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1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boltimde, manifold, Lie grubu, Lie cebiri ve caligmamizda,
gerekli olan bazi tanimlar, teoremler ve notasyonlar hatirlatilacaktir.

Tanim 1.1 X bog olmayan bir climle ve 7 ailesi de P(X) kuvvet
ciimlesinin herhangi bir alt climlesi olsun. Eger 7 C P(X) agagidaki
ozelikleri saglarsa, 7 ya X {izerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine de
bir topolojik uzay denir.

T1) @,X €7 dur.

T2) 7 dan alinan herhangi sayida elemanin birlesimi 7 ya aittir;
yani, I (sonlu veya sonsuz) herhangi bir indis ciimlesi olmak
tizere, V {Ui},c; € 7 icin, |, U; € 7 dur.

T3) 7 dan alinan sonlu sayida elemanlarin kesigsimi 7 ya aittir;
yani, J sonlu indis ciimlesi olmak tizere, V {U;},.; € T icin,
Nie;s Ui € T dur [12].

Tanim 1.2 X, bir topolojik uzay olsun. x # y ozelligindeki V z,y €
Xicinx e U, yeVveUNV = & olacak gekilde U, V' € 7 kiimeleri
varsa X topolojik uzayma bir Hausdorff uzayi denir [12].

Tanim 1.3 X ve Y iki topolojik uzay olsun. Bir f : X — Y
fonksiyonu icin,

(i) f stirekli,
(ii) f~! ters fonksiyonu mevcut,
(iii) f~! siirekli,
ise f fonksiyonuna X den Y ye bir homeomorfizm denir [12].

Tanim 1.4 p = {p1,p2,...,pn} € R" ve 1 < i < n olmak tizere,
p — ui(p) =ui(p,p2,-..,pn) = pi



fonksiyonlarma R” in dogal koordinat fonksiyonlar: veya Oklidyen
koordinat fonksiyonlar1 ve {uy,us,...,u,} sistemine de Oklidyen
koordinat sistemi denir [17].

Tanim 1.5 R” in bir U agigindan reel sayilara tanimh bir f fonksi-
yonunun her mertebeden kismi tiirevleri mevcut ve siirekli ise f ye
diizgiindiir denir.

dia f

8ui1 e auiq’

v, I<u<n, 1<Ii<yq
kismi tiirevleri meveut ve siirekli ise f ye C9 simfindandir denir. A
den R ye tanimli biitiin diizgiin fonksiyonlarin ctimlesi bir halkadir

ve bu halka F(M) veya C*°(M,R) ile gosterilir [17].

Tanim 1.6 S bir topolojik uzay olsun. S nin bir U acigindan R”
in bir £(U) acik ciimlesine giden £ homeomorfizmine n—boyutlu bir
koordinat sistemi veya harita denir.

§:UCS—&U)CR

olmak tizere, V p € U igin,

g(p) - {xl(p)a e SEn(p)}

dir. Burada x; = u;0& : U C S — R fonksiyonlarina S topolojik
uzayimda £ nin koordinat fonksiyonlar: denir [17].

Tanim 1.7 S tlizerinde n—boyutlu koordinat sistemleri olan & ve n
doniisiimlerinin diizgiin kesismesi icin gerek ve yeter sart no ¢! ve
£ on~! diizgiin olmasidir [17].

Acgikca, £ : U CS = EU)CR"ven:VCS—nlV)CR"
ise, 0 zaman Eon~ ! : E(UNV) — n(UNV) seklinde tanimhdir ve
ters fonksiyonu olan 1o £~! de onun tersi yonde tanimhdir.

Tanim 1.8 Bir S topolojik uzay1 tizerinde, n—boyutlu bir A at-
las1 .S deki n—boyutlu koordinat sistemlerinin asagidaki onermeleri
saglayan kolleksiyonudur:



Al) S nin her bir noktasi A4 daki en az bir koordinat sisteminin
tanim bolgesinde bulunur.

A2) A daki herhangi iki koordinat sistemi diizgiin kesisirler. Yani,
V& ne Aigin

¢ ve 1 diizgiin kesisirler & no &1 ve £ o™t diizgiindiir
[17].

Tanim 1.9 A, S topolojik uzay:1 tlizerinde n—boyutlu bir atlas
olsun. A nin her bir koordinat sistemiyle diizgiin kesigsen S deki
her koordinat sistemi yine A nin elemani oluyorsa, bu A atlasina
n—boyutlu tam atlas denir [17].

Tanim 1.10 M Hausdorff uzay1 iizerinde n—boyutlu bir tam atlas
varsa bu uzaya n—boyutlu diizgiin manifold denir [17].

Bu tezde, manifold deyince diizgiin manifold anlasilacaktir.

Tanim 1.11 M ve N iki manifold ve ¢ : M — N diizgin bir
doniisiim olmak iizere ¢! : N — M ters doniisiimii de diizgiin ise
¢ ye bir diffeomorfizm denir [17].

Teorem 1.12 M, n—boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda,
£:U C M — £U) C R"” koordinat sistemi bir diffeomorfizmdir
[17].

Teorem 1.13 M bir manifold olsun. N, M nin bir acik alt kiimesi
ise N, M nin bir alt manifoldudur ve N ye M nin acik alt manifoldu
denir [3].

Tanim 1.14 M bir manifold olsun. p € M igin,

v, : §(M) — R
f — Up(f)

reel degerli fonksiyonu asagidaki onermeleri saghyorsa, v, ye p € M
de bir tanjant vektor denir:



(i) vp, R-lineerdir. Yani, a,b € R ve f,g € F(M) olmak {izere,

vplaf +bg) = avp(f) + bup(g)

dir.
(ii) vy, Leibniz kuralini saglar. Yani, p € M ve f,g € §(M) olmak
uzere,
v(f9) = vp(f)g(p) + f(p)un(9)
dir [17].

M manifoldunun bir p € M noktasindaki biitiin tanjant vektorlerinin
ciimlesi,

T,(M) ={v,: §(M) — R|v,, R — lineer ve Leibniz kuralin1 saglar}
ile gosterilir. T),(M) ciimlesi iizerinde

+ : TP(M) X TP(M) — TP(M)
(vp o up) — Upt U

(0p +up)(f) = vp(f) +up(f), VS € TFM) (1.1)

R X TP(M) — TP(M)
(¢ , v) —

(cop)(f) = cvp(f), YV eF(M) (1.2)

biciminde tanmimlanan toplama ve skalerle ¢arpim islemleriyle bir-
likte bir reel vektor uzayr olur. T,(M) vektér uzayma M nin p
noktasindaki tanjant uzay1 denir [17].

Tanim 1.15 M bir manifold ve £ = (z1,22,...,2,), p € M de bir
koordinat sistemi olsun. f € §(M) ise
0

8%‘19.

ail, F(M)— R, (1<i<n)



olmak tiizere,

of (fol™) :
= 5 1<i<
) = ), (1<i<n
biciminde tanimlanir. Burada wuq, us, ..., u, R" in dogal koordinat

fonksiyonlaridir ve p € M igin 52 (p), (1 < ¢ < n) birer tanjant

vektordiir [17].

Teorem 1.16 M bir manifold ve ¢ (x1,...,2,), p € M de

bir koordinat sistemi olsun. {i(p), %(p), Ce aixn(p)} ciimlesi

8331
T,(M) nin bir bazidir [17].

Tanim 1.17 ¢ : M — N duzgun donisim olsun. p € M, v, €
T,(M) ve g € §(N) igin,

Dup(vp)(g) = ddp(vp)(g) = vp(g o @) (1.3)

seklinde taniml
¢*p = d¢p : Tp(M) — Td,(p)(N)

lineer fonksiyonuna p € M de ¢ nin diferensiyel doniigimii denir
[17].

Tanim 1.18 /, R nin acik bir araligi olmak tizere, diferensiyellene-
bilen bir

a: I —-R"
doniigiimiine, R™ uzay1 i¢inde bir egri denir [18].
Bir t € I degerine karsilik egrinin elde edilen «/(t) noktasi,
a(t) = (aq(t), as(t), ..., an(t))
seklindedir. Buradaki «; fonksiyonlar:

a: I =R, (1<i<n)



bi¢iminde tanimli olup, diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. M nin
a(t) noktasindaki koordinat fonksiyonlar1 {z1, xs, ..., x,} ise,

a=x;0a, (1<i<n)
bicimindedir.
Tanim 1.19 « : I — M bir egri olsun. a nin V ¢t € I noktasindaki,

_ da <da1 doy,,

@)= 5], = (G0 GH0) € Ty 0)

t

vektoriine egrinin hiz vektorii denir ve (a(t), o/(t)) ikilisi bir tanjant
vektor olup, bu vektor kisaca o/ (t) seklinde gosterilir [17].

Tanim 1.20 Bir M manifoldu tizerindeki bir vektor alani, mani-
foldun her noktasina o noktadaki tanjant uzayin bir elemanini karsi-

lik getiren dontisimdir. V, M iizerinde bir vektor alam ve f €
S(M) ise

V) =V(f), YpeM

ile tanimh V' f, M tizerinde reel degerli bir fonksiyondur. Her f €
§(M) icin V f diizgiin bir fonksiyon ise V' ye diizgiindiir denir. M
tistiinde tanimlanan tiim diizgiin vektor alanlarinin climlesi y (M)
ile gosterilir. f € F(M) ve V, W € x(M) olmak iizere,

V) = f®)Vp, peM
V+W), = V,+W,

islemleriyle birlikte y (M) kiimesi §(M) halkas: tizerinde bir modiil-
diir. Ayrica V, W € x(M), fe M) igin V+W € x(M) ve
fV e x(M) dir [17].

Tanmim 1.21 £ = (1, 29,...,2,), U C M iizerinde bir koordinat
sistemi olsun. O zaman her 1 <4 < n i¢in her p € U ya 0;|, tanjant
vektoriinii kargilik getiren 0; = 6%1» diizgiin vektor alanina £ nin 1.
koordinat vektor alam denir [17].



Tanmim 1.22 x (M), M iizerinde tanmimlanan diizgiin vektor alan-
larinin uzay1 olmak tizere, x (M) tizerinde bracket operatorii olarak
bilinen,

[T X (M) x x (M) = x(M)
(V. W) — [V.W]
islemi agagidaki ozellikleri sagliyor ise y (M) vektor uzayma | , |

operatorii ile x (M) tizerinde Lie cebiri denir;
(i) Bilineerlik 6zeligi; V V. W, X € x(M) ve V a,b € R igin

AV + oW, X] = a[V, X]+ bW, X],
[X,aV +bW] = a[X,V]+b[X, W]

(ii) Antisimetrik (alterne) olma ozeligi; V V, W € x (M) igin;

VW] = -[V,W].
(iii) Jakobi 6zdegligi; V V, W, X € x(M) olmak tizere;
[V, [W, X+ [W, [X, V] + [X, [V, W]] = 0
dur [17].

Tanim 1.23 M manifoldunun bir p € M noktasindaki tanjant
uzay1 T,(M) olsun. T,(M) nin cebirsel duali olan T;;(M) uzayima
M nin p noktasindaki kotanjant uzay1 denir ve

T (M) = {v*[v* : T,(M) — R, v" lineer}

ile gosterilir. T;(M) nin her bir elemanna, p € M noktasinda
kotanjant vektor adi verilir [9)].

Tanmim 1.24 M manifoldunun her bir p noktasina T}y (M) kotanjant
uzayinin bir elemanini kargilik getiren fonksiyona, M iistiinde bir
1—form denir. 1—formlarm ciimlesi x*(M) ile gosterilir.



Tanim 1.25 f € F(M) olsun. p € M, v, € T,(M) igin
(df)p(vp) = vp(f) (1.4)

esitligiyle tanimlanan
(df)p : T,(M) — R

fonksiyonuna f fonksiyonunun p noktasindaki diferensiyeli denir. M
uzayimin her bir p noktasina

df :p — (df)
fonksiyonunu kargilik getiren df fonksiyonuna f fonksiyonunun di-

ferensiyeli denir. Agikca df, M uzay: tistiinde bir 1—formdur [18].

U C M iizerinde bir koordinat sistemi £ = (1,2, ...,x,) olsun.
df doniigimiinde f yerine x; alinirsa, U tlizerinde dxq,dxs, ..., dx,
koordinat 1—formlarini elde edilir.

0 0 ox;
i <a> = o, = gy, =%

oldugu i¢in x (M) uzaymin standart bazi olan

0 1< <n
6561‘. X U x

ile x*(M) uzaymin standart baz olan

{dx; : 1 <i<n}
bazi, dual bazlardir [17].

Tanim 1.26 = = (21,22, ...,Z,), ¥ = (Y1,Y2,--.,Yn) € R" i¢in

n

d(z,y) = | > (i — ;)2

i=1

geklinde tamimlanan d : R" X R" — R fonksiyonuna R" iizerinde
Oklid metrigi denir [15].



Tanim 1.27 M bir manifold, M tstiindeki vektor alanlarinin uzayi
X (M) ve diizgiin fonksiyonlarin ciimlesi de §(M) olmak tizere,

() x(M) x x(M) = §(M)

doniisimi asagidaki onermeleri sagliyorsa, bu doniigtime M tizerinde
Riemann metrigi ya da metrik tensor denir:

(i) (, ) dontigiimii 2-lineerdir, yani a,b € R olmak iizere
(aX1+bX5,Y) = a(X,Y)+0(Xs,Y), X1, X5, Y € x(M),
(X,aY1 +b0Ys) = a(X, Y1) +b(X,Ys), X,Y1,Y5€ x(M).
(ii) (, ) doniigimi simetriktir, yani

(X,V)=(Y,X), X, Yex(M).

(iii) (, ) doniisiimii pozitif tanimhdir,

(X,X) >0, (X, X)=0&X=0, XexM).

Uzerinde Riemann metrigi tamimlanmis olan diizgiin manifolda ise
Riemann manifoldu denir ve (M, (, )) ile gosterilir [11].

Tanim 1.28 M, n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve M iistiin-
deki diizgiin vektor alanlarinin uzay1 x(M) olsun.

D x(M)x x(M) = x(M)
(X,Y) = DyxY

operatori,, V f € F(M) ve X, Y, Z € x(M) i¢in,

D1) Dx(Y+Z)=DxY + DxZ,
D2) Dx4v)Z =DxZ+ DyZ,
D3) DyxY = fDxY,

D4) Dx(fY) = fDxY + X[f]Y,



onermelerini sagliyor ise D ye M {izerinde bir lineer koneksiyon (afin
koneksiyon) denir ve Dy ise X vektor alan1 yoniinde kovaryant tiirev
olarak adlandirilir. Ayrica,

D5) DxY —DyX =[X,Y] (sifir torsiyon 6zeligi),

D6) X[Y,Z)]=(DxY,Z)+(Y,Dx7)  (koneksiyonun metrikle
bagdagmasi 6zeligi),

onermeleri de saglaniyor ise D, M nin Riemann koneksiyonu ya da
Levi-Civita koneksiyonu olarak adlandirilir ve D yerine genellikle V
sembolii kullanilir. Levi-Civita koneksiyonu genellikle

2VYY,Z) = X(Y.Z)+Y(Z X)— Z(X,Y)
Koszul formiiliiyle karakterize edilir. (D5) 6zeligine sahip D konek-

siyonuna, simetrik koneksiyon da denir. Su halde Riemann konek-
siyonu bir simetrik koneksiyondur [17].

Teorem 1.29 M, bir Riemann manifoldu olsun. O zaman, M
tizerindeki metrik tensoriin ifadesi;

< , > = ngdl’@@dl‘]

i,j=1

dir. Burada x1, 29, ..., 2, ile M nin koordinat komsulugundaki ko-
ordinat fonksiyonlar1 gosterilmektedir [11].

Tanim 1.30 M bir Riemann manifoldu, D, M nin Levi-Civita
koneksiyonu ve g de M nin metrigi olsun. V XY, Z W € y(M)
i¢in,

R: x(M) x x(M) x x(M) x x(M) — §(M)
X , Y , Z ., W) = RX)Y,ZW)
R(X,Y,Z,W) = (X,R(Z,W)Y) = g(X, R(Z,W)Y))

10



olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore Riemann-Christoffel
egrilik tensorii denir. Burada ,

R: x(M) x x(M) x x(M) —  x(M)
(X , Y , Z) — RX,)Y.Z) =R(X,Y)Z

R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dy Z
= ([Dx,Dy] = Dixy))Z

bi¢giminde tamimli fonksiyona Riemann egrilik tensori adi verilir
[11].

Riemann egrilik tensortiniin diger bir ifadesi de

3
!
R(ej, ex)e; = g R;er
=1

seklindedir. Bu esitlikteki Ré i katsayilarma A nin Riemann egrilik
tensoriiniin katsayilar: denir [10].

Teorem 1.31 Bir (yar1) Riemann manifoldu M ve M iizerindeki
Riemann koneksiyonu D olsun. Buna gore asagidaki bagintilar, M
lizerinde gecerlidir:

(i) R
(i) R
(i) g(R(X,Y)Z, W)+ g(R(X, Y)W, Z) =0,
(iv) g(R(X,Y)Z, W) = g(R(Z,W)X,Y) [11].

(X,Y)Z + R(Y, Z)X =0,
(X, Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0, (Birinci Bianchi 6zeligi),

Tanim 1.32 G bir grup, ayni1 zamanda da diizglin bir manifold
olsun. Bu durumda V a € G icin ters eleman a~' olmak iizere,

. GxG — G ()G — G

(a,b) — ab a — al

doniigiimleri diizgiin ise, G ye bir Lie grubu denir [17].
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Tanim 1.33 G bir Lie grubu ve a € G olsun.

L,: G — G
g — Li(g) =ayg
ve

R,: G — ¢
g — Ri(g)=ga

biciminde tanmimli diffeomorfizmlere, sirasiyla, a € G ile belirli sol
carpim (sol Gteleme) ve sag carpim (sag Gteleme) denir [12, 11].

Tanim 1.34 G, bir Lie grubu ve V a € G i¢in sol ve sag carpimlar,
sirasiyla, L, ve R, olsun. X € x(G) olmak iizere

dL, = (Ly)s« 0 Ta(g) — Tg(ag)
Xy — (La)s(Xy) = Xgg

h dR, = (Ry)«: Talg) — Ta(ga)
Xy — (Ra)«(Xy) = Xya

biciminde tanimli dontigimlere, sirasiyla, sol grup paralelizmi ve sag
grup paralelizmi denir [12, 11].

Tanim 1.35 G, bir Lie grubu ve G lizerinde bir vektor alani X
olmak tizere, V a, g € G icin;

(La)+(Xy) = Xog

ise X vektor alanina bir sol-invaryant vektor alani denir.

Sol invaryant vektor alanlar1 diizgiindiir. Vektor alanlarinin
aligilmig toplama ve skalerle ¢arpim islemleri sol invaryant vektor
alanlarinin ciimlesini bir vektor uzayi yapar. Bu vektor uzayi xr(G)
ile gosterilir. x1(G) de [, | parantez operatorii tamimlanarak x(G)
bir Lie cebiri olur. x1(G), boyG = n (sonlu) boyutuna sahiptir
11, 17].
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Teorem 1.36 X € x;(G) elemanim X, € T,(G) vektor alanina
dontistiiren,

: XL(G) — Te(G)

doniigtimii bir lineer izomorfizmdir. Bu izomorfizm x(G) = T.(G)
bi¢iminde gosterilir. Burada e, G nin grup iglemine gore birim ele-
manidir [17].

Tanmim 1.37 G, Lie grubu tizerinde tamimh ( , ) metrigi, V a,b € G
ve V u,v € TpG icin,

(u, U>b = ((dLa)bu, (dLa)bU >ab (15)

sartin1 sagliyorsa ( , ) metrigine sol invaryanttir denir. Benzer
sekilde ( , ) metrigi V a,b € G ve ¥V u,v € TG igin,

(u, U>b = ((dRa)bu, (dRa)bU, >ba (16)

sartin1 saghiyorsa ( , ) metrigine sag invaryanttir denir. Hem sol
invaryant hem de sag invaryant olan bir Riemann metrigine bi-
invaryant metrik denir [8].

Teorem 1.38 G, Lie grubu tizerindeki sol invaryant (sag invaryant)
metrikler ile G nin g Lie cebiri tizerindeki i¢ carpimlar1 arasinda
bijektif egleme vardir [8].

Ispat. G fizerindeki metrik sol invaryant ise o zaman V a € G ve
YV u,v € T,G igin,

(u,v)y = (d(Lgo0 Lg-1)qu,d(Lg 0 Ly-1)a0)q
= (d(La)e((dLg-1)att), (dLa)e((dLa-1)av))a
= ((dLg-1)att; (dLg-1)av)e
yazabiliriz.

Bu esitlik metrigin g = T.G ye kisitlamasi ile tam olarak ifade
edilebilir. Tersine, g tizerindeki i¢ ¢arpim ( , ) olsun ve V g € G ve
vV u,v € T,G icin,

(u,v)g = ((dLg—1)gu, (dLg1)4v) (1.7)
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dir. Agk olarak ( , ), i¢c capum ailesi, G iizerindeki Riemann
metrigini verir. Sol invaryanthig ispatlamak icin zincir kurali ve sol
otelemelerin grup izomorfizmleri olusu kullanilacaktir. V a,b € G
ve V u,v € TG igin,

((dLa)yu, (dLa)pv)ap = ((dLar))ab((dLa)ste), (AL ab))ap((dLa)p0))e

<
<d( (ab) 1OL )bu d(L( b)~ 1OL) >
— <d(Lb 1g-1 O L )bu d(Lb 14-1 O L )b’U>
((dLy-1)pu, (dLy-1)p0)e

(w, v}y
yazabiliriz.

G tlizerindeki sag invaryant metrik i¢in de benzer hesaplamalar
yapilarak, V u,v € T,G ve V g € G icin,

(u,v)g = ((dRy-1)gu, (dRy-1),4v) (1.8)
elde edilir. m

Tanim 1.39 Girdileri reel say1 olan biitiin n X n tipindeki matris-
lerin ctimlesi gl(n,R) veya M, (R) ile gosterilir yani,

gl(n,R) = M,(R) = {A = [aw]nxn‘ ai;j €R, 1<4,j < n}
dir.

Teorem 1.40 M, (R) ciimlesi R cismi iizerinde n? boyutlu bir vektor
uzayidir [19].

Ispat. M, (R) ciimlesi iizerinde iki matrisin toplami islemi A, B €
M, (R) igin,

A+ B = [aijlnxn + [bijlnxn = [aij + bijlnxn
kuraliyla tanimlidir. Buna gore,

1.V A, B e M,(R) i¢gin A+ B tamumhdir ve A+ B € M, (R) dir.
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2.VA B CeM,(R)icin (A+B)+C=A+(B+C) dir.

3.VAe MyR) igin A+ 0 =0+ A = A olacak gekilde tiim
bilegenleri sifir olan 0 € M,,(R) matrisi vardir.

4.V A€ M,(R) i¢in M,(R) kiimesinde —A ile gosterilen ve
A+ (-A)=(-A)+A=0

egitligini saglayan ve bilesenleri A nin bilegenlerinin toplama
islemine gore tersi olan bir —A elemani vardir.

5. M,(R) kiimesinin toplama iglemine gore degigme 6zelligi vardir.
VA BeM,R)icin A+ B= B+ A dur.

M, (R) climlesi tizerinde skalerle ¢arpma iglemi; A € R ve A €
M, (R) igin,

ANA = A[aij]nxn = P\aij]nxn
kuraliyla tanimlidir. Buna gore,
VAeR, VA B e M,(R) i¢cin \(A+ B) = AA 4+ AB dur.
V\pueR VAe M,(R)igin (A4 p)A = XA+ pA dir.
VpeR VAe M,(R)icin (Au)A = A(pnA) dir.

© 0 N o

R cisminin ¢arpmaya gore birim elemani 1 olduguna gore, M, (R)
nin her elemani icin 1A = A dir.

Tanim 1.41 A matrisi m x n tipinde ve B matrisi n X p tipinde
olmak tizere, A = [a;j|mxn Ve B = [bjj]nxp olsun. Bu durumda A ile
B matrisinin carpimi AB ile gosterilir ve

[@ij]mxn + [Djk]nxp = [Z az‘jbﬂc]

j=1 D

esitligiyle verilebilir [19].
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Tanim 1.42 n x n tipindeki reel bilegenli biitiin tersinir matrislerin
ciimlesi GL(n,R) ile gosterilir. O halde,

GL(n,R) = {A = [aij]lnxn € M, (R)|det A # 0}

dir. GL(n,R) matris ¢arpim iglemi altinda gruptur. GL(n,R)
ciimlesine genel lineer grup denir. Tersinir matrislerin carpimi da
tersinirdir. Birim matris, bu grup i¢in birim elemandir [13].

esitligiyle tanimlanan
det : M,(R) — R
fonksiyonuna M, (R) uzayinda tanimh determinant fonsiyonu denir.

A = [ajj]nxn olmak tizere ) o S(0)a(1)100(2)2 - - - Ag(n)n SAYISINA A
matrisinin determinant1 denir ve bu say1 detA veya |A| bigiminde
gosterilir [19].

Tanim 1.44 Bir A matrisi m X n tipinde bir matris olsun. A mat-
risinin satirlar stitun yapilarak elde edilen yeni matrise A nin trans-
pozu denir ve AT ile gosterilir [19].

Tamim 1.45 A, n x n tipinde bir matris ve a;;, A nin ¢ nci satir ve
J nci stitundaki bilegeni olsun. ¢ nci satir ve j nci siitun atildiktan
sonra geriye kalan bilegsenlerin olusturdugu matrisin determinantina,
a;; bileseninin minori denir.

a;j bileseninin minoruniin (—1)" ile carpimina, a;j bileseninin

escarpani (kofaktorii) denir ve A;; ile gosterilir [19].

Tamim 1.46 [A;;]] = matrisine, A matrisinin adjoint matrisi (ek

matrisi) denir ve adj(A) ile (veya A ile) gosterilir [19].
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Tamim 1.47 (G, -) ve (G, ) iki grup ve f : G — G’ bir fonksiyon
olsun. V a,b € G igin ,

fla-b) = f(a) = f(b)
ise f ye G den G’ ye bir grup homomorfizmi denir [7].

Teorem 1.48 V| R cismi lizerinde n boyutlu bir vektor uzay: ise
V' vektor uzayr R" vektor uzayina izomorftur [19].

Teorem 1.49 f: X — Y ve g: Y — Z fonksiyonlar olsun. go f
ortendir gerek ve yeter kosul f drtendir [1].
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2 R" VEKTOR UZAYI VE GENEL LINEER GRUP

Bu boliimde R, M,,(R) ve GL(n,R) nin 6nce manifold yapilari
ardindan da Lie grup yapilar1 incelenmistir.

2.1. R™IN MANIFOLD YAPISI
2.1.1. R™in Topolojisi

Tamm 1.26 daki gibi tanimh Oklid metrigi ile birlikte R™ bir
topolojik uzaydir:

a4 = {U;},o; asagidaki (p) onermesini saglayan R" in tiim alt
ciimlelerinin ailesini gostersin,

(p) U; agiktir = {VacU; = 3Ir, reR" B.(a) € U}.

Tl) {Va€e @, ae@= Ir, reR" B.(a) C I} =2 agktir
{VaeR" aeR"= Jr, reR" B(a) C R"} =R" agiktur.

T2) I (sonlu veya sonsuz) herhangi bir indis kiimesi olmak iizere,
V{Uitier € 7a

UUiETd

oldugu gosterilecektir.

{vanUi:Hioel, ael,— iy el,

1€l

Ir € RY, B.(a) CU;, C U UZ} = U U; agiktur.

el el
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T3) i € {1,2,...,n} olmak tizere, V {U; }icr € 74, 1< i< nigin

n
ﬂ U, € 74
=1

oldugunu gostermeliyiz.

ac(\Uieacl;, (i=12 .n)

1=1

olup,

1 r €eR" 3 B, (a) CU
3 ry €RY 3 B,(a) CUy
i r, €eR" 3 B, (a) CU,

ve r =min {ry,ry, ..., 7, olmak tizere,

B.(a) C B, (a)C U

B,(a) C B, (a)CU. -
(a) (a) < U = B,(a) c (U,
i=1
B.(a) C B, (a)CU,
bulunur.

Boylece, 7, ailesi R” tizerinde bir topolojik yap1 tegkil eder.
2.1.2. R"in Hausdorff Uzay Yapisi

R", d metrigi ile birlikte bir Hausdorff uzayidir:

R™ de farkli iki nokta a ve b olsun. Bu takdirde d(a,b) > 0
olup, 0 < r < 3d(a, b) secilirse B,(a) N B,(b) = & olur. Boylece R”
bir Hausdorff uzaydir.
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2.1.3. R"in Haritas:

I: R" - R”
r — I(x)==

ozdeslik dontigiimi bir homeomorfizmdir:
I birebirdir: z,y € R" igin I(z) = I(y) = x = y olur.
I 6rtendir: = € R" i¢in I(x) = x olacak sekilde z € R" vardir.
I sureklidir: U C R” i¢in, U ciimlesi acik olup,
"YU) = {x e R"|I(z) € U} —U

ters goriinti ciimlesi de aciktir.
I71 siireklidir: 17! : R* — R" fonksiyonu icin V, R" de
bir agik olmak {izere (I"')"Y(V) = I"Y(V) = V olup, I}
sureklidir.

2.1.4. R"™in Atlas1

A = {I} ciimlesi R" nin bir atlasidir:

A1) I nin tamm kiimesi R™ oldugundan, R" in her bir noktas1 A
daki bu koordinat sisteminin tanim bolgesinde yer alir.

A2) A daki herhangi iki koordinat sistemi diizgiin kesisir.
Iol=1
bilegske dontisiimii diizgiin oldugundan, [ ile I diizgiin kesisgirler.
u; : R" — R, 1<i<n

olmak tizere, u; = u; o I : R” — R ic¢in, u; koordinat fonksi-
yonlar1 diizgiin oldugundan I diizgiindiir.
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2.1.5. R™in Tam Atlas1

£ :U C R" = £U) Cc R, R" de herhangi bir koordinat
sistemi olsun.

ol = ¢
Iof_l — 5—1

dontisimlerini ele alirsak R"™ in tam atlasinda, R" in U agigindan
£(U) agigia giden diffeomorfizmler mevcuttur. R” in tam atlasim
A’ ile gosterecegiz.

2.2.  M,(R) NIN MANIFOLD YAPISI

Teorem 2.1
M,(R) = {A = [aij|nxnlai; € R, 1 <i,j <n}
olmak tizere,

f: M,R) — R”
A= [aij]an — f([a”]) = (CLH,. T RN 4 o R ,ann)

doniigtimiinii ele alalim. Teorem 1.40 ve Teorem 1.48 den M, (R),
R ye izomorftur. Yani, f birebir ve ortendir.

2.2.1. M, (R) nin Topolojisi

R"™ manifoldunun topoloji ailesi 7 olmak fizere,
T = {f_l(U)\U et}

ciimlesi de M,,(R) nin topoloji ailesidir. Boylece M,,(R), 7" topoloji
ailesiyle birlikte bir topolojik uzaydir:
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T1)

ger = flo@)=0e7
R” er = fYR")er, (f ortendir)

2

= ['R")=M,(R) €7
bulunur.

T2) I (sonlu veya sonsuz) bir indis kiimesi ve V {U;};c; € 7 igin,

Uvier = fl(UUZ) er

el el

= Jrw)er

iel
elde edilir.
T3) J={1,2,...,n} bir indis kiimesi ve V {U, };cs € 7 i¢in,

ﬁUj cT = fl(ﬁUJ) cr
j=1 j=1
= (/') er
j=1
elde edilir.

Dolaywsiyla, M, (R), 7" ctimlesi ile birlikte bir topolojik uzaydir.
Ayrica, 7/ niin tammmindan f siirekliligi ve ek olarak f nin oértenliginden
f nin acgik fonksiyon oldugu kolayca goriilebilir.

2.2.2. M, (R) nin Hausdorff Uzay Yapisi

fiM,(R) — R"
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olmak tizere, A # B ve A, B € M,(R) olsun. f, 1: 1 oldugundan
A # Bicin f(A) = a # b = f(B) olacak sekilde a,b € R" vardir,
R™ Hausdorff uzay oldugundan, a ve b yi iceren aciklar, sirasiyla,
U ve V olmak iizere;

UnNnv =g

dir. Ayrica A ve B yi iceren aciklar, sirasiyla, f~1(U) ve f~1(V)
dir. Buna gore;

bulunur.

2.2.3. M,(R) nin Atlas:

B={fIf: My(R) > R"}
ciimlesi M,,(R) nin atlasidir:

A1) f fonksiyonunun tanim kiimesi M, (R) oldugundan, M, (R) nin
her bir elemani B nin f koordinat sisteminin tanim bolgesinde
bulunur.

A2) f € B icin,
foft =1

bileske dontisimii diizgiin olup, f ile f dizgiin kesigirler.

Dolayisiyla, B, M, (R) nin atlasidir.
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2.2.4. M,(R) nin Tam Atlast

£:U CR” - &U) ¢ R, R nin tam atlasimdaki bir
koordinat sistemi olsun. f : M,(R) — R" olmak {izere,

M,(R) L R” nU -5 ¢(U) c R™
i¢in,
Eof:fH(U)C My(R) — &U) CR™
bilegke fonksiyonu da M,,(R) de bir koordinat sistemidir:

¢ o f birebirdir: &, bir homeomorfizm oldugundan 1 : 1 dir. f ise
tanimi geregi 1 : 1 dir. Dolayisiyla, & o f bilegke fonksiyonu
1:1 dir.

¢ o f ortendir: £ bir homeomorfizm oldugu icin ortendir. Dolayisiyla,
Teorem 1.49 dan & o f ortendir.

actk
¢o f siireklidir: f : M,(R) —s R déniigimii icin U/ C R"
agitk
ve f~H(U)C M,(R) olmak iizere, acik ciimlenin ters goriintii
cimlesi de acik oldugu icin f siireklidir. ¢ ise homeomorfizm
oldugu icin stireklidir. Boylece siirekli fonksiyonlarin bilegkesi

olan £ o f dontisimii stureklidir.
(€ o f )7t siireklidir: (£of)™! = f~lo& ! bilegke fonksiyonun siirekli
olmast icin €' ve f~! bilesen fonksiyonlar: siirekli olmalidir.

¢, homeomorfizm oldugu igin tersi var ve siireklidir.
agik

h=f"1:R" = M,(R)veV aﬁkc R" alt ciimlesi i¢in f~1(U)C
M,(R) olsun. Buna gére; f~1(U) =W igin,
Y W) = () (W)
= ()0
= f(f7Y(U)), (f ortendir)
= U
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bulunur. f~! fonksiyonuna gore, acik ciimlenin ters goriintii
ciimlesi acik oldugundan f~! siireklidir. Boylece, f~! ve £71
siirekli oldugundan (€ o f)~! de siireklidir.

Sonug olarak o f de bir koordinat sistemidir. Ayrica, B = {f}
atlasi icin,

fo(of)™ = (fof ot =¢"
(Eof)of™ = Eo(fof)=¢
bilegke fonksiyonlar:1 diizgiindiir. Dolayisiyla, £o f ve f diizgiin

kesigirler. B’ , M,(R) nin atlasi olmak tizere, B’ de £ o f koor-
dinat sistemleri mevcuttur.

Boylece, M, (R), iizerinde tamiml B’ tam atlasiyla birlikte bir ma-
nifolddur.

Teorem 2.2 M, (R) iizerinde tanmimh determinant fonksiyonu sii-
reklidir.

ispat. A= [Clij]an c MH(R) vea = (CLH, ey Ay e ey Ay e e ,ann) €
R™ olmak lizere,

f: M,(R) — R

A — f(A) = (a1, 012, .. -, Q1py - oo A1, A2, - - - )
ve
Ujj - RnQ — R
a — wjla)=a; , 1<i,57<n

dontigiimleri i¢in, x;; = w;; o f olmak tizere,

zij(A) = aj;
dir.
11 12 ... Tip
Ta1 22 ... T2n
A = [2i(A)] 1 = [@ijlpen (A) = : (A)
Tpl Tnp2 Lnn
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seklindeki karesel A matrisi icin,

det(A) = Z S(0)a(1)1052)2 - - - Co(nn

olup, determinant fonksiyonu
det = Z S(O)xa(l)lxg(g)Q - Lo(n)n (2.1)
oES,

esitligi ile belirlidir. Determinant fonksiyonu koordinat fonksiyonla-
rina gore bir polinomdur. Polinomlar ise diferensiyellenebilir yapilar
oldugundan determinant fonksiyonu siireklidir. m

Teorem 2.3 Sonlu boyutlu bir reel vektor uzayr V' olsun. Bu du-
rumda V' vektor uzayi bir manifolddur [12].

Teorem 2.4 GL(n,R), M,(R) nin bir acik alt manifoldudur.

ispat. M,,(R) tizerinde tanimli toplama ve skalerle garpim iglemleriyle
birlikte bir vektor uzayi, dolayisiyla bir manifolddur.
f: M,R) — R
A — f(A) = (a1, @12, -+, @1y -+ o5 Gn1y G, - - Q)
doniisimini ve
det : M,(R) — R

determinant fonksiyonunu ele alalm. {0}, R de kapali bir ciimle
oldugu icin f nin siirekliliginden, det ™ {0} ters goriintii ciimlesi de
M, (R) de kapaldir. Bu sebeple

(det {0}) = {A € M, (R)| det A £ 0} = GL(n, R)

timleyen ciimlesi M,(R) nin agk bir alt ctimlesidir. Dolayisiyla,
Teorem 1.13 den GL(n,R), M,(R) nin bir agik alt manifoldudur.
|
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2.3. GL(n,R) NIN LIE GRUP YAPISI

GL(n,R), M,(R) nin bir acik alt manifoldu, ayn1 zamanda da
matris carpim iglemine gore bir gruptur. Ayrica,

det(AB) = det(A) det(B)

olup, A ve B matrisleri regiiler ise AB de regiilerdir.

AB carpim matrisinin bilesenleri, A ve B nin bilegenlerin-
den olusan polinomlardir ve bu bilegsenler carpim doniigtimiiniin
yerel koordinatlari yardimiyla tam olarak ifade edilebilir, boylece
diizgiindiir.

A = [a;;] € GL(n,R) matrisinin tersi A™! = L Aj; olarak
yazilabilir. Burada A;;, A nin kofaktorleridir ve A nin bilegenlerinden
olusan polinomlardir. Ayrica det A, A nin bilegenlerinin bir poli-
nomudur. Dolayisiyla, A™! in bilegenlerinin GL(n,R) de paydasi
sifirdan farkli olacak sekilde rasyonel fonksiyonlar oldugu sonucu

cikarilir ve boylece diizgiindiir.

Dolayisiyla, hem (A, B) — AB, hemde A — A~} doniigtimleri
diizgiindiir. Sonug olarak, GL(n,R) bir Lie grubudur. Ozel olarak
GL(1,R) = R*, sifirdan farkh reel sayilarin ¢arpim grubudur.
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3 HEISENBERG GRUBU

Heisenberg grubu icin iizerinde tanimlanan igleme gore farkh
tanimlar kullanilmaktadir. Bu tanimlar icinde en ¢ok bilineni N3
ciimlesi ile gosterilen matris grup modelidir. Ancak diger tamimlar
da en az bunun kadar kullanighidir. Bu bolimde, sirasiyla, bu
tanimlamalar verilip, her biri i¢in manifold yapilari, Lie grup yapilari,
Lie cebirleri ve sol invaryant vektor alanlarini incelenecektir.

3.1. N; HEISENBERG GRUBU

Teorem 3.1 M;3(R) nin

¢

y | zr,y,teR
1

biciminde tanimlanan alt ciimlesi matris ¢arpim iglemi altinda bir
gruptur.

ispat.
1 T, 1 1 To 1o 1 x3 13
Ki= |01 y |, Ko=|01 ygo|, Ks=]0 1 y3|€Ns
0 0 1 0 0 1 0 0 1
olsun.
G1) Kapalilik Ozeligi:
_1 I tl 1 9 tg
KlKQ = 0 1 (%A1 0 1 Yo
|0 0 1 0 0 1
_1 1+ To t1+t2+$1y2
= |0 1 Y1+ ¥ € N3
| 0 0 1
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dir.
G2) Birlesme Ozeligi: K (KyK3) = (K1 K3) K3 esitligi saglanr:

1 1 1 x9 19 1 x3 3
Ki(K;K3)= |0 1 0 1 wu 0 1 w3
0 0 1 0 0 1 0 0 1
[ 1 T O 1 xo+ 23 to+13+ 22U3
= |0 1 0 1 Y2 + Y3
00 1[0 o |
[ 1 o+ 2o+ 23 b+ to+ 3+ 21y2 + Y3 + Tays
= |0 1 y1+y2+ys3
0 0 1
ve
1 T1 tl 1 ) ﬁg 1 X3 tg
(KlKg)ng 0 1 Y1 0 1 Yo 0 1 Y3
0 0 1 0 0 1 0 0 1
_1 xr1 + X9 t1+t2+$1y2 1 I3 t3
= 10 1 Y1 + Yo 0 1 w3
0 o0 1 00 1
[ 1 2+ a0+ 23 b+ o+ b3+ 21y2 + T1Y3 + T2y3
= 10 1 y1+y2+ 3
0 0 1

olup, K1(K>K3) = (K1 Ky) K3 esitligi saglanir.
G3) Birim eleman: n x n tipindeki her kare matris igin
KI=1K=K

oldugundan, N3 grubunun birim elemani I birim matrisidir.

1
G4) Ters eleman: V K = | 0
0



—xr xy—1
-y € N3 vardir.

1
olacak sekilde bir tek K1 = | 0 1
0 0 1

N3 climlesi matris carpma iglemi ile birlikte bir gruptur, fakat degigmeli
grup degildir. =

Sonug 3.2 V K € Nj i¢in det K # 0 oldugundan K € GL(3,R) dir
ve N3 , GL(3,R) nin alt grubudur.

Teorem 3.3 N3, M3(R) de kapaldir.
ispat.
f: M3(R) — R?

doniigiimii Teorem 2.1 ve M, (R) nin topolojik yapisindan dolay1
birebir, orten ve stireklidir.

S={(1,2,t,0,1,4,0,0,1) € R’|z,y,t e R} C R’

ve k = (ki1 ki, ki3, ko, ko, ko, k31, ks2, ks3) € R? i¢in S climlesinin
tiumleyeni,

S = {kERgikll>1}U{k’€Rglk11<1}U{]€ER93]C21>0}
U{kERglkgl<O}U{]€ER921€22>1}U{]€ER921{322<1}
U{kﬁERgik;ﬂ>O}U{]€ER921€31<0}U{]€€R91k32>0}
U{k €R’ ks <0} U{k R’ kg3 > 1 U{k eR: kg <1}

formundaki agik yar1 uzaylarin birlesim kiimesi oldugundan dolay1

S" aciktir. Dolayisiyla, S ciimlesi R? da kapalidir. O halde S nin f
siirekli fonksiyonu altindaki ters goriintii kiimesi olan

1
NS =Ns=qK =10
0

O~ 8

t

y | rx,y,teR
1

ciimlesi de M3(R) de kapalidir. m

30



Lemma 3.4 Y, X in bir alt uzay1 olsun. U, Y de acik ve Y, X de
acik ise U, X de aciktir. Yani,

agik agik agilk
UCYve YCX=UCX

dir [16].
Burada,

e “p:U, Y de agiktir.”
e “q:Y, X de aciktir.”
o “r: U, X de agiktir.”

onermeleri igin, Lemma 3.4 iin sembolik olarak ifadesi (p A q) = r
seklindedir.

(pAg) =71 =

|l
e

= r'=(@=7)

denk énermelerinden ' = (¢ = p’) 6nemesinin bir yorumu olarak
Y, X in bir alt uzay1 olmak tzere, “U, X de kapali ise U, Y de
kapahdir.” diyebiliriz.

Teorem 3.5 N3, GL(3,R) de kapahdur.

ispat. Lemma 3.4 de X = M;(R), Y = GL(3,R) ve U = Nj olarak
alinirsa GL(3,R), M3(R) nin bir alt uzay: oldugundan, “N3, M3(R)
de kapali ise N3, GL(3,R) de kapalidir.” ifadesine ulagilir. =

Teorem 3.6 GL(n,R) nin kapali alt grubu bir manifolddur [2].

Teorem 3.7 N3 Heisenberg grubu bir manifolddur.

Ispat. Teorem 3.5 ve Sonug 3.2 den N3 Heisenberg grubu GL(3, R)
nin kapali alt grubudur. Boylece, Teorem 3.6 dan, N3 bir manifold-
dur. m
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3.1.1. N3 Heisenberg Grubunun Lie Grup Yapisi

N3 ctimlesi Teorem 3.1 den dolay1 gruptur. Aym zamanda da,
diizgiin bir manifolddur. Bu durumda K, Ky € N3 icin,

N3 x N3 — Nj
(K1, Ko) — KiK'

islemini tanmimlayalim. Burada,

1
1
1
I
—_

1 T tl 1 i) tg
KlKgl = 0 1 0 1 w

(00 1]|0 0 1
i 1 T tl 17T 1 —To ToYo —tg

= 0 1 U1 0 1 —Ys
000 1][0 0 1
[ 1 21— 22 Toys — Y1 + 1

= |0 1 Y1 — Y2 € N;
0 0 1

dir. Sonu¢ matrisinin bilegenleri sabitlerden ve koordinat fonksi-
yonlarindan olugmaktadir. Yani sonu¢ matrisi koordinat fonksiyon-
larinin bir polinomudur. O halde N3 ctimlesi tlizerinde tanimlanan
matris carpim islemi diizgindiir. Dolayisiyla, N3 bir Lie grubudur.

3.1.2. N3 Heisenberg Grubunun Lie Cebiri

Teorem 3.8 N3 Lie grubu i¢in,

010 000 001
Xi=1000]|,Y1=|1001]| veZ1=({0 00
001 000 000

olmak tizere,

T1(N3) = Sp{ X1, Y1, Z1}
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dir.

Ispat. X1 e Ty(N3) olsun. Nj icinde a(0) =T ve &(0) = Xy olacak
sekilde en az bir

a: ICR — Nj

1 w 0O
v — afu)y=]010
001
egrisi vardir.
010 010
aluy=10 00| =a&0)=|[00 0| =XyeTi(N3)
000 000
dir.

Y1 € Ti(N3) olsun. Nj icinde B(0) = I ve $(0) = Y1 olacak
sekilde en az bir

100
u — Bu)=101 u
001
egrisi vardir.
_ 000 _ 000
fuy=1001|=p0)=]10 0 1| =YeTi(N3)
000 000

dir.

Z1 € T1(N3) olsun. Nj iginde v(0) = I ve 4(0) = Zy olacak
sekilde en az bir

v: ICR — N,

o = O
=~

1
u — y(uw=10
0
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egrisi vardir.
001 001
Au)=100 0| =40)=1]10 0 0| =% € Ti(N3)
000 000

elde edilir. Ty(N3), I € N3 noktasindan gegen egrilerin hiz vektorle-
rinin kiimesidir. 77(N3) deki her vektorii, I noktasindaki teget
uzaymin { Xy, Yy, Z1} bazindaki vektorlerin lineer bilegimi olarak
yazabiliriz. Buna gore T1(N3) C Sp{Xi, Y1, Z1} dir. boyNs =
boyTi(N3)

= 3 oldugundan T1(N3) = Sp{Xy, Y1, Z1} bulunur. Burada elde
edilen Xy, Y1, Ziicin Lie parantezlerine bakilirsa,

(X1, Y1 = Xi1—Y1iXa

010 0 0 000 010
= 000 0O01f(—1001 000
00 0] [0O0 000 000
[0 0 1]
—loool|=2z.
100 0]
(X1, Z1] = XaZy— ZiXy
0101001 0 01 010
= 00O 000 —1000 00O
00 0] 00O 000 000
[0 0 0]
—looo]|=o
100 0]
Y1, 21 = YaZi — Zi\a
000 0 01 0 01 000
= 0 01 0O0O0f—=1000 0 01
000 000 000 000
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I
o oo
o oo
o oo

I

o

dir. Yani
XYl =%, M,Zi] =0, [X1,Z1]=0

elde edilir. Buradan N3 Heisenberg grubunun y(/V3) sol invaryant
vektor alanlarinin uzayi i¢in x 7, (N3) = T1(N3) oldugundan, xz(N3) =
Sp{X,Y,Z} elde edilir. m

3.2. H HEISENBERC GRUBU
Heisenberg grubunu ifade etmenin diger bir yolu siral tigliileri
kullanmaktir. Ilk olarak,
H={(z,y,t) : z,y,t € R}
ciimlesini (z1,y1,t1), (%2, ys,t2) € H igin

(1,91,t1) - (T2, y2, t2) = (21 + T2, y1 + Y2, 1 + o + 21y2)  (3.1)
islemi ile birlikte ele alalim.

Teorem 3.9 (H, -) bir gruptur.
ispat.
G1) Kapalhlik 6zeligi: V k; = (z1,y1,t1), k2 = (22, 90,t2) € H i¢in

ki-ky = (@1,91,t) - (T2, 42, t2)
= (21422, y1 + Y2, t1 +t2 + 11y2) € H

dir.
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G2) Birlesme ozeligi: V ki = (z1,y1,t1), k2 = (22,92,t2), k3 =
(x3,y3,t3) € Hicin ky - (ko - k3) = (k1 - k2) - k3 dir. Gergekten,

ki (k2 ks) = (z1,91,0) - (22,92, t2) - (23,93, 83))
= (21,91,t1) - (w2 + 3, Y2 + Y3, t2 + t3 + 22Y3)
= (21 + 22 + 23,91 + Y2 + U3,
ty +ty +t3 + Toyz + T1Y2 + T1Y3)

ve

(k1 ko) - ks = ((z1,91,t1) - (22,90, t2)) - (23, Y3, t3)
(1 + 22, Y1+ Yo, b1 + Lo+ 2102) - (23, Y3, t3)
= (z1+ 22+ 23,01 + 12 + ¥,

t1 +ta +t3+ 212 + T1Y3 + T2Y3)

dir.
G3) Birim eleman: V k = (z,y,t) € H igin
k-e = e-k=k
olacak gekilde bir tek e = (0,0,0) € H vardir.
G4) Ters eleman: V k = (x,y,t) € H i¢in
k-k =k k=e

olacak sekilde bir tek k™! = (—z, —y, —t + 2y) € H vardir.

H grubu degismeli degildir. =
3.2.1. H Heisenberg Grubunun Lie Grup Yapisi

H ctimlesi,

g1 = dz* + dy® + (dz + zdy)? (3.2)
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metrigi ile birlikte bir manifolddur. Simdi, k1 = (z1,y1,t1), ko =
(I27 Y2, t?) S H 1(;111

hi: HxH — H
(kl,kQ) — hl(kl,k2)2k1°k2_1

doniigimini tanmimlayalim. Burada,
h(kyska) = ko ky !
T, Y1, 1) - (2,92, 1)

(
= (xh Y1, tl) : (_:E27 —Y2, _t2 + 332y2)
(21 — 22,91 — Y2, t1 — b2 + Tays — 11y0) € H

bulunur.
hy(ky, ko) = ki - kyt = (21 — D9, y1 — Yo, 11 — to + Toys — T110)

fonksiyonu koordinat fonksiyonlarina gore polinomlardan olustugu
icin Ay islemi duzgundiir. Dolayisiyla, H bir Lie grubudur.

Teorem 3.10

1
o Ny={K=10
0

o~ K

t

y | €EGLB,R):xz,y,teR — (H,-)
1

doniigimiinit K € N3 i¢in ¢(K) = (z,y,t) olacak gekilde tanimla-
yalim. ¢ bir grup izomorfizmidir.

ispat.

¢ birebirdir: K, Ky € N3 icin (K1) = ¢(Ky) = K; = Ko
oldugu gosterilmelidir.

1 o1 t 1 z9 t
K1 = 0 1 Y1 , K2 = 0 1 Yo c N3
0 0 1 0 0 1

olsun. Bu durumda;

O(K1) = (21,91, t1) = k1 ve o(Ky) = (2,92, t2) = ko
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olup,

O(K1) = p(K2) = (z1,91,t1) = (22, 92,t2 )
= X1 =Ty, Y1 = Yo, t1 =t2)
= K=K

bulunur.

@ ortendir: V k = (z,y,t) € H igin p(K) = k olacak sekilde
1 =z ¢
K=1101 y | € N;3vardr.
001

¢ grup homomorfizmidir:

1 I tl 1 I9 tg
Kl = 0 1 U1 , KQ = 0 1 Yo c N3
0 0 1 0 0 1
olmak tizere,
1 21 +20 1+ 21Yy2 + 12
KiKo= | 0 1 Y1+ Y2
0 0 1

dir. Boylece,

1 1+ 20 t1 4+ 2192 + 1o
p(KiKy) = o [0 1 Y1+ Y2
0 0 1

= (21 4+ 22,01 + Y2, t1 + 212 + 1)

ve

o(K1) - o(Ks) = (z1,91,11) - (22, Y2, t2)
= (21 + x2, Y1+ Y2,t1 +ta + T1Y2)

olup ,

p(K1K32) = o(K7) - o(K>)

dir. O halde, ¢ bir grup homomorfizmidir.
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Teorem 3.11
0 0 0 0

Vl:@_xl’ Vo = 8_.%'2+x1@x3 ‘/3:8_.%’3

vektor alanlari, (3.1) iglemiyle verilen H Lie grubuna gore sol in-
varyanttir [5].

(3.3)

Ispat. a = (a1,a9,a3), © = (1,22, 23) € H igin sol 6teleme
L4, 9.0 (1, T2, 23) = (a1 + 1, a2 + T2, a3 + 73 + a177)
seklindedir. X, sol invaryant vektor alani olsun. Bu durumda V a =
(a1, as2,a3) € Hicin X, = (Ly)«X, dir. x;, i. koordinat vektor alam
ve X, de X vektor alaninin birim noktadaki degeri olmak tizere,
X! = X, (2;) = (L) Xo(2i) = Xo(xi 0 Ly) (3.4)
dir. b = (by,bo, b3) € H olsun. O zaman,
(10 L) (b)) = x1(Lo(b)) = x1(a-b) = a1 + by = x1(a) + z1(b),
(w20 La)(b) = w2(La(b)) = w2(a-b) = az + by = za(a) + x2(b),
(30 La)(b) = x3(Ly(b)) = x3(a-b) = asg + bs + a1bs
(@) + 23(b) + z1(a)w2(b)

dir. Burada esitligin her iki tarafindan b atilirsa,

r10L, = z1(a)+ x1,
xoo L, = m9(a)+ o,
r30 L, = x3(a)+ x5+ x1(a)wy

bulunur. Bu degerler (3.4) esitliginde yerine yazilir ve

0 0 0
X = 1 2 3
¢ €8x1+€6x2+£8:1:3
olarak alinirsa,
X, = Xe(zi(a) +m) = ¢,
X = Xe(wa(a) +x9) = &,
Xo = Xe(ws(a) + a3+ 21(a)w2) = € + 21(a)€?
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bulunur. Dolayisiyla, X sol invaryant vektor alani

0 0 0
_ 1 2 3 2

0 0 0 0
_ 1 ¥ N 7 3 Y
N 5 8:61 +€ (8332 +x18x3) +€ 8333

= ¢V + V% + 8N

formundadir. O halde, Vi, V5 ve V3 lineer bagimsiz vektor alanlar:
Xz (H) nin bir bazini olugturur. m

3.3. H* HEISENBERG GRUBU

Heisenberg grubunu ifade etmenin bir diger yolu

H'=CxR={(zt):2€C,teR}, z=x+iyeC

ciimlesini (x,y,t), (Z,7,t) € H* igin

- - 1 1

islemi ile birlikte tanimlamaktir.

Teorem 3.12 H* ciimlesi bir gruptur.
ispat.

G1) Kapalilik Ozelig’;i: V ki, ke € H* icin ki * ko € H* dir.

G2) Birlesme Ozeligi: V ki = (z1,y1,t1), k2 = (22,90,12), ks =
(x3,ys,t3) € H" igin, (kyxko)xks = ky* (koxks) dir. Gergekten,

(kl k kQ) * ]{?3
= ((x1,y1,t1) * (T2, Y2, t2)) * (w3, Y3, t3)

1

1
= (21 + 22,1 + Yo, t1 +t2 + 53:13;2 — 551523/1) * (3, Y3, t3)
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1
= (:1;1—|—x2+x3,y1—|—y2+y3,t1—|—t2—|—t3—|—§x1y2

1 1

1
— —=T9U + —y3($1 + ZUQ) — _'I3<y1 + y2))
2 2 2
1

1
= (x1,y1,t1) * (v2 + 23, y2 + Y3, Lo + t3 + §x2y3 — 596'392)

= (x1,y1,t1) * ((x2, Y2, t2) * (w3, y3,t3))
= /{1 * (kz * k3)

dir.
G3) Birim eleman: V k = (z,y,t) € H* i¢in
kxe=exk=%Fk
olacak gekilde bir tek e = (0,0,0) € H* vardir.
G4) Ters eleman: V k = (x,y,t) € H* igin
kxkl=k1lsxk=e

olacak sekilde bir tek k~! = (—z, —y, —t) € H* vardr.

H* grubu degismeli degildir. =
3.3.1. H* Heisenberg Grubunun Lie Grup Yapisi

H* climlesi,
1 2
g = da® + dy® + (dt + E(yd:c — :cdy)) (3.6)

Riemann metrigi ile birlikte bir manifolddur. Simdi, k1 = (1, y1, t1),
ky = (z2,y2,t2) € H" i¢in,

ho: H* x H* — H*
(k1 ka)  — ho(ky, ko) = Ky x byt
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dontisimiuni tanimlayalim. Burada,

ha(ki,ke) = kixky!
- (xlaylatl) * ($27y27t2)_1
— (xbyl;tl) * (_x27_y27_t2)

1 *
= (r1 — 22, p1 — Yo, b1 — o — §(x1y2 +y122)) € H

dir.
o 1
ho(ki, ko) = k1 x ks = | 1 — 22,91 — Yo, 1y —t2—§($1y2+y1$2)

fonksiyonu koordinat fonksiyonlarina gore polinomlardan olustugu
icin hs fonksiyonu diizgiindiir.

Teorem 3.13
0 1 0 0 1 0 0
Xi=—— 29—, Xo=—+-—a1—, Xz=— (3.7
! 8I1 23:2(93;’3’ 2 al’2+2$18$3’ ? 8333 ( )

vektor alanlari, (3.5) iglemiyle verilen H* Lie grubuna gore sol in-
varyanttir.

Ispat. k= (z,y,t), | = («/,y,t') € H* icin sol 6teleme
Ly H* — H*
I — Lyl)=kxl=@+2,y+y t+t+3(zy —yz'))

seklindedir. X, sol invaryant vektor alani olsun. z;, ¢. koordinat
vektor alan1 ve X, de X vektor alaninin e = (0,0, 0) birim noktadaki
degeri olmak tizere,

0
3332'

3
(dLy)e(X,) = X, = ;X,g )

dir. Burada X], bilegenleri,

X = (dLy)e(X,)|xs] = Xo[zi 0 Ly
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olur.
(r10Lp)() = z1(Lr(1) = x|k x 1] = x + 2’ = z1(k) + 21(1)
(k1o Lk)(l) = z1(k)+x1(1) = z10 L = 21(k) + 1
bulunur. Benzer sekilde,
(w20 Lp)(1) = @2(Li(l)) = 2a2fk x ] = y +y' = z2(k) + z2(])
(kg0 L)) = zo(k) + x2(l) = x9 0 Ly = xo(k) + 9

ve

(x30 Li)(l) = z3(Li(l)) = xs[k x 1] = %(zy’ —yr)+t+t

1

(@30 Li)(l) = g(z1(k)ze(l) — 21(l)z2(k)) + z3(k) + 23(0)

(w50 Ly) = %(:El(k)xg — ovma(k)) + zs(k) +

bulunur. Boylece,
Xli = Xc[zyo L] = Xe[r1(k) + 71] = Xe[11] = Xel

X2 = X.[xoo0 L] = X, [x2(k) + 23] = X, [1s] = X2

X]z;) = Xe[xg o Lk] = Xe[%(ﬂfl(k)ﬂfz - .CC1332(]€)) + .CUg(k) + .1'3]

1
= 5(asl(k)Xg — 2k X)) + X?

elde edilir. Boylece,

X'=¢ , X°=6 X3=§3+%($1§2—$2§1)

ve
Xi=& , X2=&6, X)=¢
esitlikleri yazilabilir. Bu durumda X sol invaryant vektor alani,

0 0 1 0
X = 518_331 + 528_562 + <f3 + 5(55152 - x?fl)) o1,

_5 i_l i _+_£‘ i+lxi _|_£i
N ! 8331 2:62(9333 2 (9113'2 2 1851]3 3(9563
0 0 0
= Xi— 4 Xo—— 4 X
161‘1 + 26$2 * 3(91'3
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olarak bulunur. Dolayisiyla, X7, X5, X3 lineer bagimsiz vektor

alanlar1 x7(H*) m bir bazini olugturur. Ayrica, Li(l) = k * [ sol
carpim operatorunun

1 0

dLj = 0 1

0
0
—y%xl

N[

diferensiyeline sahip oldugu da goriilebilir. =
3.3.2. H* Heiseberg Grubu Uzerinde Metrik Kavram:

H* climlesinin g metrigine gore ortonormal bir bazi (3.7)
esitligiyle verilen v = {Xi, X5, X3} olmak {izere, ¢ bazinin dual
bazi,

1
6! = dx, 0> =dy, 0°=dt+ E(ydm — xdy)

dir.
gr: H* xH* — F(HY)
(U, V) — gU,V) ={0")+ %)+ (6°)?*} (U, V)

olur. gs metriginin simetri, bilineer ve pozitif tanimli olma ozeligini
sagladig1 kolayca gosterilebilir.

VU= (ul,UQ,U3), V = (’Ul,Ug,U3> c H* igil’l,
gy = (91)2 i (02)2 i (63)2
1 2
= da® + dy? + <dt + §ydx — :cdy)

olup, metrige uygulanirsa,

dz*(U,V) = (drv®dz)(U,V)
= (dz)(U)(dz)(V)

ViU
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dy*(U,V) = (dy®dy)(U,V)
= (dy)(U)(dy)(V)

V2U2

(dz+%(yd:c — xdy))*(U, V)
=(dt + %(ydm — xdy)) @ (dt + %(ydaz — xdy))(U, V)

=(dt + %(ydm — xdy))(U)(dt + %(ydw — xdy))(V)

1 1

:(?)3 + 5(3;1)1 — 331}2))(163 + §(yu1 — ZC’LLQ))

degerleri elde edilir. Dolayisiyla,

92U, V) ={dz* + dy* + (dt + %(ydx — zdy))*}(U, V)

1 1
= V11 +vaug + (v3 + 5(901 — zv2))(us + 5(9“1 — zU2))

1
= VU] + Volg + VU3 + évg(yul — TUy)

1 1,
+ §u3(yvl — xv9) + Z(y VU] — TYV1U)

1
~1 (xyuqvy — x2v2u2)

1 1

1
= (1 3o = (o) o = (Gow ) v

(14 g o+ () = (30)
433 Va2U9 2y Vi1lUs Ql’ VoUs
1 1

+ (53/) v3U — <§x> V3Ug + V3U3

= (1 ) = (o) uams + (50)
= 4?J uivy 4559 UgV1 2y Uzv

— -2y Juqv —x° | Uovy — [ =2 |usv
4y 102 1 202 5 302

1 1
+ (§y> ULV3 — <§x> UV3 + V3U3
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olur. Bu metrige karsilhik gelen matris [(g2);;] ise,
L+ 39" —0y 3y
[(g2)is] = | —qoy 1+ 2% —52
W e
olup,
det [(g2);] =1 #0

bulunur. Bu matris regiilerdir ve tersi [(g2);;] " ile gosterilirse,

1
[(g2)ij] " = Oy

g = O
I8

dar.

Teorem 3.14

1 2
go = da® + dy* + <dt + E(ydm — xdy))

metriginin Riemann koneksiyonunun kovaryant tiirevlerine ait mat-
ris;

VxX VyxY VxZ | 0 Z -Y
V = VyX VyY VyZ = 3 -7 0 X
VzX VzY VzZ Y X 0

seklindedir. Burada X, Y ve Z, sirasiyla, (3.7) denkleminde verilen
Xi, Xo ve Xj sol invaryant vektor alanlaridir [4].

ispat. X, Y, Z vektor alanlar i¢in Koszul formiili

(VxY, Z) :% (X Y], 2) =Y, 2], X) +([Z, X],Y)}
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bicimde tanimlanir.

(VxX,Z) = S{(IX, X], 2)= (X, 2], X)+([Z, X], X} }

{
= 510, 2) = {0, X) + (0, X)}

O~ =

bulunur. (3.7) den Z # 0 oldugundan dolay,
VxX =0

dir. Benzer hesaplamalarla,

(VxY,Z) = %{<[X,Y],Z>—<[Y,Z]7X>+<[Z,X],Y>}
= SUZ2)~ (0.X) +{0.7)
1
T2
elde edilir. Buradan,
1 Z
<VXy;Z> = 5 = 2VxY =7 = VXY:§

dir. Diger kovaryant tiirevler de benzer hesaplamalar sonucu,

1 1
VxX =0, VxY =27, VxZ=—3Y

2
1 1
VyX = 57 VyY =0, VyZ=_X
1 1
VX = Y VY =X, V2 =0

elde edilir. =

Burada XY, Z vektor alanlari icin bracket operatortii,

X,Y]=2 [X.Z]=0, [Y,Z] =0
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seklinde tanimlidir. Gercekten,
(X, Y]

(0,0,0)

(0,0,0) —
= (0,0,0)

dir. Yani,
(X, Y] =2,
Tanim 1.30 dan,
Rape = R(ea, ep)ec , Rapea = R
yazilir. XY, Z € x(M) olmak tizere,

[X7 Z] =0,

= VyZ —-VzY
(0,0,0) — (0,0,0)

= VxZ —-VzX

(0,0,0)

Y, Z] = 0. (3.8)

(6a7 eb? ec? 6d)

R(X, Y)Z = —-VxVyZ+VyVxZ + V[Xy]Z

den Ri91 = R(X,Y)X hesaplanirsa,
Rio1 = R(X,Y)X

1
——Z

ENE
11
u

S
22

3

2y
4
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—VxVyX +VyVxX + V[X’Y]X

) + Vy0+4+ VzX

)

1
=Y
2



olur. Benzer sekilde,
Ri33 = R(X, Z)Z = —VxVzZ2+V,;,V,X + V[X’Z]Z
1
= —Vx0+Vy (—éY) +VoZ

Ry = R(X, Y)Y = —VxVyY 4+ VyVyxY + V[Xy]y

1
= —Vx0+ Vy(§Z) +VzY
11 1
= ——X+-=-X
22 * 2

3
= °X
4

Roso = R(Y, Z)Y = —VyVzY +V,VyY + V[Y’Z}Y
= —Vy <—X) +V,0+ VoY

Ri33 = R(X, Z)Z = —VxVzZ2+V,VxZ+ V[X7Z]Z

1
= —V)(O + VZ <_§Y> + VOZ
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Rigp = R(X,Y, X,Y)

R2323 = R(Y7 Z) Y7 Z)

JR(X,Y)X,)Y)

= g(R(Y,2)Y, Z)

(2

9
1
4
elde edilir. Sonug olarak,
3 1 3
Riogg = —=Y, Rizz=—-X, Rip=-X
121 1t 133 1 122 =
1 1
Rozs = —=X, Rz =—-X
232 TReE 133 1
3 1
Rig12 = T Rases = 1

yazilabilir.
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4 H* HEISENBERG GRUBUNDA OZEL EGRILER

Bu boliimde Lancert’in tanimina sadik kalarak H* Heisenberg

olma karakterizasyonu verildi. Ayrica, H* da slant helis olma karak-
terizasyonu elde edildi.

Tanim 4.1 v : I C R — H* yay parametreli, diferensiyellenebilir
ve diizlemsel olmayan bir egri olsun. {7, N, B} ise H* da v boyunca
ortonormal cat1 alani olsun. T birim teget, N normal, B binormal
vektor alan1 olmak tizere,

VT
\VrT|

T=+, N= B=TxN

dir. Burada T, N, B vektorlerine v egrisinin Frenet vektorleri,
{T, N, B} kiimesine de Frenet catisi denir. Buna gore, k =
\VrT| # 0, v nin geodezik egriligi ve 7 da onun geodezik torsiyonu
olmak tiizere,

VTT = H;N
VN = —kT +7B (4.1)
VrB = —1N

Frenet denklemlerini elde ederiz. Ayrica {1, N, B} Frenet catisi
Xz(G) nin {X,|Y, Z} baz cinsinden

T = TYX+1TY +1372
N = NlX + NQY -+ NgZ
B = B X + ByY + BsZ

olarak ifade edilebilir [4].

Simdi, Lancert’in R? de verdigi helis tanimini1 H* Heisenberg
grubuna uyarlayalim.
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Tanim 4.2 Yay parametreli

v: ICR — H~

s = (s) (4.2)

egrisi verilsin. V s € I i¢in o/(s) hiz vektorii, sabit bir U vektort ile
sabit ag1 yapiyorsa, v egrisine helis, Sp{U} ya da bu helisin ekseni
denir.

Tanim 4.3 Yay parametreli

v: ICR — H

s = A(s) (4.3)

egrisi verilsin. N birim asli normal vektor alani sabit bir U vektori

ile sabit ac1 yapiyorsa, v egrisine slant helis, Sp {U} ya ise bu slant
helisin ekseni denir [14].

Teorem 4.4 v : I C R — H* yay parametreli egrisi verilsin. Bu
durumda v, eksen Z = es olan bir helis ise tanyp = orani

sabittir.

5 _
1
T+§

ispat. Kabul edelim ki U = (uy, us, ug) sabit bir vektor olmak tizere
(T',U) = cos ¢ sabit olsun. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,

T(T,U) = T[cos p] = T[sabit] =0 (4.4)
yazilabilir. T = (T3, Ty, T5) olmak {izere, (4.4) denkleminden
(DrT,U) + (T, DrU) =0 (4.5)

elde edilir. Burada,

DrU = Drxiny+nz(niX +uY +usZ)
= Tl(Dx(ulX + ’LLQY + U3Z)) + TQ(Dy(ulX + UQY + U3Z))
+ Tg(Dz(ulX + UQY + U3Z))

1 1
= Tl((DXul)X + (DXuQ)Y + (DXug)Z + §UQZ — §U3Y)

1 1
+ TQ((Dyul)X + (DyuQ)Y + (Dyug)Z — §U12 + EUBX)

1 1
+ Tg((Dzul)X + (D2U2)Y + (DZug)Z — §U1Y + §U2X)

52



1 1
= (TlDXul + T15Dvyuq + T3D2u1 + §TQU3 + §T3u2)X

1 1
+ (TlDXUQ + T5Dyus +T5D7uy — =Tius — —T3U1)Y

2 2
1 1

+ (T1Dxus + ToDyug + T3Dzus — §T2U1 + §T1u2)Z

1 1 1 1

— (=Tyus + ~Tyug) X + (—=Tyus — ~Tyuy)Y
(2 2U3 + 5 su2) X + ( 5 1U3 5 B )
1 1
+ (§T1U2 — ETgul)Z
ve
1 1 1 1

<T, DTU> = §T1T2U3 + §T1T3U2 — §T1TQU3 — §T2T3u1

+ %T1T3u2 — %TQT3U1
— T\Tyuy — ToTsu
olarak elde edilir. Dolayisiyla (4.5) denklemi
(kN,u) + T1Tsus — ToT3u; = 0
formunda diizenlenebilir. U = Z igin (4.6) denkleminden
(N,U) =0
bulunur. (4.7) denkleminin tekrar tiirevi alinirsa,

(N,u) =0 = T(N,U)=T[0]
= (DyN,U) + (N, DpU) =0
(—=kT 4+ 1B,U)+ (N,DrU) =0

2 2

S G

1
—K(T,U>+T<B,U>+EU3BZJ,:O

4

elde edilir. (B,U) = (B, Z) = Bsus oldugundan (4.8) denklem

(.U} + (7 + 5)(B.U) =0
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(4.6)

(4.7)

1 1
—/£<T, U> + 7'<B, U> + =T5Nijus — =T1Nous = 0

1
—Ii(T, U> + ’7'<B, U> + §U3(T2N1 — TlNQ) =0

i

(4.8)



olarak bulunur. O halde,
= tan ¢ = sabit

1
—mcosgo+(7+§)sinap:0 = iy
2

elde edilir. =
Teorem 4.5 v : [ C R — H* yay parametreli egrisi verilsin. vy, Z

eksenli bir slant helis ise
T+ % ! 2
cot p = ( )
K

sabittir.
ispat. Kabul edelim ki
(N,Z) = cosp (4.9)
sabit olsun. Her iki tarafin tiirevi alinirsa
T(N,Z) =T|cosp| =0 (4.10)
yazilabilir. (4.10) denkleminin tekrar tiirevi alinirsa
(4.11)

(DrN, Z) + (N, Dy Z) =0

elde edilir. N = (N, Ny, N3) ile gosterilirse,
1
(4.12)

1
<N, DTZ> == §T2N1U,3 - §T1N2’LL3

olur. O halde (4.11) nolu denklem
1

—/€<T, Z> + T<B, Z> + §(T2N1 - TlNQ) =0 (413)

veya,
(4.14)

—k(T, Z) +1(B, Z) + %(B, Z)y =0

o4



bi¢iminde yazilabilir. (4.14) denkleminin tekrar tiirevi alinirsa

(T, Z) ~ KI{T,Z) + 7B, Z) + (r + 5)T{B. 2) =T}
= —r (T, Z) —k{(DrT,Z) + (T, DrZ)| + 7(B, Z)
+ (7 + DUDrB.2) + (B.DrZ) = 0
= —r/(T, f) k[k(N, Z) + (T, DrZ)] + 7/(B, Z)
(T4 )TN, Z) + (B, Dr2)] = 0
= —k(T,2) - r*(N,Z)+71(B,Z) — (N, Z)
1
— §<N’ Z)— E(TgBl—TlBQ)— Z(TgBl—TlBg) =0
olup, son denklemin diizenlenmesiyle
—K/(T,Z) — KN, Z) +7(B, Z) — 7%(N, Z) — %(N, Z)
T 1
—§<N,Z)—Z<N,Z>:O (4.15)
elde edilir. (4.8) denkleminden (B,U) ¢ekilir ve (4.15) de yerine
yazilirsa,
[(T + 5) + m,} COS (4.16)

<T’ Z> = 'K
T-’-% — R

bulunur. (4.16) esitligi (4.8) veya (4.15) denkleminde kullanilirsa

2
KT + %) + /@'2} COoS QK
(B,Z) = ; (4.17)
—KT+ Tk — %
elde edilir. Buradan
(T, 2)2 + (B, Z)* + (N, 2)* = 1 (4.18)
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ifadesinde, (4.9), (4.16) ve (4.17) esitlikleri yerine yazilirsa,

2 2 2 2
[(7‘ + %) + KQ] cos? (T + %)2 [(7‘ + %) + HQ} cos? k>

5 + 3 + cos? =1
[T’/ﬁ) — k(T + %)} {/ﬁ&l(T +3)— T//{]
1)’ 2]?
Cra) @] e
= 5 = 5 = tan” ¢
[T’/ﬁ: — K(T + %)} cosmp
bulunur. Son esgitligin diizenlenmesiyle,
T4 1/ 2
ky = ( 2) " - = cot p = sabit (4.19)
K

(424w

seklinde elde edilir. =
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