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SIMGELER VE KISALTMALAR

9 A
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1 GIRIS

R3 deki egri veya yiizeyin zamana gore degisimleri onlara R3 de karsilik
gelen akiglariyla iiretilir. R® deki egrinin zamana gore degisimlerinde, egrinin
ilk ve son konumlarinda yay uzunlugu korunuyorsa (bagka bir ifadeyle zamana
gore yay uzunlugu degisimi sifir ise); ayn1 zamanda R?® deki yiizeyin zamana
gore degisimlerinde, yiizeyin ilk ve son konumlarinda esas egrilik korunuyorsa, bu

durumdaki egri ve yiizeye elastik olmayan egri ve yiizey denilecektir [12].

Fiziksel olarak gerilim enerjisinin olmadigl durumdaki hareketlerin ortaya
cikmasi akigkan yiizeyler ve elastik olmayan egrilere neden olacaktir. Ornegin
sabit uzunluktaki bir kablonun salinim hareketi veya bir kagit parcasinin riiz-
gar tarafindan salinim hareketi elastik olmayan egri ve yiizey akiglar1 tarafindan

tanimlanabilir [12].

Daha agik bir ifadeyle Vt igin X (u,v,t) yiizey evoliisyonunun, herhangi
bir ty baglangic zamaninda tanimlanan X (u,v,ty) orjinal yiizeyinin izometrik
goriintiisii oldugunu ifade eder. Bir agilabilir yiizey i¢in, X (u, v, t) fiziksel olarak

dalgalanan bir bayragin parametrizasyonu gibi resmedilebilir [12].

Bu durum fiziksel uygulamalarin genis bir alaninda tamamen dogal olarak
ortaya cikar. Ornegin hem Chirikjian ve Burdick [1] hem de Mochiyama, Shimemura
ve Kobayashi [2| gereginden fazla agir1 hareketliligin durum kontrolii {izerinde

caligmiglardir (yilan benzeri robotlar) [12].

Elastik olmayan egri ve yiizey akiglar bilgisayar goriintiisii [3, 4], bilgisayar
animasyonu [5| hatta mekanik hareket bilimindeki pek ¢ok problemin iceriginde

ortaya cikar [1].

Yukaridaki problemlerde neyin yaygin olarak kullanildigin1 aciklamak igin
elastik olmayan yiizey ve egrileri ifade eden evoliisyonlar1 matematiksel olarak
tanimlamaya ihtiyag vardir. Diizlemsel egri akiglar1 hakkinda litaretiirde ¢ok
sayida calisma bulunmasina ragmen yiizey evoliisyonun akiglari hakkinda cok

fazla ¢caliyma bulunmamaktadir [12].

Ozellikle bu diizlemsel egri akiglar hakkindaki caliyma Gage, Hamilton [7]
ve Grayson'nun [8] metotlar1 yardimiyla 1s1 denklemi aracihigiyla kapal diizlem

egrilerinin bir ¢cembere daralmasi ele alinmigtir. Ayrica Gage diizlem egrilerinin



alan korumal evoliisyonlarimi ¢alhigmigtir [9]. Chirikjian [10] bolgesel olarak yal-

nizca hacmi koruyan daha kisitlanmig doniigiimleri ele almigtir [12].

Kwon ve Park [11] daha 6nceki ¢aligmalarinda diizlemsel egrilerin elastik
olmayan akiglar1 ve 1s1 (hareket) akigkanliklar: arasindaki ayrimi ayrintili bir ge-

kilde ele almiglar ve daha ileri diizeyde bazi 6rnekler vermiglerdir [12].

Kwon ve Park [12] sonraki ¢aligmalarinda, baglangi¢ diizeydeki diizlemsel
sonuclara dayanarak R3 de egriler ve acilabilir yiizeylerin elastik olmayan akislar
icin genel bir formiil ortaya koymuslardir. Ilk olarak, bir yiizey egrisinin egrilik ve
torsiyonu hakkinda gerek ve yeter kogullar elastik olmayan egri akis1 olacak sekil-
de tiiretmiglerdir. Daha sonra acilabilir yiizeyler i¢in karsilik gelen evoliisyonlar
elde etmigler ve kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢6ziim kiimesi, acilabilir
yiizeyler ve uzay egrileri i¢in elastik olmayan akiglar1 tamamen karakterize ettigini

gostermiglerdir.

Bu ¢alismda, Kwon ve Park [12] ¢ahgmalarina ek olarak diizlem, uzay
egrileri ve acilabilir yiizeylerin elastik olmayan akislar1 aytintili bir gekilde ele
alindi. Diizlem ve uzay egrilerinin elastik olmayan akiglarina 6rnekler verilerek
sekillerin grafikleri cizildi. Ayrica 6zel egriler yardimiyla olusturulan acilabilir

regle yiizeylerin evoliisyonlarina ornekler verilerek resmedildi.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 R reel sayilar cismini gostermek iizere,
R™ = {(x1, 22, ..., Ty) : z; € R}

vektor uzayinda, x = (21, X2, ..., T,) ve y = (Y1, Y2, ..., Yn) € R™ olmak iizere,

<'T7 y> = Z TiYi
=1

esitligi ile tanmimlanan,
(,):R"xR" — R
(‘T? y) — <CL’, y>

fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ ¢arpima, R" uzaymin dogal ig

carpimu veya Oklid i¢ carpimi denir.

x € R™ i¢in,
]l = /()
olmak fizere,

I IR — R

x — /(z,x)

fonksiyonu, R” wuzayinda bir normdur. Buna gore, R" uzayina normlu vektor

uzay1 denir.

d(z,y) = llz -y

bi¢iminde tanimlanan. d : R” xR" — R fonksiyonu, R" uzayinda bir metriktir.
Bu metrik ile, R" bir metrik uzay olur. Bu uzaya Oklid uzay: denir ve kimi

zaman E" ile gosterilir [18].
Tanim 2.2 /, R nin bir acik araligi olmak {izere,
a: I CR—R"

bi¢iminde diferensiyellenebilir bir & doniigiimiine, R™ uzayi i¢inde bir egri denir
[18].



Tanim 2.3 o« : I C R — R" egrisi verilsin. [ araliginin bir u noktasindaki
teget uzay1 olan T, (R') uzay1 1- boyutlu bir vektor uzayidir. R deki koordinat

fonksiyonu z olmak iizere T, (R') uzaymin dogal tabani

L)

kiimesidir. %, R! uzayinin her bir u noktasia -2

4= (u) vektoriinii karsihk getiren

vektor alamdir.

0 Ty (R) — T (R™) déniigiimiinde, o, (£ (u)) vektoriine, o

egrisinin « (u) noktasindaki hiz vektorii denir ve kisaca o (u) ile gosterilir [18].

Tanim 2.4 Bir
a:ICR— R
s — a(s)
egrisi i¢in,
la' (s)|| =1, Vsel

ise « egrisine birim hizl egri denir. Bu durumda egrinin s € I parametresine

yay parametresi ad1 verilir |13, 18|.

Tamim 2.5 R3 uzaymda birim hizh o : I € R — R3 egrisi icin

/

T(s)=a (s)

esitligiyle belirli 7' (s) vektoriine, a egrisinin « (s) noktasindaki birim teget
vektori denir. T vektor alanina, o egrisinin teget vektor alami adi verilir
[18].

Tamim 2.6 R3 uzaymda birim hizh o : I € R — R3 egrisi icin
kI =R, k(s)=|T (s)]

fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. « (s) sayisia egrinin « (s)

noktasindaki egriligi denir [18].

Tanim 2.7 R3 uzayinda birim hizh o : I C R — R? egrisi icin
N (s) =

esitligiyle belirli IV (s) vektoriine, «v egrisinin « (s) noktasindaki birinci dik vek-

torii (asli normali) denir. N vektor alanina, « egrisinin birinci dik vektor

alam (asli normal vekt6r alani) adi verilir [18].



Tamim 2.8 R3 uzaymda birim hizh o : I € R — R3 egrisi icin
B(s)=T(s) x N (s)

esitligi ile tanimli B (s) vektoriine, « egrisinin « (s) noktasindaki ikinci dik vek-
torii (binormali) denir. B vektor alanina, « egrisinin ikinci dik vektdr alani

(binormal vektor alani) adi verilir [18].

Tanim 2.9 T (s), N (s), B(s) vektorlerine, o : I C R — R? egrisinin « (s)

noktasindaki Frenet vektorleri denir.

{T'(s), N (s),B(s)}

kiimesine, « egrisinin « (s) noktasindaki Frenet gatisi ve
T, N, B vektor alanlarina, « egrisi iistiinde Frenet vektor alanlari adi verilir
[18].

Tamim 2.10 o : I C R — R3 birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlar 7', N,

B olmak iizere,

’

7: I —R, 7(s)=(B (s),N(s))

fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7 (s) sayisina egrinin « (s)

noktasindaki torsionu (burulmasi) denir [18|.

Teorem 2.1 R® uzaymdaki birim hizh o : I € R — R? egrisini géz Oniine
alalim. Frenet vektor alanlart 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve torsionu (burul-

mast) sirasiyla x, 7 olmak iizere,

/

T = kN
N = —xT — 7B
B =7TN

dir [18].
Teorem 2.2 Birim hizli olmayan,
a:ICR—R?
u — a(u)

egrisini goz Oniine alalim. Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve

torsionu (burulmasi), sirasiyla, £ ve 7 olmak {izere,

!

(8% O[/ % Oé// ||O[/ « Oé//H <O{/ v a// a///>
T:—/, N:BXT, B:/—”, :—,3Ve 7_:/—7//2

el Ja"x o’ ] o o'
dir [18].



Teorem 2.3 Birim hizli olmayan,

a:ICR—R?

u — a(u)

egrisini goz Oniine alalim. Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve

torsionu (burulmasi), sirasiyla, x ve 7 olsun. ||o’ (u) || = v olmak iizere,
T = vkN
N' = —v (kT +7B)
B =urN

dir [18].

Tanim 2.11 Eger bir egrinin biitiin noktalar1 bir diizlem tarafindan igeriliyorsa

bu egriye diizlemseldir denir [14].
Tanim 2.12 Bir kiire iizerinde yatan egriye kiiresel egri denir [14].

Tanim 2.13 Bir,

a:ICR—R?
s — a(s)

birim hizli bir egri olsun. « (s) # 0 olacak gekilde « egrisinin, teget vektorii sabit

bir dogrultu ile sabit aci yapiyorsa bu « egrisine genel helis denir [16].

Teorem 2.4 Bir,

a:ICcCR —R?

s — a(s)

birim hizli bir egri olsun. « egrisinin, genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
T .
<—> (s) = sabit, Vs € I
K

olmasidir. x(s) # 0 ve 7(s) ikisi birden sabitseler « egrisine dairesel helis denir
[18].



Tanim 2.14 Bir,

a:IcCR—R?

s — a(s)

birim hizh bir egri olsun. & (s) # 0 olacak sekilde « egrisinin, asli normal vektori

sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapiyorsa bu « egrisine slant helis denir [19].

Teorem 2.5 Egriligi sifirdan farklh olan bir birim hizli o egrisinin slant helis

olmasi icin gerek ve yeter sart,

CHEOIE

fonksiyonunun sabit olmasidir [19].

Tanim 2.15 « : I C R — R3 birim hizli bir egri olsun. x(s) # 0 i¢cin a boyunca
T
D(s) = =(=)(s)T(s) + B(s), (2.1)

ve
_ 1

D(s) = (——=)(s)(—7(s)T'(s) + r(s)B(s 2.2

(s) (m)()( (s)T'(s) + k(s)B(s)) (2.2)

seklinde tanimlanan vektor alanlarina, sirasiyla, o nin modifiye Darboux vek-

tor alani ve birim Darboux vektor alani denir [19].

Tanim 2.16 M C R? yiizeyi verilsin. VP € M noktasinda R? iin M de kalan bir
dogrusu varsa M ye bir regle yiizey denir (Bu tezde yiizey X ile gosterilecektir).
Daha acik olarak, R? de bir regle yiizey,

X:IxR— R
(s,v) — X (s,v) = a(s) + vw (s)

doniigiimii ile tanmimlanabilir.

Buradaa : I C R — R? w: 1 C R — R3\{0} diferensiyellenebilir doniigiimler
ve I bir agk araliktir. Eger s sabit v degigken olarak kabul edilirse X (s,v), X
ylizeyi iizerinde w ya paralel bir D dogrusu ¢izer. O halde X yiizeyinin s = sabit
parametre egrileri dogrulardan olugur. Bu D dogrularina yiizeyin ana dogrular
(doguranlar) ve boyle bir yiizeye regle yiizey denir. Burada « ya regle yiizeyin
dayanak egrisi ve w ya da regle yiizeyin dogrultmani adi verilir. X regle

ylizeyinin s ve v degigkenlerine gore kismi tiirevleri

! !
Xs=a +vw, X, =w



oldugundan, bu yiizeyin teget diizlemi, z bu diizlemin bir noktas1 olmak iizere
det (z — X,w,o/ —|—vw/> =0

dir. Eger z noktasi, yiizeyin X noktasindan gecen ana dogru iizerinde ise, u

uygun olarak segilmig bir skaler olmak {izere,
z—X = puw

dir. Bu bagint1 teget diizlem denkleminde gz 6niinde alimirsa, X noktasindan
gegen ana dogrularim, bu noktadaki teget diizlem i¢inde bulundugu goriiliir |15,
16].

Tanim 2.17 Yiizeyin bir X noktasindaki normal dogrultusu,

X, x X, = (o/+vw/> )

’ !
= XWwW+vw Xw

dir. Yiizeyimizin bir D ana dogrusu boyunca normal dogrultusunun ayni kalmasi

sart1, normal dogrultu vektoriiniin v ye bagh olmamasi ve bunun neticesi olarak,
0 Xw, W Xw
vektorlerinin ayni dogrultuya sahip olmalar ile gerceklegir. Bu takdirde
W, a, w

vektorlerinin bir diizleme paralel olmalari gerekir. Sekil (2.1) de gosterilmigtir.

wXw' wxet'

' ]
w e

Sekil 2.1: Regle yiizeyin acilabilirlik gartlarini saglayan vektorlerin konumu



O zaman, bir D ana dogrusu boyunca yiizeyin normal dogrultusunun ayni

kalmas sarti,
det (w, o/, w/) =0

bagintisi ile ifade edilir. Bu bagint1 gerceklestigi takdirde regle yiizeye agilabilir
yiizey denir [17].

Tanim 2.18 Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin
bu iki komgu anadogru arasindaki aciya oranina regle yiizeyin dagilma para-

metresi (drali) denir [15].

Teorem 2.6 X (s,v) = o (s)+vw () regle yiizeyinin o dayanak egrisi birim hizh

ve dogrultmani w birim vektorii ise bu regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)

_ det (w, g—‘;, g—i:)

2
1521l

dir [15].

Teorem 2.7 X (u,v) = o (u)+vw (u) regle yiizeyinin o dayanak egrisi birim hizl
degilse ve dogrultmani w birim vektorse, bu regle yiizeyin dagilma parametresi
(drali)

B det (w da d—‘”)

) du du
o 112
121
dir [15].
ispat.
da  dads
du  ds du
yazilabilir. Her iki tarafin normu alinirsa,
dal|  ||da|| ds
dul| ||ds || du’
ds
= — 2.3
T (2.3)
bulunur.
do Z%
= du 2.4
ds & (24)
dir. (2.3) ve (2.4) denklemlerinden,
da _ g
ds |||

9



yazilabilir.

do _dwds
du  ds du
bulunur.
dw Z—“
o du 2.
ds 3—2 (2:5)

dir. (2.3) ve (2.5) denklemlerinden,

dw
w _

yazabiliriz. Teorem (2.6) ve yukarida elde edilen denklemler yardimiyla,

P_det( T ér) 6
’ id ki N |

70‘
d

elde edilir. Buradan, (2.6) denkleminin dﬁzenlenmesiyle,

B det( do dw)

’du’ du
4"

bulunur. =

Teorem 2.8 Y (s,v1) = a(s) + viwp ($) regle yiizeyinin « dayanak egrisi birim
hizli olup, wy dogrultmani birim vektor degilse bu regle yiizeyinin dagilma para-

metresi (drali),

det (wo, G3 “G')

H dwo H B (d\lon)

wo

dir [15].

ispat.
Y (s,v1) = a(s) +viwp (s),
= a(s) +villwo (s) || 7=
N———||W0

v ———

formunda yazlabileceginden, Y (s,v;) yiizeyini X (s,v) = a(s) + vw (s) seklinde

alabiliriz. Teorem (2.6) dan,
da dw
_ de_)

10



dir.

wo
W= —
| ’Wo | !
esitliginden,
P ) I
ds s ol
bulunur.

(w,w) = 1 oldugundan (Z—i,w} = 0 bulunur. Buradan,

4 (1) w
0= ,
ds " [lwol
. 1 dwo dHWOH Wo
=i \ s Mwoll =
[lwol)? woll
1 <dw0 w> deOH 1 <(,<j w)
= 7 2\ 7 %W /) — T .3 \Wo,Wo
lwol* \ ds ds |lwo|®

. 1 <dw0 w > 1 dHUJ()H
=5\ 5 Wo
o]\ ds lwol|  ds

elde edilir. Boylece,
dwo deOH
—_— —_—— pr— 0
< ds ,(.Uo> ds ”Cdo”

dwo . dHCL)OH
(%) = Dl g (27)

veya

olur. Ayrica,

2
)| - 1 gdey el deoy  dlsol,
ds HW0H4 ds "0 ds 0 gs "0 ds 0/

dwy dwy dljwol\? d|wo dwo
Tds —2— = — 2.
H 0” [” ol < " ds >+< ds {wo, wo) ds [[woll 75 0 (2.8)

dir. (2.7) ve (2.8) denklemlerinden,

ds ' ds ds

2
d (o i 2
ol 1 dwo dw || df|woll, - dllwoll
() =——|mw§i—$+( ) any — 20l ol

ds eI |

1 d% (mmwmmﬂ
Jwol* ds ’

1 dwy d||wol| 2

_H%WJE;-_CE?>]

11



bulunur.

wp da 1 dwy d||wo| 1 do dwy
2o 22 B — S0l = det [wp, 2, &0 2.1
‘ ( (ds ol s 0 l|wol|” A\ s ds (2.10)

ol ds " {|eoo
dir. Dolasiyla (2.9) ve (2.10) denklemlerinden,
det (wo, ‘é—‘;‘, dd%)

g - ()’
ds ds

wo

elde edilir. m

Teorem 2.9 Bir X (s,v) regle ylizeyinin agilabilir olmas igin gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir [16].
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3 DUZLEM ve UZAY EGRILERININ ELASTIK OLMAYAN
AKISLARI

Bu boliimde Kwon ve Park [11, 12] in ¢gahigmalarinda sunulan diizlem ve
uzay egrilerinin elastik olmayan akiglar1 i¢in temel sonuglar ele alindi. Sabit
uzunluklu diizlem ve uzay egrilerinin ilk ve son konumu arasindaki elastik olmayan

akig1 acik bir gekilde ortaya konuldu.

Baglangig egrisinin yay uzunlugu [ olmak {izere, bir parametreli egri ailesi,

a:[0,1] x [0,w] — R?
(u,t) — a(u,t)

seklinde tanimlansin. Burada w, egrinin degisken parametresi ve 0 < u < [ dir.

0= [ 150 ldu
seklinde verilir. « egrisinin hizi ise,

()—H ||

a nin yay uzunlugu,

olmak tizere %, u cinsinden,
0 10
— = —— veya ds =vdu
ds  vou Y

seklinde yazilabilir. Yay uzunlugu varyasyonu,

L(u,t):/ vdu
0

olarak alinabilir. Ayrica egrinin herhangi bir uzama ve kisalma durumunun ol-
mamasi i¢in,

2Lut /—du 0, VYuel0,l

ot B

sart1 gerceklegmelidir.

Tanim 3.1 «, baglangi¢ egrisinin yay uzunlugu ! olmak iizere,

a:[0,1] x [0,w] — R?
(u,t) — a(u,t)

bigiminde tanimlanan «(u,t) fonksiyonuna, egri evoliisyonu denir [12].

13



Tanim 3.2 Bir

a:IcCR—R?

s — a(s)

egrisi icin,
oo
ot

ifadesine a(u,t) evoliisyonunun akigi denir [12].

2 3 Je D10 — () ; S . da
Tanim 3.3 R* veya R® de || 52| = 0 ise « (u, t) egri evoliisyonuna ve onun 5 akigia

elastik olmayan denir [11].
3.1 BIR DUZLEMSEL EGRININ ELASTIK OLMAYAN AKISI

Bundan sonraki ii¢ teorem, egrinin egriligine, tegetsel ve normal hizlarina

gore bir elastik olmayan diizlemsel egri akigini1 karakterize edecektir.

Teorem 3.1 o nin akisi %—i‘ = T+ gN olmak iizere,

v  Of
— == —gvk=(=— —gr)V

ot Ou ds
dir [12].

Ispat. 12 = (22 29) qitliginin ¢ ye gore tiirevi alnirsa,

ou’ Ou
0 0o O oa 0 <8a)>

oo ou’ = 25w o1 \ou

oldugundan,

bulunur.

0 0 0
a—(;:fT—i—gN ve 0 ile En degisimli oldugundan,

ov Ja 0

_2<8a af oT  0dg ON

el tar T o N t9a)

14



dir. Burada,

oT
Ty veN ve Ty = —vKT
oldugu gbz 6niine alinirsa,
v 0a Of dg
21/5 = 2<8u’ 3uT+ vfrN + auN vgrT),
_,0a (Of dg
= <%,<%—VQH)T+(%+V]CH) N>

elde edilir.
oo B Oa 0s

oudsou
oldugundan,
ov of Jg
QVE =2(T, (8u — Vg/-i) T+ (8u + I/f/-i) N)
of
=207, | = — T
ot (G~ van ) 1),
o (O
=25 —gvk
bulunur. % = v oldugu goz Oniine alinirsa,
ov._of _
o ou U
_9f0s _
dsou
of
(52— gupv

elde edilir [11]. =

Elastik olmayan diizlemsel egri akigina bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1 Bir,
14e7°

V2 4 2e2s

birim hizh egriyi géz 6niine alalim. Buradan,

N 24/1 — sech(s)
a(s)=T= (m(es - 1),tanh(s)>

elde edilir. Bu « egrisinin evoliisyonunu,

a(s) = (2 arccos(

), — log(sech(s))>

1+e—s(t+1)
( t) - <2 arccos(m) _lgg(sech(s(t + 1))))
a(s,t) = G+ 1) g (t+1)

15



olacak gekilde tanimlayalim.

da(s,t) o (5,1) = < 24/1 —sech(s(t + 1))
ds T\ F e 20D (st — 1)

dir. Ayrica,

,tanh(s(t + 1))>

v=la(st)=1

bulunur. Tanmim (3.3) den,

ov
EZO

elde edilir ki a(s,t) egri evoliisyonunun elastik olmadigi gosterilmig olur.

Bu egri evoliisyonunun ¢ zamanina gore degisimi gekil 3.1 gosterilmigtir.

0.2 0.4 0.6 0.8

Sekil 3.1: t € {0,1,2,3,4,6,10}, ve s € [0,1] degerleri i¢in « egrisinin evoliisyonu

Bu o6rnek V¢ igin « (u,t) egri evoliisyonun, herhangi bir t, baslangig za-
maninda tammmlanan « (u, ty) orjinal egrinin izometrik goriintiisii oldugunu ifade
eder. Bir elastik olmayan egri akisi, o (u,t) fiziksel olarak sabit uzunluktaki bir

kablonun salinim hareketi resmedilebilir.
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Teorem 3.2 (Elastik olmayan bir akig i¢in gerek ve yeter kogul)

0 0
Egrinin e _ fT 4+ gN akis1 elastik olmayandir <= 9f = gk dir [12].

ot 0s

Ispat. Teorem (3.1) ve Tanim (3.3) den,
v _ (ﬁ — gR)V
ot ‘os Y

dir. v # 0 oldugu goz Oniine alinirsa ispat tamamlanmig olur. =

Teorem 3.3 Bir diizlemsel egrinin elastik olmayan akigi 2 5 = T +gN

egdeger olarak % = gk olmak {izere,

a) (Z(f + )N

ON 0

dir [11].

Ispat. a)

156 Oa

ile ‘9 ~ degismeli oldugundan,

8_T_88a 0 Oa

ot 0tds s ot

olmak iizere, 2 o

0
= 5, T +gN),
8f JoT  Jg ON
= =T —+ =N
95t T s TN T9as
elde edilir. Burada,
of or ON
— = = kN — = —kT
9s I s TN YC T "
oldugu gbz 6niine alinirsa,
oT dg
— = gkT N+ —=N — grT
o = 9L+ fEN + 22N — gkT,

Jg
(f/@Jr 83) N

dir [11].

17
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b) (T, N) = 0 olup, esitligin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

0
(TN =0,
oT ON

dir. (3.1) denklemini kullanarak,

bulunur. Dolasiyla,

elde edilir. =

Teorem 3.4 Kabul edelim ki %—i‘ = T4 gN egri akigi elastik olmayan

(yani % = gk) olsun. O zaman ¥ = af/{ + %4 gsg dir [12].

Ispat. Teorem (3.3) den,

ga_T:(ﬁ,iJrf%jLi) (f +a)mT

s Ot 0s 0 0s?
dg af ok 0%
(fn+a>T+(a K+ as+@)N (3.3)
bulunur. Benzer gekilde,
ooJr o Jdg Ok
%0s Bt (kN) = <fl€+8 )T—FEN (3.4)

dir. Dolasiyla, (3.3) ve (3.4) denklemlerinden,

ok Of 0k 0%

5 = 2" 5, t o

elde edilir [11]. =

Egrinin ilk ve son konumlarinda yay uzunlugu korunuyorsa bu egri icin bir

elastik olmayan akig elde edilebilir.
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Teorem 3.5 Teorem (3.4) deki kismi diferensiyel denklem sistemleri i¢in bir
¢Ozlim vardir. Ayrica, sirasiyla, kg ($) ve k1 (s) egrilikleriyle verilen ayni uzunluklu
iki egri i¢in, & (s,0)=rq (s) ve K (s,1)=k1 (s) olacak gekilde herhangi diizgiin,

K (s,t):[0,1] x [0,1] — R?

doniigiimii, %—‘j = fT + gN egri akis1 elastik olmayacak gekilde belirlenebilir [12].

3.2 R?® DE BIR UZAY EGRISININ ELASTIK OLMAYAN AKISI

Bundan sonra asagidaki teoremle baglamak iizere R3 de elastik olmayan

egri akigi ele alinarak karakterize edilecektir.

Teorem 3.6 o nin akisi %—‘;‘ = fT' 4+ gN + hB olmak iizere,

ov _0f _ w@—(g— K)V
ot~ ou T Vas Y

dir [12].

Ispat. 1% = <g—3, g—‘;‘> esitlifinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,
9 00 da, 00 0 (00,
ot'ou’ ou’ T ou’ ot \ Ou

oldugundan,

v Jda 0 (O«
2o = 250 o <%)>

bulunur.

(Z;‘ — fT+gN +hB ve % ile % degisimli oldugundan,
v Ja 0

W— =2 T N B
v 9% O (474 g 1 hB))

oa 9f ., OT g ON  Oh OB

= 2(— + It 5 N+ 9o+ 5 B+hon)

ou’ 8u ou ou  Ou ou
elde edilir. Burada,
aT ON 0B
%—VK,N, %——I/(HT—FTB) ve %—I/TN
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oldugu gbz 6niine alinirsa,

ov  _ 0a Of dg oh
21/5 = 2<%,%T—I—I/f/€N—l— %N_ vg (KT +7B) + %B—I-I/hTN%

oa (O0f dg oh
D Yady (= T4 (Y hr | N+ (28— B
<8u’<8u yg/@) —I—(au%—yf/f—l—u 7‘> +(8u l/gT) )

dir.
Jda  Ooa 0s
u " osou L

oldugundan,
ov of dg oh
ZVE = 2(uT, ((% —Vg/—e) T+ (6u +1/f/1+yhr> N + (8u —VQT) B)
_ of
= 20T, <% - Vg/i) T),

= 2v (% — gwf)

bulunur. % = v egitliginden,
ov._of _
o ou U
_9f0s _
dsou
O g

elde edilir [11]. m

Teorem 3.7

68_(; = fT 4+ gN + hB akis1 elastik olmayandir <= % = gk dir [12].
S

Egrinin

Ispat. Teorem (3.6) ve Tanim (3.3) den,

@_(8_f_ %
ot ‘0s

dir. v # 0 oldugunu g6z 6niine alirsak ispat tamamlanmig olur. m

Teorem (3.7) nin ilging bir yorumu sudur: R3 de bir egri evoliisyonunun
elastik olmamasi, bu akigin A binormal bilegeninin egrinin uzamasinda ya da

kisalmasinda degil, sadece biikiilmesinde rol oynadigini gosterir [12].
Bu gozlem agagidaki sonug ile 6zetlenebilir.
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Sonug 3.1 Bir elastik olmayan egri akisi & binormal bilegeninden bagimsizdir
[12].

Simdi yukaridaki teoremin uygulamasini agagidaki iki érnekle gosterelim.

Ornek 3.2 Bir,

a:[0,21] CR — R?

s — afs) = (sin(s), cos(s), s)

Sl

egrisini ve bu egrinin,

a:[0,27] x [0,w] — R?
1 sin(s(t+1)) cos(s(t+1))
(s,t) — afs,t) = —=( t+1 t+1

V2

bigiminde tanimli «(s,t) evoliisyonunu ele alalim. « egrisinin

78)

0 t
9a(s,1) _ pp 4 N + 1B
ot
akis1 icin,
0 t , 1
Oééj ) =a = E(cos(s(t + 1)), —sin(s(t + 1)), 1)
bulunur. Buradan,
v=a] =1
dir. % = 0 oldugundan % akigi elastik olmayandir. Ayrica,

"

a = —(—(t+1)sin(s(t+ 1)), —(t + 1) cos(s(t + 1)), 0)

Sl

(t+1)
V2

lo || =
bulunur. Birim hizh egriler icin,
T=d , N=—— , B=TxN ve k=|d |
!

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

T = i(cos(s(t +1)), —sin(s(t +1)),1) ,

V2
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N = (—sin(s(t + 1)), — cos(s(t + 1)), 0)

e e 24

1
B=—1 cos(s(t+1)) —sin(s(t+1)) 1
V2 —sin(s(t+1)) —cos(s(t+1)) 0

1 .
B = E(cos(s(t +1)), —sin(s(t + 1)), —1)

elde edilir. Ayrica, egriligimiz
t+1
= —( ) (3.5)

dir. « egrisinin akisi igin,
da(s,t) _ (s(t +1)cos(s(t+ 1)) —sin(s(t + 1)) —s(t+ 1)sin(s(t+ 1)) — cos(s(t + 1)) 0)
ot (t+1)° ’ (t+1 ’

= fTI'+gN+hB

~—
[\

oldugundan,
0 t

_0a(s,t) B
9= ’N>_\/§(t—|—1)2

seklinde bulunur. (3.6) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa,
of 1
- = 3.8
Js  2(t+1) (38)

dir. (3.5) ve (3.7) denklemlerinden,
1 (t+1)

=R V2
1
(3.9)

2(t+1)

elde edilir. (3.8) ve (3.9) denklemlerinden ve teorem (3.7) ye gore,

oA
8s Y
esitligi saglanmig olur.

Bu egri evoliisyonunun s € [0, 27] ve t nin 0, 1, 2 ve 3 degerleri igin grafigi

sekil 3.2 de gosterilmigtir.
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Sekil 3.2: t =0,t=1,¢t=2,¢t =3 ve s € [0,27] degerleri i¢in « egrisinin evoliisyonu

Ornek 3.3 Bir,

a:[0,21] CR — R?

u — a(u) = (sin(u?), cos(u?), u)

1
V2
egrisini ve bu egrinin,

a:[0,27] x [0,w] — R?
sin(u?(t + 1)) cos(u®(t + 1))
t+1) 7 (t+1)

7u)

(u,t) — a(u,t) = (

bi¢iminde tamimlanan a(u,t) evoliisyonunu ele alahm. « egrisinin,

Ja(u,t)
ot

— fT + gN + hB

akis icin,

aag;’ ! =’ = (2ucos(u?(t + 1)), —2usin(u?(t + 1)), 1)

bulunur. Tanim (3.3) den,

v=|a| =vVau2 +1
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da(u,t)

5 akigi elastik olmayandir. Ayrica,

ve % = 0 oldugundan

"

a = (2cos(u*(t+ 1)) — 4u?(t + 1) sin(u(t + 1)),
—2sin(u®(t + 1)) — 4u?(t + 1) cos(u?(t + 1)), 0)

bulunur. Birim hizli olmayan egriler i¢in,

! ! " f "
T— " NeBxT B= 070 o lexal]
I o x o o

oldugunu biliyoruz.

T <2u cos(u?(t +1)) —2usin(u?(t + 1)) 1 ) |

Vauz +1 Vdu? +1 "VAu? 1
dir.
e e e
a xa = 2u cos(u?(t + 1)) —2usin(u?(t + 1)) 1
2cos(u?(t + 1)) — du?tsin(u?(t + 1))  —2sin(u?(t + 1)) — 4u*t cos(u?(t +1)) 0

/ "

o xa = (2sin(u*(t+ 1)) + 4u?(t + 1) cos(u?(t + 1)), 2 cos(u?(t + 1))
—4u?(t + 1) sin(u?(t + 1)), —8u?(t + 1))

elde edilir. Buradan,

Ja' x || = \/4 -+ 16uA(t + 1)? + 64us(t + 1)2,

— 2\/1 + 4ut(t 4+ 1)% + 16uS(t 4 1)°

dir. Boylece,

B 1 <sin(u2(t 1)) + 263(t + 1) cos(u?(t + 1)),

VI 4ut(t + 17 4 16u8(t + 1)

cos(u?(t + 1)) — 2u?(t + 1) sin(u?(t + 1)),

I 1))
bulunur.
N=BxT
oldugunu biliyoruz.
du? +1

A

V1 4ut(t 4 1) 4 16u8(t + 1)
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dersek. O zaman,

N = (cos(uQ(t +1)) = 2u?sin(u?(t + 1)) — 8u*(t + 1) sin(u?(t + 1)), — sin(u(t + 1))

> =

—2u?(t+ 1) cos(uP(t + 1)) — Sut(t + 1) cos(u?(t + 1)), —2u>

elde edilir. Ayrica, egriligimiz,

20/1+ du(t + 1)° + 16uS(t + 1)°

3.10
(4u? + 1)vau? + 1 (3.10)
olarak bulunur. « egrisinin akisi icin,
Oa(u,t) (u2(t + 1) cos(u?(t + 1)) — sin(u?(t + 1))
ot (t+1) ’
—u?(t + 1) sin(u?(t + 1)) — cos(u?(t + 1)) 0)
(t+1) ’
= fT'+gN+ hB
esitliginden,
t 2u?
= <8a(u, ),T> _ 24 (E41) (3.11)
ot (t+1)vVau2 +1
ve
t 2 4 . 2
_ <8oz(aiz, ),N> _ 3u® 4+ 8ut(t + 1) — 2u(t + 1) (3.12)

(t + 1)\/1 + dut(t 4 1)% + 16uS(t 4+ 1)°V4Au2 + 1

,,_‘

dir. (3.11) denkleminin u ya gore tiirevi alinirsa,

bulunur. « egrisinin hiz

u

aaéu’ J H = Vdu? +1 (3.13)

Of _ 2u(=2(t+1)+3u+ 8u?)

- 3.14
du (t+1)(4u? +1)2 (814
elde edilir. Ayrica,
o5 _ osof
ou  Ouds
o
- 0s
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oldugu dikkate alindiginda, denklem (3.10), (3.12) ve (3.13) den,
3u® + Sut(t + 1) — 2u(t + 1)
(t + 1)\/1 +Aut(t+ 1) + 16uS(t + 1)2 VA2 + 1
20/1+ dut(t + 1)° + 16uS(t + 1)?
(du? + 1)V4u? + 1
2u(—2(t + 1) 4 3u + 8u?
_ Zu(Z2At 4 1)+ Sut Bu) (3.15)
(t+1)(4u?+1)2
elde edilir. (3.14) ve (3.15) denklemlerinden,

of
ou

esitligi saglanmig olur ki (u,t) evoliisyonu elastik olmayandir.

vgk = V4u? + 1

Y

= VgK

Bu egri evoliisyonu ¢ nin 0, 1, 2, 3 ve u € [0,27] degerleri i¢in grafigi

sekil 3.3 de gosterilmigtir.
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Sekil 3.3: t =0,t=1,t=2,t =3 ve u € [0,2n] degerleri i¢in « egrisinin evoliisyonu
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Teorem 3.8 « nin akisi %—i‘ = fT'+gN + hB ve ¢y = < 5 ,B> olmak fizere,

oT dg oh
o= (f/a;—l— Js +h7') N + (—gT—i— _6s> B,
ON dg

yrin (f/{—l——as +h7‘) T+¢B,

0B oh

5= ()T

dir [12].

Ispat. Teorem (3.7) ve Frenet-Serret formiillerini kullanarak,

or  dda 0

o ~atos oI TN HRB)
_9f 99 oh
—T N N T—-1B)+ —B N
= 2 + fr + 9 +g9(—k T>+0S + h7N,

= (fﬂ+a—+h7) N + (—gT—i-@) B
0s 0s
elde edilir.

(T, N) = 0 egitliginin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

3 8T ON
dir. (3.16) denklemi (3.17) de yerine yazilirsa,
dg ON,
ve buradan,
ON dg

elde edilir.

(T, B) = 0 egitliginin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi almirsa,

0 oT OB
i By = (& B+ (1,22 =
dir. (3.16) denklemi (3.19) de yerine yazilisa,
oh 0B
—gT+ 5o+ (T, N ) =20
veya
0B oh
g =9 %
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elde edilir.
Benzer gekilde (N, B) = 0 esitliginin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi alinip,

0 ON 0B
—(N,B) =(—,B N,—) =0 21
O w.my= 2 5+ .22 0, (3.21)
bulunur.
¥ = (2¥, B) oldugundan,
OB
N,—) =0
¢ + < Y at > Y
OB
N,—) = — 3.22
dir.
(N,N) =1 esitliginin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,
ON ON
—, N N,—) =0
O Ny + (N,
elde edilir. Dolayisiyla,
ON
—,N) = 2
N wy =0 (3.29
bulunur.
¢ = (2%, B), (3.18) ve (3.23) denklemlerinden,
ON dg
= < T+ ¢YB :
5 (f/<;+ s —i—h7’> + 1 (3.24)

elde edilir.

Benzer gekilde (B, B) = 1 esitliginin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

0B 0B

<E7B> + <B7E> = 07
0B
(5 B) =0 (3.25)
dir. (3.20), (3.22) ve (3.25) denklemlerinden,
0B oh

bulunur [12]. =

Boylece uzay egrilerinin elastik olmayan akiglarinin temel sonucu asagidaki
gibi ifade edilebilir.
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Teorem 3.9 Kabul edelim ki, 2 5 = T + gN + hB egri akig elastik olmayan
(yam = gk ) olsun. O zaman,

85 0f 85 82 3h or
a 829 a oh
as(fﬁ)+m+a—(h7) +T%,

or _ (. _9h\_9¢

or ~"\7" " 9s) s’

dg 0 9%h
mb:—r(f/ijL%%—hT)—%(gT)%—@

dir. Burada ¢ = (2, B) dir [12].

Ispat. —S ile gt degismeli oldugundan,

Q0T _ 90T
Os Ot Ot Os
yazilabilir. (3.16) denkleminden,
00T 0 h
5590 — Bs |:<fli+—+ ) < gT—I——S)B],
9
8

<§ —9 (h )) (fn+§—+hr)%—];[

g B4 4 ok oh\ OB

55 97) 9T 95 ) os
bulunur. Ayrica,

ON 0B

E—_(KT+TB) ve g—TN

esitliklerinden,

00T (0 d*q 0 Jg
FPr (@(fli)—i-@-i-%(hT))N— (fm+%+hr) (kT + 7B)

h oh
+ (—%<97)+@)B+( gT+a—>TN,
+
9
0

829 0 Oh
(f/i) % (hT) — g2 + %7’) N

dg 0%h
+ (—7’ (f/i tos T hT) ~ 5 (97) + _832) B (3.27)
elde edilir.
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oldugu gbz 6niine alinirsa,
oor 0
i os ~or ™)
ok ON
— —N _—
o T
dir. (3.24) denkleminden,

00 0%~ (004 2 i) 7).

ot ds Ot Os
= — fliQ—f-@I{—l—hTKu T—f-%N-f-lﬂ/)B (3.28)
- Js ot '
bulunur. (3.27) ve (3.28) denklemlerinden,
ok 0 g 0 , Oh
E_a_(fﬁ)+@+%(h7)_97_ +T%,

ve

oldugunu goriiriiz. Benzer gekilde,
00B 00B
ds ot 9t Os
yazilabilir. (3.26) denkleminden,

022 ()]

ds ot Os Bs
0 0%h oh\ oI oY ON
= (@W—@)T* (W‘%) a5 o5 Vs
bulunur.
oT ON
g =rgN ve g = —(HT+TB)
oldugundan,

o0B [0 o%h oh o

0 *h oh O
= (% (97) — @WLFH/J)TWL <ng€— 25 %) N +1¢yB (3.29)

elde edilir. Ayrica,
oB

— =7N
0s 4
esitliginden,
0 0B 0
gios o)
or ON



bulunur. (3.24) denkleminden,

00B O dg

or

8tN + 1Y B

:—T(f/i—i-@—f—hT)T‘f'
Os

yazabiliriz. (3.29) ve (3.30) denklemlerinden,
0T _ (g 0¥
ar "\ 0s 0s
elde edilir. Ayrica,

OON _ 00N
ds Ot Ot Os
esitligi kullamlarak da yukaridaki formiiller elde edilebilir [12]. m
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4 ACILABILIR YUZEYLERIN ELASTIK OLMAYAN AKISLARI

Eger det (w,w';a’) = 0 ise ||w (u) || = 1 olmak iizere X (u,v) = a(u) +
vw (u) regle yiizeyine agilabilirdir denir. Agilabilir yiizey, Gauss egriligi heryer-
de sifir olan bir yiizeydir veya diizlemin izometrik bir goriintiisiidiir. Bu tezde,

silindirik olmayan yani Vu i¢in w’ # 0 durumu dikkate alinacaktr.

lwu)|| = 1, & # 0, det(w,w’,a’) = 0 olacak sgekilde X (u,v,t) =
a (u,t) + vw (u, t) acilabilir yiizeylerin bir parametreli ailesi olsun. Burada " sim-
gesi % tiirevini belirtmektedir. Bu ¢calisgmada, X in elastik olmayan evoliisyonlar
ele alinacagindan ve a, X iizerinde yatan bir egri oldugundan; a (u,t), R de bir
egrinin elastik olmayan evoliisyonu olarak alinacaktir. Béylece her ¢ i¢in o nin
yay uzunlugu u kabul edilebilir. Bu boéliim boyunca, u parametresi yay paramet-

resi olarak kabul edilecektir.

Tanim 4.1
X (u,v,t) = a(u, t) + vw (u,t), |wu)| =1, & #0, det(w,w',a')=0

ve u, « mmn yay uzunlugu olsun. X in birinci temel formu, {E, F, G},
oE  OF 0G
ot ot ot

sartin saghyorsa X (u,v,t) ylizey evoliisyonu ve %—)t( akisi, elastik olmayan olarak

adlandirilir |12].

0

Bu tanun V¢ igin X (u,v,t) yiizeyinin, herhangi bir ¢ baglangi¢ zamaninda
tanimlanan X (u, v, ) orjinal yiizeyinin izometrik goriintiisii oldugunu ifade eder.
Bir agilabilir yiizey i¢in, X (u, v, t) fiziksel olarak dalgalanan bir bayragin parametrizas-

yonu gibi resmedilebilir.

Ornek 4.1 a,b € R — {0} olmak iizere,

X (u,v) = <bcos (%) ,isin (%) ,a>1+v \/%—1—62 (bcos (%) ,bsin (%) ,a)

[\ J/

a(u)

koni yiizeyi verilsin. Bu koni, dayanak egrisi o, dogrultmani w olan bir regle

ylizeydir.



dir. Buradan,

= i () (3).0) (o () o (3).0)

=1

yani « birim hizl bir egridir. Ayrica,
lw (u) || =1

oldugundan w birimdir. Teorem (2.6) dan,

> VaiTb
det (w,o/,a/) = —sin (%) cos (%) 0 =0
—L__gin (E) —L_ cos (2) 0
Vo Sm\y) Ve b
ve
/ 1 U U 1 U U

2 _ - _ . - - - o . - -

o () |I* = <\/m( sin () eos (5) ﬁ)vm( sin () -cos (7)0))
1
Az

£ 0

dir. ||’ (u) ||* # 0 oldugundan X (u,v) yiizeyi acilabilir bir regle yiizeydir.
Simdi,

B b cos u(t+1) b “in u(t+1) W2 b?
X(“’”’t)_<(t+1) ( b )’(t+1) ( b )\/ th (t+1)2>

a(u,t)

1 b u(t+1) b . [(u(t+1) T
”\/m<<t+1>“’s( b )’<t+1>sm( b )’\/“b <t+1>2>

N J/

w(u,t)

bi¢iminde taniml yiizey evoliisyonunu goz 6niine alalim.

o (D) e (52

gt (245 e (2412,

1 b u(t +1) b (u(t+1) o 0 D
X”‘m(aufos( b )’<t+1>sm( b )’\/”b <t+1>2)

34

J/



dir. Buradan,

_ v? 2v o u(t+1) o u(t+1)
E—1+a2+62+\/m(sm( 7 ) + cos™( 7 )),
14 v? N 20
a4+ a2+ b
v 2
— 1 -
U+ Jazm)
B 1 b u(t+1), . u(t+1) b u(t+1), . u(t+1)
_\/m( <t+1)cos( D ) sin( ; ) (t—l—l)COS( 2 ) sin( A )
v b u(lt+1), . u(t+1) b wlt+1), . u(t+1)
+a2+b2( T 0 cos( ; ) sin( ; ) Y cos( ; ) sin( ; )
=0
ve
1 b? o u(t+1) v, u(t+1) 9 1o b?
G_a2+b2<(t+1)200S< ) (t+1)28m( p )Tt (t+1)2>
_a’ 4
a4 b2
=1
bulunur. Béylece,
0B _0F _ 06 _
ot ot ot

dir. Tamim (4.1) den X (u,v,t) yiizey evoliisyonu elastik olmayandir.

Bu yiizey evoliisyonunun ¢ zamanina gore degisimi sirasiyla sekil 4.1, 4.2, 4.3

ve 4.4 de gosterilmigtir.
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Sekil 4.1: t =0, a = 3 ve b =4 icin yiizey evoliisyonu

Sekil 4.2: t =1, a = 3 ve b =4 igin yiizey evoliisyonu
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Sekil 4.3: t =2, a =3 ve b =4 icin yiizey evoliisyonu

Sekil 4.4: Sekil 4.1, 4.2 ve 4.3 iin goriintiisii
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Teorem 4.1
X (u,v,t) = a(u,t) +vw (u,t), |lw)] =1, " #0, det(w,w',a')=0
ve u, « nin yay uzunlugu olsun. X in birinci temel formu,

E = (Xy, X,) =14 2v{d, ) + 0*||'|%,
F = (X, X,) =, w),
G=(X,X,)=1

dir [12].

ispat.
X, = o (u,t) + o' (u,t), X, =w(u,t)
dir. Boylece,

E = (X, Xu) = (& (u,t) + v’ (u,t),a (u,t) + v’ (u,t)),
= {( (u,t),a (u, 1)) + 2v(a/ (u,t),w (u,t)) + (W (u,t),w (u,t)),
=1+ 2v(a (u,t),w (u,t)) + v ||w'(u, t)|?

elde edilir. Benzer gekilde,

F = (X, X,) = (u,t) + v’ (u,t),w(u,t)),
= (' (u,t),w (u,t)) +v{w (u,t),w (u,t)),

ve

G = (X, X)) = (w(u,t),w (u, b))
= [lw(u, t)|?
=1

bulunur. =
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Teorem 4.2 Teorem 4.1 de tammmlanan X (u,v,t) elastik olmayandir <

%(o/,w’> = %Hw’”2 = %(a',w> =0 dir [12].

Ispat. Teorem (4.1) den E = 1 + 2v(c/ (u,t),w’ (u,t)) + v2||w’ (u,t)]? dir.

Tanim (4.1) den,
08 _0
ot ot

olmalidir. Buradan,

(1 +2v(a’ (u, t) ,w' (u,t)) + v ||w’ (u,t) ||2) =0

2fug<o/ (u,t),w (u,t)) + v22<w’ (u,t),w (u,t)) =0

ot ot
veya
220 (1,1, (1, 0) + v (o (1,) 0 (1,)) = O
gt (1), (u, v (W (u, 1), W' (u, 1)) =
bulunur.
vg #0, vy #0, vy # vy olmak iizere,
v =1 icin,
220! (1), (1, ) + w02 (o (1,) o (1, ) = O (1)
B (o (1), W' (u, Vo, (&' (u,1) W' (u, 1)) = )
v = v icin,
a / / a ! /
2a<a (u,t),w' (u,t)) +Ul§<w (u,t),w (u,t)) =0 (4.2)

dir. (4.1) ve (4.2) denklem sistemi ¢oziildiigiinde,

0 / ! _ 0 ! 2 _
a«u (u,t),w (u7t)> - atHw (u7t)|| =0

ve
2(o/ (u,t),w (u,t)) =0
at ) ) ) -

elde edilir. Teorem (4.1) den,
F=(d(u,t),w(u,t))

dar.

bulunur. Ayrica,

a//_a /2_8/ _
el ) = S| = e w) =0
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oldugu dikkate alimirsa, Teorem (4.1) ve Tamim (4.1) den,
OE 0

o= 2 / / 2 / 2
57 = 77 (L+2v(a (1), (1)) + o’ (u,0) |7)
0
=0,
OF 0
E - §<O[ (U,t) ,W(U,t»,
=0
ve
0G
E

elde edilir ki ispat tamamlamig olur. m

Teorem (4.2) agilabilir yiizeylerin elastik olmayan evoliisyonunu karakte-

rize eder, ayn1 zamanda agagidaki teorem ilging bir geometrik yoruma sahiptir.

Teorem 4.3 X (u,v,t) = a (u,t)+vw (u,t) bir X (u, v) agilabilir yiizeyinin elastik
olmayan evoliisyonu olsun. X (u,v,t), biri S? ve digeri R® de iki egrinin elastik
olmayan evoliisyonlariyla tamamen karakterize edilebilir [12].

Ispat. Teorem (4.2) den, 2 {lw'||> = 0 dir. Béylece, Z||w'[|> = 2|jw'||&|w'| =
0 dir.

w’ # 0 oldugu igin, %Hw’” = 0 dir. Bu yiizden Tanim (3.3) deki gart saglanir
[12]. =

Simdi bu boliimiin ana sonucunu sdyleyecek durumdayiz.

Teorem 4.4 o nmn yay uzunlugu u, % = 17" + ¢!N' + h!'B', % = (272 4

G@*N? +h?B? ve |lw(u)|| =1, w' #0, det(w,w',a’) =0 olmak iizere,
X (u,v,t) = a(u,t) +vw (u, t)

acilabilir regle yiizeyi verilsin. Burada, 7%, N¢, BY, i = 1,2 icin, sirasiyla, o ve w
nin Frenet catilaridir.
X elastik olmayan evoliisyon veya denk olarak,

a 2 a / _
En | —§<a,w>—0

olsun. O zaman f% g, h' i = 1,2 i¢in Teorem (3.9) in egitlikleri saglanir |12].

rooN 0 /
(o, ) = ol
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Teorem 4.5 « birim hizhi bir slant helis ve D (u) = \/Tzle;HQ (—7T + kB) olmak

izere,

X (u,v) = a(u) +vD (u) regle yiizeyi verilsin. X (u,v,t) yiizey evoliisyonu,

%_87’
ot ot

elastik olmayandir.

ispat.

bulunur.

, ’ TT/—‘rHlil T
T TV 7_2 + /f2 — %
T2 4 K2
T (T2 4+ KY) — 7 (77 + KK
(12 + K2?)
K (T/F& — 7-/1')
(72 + K2)3

)

N (r2 4 /4;2)% k)’

Y

3 )
2

K2 <7’)'
pr— H— —
(72—1—/{2)% K

I{Q
3
(r24r2)%

dir. 0 = (g), oldugundan,

’
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elde edilir. Benzer gekilde

/ ’
TT +KK K
< o )/ [i/ /,7_2 + /{2 - ( T2+52>

\/ﬁ 72 4 K2 ’
B K (12 + k%) — k(77 + KK)
N (72 + K2)? ’
T (KT —RT)

B — K27 N’
a (Tz_i_,{Q)% (E) ’
_ K2 '
B _7(7.2 N K2)% (E)

bulunur. o = (sz;)% (i), oldugundan,

/

elde edilir. Bu durumda,

det(D,a’, D) = det(—a(/ kdu)T — a(/ 7du)B, T, —koT — 10 B),
= det(—a(/ kdu)T, T, —koT) + det(—a(/ 7du)B, T, —koT),

+ det(—of / kdu)T, T, —70B) + det(—of / +du)B, T, —roB),
=0

dir.

||D, (u) ||2 = (—koT —10B,—koT — T0B),

= o*(5* +77),
bulunur. Béylece, || D' (u) (u) H2 # 0 elde edilir. Teorem (2.6) gore X (u,v) agila-
bilir bir regle yiizeydir.
X (u,v,t) = a(u,t) +vD (u,t)

yiizey evoliisyonunu goz 6niine alahm. Teorem (4.2) den,

D& (1), D (u ) =

T 0 (kN,—koT — 10 B),

ot
0,



ve

’

_ 0
a(a (u,t), D (u,t)) = a(ﬁ;N, —0(/ kdu)T — 0(/ Tdu)B),
=0

oK

5 = % = 0 oldugundan,

bulunur.

!/ ’

=/ 8 —/ 2 0 —
E (u,t),D (u=t>>:a”D (u?t) || :a<a <u7t)7D(u=t>>:0

elde edilir ki X (u,v,t) yiizey evoliisyonu elastik olmayandir. m

(av
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Yukaridaki teoremin uygulamasini agagidaki érnekle gosterelim.
Ornek 4.2 Bir,
1 . , 1 4 .U
alu) = _6(_4 sin(u) + sin(2u)), 6(_4 cos(u) + cos(2u)), —g\/§81n(§)
birim hizh slant helisi gbz 6niine alalim. Buradan,

Y sin(u), —gx/écos&)) :

1 4.2
T = (5(2 cos(u) — cos(2u)), 35 (2 2

o (e _—zsm<g>+sm<2>+Sm<%”),§ o)

3 sin2(g) , \/Tg)

ayrica egrilikler,

K= ﬂsin(g)
ve
u
= — 2 —
T cos(2)

olarak elde edilir. Buradan,

_ 1 3u. 1 . 3u, 22
D:(—§cos(2) _55111(2)7 3 —)

bulunur. Dayanak egrisi o ve dogrultmani D olan regle yiizey,
1 ) ) 1 4 .U
X(u,v) = _6(_4 sin(u) + sin(2u)), 6(_4 cos(u) + cos(2u)), —gx/ism(i)

1 3u. 1 . 3u. 22
+ U<_§ COS(?)? _g Sln(?)? T)

dir. Burada,

) i —3cos(2) —3 5111(32”) %5
det(D,o/,D") = Z(cos(u) — cos(2u)  Zsin(u) — $sin(2u)) —2v2cos(¥)
Ssin(2Y) —2cos(2) 0

ve
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oldugundan, X (u,v) yiizeyi agilabilir regle yiizeydir.

t# ?jf+27rk, k € {0,1,2,...} olacak gekilde bu regle yiizeyin evoliisyonunu,

X(u,v,t) = <—é(—4 sin(u) + sin(2u)), é(—él cos(u) + cos(2u)), —%ﬁsin(g))

2
2/2 (sin(t) + cos(t))
3 1 + sin(2t)

1 3 1 3
+ v(—= cos(—u), —= sin(—u

3 2 3 2)7

bi¢iminde tanimlayalim. Bu yiizey evoliisyonu i¢in,

K= ﬁsin(g)

2
ve
u
= —v/2cos(—
T 003(2)
dir.
0
ok _ 01 _
at ot
oldugundan,
E=1+% osin(Y)
= — +wsin(=
4 27
1+ v? . 2K
= _ v———
4 2’
P 8cos(y) +1
9 )
B —4V27 41
N 9
ve
G=1
dir. Buradan,
0B _OF _0G _,
o ot ot

elde edilir. Tanim (4.1) den X (u,v,t) yiizey evoliisyonunun elastik olmadig gos-
terilmig olur. Bu yiizey evoliisyonunun ¢ zamanina gore degisimi gekil 4.5, 4.6

4.7 ve 4.8 de gosterilmigtir.

45



Sekil 4.5: ¢ =0, u € [—2m,27] ve v € [—2m, 27| i¢in yiizey evoliisyonu

Sekil 4.6: ¢t =1, u € [—2m, 27| ve v € [—2m, 27| i¢in yiizey evoliisyonu
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Sekil 4.7: t =2, w € [-27,27] ve v € [—27, 27] igin yiizey evoliisyonu

Sekil 4.8: t =3, u € [—27,27] ve v € [—27, 27| igin yiizey evoliisyonu
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Teorem 4.6 « birim hizl bir egri ve D (u) = — (£) T+ B olmak iizere,

X (u,v) = a(u) +vD (u) regle yiizeyi verilsin. X (u,v,t) yiizey evoliisyonu,
0
— (Z) —0 ve ~ oram sabit degil (yani a bir genel helis degil)
ot \k K

ise elastik olmayandir.

ispat.

dir.

1B =1/(5) +1.

oldugundan D vektrii birim degildir. Teorem (2.8) den,

det (5,0/, f)’) — det (— (%) T+B,T,— %)T) ,
= det (= (D) 11 (D) 1) et (7= () 7).
=0

elde edilir. £ oram sabit olmadigindan,

5w - (15e1) = - (0) - (2)1 - o/ () +1

ou ’

~, - N\ 2
bulunur. Buradan [|D (u) ||2 - <||D (u) || > # 0 dir. Boylece X (u,v) yiizeyi
acilabilir bir regle yiizeydir.

X (u,v,t) = a(u,t) + vD (u,t)
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yiizey evoliisyonunu goz éniine alahm. Teorem (4.2) den,

’

0, 1 0 :
5\ (1), D (ut)) = 2T, ~ <E> T

a2

ve

dir. % (%) = 0 oldugundan,

g ~, 0 ~ 2 o _
2 ). B ) = 215 @) = e w.0). B (1)) =0

elde edilir ki X (u,v,t) yiizey evoliisyonu elastik olmayandir. m

Teorem 4.7 « : [ C R — R? birim hizli bir egri ve a nin T teget vektor
alaninin evoliisyonu elastik olmayan olmak iizere, X (u,v) = T + v B regle yiizeyi

verilsin. X (u,v,t) yiizey evoliisyonu,
0
8_; =0 ise
elastik olmayandir.
Ispat. Teorem (2.7) den,
det (B,kN,7N) =0
dir. Ayrica,

7,2
IB||" = (TN, 7N),

:T2

elde edilir. Buradan HB/H2 # 0 dir. Boylece X (u,v) yiizeyi acilabilir regle

yizeydir. o nin 1" teget vektor alaninin evoliisyonu elastik olmayan oldugundan,

v=|kN| =k

49



dir. Tanmim (3.3) den,
ov 0Ok

ot ot
elde edilir.
X (u,v,t) =T (u,t) + vB (u,t)

yiizey evoliisyonunu goz oniine alalim.

Xy=rkN+vrN ve X, =B

ve
E = {((k+vr)N,(k+v7)N) = (k4 v7)?,
F={(k+v7)N,B) =0,
G=(B,B)=1
bulunur. %—’Z = % = 0 oldugundan,
oF Ok or
E = 2(/€+U7’) (E—i‘va) —0,
oF
a
oG
s 0

elde edilirki Tanim (4.1) den X (u,v,t) yiizey evoliisyonu elastik olmayandir. m
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Yukaridaki teoremin uygulamasini agagidaki érnekle gosterelim.

Ornek 4.3 a,b € R ve |a| > |b| olmak iizere,

a?—b? s((a+b)u a—b)u a?—b? in((a+b)u in((a—b)u
afu) = <(_ 2ab )(CO(SJFZ)Q Lt Cos(g_b)z) ))7 (— 2ab )(2 ((55)2) by ((a(—b)Q) ))>

birim hizli slant helisini goz 6niine alalim. Buradan,

a 4 a b a

T — ( COS(bU) SiIl(CL’U,) __bcos(au)sin(bu) acos(au) cos(bu)+bsin(au) sin(bu) (a—b)(a+b) sin(bu) ) ’

B— ( (a—b)(a+b) cos(bu)(bcos(au)+asin(au) tan(bu)) 1/ (a—b)(a+d) cos(bu)(bsin(au)—a cos(au) tan(bu))
ay/(a—b)(a+b) ’ ay/(a—b)(a+b) ’

v/ (a—b)(a+b) cos(bu) )

a

dir. Ayrica egrilikler,

k=+/(a—Db)(a+b)cos(bu)
ve

T =—v/(a—b)(a+ b)sin(bu)

elde edilir. Buradan, dayanak egrisi 7" ve dogrultmani B olan regle yiizey,

X (U, U) _ <( COS(bu) sin(au) . bcos(aug sin(bu) ’ acos(au) cos(bu);rb sin(au) sin(bu) 7 4/ (a—b) (a;—b) sin(bu) )

v/ (a—b)(a+b) cos(bu)(bcos(au)+asin(au) tan(bu)) +/(a—b)(a+b) cos(bu)(bsin(au)—a cos(au) tan(bu))
ay/(a—b)(a+b) ’ ay/(a—b)(a+b) ’

v/ (a—b)(a+b) cos(bu) )

—i—v(

a

dir. Burada, a = 4, b = 3 alinirsa

X(u,v) = ((—§ cos(4u) sin(3u) + cos(3u) sin(4u), 1 (—4 cos(3u) cos(4u)

—3sin(3u) sin(4u)), — 7 sin(3u))+v (L cos(3u) (3 cos(4u)+4 sin(4u) tan(3u)),
1 cos(3u)(3sin(4u) — 4 cos(4u) tan(3u)), iﬁcos(i%u)))

k= V7 cos(3u),

T = —V7sin(3u)
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elde edilir. Ayrica Tanim (3.3) den,

v=|T"| =&,
ov B Ok

ot ot =0

bulunur. Ayrica,
det(B,T',B') = det (B,kN,TN) =0
ve
|8 =7

dir. Burada ||B/||2 # 0 oldugundan, X (u,v) yiizeyi agilabilir bir regle yiizeydir.

t £ ?jf+27rk, k € {0,1,2,...} olacak gekilde bu regle yiizeyin evoliisyonunu,

X(u,v,t) = ((—§ cos(4u) sin(3u) + cos(3u) sin(4u), 3 (—4 cos(3u) cos(4u)
—3sin(3u) sin(4u)), —% sin(3u))+v (5 cos(3u)(3 Cos(4u)+4 sin(4u) tan(3u),

1 ; _ /7 (sin(t)+cos(t))
5 cos(3u)(3sin(4u) — 4 cos(4u) tan(3u), ¥ Jireme) ) cos(3u) ))

bi¢iminde tanimlayalim. Bu yiizey evoliisyonu igin,
K = V7 cos(3u)

ve
7 = —V/Tsin(3u)

dir. Teorem (4.2) den,

DT (ut) B (ut)) =

a7 7 _ 3
oy —((= cos(3u)cos(4u),4 s(3u)sm(4u),—Z(\/?cos(?)u)),

ot
(7(sm(2u) +sin(10u) 7(cos(2u) — cos(10u)  (3+/7sin(6u)

16 cos(u) ’ 16 cos(u) = 8 cos(u) )
= 0 (7 cos(3u) sin(3u)),

ot
:%(_KT)a
__(% + @)
Y T
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QHB/Hz B 2<(7(sin(2u) + sin(10u) 7(cos(2u) — cos(10u) _((3\/781n(6u))
ot C ot 16 cos(u) ’ 16 cos(u) ’ 8cos(u)
(7(sin(2u) + sin(10u) 7(cos(2u) — cos(10u) _((3\/7 sin(6u) 5
16 cos(u) ’ 16 cos(u) ’ 8 cos(u) ’
0 (o 2
= a(?sm (3u)),
— 0 2
E; !
= 275
0,y

—(T (u,t),B(u,t)) = %((Z cos(3u) cos(4u), ; cos(3u) sin(4u), —Z(\/? cos(3u)),

(i(cos(3u)(3 cos(4u) + 4 sin(4u) tan(3u)),

1(cos(3u) (3sin(4u) — 4 cos(4u) tan(3u)), \/T? cos(3u))),

4
=0
bulunur. ‘3—’: = % = 0 oldugundan,
(3 ’ ’ (3 2 (3 ’
AT (w,0) B (0, ) = 5 | B = (T (), B (u,1)) = 0

elde edilir ki X (u,v,t) yiizey evoliisyonu elastik olmayandir.

Bu yiizey evoliisyonunun ¢ zamanina gore degisimi sekil 4.9, 4.10 ve 4.11

de gosterilmigtir.

Sekil 4.9: t =0, u € [—27,27] ve v € [-27, 27] igin yiizey evoliisyonu

53



Sekil 4.10: t =1, u € [-27,27] ve v € [—2m7, 2] i¢in yiizey evoliisyonu

Sekil 4.11: ¢ =2, u € [—27,27] ve v € [—27, 27| i¢in yiizey evoliisyonu
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Teorem 4.8 o : I C R — R3 birim hizh bir egri ve o nmn T teget vektdr
alaninin evoliisyonu elastik olmayan olmak iizere, X (u,v) = T 4+ vN regle yiizeyi

verilsin. X (u,v,t) yiizey evoliisyonu,

0

(9_7t— =0 ise
elastik olmayandir.
Ispat. Teorem (2.7) den,

det (N,kN,—kT —1B) =0
ve
IN'||* = (=kT — B, —xT — 7B),
_ k242

bulunur. Burada || N’ ||2 # 0 dir. Boylece X (u,v) ylizeyi acilabilir regle yiizeydir.

a nmin 1" teget vektor alaninin evoliisyonu elastik olmayan oldugundan,

v=|[sN| =&,
dir. Tanmim (3.3) den,

o _ o _

o ot

elde edilir.
X (u,v,t) =T (u,t) + vN (u,t)
yiizey evoliisyonunu goz Oniine alalim.
Xy=kN+v(—kT —7B) ve X, =N
dir.
E = (kN —vkT —vrB,kN — vkT — v7B) = k* + v*k* + 0?72,
F = (kN —vkT —vTB,N) = k&,

G=(N,N)=1

elde edilir. %—’: = % = 0 oldugundan,
oF oK oK or
— = 2kh— + 2%k — + NPT — =
or = o TR TR T =
OF _or_,
ot ot
G
— =0
ot

bulunur. Tamim (4.1) den X (u,v,t) yiizey evoliisyonu elastik olmayandir. m
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