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1 G�R��

R3 deki e§ri veya yüzeyin zamana göre de§i³imleri onlara R3 de kar³�l�k

gelen ak�³lar�yla üretilir. R3 deki e§rinin zamana göre de§i³imlerinde, e§rinin

ilk ve son konumlar�nda yay uzunlu§u korunuyorsa (ba³ka bir ifadeyle zamana

göre yay uzunlu§u de§i³imi s�f�r ise); ayn� zamanda R3 deki yüzeyin zamana

göre de§i³imlerinde, yüzeyin ilk ve son konumlar�nda esas e§rilik korunuyorsa, bu

durumdaki e§ri ve yüzeye elastik olmayan e§ri ve yüzey denilecektir [12].

Fiziksel olarak gerilim enerjisinin olmad�§� durumdaki hareketlerin ortaya

ç�kmas� ak�³kan yüzeyler ve elastik olmayan e§rilere neden olacakt�r. Örne§in

sabit uzunluktaki bir kablonun sal�n�m hareketi veya bir ka§�t parças�n�n rüz-

gar taraf�ndan sal�n�m hareketi elastik olmayan e§ri ve yüzey ak�³lar� taraf�ndan

tan�mlanabilir [12].

Daha aç�k bir ifadeyle ∀t için X (u, v, t) yüzey evolüsyonunun, herhangi

bir t0 ba³lang�ç zaman�nda tan�mlanan X (u, v, t0) orjinal yüzeyinin izometrik

görüntüsü oldu§unu ifade eder. Bir aç�labilir yüzey için, X (u, v, t) �ziksel olarak

dalgalanan bir bayra§�n parametrizasyonu gibi resmedilebilir [12].

Bu durum �ziksel uygulamalar�n geni³ bir alan�nda tamamen do§al olarak

ortaya ç�kar. Örne§in hem Chirikjian ve Burdick [1] hem de Mochiyama, Shimemura

ve Kobayashi [2] gere§inden fazla a³�r� hareketlili§in durum kontrolü üzerinde

çal�³m�³lard�r (y�lan benzeri robotlar) [12].

Elastik olmayan e§ri ve yüzey ak�³lar� bilgisayar görüntüsü [3, 4], bilgisayar

animasyonu [5] hatta mekanik hareket bilimindeki pek çok problemin içeri§inde

ortaya ç�kar [1].

Yukar�daki problemlerde neyin yayg�n olarak kullan�ld�§�n� aç�klamak için

elastik olmayan yüzey ve e§rileri ifade eden evolüsyonlar� matematiksel olarak

tan�mlamaya ihtiyaç vard�r. Düzlemsel e§ri ak�³lar� hakk�nda litaretürde çok

say�da çal�³ma bulunmas�na ra§men yüzey evolüsyonun ak�³lar� hakk�nda çok

fazla çal�³ma bulunmamaktad�r [12].

Özellikle bu düzlemsel e§ri ak�³lar� hakk�ndaki çal�³ma Gage, Hamilton [7]

ve Grayson'nun [8] metotlar� yard�m�yla �s� denklemi arac�l�§�yla kapal� düzlem

e§rilerinin bir çembere daralmas� ele al�nm�³t�r. Ayr�ca Gage düzlem e§rilerinin
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alan korumal� evolüsyonlar�n� çal�³m�³t�r [9]. Chirikjian [10] bölgesel olarak yal-

n�zca hacmi koruyan daha k�s�tlanm�³ dönü³ümleri ele alm�³t�r [12].

Kwon ve Park [11] daha önceki çal�³malar�nda düzlemsel e§rilerin elastik

olmayan ak�³lar� ve �s� (hareket) ak�³kanl�klar� aras�ndaki ayr�m� ayr�nt�l� bir ³e-

kilde ele alm�³lar ve daha ileri düzeyde baz� örnekler vermi³lerdir [12].

Kwon ve Park [12] sonraki çal�³malar�nda, ba³lang�ç düzeydeki düzlemsel

sonuçlara dayanarak R3 de e§riler ve aç�labilir yüzeylerin elastik olmayan ak�³lar�

için genel bir formül ortaya koymu³lard�r. �lk olarak, bir yüzey e§risinin e§rilik ve

torsiyonu hakk�nda gerek ve yeter ko³ullar elastik olmayan e§ri ak�³� olacak ³ekil-

de türetmi³lerdir. Daha sonra aç�labilir yüzeyler için kar³�l�k gelen evolüsyonlar

elde etmi³ler ve k�smi türevli diferensiyel denklemlerin çözüm kümesi, aç�labilir

yüzeyler ve uzay e§rileri için elastik olmayan ak�³lar� tamamen karakterize etti§ini

göstermi³lerdir.

Bu çal�³mda, Kwon ve Park [12] çal�³malar�na ek olarak düzlem, uzay

e§rileri ve aç�labilir yüzeylerin elastik olmayan ak�³lar� ayt�nt�l� bir ³ekilde ele

al�nd�. Düzlem ve uzay e§rilerinin elastik olmayan ak�³lar�na örnekler verilerek

³ekillerin gra�kleri çizildi. Ayr�ca özel e§riler yard�m�yla olu³turulan aç�labilir

regle yüzeylerin evolüsyonlar�na örnekler verilerek resmedildi.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Tan�m 2.1 R reel say�lar cismini göstermek üzere,

Rn = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ R}

vektör uzay�nda, x = (x1, x2, ..., xn) ve y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn olmak üzere,

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi

e³itli§i ile tan�mlanan,

⟨ , ⟩ : Rn × Rn −→ R

(x, y) −→ ⟨x, y⟩

fonksiyonu, Rn uzay�nda bir iç çarp�md�r. Bu iç çarp�ma, Rn uzay�n�n do§al iç

çarp�m� veya Öklid iç çarp�m� denir.

x ∈ Rn için,

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩

olmak üzere,

∥ , ∥ : Rn −→ R

x −→
√

⟨x, x⟩

fonksiyonu, Rn uzay�nda bir normdur. Buna göre, Rn uzay�na normlu vektör

uzay� denir.

d (x, y) = ∥x− y∥

biçiminde tan�mlanan. d : Rn×Rn −→ R fonksiyonu, Rn uzay�nda bir metriktir.

Bu metrik ile, Rn bir metrik uzay olur. Bu uzaya Öklid uzay� denir ve kimi

zaman En ile gösterilir [18].

Tan�m 2.2 I, R nin bir aç�k aral�§� olmak üzere,

α : I ⊂ R −→ Rn

biçiminde diferensiyellenebilir bir α dönü³ümüne, Rn uzay� içinde bir e§ri denir

[18].
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Tan�m 2.3 α : I ⊂ R −→ Rn e§risi verilsin. I aral�§�n�n bir u noktas�ndaki

te§et uzay� olan Tu (R1) uzay� 1- boyutlu bir vektör uzay�d�r. R1 deki koordinat

fonksiyonu x olmak üzere Tu (R1) uzay�n�n do§al taban�{
d

dx
(u)

}
kümesidir. d

dx
, R1 uzay�n�n her bir u noktas�na d

dx
(u) vektörünü kar³�l�k getiren

vektör alan�d�r.

α∗u : Tu (R) −→ Tα(u) (Rn) dönü³ümünde, α∗u
(

d
dx

(u)
)
vektörüne, α

e§risinin α (u) noktas�ndaki h�z vektörü denir ve k�saca α
′
(u) ile gösterilir [18].

Tan�m 2.4 Bir

α : I ⊂ R −→ R3

s −→ α (s)

e§risi için,

∥α′
(s) ∥ = 1, ∀s ∈ I

ise α e§risine birim h�zl� e§ri denir. Bu durumda e§rinin s ∈ I parametresine

yay parametresi ad� verilir [13, 18].

Tan�m 2.5 R3 uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R → R3 e§risi için

T (s) = α
′
(s)

e³itli§iyle belirli T (s) vektörüne, α e§risinin α (s) noktas�ndaki birim te§et

vektörü denir. T vektör alan�na, α e§risinin te§et vektör alan� ad� verilir

[18].

Tan�m 2.6 R3 uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R → R3 e§risi için

κ : I → R, κ (s) = ∥T ′
(s) ∥

fonksiyonuna α e§risinin e§rilik fonksiyonu denir. κ (s) say�s�na e§rinin α (s)

noktas�ndaki e§rili§i denir [18].

Tan�m 2.7 R3 uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R → R3 e§risi için

N (s) =
1

κ (s)
T

′
(s)

e³itli§iyle belirli N (s) vektörüne, α e§risinin α (s) noktas�ndaki birinci dik vek-

törü (asli normali) denir. N vektör alan�na, α e§risinin birinci dik vektör

alan� (asli normal vektör alan�) ad� verilir [18].
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Tan�m 2.8 R3 uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R → R3 e§risi için

B (s) = T (s)×N (s)

e³itli§i ile tan�ml� B (s) vektörüne, α e§risinin α (s) noktas�ndaki ikinci dik vek-

törü (binormali) denir. B vektör alan�na, α e§risinin ikinci dik vektör alan�

(binormal vektör alan�) ad� verilir [18].

Tan�m 2.9 T (s), N (s), B (s) vektörlerine, α : I ⊂ R → R3 e§risinin α (s)

noktas�ndaki Frenet vektörleri denir.

{T (s) , N (s) , B (s)}

kümesine, α e§risinin α (s) noktas�ndaki Frenet çat�s� ve

T , N , B vektör alanlar�na, α e§risi üstünde Frenet vektör alanlar� ad� verilir

[18].

Tan�m 2.10 α : I ⊂ R −→ R3 birim h�zl� e§risinin Frenet vektör alanlar� T , N ,

B olmak üzere,

τ : I −→ R, τ (s) = ⟨B′
(s) , N (s)⟩

fonksiyonuna, α e§risinin burulma fonksiyonu denir. τ (s) say�s�na e§rinin α (s)

noktas�ndaki torsionu (burulmas�) denir [18].

Teorem 2.1 R3 uzay�ndaki birim h�zl� α : I ⊂ R −→ R3 e§risini göz önüne

alal�m. Frenet vektör alanlar� T , N , B ve bu e§rinin e§rilik ve torsionu (burul-

mas�) s�ras�yla κ, τ olmak üzere,

T
′
= κN

N
′
= −κT − τB

B
′
= τN

dir [18].

Teorem 2.2 Birim h�zl� olmayan,

α : I ⊂ R −→ R3

u −→ α (u)

e§risini göz önüne alal�m. Frenet vektör alanlar� T , N , B ve bu e§rinin e§rilik ve

torsionu (burulmas�), s�ras�yla, κ ve τ olmak üzere,

T =
α

′

∥α′∥
, N = B × T, B =

α
′ × α

′′

∥α′ × α′′∥
, κ =

∥α′ × α
′′∥

∥α′∥3
ve τ =

⟨α′ × α
′′
, α

′′′⟩
∥α′ × α′′∥2

dir [18].
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Teorem 2.3 Birim h�zl� olmayan,

α : I ⊂ R −→ R3

u −→ α (u)

e§risini göz önüne alal�m. Frenet vektör alanlar� T , N , B ve bu e§rinin e§rilik ve

torsionu (burulmas�), s�ras�yla, κ ve τ olsun. ∥α′
(u) ∥ = ν olmak üzere,

T
′
= νκN

N
′
= −ν (κT + τB)

B
′
= ντN

dir [18].

Tan�m 2.11 E§er bir e§rinin bütün noktalar� bir düzlem taraf�ndan içeriliyorsa

bu e§riye düzlemseldir denir [14].

Tan�m 2.12 Bir küre üzerinde yatan e§riye küresel e§ri denir [14].

Tan�m 2.13 Bir,

α : I ⊂ R −→ R3

s −→ α (s)

birim h�zl� bir e§ri olsun. κ (s) ̸= 0 olacak ³ekilde α e§risinin, te§et vektörü sabit

bir do§rultu ile sabit aç� yap�yorsa bu α e§risine genel helis denir [16].

Teorem 2.4 Bir,

α : I ⊂ R −→ R3

s −→ α (s)

birim h�zl� bir e§ri olsun. α e§risinin, genel helis olmas� için gerek ve yeter ³art,(τ
κ

)
(s) = sabit, ∀s ∈ I

olmas�d�r. κ(s) ̸= 0 ve τ(s) ikisi birden sabitseler α e§risine dairesel helis denir

[18].
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Tan�m 2.14 Bir,

α : I ⊂ R −→ R3

s −→ α (s)

birim h�zl� bir e§ri olsun. κ (s) ̸= 0 olacak ³ekilde α e§risinin, asli normal vektörü

sabit bir do§rultu ile sabit aç� yap�yorsa bu α e§risine slant helis denir [19].

Teorem 2.5 E§rili§i s�f�rdan farkl� olan bir birim h�zl� α e§risinin slant helis

olmas� için gerek ve yeter ³art,

σ (s) =

(
κ2

(τ 2 + κ2)
3
2

(τ
κ

)′
)
(s)

fonksiyonunun sabit olmas�d�r [19].

Tan�m 2.15 α : I ⊂ R −→ R3 birim h�zl� bir e§ri olsun. κ(s) ̸= 0 için α boyunca

D̃(s) = −(
τ

κ
)(s)T (s) +B(s), (2.1)

ve

D̄(s) = (
1√

τ 2 + κ2
)(s)(−τ(s)T (s) + κ(s)B(s)) (2.2)

³eklinde tan�mlanan vektör alanlar�na, s�ras�yla, α n�n modi�ye Darboux vek-

tör alan� ve birim Darboux vektör alan� denir [19].

Tan�m 2.16 M ⊂ R3 yüzeyi verilsin. ∀P ∈M noktas�nda R3 ün M de kalan bir

do§rusu varsa M ye bir regle yüzey denir (Bu tezde yüzey X ile gösterilecektir).

Daha aç�k olarak, R3 de bir regle yüzey,

X : I × R −→ R3

(s, v) −→ X (s, v) = α (s) + vω (s)

dönü³ümü ile tan�mlanabilir.

Burada α : I ⊂ R −→ R3, ω : I ⊂ R −→ R3\{0} diferensiyellenebilir dönü³ümler

ve I bir aç�k aral�kt�r. E§er s sabit v de§i³ken olarak kabul edilirse X (s, v), X

yüzeyi üzerinde ω ya paralel bir D do§rusu çizer. O halde X yüzeyinin s = sabit

parametre e§rileri do§rulardan olu³ur. Bu D do§rular�na yüzeyin ana do§rular�

(do§uranlar) ve böyle bir yüzeye regle yüzey denir. Burada α ya regle yüzeyin

dayanak e§risi ve ω ya da regle yüzeyin do§rultman� ad� verilir. X regle

yüzeyinin s ve v de§i³kenlerine göre k�smi türevleri

Xs = α
′
+ vω

′
, Xv = ω

7



oldu§undan, bu yüzeyin te§et düzlemi, z bu düzlemin bir noktas� olmak üzere

det
(
z −X,ω, α

′
+ vω

′
)
= 0

d�r. E§er z noktas�, yüzeyin X noktas�ndan geçen ana do§ru üzerinde ise, µ

uygun olarak seçilmi³ bir skaler olmak üzere,

z −X = µω

d�r. Bu ba§�nt� te§et düzlem denkleminde göz önünde al�n�rsa, X noktas�ndan

geçen ana do§rular�n, bu noktadaki te§et düzlem içinde bulundu§u görülür [15,

16].

Tan�m 2.17 Yüzeyin bir X noktas�ndaki normal do§rultusu,

Xs ×Xv =
(
α

′
+ vω

′
)
× ω

= α
′ × ω + vω

′ × ω

dir. Yüzeyimizin bir D ana do§rusu boyunca normal do§rultusunun ayn� kalmas�

³art�, normal do§rultu vektörünün v ye ba§l� olmamas� ve bunun neticesi olarak,

α
′ × ω, ω

′ × ω

vektörlerinin ayn� do§rultuya sahip olmalar� ile gerçekle³ir. Bu takdirde

ω, α
′
, ω

′

vektörlerinin bir düzleme paralel olmalar� gerekir. �ekil (2.1) de gösterilmi³tir.

�ekil 2.1: Regle yüzeyin aç�labilirlik ³artlar�n� sa§layan vektörlerin konumu
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O zaman, bir D ana do§rusu boyunca yüzeyin normal do§rultusunun ayn�

kalmas� ³art�,

det
(
ω, α

′
, ω

′
)
= 0

ba§�nt�s� ile ifade edilir. Bu ba§�nt� gerçekle³ti§i takdirde regle yüzeye aç�labilir

yüzey denir [17].

Tan�m 2.18 Regle yüzeyin kom³u iki ana do§rusu aras�ndaki en k�sa uzakl�§�n

bu iki kom³u anado§ru aras�ndaki aç�ya oran�na regle yüzeyin da§�lma para-

metresi (drali) denir [15].

Teorem 2.6 X (s, v) = α (s)+vω (s) regle yüzeyinin α dayanak e§risi birim h�zl�

ve do§rultman� ω birim vektörü ise bu regle yüzeyin da§�lma parametresi (drali)

Pω =
det
(
ω, ∂α

∂s
, ∂ω
∂s

)
∥∂ω

∂s
∥2

dir [15].

Teorem 2.7 X (u, v) = α (u)+vω (u) regle yüzeyinin α dayanak e§risi birim h�zl�

de§ilse ve do§rultman� ω birim vektörse, bu regle yüzeyin da§�lma parametresi

(drali)

Pω =
det
(
ω, dα

du
, dω
du

)
∥dω
du
∥2

dir [15].

�spat.

dα

du
=
dα

ds

ds

du

yaz�labilir. Her iki taraf�n normu al�n�rsa,∥∥∥∥dαdu
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥dαds
∥∥∥∥ dsdu,

=
ds

du
(2.3)

bulunur.

dα

ds
=

dα
du
ds
du

(2.4)

d�r. (2.3) ve (2.4) denklemlerinden,

dα

ds
=

dα
ds∥∥dα
du

∥∥
9



yaz�labilir.

dω

du
=
dω

ds

ds

du

bulunur.

dω

ds
=

dω
du
ds
du

(2.5)

d�r. (2.3) ve (2.5) denklemlerinden,

dω

ds
=

dω
du∥∥dα
ds

∥∥
yazabiliriz. Teorem (2.6) ve yukar�da elde edilen denklemler yard�m�yla,

Pω =

det

(
ω,

dα
du

∥ dα
du∥

,
dω
du

∥ dα
du∥

)
1

∥ dα
du∥

2

∥∥dω
du

∥∥2 (2.6)

elde edilir. Buradan, (2.6) denkleminin düzenlenmesiyle,

Pω =
det
(
ω, dα

du
, dω
du

)
∥dω
du
∥2

bulunur.

Teorem 2.8 Y (s, v1) = α (s) + v1ω0 (s) regle yüzeyinin α dayanak e§risi birim

h�zl� olup, ω0 do§rultman� birim vektör de§ilse bu regle yüzeyinin da§�lma para-

metresi (drali),

Pω0 =
det
(
ω0,

dα
ds
, dω0

ds

)
∥dω0

ds
∥2 −

(
d∥ω0∥
ds

)2
dir [15].

�spat.

Y (s, v1) = α (s) + v1ω0 (s) ,

= α (s) + v1∥ω0 (s) ∥︸ ︷︷ ︸
v

ω0 (s)

∥ω0 (s) ∥︸ ︷︷ ︸
ω

formunda yaz�labilece§inden, Y (s, v1) yüzeyini X (s, v) = α (s) + vω (s) ³eklinde

alabiliriz. Teorem (2.6) dan,

Pω =
det
(
ω, dα

ds
, dω
ds

)
∥dω

ds
∥2
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dir.

ω =
ω0

∥ω0∥
e³itli§inden,

dω

ds
=
d
(

ω0

∥ω0∥

)
ds

=
dω0

ds
∥ω0∥ − d∥ω0∥

ds
ω0

∥ω0∥2

bulunur.

⟨ω, ω⟩ = 1 oldu§undan ⟨dω
ds
, ω⟩ = 0 bulunur. Buradan,

0 =

⟨
d
(

ω0

∥ω0∥

)
ds

,
ω0

∥ω0∥

⟩

=

⟨
1

∥ω0∥2

(
dω0

ds
∥ω0∥ −

d∥ω0∥
ds

ω0

)
,
ω0

∥ω0∥

⟩
=

1

∥ω0∥2

⟨
dω0

ds
, ω0

⟩
− d∥ω0∥

ds

1

∥ω0∥3
⟨ω0, ω0⟩

=
1

∥ω0∥2

⟨
dω0

ds
, ω0

⟩
− 1

∥ω0∥
d∥ω0∥
ds

elde edilir. Böylece, ⟨
dω0

ds
, ω0

⟩
− d∥ω0∥

ds
∥ω0∥ = 0

veya ⟨
dω0

ds
, ω0

⟩
=
d∥ω0∥
ds

∥ω0∥ (2.7)

olur. Ayr�ca,∥∥∥∥∥∥
d
(

ω0

∥ω0∥

)
ds

∥∥∥∥∥∥
2

=
1

∥ω0∥4

⟨
dω0

ds
∥ω0∥ −

d∥ω0∥
ds

ω0,
dω0

ds
∥ω0∥ −

d∥ω0∥
ds

ω0

⟩
,

=
1

∥ω0∥4

[
∥ω0∥2

⟨
dω0

ds
,
dω0

ds

⟩
+

(
d∥ω0∥
ds

)2

⟨ω0, ω0⟩ − 2
d∥ω0∥
ds

∥ω0∥
⟨
dω0

ds
, ω0

⟩]
(2.8)

dir. (2.7) ve (2.8) denklemlerinden,∥∥∥∥∥∥
d
(

ω0

∥ω0∥

)
ds

∥∥∥∥∥∥
2

=
1

∥ω0∥4

[
∥ω0∥2

⟨
dω0

ds
,
dω0

ds

⟩
+

(
d∥ω0∥
ds

)2

⟨ω0, ω0⟩ − 2
d∥ω0∥
ds

∥ω0∥
d∥ω0∥
ds

∥ω0∥

]
,

=
1

∥ω0∥4

[
∥ω0∥2

∥∥∥∥dω0

ds

∥∥∥∥2 − (d ∥ω0∥
ds

)2

∥ω0∥2
]
,

=
1

∥ω0∥2

[∥∥∥∥dω0

ds

∥∥∥∥2 − (d∥ω0∥
ds

)2
]

(2.9)
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bulunur.

det

(
ω0

∥ω0∥
,
dα

ds
,

1

∥ω0∥2

(
dω0

ds
∥ω0∥ −

d∥ω0∥
ds

ω0

))
=

1

∥ω0∥2
det

(
ω0,

dα

ds
,
dω0

ds

)
(2.10)

d�r. Dolas�yla (2.9) ve (2.10) denklemlerinden,

Pω0 =
det
(
ω0,

dα
ds
, dω0

ds

)
∥dω0

ds
∥2 −

(
d∥ω0∥
ds

)2
elde edilir.

Teorem 2.9 Bir X (s, v) regle yüzeyinin aç�labilir olmas� için gerek ve yeter ³art

da§�lma parametresinin s�f�r olmas�d�r [16].
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3 DÜZLEM ve UZAY E�R�LER�N�N ELAST�K OLMAYAN

AKI�LARI

Bu bölümde Kwon ve Park [11, 12] �n çal�³malar�nda sunulan düzlem ve

uzay e§rilerinin elastik olmayan ak�³lar� için temel sonuçlar ele al�nd�. Sabit

uzunluklu düzlem ve uzay e§rilerinin ilk ve son konumu aras�ndaki elastik olmayan

ak�³� aç�k bir ³ekilde ortaya konuldu.

Ba³lang�ç e§risinin yay uzunlu§u l olmak üzere, bir parametreli e§ri ailesi,

α : [0, l]× [0, ω] −→ R3

(u, t) −→ α (u, t)

³eklinde tan�mlans�n. Burada u, e§rinin de§i³ken parametresi ve 0 ≤ u ≤ l dir.

α n�n yay uzunlu§u,

s (u) =

∫ u

0

∥∂α
∂u

∥du

³eklinde verilir. α e§risinin h�z� ise,

ν (u) = ∥∂α
∂u

∥

olmak üzere ∂
∂s
, u cinsinden,

∂

∂s
=

1

ν

∂

∂u
veya ds = νdu

³eklinde yaz�labilir. Yay uzunlu§u varyasyonu,

L (u, t) =

∫ u

0

νdu

olarak al�nabilir. Ayr�ca e§rinin herhangi bir uzama ve k�salma durumunun ol-

mamas� için,

∂

∂t
L (u, t) =

∫ u

0

∂ν

∂t
du = 0, ∀u ∈ [0, l]

³art� gerçekle³melidir.

Tan�m 3.1 α, ba³lang�ç e§risinin yay uzunlu§u l olmak üzere,

α : [0, l]× [0, ω] −→ R3

(u, t) −→ α (u, t)

biçiminde tan�mlanan α(u, t) fonksiyonuna, e§ri evolüsyonu denir [12].
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Tan�m 3.2 Bir

α : I ⊂ R −→ R3

s −→ α (s)

e§risi için,

∂α

∂t

ifadesine α(u, t) evolüsyonunun ak�³� denir [12].

Tan�m 3.3 R2 veya R3 de ∂
∂t
∥∂α
∂u
∥ = 0 ise α (u, t) e§ri evolüsyonuna ve onun ∂α

∂t
ak�³�na

elastik olmayan denir [11].

3.1 B�R DÜZLEMSEL E�R�N�N ELAST�K OLMAYAN AKI�I

Bundan sonraki üç teorem, e§rinin e§rili§ine, te§etsel ve normal h�zlar�na

göre bir elastik olmayan düzlemsel e§ri ak�³�n� karakterize edecektir.

Teorem 3.1 α n�n ak�³� ∂α
∂t

= fT + gN olmak üzere,

∂ν

∂t
=
∂f

∂u
− gνκ = (

∂f

∂s
− gκ)ν

d�r [12].

�spat. ν2 = ⟨∂α
∂u
, ∂α
∂u
⟩ e³itli§inin t ye göre türevi al�n�rsa,

∂

∂t
⟨∂α
∂u
,
∂α

∂u
⟩ = 2⟨∂α

∂u
,
∂

∂t

(
∂α

∂u

)
⟩

oldu§undan,

2ν
∂ν

∂t
= 2⟨∂α

∂u
,
∂

∂t

(
∂α

∂u

)
⟩

bulunur.

∂α

∂t
= fT + gN ve

∂

∂u
ile

∂

∂t
de§i³imli oldu§undan,

2ν
∂ν

∂t
= 2⟨∂α

∂u
,
∂

∂u
(fT + gN)⟩

= 2⟨∂α
∂u
,
∂f

∂u
T + f

∂T

∂u
+
∂g

∂u
N + g

∂N

∂u
⟩
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dir. Burada,

∂T

∂u
= νκN ve

∂N

∂u
= −νκT

oldu§u göz önüne al�n�rsa,

2ν
∂ν

∂t
= 2⟨∂α

∂u
,
∂f

∂u
T + νfκN +

∂g

∂u
N − νgκT ⟩,

= 2⟨∂α
∂u
,

(
∂f

∂u
− νgκ

)
T +

(
∂g

∂u
+ νfκ

)
N⟩

elde edilir.

∂α

∂u
=
∂α

∂s

∂s

∂u
= νT

oldu§undan,

2ν
∂ν

∂t
= 2⟨νT,

(
∂f

∂u
− νgκ

)
T +

(
∂g

∂u
+ νfκ

)
N⟩

= 2⟨νT,
(
∂f

∂u
− νgκ

)
T ⟩,

= 2ν

(
∂f

∂u
− gνκ

)
bulunur. ∂s

∂u
= ν oldu§u göz önüne al�n�rsa,

∂ν

∂t
=
∂f

∂u
− gνκ,

=
∂f

∂s

∂s

∂u
− gνκ,

= (
∂f

∂s
− gκ)ν

elde edilir [11].

Elastik olmayan düzlemsel e§ri ak�³�na bir örnek verelim.

Örnek 3.1 Bir,

α(s) =
(
2 arccos(

1 + e−s

√
2 + 2e−2s

),− log(sech(s))
)

birim h�zl� e§riyi göz önüne alal�m. Buradan,

α
′
(s) = T =

(
2
√

1− sech(s)√
1 + e−2s(es − 1)

, tanh(s)

)
elde edilir. Bu α e§risinin evolüsyonunu,

α(s, t) =
(2 arccos( 1+e−s(t+1)√

2+2e−2s(t+1)
)

(t+ 1)
,− log(sech(s(t+ 1)))

(t+ 1)

)
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olacak ³ekilde tan�mlayal�m.

∂α(s, t)

∂s
= α

′
(s, t) =

( 2
√
1− sech(s(t+ 1))√

1 + e−2s(t+1)(es(t+1) − 1)
, tanh(s(t+ 1))

)
dir. Ayr�ca,

ν = ∥α′
(s, t)∥ = 1

bulunur. Tan�m (3.3) den,

∂ν

∂t
= 0

elde edilir ki α(s, t) e§ri evolüsyonunun elastik olmad�§� gösterilmi³ olur.

Bu e§ri evolüsyonunun t zaman�na göre de§i³imi ³ekil 3.1 gösterilmi³tir.

�ekil 3.1: t ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 6, 10}, ve s ∈ [0, 1] de§erleri için α e§risinin evolüsyonu

Bu örnek ∀t için α (u, t) e§ri evolüsyonun, herhangi bir t0 ba³lang�ç za-

man�nda tan�mlanan α (u, t0) orjinal e§rinin izometrik görüntüsü oldu§unu ifade

eder. Bir elastik olmayan e§ri ak�³�, α (u, t) �ziksel olarak sabit uzunluktaki bir

kablonun sal�n�m hareketi resmedilebilir.
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Teorem 3.2 (Elastik olmayan bir ak�³ için gerek ve yeter ko³ul)

E§rinin
∂α

∂t
= fT + gN ak�³� elastik olmayand�r ⇐⇒ ∂f

∂s
= gκ d�r [12].

�spat. Teorem (3.1) ve Tan�m (3.3) den,

∂ν

∂t
= (

∂f

∂s
− gκ)ν

d�r. ν ̸= 0 oldu§u göz önüne al�n�rsa ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem 3.3 Bir düzlemsel e§rinin elastik olmayan ak�³� ∂α
∂t

= fT + gN veya

e³de§er olarak ∂f
∂s

= gκ olmak üzere,

a)
∂T

∂t
=

(
fκ+

∂g

∂s

)
N (3.1)

b)
∂N

∂t
= −

(
fκ+

∂g

∂s

)
T (3.2)

dir [11].

�spat. a)

∂α

∂s
= T,

∂α

∂t
= fT + gN

olmak üzere, ∂
∂t

ile ∂
∂s

de§i³meli oldu§undan,

∂T

∂t
=

∂

∂t

∂α

∂s
=

∂

∂s

∂α

∂t
,

=
∂

∂s
(fT + gN) ,

=
∂f

∂s
T + f

∂T

∂s
+
∂g

∂s
N + g

∂N

∂s

elde edilir. Burada,

∂f

∂s
= gκ,

∂T

∂s
= κN ve

∂N

∂s
= −κT

oldu§u göz önüne al�n�rsa,

∂T

∂t
= gκT + fκN +

∂g

∂s
N − gκT,

=

(
fκ+

∂g

∂s

)
N

dir [11].
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b) ⟨T,N⟩ = 0 olup, e³itli§in her iki taraf�n�n t ye göre türevi al�n�rsa,

∂

∂t
⟨T,N⟩ = 0,

⟨∂T
∂t
,N⟩+ ⟨T, ∂N

∂t
⟩ = 0

d�r. (3.1) denklemini kullanarak,⟨(
fκ+

∂g

∂s

)
N,N

⟩
+

⟨
T,
∂N

∂t

⟩
= 0,

fκ+
∂g

∂s
+

⟨
T,
∂N

∂t

⟩
= 0,⟨

T,
∂N

∂t

⟩
= −

(
fκ+

∂g

∂s

)

bulunur. Dolas�yla,

∂N

∂t
= −

(
fκ+

∂g

∂s

)
T

elde edilir.

Teorem 3.4 Kabul edelim ki ∂α
∂t

= fT + gN e§ri ak�³� elastik olmayan

(yani ∂f
∂s

= gκ) olsun. O zaman ∂κ
∂t

= ∂f
∂s
κ+ f ∂κ

∂s
+ ∂2g

∂s2
dir [12].

�spat. Teorem (3.3) den,

∂

∂s

∂T

∂t
=

(
∂f

∂s
κ+ f

∂κ

∂s
+
∂2g

∂s2

)
N −

(
fκ+

∂g

∂s

)
κT,

= −κ
(
fκ+

∂g

∂s

)
T +

(
∂f

∂s
κ+ f

∂κ

∂s
+
∂2g

∂s2

)
N (3.3)

bulunur. Benzer ³ekilde,

∂

∂t

∂T

∂s
=

∂

∂t
(κN) = −κ

(
fκ+

∂g

∂s

)
T +

∂κ

∂t
N (3.4)

d�r. Dolas�yla, (3.3) ve (3.4) denklemlerinden,

∂κ

∂t
=
∂f

∂s
κ+ f

∂κ

∂s
+
∂2g

∂s2

elde edilir [11].

E§rinin ilk ve son konumlar�nda yay uzunlu§u korunuyorsa bu e§ri için bir

elastik olmayan ak�³ elde edilebilir.
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Teorem 3.5 Teorem (3.4) deki k�smi diferensiyel denklem sistemleri için bir

çözüm vard�r. Ayr�ca, s�ras�yla, κ0 (s) ve κ1 (s) e§rilikleriyle verilen ayn� uzunluklu

iki e§ri için, κ (s, 0)=κ0 (s) ve κ (s, 1)=κ1 (s) olacak ³ekilde herhangi düzgün,

κ (s, t) : [0, l]× [0, 1] → R2

dönü³ümü, ∂α
∂t

= fT + gN e§ri ak�³� elastik olmayacak ³ekilde belirlenebilir [12].

3.2 R3 DE B�R UZAY E�R�S�N�N ELAST�K OLMAYAN AKI�I

Bundan sonra a³a§�daki teoremle ba³lamak üzere R3 de elastik olmayan

e§ri ak�³� ele al�narak karakterize edilecektir.

Teorem 3.6 α n�n ak�³� ∂α
∂t

= fT + gN + hB olmak üzere,

∂ν

∂t
=
∂f

∂u
− gνκ = (

∂f

∂s
− gκ)ν

d�r [12].

�spat. ν2 = ⟨∂α
∂u
, ∂α
∂u
⟩ e³itli§inin t ye göre türevi al�n�rsa,

∂

∂t
⟨∂α
∂u
,
∂α

∂u
⟩ = 2⟨∂α

∂u
,
∂

∂t

(
∂α

∂u

)
⟩

oldu§undan,

2ν
∂ν

∂t
= 2⟨∂α

∂u
,
∂

∂t

(
∂α

∂u

)
⟩

bulunur.

∂α

∂t
= fT + gN + hB ve

∂

∂u
ile

∂

∂t
de§i³imli oldu§undan,

2ν
∂ν

∂t
= 2⟨∂α

∂u
,
∂

∂u
(fT + gN + hB)⟩

= 2⟨∂α
∂u
,
∂f

∂u
T + f

∂T

∂u
+
∂g

∂u
N + g

∂N

∂u
+
∂h

∂u
B + h

∂B

∂u
⟩

elde edilir. Burada,

∂T

∂u
= νκN,

∂N

∂u
= −ν (κT + τB) ve

∂B

∂u
= ντN
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oldu§u göz önüne al�n�rsa,

2ν
∂ν

∂t
= 2⟨∂α

∂u
,
∂f

∂u
T + νfκN +

∂g

∂u
N − νg (κT + τB) +

∂h

∂u
B + νhτN⟩,

= 2⟨∂α
∂u
,

(
∂f

∂u
− νgκ

)
T +

(
∂g

∂u
+ νfκ+ νhτ

)
N +

(
∂h

∂u
− νgτ

)
B⟩

dir.

∂α

∂u
=
∂α

∂s

∂s

∂u
= νT

oldu§undan,

2ν
∂ν

∂t
= 2⟨νT,

(
∂f

∂u
− νgκ

)
T +

(
∂g

∂u
+ νfκ+ νhτ

)
N +

(
∂h

∂u
− νgτ

)
B⟩

= 2⟨νT,
(
∂f

∂u
− νgκ

)
T ⟩,

= 2ν

(
∂f

∂u
− gνκ

)
bulunur. ∂s

∂u
= ν e³itli§inden,

∂ν

∂t
=
∂f

∂u
− gνκ,

=
∂f

∂s

∂s

∂u
− gνκ,

= (
∂f

∂s
− gκ)ν

elde edilir [11].

Teorem 3.7

E§rinin
∂α

∂t
= fT + gN + hB ak�³� elastik olmayand�r ⇐⇒ ∂f

∂s
= gκ d�r [12].

�spat. Teorem (3.6) ve Tan�m (3.3) den,

∂ν

∂t
= (

∂f

∂s
− gκ)ν

d�r. ν ̸= 0 oldu§unu göz önüne al�rsak ispat tamamlanm�³ olur.

Teorem (3.7) nin ilginç bir yorumu ³udur: R3 de bir e§ri evolüsyonunun

elastik olmamas�, bu ak�³�n h binormal bile³eninin e§rinin uzamas�nda ya da

k�salmas�nda de§il, sadece bükülmesinde rol oynad�§�n� gösterir [12].

Bu gözlem a³a§�daki sonuç ile özetlenebilir.
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Sonuç 3.1 Bir elastik olmayan e§ri ak�³� h binormal bile³eninden ba§�ms�zd�r

[12].

�imdi yukar�daki teoremin uygulamas�n� a³a§�daki iki örnekle gösterelim.

Örnek 3.2 Bir,

α : [0, 2π] ⊂ R −→ R3

s −→ α(s) =
1√
2
(sin(s), cos(s), s)

e§risini ve bu e§rinin,

α : [0, 2π]× [0, ω] −→ R3

(s, t) −→ α(s, t) =
1√
2
(
sin(s(t+ 1))

t+ 1
,
cos(s(t+ 1))

t+ 1
, s)

biçiminde tan�ml� α(s, t) evolüsyonunu ele alal�m. α e§risinin

∂α(s, t)

∂t
= fT + gN + hB

ak�³� için,

∂α(s, t)

∂s
= α

′
=

1√
2
(cos(s(t+ 1)),− sin(s(t+ 1)), 1)

bulunur. Buradan,

ν = ∥α′∥ = 1

dir. ∂ν
∂t

= 0 oldu§undan ∂α(s,t)
∂t

ak�³� elastik olmayand�r. Ayr�ca,

α
′′
=

1√
2
(−(t+ 1) sin(s(t+ 1)),−(t+ 1) cos(s(t+ 1)), 0)

ve

∥α′′∥ =
(t+ 1)√

2

bulunur. Birim h�zl� e§riler için,

T = α
′
, N =

α
′′

∥α′′∥
, B = T ×N ve κ = ∥α′′∥

oldu§unu biliyoruz. Dolay�s�yla,

T =
1√
2
(cos(s(t+ 1)),− sin(s(t+ 1)), 1) ,

21



N = (− sin(s(t+ 1)),− cos(s(t+ 1)), 0)

ve

B =
1√
2

∣∣∣∣∣∣∣
−→e1 −→e2 −→e3

cos(s(t+ 1)) − sin(s(t+ 1)) 1

− sin(s(t+ 1)) − cos(s(t+ 1)) 0

∣∣∣∣∣∣∣
B =

1√
2
(cos(s(t+ 1)),− sin(s(t+ 1)),−1)

elde edilir. Ayr�ca, e§rili§imiz

κ =
(t+ 1)√

2
(3.5)

dir. α e§risinin ak�³� için,

∂α(s, t)

∂t
= (

s(t+ 1) cos(s(t+ 1))− sin(s(t+ 1))

(t+ 1)2
,
−s(t+ 1) sin(s(t+ 1))− cos(s(t+ 1))

(t+ 1)2
, 0)

= fT + gN + hB

oldu§undan,

f = ⟨∂α(s, t)
∂t

, T ⟩ = s

2(t+ 1)
(3.6)

ve

g = ⟨∂α(s, t)
∂t

,N⟩ = 1√
2(t+ 1)2

(3.7)

³eklinde bulunur. (3.6) denkleminin s ye göre türevi al�n�rsa,

∂f

∂s
=

1

2(t+ 1)
(3.8)

d�r. (3.5) ve (3.7) denklemlerinden,

gκ =
1√

2(t+ 1)2
(t+ 1)√

2
,

=
1

2(t+ 1)
(3.9)

elde edilir. (3.8) ve (3.9) denklemlerinden ve teorem (3.7) ye göre,

∂f

∂s
= gκ

e³itli§i sa§lanm�³ olur.

Bu e§ri evolüsyonunun s ∈ [0, 2π] ve t nin 0, 1, 2 ve 3 de§erleri için gra�§i

³ekil 3.2 de gösterilmi³tir.
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�ekil 3.2: t = 0, t = 1, t = 2, t = 3 ve s ∈ [0, 2π] de§erleri için α e§risinin evolüsyonu

Örnek 3.3 Bir,

α : [0, 2π] ⊂ R −→ R3

u −→ α(u) =
1√
2

(
sin(u2), cos(u2), u

)
e§risini ve bu e§rinin,

α : [0, 2π]× [0, ω] −→ R3

(u, t) −→ α(u, t) = (
sin(u2(t+ 1))

(t+ 1)
,
cos(u2(t+ 1))

(t+ 1)
, u)

biçiminde tan�mlanan α(u, t) evolüsyonunu ele alal�m. α e§risinin,

∂α(u, t)

∂t
= fT + gN + hB

ak�³� için,

∂α(u, t)

∂u
= α

′
= (2u cos(u2(t+ 1)),−2u sin(u2(t+ 1)), 1)

bulunur. Tan�m (3.3) den,

ν = ∥α′∥ =
√
4u2 + 1
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ve ∂ν
∂t

= 0 oldu§undan ∂α(u,t)
∂t

ak�³� elastik olmayand�r. Ayr�ca,

α
′′
= (2 cos(u2(t+ 1))− 4u2(t+ 1) sin(u2(t+ 1)),

−2 sin(u2(t+ 1))− 4u2(t+ 1) cos(u2(t+ 1)), 0)

bulunur. Birim h�zl� olmayan e§riler için,

T =
α

′

∥α′∥
, N = B × T, B =

α
′ × α

′′

∥α′ × α′′∥
ve κ =

∥α′ × α
′′∥

∥α′∥3

oldu§unu biliyoruz.

T =

(
2u cos(u2(t+ 1))√

4u2 + 1
,
−2u sin(u2(t+ 1))√

4u2 + 1
,

1√
4u2 + 1

)
,

dir.

α
′ × α

′′
=

∣∣∣∣∣∣∣
−→e1 −→e2 −→e3

2u cos(u2(t+ 1)) −2u sin(u2(t+ 1)) 1

2 cos(u2(t+ 1))− 4u2t sin(u2(t+ 1)) −2 sin(u2(t+ 1))− 4u2t cos(u2(t+ 1)) 0

∣∣∣∣∣∣∣
α

′ × α
′′
= (2 sin(u2(t+ 1)) + 4u2(t+ 1) cos(u2(t+ 1)), 2 cos(u2(t+ 1))

−4u2(t+ 1) sin(u2(t+ 1)),−8u3(t+ 1))

elde edilir. Buradan,

∥α′ × α
′′∥ =

√
4 + 16u4(t+ 1)2 + 64u6(t+ 1)2,

= 2

√
1 + 4u4(t+ 1)2 + 16u6(t+ 1)2

dir. Böylece,

B =
1√

1 + 4u4(t+ 1)2 + 16u6(t+ 1)2

(
sin(u2(t+ 1)) + 2u2(t+ 1) cos(u2(t+ 1)),

cos(u2(t+ 1))− 2u2(t+ 1) sin(u2(t+ 1)),

−4u3(t+ 1)
)

bulunur.

N = B × T

oldu§unu biliyoruz.

λ =

√
4u2 + 1√

1 + 4u4(t+ 1)2 + 16u6(t+ 1)2
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dersek. O zaman,

N =
1

λ

(
cos(u2(t+ 1))− 2u2 sin(u2(t+ 1))− 8u4(t+ 1) sin(u2(t+ 1)),− sin(u2(t+ 1))

−2u2(t+ 1) cos(u2(t+ 1))− 8u4(t+ 1) cos(u2(t+ 1)),−2u
)

elde edilir. Ayr�ca, e§rili§imiz,

κ =
2
√
1 + 4u4(t+ 1)2 + 16u6(t+ 1)2

(4u2 + 1)
√
4u2 + 1

(3.10)

olarak bulunur. α e§risinin ak�³� için,

∂α(u, t)

∂t
= (

u2(t+ 1) cos(u2(t+ 1))− sin(u2(t+ 1))

(t+ 1)2
,

−u2(t+ 1) sin(u2(t+ 1))− cos(u2(t+ 1))

(t+ 1)2
, 0)

= fT + gN + hB

e³itli§inden,

f =

⟨
∂α(u, t)

∂t
, T

⟩
=

2u2 + (t+ 1)

(t+ 1)
√
4u2 + 1

(3.11)

ve

g =

⟨
∂α(u, t)

∂t
,N

⟩
=

3u2 + 8u4(t+ 1)− 2u(t+ 1)2

(t+ 1)
√

1 + 4u4(t+ 1)2 + 16u6(t+ 1)2
√
4u2 + 1

(3.12)

bulunur. α e§risinin h�z�

ν =

∥∥∥∥∂α(u, t)∂u

∥∥∥∥ =
√
4u2 + 1 (3.13)

dir. (3.11) denkleminin u ya göre türevi al�n�rsa,

∂f

∂u
=

2u(−2(t+ 1) + 3u+ 8u3)

(t+ 1)(4u2 + 1)
3
2

(3.14)

elde edilir. Ayr�ca,

∂f

∂u
=
∂s

∂u

∂f

∂s

= ν
∂f

∂s
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oldu§u dikkate al�nd�§�nda, denklem (3.10), (3.12) ve (3.13) den,

νgκ =
√
4u2 + 1

3u2 + 8u4(t+ 1)− 2u(t+ 1)2

(t+ 1)
√
1 + 4u4(t+ 1)2 + 16u6(t+ 1)2

√
4u2 + 1

2
√
1 + 4u4(t+ 1)2 + 16u6(t+ 1)2

(4u2 + 1)
√
4u2 + 1

,

=
2u(−2(t+ 1) + 3u+ 8u3)

(t+ 1)(4u2 + 1)
3
2

(3.15)

elde edilir. (3.14) ve (3.15) denklemlerinden,

∂f

∂u
= νgκ

e³itli§i sa§lanm�³ olur ki α(u, t) evolüsyonu elastik olmayand�r.

Bu e§ri evolüsyonu t nin 0, 1, 2, 3 ve u ∈ [0, 2π] de§erleri için gra�§i

³ekil 3.3 de gösterilmi³tir.
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�ekil 3.3: t = 0, t = 1, t = 2, t = 3 ve u ∈ [0, 2π] de§erleri için α e§risinin evolüsyonu

27



Teorem 3.8 α n�n ak�³� ∂α
∂t

= fT + gN + hB ve ψ =
⟨
∂N
∂t
, B
⟩
olmak üzere,

∂T

∂t
=

(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
N +

(
−gτ + ∂h

∂s

)
B,

∂N

∂t
= −

(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
T + ψB,

∂B

∂t
=

(
gτ − ∂h

∂s

)
T − ψN

dir [12].

�spat. Teorem (3.7) ve Frenet-Serret formüllerini kullanarak,

∂T

∂t
=

∂

∂t

∂α

∂s
=

∂

∂s
(fT + gN + hB) ,

=
∂f

∂s
T + fκN +

∂g

∂s
N + g (−κT − τB) +

∂h

∂s
B + hτN,

=

(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
N +

(
−gτ + ∂h

∂s

)
B (3.16)

elde edilir.

⟨T,N⟩ = 0 e³itli§inin her iki taraf�n�n t ye göre türevi al�n�rsa,

∂

∂t
⟨T,N⟩ = ⟨∂T

∂t
,N⟩+ ⟨T, ∂N

∂t
⟩ = 0 (3.17)

d�r. (3.16) denklemi (3.17) de yerine yaz�l�rsa,

fκ+
∂g

∂s
+ hτ + ⟨T, ∂N

∂t
⟩ = 0

ve buradan,

⟨T, ∂N
∂t

⟩ = −
(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
(3.18)

elde edilir.

⟨T,B⟩ = 0 e³itli§inin her iki taraf�n�n t ye göre türevi al�n�rsa,

∂

∂t
⟨T,B⟩ = ⟨∂T

∂t
, B⟩+ ⟨T, ∂B

∂t
⟩ = 0 (3.19)

d�r. (3.16) denklemi (3.19) de yerine yaz�l�sa,

−gτ + ∂h

∂s
+ ⟨T, ∂B

∂t
⟩ = 0

veya

⟨T, ∂B
∂t

⟩ = gτ − ∂h

∂s
(3.20)
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elde edilir.

Benzer ³ekilde ⟨N,B⟩ = 0 e³itli§inin her iki taraf�n�n t ye göre türevi al�n�p,

∂

∂t
⟨N,B⟩ = ⟨∂N

∂t
,B⟩+ ⟨N, ∂B

∂t
⟩ = 0, (3.21)

bulunur.

ψ = ⟨∂N
∂t
, B⟩ oldu§undan,

ψ + ⟨N, ∂B
∂t

⟩ = 0,

⟨N, ∂B
∂t

⟩ = −ψ (3.22)

dir.

⟨N,N⟩ = 1 e³itli§inin her iki taraf�n�n t ye göre türevi al�n�rsa,

⟨∂N
∂t

,N⟩+ ⟨N, ∂N
∂t

⟩ = 0

elde edilir. Dolay�s�yla,

⟨∂N
∂t

,N⟩ = 0 (3.23)

bulunur.

ψ = ⟨∂N
∂t
, B⟩, (3.18) ve (3.23) denklemlerinden,

∂N

∂t
= −

(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
T + ψB (3.24)

elde edilir.

Benzer ³ekilde ⟨B,B⟩ = 1 e³itli§inin her iki taraf�n�n t ye göre türevi al�n�rsa,

⟨∂B
∂t
,B⟩+ ⟨B, ∂B

∂t
⟩ = 0,

⟨∂B
∂t
,B⟩ = 0 (3.25)

d�r. (3.20), (3.22) ve (3.25) denklemlerinden,

∂B

∂t
=

(
gτ − ∂h

∂s

)
T − ψN (3.26)

bulunur [12].

Böylece uzay e§rilerinin elastik olmayan ak�³lar�n�n temel sonucu a³a§�daki

gibi ifade edilebilir.
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Teorem 3.9 Kabul edelim ki, ∂α
∂t

= fT + gN + hB e§ri ak�³� elastik olmayan

(yani ∂f
∂s

= gκ ) olsun. O zaman,

∂κ

∂t
=
∂f

∂s
κ+ f

∂κ

∂s
+
∂2g

∂s2
+ 2

∂h

∂s
τ + h

∂τ

∂s
− gτ 2

=
∂

∂s
(fκ) +

∂2g

∂s2
+

∂

∂s
(hτ)− gτ 2 + τ

∂h

∂s
,

∂τ

∂t
= κ

(
gτ − ∂h

∂s

)
− ∂ψ

∂s
,

κψ = −τ
(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
− ∂

∂s
(gτ) +

∂2h

∂s2

d�r. Burada ψ = ⟨∂N
∂t
, B⟩ d�r [12].

�spat. ∂
∂s

ile ∂
∂t

de§i³meli oldu§undan,

∂

∂s

∂T

∂t
=

∂

∂t

∂T

∂s

yaz�labilir. (3.16) denkleminden,

∂

∂s

∂T

∂t
=

∂

∂s

[(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
N +

(
−gτ + ∂h

∂s

)
B

]
,

=

(
∂

∂s
(fκ) +

∂2g

∂s2
+

∂

∂s
(hτ)

)
N +

(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
∂N

∂s

+

(
− ∂

∂s
(gτ) +

∂2h

∂s2

)
B +

(
−gτ + ∂h

∂s

)
∂B

∂s

bulunur. Ayr�ca,

∂N

∂s
= − (κT + τB) ve

∂B

∂s
= τN

e³itliklerinden,

∂

∂s

∂T

∂t
=

(
∂

∂s
(fκ) +

∂2g

∂s2
+

∂

∂s
(hτ)

)
N −

(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
(κT + τB)

+

(
− ∂

∂s
(gτ) +

∂2h

∂s2

)
B +

(
−gτ + ∂h

∂s

)
τN,

= −
(
fκ2 +

∂g

∂s
κ+ hτκ

)
T +

(
∂

∂s
(fκ) +

∂2g

∂s2
+

∂

∂s
(hτ)− gτ 2 +

∂h

∂s
τ

)
N

+

(
−τ
(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
− ∂

∂s
(gτ) +

∂2h

∂s2

)
B (3.27)

elde edilir.

∂T

∂s
= κN
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oldu§u göz önüne al�n�rsa,

∂

∂t

∂T

∂s
=

∂

∂t
(κN)

=
∂κ

∂t
N + κ

∂N

∂t

d�r. (3.24) denkleminden,

∂

∂t

∂T

∂s
=
∂κ

∂t
N + κ

(
−
(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
T + ψB

)
,

= −
(
fκ2 +

∂g

∂s
κ+ hτκ

)
T +

∂κ

∂t
N + κψB (3.28)

bulunur. (3.27) ve (3.28) denklemlerinden,

∂κ

∂t
=

∂

∂s
(fκ) +

∂2g

∂s2
+

∂

∂s
(hτ)− gτ 2 + τ

∂h

∂s
,

ve

κψ = −τ
(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
− ∂

∂s
(gτ) +

∂2h

∂s2

oldu§unu görürüz. Benzer ³ekilde,

∂

∂s

∂B

∂t
=

∂

∂t

∂B

∂s

yaz�labilir. (3.26) denkleminden,

∂

∂s

∂B

∂t
=

∂

∂s

[(
gτ − ∂h

∂s

)
T − ψN

]
,

=

(
∂

∂s
(gτ)− ∂2h

∂s2

)
T +

(
gτ − ∂h

∂s

)
∂T

∂s
− ∂ψ

∂s
N − ψ

∂N

∂s

bulunur.
∂T

∂s
= κN ve

∂N

∂s
= − (κT + τB)

oldu§undan,

∂

∂s

∂B

∂t
=

(
∂

∂s
(gτ)− ∂2h

∂s2

)
T +

(
gτ − ∂h

∂s

)
κN − ∂ψ

∂s
N + ψ (κT + τB) ,

=

(
∂

∂s
(gτ)− ∂2h

∂s2
+ κψ

)
T +

(
gτκ− ∂h

∂s
κ− ∂ψ

∂s

)
N + τψB (3.29)

elde edilir. Ayr�ca,

∂B

∂s
= τN

e³itli§inden,

∂

∂t

∂B

∂s
=

∂

∂t
(τN)

=
∂τ

∂t
N + τ

∂N

∂t
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bulunur. (3.24) denkleminden,

∂

∂t

∂B

∂s
=
∂τ

∂t
N + τ

(
−
(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
T + ψB

)
,

= −τ
(
fκ+

∂g

∂s
+ hτ

)
T +

∂τ

∂t
N + τψB (3.30)

yazabiliriz. (3.29) ve (3.30) denklemlerinden,

∂τ

∂t
= κ

(
gτ − ∂h

∂s

)
− ∂ψ

∂s

elde edilir. Ayr�ca,

∂

∂s

∂N

∂t
=

∂

∂t

∂N

∂s

e³itli§i kullan�larak da yukar�daki formüller elde edilebilir [12].
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4 AÇILAB�L�R YÜZEYLER�N ELAST�K OLMAYAN AKI�LARI

E§er det (ω, ω′, α′) = 0 ise ∥ω (u) ∥ = 1 olmak üzere X (u, v) = α (u) +

vω (u) regle yüzeyine aç�labilirdir denir. Aç�labilir yüzey, Gauss e§rili§i heryer-

de s�f�r olan bir yüzeydir veya düzlemin izometrik bir görüntüsüdür. Bu tezde,

silindirik olmayan yani ∀u için w′ ̸= 0 durumu dikkate al�nacakt�r.

∥ω (u) ∥ = 1, ω′ ̸= 0, det (ω, ω′, α′) = 0 olacak ³ekilde X (u, v, t) =

α (u, t) + vω (u, t) aç�labilir yüzeylerin bir parametreli ailesi olsun. Burada ′ sim-

gesi ∂
∂u

türevini belirtmektedir. Bu çal�³mada, X in elastik olmayan evolüsyonlar�

ele al�naca§�ndan ve α, X üzerinde yatan bir e§ri oldu§undan; α (u, t), R3 de bir

e§rinin elastik olmayan evolüsyonu olarak al�nacakt�r. Böylece her t için α n�n

yay uzunlu§u u kabul edilebilir. Bu bölüm boyunca, u parametresi yay paramet-

resi olarak kabul edilecektir.

Tan�m 4.1

X (u, v, t) = α (u, t) + vω (u, t) , ∥ω (u) ∥ = 1, ω′ ̸= 0, det (ω, ω′, α′) = 0

ve u, α n�n yay uzunlu§u olsun. X in birinci temel formu, {E,F,G},

∂E

∂t
=
∂F

∂t
=
∂G

∂t
= 0

³art�n� sa§l�yorsa X (u, v, t) yüzey evolüsyonu ve ∂X
∂t

ak�³�, elastik olmayan olarak

adland�r�l�r [12].

Bu tan�m ∀t için X (u, v, t) yüzeyinin, herhangi bir t0 ba³lang�ç zaman�nda

tan�mlananX (u, v, t0) orjinal yüzeyinin izometrik görüntüsü oldu§unu ifade eder.

Bir aç�labilir yüzey için,X (u, v, t) �ziksel olarak dalgalanan bir bayra§�n parametrizas-

yonu gibi resmedilebilir.

Örnek 4.1 a, b ∈ R− {0} olmak üzere,

X (u, v) =
(
b cos

(u
b

)
, b sin

(u
b

)
, a
)

︸ ︷︷ ︸
α(u)

+v
1√

a2 + b2

(
b cos

(u
b

)
, b sin

(u
b

)
, a
)

︸ ︷︷ ︸
ω(u)

koni yüzeyi verilsin. Bu koni, dayanak e§risi α, do§rultman� ω olan bir regle

yüzeydir.

α
′
(u) =

(
− sin

(u
b

)
, cos

(u
b

)
, 0
)
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d�r. Buradan,

∥α′
(u) ∥ =

√
⟨
(
− sin

(u
b

)
, cos

(u
b

)
, 0
)
,
(
− sin

(u
b

)
, cos

(u
b

)
, 0
)
⟩

= 1

yani α birim h�zl� bir e§ridir. Ayr�ca,

∥ω (u) ∥ = 1

oldu§undan ω birimdir. Teorem (2.6) dan,

det
(
ω, α

′
, ω

′
)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
b√

a2+b2
cos
(
u
b

)
b√

a2+b2
sin
(
u
b

)
a√

a2+b2

− sin
(
u
b

)
cos
(
u
b

)
0

−1√
a2+b2

sin
(
u
b

)
1√

a2+b2
cos
(
u
b

)
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

ve

∥ω′
(u) ∥2 = ⟨ 1√

a2 + b2

(
− sin

(u
b

)
, cos

(u
b

)
, 0
)
,

1√
a2 + b2

(
− sin

(u
b

)
, cos

(u
b

)
, 0
)
⟩

=
1

a2 + b2
,

̸= 0

dir. ∥ω′
(u) ∥2 ̸= 0 oldu§undan X (u, v) yüzeyi aç�labilir bir regle yüzeydir.

�imdi,

X (u, v, t) =

(
b

(t+ 1)
cos

(
u(t+ 1)

b

)
,

b

(t+ 1)
sin

(
u(t+ 1)

b

)
,

√
a2 + b2 − b2

(t+ 1)2

)
︸ ︷︷ ︸

α(u,t)

+ v
1√

a2 + b2

(
b

(t+ 1)
cos

(
u(t+ 1)

b

)
,

b

(t+ 1)
sin

(
u(t+ 1)

b

)
,

√
a2 + b2 − b2

(t+ 1)2

)
︸ ︷︷ ︸

ω(u,t)

biçiminde tan�ml� yüzey evolüsyonunu göz önüne alal�m.

Xu =

(
− sin

(
u(t+ 1)

b

)
, cos

(
u(t+ 1)

b

)
, 0

)
+v

1√
a2 + b2

(
− sin

(
u(t+ 1)

b

)
, cos

(
u(t+ 1)

b

)
, 0

)
ve

Xv =
1√

a2 + b2

(
b

(t+ 1)
cos

(
u(t+ 1)

b

)
,

b

(t+ 1)
sin

(
u(t+ 1)

b

)
,

√
a2 + b2 − b2

(t+ 1)2

)
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dir. Buradan,

E = 1 +
v2

a2 + b2
+

2v√
a2 + b2

(
sin2(

u(t+ 1)

b
) + cos2(

u(t+ 1)

b
)

)
,

= 1 +
v2

a2 + b2
+

2v√
a2 + b2

,

= (1 +
v√

a2 + b2
)
2

,

F =
1√

a2 + b2

(
− b

(t+ 1)
cos(

u(t+ 1)

b
) sin(

u(t+ 1)

b
) +

b

(t+ 1)
cos(

u(t+ 1)

b
) sin(

u(t+ 1)

b
)

)
+

v

a2 + b2

(
− b

(t+ 1)
cos(

u(t+ 1)

b
) sin(

u(t+ 1)

b
) +

b

(t+ 1)
cos(

u(t+ 1)

b
) sin(

u(t+ 1)

b
)

)
= 0

ve

G =
1

a2 + b2

(
b2

(t+ 1)2
cos2(

u(t+ 1)

b
) +

b2

(t+ 1)2
sin2(

u(t+ 1)

b
) + a2 + b2 − b2

(t+ 1)2

)
=
a2 + b2

a2 + b2

= 1

bulunur. Böylece,

∂E

∂t
=
∂F

∂t
=
∂G

∂t
= 0

d�r. Tan�m (4.1) den X (u, v, t) yüzey evolüsyonu elastik olmayand�r.

Bu yüzey evolüsyonunun t zaman�na göre de§i³imi s�ras�yla ³ekil 4.1, 4.2, 4.3

ve 4.4 de gösterilmi³tir.
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�ekil 4.1: t = 0, a = 3 ve b = 4 için yüzey evolüsyonu

�ekil 4.2: t = 1, a = 3 ve b = 4 için yüzey evolüsyonu
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�ekil 4.3: t = 2, a = 3 ve b = 4 için yüzey evolüsyonu

�ekil 4.4: �ekil 4.1, 4.2 ve 4.3 ün görüntüsü
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Teorem 4.1

X (u, v, t) = α (u, t) + vω (u, t) , ∥ω (u) ∥ = 1, ω′ ̸= 0, det (ω, ω′, α′) = 0

ve u, α n�n yay uzunlu§u olsun. X in birinci temel formu,

E = ⟨Xu, Xu⟩ = 1 + 2v⟨α′, ω′⟩+ v2∥ω′∥2,

F = ⟨Xu, Xv⟩ = ⟨α′, ω⟩,

G = ⟨Xv, Xv⟩ = 1

dir [12].

�spat.

Xu = α′ (u, t) + vω′ (u, t) , Xv = ω (u, t)

dir. Böylece,

E = ⟨Xu, Xu⟩ = ⟨α′ (u, t) + vω′ (u, t) , α′ (u, t) + vω′ (u, t)⟩,

= ⟨α′ (u, t) , α′ (u, t)⟩+ 2v⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩+ v2⟨ω′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩,

= 1 + 2v⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩+ v2∥w′(u, t)∥2

elde edilir. Benzer ³ekilde,

F = ⟨Xu, Xv⟩ = ⟨α′ (u, t) + vω′ (u, t) , ω (u, t)⟩,

= ⟨α′ (u, t) , ω (u, t)⟩+ v⟨ω′ (u, t) , ω (u, t)⟩,

= ⟨α′ (u, t) , ω (u, t)⟩

ve

G = ⟨Xv, Xv⟩ = ⟨ω (u, t) , ω (u, t)⟩

= ∥w(u, t)∥2

= 1

bulunur.
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Teorem 4.2 Teorem 4.1 de tan�mlanan X (u, v, t) elastik olmayand�r ⇔
∂
∂t
⟨α′, w′⟩ = ∂

∂t
∥w′∥2 = ∂

∂t
⟨α′, w⟩ = 0 d�r [12].

�spat. Teorem (4.1) den E = 1 + 2v⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩ + v2∥w′ (u, t) ∥2 dir.

Tan�m (4.1) den,

∂E

∂t
=

∂

∂t

(
1 + 2v⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩+ v2∥w′ (u, t) ∥2

)
= 0

olmal�d�r. Buradan,

2v
∂

∂t
⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩+ v2

∂

∂t
⟨ω′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩ = 0

veya

2
∂

∂t
⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩+ v

∂

∂t
⟨ω′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩ = 0

bulunur.

v0 ̸= 0, v1 ̸= 0, v0 ̸= v1 olmak üzere,

v = v0 için,

2
∂

∂t
⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩+ v0

∂

∂t
⟨ω′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩ = 0 (4.1)

v = v1 için,

2
∂

∂t
⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩+ v1

∂

∂t
⟨ω′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩ = 0 (4.2)

d�r. (4.1) ve (4.2) denklem sistemi çözüldü§ünde,

∂

∂t
⟨ω′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩ = ∂

∂t
∥w′(u, t)∥2 = 0

ve

∂

∂t
⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩ = 0

elde edilir. Teorem (4.1) den,

F = ⟨α′ (u, t) , ω (u, t)⟩

d�r.

∂F

∂t
=

∂

∂t
⟨α′ (u, t) , ω (u, t)⟩ = 0

bulunur. Ayr�ca,

∂

∂t
⟨α′, w′⟩ = ∂

∂t
∥w′∥2 = ∂

∂t
⟨α′, w⟩ = 0
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oldu§u dikkate al�n�rsa, Teorem (4.1) ve Tan�m (4.1) den,

∂E

∂t
=

∂

∂t

(
1 + 2v⟨α′ (u, t) , ω′ (u, t)⟩+ v2∥w′ (u, t) ∥2

)
,

=
∂

∂t
(1),

= 0,

∂F

∂t
=

∂

∂t
⟨α′ (u, t) , ω (u, t)⟩,

= 0

ve

∂G

∂t
= 0

elde edilir ki ispat tamamlam�³ olur.

Teorem (4.2) aç�labilir yüzeylerin elastik olmayan evolüsyonunu karakte-

rize eder, ayn� zamanda a³a§�daki teorem ilginç bir geometrik yoruma sahiptir.

Teorem 4.3 X (u, v, t) = α (u, t)+vω (u, t) birX (u, v) aç�labilir yüzeyinin elastik

olmayan evolüsyonu olsun. X (u, v, t), biri S2 ve di§eri R3 de iki e§rinin elastik

olmayan evolüsyonlar�yla tamamen karakterize edilebilir [12].

�spat. Teorem (4.2) den, ∂
∂t
∥w′∥2 = 0 d�r. Böylece, ∂

∂t
∥w′∥2 = 2∥w′∥ ∂

∂t
∥w′∥ =

0 d�r.

w′ ̸= 0 oldu§u için, ∂
∂t
∥w′∥ = 0 d�r. Bu yüzden Tan�m (3.3) deki ³art sa§lan�r

[12].

�imdi bu bölümün ana sonucunu söyleyecek durumday�z.

Teorem 4.4 α n�n yay uzunlu§u u, ∂α
∂t

= f 1T 1 + g1N1 + h1B1, ∂w
∂t

= f 2T 2 +

g2N2 + h2B2 ve ∥w (u) ∥ = 1, w′ ̸= 0, det (w,w′, α′) = 0 olmak üzere,

X (u, v, t) = α (u, t) + vw (u, t)

aç�labilir regle yüzeyi verilsin. Burada, T i, N i, Bi, i = 1, 2 için, s�ras�yla, α ve w

n�n Frenet çat�lar�d�r.

X elastik olmayan evolüsyon veya denk olarak,

∂

∂t
⟨α′, w′⟩ = ∂

∂t
∥w′∥2 = ∂

∂t
⟨α′, w⟩ = 0

olsun. O zaman f i, gi, hi, i = 1, 2 için Teorem (3.9) in e³itlikleri sa§lan�r [12].
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Teorem 4.5 α birim h�zl� bir slant helis ve D̄ (u) = 1√
τ2+κ2 (−τT + κB) olmak

üzere,

X (u, v) = α (u) + vD̄ (u) regle yüzeyi verilsin. X (u, v, t) yüzey evolüsyonu,

∂κ

∂t
=
∂τ

∂t
= 0 ise

elastik olmayand�r.

�spat.

D̄
′
(u) =

(
−τ√
τ 2 + κ2

)′

T − τ√
τ 2 + κ2

κN +

(
κ√

τ 2 + κ2

)′

B +
κ√

τ 2 + κ2
τN

=

(
−τ√
τ 2 + κ2

)′

T +

(
κ√

τ 2 + κ2

)′

B

bulunur.

(
τ√

τ 2 + κ2

)′

=
τ

′√
τ 2 + κ2 −

(
ττ

′
+κκ

′)
τ

√
τ2+κ2

τ 2 + κ2
,

=
τ

′
(τ 2 + κ2)− τ

(
ττ

′
+ κκ

′)
(τ 2 + κ2)

3
2

,

=
κ
(
τ

′
κ− τκ

′)
(τ 2 + κ2)

3
2

,

=
κ3

(τ 2 + κ2)
3
2

(τ
κ

)′

,

= κ
κ2

(τ 2 + κ2)
3
2

(τ
κ

)′

d�r. σ = κ2

(τ2+κ2)
3
2

(
τ
κ

)′
oldu§undan,

(
τ√

τ 2 + κ2

)′

= κσ (4.3)
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elde edilir. Benzer ³ekilde(
κ√

τ 2 + κ2

)′

=
κ

′√
τ 2 + κ2 −

(
ττ

′
+κκ

′)
κ

√
τ2+κ2

τ 2 + κ2
,

=
κ

′
(τ 2 + κ2)− κ

(
ττ

′
+ κκ

′)
(τ 2 + κ2)

3
2

,

=
τ
(
κ

′
τ − κτ

′)
(τ 2 + κ2)

3
2

,

=
−κ2τ

(τ 2 + κ2)
3
2

(τ
κ

)′

,

= −τ κ2

(τ 2 + κ2)
3
2

(τ
κ

)′

bulunur. σ = κ2

(τ2+κ2)
3
2

(
τ
κ

)′
oldu§undan,(

κ√
τ 2 + κ2

)′

= −τσ (4.4)

elde edilir. Bu durumda,

det(D̄, α
′
, D̄

′
) = det(−σ(

∫
κdu)T − σ(

∫
τdu)B, T,−κσT − τσB),

= det(−σ(
∫
κdu)T, T,−κσT ) + det(−σ(

∫
τdu)B, T,−κσT ),

+ det(−σ(
∫
κdu)T, T,−τσB) + det(−σ(

∫
τdu)B, T,−τσB),

= 0

d�r.

∥D̄′
(u) ∥2 = ⟨−κσT − τσB,−κσT − τσB⟩,

= σ2(κ2 + τ 2),

bulunur. Böylece, ∥D̄′
(u) (u) ∥2 ̸= 0 elde edilir. Teorem (2.6) göre X (u, v) aç�la-

bilir bir regle yüzeydir.

X (u, v, t) = α (u, t) + vD̄ (u, t)

yüzey evolüsyonunu göz önüne alal�m. Teorem (4.2) den,

∂

∂t
⟨α′

(u, t) , D̄
′
(u, t)⟩ = ∂

∂t
⟨κN,−κσT − τσB⟩,

= 0,

∂

∂t
∥D̄′

(u, t) ∥2 =
∂

∂t
σ2(κ2 + τ 2),

= 2σ2
(
κ(
∂κ

∂t
) + τ(

∂τ

∂t
)
)
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ve

∂

∂t
⟨α′

(u, t) , D̄ (u, t)⟩ = ∂

∂t
⟨κN,−σ(

∫
κdu)T − σ(

∫
τdu)B⟩,

= 0

bulunur. ∂κ
∂t

= ∂τ
∂t

= 0 oldu§undan,

∂

∂t
⟨α′

(u, t) , D̄
′
(u, t)⟩ = ∂

∂t
∥D̄′

(u, t) ∥2 = ∂

∂t
⟨α′

(u, t) , D̄ (u, t)⟩ = 0

elde edilir ki X (u, v, t) yüzey evolüsyonu elastik olmayand�r.
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Yukar�daki teoremin uygulamas�n� a³a§�daki örnekle gösterelim.

Örnek 4.2 Bir,

α(u) =

(
−1

6
(−4 sin(u) + sin(2u)),

1

6
(−4 cos(u) + cos(2u)),−4

3

√
2 sin(

u

2
)

)
birim h�zl� slant helisi göz önüne alal�m. Buradan,

T =

(
1

3
(2 cos(u)− cos(2u)),

4

3
sin2(

u

2
) sin(u),−2

3

√
2 cos(

u

2
)

)
,

B =

csc(u
2
)sin3(u)

3
√
sin2(u

2
)
,−

−2 sin(u
2
) + sin(3u

2
) + sin(5u

2
)

6
√
sin2(u

2
)

,
2

3

√
1− cos(u)


ayr�ca e§rilikler,

κ =
√
2 sin(

u

2
)

ve

τ = −
√
2 cos(

u

2
)

olarak elde edilir. Buradan,

D̄ = (−1

3
cos(

3u

2
),−1

3
sin(

3u

2
),
2
√
2

3
)

bulunur. Dayanak e§risi α ve do§rultman� D̄ olan regle yüzey,

X(u, v) =

(
−1

6
(−4 sin(u) + sin(2u)),

1

6
(−4 cos(u) + cos(2u)),−4

3

√
2 sin(

u

2
)

)
+ v(−1

3
cos(

3u

2
),−1

3
sin(

3u

2
),
2
√
2

3
)

dir. Burada,

det(D̄, α
′
, D̄

′
) =

∣∣∣∣∣∣∣
−1

3
cos(3u

2
) −1

3
sin(3u

2
) 2

√
2

3
2
3
(cos(u)− 1

3
cos(2u) 2

3
sin(u)− 1

3
sin(2u)) −2

3

√
2 cos(u

2
)

1
2
sin(3u

2
) −1

2
cos(3u

2
) 0

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

ve

∥D̄′∥2 = 1

2
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oldu§undan, X(u, v) yüzeyi aç�labilir regle yüzeydir.

t ̸= 3π
4
+2πk, k ∈ {0, 1, 2, ...} olacak ³ekilde bu regle yüzeyin evolüsyonunu,

X(u, v, t) =

(
−1

6
(−4 sin(u) + sin(2u)),

1

6
(−4 cos(u) + cos(2u)),−4

3

√
2 sin(

u

2
)

)
+ v(−1

3
cos(

3u

2
),−1

3
sin(

3u

2
),
2
√
2

3

(sin(t) + cos(t))√
1 + sin(2t)

)

biçiminde tan�mlayal�m. Bu yüzey evolüsyonu için,

κ =
√
2 sin(

u

2
)

ve

τ = −
√
2 cos(

u

2
)

dir.

∂κ

∂t
=
∂τ

∂t
= 0

oldu§undan,

E = 1 +
v2

4
+ v sin(

u

2
),

= 1 +
v2

4
+ v

√
2κ

2
,

F =
8 cos(u

2
) + 1

9
,

=
−4

√
2τ + 1

9

ve

G = 1

dir. Buradan,

∂E

∂t
=
∂F

∂t
=
∂G

∂t
= 0

elde edilir. Tan�m (4.1) den X(u, v, t) yüzey evolüsyonunun elastik olmad�§� gös-

terilmi³ olur. Bu yüzey evolüsyonunun t zaman�na göre de§i³imi ³ekil 4.5, 4.6

4.7 ve 4.8 de gösterilmi³tir.
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�ekil 4.5: t = 0, u ∈ [−2π, 2π] ve v ∈ [−2π, 2π] için yüzey evolüsyonu

�ekil 4.6: t = 1, u ∈ [−2π, 2π] ve v ∈ [−2π, 2π] için yüzey evolüsyonu
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�ekil 4.7: t = 2, u ∈ [−2π, 2π] ve v ∈ [−2π, 2π] için yüzey evolüsyonu

�ekil 4.8: t = 3, u ∈ [−2π, 2π] ve v ∈ [−2π, 2π] için yüzey evolüsyonu
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Teorem 4.6 α birim h�zl� bir e§ri ve D̃ (u) = −
(
τ
κ

)
T +B olmak üzere,

X (u, v) = α (u) + vD̃ (u) regle yüzeyi verilsin. X (u, v, t) yüzey evolüsyonu,

∂

∂t

(τ
κ

)
= 0 ve

τ

κ
oran� sabit de§il (yani α bir genel helis de§il)

ise elastik olmayand�r.

�spat.

D̃
′
(u) = −

(τ
κ

)′

T −
(τ
κ

)
κN + τN,

= −
(τ
κ

)′

T

d�r.

∥D̃ (u) ∥ =

√(τ
κ

)2
+ 1,

oldu§undan D̃ vektörü birim de§ildir. Teorem (2.8) den,

det
(
D̃, α

′
, D̃

′
)
= det

(
−
(τ
κ

)
T +B, T,−

(τ
κ

)′

T

)
,

= det

(
−
(τ
κ

)
T, T,−

(τ
κ

)′

T

)
+ det

(
B, T,−

(τ
κ

)′

T

)
,

= 0

elde edilir. τ
κ
oran� sabit olmad�§�ndan,

∥D̃′
(u) ∥

2
−
(
∥D̃ (u) ∥

′)2
= ⟨−

(τ
κ

)′

T,−
(τ
κ

)′

T ⟩ −

∂
√(

τ
κ

)2
+ 1

∂u

2

,

=

[(τ
κ

)′]2
−

τκ (τ ′
κ− κ

′
τ
)

κ4
√

κ2+τ2

κ2

2

=

[(τ
κ

)′]2
−

[(τ
κ

)(τ
κ

)′
√
κ2√

κ2 + τ 2

]2
,

=

[(τ
κ

)′]2 [
1−

(τ
κ

)2 κ2

κ2 + τ 2

]
,

=

[(τ
κ

)′]2 [ κ2

κ2 + τ 2

]
,

bulunur. Buradan ∥D̃′
(u) ∥

2
−
(
∥D̃ (u) ∥

′)2
̸= 0 d�r. Böylece X (u, v) yüzeyi

aç�labilir bir regle yüzeydir.

X (u, v, t) = α (u, t) + vD̃ (u, t)
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yüzey evolüsyonunu göz önüne alal�m. Teorem (4.2) den,

∂

∂t
⟨α′

(u, t) , D̃
′
(u, t)⟩ = ∂

∂t
⟨T,−

(τ
κ

)′

T ⟩

= − ∂

∂t

(τ
κ

)′

,

∂

∂t
∥D̃′

(u) ∥
2
=

∂

∂t
⟨−
(τ
κ

)′

T,−
(τ
κ

)′

T ⟩

=
∂

∂t

((τ
κ

)′)2
ve

∂

∂t
⟨α′

(u, t) , D̃ (u, t)⟩ = ∂

∂t
⟨T,−

(τ
κ

)
T +B⟩

=
∂

∂t

(τ
κ

)
dir. ∂

∂t

(
τ
κ

)
= 0 oldu§undan,

∂

∂t
⟨α′

(u, t) , D̃
′
(u, t)⟩ = ∂

∂t
∥D̃′

(u) ∥
2
=

∂

∂t
⟨α′

(u, t) , D̃ (u, t)⟩ = 0

elde edilir ki X (u, v, t) yüzey evolüsyonu elastik olmayand�r.

Teorem 4.7 α : I ⊂ R −→ R3 birim h�zl� bir e§ri ve α n�n T te§et vektör

alan�n�n evolüsyonu elastik olmayan olmak üzere, X (u, v) = T + vB regle yüzeyi

verilsin. X (u, v, t) yüzey evolüsyonu,

∂τ

∂t
= 0 ise

elastik olmayand�r.

�spat. Teorem (2.7) den,

det (B, κN, τN) = 0

dir. Ayr�ca,

∥B′∥2 = ⟨τN, τN⟩,

= τ 2

elde edilir. Buradan ∥B′∥2 ̸= 0 d�r. Böylece X (u, v) yüzeyi aç�labilir regle

yüzeydir. α n�n T te§et vektör alan�n�n evolüsyonu elastik olmayan oldu§undan,

ν = ∥κN∥ = κ
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d�r. Tan�m (3.3) den,

∂ν

∂t
=
∂κ

∂t
= 0

elde edilir.

X (u, v, t) = T (u, t) + vB (u, t)

yüzey evolüsyonunu göz önüne alal�m.

Xu = κN + vτN ve Xv = B

ve

E = ⟨(κ+ vτ)N, (κ+ vτ)N⟩ = (κ+ vτ)2,

F = ⟨(κ+ vτ)N,B⟩ = 0,

G = ⟨B,B⟩ = 1

bulunur. ∂κ
∂t

= ∂τ
∂t

= 0 oldu§undan,

∂E

∂t
= 2 (κ+ vτ)

(
∂κ

∂t
+ v

∂τ

∂t

)
= 0,

∂F

∂t
= 0,

∂G

∂t
= 0

elde edilirki Tan�m (4.1) den X (u, v, t) yüzey evolüsyonu elastik olmayand�r.
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Yukar�daki teoremin uygulamas�n� a³a§�daki örnekle gösterelim.

Örnek 4.3 a, b ∈ R ve |a| > |b| olmak üzere,

α(u) =
(
(−a2−b2

2a
)( cos((a+b)u)

(a+b)2
+ cos((a−b)u)

(a−b)2
), (−a2−b2

2a
)( sin((a+b)u)

(a+b)2
+ sin((a−b)u)

(a−b)2
),√

a2−b2

2a
cos(bu)

)

birim h�zl� slant helisini göz önüne alal�m. Buradan,

T =
(
cos(bu) sin(au)− b cos(au) sin(bu)

a
, a cos(au) cos(bu)+b sin(au) sin(bu)

a
,

√
(a−b)(a+b) sin(bu)

a

)
,

B =
(√

(a−b)(a+b) cos(bu)(b cos(au)+a sin(au) tan(bu))

a
√

(a−b)(a+b)
,

√
(a−b)(a+b) cos(bu)(b sin(au)−a cos(au) tan(bu))

a
√

(a−b)(a+b)
,

√
(a−b)(a+b) cos(bu)

a

)
dir. Ayr�ca e§rilikler,

κ =
√
(a− b)(a+ b) cos(bu)

ve

τ = −
√
(a− b)(a+ b) sin(bu)

elde edilir. Buradan, dayanak e§risi T ve do§rultman� B olan regle yüzey,

X(u, v) =
((

cos(bu) sin(au)− b cos(au) sin(bu)
a

, a cos(au) cos(bu)+b sin(au) sin(bu)
a

,

√
(a−b)(a+b) sin(bu)

a

)
+v
(√(a−b)(a+b) cos(bu)(b cos(au)+a sin(au) tan(bu))

a
√

(a−b)(a+b)
,

√
(a−b)(a+b) cos(bu)(b sin(au)−a cos(au) tan(bu))

a
√

(a−b)(a+b)
,

√
(a−b)(a+b) cos(bu)

a

)
dir. Burada, a = 4, b = 3 al�n�rsa

X(u, v) =
(
(−3

4
cos(4u) sin(3u) + cos(3u) sin(4u), 1

4
(−4 cos(3u) cos(4u)

−3 sin(3u) sin(4u)),−
√
7
4
sin(3u)

)
+v
(
1
4
cos(3u)(3 cos(4u)+4 sin(4u) tan(3u)),

1
4
cos(3u)(3 sin(4u)− 4 cos(4u) tan(3u)), 1

4

√
7 cos(3u))

)
ve

κ =
√
7 cos(3u),

τ = −
√
7 sin(3u)

51



elde edilir. Ayr�ca Tan�m (3.3) den,

ν = ∥T ′∥ = κ,

∂ν

∂t
=
∂κ

∂t
= 0

bulunur. Ayr�ca,

det(B, T
′
, B

′
) = det (B, κN, τN) = 0

ve

∥B′∥2 = τ 2

dir. Burada ∥B′∥2 ̸= 0 oldu§undan, X(u, v) yüzeyi aç�labilir bir regle yüzeydir.

t ̸= 3π
4
+2πk, k ∈ {0, 1, 2, ...} olacak ³ekilde bu regle yüzeyin evolüsyonunu,

X(u, v, t) =
(
(−3

4
cos(4u) sin(3u) + cos(3u) sin(4u), 1

4
(−4 cos(3u) cos(4u)

−3 sin(3u) sin(4u)),−
√
7
4
sin(3u))+v(1

4
cos(3u)(3 cos(4u)+4 sin(4u) tan(3u),

1
4
cos(3u)(3 sin(4u)− 4 cos(4u) tan(3u),

√
7
4

(sin(t)+cos(t))√
1+sin(2t)

cos(3u))
)

biçiminde tan�mlayal�m. Bu yüzey evolüsyonu için,

κ =
√
7 cos(3u)

ve

τ = −
√
7 sin(3u)

dir. Teorem (4.2) den,

∂

∂t
⟨T ′

(u, t) , B
′
(u, t)⟩ = ∂

∂t
⟨(7
4
cos(3u) cos(4u),

7

4
cos(3u) sin(4u),−3

4
(
√
7 cos(3u)),

(
7(sin(2u) + sin(10u)

16 cos(u)
,
7(cos(2u)− cos(10u)

16 cos(u)
,−(

(3
√
7 sin(6u)

8 cos(u)
)⟩,

=
∂

∂t
(7 cos(3u) sin(3u)),

=
∂

∂t
(−κτ),

= −(
∂κ

∂t
τ + κ

∂τ

∂t
),

52



∂

∂t
∥B′∥2 =

∂

∂t
⟨(7(sin(2u) + sin(10u)

16 cos(u)
,
7(cos(2u)− cos(10u)

16 cos(u)
,−(

(3
√
7 sin(6u)

8 cos(u)
),

(
7(sin(2u) + sin(10u)

16 cos(u)
,
7(cos(2u)− cos(10u)

16 cos(u)
,−(

(3
√
7 sin(6u)

8 cos(u)
)⟩,

=
∂

∂t
(7sin2(3u)),

=
∂

∂t
τ 2,

= 2τ
∂τ

∂t

ve

∂

∂t
⟨T ′

(u, t) , B (u, t)⟩ = ∂

∂t
⟨(7
4
cos(3u) cos(4u),

7

4
cos(3u) sin(4u),−3

4
(
√
7 cos(3u)),(1

4
(cos(3u)(3 cos(4u) + 4 sin(4u) tan(3u)),

1

4
(cos(3u)(3 sin(4u)− 4 cos(4u) tan(3u)),

√
7

4
cos(3u)

)
⟩,

= 0

bulunur. ∂κ
∂t

= ∂τ
∂t

= 0 oldu§undan,

∂

∂t
⟨T ′

(u, t) , B
′
(u, t)⟩ = ∂

∂t
∥B′∥2 = ∂

∂t
⟨T ′

(u, t) , B (u, t)⟩ = 0

elde edilir ki X (u, v, t) yüzey evolüsyonu elastik olmayand�r.

Bu yüzey evolüsyonunun t zaman�na göre de§i³imi ³ekil 4.9, 4.10 ve 4.11

de gösterilmi³tir.

�ekil 4.9: t = 0, u ∈ [−2π, 2π] ve v ∈ [−2π, 2π] için yüzey evolüsyonu
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�ekil 4.10: t = 1, u ∈ [−2π, 2π] ve v ∈ [−2π, 2π] için yüzey evolüsyonu

�ekil 4.11: t = 2, u ∈ [−2π, 2π] ve v ∈ [−2π, 2π] için yüzey evolüsyonu
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Teorem 4.8 α : I ⊂ R −→ R3 birim h�zl� bir e§ri ve α n�n T te§et vektör

alan�n�n evolüsyonu elastik olmayan olmak üzere, X (u, v) = T + vN regle yüzeyi

verilsin. X (u, v, t) yüzey evolüsyonu,

∂τ

∂t
= 0 ise

elastik olmayand�r.

�spat. Teorem (2.7) den,

det (N, κN,−κT − τB) = 0

ve

∥N ′∥2 = ⟨−κT − τB,−κT − τB⟩,

= κ2 + τ 2

bulunur. Burada ∥N ′∥2 ̸= 0 d�r. Böylece X (u, v) yüzeyi aç�labilir regle yüzeydir.

α n�n T te§et vektör alan�n�n evolüsyonu elastik olmayan oldu§undan,

ν = ∥κN∥ = κ,

d�r. Tan�m (3.3) den,

∂ν

∂t
=
∂κ

∂t
= 0

elde edilir.

X (u, v, t) = T (u, t) + vN (u, t)

yüzey evolüsyonunu göz önüne alal�m.

Xu = κN + v (−κT − τB) ve Xv = N

dir.

E = ⟨κN − vκT − vτB, κN − vκT − vτB⟩ = κ2 + v2κ2 + v2τ 2,

F = ⟨κN − vκT − vτB,N⟩ = κ,

G = ⟨N,N⟩ = 1

elde edilir. ∂κ
∂t

= ∂τ
∂t

= 0 oldu§undan,

∂E

∂t
= 2κ

∂κ

∂t
+ 2v2κ

∂κ

∂t
+ 2v2τ

∂τ

∂t
= 0,

∂F

∂t
=
∂κ

∂t
= 0,

∂G

∂t
= 0

bulunur. Tan�m (4.1) den X (u, v, t) yüzey evolüsyonu elastik olmayand�r.
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