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OZET

Bu tezde, lineer ve lineer olmayan pek ¢ok tiirde adi ve kismi diferensiyel
denklemlere bagariyla uygulanmig bir analitik yaklagim teknigi olan Homotopi
Perturbasyon Metodu ele alindi. Metotla ilgili literatiir tarandi ve segilen bazi
caligmalar hakkinda agiklayici bilgiler verildi. Ayrica metod ¢esitli 6rneklere uygu-
land1 ve elde edilen sonuglar analitik ¢oziimlerle karsilagtirildi.

Anahtar Kelimeler: Lineer olmayan diferensiyel denklemler, baglangic deger

problemi, sinir deger problemi, yaklagik analitik ¢6ziim, Homotopi Perturbasyon
Metodu.



ABSTRACT

In this thesis, Homotopy Perturbation Method, which is an analytic ap-
proximation technique that successfully applied various kinds of linear and Non-
lineer ordinary and partial differential equations, were discussed. A literature
review was performed and descriptive information about some of these studies
were given. Besides, the method was applied to different examples and the ob-
tained results were compared with analytical solutions.

Keywords: Nonlineer differential equations, initial value problem, boundary
value problem, approximate analytic solution, Homotopy Perturbation Method.
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1 GIRIS

Bir ya da daha cok bagiml degiskenin, bir ya da daha c¢ok
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren matematiksel denklemlere
diferensiyel denklemler denir. Strekli degigen niceliklerin uzay ve/ve-
ya zamandaki degisim oranlarini iceren belirli iligkileri incelemek is-
tendiginde diferensiyel denklemler ile karsilagilir. Bu sebeple dife-
rensiyel denklemler miihendislik, fiziki bilimler, ekonomi gibi ¢ok cesitli
disiplinlerde 6énemli rol oynar.

Bagimli degiskenin, tek bir bagimsiz degiskenin fonksiyonu ola-
rak yazilabildigi diferensiyel denklemlere adi diferensiyel denklemler,
birden ¢ok bagimsiz degiskenin fonksiyonu olarak yazilabildigi diferen-
siyel denklemlere ise kismi diferensiyel denklemler denir. Her iki denk-
lem tiirdi, lineer ve lineer olmayan (nonlineer) olarak smiflandirila-
bilinir. Eger bagiml degisken ve tiirevleri birinci dereceden ise denk-
leme [ineer aksi halde nonlineer denklemdir denir.

Diferensiyel denklemler matematiksel olarak cesitli perspektif-
lerden incelenmistir. Bu ¢alismalarin biiyiik cogunlugu denklemi sag-
layan ¢oziim fonksiyonlarini bulmak tizerinedir. Diferensiyel denklem-
lerin sadece ¢ok basit formda olanlarinin belirgin formiillerle ifade
edilebilen tam ¢oziimleri vardir. Nonlineer diferensiyel denklemlerin
cok kiiciik bir kismi hari¢ tam ¢oziimleri elde edilemez.

Gercek hayatta karsimiza ¢ikan pek ¢ok problem ise nonlineerdir
ve matematiksel modelleri nonlineer diferensiyel denklemlerden olusur.
Giintimtizde, bilgisayar teknolojisinin de geligmesiyle, bu tiir prob-
lemlerin yaklagik ¢oztimleri sayisal ya da analitik yaklagim yontemleri
kullanilarak hesaplanabilmektedir. Genellikle sayisal yontemler non-
lineer problemlere karmasgik tanim kiimeleri {izerinde uygulanabilir.
Bu, sayisal yontemlere, cok daha basit tanim kiimeleri iizerinde uygu-
lanan analitik yaklasim yontemlerine kiyasla belirgin bir {istiinliik
saglar. Bununla birlikte sayisal yontemler, ¢oziim egrisinin belirli



noktalarindaki yaklasik degerlerini verir ki bu ¢oziimiin tam olarak
anlagilmasini giiclestirir. Halbuki analitik yaklagim yontemleri gercek
¢oziimii temsil eden bir yaklagim egrisi verir. Boylece ¢oziimiin karak-
teri hakkinda daha ayrintili analiz yapilabilir.

Nonlineer problemler icin geligtirilen yaklagik analitik yontem-
lerden bazilar1 perturbasyon yontemleri olarak adlandirilir ve genis
bir uygulama alanina sahiptir. Bu yontemler sayesinde pek ¢ok non-
lineer problemin 6nemli 6zellikleri ortaya gikarilmigtir. Perturbasyon
yontemleri, perturbasyon miktar: denilen kiiciik ya da biiyiik paramet-
relerin varligina dayanir. Perturbasyon yontemleri bu parametreleri
nonlineer problemleri sonlu sayida lineer alt problemlere indirgemek
icin kullanir ve yaklagik ¢oztiimi bu alt problemlerin ilk birkac¢ tanesi-
nin ¢oziimlerinin toplami olarak ifade eder. Bu parametrelerin varlig
bu yontemin en ciddi kisitlamasidir. Ciinkii her nonlineer problem
bu tiir parametreler igermek zorunda degildir. Ayrica bu yontem-
lerde eger nonlineerlik kuvvetliyse analitik yaklasim bozulabilir. Bu
ylizden perturbasyon yontemleri sadece zayif nonlineerlik durumunda
kullanilir. Bunun en 6nemli sebebi olarak perturbasyon yontemlerinin
yakinsaklik araligini ayarlamaya olanak vermemesi gosterilebilir.

Perturbasyon miktar: icermeyen bagka analitik yaklagim yon-
temleri de mevcuttur. Lyapunov yapay parametre yontemi bunlardan
biridir. Bu yontemde parametre miktar1 denkleme digsaridan eklenir
ve yaklagik ¢oziim bu parametre iizerinden kuvvet serisine acilarak
hesaplanir. Son olarak bulunan ¢oziimde parametre bire egitlenir.
Bu fikir daha sonralar1 Karmishin v.d. tarafindan d-acilim yontemi
olarak geligtirilmistir. d-acilim yontemi aslinda Lyapunov’un yontemi-
ne denktir. Bu yontemde de 0 parametresi denkleme digaridan ek-
lenir ve ¢oziim bu parametre iizerinden kuvvet serisine agilir. Daha
sonra bu seri Padé yaklagimlarina dontistiiriiliir ve elde edilen ¢oziimde
parametre olmasi gereken degere esitlenir. Her iki yontemde de denk-
lemin farkli yerlerine eklenen yapay parametreler kullanilir. Ancak bu
parametreleri denkleme yerlegtirmek son derece teknik bir igtir ve cogu
zaman yakinsama yavasg olur ya da hi¢ yakinsama olmaz. Ayrica her



iki yontem de, tipki perturbasyon yonteminde oldugu gibi yakinsak-
lik araligin1 ayarlamaya izin vermez ve nonlineerlik giiclii ise yaklagim
bozulabilir.

Yukarida bahsedilen yontemlerden daha iyi bir analitik yontem
olan Adomian ayristirma yontemi ise nonlineerlik giiclii olsada yak-
lagik ¢oziim bulabilir. Bu yontem adi ya da kismi, lineer ya da non-
lineer, parametre iceren ya da icermeyen her tiirlii probleme uygu-
lanabilir. Ayrica yontemin yaklagimi hizlidir. Ancak bu yontemin de
bazi kisitlamari mevcuttur. Bunlardan en énemlisi yaklagim fonksi-
yonlarinin polinomlar cinsinden ifade edilmesidir. Halbuki polinom
fonksiyonlar1 nonlineer problemleri ifade etmek i¢in yeterli olmazlar.
Bu yiizden yakinsaklik aralig: kiiclik olur. Ayrica bu yontem de yakin-
saklik araligini ayarlamaya olanak vermez.

Ozetlersek, ne perturbasyon yontemleri ne de parametre icer-
meyen diger yontemler kullanicisina yakinsaklik araligini ayarlamaya
ve nonlineer problemlerin ¢oziimlerini en iyi bicimde temsil edecek
yaklagik ¢oziimleri olusturmaya izin vermez. Bu yiizden paramet-
re icersin ya da icermesin, nonlineerligi zayif olsun ya da olmasin,
yakinsaklik araligini ayarlamaya ve c¢oziimlerin yaklagimlarini cegitli
fonksiyonlar cinsinden ifade edebilmeye olanak verecek bagka bir yon-
teme ihtiya¢ duyulmustur.

Biz bu tez calisgmasinda topolojinin temel kavramlarindan biri
olan homotopi kavramini kullanarak geligtirilmig bir analitik yaklagim
yontemi olan homotop: perturbasyon metoduna deginecegiz.



2 HOMOTOPI PERTURBASYON METODU

Ji-Huan He, 2003 yilinda yapmig oldugu ¢ahigmasinda [1], ge-
leneksel perturbasyon metotlarinin aksine, bir kiiciik parametreye gerek
duymayan bir metot geligtirmistir.

Metodun temel fikrini anlatabilmek i¢in asagidaki genel nonli-
neer problemi ele alalim:

A(u) — f(r) =0, re (2.1)
B(u, g—Z) =0, rel (2.2)

Burada A genel diferensiyel operator, B smir operatorii, f(r)
bilinen bir analitik fonksiyon ve I' , 2 tanim kiimesinin siridir. A
operatorii genellikle L lineer, N nonlineer operatorler olmak iizere
ikiye ayrilabilir.

Boylece (2.1) denklemi
L(u)+ N(u) — f(r) =0

bigiminde yeniden yazilabilir. Buradan ug (2.1) denkleminin ilk yak-
lagik ¢oziimii olmak tizere

v(r,p): Q@ x[0,1] = R

homotopisini olugturabiliriz. Bu homotopi p € [0,1] ve r € € olmak
uzere

H(v,p) = (1=p)[L(v) = L(u)] + p[A(v) — f(r)]
= L(v) = L(uo) + pL(uo) + p[N(v) = f(r)] (23)
=0

egitligini saglar.



Burada (2.3) denklemine perturbasyon denklemi ve p paramet-
resine gomdiili parametre denir. Bu parametre kiiciik parametre gibi
diisiiniilerek klasik perturbasyon yontemi ile ¢oziim yapilabilir.

(2.3) denklemine dikkat edersek p = 0 i¢in
H(v,0) = L(v) — L(up) =0 (2.4)
lineer denklemi, p = 1 icin ise
H(v,1) = A(v) — f(r) =0 (2.5)

orjinal nonlineer denklem elde edilir. Boylece p gomiilii paramet-
resinin 0’dan 1’e degismesi demek H (v, p) fonksiyonunun (2.4) denk-
leminin ¢oziimiinden (2.5) denkleminin ¢éziimiine doniigmesi demek-
tir. Bu igleme topolojide bozulma (deformation) denir.

Klasik perturbasyon yonteminde, problemlerin ¢oziimlerinin p
kiiclik parametresinin bir serisi oldugu diigiiniiliir ve

v =g+ pur +pug+ -

serisi denklemde yerine yazilir. p parametresinin kuvvetleri cinsinden
diizenlenip katsayilar sifira egitlenir. Elde edilen denklemler sirayla
coziiliip v;, ¢ = 1,2, ... fonksiyonlar: bulunur. Bulunan fonksiyonlarin
toplami yaklagik ¢oziimii p parametresine bagl olarak verir.

Homotopi perturbasyon metodu ise verilen (2.1-2.2) problemi
i¢in 6nce homotopi olugturup (2.3) denklemini elde eder. Bu denklemi
klasik perturbasyon yontemi ile ¢ozer ve son olarak p = 1 alarak yak-
lagik ¢ozlimii olusturur. Yontemin igleyisini bir érnekle aciklayalim.

Ornek 2.1 Sabit katsayili lineer homojen olmayan
u" 4+ u = cost (2.6)
uw(0) =1, ' (0)=0 (2.7)
baglangi¢ deger problemini ele alalim.

L(v) =", Nv)=v



olmak iizere,
L(v) — L(ug) + pL(ug) + pN(v) — pcost =0

denklemini saglayan homotopiyi olusturalm. Ilk yaklagim fonksiyonu
olarak
up(t) = at +b

alalim. Baslangic sartlarini saglamasi gerektiginden
U (t) =1

buluruz. Boylece
v" + pv = pcost (2.8)

denklemini elde ederiz.
Bu denklemin ¢oziimiiniin
v = vy + pu1 +p2v2 + ...
bigiminde oldugunu varsayarak (2.8) denkleminde yerine yazarsak
(vo + puy +p2vz + ...)” +p (Uo + puy +p2vg + ) = pcost
elde ederiz. Bu denklemi p nin kuvvetleri cinsinden diizenleyerek
(vg) + p (V] + vy — cost) +p* (V) +v1) +... =0

sonucuna ulagiriz. Kargilikli katsayilar esit olmasi gerektiginden

"o
vy = 0

v +vy = cost

vy +v; = 0

sistemini elde ederiz.
(2.6) denkleminin yaklagik ¢oziimiiniin

u=Ilimv=vy+v1+vy+...
p—1



oldugunu varsaydigimizdan (2.7) baglangig degerlerini
u(0) = vy(0), u'(0) = v(0)

ve

ilk yaklagim problemine ulagiriz.
Bu problemin ¢oztimi
vo(t) =1
olarak bulunur. Bu sonug
v] 4+ vy = cost
denkleminde yerine yazilarak
{ vy = cost — 1
v1(0) =0, v1(0)=0
ikinci yaklagim problemi elde edilir. Bu problemin ¢oziimii ise
vi(t)=1- %tQ — cost

bigimindedir. Bu sonug
vy + vy =0
denkleminde yerine yazilarak iigiincii yaklagim problemi

vy = —1+ 1t? + cost
v2(0) = 0, v5(0) =0



olarak bulunur.

Boylece

1 1
ve(t) =1— §t2 + ﬂfl —cost

olarak elde edilir. Buradan

v=1+p 1—1t2—cost + p? 1—1t2—|—it4—cost + .-
2 2 24

olarak bulunur. Son olarak cost fonksiyonu yerine x = 0 noktasi
civarindaki seri agiliminin ilk beg terimi kullanilir, p = 1 alinir ve
hesaplamalara bu adimda son verilirse yaklasik ¢oziim

1 1
() =1 — — - g6 =
u(t) 51" 360" 20160

bi¢giminde elde edilir. Bu problemin analitik ¢oziimii

B

1 .
u(t) = cost + §t sin ¢

olup seri agilimi

1 1
ult) =1— —t* + —1°

_ 8 10
24 360 13440t +0(t7)

bi¢imindedir.
Daha oncede bahsettigimiz gibi klasik perturbasyon yontem-

lerini kullanabilmek icin ya denklemler kii¢iik parametre icermelidir
ya da bu parametreler denkleme digaridan eklenmelidir.

Ornegin u(0) = 0 baslangic kosuluyla verilen
u+ut=1
problemini § yapay parametre olmak iizere yeniden yazalim:

u = (1—u) (1+ )



[ parametresini kii¢iik parametre olarak degerlendirip perturbasyon
metodunu uygularsak

u(t,8) = wuo+ Puy
= (1 — e*t) + et (e”f +t— 1)

elde ederiz ki bu 8 = 1 i¢in iyi bir yaklagim verir.

Ancak yapay parametrelerin denkleme yerlestirilmesi son derece
teknik bir istir ve cogunlukla metot dogru sonu¢ vermez. Ornegin bir
onceki problemde

u! = (1 - Bu) (14 )

olarak alirsak metot herhangi bir sonuca yakinsamaz. Bunun nedeni
yapay parametreyi kiiciik parametre gibi diisiinerek perturbasyonun
uygulanmasidir.

Homotopi perturbasyon metodunun diger perturbasyon yon-
temlerinden daha kullanigli olmasinin sebebi, denklemlerin kii¢iik para-
metre icermesi gerekmedigi gibi parametrelerin yakinsamay: saglaya-
cak gekilde digaridan eklenebilmesidir.



3 METODUN UYGULAMALARI

Bu boliimde yukarida bahsedilen metodun cegitli nonlineer prob-
lemlere uygulamalarini verecegiz.

Ornek 3.1 Sabit katsayili nonlineer homojen olmayan
u' —6u’+6=0 (3.1)
u(0) =2, ' (0)=0 (3.2)

baglangi¢ deger problemini ele alalim.
L(v) =", N(v) = —60°
olmak tizere
L(v) = L(up) + pL(ug) + pN(v) —6p =0
homotopisini olusturalim. Ilk yaklagim fonksiyonu olarak
up(t) = at+b
alalim. Baglangic sartlarini saglamasi gerektiginden
up(t) =2

buluruz. Boylece
V" — 6pv* +6p =0 (3.3)

denklemini elde ederiz.
Bu denklemin ¢6ziimiiniin

v = Uy + pu1 —|—p21}2 —+ ...
bigiminde oldugunu varsayarak (3.3) denkleminde yerine yazarsak
(vo + puy + pPug + ...)” — 6p (UO + puy + pPus + )2 +6p=20
elde ederiz. Bu denklemi p nin kuvvetleri cinsinden diizenlersek

(vg) +p (0] — 603 4+ 6) + p* (v} — 12v9v1) + ... = 0

10



sonucuna ulagiriz. Karsilikli katsayilar egit olmasi gerektiginden

vy = 0
v —6ug+6 = 0
vy — 120901 = 0

sistemine ulagiriz.
Baslangic sartlarini 2.1. ornekte oldugu gibi alarak ilk yaklagim prob-
lemini
vy =0
w(0) =2, ¢h(0) =0

olarak buluruz. Bu problemin ¢oziimii

U()(?f) =2
olarak bulunur. Elde edilen sonug

v] —6v5 +6=0

denkleminde yerine yazilarak ikinci yaklagim problemi

v —18 =0
v1(0) =0, v1(0) =0

olur. Bu problemin ¢oziimii ise
vi(t) = 9t
bi¢imindedir.
Hesaplamalara benzer sekilde devam edersek iigiincii yaklagim prob-
lemi
vy — 216¢* = 0
v2(0) = 0, v3(0) =0

olur. Buradan ¢oziim
vy(t) = 18t*

olarak bulunur. Boylece p = 1 alinir ve hesaplamalara bu adimda son
verilirse yaklagik ¢oziim

u*(t) =2 + 9t* + 18t

11



olarak elde edilir. Bu problemin seri ¢oziimii

1535, 1674 5 12438 ),

t) = 2+ 9¢% + 18t t
u(t) + + + 3% + T

+ O(t'?)

bicimindedir.
Ornek 3.2 Degisken katsayili lineer homojen
2
U//+ZU/_ (4t2—|—6)u:0

u(0) =1, 4/(0) =0
baglangic deger problemini ele alalim.

2
L(v) =v"+ ZUI

ve

olmak tizere
L(v) — L(ug) + pL(uo) + pN(v) =0

homotopisini olugturalim.
[k yaklasim fonksiyonu olarak ug(t) = at + b alalm. Baslangic sart-
larini saglamasi gerektiginden ug(t) = 1 bulunur. Béylece

2
v+ ;U/ — p(4t* +6)v =0 (3.4)
denklemi elde edilir. Denklemin ¢Oziimiiniin

v =1y +pvy+pg -

bigiminde oldugunu varsayar, (3.4) denkleminde yerine yazar ve p nin
kuvvetleri cinsinden diizenlersek

2 2
vy + Zv(') +p (v;’ + ;v; — (4* + 6)1}0)

2
+ p? <v§’+¥v§—(4t2—l—6)vl)-I—---:O

12



elde ederiz. Karsilikli katsayilar egitleyerek benzer iglemlerle

v+ 2v) =0 B
{ w(0) =1, vh0y =0 ~ =1

o] + vy — (482 4 6)vy = 0
v1(0) =0, v1(0) =0
3.4, 134, 1

v 4 2uy — (482 + 6)v; = 0 3 1 g
{ 0(0) =0, vh(0) =0 vt = 358+ 155" T 90

sonuclarina ulagilir.

1
= v (t) =2 + gt4

Boylece yaklagik ¢oztim, p = 1 alinarak ve hesaplamalara bu adimda
son verilerek

1 13 1
() =142 ¢t 46 — 48
wi(t) =144 50+ 708"+ o

bi¢ciminde bulunur. Bu sonu¢ denklemin analitik ¢oziimii olan
u(t) = e’
fonksiyonunun seri agiliminin ilk ¢ terimi ile aynidir.

Ornek 3.3 Degisken katsayili nonlineer homojen
2 "
u” + ;u’ + (86“ + 465) u=20

uw(0) =0, «'(0)=0
baglangi¢ deger problemini ele alalim.

2
L(v) ="+ ZUI

ve

N(v) = (8¢' + 4e2 v

olmak tizere

L(v) — L(ug) + pL(up) + pN(v) =0

13



homotopisini olugturalim.
[k yaklagim fonksiyonu olarak uo(t) = at + b alalm. Baslangic sart-
larini saglamasi gerektiginden ug(t) = 0 bulunur. Béylece

2 v
V" + ZU/ + p(8e’ +4e?)v =0 (3.5)

denklemi elde edilir. Bu denklemin yaklasik analitik ¢oztimiine ulasa-
bilmek i¢in 6ncelikle denklemde yer alan iistel fonksiyonlar: seriye ac-
maliy1z. Daha sonra denklemin ¢oziimiiniin

v =g+ pur+pug+ -

bigiminde oldugunu varsayar, (3.5) denkleminde yerine yazar ve p nin
kuvvetleri cinsinden diizenlersek

2 2, 9
v+ T+ <v{’ + v+ §v3 + 100y + 12)

2 " 2 /
+ p v2+ZU2+1Ovl—l—9vovl +---=0
elde ederiz. Karsilikli katsayilar: egitleyerek benzer iglemlerle

vy + 2v) =0 B
{ 0(0) =0, y(0) =0 — =0
vf + 20] + 20 4 100y + 12 = 0
v1(0) =0, v1(0) =0
vl + %vé + 10v; + 9vgv; =0
v2(0) =0, v3(0) =0
sonuclarina ulagilir.
Boylece yaklagik ¢oziim p = 1 alinarak ve hesaplamalara bu adimda
son verilerek

= vy (t) = —2t*

= vy(t) = t*

u(t) = =2t 4+ t*
olarak bulunur. Bu denklemin analitik ¢Oziimii
u(t) = —21In(1 4 %)

bi¢imindedir ve elde edilen sonug, fonksiyonun seri agiliminin ilk iki
terimi ile aynidir.
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Ornek 3.4 Lineer kismi tiirevli

U+ Uppr = 0, T ER, t>0,
u(z,0) = sin(x)

baglangic deger problemini ele alalim.
L(v) = v

ve
N(U) = Vgzax

olmak tizere
L(v) — L(ug) + pL(u) +pN(v) =0

homotopisini olugturalim.
[k yaklagim fonksiyonunu baslangic sartlarin saglayacak sekilde

up(x,t) = (t + )u(z,0) = (t + 1) sin(x)
alalim. Boylece

Vy — (Uo)t + p(u())t + PVsrze = 0 (36>

denklemi elde edilir. Denklemin ¢6ziimiiniin
v = vy + pvy + pPvg + pPuz -

bigiminde oldugunu varsayar, (3.6) denkleminde yerine yazar ve p nin
kuvvetleri cinsinden diizenlersek

vor — uor + p{vie + vor + Vowwas }
+ p2 {'U2t + lewxm} + p3 {Ugt + U?xxmx} +...=0

elde ederiz. Karsilikli katsayilar egitleyerek benzer iglemlerle

(v —sin(z) =0,  wv(z,0) = sin(z).

V1t F Vogaer + sin(z) =0, wvy(x,0) =0.
Vot + Viggga = 07 UQ(xa 0) = 0. (37)
V3t + Voggar = 07 Ug(l', O) = 0.
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problemlerine ulagiriz. (3.7) problemlerinin ¢oziimleri ise

vo(x,t) = (t+1)sin(z)

vz, t) = -—(t-+—4)tSi%§x)
M@ﬂ:(ﬂﬁwﬂ¥2
M@w:—ﬁ+&ﬁ%?

seklindedir. Boylece problemin yaklagik ¢oziimii

u(x,t) = Z vi(z, t)

1=0

2 3 ¢t
:<L¢+§—E—ﬂ+~)gmw

olarak bulunur. Bu sonug ise problemin ¢oziimii olan
u(z,t) = e 'sin(w)
fonksiyonunun seri aciliminin ilk beg terimi ile aynidir.
Ornek 3.5 Nonlineer kismi tiirevli
Up — Upgt +uu, =0, x €R, £ >0

denklemini
u(z,0) ==

baglangic kosuluyla birlikte ele alalim. Onceki 6rneklerde oldugu gibi
L(v) = v

ve
N() = —vgpt + v,

olmak tizere

L(v) — L(ug) + pL(ug) +pN(v) =0
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homotopisini olugturalim.
[k yaklagim fonksiyonunu baslangic sartlarini saglayacak sekilde

up(z,t) = (t + Du(z,0) = (t + 1)z
alalim. Boylece
vy — Ugr + puor + p{—Vzer + v} =0 (3.8)
denklemi elde edilir. Denklemin ¢oziimiiniin
v =1y + puy —|—p2vg +p3v3+p4v4---
bigiminde oldugunu varsayar, (3.8) denkleminde yerine yazar ve p nin
kuvvetleri cinsinden diizenlersek
vor — T+ p{vie + T — Vogat + Vovos }
+ p* {var + Vigat + v1v0z + Vovip} + - =0
elde ederiz. Karsilikli katsayilar egitleyerek benzer iglemlerle
vor — x =0, vg(x,0) = z.
V1t + VoUor — Vogat + = 0, vi(x,0) = 0.
Vot + V1Voz + VoUty — Vigar + T = 0, va(2,0) = 0. (3.9)
V3t — Uogat + VoU2z + V1015 + vovg, = 0, v3(z,0) = 0.

Vgt — Usgat + UsUpp + VoUsy + VU1, + V102, = 0, vy(z,0) = 0.

problemlerini elde ederiz. (3.9) problemlerinin ¢éziimleri ise

vo(z,t) = z(1+1)

vi(z,t) = —at (2 +1+ ?)

vo(w,t) = %a:t2 (t° + 5t* + 15t + 15)

vs(x,t) = ;ﬁg (17¢* 4+ 5119¢° + 483t + 945¢ + 840)

v(w,t) = %35@54 (31¢° 4 279" + 1422¢% + 4032¢° + 6615¢ + 4724)
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formunda elde edilebilir. Boylece problemin yaklagik ¢oziimii

4
u*(x,t) = Zvi(xat) :x(l _t+t2 —t3+t4—t5 — )
i=0
olarak elde edilir. Bu sonug ise problemin ¢oziimii olan

x
1+¢

u(x,t) =

fonksiyonunun seri a¢iliminin ilk beg terimi ile aynidir.
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4 LITERATURDE YER ALAN CALISMALAR

Literatiir tarandiginda, gelistirildigi tarihten bu yana pek cok
bilim insani tarafindan bu metotla ilgili yiizlerce yayin yapildigi goz-
lemlenmistir. Bu yayinlar icerisinden secilen bazi makaleler kronolojik
sirayla asagida verilmistir.

Ji-Huan He, 2004 yilindaki ¢caligmasinda, Homotopi perturbas-
yon metodu ve homotopi analiz metodunun arasindaki farklari in-
celemigtir [2].

2006 yilinda Abbasbandy, homotopi perturbasyon metodunu
ikinci dereceden Riccati diferensiyel denklemini ¢ozmek icin kullan-
migtir |3].

Yine Abbasbandy 2006 yilinda yapmis oldugu bir diger calis-
masinda, bu metodu tekil olmayan integral denklemlerini ¢ézmek i¢in
kullanmgtir [4].

Kajani 2007 yilinda lineer integro diferensiyel denklemlerin ¢ozii-
miinde siniis-kosiniis dalga metodu ile homotopy perturbasyon meto-
dunu kargilagtirmigtir [5].

Golbabai 2007 yilinda yayinlanan ilk makalesinde, homotopi
perturbasyon metodunu, n. mertebeden integro diferensiyel denklem-
lerini ¢ozmek i¢in kullanmigtir [6].

Ayni y1l Golbabai, lineer olmayan cebirsel denklemlerin ¢6ziimii
i¢in yine homotopi perturbasyon metoduna bagvurmustur |7].

2007 yilinda Odibat, homotopi perturbasyon metodunun etkili
bir modifikasyonu sunmustur |[8].

Hashemi 2007 yilinda yapmig oldugu ¢alismasinda, genellegti-
rilmis Huxley denkleminin ¢éziimiinii bu metodu ve Adomian ayrigtir-
ma metodu ile elde etmigtir [9].
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Ghasemi’'nin 2007 yilindaki ilk makalesinde, homotopi pertur-
basyon metodunu lineer olmayan iki boyutlu dalga denklemine uygu-
lamigtir [10].

Ayrica aymi yil yayinlanan bir diger caligmasinda Ghasemi, li-
neer olmayan Volterra-Fredholm integral denklemlerinin ¢oziimii igin
homotopi perturbasyon teorisine dayanan bir niimerik metot sunmus-
tur [11].

Ghasemi 2007 yilindaki son makalesinde, bu metodu lineer ol-
mayan integro-diferensiyel denklemlerini ¢dzmek i¢in kullanmigtir [12].

2007 yihinda yayinlanan bir diger caligma ise Chowdhury’e ait-
tir. Bu calismada, zamana bagli Emden-Fowler tipindeki denklemlerin
yaklagik analitik ¢oziimlerini elde etmek i¢in yine homotopi pertur-
basyon metodunu uygulamigtir [13].

Ozig, 2008 yilinda homotopi perturbasyon metodunun modi-
fiye edilmig formunun belirli lineer olmayan problemler i¢in Adomian
ayrigtirma metoduna kargilik geldigini ortaya ¢ikarmigtir [14].

Biazar, hiperbolik diferensiyel denklemlerin yaklasik analitik
coziimlerini elde etmek icin homotopi perturbasyon metodunu 2008
yilindaki ¢aligmasinda uygulamigtir [15].

Ayni y1l Noor, integral denklemlerin bir esdeger sistemi olarak
yeniden bicimlendirilen altinci mertebeden sinir deger problemlerini
¢ozmek i¢in bu metodu kullanmigtir [16].

2008 yilinda basilan bir makalesinde An, homotopi perturbasyon
metodunu, kompleks KdV denkleminin niimerik karmasik ¢oziimlerini
aragtirmak i¢in genigletmigtir [17].

Shakeri 2008 yilindaki caligmasinda, Delay diferensiyel denklem-
lerinin ¢6ziimiinii homotopi perturbasyon metodu vasitasiyla sunmus
ve sonra bazi sayisal 6rnekler vermigtir [18].
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2009 yilinda ise Chun, homotopi perturbasyon metodu ve modi-
fiye homotopi perturbasyon metodunu, bazi lineer olmayan yayilma
denklemleri ve dalga denklemlerinin analitik davranislar i¢in sirasiyla
kullanmgtir [19].

Chowdhury’nin 2009 yilinda basilan makalesi ise genellegtirilmig
Emden-Fowler tipi denklemlerin yaklagik ve/veya tam analitik ¢6ztim-

lerinin homotopi perturbasyon metodu ile elde edilmesi ile ilgilidir
120].

2009 yilindaki ¢calismasinda Lu, modifiye edilmis homotopi per-
turbasyon metodunu kullanarak siniis-Gordon denklemi i¢in baglangig
deger problemlerini aragtirmigtir [21].

Saadatmandi 2009 yilinda, bu metodu ikinci mertebeden lineer
olmayan sistemleri ¢ozmek i¢in kullanmigtir [22].

Yildirnm’'in 2009 yili ¢aligmasinda, Cauchy reaksiyon-yayilma
probleminin ¢éziimiinii homotopi perturbasyon metodu vasitasiyla bul-
mustur [23].

Biazar’'in 2009 yilindaki ilk ¢aligmasi, Zakharov-Kuznetsov denk-
lemlerinin ¢6ziimiinii homotopi perturbasyon metodunu ile bulmak
lizerinedir [24].

Biazar ikinci calismasinda ise lineer olmayan kismi diferensiyel
denklem sistemleri i¢cin homotopi perturbasyon metodunun yaklagimini
caligmugtir [25].

2009 yilindaki bir bagka ¢alismada Jin, modifiye edilmis Kawa-
hara denklemlerini ¢cézmek icin homotopi perturbasyon metodunu kul-
lanmigtir [26].

Sweilam, kismi diferensiyel denklemlerin lineer olmayan ikili sis-
temlerinin kapali form ¢oziimlerini elde etmek icin Padé yaklagimini ve
Laplace doniigiimiinii kullanarak homotopy perturbasyon metodunun
bir modifikasyonu 2009 yili ¢aligmasinda sunmustur [27].
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Hizel'in 2009 yili galigmasi, (24 1)-boyutlu ¢ift Burgers sistemi-
nin niimerik ¢éziimii i¢in homotopi perturbasyon metodunu kullan-
masl lizerinedir |28].

Son olarak 2010 y1ili ¢calismasinda Duman, potansiyel fonksiyonu
[0,1] araligy tizerinde kare integrallenebilir oldugu zaman Dirichlet
sinir sartlar ile Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksi-
yonlari i¢in asimptotik formiilleri homotopi perturbasyon metodunu
kullanarak bulmugtur [29].
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5 SONUC VE ONERILER

Bu tezin konusu olan homotopi perturbasyon metodu ile ilgi-
li literatiirde yer alan caligmalar incelendiginde asagidaki sonuclara
ulasilmigtir:

e Problemlerin kiigiik parametre icermesi gerekmedigi, paramet-
relerin yakinsamayi saglayacak gekilde digaridan eklenebildigi géz-
lemlenmigtir.

e Homotopi kullanilarak perturbasyon denkleminin kolayca elde
edilebildigi goriilmiigtiir.
e Metodun baglangic yaklagimini 6zgiirce segmeye olanak sagladigi

belirlenmigtir.

e Klasik perturbasyon yonteminin tiim pozitif yanlarinin kullanila-
rak yaklasik ¢oziime ulagilabilecegi tespit edilmigtir..

e Klasik perturbasyon yonteminin aksine yaklagimlarin sadece ¢cok
kiiclik degerler icin gegerli olmadigl gozlemlenmistir.

Elde edilen sonuclar 1giginda metodun her tiirden lineer ya da
nonlineer probleme uygulanabilecegi sdylenebilir. Metodun literatiirde
yer alan birka¢ modifikasyonu mevcuttur. Ancak metodun yakinsama
hizini arttiracak daha iyi modifikasyonlar: geligtirilebilir.
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