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Bu tez calismasi, esnek kaba kiimelerin genellestirilmesi olan esnek ortii tabanli kaba
kiimelerin baz1 tiirlerinin yeni karakterizasyonlarin1 vermek amaciyla yapilmistir. Esnek Ortii
tabanli kaba kiimelerin baz tiirleri esnek maksimal tasvir kavrami kullanilarak yeniden ele
alinmistir. Ayrica esnek maksimal tasvir ve esnek minimal tasvir kavramlar1 arasindaki iliski
belirlenmis; bunun yardimiyla esnek ortii tabanli kaba kiimelerin bazi tiirleri arasindaki iligkiler

incelenmistir.
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This thesis study was conducted to give new characterizations of some types of soft
covering based rough sets, which are generalizations of soft rough sets. Some types of soft
covering based rough sets were reconsidered by using the concept of soft maximal description.
In addition, the relationship between the concepts of soft maximal description and soft minimal
description was determined; with the help of this, the relationships between some types of soft

covering based rough sets were examined.
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1. GIRIS

Klasik kiime teorisinde bir elemanin iiyeligi "bir eleman ya kiimeye aittir ya da
degildir" seklinde net olarak tanimlanir. Belirsizlik teorilerinde ise bir elemanin kiime
tiyeligi genellikle kesin bir "evet" veya "hayir" durumundan farkli olarak, daha esnek ve
dereceye bagli bir sekilde ifade edilir. Bu yilizden giinlik hayatta ya da bilimsel
calismalarda hemen hemen her alanda karsilasilabilecek olan igerisinde belirsizlik
durumlar1 bulunduran problemler klasik kiime yaklagimi ile ¢oziilemez. Bilim insanlar1
bu problemlerin ¢Oziimii i¢in tasarlanmasi gereken sistemlerde kullanilmak {izere
belirsizlik teorileri tiretmislerdir. Bunlara 6rnek olarak; bulanik (fuzzy) kiime teorisi
(Zadeh, 1965), sezgisel bulanik (intuitionistic fuzzy) kiime teorisi (Atanassov, 1986),
kaba (rough) kiime teorisi (Pawlak, 1982) ve esnek (soft) kiime teorisi (Molodtsov, 1999)
ve bu teorilerin karma hibrit yapilar verilebilir.

Bu tez calismasinda belirsizlik durumlari bulunduran problemleri ¢6zmek i¢in
hibrit kiime modeli olarak onerilen esnek kaba kiimeler (Feng ve ark., 2010) ve esnek
ortii tabanli kaba kiimeler (Yiiksel ve ark., 2014; Yiksel ve ark., 2015) tizerinde
durulacaktir. Esnek kaba kiimeler, iki farkli matematiksel yaklasim olarak dnerilen kaba
kiime (Pawlak, 1982) ve esnek kiime (Molodtsov, 1999) teorilerinin birlikte ele alinmis
hali, yani kombinasyonu olarak diisiiniilebilir. Pawlak (1982) kaba kiimeyi, bir evren
kiime tizerindeki bir denklik bagintisiyla olusturulan yaklasim uzayinda, denklik siiflar
yardimiyla elde edilen alt ve iist yaklasim adi verilen iki kiime ¢ifti araciligiyla
tanimlamistir. Molodtsov (1999) bir esnek kiimeyi, bir evren kiimesinin alt kiimelerinin
parametrelendirilmis bir ailesi olarak tanimlamistir. Feng ve ark., 2010 yilinda Pawlak
(1982)’1n kaba kiime teorisinde denklik bagintisi yerine bir esnek kiimeyi kullanarak
esnek yaklasim uzayini, esnek alt ve lst yaklasimlar olarak adlandirilan yapilar
tanimlamustir. 2014 yilinda Yiiksel ve ark. esnek kiimelerin yerine, esnek ortii kiimeleri
kullanarak esnek oOrtii yaklasim uzaymmi elde etmis, esnek minimal tasvir kavrami
araciligiyla esnek ortii tabanli kaba kiimeleri tanimlamistir. Sonraki yillarda Li ve ark.
(2015) ve Zhan ve Alcantud (2019) farkli esnek ortii tabanli kaba kiime modelleri
tanimlamistir. Daha sonra Giizel Ergiil ve Yasar (2025) tarafindan esnek maksimal tasvir
kavram1 verilmis ve yeni esnek Ortii tabanli kaba kiimeler bu kavram yardimiyla
tanimlanmaistir.

Bu tez ¢alismasinda esnek maksimal tasvir ve esnek minimal tasvir kavramlari

yardimiyla yukarida bahsedilen bazi esnek oOrtii tabanli kaba kiimelerin yeni

1



karakterizasyonlar1 ve aralarindaki iliskiler incelenmigstir. Esnek kaba kiimelerin
genellestirilmesi olan esnek oOrtii tabanli kaba kiime modelleri bir¢ok karar verme
problemine uygulandigi i¢in belirsizlik teorisinde 6nemli ve faydali bir arastirma konusu
haline gelmistir. Ciinkii hibrit kiimeler kendini olusturan kiimelerin tiim 6zelliklerini
kendi biinyesinde barindirdig1 icin gercek hayat problemlerinin modellenmesinde daha
kullanighdir. Bu yiizden bu ¢alismanin bir¢ok aragtirmaciya modelleme konusunda ve
esnek Ortii tabanli kaba kiimelerin teorisine katkilar saglayacagi i¢in yararli olacagi

diistiniilmektedir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Glinliik yasamdaki bazi problemler belirsiz ifadeler igerdiginden klasik mantik
araclanyla ¢oziilemez. Ciinkii klasik mantik kesin ve belirli sinirlar ¢ergevesinde bir
yapiya sahiptir. Klasik mantikta bir elemanin {iyeligi yanlis, yok gibi anlamina gelen 0
veya dogru, var gibi anlamina gelen 1 degerlerinden olusur. Klasik kiime kavraminda, bir
eleman bir kiimeye aittir veya ait degildir mantig1 vardir. Kiimenin elemanlar1 hakkinda
ilave hi¢bir bilgi bulunmaz.

Bir¢ok bilim insani klasik matematigin belirli ve kesin diinyasindan ¢ikarak;
belirsizlik problemlerini ¢6zmek icin teoriler gelistirmeye ¢alismislardir. Bu yilizden kesin
olmayan belirsiz kavramlarin matematiksel olarak ifade edilmesine ihtiya¢ duyulmustur.
Belirsizlik problemlerini dogru bir sekilde ifade etmek i¢in ortaya atilan matematiksel
modellerden ilki, Zadeh (1965) tarafindan Onerilen bulanik kiime teorisidir. Elemanlar1
bir kiimeye tamamen ait olan veya olmayan olarak kategorize eden klasik kiimelerin
aksine, bulanik kiime teoride her elemanin bir iiyelik derecesi vardir. Uyelik derecesi
[0,1] reel araliginda herhangi bir deger olabilir. Bir eleman bir kiimeye belli bir derece
tiyedir veya belli bir derece tiye degildir. Degisen derecelerde belirsizlik veya muglakliga
uyum saglayarak kademeli liyeliklere izin veren bu model matematiksel kavramlarin
bulanik mantiga genellestirilmesinde dogal bir yap1 olusturmustur. Bulanik mantik, klasik
mantiktan daha genis bir kavramdir. Bulanik mantik, makinelere insana 6zgii yetenekler
ve Ozellikler kazandiran bir sifreleme yontemidir. Bulanik mantik kavrami1 matematik,
sosyoloji, mekatronik, yapay zeka, robotik kodlama, tip ve fen bilimleri gibi birgok alanda
kullanilir. Bu yiizden literatiirde bir¢ok yazar tarafindan klasik mantik kavraminin disinda
belirsizlige dayali teoriler iiretilmistir. Bunlara 6rnek olarak; sezgisel bulanik kiime
teorisi (Atanassov, 1986), kaba kiime teorisi (Pawlak, 1982) ve esnek kiime teorisi
(Molodtsov, 1999) verilebilir. Bu teoriler genis bir alanda bir¢ok uygulamaya sahip
oldugundan literatiirde bir¢cok yazar tarafindan karma hibrit yapilar1 tanimlanmis ve bu
yapilar yardimi ile karar verme problemleri ¢oziilmiistiir (Ma;ji ve ark. 2001; Feng ve ark.
2010; Feng ve ark. 2011; Feng, 2011; Meng ve ark. 2011; Shabir ve ark. 2013; Li ve ark.
2015; Cetkin ve ark. 2016; Zhan ve ark. 2017; Zhan ve Alcantud, 2019; Suo ve ark. 2021).

Bu tez ¢alismasinda kaba kiimeler ve esnek kiimelerin kombinasyonu olan esnek
kaba kiimeler ve esnek oOrtii tabanli kaba kiimeler iizerinde durulacaktir. Simdi bu

kavramlar ile ilgili daha 6nce yapilan ¢aligmalar1 hatirlatacagiz.



1982 yilinda Pawlak sonlu bir evren kiime tizerindeki bir denklik bagintisi ile
yaklagim uzayini tanimlamistir. Bu yaklagim uzayinda bir evren kiimenin alt kiimesi olan
kaba kiimeyi, denklik bagintisindan tiretilen denklik siniflar1 araciligiyla olusturulan iki
yaklagimla tanimlamis ve temel Ozelliklerini incelemistir. Bu yaklasimlar alt ve {ist
yaklagimlar olarak adlandirilir; bir kiimenin alt yaklagimi o kiime tarafindan kapsanan
tiim denklik siniflarinin birlesimi ve bir kiimenin iist yaklasimi o kiime ile arakesiti bos
kiimeden farkli olan tiim denklik siniflarinin birlesimidir. Eger bir kiimenin alt yaklagimi
ile list yaklasimi birbirinden farkli ise o kiimeye kaba kiime adi verilir. Pawlak, ayrica alt
ve lUst yaklagimlarin sirasiyla topolojik uzaylarda i¢ ve kapanis operatorleri oldugunu
gostermistir. Boylece Pawlak’mn (1982) bu makalesi topolojik uzaylar ile yaklasim
uzaylari arasinda iligki kurulmasina olanak saglamis ve topolojik kavramlarin kaba kiime
teorisinde calisilmast i¢in baslangi¢c noktasi olmustur. Daha sonra Yao (1996) operator
odakli ve kiime odakl iki farkli kaba kiime teorisi tizerinde ¢alismistir. Operator odakl
bakis agisina gore i¢ ve kapanis operatorleri ile alt ve {ist yaklagimlar arasinda baglanti
kurmustur. Kiime odakli bakis agisinda ise kaba kiimelerin {iyelerinin yorumlanmasina
ve karakterizasyonuna odaklanmistir. Yao daha sonra da kaba kiimeler iizerinde
caligmalar yapmaya devam etmistir (Yao, 1998; Yao, 2003).

Zhu ve Wang (2003) yaklasim uzayinda bir denklik bagintisindan {iretilen tim
denklik smniflarindan olusan kiimeler ailesi yani denklik bagintisiyla belirlenmis
parcalanis yerine Ortii kavramimi kullanarak, ortii yaklasim uzaylarimi tanimlamistir.
Boylece kaba kiime teorisini, Ortii tabanli kaba kiime teorisine genisletmislerdir. Zhu
(2007) yeni tip ortii tabanlh kiimeler tanimlamis ve topolojik uzaylardaki i¢ ve kapanis
kavramlari ile ortii yaklagim uzayindaki alt ve {ist yaklagim kavramlar1 arasindaki iligkiyi
incelemistir. Ayrica aym alt yaklasimi ve {ist yaklasimi doguran iki ortliniin hangi
kosullar altinda elde edilecegini gdstermis, alt ve iist yaklasim operatorleri igin
aksiyomatik sistemler de vermistir. Daha sonra bazi aragtirmacilar da benzer ¢aligsmalar
yapmislardir (Zhu ve Wang, 2007; Wu ve ark., 2009).

Kaba kiime teorisi, veri madenciligi teknikleri ile birlikte mevcut verilerin verimli
bir sekilde kullanilmasini saglayan 6nemli bir ara¢ olarak bulanik mantik yaklagimindan
tiiretilmistir. Dolayisiyla, eksik, yetersiz ve belirsiz bilgileri diizenleyerek veri analizine
uygun hale getiren kaba kiime yaklasimi, ayn1 zamanda kural indirgeme ve siniflandirma
konulart ile birlikte 6zellikle biiyiik veri tabanlarinin analizi islemini basarili bir sekilde

giinliik hayatta uygulanabilmesine olanak saglamaktadir.



Kaba kiime teorisi, hizla gelisim gostermesine ragmen, parametre degeri hesaba
katilmadigi i¢in, baz1 belirsizlik iceren problemlerin modellenmesinde yetersiz olmustur.
1999 yilinda Molodtsov tarafindan parametre kavrami kullanilarak tanimlanan tam
anlamiyla yeni bir yaklasim metodu olan esnek kiime teorisi bdyle problemlerin
modellenmesine olanak sunmustur. Molodtsov (1999) secilecek alternatifler ile istenen
parametrelerin eslesmesini yaparak, esnek kiimeyi; parametrelenmis alternatiflerin
kiimesi olarak tanimlamistir. Esnek kiime teorisi, 6zellikle belirsizlik problemlerini pratik
bir sekilde ifade edebilmesi, karsilasilan belirsizlik tizerinde yapilabilecek islemler i¢in
kolaylik saglamasi agisindan 6nemli oldugundan birgok arastirmacinin dikkatini ¢ekmeyi
basarmistir ve lizerine birgok ¢alisma yapilmistir (Maji ve ark., 2003; Chen ve ark., 2005;
Feng ve ark., 2008; Ali ve ark., 2009; Cagman ve Enginoglu, 2010; Ge ve Yang, 2011;
Sezgin ve Atagiin, 2011).

Sonraki yillarda bilim insanlar1 karsilasilan sorunlari en dogru sekilde ifade
edebilmek icin ve bu sayede ideal ¢oziime miimkiin olabildigince yaklasabilmek igin
belirsizlik problemine karsi gelistirilen tiim kiime teorilerini birlikte kullanarak hibrit
modeller olusturmaya baslamislardir. 2010 yilinda Feng ve ark. tarafindan kaba
kiimelerde parametreleme araglarini kullanilabilir hale getirmek i¢in 6nemli bir adim
atilmis ve esnek kaba kiimeler olarak adlandirilan hibrit model tanimlanmistir. Feng ve
ark. (2010) bir kiimenin esnek alt ve esnek {ist yaklagimlarin1 bulmak i¢in kaba kiime
teorisinde denklik bagintis1 yerine esnek kiimeyi kullanarak esnek yaklasim uzayini elde
etmistir. Esnek yaklasim uzayinda esnek alt ve iist yaklasim kavramlar1 aracigiyla, esnek
kaba kiimeleri tanimlayip, temel Ozelliklerini incelemistir. Ayrica Pawlak’in kaba
kiimelerinin, esnek kaba kiimelerin 6zel bir durumu oldugunu gostermistir. Daha sonra
Yiiksel ve ark. (2014; 2015) esnek kiimelerin yerine, esnek ortii kiimeleri kullanarak
esnek oOrtii yaklagim uzayini elde etmis, esnek kaba kiimelerin genellestirilmesi olan esnek
ortii tabanl kaba kiimeleri tanimlamistir. Daha sonra, Li ve ark. (2015) ve Zhan ve
Alcantud (2019) farkli esnek oOrtii tabanli kaba kiime modelleri tanimlamistir. Bu
calismalar, belirsizlik teorisinde hizla nemli ve faydali bir aragtirma konusu haline gelen
esnek ortii tabanli kaba kiime teorisine ilgi uyandirmistir. ilerleyen yillarda arastirmacilar
tarafindan bir¢ok ¢alisma yapilmistir (Giizel Ergiil ve Yiiksel, 2019; Zhan ve Wang, 2019;
Atef ve ark. 2023; Mareay, 2024; Giizel Ergiil ve Yasar, 2025).

Bu tez c¢aligmasinda bazi esnek Ortii tabanli kaba kiimelerin yeni
karakterizasyonlar1 incelenmistir. Yiiksel ve ark. (2014; 2015) tarafindan verilen esnek

ortii tabanli kaba kiimeler, esnek minimal tasvir kavrami yardimiyla tanimlanmistir. Biz

5



bu calismada Giizel Ergiil ve Yasar (2025) tarafindan verilen esnek maksimal tasvir
kavramini kullanarak esnek ortii tabanli kaba kiimelerin bazi tiirlerini yeniden ele aldik.
Ayrica esnek maksimal tasvir ve esnek minimal tasvir kavramlar1 arasindaki iligkiyi
belirleyip; bunun yardimiyla esnek ortii tabanli kaba kiimelerin bazi tiirleri arasindaki

iligkileri inceledik.



3. MATERYAL VE METOT

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak literatiir taramasi1 yapilmistir. Bu calisma boyunca
belirsizlik i¢in Onerilen kiime teorileri ile ilgili kaynaklar kisminda belirtilen makale ve
kitaplardan yararlanilmistir. Bunlara bagli olarak elde edilen bulgulardan birtakim
sonuclar ¢ikarilmistir.

Bu ¢alisma boyunca literatiirde kullanilan, baz1 tanim ve teoremlerden asagida

kisaca bahsedilmistir.

3.1. Esnek Kiimeler
Bu boliimde esnek kiimeler ile ilgili baz1 temel kavramlar verilecektir. X, bir
baslangic evreni ve E, tim parametrelerin kiimesi olsun. Genellikle parametreler;
ozellikler, karakteristikler ya da X evrenindeki nesnelerin ozellikleridir. Her bir
parametre, bir kelime ya da bir ciimle olarak verilebilir. P (X) ailesi, X kiimesinin gii¢

kiimesini gostermek iizere esnek kiime kavrami agagidaki sekilde tanimlanir.

3.1.1.Tanim (Molodtsov, 1999) X evren kiimesi, E parametre kiimesi ve A € E
olsun. F:A - P(X) kiime degerli doniisiim olmak iizere, (F,A) ikilisine X evreni

tizerinde bir esnek kiime denir. Buna gore
(F,4) = {(a,F(a)):a € A,F(a) € P(X)}
siral1 ikililerin kiimesidir.

3.1.1.Uyan Bu boéliimden itibaren X {izerindeki biitiin esnek kiimelerin ailesi

S(X,E) ile gosterilecektir.

3.1.1.0rnek (Molodtsov, 1999; Maji ve ark., 2003) X = { x1, X, X3, X4, X5, Xg }
alt1 tane evi iceren evren kiimesi ve e; = pahali, e, = glizel, e; = ahsap, e, = ucuz,
es = yesil cevreli olmak iizere E = {e,, e,, €3, €4, €5} parametreler kiimesi olsun. (F, E)
esnek kiimesi, Bay A’nin satin almay1 diisiindiigii ev icin “evlerin cazipligi” ni tanimlayan
bir kiime olarak alinsin. Bu durumda tanimlanacak olan esnek kiime; pahali olan evler,

giizel olan evler, ahsap olan evler, ucuz olan evler ve yesil ¢evreli olan evler seklindedir.
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biriyle doldurulsun. Ornegin; F(e,), “(pahalt) evler” demektir ve fonksiyonel degeri X
evrenindeki tiim pahali evlerdir. Bu durumda

F(eq) = {xz, x4},

F(ez) = {x1, x3},

F(e3) = {x3, x4, %5},

F(es) = {x1,x3, x5},

F(es) = {x:}
oldugu kabul edilsin. O halde (F, E) esnek kiimesi, yaklagimlarin bir koleksiyonu olarak
diisiiniilebilir, dyle ki her yaklasim, bir tahmin (parametre) ve yaklasik deger kiimesi

olmak iizere iki kisma sahiptir. Ornegin; (pahali evler, {x,, x,}) yaklasimlardan biridir.

3.1.2.Tammm (Maji ve ark., 2003) (F, A), X evreni iizerinde bir esnek kiime olsun.
Egerhera € Ai¢in F(a) = @ ise (F, A) esnek kiimesi, bos esnek kiime olarak adlandirilir

ve ¢, simgesi ile gosterilir. Eger A = E ise ¢y simgesi ile gosterilir.

3.1.3.Tammm (Maji ve ark., 2003) (F, A), X evreni iizerinde bir esnek kiime olsun.
Eger her a € A i¢in F(a) = X ise (F, A) esnek kiimesi, A —evrensel esnek kiime olarak

adlandirilir ve A simgesi ile gosterilir. Eger A = E ise E simgesi ile gosterilir.

3.1.4.Tamm (Maji ve ark., 2003) X evreni tizerinde (F,A) ve (G,B) esnek
kiimeleri verilsin. Eger A € B ve her a € A i¢in F(a) ve G (a) aynmi yaklagimlar ise (F, A)
esnek kiimesine, (G, B) esnek kiimesinin esnek alt kiimesi denir ve (F,A) E (G, B) ile

gosterilir.

3.1.5.Tammm (Maji ve ark., 2003) X evreni lizerinde (F,A) ve (G,B) esnek
kiimeleri verilsin. Eger (F,A) & (G,B) ve (G,B) & (F,A) ise (F,A) ve (G,B) esnek

kiimelerine, esnek esit kiimeler denir.

3.2. Kaba Kiimeler
Bu boliimde kaba kiime teori ile ilgili temel kavramlari hatirlatacagiz. Bu boliimde
kullanacagimiz X, bos kiimeden farkli ve sonlu bir baglangic evreni olarak kabul
edilecektir. @ sembolii ile bos kiime ve A° = X — A sembolii ile A € X alt kiimesinin

tiimleyeni ifade edilecektir. Ayrica bir denklik bagintis1 R sembolii ile ifade edilecektir.



Herhangi bir x € X igin, x noktasinin denklik sinifi, [x]¢ sembolii ile ve X kiimesinin R
denklik bagintisina gore olusan tiim denklik siiflarinin kiimesi yani X kiimesinin R

denklik bagintisiyla belirlenmis pargalanigi, X /R sembolii ile gosterilecektir.

3.2.1.Tanim (Pawlak, 1982) X bir evren kiime ve R S X X X bir denklik

bagintist olsun. (X, R) ikilisine yaklagim uzay1 denir.

3.2.2.Tamim (Pawlak, 1982) (X, R) yaklagim uzay1 olsun. R denklik bagintisinin
denklik smiflarina (X,R) yaklasim uzayinda elemanter kiimeler (atomlar) denir.
(X, R) yaklasim uzayindaki tiim atomlarin kiimesi X /R ile gosterilir. Ayrica bos kiime,

elemanter kiime (atom) olarak kabul edilir.

3.2.3.Tammm (Pawlak, 1982) (X,R) yaklasim uzayi olsun. (X,R) yaklasim
uzayindaki elemanter kiimelerin her sonlu birlesimi, kompoze (olugsmus) kiime olarak
adlandirilir. (X, R) yaklasim uzayindaki biitiin kompoze kiimelerin ailesi, com (X, R) ile

gosterilir.

3.2.4.Tammm (Pawlak, 1982) (X, R) yaklasim uzay1 ve A € X olsun. A kiimesini
kapsayan en kii¢iik kompoze kiimeye, A kiimesinin (X, R) yaklasim uzayindaki iist

yaklagimi denir ve R~ (A) ile gosterilir.
R™(A) = Usexllxlr € X/R : [x]r N A # @}

seklinde yazilir. Yani bir kiimenin {ist yaklasimi, kiimeyle arakesiti bos kiimeden farkli

olan denklik siniflarinin birlesiminden olusur.

3.2.5.Tammm (Pawlak, 1982) (X,R) yaklasim uzay1 ve A € X olsun. A kiimesi
tarafindan kapsanan en biiyilk kompoze kiimeye, A kiimesinin (X,R) yaklagim

uzayindaki alt yaklagimi denir ve R_(A) ile gosterilir.
R_(A) = Urexllxlz € X/R : [x]r < A}

seklinde yazilir. Yani bir kiimenin alt yaklasimi, kiime tarafindan kapsanan denklik

siniflarinin birlesiminden olusur.



3.2.6.Tammm (Pawlak, 1982) (X, R) yaklasim uzay1 ve A € X olsun.
POZ#(A) = R_(A)
NEGR(A) = X —R™(4)
SNRz(A) = R (A) —R_(4)

sirastyla A kiimesinin pozitif, negatif ve sinir bolgeleridir.

3.2.7.Tamim (Pawlak, 1982) (X, R) yaklasim uzay1 ve A € X olsun. Eger
SNRz(A) = @ yani R™(4) = R_(4)
ise A kiimesine R denklik bagintisina bagli tanimlanabilir kiime; aksi halde
SNRz(A) # @ yani R™(A4) # R_(4)

ise A kiimesine R denklik bagintisina bagli bir kaba kiime denir.

3.2.1.0rnek X = {x;,x,, X3, X4, X5, X} evren kiimesi ve R denklik bagmtis1 da
asagidaki sekilde verilsin.
R = {(x1,x1), (1, x5), (2, X2), (%2, x3), (2, X6), (%3, x2), (x3, X3),
(3, x6), (X4, X4), (x5, 1), (X5, X5), (%6, X2), (X6, X3), (X6, X6)}-
(X, R) ikilisi bir yaklasim uzayidir. (X, R) yaklasim uzayindaki atomlarin kiimesi, yani
R denklik bagintisinin denklik siniflarinin kiimesi,
X/R = {{xp x5}, {x2, X3, X6}, {x4}}
seklindedir.
A = {x4,%,,x3,x5} S X kiimesini segelim.
R7(A) = Uxexllxlr € X/R : [x]r N A # 0} = {x1, %3, x3, x5, X6},
R_(A) = Uyex{lxlr € X/R : [x]z S A} = {x1, x5}
olarak bulunur. R_(A4) # R~ (A4) oldugundan A = {xq, x,, x3, x5} S X kiimesi bir kaba
kiimedir.
B = {x,, x3, %4, X¢} S X kiimesini secelim.
R™(B) = Uyex{[xlz € X/R : [x]z N B # 0} = {x2, %3, x4, Xe},
R_(B) = Uyxex{lxlz € X/R : [x]g € B} = {x3, X3, X4, X6}
olarak bulunur. R_(B) = R~ (B) oldugundan B = {x,,x3,Xx4,%¢c} S X alt kiimesi

tanimlanabilir kiimedir.

3.2.1.Teorem (Pawlak, 1982) (X, R) yaklasim uzay1 ve A, B € X olsun. Pawlak

alt ve iist yaklagim operatorleri asagidaki 6zelliklere sahiptir:
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DR.(X)=X=R"(X),

i) R_(®) =0 =R (D),
lii)R_(A) S AcC R (4),

iv) AC B = R_(4) € R_(B),

v) AC B = R~(4) < R™(B),

Vi) R_(ANB) =R_(A) NnR_(B),
Vi) R (AUB) =R (A) UR™(B),
viii) R_[R_(A)] = R_(4),

ix) R7[R™(A)] = R™(4),

x) R_(A°) = [R™(AD]",

xi) R™(A°) = [R-_(A)]",

xii) R_([R-_(AD]°) = [R-(AD]",
xiit) R™([R™(A)]°) = [R™(A)],
xiv) VAE X/Rigcin R_(A) = A,
xv) VAE X/Rigcin R™(A) = A.

Pawlak, kaba kiime teorisinde topolojik agidan da bazi dnemli sonuglar elde
etmistir. i¢ ve kapanis operatdrleri, klasik topolojide iki temel kavramdir ve Pawlak bir
kiime tizerindeki alt ve iist yaklagimlarin sirasiyla bu kiime iizerindeki i¢ ve kapanis

operatorleri oldugunu gostermistir.

3.2.1.0nerme (Pawlak, 1982) X bir evren kiime ve R S X X X bir denklik
bagintist olsun. R denklik bagintisindan tiretilen alt ve iist yaklagimlar sirasiyla i¢ ve

kapanis operatorleridir.

3.3. Esnek Kaba Kiimeler
2010 yilinda Feng ve ark. tarafindan verilen esnek kaba kiimeler, belirsizlik igeren
problemlerin ¢6ziimii i¢in iki farkli matematiksel yaklasim olarak 6nerilen kaba kiimeler
ile esnek kiimelerin birlikte ele alinmig halidir. Feng ve ark. (2010) kaba kiime teorisinde
denklik bagimtist ile tanimlanan yaklasim uzayini, esnek kiime kavramini kullanarak
tanimladilar. Esnek kiimeler iizerinde esnek yaklagim uzayi olarak adlandirilan bu yeni
yaklagim uzayinda, esnek alt ve iist yaklasim tanimlarim1 verdiler. Esnek alt ve iist

yaklasim kavramlar1 aracigiyla, esnek kaba kiimeleri tanimlayip, temel ozelliklerini
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incelediler. Ayrica Pawlak’in kaba kiimelerinin, esnek kaba kiimelerin 6zel bir durumu
oldugunu gosterdiler. Simdi esnek kaba kiime teori ile ilgili temel kavramlari

hatirlatacagiz.

3.3.1.Tammm (Feng ve ark., 2010) G = (F, A), X evreni lizerinde bir esnek kiime
olsun. S = (X, G) ikilisine bir esnek yaklagim uzayi denir. S-esnek yaklagim uzayini
temel alarak U € X alt kiimesi i¢in S-esnek alt ve S-esnek iist yaklasim operatorleri
asagidaki gibi tanimlanir:

apr_-(U) ={x € X:3a € A, [x € F(a) € U]},
apr-(U) ={x € X:Ja€ A [x€F(a)nU # @]}.

Keyfi bir U € X alt kiimesinin S-esnek pozitif, S-esnek negatif ve S-esnek sinir

bolgeleri sirasiyla asagidaki sekildedir:
POZs(U) = apr_(U),
NEGs(U) = X — apr~(U),
SNRs(U) = apr~(U) — apr_(U).

Eger apr=(U) = apr_(U) ise U kiimesi, S-esnek yaklasim uzayinda S-

tanimlanabilir kiime; apr~(U) # apr_(U) ise U kiimesi, S-esnek yaklagim uzayinda S-

esnek kaba kiime olarak adlandirilir.

3.3.1.0nerme (Feng ve ark., 2010) G = (F, A), X evreni iizerinde bir esnek kiime
ve S = (X,G) esnek yaklasim uzayr olsun. Her U € X alt kiimesi i¢in asagidakiler
saglanir:
apr-(U) = Ugea{F(a): F(a) € U},
apr~—(U) = UgeafF(a):F(a) n U # @}

3.3.1.Teorem (Feng ve ark., 2010; Feng ve ark., 2011) G = (F,A), X evreni
lizerinde bir esnek kiime, S = (X, G) esnek yaklasim uzay1 ve U,V € X olsun. S-esnek
alt ve S-esnek list yaklagim operatorleri asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) apr_(X) = apr™ (X) = UgeaF (),

i) apr_ (@) = apr— (@) = 0,

iii) apr_(U) € U,

iv) apr_(U) € apr™(U),

vVUCV =apr_(U) € apr_(V),
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vi)UCV = apr~(U) € apr~(V),

vii) apr—-(UNV) € apr_(U) n apr_(V),

viii) apr_(UU V) 2 apr_(U) U apr_(V),
ix) apr-(UUV) =apr~(U)Vapr(V),
x)apr—(UNV) S apr—(U) napr=(V),

xi) apr~(apr~(U)) 2 apr~(U),

xii) apr_( apr_(U)) = apr_(U).

3.3.1.Uyann Feng ve ark. (2011) asagidaki teoremlerde Pawlak’in kaba

kiimelerinin, esnek kaba kiimelerin 6zel bir durumu oldugunu gosterdiler.

3.3.2.Teorem (Feng ve ark., 2011) X evren kiime ve G = (F, A) € S(X, A) olsun.
Buradan G = (F, A) esnek kiimesi, R; € A X X ikili bagintisin1 olusturur ve bu bagint;
her x € A,y € X igin

(x,y) ERg =y € F(x)

seklinde tanimlanir.

Tersine, R bagintisi, A parametre kiimesinden X evrenine bir ikili bagint1 olsun.
Her x € A i¢in

FriA— P(X) 3 Fr(x) ={y € X:(x,y) € R}

kiime degerli doniisiimii tanimlansin. Bu durumda G = (Fg, A), X lizerinde bir esnek
kiimedir. Ustelik Gg, = G ve Rg, = R olur. Ayrica R, G = (F, A) esnek kiimesinin

kanonik bagintis1 ve Gg, R ikili bagintisinin kanonik esnek kiimesi olarak adlandirilir.

3.3.3.Teorem (Feng ve ark., 2011) R bagntisi, X evreni iizerinde bir denklik
bagintis1 Gy = (Fg, X) esnek kiimesi, R denklik bagmtisinin kanonik esnek kiimesi ve
S = (X, Gg) bir esnek yaklasim uzay1 olsun. O halde her U € X kiimesi i¢in R_(U) ve
R~ (U) Pawlak yaklasim operatorleri olmak lizere,
R™(U) =apr~(U) ve R_(U) = apr_(U)
olur. Bu kosullarda U € X kiimesinin, bir kaba kiime (Pawlak anlaminda) olmasi i¢in

gerek ve yeter sart S-esnek kaba kiime olmasidir.
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3.4. Esnek Ortii Tabanl Kaba Kiimeler

Yiiksel ve ark. (2014; 2015) esnek yaklasim uzayinda kaba kiimeyi tanimlamak
icin bir esnek kiime yerine, esnek ortii kiimeyi kullanip, esnek ortii tabanli kaba kiimeleri
tanimladilar. Boylece esnek yaklasim uzaylarini, esnek ortii yaklasim uzaylar1 olarak
adlandirilan yapilara genislettiler. Esnek ortli yaklasim uzayinda, esnek ortii alt ve {ist
yaklasimlar1 tanimladilar. Bu yapilar aracigiyla, esnek ortii yaklasim uzayinda kaba
kiimeleri ve ¢esitlerini incelediler. Esnek oOrtii tabanli kaba kiimelerin temel 6zelliklerini
yani Pawlak (1982) tarafindan incelenen klasik kaba kiimelerin hangi 6zelliklerinin
saglanip saglanmadigini aragtirdilar. Saglanmayan 6zellikler i¢in karsit drnekler verdiler.
Daha sonra, Li ve ark. (2015), Zhan ve Alcantud (2019), Giizel Ergiil ve Yiiksel (2019),
Zhan ve Wang (2019), Atef ve ark. (2023), Mareay (2024), Glizel Ergiil ve Yasar (2025)
farkli esnek oOrtii tabanli kaba kiime modellerini tanimladilar. Simdi esnek ortii tabanl

kaba kiime teori ile ilgili temel kavramlar1 hatirlatacagiz.

3.4.1.Tanim (Feng ve ark., 2010) G = (F, A), X evreni lizerinde bir esnek kiime

olsun. Eger U esF (a) = X ise G = (F, A) esnek kiimesine, tam esnek kiime denir.

3.4.2.Tanim (Feng ve ark., 2011) G = (F, A), X evreni lizerinde bir esnek kiime
olsun. Eger {F(a):a € A} ailesi, X evreninin bir pargalanis1 olusturuyorsa G = (F,A)

esnek kiimesine, pargali esnek kiime denir.

3.4.1.Uyan 3.4.1. Tanim ve 3.4.2. Tanim geregi her parcali esnek kiimenin, bir tam

esnek kiime oldugu aciktir.

3.4.3.Tammm (Feng ve ark., 2010) X evren kiime ve G = (F,A) € §(X, 4) tam
esnek kiime olsun. Eger her a € A i¢cin F(a) # @ ise G = (F,A) esnek kiimesine bir

esnek Ortu kiime denir.

3.4.2.Uyan Bundan sonra, esnek ortii kiime C; ile gosterilecektir. Buna baglh

olarak (a, F (a)) € C; © F(a) € C; seklinde ifade edilecektir.

3.4.4.Tamm (Yiiksel ve ark., 2014) X evren kiime ve G = (F, A) € §(X, A) esnek

ortli kiime olsun. S = (X, C;) ikilisine, esnek ortli yaklasim uzayi denir.
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3.4.5.Tamm (Yiiksel ve ark., 2014) S = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim uzay1 ve
x € X olsun.
Minds(x) ={F(a);a€ A AxEF(a)AN(Ve EAANx EF(e) € F(a) = F(a) =F(e))}

ailesi, C; esnek oOrtiisiine gore, x noktasinin esnek minimal tasviri olarak adlandirilir.

Bu tez calismasi, esnek Ortii tabanli kaba kiimelerin bazi tiirlerinin yeni
karakterizasyonlarin1 vermek amaciyla yapilmistir. Bu yiizden simdi bu calismada
inceleyecegimiz; Yiiksel ve ark. (2014; 2015), Li ve ark. (2015) ve Zhan ve Alcantud
(2019) tarafindan verilen esnek Ortii tabanl kaba kiime modellerini hatirlatalim. Yiiksel
ve ark. (2014; 2015) tarafindan verilen esnek ortii tabanli kaba kiimeler, esnek minimal
tasvir kavrami yardimiyla tanimlanmistir. Daha sonra, Li ve ark. (2015) ve Zhan ve

Alcantud (2019) farkli esnek ortii tabanli kaba kiime modellerini tanimlamistir.

3.4.6.Tammm (Yiksel ve ark., 2015) S = (X, C;) bir esnek ortii yaklagim uzay1
olsun. U € X alt kiimesi icin 1.tip esnek ortii alt ve iist yaklasimlar1 asagidaki gibi
tanimlanir:

CL(U) = Ugea{F(@): F(a) € U},
FH(U) = CL(U) U(U{U Minds(u):u € U — CL(U)}).

Keyfi bir U € X alt kiimesinin esnek Ortii pozitif, esnek ortli negatif ve esnek ortii

siir bolgeleri sirasiyla asagidaki sekildedir:
POZs(U) = CL(U),
NEGs(U) =X — FH(U),
SNRg(U) = FH(U) — CL(U).

Eger FH(U) = CL(U) ise U kiimesi, esnek ortii yaklasim uzayinda 1.tipe gore

esnek Ortii tabanli tamimlanabilir kiime; FH(U) # CL(U) ise U kiimesi, esnek oOrtii

yaklasim uzayinda 1.tipe gore esnek Ortii tabanli kaba kiime olarak adlandirilir.

3.4.7.Tanmm (Li ve ark., 2015) S = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim uzayi olsun.
U c X alt kiimesi icin 2.tip esnek Ortii alt ve {ist yaklasimlar1 agagidaki gibi tanimlanir:
CL(U) = Ugea{F(a):F(a) € U},
SH(U) = Ugea{F(a):F(a) nU + 0}.
Keyfi bir U € X alt kiimesinin esnek Ortii pozitif, esnek ortli negatif ve esnek ortii

siir bolgeleri sirasiyla agagidaki sekildedir:
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POZ(U) = CL(U),
NEG(U) = X — SH(U),
SNRs(U) = SH(U) — CL(U).
Eger SH(U) = CL(U) ise U kiimesi, esnek ortii yaklasim uzayinda 2.tipe gore
esnek Ortii tabanli tanimlanabilir kiime; SH(U) # CL(U) ise U kiimesi, esnek oOrtii

yaklasim uzayinda 2.tipe gore esnek Ortii tabanli kaba kiime olarak adlandirilir.

3.4.3.Uyar1 (Zhan ve ark. 2019) Feng ve ark. (2010) tarafindan verilen esnek kaba
kiime, esnek yaklasim uzayinda ifade edilirken, Li ve ark. (2015) tarafindan verilen 2.tip
esnek ortii tabanli kaba kiime, esnek ortii yaklasim uzayinda ifade edilir. Aslinda Feng ve
ark. (2010) tarafindan verilen alt ve iist yaklasim operatorleri ile Li ve ark. (2015)
tarafindan verilen alt ve iist yaklagim operatorlerinin ayni oldugunu gérmek, 3.3.1.Tanim,
3.3.1.0nerme ve 3.4.7.Tanim geregi kolaydir. Buradaki tek fark kullanilan kiimenin tam

esnek kiime olmasidir.

3.4.8.Tamim (Yiksel ve ark., 2014) S = (X, C;) bir esnek ortii yaklagim uzay1
olsun. U € X alt kiimesi i¢in 3.tip esnek Ortii alt ve iist yaklasimlar1 asagidaki gibi
tanimlanir:
CL(U) = UgealF(a):F(a) € U},
TH(U) = U{U Minds(u):u € U}.
Keyfibir U € X alt kiimesinin esnek ortii pozitif, esnek ortii negatif ve esnek ortii

sinir bolgeleri sirasiyla asagidaki sekildedir:

POZs(U) = CL(U),
NEGs(U) = X — TH(U),
SNRs(U) =TH(U) — CL(U).
Eger TH(U) = CL(U) ise U kiimesi, esnek ortii yaklasim uzayinda 3.tipe gore
esnek Ortll tabanli tanimlanabilir kiime; TH(U) # CL(U) ise U kiimesi, esnek ortii

yaklasim uzayinda 3.tipe gore esnek Ortii tabanli kaba kiime olarak adlandirilir.

3.4.9.Tamim (Zhan ve Alcantud, 2019) S = (X, C;) bir esnek ortii yaklagim uzay1
olsun. U € X alt kiimesi i¢in 4.tip esnek Ortii alt ve iist yaklagimlart asagidaki gibi

tanimlanir:
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CL(U) = UgealF(a):F(a) < U},
RH(U) = CL(U) U(UgealF(a):F(a) n (U - CL(U)) + D}).

Keyfi bir U € X alt kiimesinin esnek Ortii pozitif, esnek ortli negatif ve esnek ortii

sinir bolgeleri sirasiyla agsagidaki sekildedir:
POZ(U) = CL(U),
NEGs(U) = X — RH(U),
SNRs(U) = RH(U) — CL(U).

Eger RH(U) = CL(U) ise U kiimesi, esnek ortii yaklasim uzayinda 4.tipe gore

esnek Ortii tabanli tanimlanabilir kiime; RH(U) # CL(U) ise U kiimesi, esnek ortii

yaklagim uzayinda 4.tipe gore esnek Ortii tabanli kaba kiime olarak adlandirilir.
3.4.4.Uyan 3.4.6.Tanim, 3.4.7.Tanim, 3.4.8. Tanim ve 3.4.9.Tanim geregi verilen

esnek Ortli tabanli kaba kiimelerin alt yaklasimlar1 aymidir. Fakat iist yaklasimlari

farklidir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, ilk olarak esnek minimal tasvir ve esnek maksimal tasvir kavramlari
arasindaki iliski belirlenmistir. Daha sonra bunun yardimiyla esnek ortii tabanli kaba
kiimelerin baz tiirleri arasindaki iliskiler incelenmistir. Ayrica bazi esnek Ortii tabanl

kaba kiimelerin yeni karakterizasyonlari elde edilmistir.

4.1. Esnek Minimal Tasvir ile Esnek Maksimal Tasvir Kavramlar1 Arasindaki
Iliski

Yiiksel ve ark. (2014; 2015) tarafindan esnek ortii tabanli kaba kiimeler ve gesitleri

esnek minimal tasvir kavrami yardimiyla tanimlanmistir. Daha sonra Giizel Ergiil ve

Yasar (2025) tarafindan esnek maksimal tasvir kavrami verilmis ve yeni esnek ortii

tabanl1 kaba kiimeler bu kavram yardimiyla tanimlanmistir. Bu bdliimde ilk olarak esnek

maksimal tasvir kavramini hatirlattik. Ayrica esnek maksimal tasvir ve esnek minimal

tasvir kavramlari arasindaki iligkiyi belirledik.

4.1.1.Tammm (Giizel Ergiil ve Yasar, 2025) S = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim
uzay1 ve x € X olsun.
Maxdg(x) ={F(a):a€ A Ax €EF(a)A(VeE AANx EF(a) S F(e) = F(a) =F(e))}

ailesi, C; esnek ortiisiine gore, x noktasinin esnek maksimal tasviri olarak adlandirilir.

Minimal tasvir kavrami esnek oOrtii tabanli kaba kiimelerin tanimlanmasinda
onemli rol oynamaktadir. Bu ¢alismada bir elemanin maksimal tasvir tanimi kullanilarak
bazi esnek Ortii tabanli kaba kiimeler yeniden ele alinmistir. Bir nesneyi ifade etmek i¢in
nesnenin tiim ozelliklerine degil yalnizca o nesneye iligkin temel 6zelliklere ihtiyacimiz

vardir. Minimal tasvir ve maksimal tasvir kavramlarinin amaci budur.

Esnek maksimal tasvir ve esnek minimal tasvir kavramlarinin daha iyi anlagilmasi

icin bunu asagidaki 6rnekler ile gosterelim.

4.1.1.0rnek (Giizel Ergiil ve Yasar, 2025) X = {x;, X5, X3, X4, X5} evren kiime,
A = {a4, a,, az, a,} parametreler kiimesi ve
F(ay) = {x1, x5},
F(az) = {x1, x5},
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F(az) = {x1, X3, X4},
F(ay) = {x1, x3, X4, x5}
olmak iizere X iizerinde G = (F, A) esnek ortii kiimesi verilsin. Bu durumda S = (X, C;;)
ikilisi bir esnek ortii yaklasim uzayidir. C; esnek Ortiisiine gore, sirayla x € X noktalarinin
esnek minimal tasvirleri agagidaki sekildedir:
Mindg(x;) = {F(a,),F(a,)},
Mindg(x,) = {F(a,)},
Mindg(x3) = {F(a,)},
Mindg(x,) = {F(a3)},
Mindg(xs) = {F(a4)}.
C; esnek ortiisiine gore, sirayla x € X noktalarinin esnek maksimal tasvirleri
asagidaki sekildedir:
Maxds(x,) = {F(a,),F(a,)},
Maxds(x;) = {F(ay)},
Maxdg(x3) = {F(a,)},
Maxdg(x,) = {F(as)},
Maxds(xs) = {F(as)}

elde ederiz.

4.1.2.0rnek X = {x;,x5,%3,X4,%5} evren kime ve A= {ay,a, as a}
parametreler kiimesi olmak iizere 4.1.1.0rnekteki S = (X, C;) esnek ortii yaklasim uzay1
verilsin.

U{Minds(x): x € X} = {F(a1), F(az), F(as), F(as)}
U{Maxdgs(x):x € X} = {F(a,),F(as)}

oldugunu gérmek kolaydir.

4.1.3.0rnek X = {x;,x,} evren kiime, A ={a;,a,,a;3} ve B ={ay,a,}
parametreler kiimesi ve
Fi(ay) = {x1},
Fi(az) = {x,},
Fi(as) = {x1, %3}
olmak tizere X lzerinde G, = (F;, A) esnek ortii kiimesi ve S = (X, CGl) esnek oOrtii

yaklasim uzay1
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Fy(ay) = {x4},
Fy(ay) = {x;}
olmak tizere X tlizerinde G, = (F,, B) esnek ortii kiimesi ve S = (X , CGZ) esnek Ortii
yaklagim uzay1 verilsin. Agiktir ki G; # G, olup yani X evreni lizerindeki iki farkli esnek
ortii kiimelerdir. Ancak § = (X , CGl) veS = (X , CGZ) esnek Ortli yaklasim uzayinda
U{Minds(x): x € X} = {F1(a,) = F;(ay), F1(ay) = F>(a,)}

oldugunu gérmek kolaydir.

4.1.4.0rnek X = {x;,x,,x3} evren kiime, A = {a;, a3} ve B = {a;,a,, a3}

parametreler kiimesi ve

Fi(ay) = {x1},

Fy(as) = {x1, x5, x3}
olmak tizere X tlizerinde G, = (F;,A) esnek ortii kiimesi ve S = (X, Ccl) esnek ortu
yaklasim uzay1

Fy(ay) = {x},

Fy(az) = {x,},

Fy(as) = {x1, %2, x5}
olmak tizere X lizerinde G, = (F,, B) esnek ortii kiimesi ve S = (X , CGZ) esnek Ortii
yaklasim uzay1 verilsin. A¢iktir ki Gy # G, olup yani X evreni lizerindeki iki farkli esnek
ortii kiimelerdir. Ancak § = (X ,Ce 1) veS = (X , CGZ) esnek ortii yaklasim uzaylarinda

U{Maxds(x):x € X} = {F1(as) = F;(as)}

oldugunu gérmek kolaydir.

Simdi esnek minimal tasvir ile esnek maksimal tasvir kavramlari arasindaki

iligkiyi belirlemek i¢in asagidaki teoremleri verelim.

4.1.1. Teorem S = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim uzayr olsun. Bu durumda
herhangi bir {F(e):e € AAx € F(e)}€ C; igin F(e) S F(a) olacak sekilde en az bir
{F(a):a € ANF(a) € Maxdg(x)} vardir, dolayisiyla F(e) € U Maxdg(x) olur.

Ispat: {F(e):e € ANx € F(e)} € C; olsun. Kabul edelim ki herhangi bir
{F(a):a € ANF(a) € Maxdgs(x)} icin F(e) € F(a) olsun. F(e) ¢ Maxdg(x) olup
dolayisiyla 4.1.1. Tanim geregi F(e) S F(a,) olacak sekilde F(a,) € C; vardir. Hipotez
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ve F(e) € F(ay) geregi F(a,) ¢ Maxdg(x) olur ve bu yiizden tekrar 4.1.1.Tanim geregi
F(a;) € F(a,) olacak sekilde F(a,) € C; vardir. Dolayisiyla F(e) € F(a,) elde edilir.
Hipotez geregi F(a,) € Maxdg(x) oldugundan ve bu yiizden tekrar 4.1.1. Tanim geregi
F(a,) € F(a3) olacak sekilde F(a3) € C; vardir. Bu sekilde tekrar devam edildiginde
F(e) € F(a,) € F(ay,) € S F(a,,) S - olacak sekilde C; esnek Oortiisii iginde
F(e),F(a,),F(ay), ..., F(a,,) ... sonsuz bir dizi elde ederiz. Fakat C; esnek ortii kiimesi,
sonlu elemanlara sahip olmasi nedeniyle bu durum miimkiin degildir. Dolayisiyla
F(e) € F(a) olacak sekilde F(a) € Maxds(x) vardir. Acgiktir ki F(e) € U Maxdg(x)

olur.

4.1.2.Teorem S = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim uzay1 ve F(a) € C; olsun. Bu
durumda Vx € F(a) icin F(e) € F(a) ve F(e) € Mindg(x) olacak sekilde en az bir
F(e) € Cg; vardir.

Ispat: Bu teoremin ispati 4.1.1. Teoremin ispati ile aynidir.

Simdi esnek minimal tasvir ile esnek maksimal tasvir kavramlarinin hangi

kosullar altinda esit oldugunu belirlemek i¢in asagidaki teoremi verelim.

4.1.3.Teorem S = (X,C;) bir esnek oOrtii yaklasim uzayi olsun. Bu durumda
herhangi bir x € X i¢in Maxds(x) = Minds(x) olmasi igin gerek ve yeter sart herhangi
bir F(a), F(b) € C; i¢in eger F(a) # F(b) ise F(a) € F(b) olmasidir.

Ispat: F(a) € F(b) olacak sekilde F(a), F(b) € C; ve F(a) # F(b) oldugunu
varsayalim. Bu durumda F (a) € C; ve x € F(a) igin 4.1.2.Teorem geregi F(e) € F(a)
ve F(e) € Mindg(x) olacak sekilde en az bir F(e) € C; vardir. Hipotez geregi
Maxdg(x) = Mindg(x) oldugundan F(e) € Maxdgs(x) elde edilir. F(e) € F(a) ve
F(e) € F(b) oldugundan 4.1.1.Tanim geregi F(e) = F(a) ve F(e) = F(b) elde edilir
ve dolayisiyla F(a) = F(b) olur. Bu da F(a) # F(b) ifadesi ile g¢elismektedir. Bu,
gerekliligin ispatini tamamlamaktadir.

Tersine x € X olsun. Herhangi bir F(a) € Mindg(x) i¢in F(a) € Maxds(x)
oldugunu varsayalim. Bu durumda 4.1.1.Tanim geregi F(a) S F(b) olacak sekilde
kosullarla celisen bir F(b) € C; vardir. Dolayisiyla F(a) € Maxds(x) olur ve boylece
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Mindg(x) © Maxdg(x) elde edilir. Diger yandan herhangi bir F(a) € Maxds(x) i¢in
F(a) ¢ Mindg(x) oldugunu varsayalim. Bu durumda 3.4.5.Tanim geregi F(b) € F(a)
olacak sekilde kosullarla gelisen bir F(b) € C; vardir. Buna gore F(a) € Mindg(x) ve
dolayisiyla Maxdgs(x) € Minds(x) olur. Sonu¢ olarak Maxdg(x) = Mindg(x) elde

edilir.

4.1.1.Sonu¢ S = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim uzay1 olsun. O zaman herhangi
bir x € X i¢in Maxds(x) = Mindg(x) olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir
F(a),F(b) € C; igin eger F(a) € F(b) ise F(a) = F(b) olmasidir.

Ispat: Herhangi bir F(a),F(b) € C; igin eger F(a) € F(b) ise F(a) = F(b)
olmasidir & Herhangi bir F(a), F(b) € C; icin eger F(a) # F(b) ise F(a) € F(b)

olmasidir. Dolayisiyla 4.1.3.Teorem geregi ispat aciktir.

4.2. Esnek Maksimal Kavrami Yardimiyla Bazi Esnek Ortii Tabanh Kaba
Kiimelerin Yeni Ozellikleri

Biz bu ¢alismada esnek maksimal tasvir kavramini kullanarak 1.tip, 2.tip, 3.tip ve

4.tip esnek ortli Uist yaklasimlar: dolayisiyla esnek ortii tabanli kaba kiimeleri yeniden

inceleyecegiz. 11k olarak bu esnek ortii tabanli kaba kiimelerin karsilagtirmasini verelim.

Bu calismada inceleyecegimiz esnek Ortii tabanli kaba kiimelerin alt yaklagimlar: aynidir.

Ancak {iist yaklasim operatorleri farklidir. Bu ylizden karsilagtirmalar yapilirken {ist

yaklasim operatorleri dikkate alinir. Yiiksel ve ark. (2014) ve Zhan ve Alcantud (2019)

tarafindan yapilan karsilagtirmalar asagidaki sekilde ifade edilmistir.

4.2.1.0nerme Herhangi bir § = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim uzay1 ve U € X
alt kiimesi i¢in

i) TH(U) < SH(U) (Yiiksel ve ark., 2014).

ii) RH(U) € SH(U) (Zhan ve Alcantud, 2019).

iii) FH(U) € TH(U) < SH(U) (Zhan ve Alcantud, 2019).

Biz yukaridaki karsilastirmalar1 dikkate alarak bu c¢alismada inceleyece§imiz
esnek oOrtli tabanli kaba kiimelerin karsilagtirmalarin1 yeniden ele aldik ve asagidaki

sonucu elde ettik.
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4.2.1.Sonu¢ Herhangi bir S = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim uzayi ve U € X alt
kiimesi i¢in
FH(U) € RH(U) < SH(U).
Simdi esnek ortii tabanli kaba kiimelerin karsilastirmalarint yapmak i¢in asagidaki

ornekleri verelim:

4.2.1.0rnek X = {x4, x,, X3, X4, X5, X5, X7, Xg} evren kiime,
A ={ay,a,, as, a,, as} parametreler kiimesi ve
F(ay) = {x1, %6},
F(az) = {x1,x6 x},
F(as) = {x3, x4},
F(ay) = {x3, x4, x5},
F(as) = {x3,x7}
olmak tizere X tizerinde G = (F, A) esnek ortii kiimesi verilsin. Bu durumda S = (X, C;)
ikilisi bir esnek ortii yaklasim uzayidir. X; = {x,, x4, x¢} € X alt kiimesini ele alalim.
FH(X1) = {x1, %2, X4, X}
RH(X1) = {x1, x5, X4, X6, Xg}
SH(X1) = {x1, X3, X4, X5, X6, Xg}

olup FH € RH <€ SH seklinde aralarinda alt kiime iliskisi vardir.

4.2.2.0rnek X = {x,x,, X3, X4, X5, X} evren kiime, A = {ay,a,, as, a4, as}

parametreler kiimesi ve

F(ay) = {xq, x5},

F(az) = { x5, x4},

F(as) = {x, x5},

F(ay) = {x1, x3, x4},

F(as) = {x2, x4, %6}
olmak tizere X tizerinde G = (F, A) esnek ortii kiimesi verilsin. Bu durumda S = (X, C;)
ikilisi bir esnek ortii yaklasim uzayidir. X; = {x,, x,} S X alt kiimesini ele alalim.

FH(X1) = {x2, x4}
TH(Xy) = {x1, %2, X3, X4, X5}
SH(X1) = {x1, x5, X3, X4, X5, X6} =X

olup FH € TH < SH seklinde aralarinda alt kiime iliskisi vardir.
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4.2.3.0rnek 4.2.2. Ornekte X; = {x,, x4, x¢} S X alt kiimesini ele alalim.
RH(X1) = {x2, x4, X6}

TH(X,) = X
olup RH € TH seklindedir. 4.1.1. Ornekte X; = {x,,x,} € X alt kiimesini ele alalim.
RH(X,) = X

TH(X1) = {x1, X2, X3, X4}
olup TH € RH seklindedir. Dolayisiyla RH iist yaklasim operatorii ile TH {ist yaklasim

operatorii karsilastirilamaz.

Onceki boliimde esnek maksimal tasvir ve esnek minimal tasvir kavramlari
arasindaki iligki belirlenmistir. Simdi bu bulgular yardimiyla bazi esnek ortii tabanli kaba

kiimelerin yeni karakterizasyonlarini ve bazi tiirleri arasindaki iliskileri verelim.

Ik olarak 2. tip ve 4. tip esnek ortii iist yaklasimlarin1 esnek maksimal tasvir

kavrami yardimai ile yeniden tanimlayabilmek i¢in asagidaki teoremi verelim:

4.2.1.Teorem S = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim uzay1 olsun. O zaman herhangi

bir U € X i¢cin U{F(a): F(a) € C;, F(a) N U # 0} = U{U Maxds(x): x € U} saglanir.

Ispat: U € X olsun. Herhangi bir y € U{F(a): F(a) € C;, F(a) N U # @} igin

F(a) N U # @ olmak iizere F(a) € C; ve y € F(a) vardir. x € F(a) N U olarak alirsak
4.1.1.Teorem geregi F(a) € UMaxdg(x) olur. Boylece y € U Maxdg (x) ve x €U
olur. Buradan y € U{U Maxds(x) : x € U} elde edilir. Dolayisiyla

U{F(a):F(a) €EC;, F(a)NnU # ¢} € U{UMaxds(x):x € U}
olur. Diger yandan 4.1.1.Tanim geregi herhangi bir x € U ve F(a) € Maxdg(x) igin
aciktirki x € F(a) N U, yani F(a) N U # @ olur. Dolayistyla

U{U Maxds(x):x € U} € U{F(a):F(a) €E C;, F(a) NU # @}
olup, boylece

U{F(a):F(a) €Cg, F(a)NU # @} = U{U Maxds(x):x € U}

saglanir.

Simdi 2. tip ve 4. tip esnek oOrtii tabanli kaba kiimelerin yeni karakterizasyonlarini

verebiliriz.
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4.2.2.Teorem S = (X,C;) bir esnek ortii yaklasim uzayr olsun. Bu durumda

herhangi bir U € X i¢in SH(U) = U{U Maxds(x): x € U} saglanir.

Ispat: 4.2.1.Teorem ve 3.4.7.Tamim geregi aciktir.

4.2.3.Teorem S = (X,C;) bir esnek ortii yaklasim uzayi olsun. Bu durumda

herhangi bir U € X i¢in RH(U) = CL(U) U(U{U Maxds(x): x € U — CL(U)}) saglanur.

Ispat: 4.2.1. Teorem ve 3.4.9.Tanim geregi agiktir.

2. tip ve 3. tip esnek oOrtii list yaklasimlar1 arasindaki iliskiyi gostermek igin

asagidaki teoremi verelim:

4.2.4.Teorem S = (X,C;) bir esnek oOrtii yaklasim uzayi olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar esdegerdir.

i) SH=TH

ii) Herhangi bir x € X i¢in U Maxdg(x) = U Mindg(x).

Ispat: i) = ii) Herhangi bir x € X i¢in SH = TH ise SH({x}) = TH({x}) olur.
Boylece 4.2.2.Teorem, 3.4.7.Tanim ve 3.4.8. Tanim geregi U Maxdg(x) = U Mindg(x)
elde edilir.

ii) > i)4.2.2.Teorem, 3.4.7.Tanim ve 3.4.8.Tanim geregi aciktir.

4.2.1.Uyann Agiktir ki herhangi bir x € X i¢in Maxdg(x) = Mindgs(x) ise
herhangi bir x € X i¢in U Maxdg(x) = U Mindg(x) olur. Ancak asagidaki Ornekte

gosterildigi gibi bu durumun tersi gegerli degildir.

4.2.4.0rnek X = {x;,x,,%3,%4, x5} evren kiime, A = {ay,a,,as, as, as}
parametreler kiimesi ve
F(ay) = {x1, x5},
F(az) = {x1, x5},
F(as) = {x3, x5},

F(a4) = {X1.X2.X3},
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F(as) = {x4, x5}
olmak tizere X tizerinde G = (F, A) esnek ortii kiimesi verilsin. Bu durumda S = (X, C;)
ikilisi bir esnek ortli yaklagim uzayidir. C; esnek ortiisiine gore, sirayla x € X noktalarinin
esnek minimal tasvirleri agagidaki sekildedir:
Mindg(x;) = {F(a,),F(ay)},
Minds(x;) = {F(ay), F(a3)},
Mindg(x3) = {F(a,),F(as)},
Mindg(x,) = {F(as)},
Minds(xs) = {F(as)}.

C; esnek ortiisiine gore, sirayla x € X noktalarinin esnek maksimal tasvirleri

asagidaki sekildedir:
Maxdg(x;) = {F(a)},
Maxdg(x;) = {F(as)},
Maxdg(x3) = {F(a4)},
Maxdg(x,) = {F(as)},
Maxdg(xs) = {F(as)}
elde edilir.

U Minds(x,) = U Minds(x;) = U Minds(x3) = {x1, x3,x3} = F(a,),
U Mindg(x,) = U Mindg(x,) = {x4, x5} = F(as),
U Maxdg(x;) = UMaxdg(x,) = UMaxdg(x3) = {xq,x,,x3} = F(a,),
UMaxdg(x,) = UMaxdg(xs) = {x4, x5} = F(as)
oldugunu goérmek kolaydir. Yani x; € X, UMaxds(x;) = UMindg(x;) iken
Maxdg(x,) # Mindg(x,) dir.

Yukaridaki ornege gore, 2. tip ve 3. tip esnek oOrtii list yaklagimlarinin hangi

kosullar altinda esit oldugunu gostermek icin asagidaki sonucu verelim.

4.2.2.Sonu¢ S = (X,C;) bir esnek ortii yaklasim uzayr olsun. Herhangi bir
F(a),F(b) € C; icin eger F(a) # F(b) ise F(a) € F(b) kosulunu saghyorsa SH = TH
olur.

Ispat: 4.1.3.Teorem ve 4.1.1.Sonug geregi aciktir.

Simdi 1. tip ve 4. tip esnek Ortii iist yaklasimlar1 arasindaki iligkiyi verelim:
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4.2.5.Teorem S = (X, C;) bir esnek 0Ortii yaklagim uzay1 olsun. Herhangi bir i¢in

x € X i¢in U Maxdgs(x) = U Mindg(x) kosulu saglaniyorsa FH = RH olur.
Ispat: 4.2.3.Teorem, 3.4.6.Tanim ve 3.4.9.Tamim geregi aciktir.
4.2.2.Uyan Asagidaki 6rnekte gosterildigi gibi bu durumun tersi gecerli degildir.

4.2.5.0rnek X = {x;, x,} evren kiime, A = {a,, a,, a;} parametreler kiimesi ve
F(ay) = {x},
F(ay) = {x,},
F(as) = {x;, x5}
olmak tizere X iizerinde G = (F, A) esnek 0rtii kiimesi verilsin. Bu durumda S = (X, C;;)
ikilisi bir esnek ortii yaklasim uzayidir. C; esnek Ortiisiine gore, sirayla x € X noktalarinin
esnek minimal tasvirleri asagidaki sekildedir:
Mindg(x,) = {F(ay)}
Minds(x;) = {F(az)}.
C; esnek oOrtlistine gore, sirayla x € X noktalarinin esnek maksimal tasvirleri
asagidaki sekildedir:
Maxds(x,) = {F(as)}
Maxds(x;) = {F(as)}.
{x1} € X igin
FH({x1}) = CL({x1}) U(U{U Minds(u): u € {x1} — CL({x1 D}),
FH({x1}) = {x1} U(U{U Minds(u): u € {x1} — {x1}}) = {x1}
ve
RH({x1}) = CL({x1}) U(Ugea{F(a): F(a) N ({x1} — CL({x1})) # O}),
RH({x1}) = {x1} U(UgealF(@): F(a) N ({x1} — {x1}) = B}) = {x1}
seklindedir. Benzer sekilde X kiimesinin biitiin alt kiimeleri i¢in asagidakiler
gosterilebilir.
FH({x1}) = {x1} = RH({x.}),
FH({x;}) = {x;} = RH({x;}),
FH({x1,%2}) = {x1, %2} = RH({x1, x2}),
FH(®) = @ = RH(®)
oldugunu gérmek kolaydir. Dolayisiyla FH = RH olur. Ancak,
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U Maxds(x;,) = {x1, %} # {x1} = UMinds(x,)
seklindedir.

Simdi 1. tip ve 4. tip esnek Ortli tabanli iist yaklasimlarin hangi kosullar altinda
birbirlerine esit oldugunu gostermek i¢in Oncelikle gerekli olan bir yardimci 6nerme

verelim;

4.2.2.0nerme S = (X, C;) bir esnek ortii yaklasim uzay1 olsun ve U € X olsun.

Bu durumda, herhangi bir x € U — CL(U) igin {x} & C;.

Ispat: x € U — CL(U) olsun. Bu durumda, x € U ve x ¢ CL(U) olur. Eger
{x} € C; ise {x} € U ve 3.4.6.Tanim geregi x € CL(U) bi¢iminde bir ¢eliski vardir.
Dolayisiyla {x} & C; olur.

4.2.6.Teorem S = (X,C;) bir esnek oOrtii yaklasim uzayi olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar esdegerdir.

i) FH = RH

ii) Her x € X igin {x} & C; ise U Maxds(x) = U Minds(x) olur.

Ispat: x € X ve {x} &€ C; olsun. 3.4.6.Tamm geregi CL({x}) =@ olur.
Dolayisiyla 3.4.6.Tamim ve 4.2.3.Teorem geregince, FH({x}) = UMinds(x) ve
RH({x}) = UMaxds(x) elde edilir. Hipotez geregi FH = RH oldugundan,
U Mindg(x) = FH({x}) = RH({x}) = U Maxds(x) olup, U Maxdg(x) = U Mindg(x)
elde edilir.

Tersine, U € X olsun. Herhangi bir x € U — CL(U) igin 4.2.2.0nerme geregi,
{x} € C; seklindedir. Dolayisiyla hipotez geregi, U Maxdg(x) = U Minds(x) olur.
Boylece U{Maxds(x):x € U — CL(U)} = U{Minds(x):x € U — CL(U)} saglanir. FH
tanimi ve 4.2.3.Teorem geregi, herhangi bir U € X i¢in FH(U) = RH(U) elde edilir.
Dolayisiyla FH = RH saglanir.

4.23.Sonu¢ S = (X,C;) bir esnek Orti yaklasim wuzayr olsun. Her
F(a),F(b) € C; icin eger F(a) # F(b) ise F(a) € F(b) kosulunu sagliyorsa FH = RH

olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda esnek kaba kiimelerin genellestirilmesi olan esnek ortii
tabanli kaba kiimelerin baz tiirlerinin yeni karakterizasyonlar1 incelenmistir. Esnek ortii
tabanli kaba kiimelerin bazi tiirleri esnek maksimal tasvir kavrami kullanilarak yeniden
ele almmistir. Ayrica esnek maksimal tasvir ve esnek minimal tasvir kavramlar
arasindaki iliski incelenmis; bunun yardimiyla esnek oOrtii tabanli kaba kiimelerin bazi
tiirleri arasindaki iliskiler belirlenmistir.

Esnek oOrtii tabanli kaba kiime modelleri birgok karar verme problemine
uygulandigi i¢in belirsizlik teorisinde hizla 6nemli ve faydali bir aragtirma konusu haline
gelmigstir. Bu tez calismasinin literatiirde esnek ortii tabanli kaba kiime modellerinin
teorisine katkilar sagladigindan arastirmacilara yararli olacagi diisliniilmektedir.
Gelecekteki calismalarda esnek oOrtli tabanli kaba kiimelerin farkli tiirlerinin yeni
karakterizasyonlar1 incelenebilir ve bu elde edilen karakterizasyonlar karar verme

problemlerinde kullanilabilir.
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