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Bu tezde k-Lauricella fonksiyonlar1 tanimlanmis ve bazi ozellikleri incelenmistir.
Ik olarak, klasik Lauricella fonksiyonlarmin integral gosterimleri ve doniisiim formiilleri
gibi bazi ozellikleri hatirlatilmigtir.  Daha sonra, Pochhammer k-sembolii kullanilarak
k-Lauricella fonksiyonlar1 tamimlanmistir.  Ayrica, klasik Lauricella fonksiyonlar: ile
k-Lauricella fonksiyonlar1 arasindaki iligkiler elde edilmigstir. Son olarak, k-Lauricella
fonksiyonlarinin bazi integral gosterimleri ve doniisiim formiilleri ispatlanmustir. Ispatlarda
klasik yontemlere ek olarak, bu iligkiler ile klasik Lauricella fonksiyonlarinin bilinen

ozelliklerinin kullanimina dayali, daha kolay ve kisa olan ikinci bir yontem kullanilmisgtir.
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In this thesis, k-Lauricella functions are defined and some of their properties are
investigated. First, some properties of classical Lauricella functions such as their integral
representations and transformation formulas are recalled. Then, k-Lauricella functions are
defined using the Pochhammer k-symbol. Also, the relations between classical Lauricella
functions and k-Lauricella functions are obtained. Finally, some integral representations and
transformation formulas of k-Lauricella functions are proved. In the proofs, in addition to
classical methods, a shorter and easier second method is employed, which is based on the

use of these relations and known properties of classical Lauricella functions.
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1. GIRIS

18. ve 19. yizyillarda Euler, Gauss ve Kummer gibi matematik¢ilerin, tek
degiskenli hipergeometrik fonksiyonlar iizerine yogun bir bicimde calistiklar1 goriilmektedir.
Daha sonra tek degiskenli hipergeometrik fonksiyonlarin, ¢ok degiskenli versiyonlarini
tanimlamak i¢in bir¢ok calisma yapildigi dikkat cekmektedir. Bu calismalardan biri de
1882 yilinda Paul Appell tarafindan iki Gauss hipergeometrik fonksiyonunun ¢arpimindan
hareketle tanimlanan iki degigskenli Appell hipergeometrik fonksiyonlar: ile ilgilidir [2].
Bir diger calisma ise 1893 yilinda Italyan matematik¢i Giuseppe Lauricella tarafindan
Appell’in iki degiskenli fonksiyonlarim1 daha da genellestirerek n degiskenli Lauricella
hipergeometrik fonksiyonlarinin tanimlanmasi iizerinedir. Lauricella’nin bu konuya iligkin
caligmasi "Sulle funzioni ipergeometriche a piu variabili" ("Cok degiskenli hipergeometrik
fonksiyonlar iizerine") baglikli makalesinde yayinlanmustir [15]]. Lauricella fonksiyonlari
kuantum teorisi, elektromanyetik teori, olasilik teorisi, iletisim teorisi, optimizasyon gibi
cesitli bilimsel alanlarda 6nemli uygulamalara sahiptir [3,4,/19].

Ayrica literatiir incelendiginde hipergeometrik fonksiyonlarin genellestirilmeleri ile
ilgili cok sayida caligmaya rastlanmaktadir. Bu ¢alismalardan bazilar1 da Pochhammer
k-sembolii yardimiyla tanimlanan 6zel fonksiyonlarin k-genellestirilmeleri ile ilgilidir.
Ornek olarak k-Gauss hipergeometrik fonksiyonu, k-Kummer hipergeometrik fonksiyonu,
k-Appell hipergeometrik fonksiyonlari, A-Srivastava hipergeometrik fonksiyonlar1 ve
k-Horn hipergeometrik fonksiyonlar1 verilebilir.

Bu tezin amaci, Pochhammer k-sembolii kullanilarak “k-Lauricella fonksiyonlar1”
olarak adlandirilacak olan, klasik Lauricella fonksiyonlarinin k-genellestirmelerini vermek
ve bazi ozelliklerini incelemektir.

Bu tez bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmstir. ikinci
boliimde literatiirde yer alan cesitli fonksiyonlarin k-genellestirmelerine yer verilmistir.
Ugiincii boliim, dordiincii boliimde ihtiya¢ duyulacak olan klasik Lauricella fonksiyonlari
ile ilgili Euler ve Laplace tipi integral formiillerini ve de doniisiim formiillerini icermektedir.
Dordiincii boliimde Pochhammer k-sembolii vasitasiyla k-Lauricella fonksiyonlari ve
konfluent formlar1 tanimlanmugtir. Ayrica bu fonksiyonlar ile klasik versiyonlar1 arasindaki
iligkiler verilmistir. Daha sonra bu iligkiler ve ii¢lincii boliimde verilen formiiller kullanilarak
k-Lauricella fonksiyonlarinin Euler ve Laplace tipi integralleri ve de doniisiim formiilleri

elde edilmistir. Besinci boliim de sonug ve Onerilere ayrilmistir.






2. ONCEKI CALISMALAR

Literatiir incelendiginde son yillarda 6zel fonksiyonlar ve onlarin genellestirmeleri
ile ilgili pek ¢ok calismaya rastlanmaktadir. Bu ¢aligmalarin bir kismini da tek ya da cok
degiskenli hipergeometrik fonksiyonlarin k-genellestirmeleri olusturmaktadir. Son yillarda
k-genellestirmis fonksiyonlarin uygulama alanlarinin artmasina paralel olarak da konu ile
ilgili ¢calismalarda artis gézlemlenmektedir. Bu konu ile ilgili yapilan ¢alismalardan bazilari
sunlardir:

2007 yilinda Diaz ve Pariguan [7] tarafindan, £-Gamma fonksiyonu
o0 tk
[h(x) = / t"te~kdt, Re(z)>0 .1)
0
k-Beta fonksiyonu
]— ! z_q ¥y _1q
Bi(z,y) = z tk (1 —¢)kdt, Re(x)>0,Re(y) >0 (2.2)
0
ve Pochhammer k-sembolii

(@)nk = ala+ k) (a+2k) - (a+ (n—1)k), n=123,... (2.3)
(@)or =1
seklinde tamimlanmigtir. Burada £ € R™ dir. Ayrica k-Gamma fonksiyonunun, k-Beta

fonksiyonunun ve Pochhammer k-semboliiniin asagida listelenen bazi 6nemli 6zellikleri

verilmistir [[7,/164/18]].

Te(z + k) = 2T (x) (2.4)
Bi(z,y) = % (2.5)
() = % (2.6)

(B)ng _ Br(B+nk,v—pB)

— 2.7
Mo~ BBy — ) 7
(@) mtng = ()m (o +mk)p (2.8)
o0 n N 1
> @iy = (U —ke)E, fa < 2.9)
n=0 '



Dahasi bu k-genellestirmeleri ile klasik versiyonlar1 arasinda asagidaki iligkiler sunulmusgtur.

Py(x) = ki1 (%) (2.10)
By(z,y) = %B (% %) @.11)
(@)ng = K" (%)n (2.12)

Ayn1 makalede Diaz ve Pariguan tarafindan, k-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

o0

nk nk 1
2Py il By o Z 5 lel<s (2.13)
k-Kummer (konfluent) hipergeometrik fonksiyonu
) = 5 (@2
VP vie) =) —, (2.14)

n=0 (W)TL,’C n'

ve o F hipergeometrik fonksiyonunun k-genellestirilmesi

[e.e] n

0P k(=57 Z Mn,, (2.15)

n:O

seklinde tanimlanmustir. Burada k € R™ ve v#0,—k,—2k,... dir. Bu fonksiyonlarin s6z

konusu k-genellestirmeleri ile klasik tanimlar1 arasinda

Q
o F1 (v, By ) = o (k i Z kx ) (2.16)
Q
1Fie(a; ;o) = 10y <E, %J) 2.17)
x
oF1 (=5 vi2) = oFy (— % E) (2.18)

iligkileri elde edilmistir.
2015 yilinda Mubeen ve ark. [17] tarafindan, Fj klasik Appell hipergeometrik

fonksiyonunun k-genellestirmesi

o0

Fislan o oy g) =y Ot Olnal Bl 2707 (2.19)

(7)m+n,k: m' TL'

m,n=0

(el < 7.1yl < 7)

seklinde tanimlanmis ve bu yeni fonksiyon i¢in bir integral gosterimi elde edilmistir.



2017 yilinda Kiymaz ve ark. [14] tarafindan, diger F5, F5 ve Fj klasik Appell

hipergeometrik fonksiyonlarinin £-genellestirilmeleri

FQ,k(a,Bl,ﬁz; Y1, Vo3 X, y) _ Z (a)m(t;;(il()ﬁ;f;;f(fQ)nk iﬂ” fi'

m,n=0

(2.20)

1
(el + Iyl < ),

i (al)mk((m)n,k(Bl)m,k(/82)”vkﬁy_n (2.21)

Fyp(ar, ag, B1, Bo;v; w,y) = (7) & m! n!
i, I'n

m,n=0

(121 < 7 Il < 7).

[e.o]

(Q)m+n k(ﬁ)ern s y
. . ' _ 2.22
4,k‘(a7ﬁa717’72ax7y) m%:g (Fyl) m.k (")/2) n,k m' n' ( )

1
2l + /Ty < —=).

Vi

seklinde tamimlanmigtir. Burada & € RT ve i = 1,2 i¢in 7,7, € C\ {kZ; } dir. Ayrica

Appell hipergeometrik fonksiyonlarinin k-genellestirmeleri ile klasik tanimlar1 arasinda

. _ « 51 /32 7
«
For(a, B, i, i, y) = Fo (E 400 T kry) (2.24)
a1 «
Fulon, 02,1, Bo v 0.y) = Fy (f 2 A8 Y g k:y) (2.25)
Farla By = Fa (20,2 2 kg by (2.26)
s » M ) )y My k k kf k

iligkilerinin saglandig1 gosterilmistir. Bu iligkiler kullanilarak %-Appell fonksiyonlarinin
bir¢ok 6zelliginin kisaca ve kolayca elde edilebilecegini dikkat cekmek adina, bu fonksiyonlarin

bazi integral gosterimleri ve Mellin doniisiimleri verilmistir.



2020 yilinda Giirel Yilmaz ve ark. [9] tarafindan, yukarida tanimlanan A-Appell
hipergeometrik fonksiyonlari i¢in bazi doniisiim formiilleri, indirgeme formiilleri ve iiretici
fonksiyon bagintilar1 sunulmustur.

2022 yilinda Halic1 [10] yiiksek lisans tezinde, H4y, Hp ) ve Hcy, ile gosterilen

k-Srivastava hipergeometrik fonksiyonlarini

[e.e]
o 6 /8 e xp
HA,k(%ﬁbﬂ%V1,V2;9U1,3:'2,.%’3): Z ( >m+(p’k§ 1)’(“+7)Lk( 2)n+p,k_1‘_2'_;|«; 2.27)
m,n,p=0 V1 )m,k\V2 ) n+p,k m! n! p

(T1 <lr<lnry< (1—’/"1)(1—7"2)),

[e.9]

Hp (o, By, Bas v1, V2, V35 1, o, T3)= Z ( )(;“lzs’k(k(i;];lgl(jg)?)k”’kﬁn—?p—? (2.28)
m, n. ’. I n! pl

m,n,p=0

(r1+ 72+ 134 2y/rirars < 1),

o
o 5 B ™l ah
He (o, Br, Boy vy 21, 20, 23) = Z () mtp,k(B1)mrn i ( 2)n+p,k_1‘_2'_? (2.29)
m,n,p=0 (V)m-l-n—i-p,k: m: n. p

(7’1 <l,ra <1l,r3 < 1,T1+7"2+?"3—2\/<1—?"1)(1—7’2)(1—7’3) <2)

biciminde tanimlamigtir (ayricabkz. [11]) . Buradak € R*,i = 1,2,3i¢inv,v; € C\{kZ; }
ve r1 = k|xy|,re = k|xs|,r3 = k|xs| dir. k-Srivastava hipergeometrik fonksiyonlar1 ile

klasik Srivastava hipergeometrik fonksiyonlar: arasinda

HA,k(aa B, Ba; V1, va; 1, T, IES) = HA(Ea ?, z; E’ E; kxy, ks, k’l‘S) (2.30)

Hp (o, By, Basv1, 12,03, 21, T2, T3) = HB(Ea R R E;k‘xblﬂz,kﬂ%) (2.31)

a B 52.1/_

HC,k<aa Bla BQ? V1, T2, 1'3) = HC(E’ Ea Ea Ea kxl) kx?a k’l‘g) (232)

iligkileri bulunmustur. Bu iligkiler kullanilarak k-Srivastava hipergeometrik fonksiyonlarinin
integral gosterimleri ve yineleme formiilleri uzun ispatlara gerek olmaksizin kisa ve kolay bir

sekilde elde edilebilecegi gosterilmistir. Dahasi bu calismada gerekliligine ihtiya¢ duyulan



X4 klasik Exton hipergeometrik fonksiyonunun k-genellestirmesi

- ()2mtntpk(B)nipr T 75 T4
Xap (o, B0, 10, 3,21, X9, T3) = : — == (2.33)
4,k( 1, V2, V3, L1, L2 3) mgp:zo (Vl)m7k(y2)n,k;(l/3)p7k m! n p'
seklinde tanimlanmis ve aralarindaki iliski
a [ v vy v
X4,k: (OZ, 57 V1, V9,V3,%1, X2, 3:3) = X4 (Ea E? El7 fa f? k’ﬁl?l, kfflfg, kgj?)) (234)

seklinde verilmistir.
2023 yilinda Catak [5]] yiiksek lisans tezinde, G%, G% ve G% ile gosterilen k-Horn

hipergeometrik fonksiyonlarini

o0

Z" W
Glf(aa ﬂa EEZ w) = Z (a)m+n,k (B)m—n,k(/y)n—m,kgm (235)
n,m=0 ’ :
= 2" w™m
Gg(aa )‘7 B? vz, (,U) = Z (a>m,k(A)n,k(ﬂ)m—n,k(’y)n—m,kmW (236)
n,m=0 : ’
- 2" ™
Gh(or A 2,w) = H;O(a)zn_m,ku)zm_n,kﬁm (2.37)

seklinde tanimlamistir (ayrica bkz. [6]]). Bu fonksiyonlar i¢in tiirev, integral ve yineleme
formiilleri elde edilmis ve bu fonksiyonlarin k-Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile olan

iligkileri iizerinde durulmustur.

Belirtelim ki bu boliimde bahsi gecen tiim k-genellestirmeleri £ = 1 alinmasi

durumunda, klasik karsiliklarina indirgenirler.






3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, sonraki boliimde ihtiya¢ duyulan klasik Lauricella fonksiyonlarinin

literatiirde yer alan baz1 6zelliklerine deginilmistir [8,12}/13,15,20,21].

3.1. Lauricella Fonksiyonlari

"Lauricella hipergeometrik fonksiyonlar1" ya da kisaca "Lauricella fonksiyonlar1"

olarak adlandinlan F{, F, F" ve F" fonksiyonlar: asagida verilmistir [8l15,20].

F[gn)(a,ﬁlw"75n;717"'77n;x15"'7$n>

>, (@it tmn (B)m == (Bp)m, 21 2™ 3.1)
M yenny myp=0 (’yl)ml e (’yn>mn ml! mn'
(’131| + o x| < 1),
Fgl)(al,...,an,ﬂl,...,Bn;'y;xl,...,a:n)
mi,...,mn=0 (/7)m1+~~-+mn mq! my,!
(max{|aa, ..., Jzal} < 1),
Fén)(OK?B;,Yb ey Yy L1y e - ,ZL’n)
= i (@t tmn (B tobmn 21 2 (3.3)
M1y, Mn=0 (/yl)ml T (’Y’n)mn my! mn'
(V]zi] + -+ V2] < 1),
Fén)(a7 /817 AR 7/677,,7, xl, P 7‘/L‘TL>
= i (a)m1+---+mn (ﬁl)ml e (/Bn)mn le o 2:;”” (3 4)
(7>m1+---+mn ml! mn' '

(max{|z1],...,|z.[} < 1).
Buradai = 1,...,nicin v,y € C\ {Z, } dir. Belirtelim ki n = 2 6zel durumu i¢in
FO =R, FY = B, FY = Fy ve FY = Fy

olup, Fi, F3, F35 ve F) klasik Appell hipergeometrik fonksiyonlaridir.



3.2. Lauricella Fonksiyonlarimin Konfluent Formlari

Lauricella fonksiyonlarinin konfluent formlari,

(I)gn)(/ﬁlﬂ s >ﬁn;’7;gj1> s axn)

G (61)7711 e (Bn)mn :anl Xy,

(7)m1+~~-+mn m1! mn!

\I]én)(a;’yla BRI (/5 P 7:En)

LS e,
m1,...,mp=0 (71)m1 T (vn)mn ml! mn'
q)gb)(aa ﬁl? s 7571,—1;7; L1y ,]}n>
— i (a)m1+~~+mn (51)7711 e (Bn—l)mn_l le o x;”"
(7)m1+---+mn m1! mn'

Egn)(alv v 704717517 s 7ﬁn71;’7;x17 L 71:71)

f: (al)m1 e (an)mn (ﬁl)ml e (ﬁn—l)mn,l 1‘71711 o l’;n"

(V)ma 4t my! my!

(I)i(in)(ﬁlv S 7Bn—1;’7;x17 s 7$n)

j;i By == Bty 2

(V) tmn my! my,!

\1]54?1)(0[7617"'7/8n—1;’717-~~7/7n;$17...,xn)

_ S () myttmn (B (Bae1)m,, 27" g
B Z (Y)my = (Yn)ma my! my!

seklinde tanimlanir [8},20]].
Teorem 3.1. Asagidaki esitlikler saglanir [8,20].
O (B, B Vi s - )
T Tn

= lim Fl()n)(@,ﬁl,,ﬁn,”}/,g,,g)

|a| =00

10

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)



o (B, ...

LCRICTRTI

= lim FX (e, By i
B0

vy (a5,

@%)(@,Bl, Ce

7ﬁn;7;x17"'

y Ty L1y - -

lim
min{|B1l...,|Bn|}—00

Egn) (O./l, N

7ana/61a"'7

lim Fén)(ozl,...,an,ﬁl,...,ﬁn;y;xl,..

|Bn| =00

(B, ...

P17 %1, - -
= lim @ (B,...

|Bn| =00

(B, . ..

s Ba1375 21, -
n ,1'1
FL())(avﬁla“-,Bn;'Y;E,...,

min{|al,|Bn|}—o0

(B, . ..

\1/5471)<a7617 s

Bt 7521, - -
Fén)(alw e 7an)/817‘ . . 76717

1
wlanl,|Bn|}—o0

|Bn|—o0

Ispat. (3.11)-(3.20) esitliklerin ispatlari icin,

lim (@)

lal—o0 Q™

=1

y Ty L1y - - -

7571—1;71’ ce
hm Flgn)(oﬁﬁlv LR 75n;717 te

7xn)

Fén)(al,...,an,ﬁl,...

, Tn)

)

75n71;’7;$17 s 71711)

lim F](jn)(a,ﬁl, oo By, .

Br—1;7;T1, - - -

, Tn)

7xn)

)

y Yny L1y -« -

X1

Flgn)(@,ﬁl, Ce

11

7571;’717"'

<y Tp—1,

, Tn)

Tn

7ﬁn;7;x17 ey Tp—1, /8_)
n

, Tn)

y Yns L1y - -

x

xy
777”%7

Ln

=)

Bn

L,
5 Tn-1, 5

B

Tp—1 Tp

By —, -
aq

B

)

a laf,

)

Tn

x Tn—1

Ve
aq

‘/'En
<y Tp—1, E

)

L

7 O‘n—l7 CYnﬁn

)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)



ozelliginin dikkate alinmasi yeterlidir. $imdi bunu gorelim:

(3-TT) esitliginin ispati,
i T Ty
lim F(a, By, . By =, =2
oo P (o, B By - - )
== 111’[1 i (a)m1++mn (/Bl)ml AR (/Bn)mn (%)ml . (%)mn
|| =00 MM =0 (’Y)m1+...+mn my! ]

_ i (B)my -+ - (Ba)m, ( lim (27 - > pt

la] =00 @Mt N

mi,...,Mnp=0 (7)m1+...+mn

mq! my,!
i (B (B, T 2l
oty Wmipegm, il my!
= (I)gn)<617 B 76?&7; L1y wrn)
seklindedir.
(3.12) esitliginin ispati,
: (n) a1 In
mln{|a1\l,1rf|lan|}~>oo FB (ala cee 7057Z7ﬁ17 e 7Bn7’77 ay [ an)
_ lim i (@1)my = (@) (B (Ba)mn (Z_i)ml o (i—Z)m"
min{|oc1|,...7\an|}—>oom1,m7mn:0 (7)m1+---+mn m1! mn'
_ i (ﬁ1>m1 e </Bn)mn ( lim (al)m1 c (an)mn> xTInl o Inmn
St Wmiem, Nminflalslanlimoe ™ ecage Smgl o my!
— i (/81>m1 ...</Bn)mn x’g_nl .x?n
=0 (Vmi+tm, Ml my,!
= (I)gn)(ﬁla s 7ﬁn777 L1, >$n)
seklindedir.
(3.13) esitliginin ispati,
lim F™(a, B, ..., n;ﬂ,...,ﬁ
\5|eoo0( Bim g 3 5>
D S TR PG TG Dl
Bl (Y1) mr - (V) my! My,

o

= Z (oY) F— ( li (5)m1+...+mn> M g

my,...,mp=0 <71)m1 o (fyn)mn B0 Bmattmn /i, my,!
S S L G
Mooy =0 (Y )ma (W) my, 1! my,!

— \Ilgn)(a;ﬂyl,...,’yn;ml,...,xn)

12



seklindedir.

(3.T4) esitliginin ispati,

T Tn
JERERRE E)

_ lim i (@) mytetmn (B)my -+ (Br)ma (%)ml (Z_Z)m"

min{|1],|nl}ro0 At (Y )ma * = (Vo) my! m,!
oo

_ Z ()" (B)my *++ (Bn)mn ) s B ;"

li
ot (W (Y )m, (mi"{lﬁll,m:ﬁn}—mo L s

lim FUN By, Bai sy Yo

man{|B1|,...,|Bn|}—o0

my! my,!

o

B S MU
mi,...,mp=0 (71)m1 T (fyn)mn ml! mn'
— \Pé”)(a;’yl, YR Ty e T)
seklindedir.
(3-13) esitliginin ispat,
lim Fl()n)(au Biyoos Buy Vi T, Ty ﬁ)
nlroe Ba
— llm i (a)ml++mn (61)m1 Tt (ﬂn)mn J?Tl . x;nfil (E_:)mn
|ﬁn‘_>oom1,...,mn:O (7)m1+'"+mn ml! mnfll mnl

o)

_ Z () my et (B)my  (Brn1)m,_, ( lim (Bn)m, ) i o 7

- (Vmat+man Bnl—o00  Bmn ) my! my,!
mi,...,mp=0
_ i (a)m1+...+mn (/Bl)ml o (/Bn—l)mn_l 3771”1 o .Z'Z"

mi,...,mp=0 (Py)mlJr"'Jan ml! mn'

= (I)(Dn)(&aﬂla S 757171;’731’1, R ,:L‘n)

seklindedir.
(3.16) esitliginin ispati,

. X
\,311|I—I>100 Fl(gn)(alv s 70571,7617 s 757”7’ L1y 3 Tn—1, /8_'”')
n n
. i (@) (o (B =+ (B 27y (B2)™
I’Bn‘_)ooml,...,mn:() (7)m1+---+mn ml! mnfl! mn!
_ . (1), ()i, (B1)my *+* (Br1)mn - (Br)ma \ 21" T,
— Z lim o ..
Moy =0 (7)m1+-~-+mn |Bnl—o0 B/ my! my!
_ i (@1)my (@) mn (B)my = (Bae1)mpy 21" o T
S (V) ma+tmn my! my,!
= :gn)<0517 ce aarwﬁb ce 7571,—1;’7; L1y 7$n)

13



seklindedir.

(3.T7) esitliginin ispati,
x
lim (1) (ﬂla'-'7Bn;7;x17"'7xn—17_n)
|Bn|—00 /671
. i (B )y =+ (Bu)mg 2 et (52)™
[Bulvoo = (Vg torm, M ! My—1! my!

- (Bl)ml U (ﬁn71>mn71 (Bn)mn " %nn
Z ( lim )w;‘

mi,...,Mp=0 (7)m1+'"+mn |Bn|—00 6mn mn'

i (B)my - (Ba-1)my, 1 21" o ;"

M. M =0 (7)m1+---+mn ml! mn!

= (I):(sn)(ﬁly s ;anﬁ%xl? s wrn)

seklindedir.

1i ve 1} esitliklerinin ispat1 icin, 1| nin sag yanindaki @gn) fonksiyonu yerine
sirastyla (3.T1)) ve (3.12)) deki esitliklerin dikkate alinmas yeterlidir.

(3.20) esitliginin ispat,
x
li F e B e Yl Ty e T, ——
s Fy 0, Bl B Y1 Y T T 3.
|Bn|—o0 - (’71)m1 T ('Yn)mn my! Mp—1! my!
_ i () tortmn (B )ma *+* (Brn1)ma < li (Bn)m, > " "
— 1m e
S (71)m1 T (Vn)mn |Bal—00 B my,!
— i (@) mytetemn (B)my - (Bomt)moy 2™ 2
M1y =0 (71)777,1 U (/yn)mn my! my,!
= ‘I/(n (0, B1y s B3 Y15+ - o5 Yo Ty -5 T)
seklindedir. m
3.3. Lauricella Fonksiyonlarmn Tek Kath Laplace Tipi integralleri
Teorem 3.2. Lauricella fonksiyonlarinin tek katli Laplace tipi integralleri
F,gn)(a7617 R >ﬁn;717 <o Yny L1y - - 7xn)
1 e
— i | R Bt By (B i) d (3.22)
I'(a) Jo

(Re(a) > 0)

14



Flgn)(a,ﬁl,...,5n;’yl,...,fyn;a:1,...,xn)

1 oo
= / e_ttﬁn_lqj%)(a7ﬁl>'"7/8n—1;717"'a7n;x17'-->$n—1>txn)dt (323)
I'(8a) Jo

(Re(Bn) > 0)

Fl(g")(al,...,an,ﬁl,...,@L;fy;xl,...,a:n)

1 /oo —t4Bn—12(n)
= et = (0, ey By B 157V T, - T, ty)dE (3.24)
F(ﬁn) 0 1 ( )

(Re(Bn) > 0)

Fén)(a7/8;fyl)--'7’Yn;x17...,xn)

L% aigm
- 1Y) (Bemy, oyt )dE 3.25
F(Oé)/o € 2 (5)717 » Vi T .Z') ( )

(Re(a) > 0)
F[()n)(a,ﬂl, e BT, Th)
= ﬁ /OOo e O (By, L Bui ity . . tay)dt (3.26)
(Re(a) > 0)
Fgl)(a,ﬁl, e BT, )

1 /°° 4B gy ()
= e 't (a, By -y Ba 1Y Ty - - T, txy )dE (3.27)
F(ﬁn) 0 b

(Re(B,) > 0)
seklindedir [20].

ispat.

Biliyoruz ki Pochhammer semboliiniin integral gosterimi
I'(a+n) 1

I'(«a) I'a

dir [[13,)21]. Simdi bu integral gosterimini birer kez kullanarak asagidaki ispatlar1 verelim:

)/ e it ldt, Re(a) >0 (3.28)
0

15



(3.22) integral gosteriminin ispati,

FAn)(a,ﬁl,.,,,ﬂn;fyl,...,’yn;xl,...,xn)

- i (@)oo sy P Bl 27
mi,..., myp=0 1 " <71)m1 T (fyn)mn ml' mn'
L), 2 mn=0 <71)m1 (V) m,, M ! my,!

oo

:ﬁ/ 1(2 S (G

= mp=0 (/Y” mp M

1

- T(a) /0 eittaillFl (51;71; tml) o By (ﬁna Tns txn) dt

seklindedir.
(3.23) integral gosteriminin ispati,

Ff(l”)(a,ﬁb.--,5n;71’---7’7n§$1;---7$n>

_ i (a)m1+~~+mn (51)7711 U (Bn—l)mn_l (ﬁ ) x71n1 o .TZI"
mi,...,Mp=0 (71)m1 T (Fyn)mn o ml' mn'
— 1 io: (a)m1++mn (/81>m1 e (ﬁn_l)mn—l /OO 6—tt5n+mn—1dt
I'(8,) M =0 (Vmy -+ () 0
S
mq! my!
_ ! / T e S @i B ot
L'(Br) Jo S (V) * (Yo )
mi Wz
Ty Ty s ()™ )dt
m1! mn_ll mn'
1 /Oo 81
= o \Ij ( ﬁl,...,ﬁn,l;fyl,...,’yn;xl,...,xn,l,tl’n)dt
I'(Bn) Jo

seklindedir.
(3-24) integral gosteriminin ispati,

Fj(Bn)(ogl,,.,,an,ﬁl,...,6n;7;x1,...,xn)

o0

_ (al)ml T (an)mn (Bl)ﬂh U (ﬁnfl)mn_l LETI o ZI?:Ln"
N Z (’y)m1+---+mn (ﬁn)m ml‘ mn'

_ 1 i (al)m1 e (an)mn (ﬁl)m& e (6n—1)mn_1 /oo e_ttlgn_i_mn_ldt
0

F(ﬂn) mai,...,mp=0 (7>m1+---+mn
ml‘ mnl

16



= ! /Oo €_tt6"_1 i (al)ml o (a”)mn (61)7711 e (ﬁn—l)mn,l

F(ﬂn) mi,...,mMp=>0 (7)m1+...+mn
),
ml! mn—l! mn'
1 /Oo typa1=(n)
= e 't (Oél, e O By B T - awnq,tl‘n)dt
I'(6.) Jo 1
seklindedir.

(3.23) integral gosteriminin ispati,

Fén)<a7/8)71777n,x17,xn)

=S (@ Dbt T
" e (71)m1 to (7n)mn ml! mn!

— _1 io: /oo e—ttoa+m1+~~~+mn—1dt (B>M1+---+mn 5L'71n1 o x?n
['(a) =0 0 (Y)ma * - (V) my, ! my!
_ 1 /OO e_tta_l f: (6)m1+~~+mn (txl)‘m1 . (txn)‘mn dt
I'(a) Jo =0 (V) * (Yo ), 1! M
L7 amigo
T ), ° U (B Wt Ty )dE
0
seklindedir.
(3.26) integral gosteriminin ispati agagidadr.
Fl()n)(Oé7ﬁla s 7571771 L1y 7xn>
— f: ( (B )my = (B)m,, 1 T,
- a)m1+"'+mn | T |
=0 (Vmattm, ! My
_ 1 i /OO e—ttcx+m1+~~~+mn—1dt (ﬁl)nu e (ﬁn)mn le o x;nn
I'(a) 0 Vmytetm, Ml my,!

mi,...,mn=>0

= L) /Oo e—tta—l i (61)7711 e (ﬁn)mn (tml)ml N (ta?n)mn "

(7)m1+-~~+mn my! mnl

mi,...,mnp=0

1 = —tya—15(n)
— 1o e Byt ,---,tndt
F(O‘)/o € 5 By Buyyitan )

(3.27) integral gosteriminin ispati asagidadur.

Fén)(awglw"7ﬁn;7;$17"-7xn)

o0

_ (a>m1+---+mn (51)m1 e (ﬁn71>mn,1 x;nl o :L'Zl"
a Z (fy)ml-‘r"'-an (5n)mn ml! mn'

mi,...,Mnp=0

17



_ 1 Z / —ttﬁn+mn—1dt( )m1+"'+mn (61>m1 e (ﬁn—l)mn,l

F(ﬁn ..... e— (’7)m1+--~+mn
ZET xnm"
myl omy,!

= 1 /Ooe_ttﬁn—l i (@) mytotmn, (B1)my * (Br1)m,_,

L) Jo =0 (V)ma -t

I )
m1! mn_l! mn'
1

— e 1M (0, Br, L Bae i Vi Ty e Tyt ) dE

3.4. Lauricella Fonksiyonlarmmn Cok Kath Laplace Tipi Integralleri

Teorem 3.3. Lauricella fonksiyonlarinin ¢ok katli Laplace tipi integralleri,

. 1
FA)(Oé,ﬁl,...,6n;717“'7/7n;x17"‘7$”> = (BDF(ﬂ )

/ / —tl—m—tntﬁl 1. tf}”_l

( 3V -5 Ins iz, ...t xn)dtl d (329)

(Re(B;) > 0,5 =1,...,n)

1
Plar) - T(en)T(B1) - - - T(8)

T T S N N B
/ / Uy B T

oF1 (= v uwviry + - 4 upvpy)duy - - dupdoy - - - doy, (3.30)

F(n)(alw‘ an7/817"'7ﬂn777x17"'7x):

(min{R(e;),R(B;)} >0, =1,...,n)

F(n)(ala" an7/817"'7571;7;'%17"-)'%71):

/ / —u1—~~-—unuf1—1 . ugn—l
(I)

(al, e QY UL ey U Ty )y - - dUy, (3.31)

L(B1)---T(Bn)

(Re(B;) > 0,5 =1,...,n)

18



n 1
Fé’)(a7ﬁ;’717'"7’771;3717""3:71) = 57 N1+ A\
. / / e T WP By (= ;s wvxy) - - o F1(—; Yo woxy, )dudv  (3.32)
o Jo

(min{R(a), R(ﬂ)} > 0)

1
[(a)l(B1) -+ T(5n)

a, B
/ / —U—VI = —Un = 1 ,31 1 __vgnfl

oF1(—;v; (01 + - - + vpxy)u)dudoy - - - doy,

15--- 6n77a$17~-- 93'):

(3.33)
(R(or) > 0; R(B;) >0,5=1,...,n)
1
a, B, By, e Ty) = TG T
/ / ftlf 7tnt61 1 tﬁ” 1

(Re(B)) > 0,5 =1,...,n)

seklindedir [|8,|13]].

Ispat. Yukaridaki esitliklerin ispat1 i¢in (3.28)) de verilen Pochhammer semboliiniin integral
gosteriminin birden ¢ok kez kullanilmasi yeterlidir. Simdi bunu goérelim:

(3.29) integral gosterimi, (3.28) formiiliiniin » kez kullanilmasiyla

Fjgn)(a,ﬁh.__,ﬁn;fyl,...,’yn;xl,...,xn)

(Oé)m1+---+m iL'Tl mn

e n /B my P n mn_ “ .. n
- : i (D octm, 27" g
F(ﬁl) . F(ﬁn) M1y =0 (’Yl)ml e ('Vn)mn | mn'

o o
0 0
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I *tl ——1ln /31 1 Bn 1
= ) -t
ek

Z (Qonapcpmy )™ (GnZa)™ gy gy

77777 ('Yl my° (")/n)mn m1| mn!

*tlf —tn /31 1 Bn 1
] -t
ﬁn / /

seklinde elde edilir.
(3.30) integral gosterimi, (3.28) formiiliiniin 2n kez kullanilmasiyla

Fj(gn)(ozl,...,an,ﬁl,...,Bn;y;xl,...,xn)

- 1 it are
= Y e (@dm B B

1
[laq)---Te )(ﬁl) (/5’n

_ (V) ma - tmy, 11!

. u‘fl"’ml—l . ugn“l’mn*lvlﬁlJ’»mlil e /U’gn+mn71dul e dundvl st d/Un
_ 1
an)T(B1) -+ T(Bn)
/ / 7u17 —Up—V1— U?l_l . ugn 1,01/81 1 ..U’,ﬁl"*l
T1uUvy)™ TpUnUy )"
Z (Trwav)™ @t t)™ e de
_ Cp—— ma|

[(ar) -+ T(an)(B1) - - T'(Bn)

00 o0

U e — e 1 _ 1 _

/ / et Up—1 Unu?l . Ug” lvfl . 'U,’[f" 1
0 0

<01 U Up )™
Z ({E1U1U1—|— +£I?U’U) dul---dundvl---dvn
(V)m m!

m=0
seklinde bulunur. Belirtelim ki son integraldeki seri oFi(—;7y;uiv1z1 + -+ + UpvuTy)
fonksiyonu ile ifade edilebilir. Ayrica son esitlige geciste

Z flmy+ -+ +m,)— o Z flm xl +- '+ )™ (3.35)

my!

formiiliintin [21] kullanildigim vurgulayalim.
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(3.31) integral gosterimi, (3.28) formiiliiniin n kez kullanilmasiyla

Fl(gn)(ozl,...,ozn,ﬁl,...,b’n;y;xl,...,xn)

o

o o (a M xmn
_ Z ( 1>m1 ( n)mn(ﬁl)ml(ﬁn)mn 1 S n '
M1,y =0 (7)m1+---+mn my: My
_ 1 i (@)m, -~ (), & g
F<61) o (Bn) mi,.., M =0 (7)m1+~~+mn ml! mn'
(o ¢] (o]
. / P efulf"'fu"u’f1+m171 e u£n+mn71du1 e dun
L e e i e
e e_ul_m_u"u 1 u-rnT
(Br) - (ﬁwté 0 !
i <a1>m1 (@), wmﬁ A
V) my 4 Mp,

.....

(al, e QY ULT T e U Ty )dug - - - duy,

seklinde elde edilir.
(3.32) integral gosterimi, (3.28) formiiliniin iki kez kullanilmastyla

Fén)(%ﬁs”h,--.,”yn;ml,...,xn)

oo
1 R
B Z (Y)my - () (O‘)m1+~--+mn(5)m1+-~+mnﬁ e 77; '
MLy.eny mnp=0 ,yl mi ’Y’VL Mn 1! Wl
o0

1 1
~ T(a)0(B) Z o O (s

.....

xy xmn
/ / —u—v a+m1+ +mp—1 B+m1+ +may—1 1 ' .. on dudv

my,!
// fuval,Bl

uvey )™ > 1 uUvL, )"
Z( ( mll) Z( ( mn? dudv

=0 V1) ms =0 Yn)mn

) e
= =T e TuT T g Fy (= wory) - o Fy (=5 v woy, ) dudv
F(Q)F(ﬁ) 0 0

seklinde bulunur.
(3.33) integral gosterimi, (3.28)) formiiliniin n + 1 kez kullanilmastyla ve (3.33)) formiiliiniin

dikkate alinmasiyla
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FDn)(a7/817 AR 7/677,,7, xl, P ,]7”)

1 x;_nl l,L,rnn
= Y« mi+-+mn /8 my ﬁ’l’l/ Mo Y n
ml,.%;no (V) my et ()4t (B1) (Bn) o
— 1 io: 1 Ty len
D(@)T(B1) -+ T(Bn) ) (Vmigogm, Ml !

00 00
_ e 1 _
/ / U1 Vn, a+m1+ +my—1 61+m1 "Uﬁn+mn 1dUd'U1"'dUn
0 0

— —uU—v1—- —vnua—lvﬁﬁ—l . ,Uﬁn—l
P(a)T( (6n) / / ' "

Z (wonz)™ - (wonz)™ 0
m1+ L) ml‘ mn' ! !
1
_ —u—v1——vp, a—1, f1—1 B,—1
F(a)l" 51) F / / u ?)1 'Un
'Z (wvrz: +- *“”"I") dudv - - - dv,
m= O

—u—vy——vp,,a—1, f1—1 B,—1
/8 / / U 'Ul 'Unn
n

1
)
0P (=575 (v + -+ vamn)u)dudyy - do,

seklinde elde edilir.
(3.34) integral gosterimi, (3.28)) formiiliiniin n kez kullanilmasiyla ve (3.35) formiiliiniin

dikkate alinmasiyla

Fgl)(a7ﬁl>'"75n;’7;$17---7xn)

= (@D g g

- T (B Yy (B )iy ——
mlv'wzmnzo(’y)m1+...+mn ! m1! mn'
P - ) ..... o (7>m1+ tmn, M ! my,!

/ / —t1—~~~—tnt51+m1 i R N
n

_ 7t17 7tnt,31 1 tﬁn 1

NG ﬁn / /

Z (Oé mi+--+mn (tlxl) .. (t .Tn) dtl LI dtn

_ (Vma om0 my,!
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o0 o0

F(ﬁn 0 0

o0

m (t Iy
Z Oé 1.1'1+ + Q?) dtl d
O

—t1—~--—tnt51 1. tﬁn—l
) / /

B (a;yitiry + -+ taxy)dty - - dty,

*tlf 7tnt131 1 tﬁn*l
n

seklinde bulunur. =

3.5. F\"” ve F" Fonksiyonlarmmn Euler Tipi integralleri

Teorem 3.4. F' E‘n) ve F' [()") Lauricella fonksiyonlarinin Euler tipi integralleri sunlardir [8,/12]:

FAn)(Oé7ﬁl7"'7571;717"'777171.17'"7x

- F(%) F(% =1 1Bn—1
F(B) - T(Ba)T (1 — Br) T (7 — Ba) / / E
(L=t (1= ty) n*ﬁn*1(1 — Xty — e — Tpty) Yty - - dy, (3.36)

(Re(v;) > Re(B;) >0, =1,...,n)

Fén)(a7ﬁl7'"75n;7;x17"-7xn)

:& la_1 (] e VB (1 — )P
F(a)f‘(’y—a)/ot L=t (L —ant) (1 — mpt) Pt (3.37)

(Re(y) > Re(a) > 0)

Ispat. ispata baslamadan once

— 1
Efiz - B(g(g Zj ﬁ)ﬁ) ~ B3 i_ 5) / N (3.38)

(Re(y) > Re(f) > 0)

B(z,y) = % (3.39)
Z(a)n% —(1—2)% |z <1 (3.40)

ozelliklerinin saglandigini hatirlatalim [[1,21]. Bu 6zelliklerin yardimiyla teoremin ispati

asagidaki sekilde yapilir:
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li integral gosterimi, Ff(‘n) nin tamminda sirasiyla (13.38[), d3.35[), (I3.39[) ve d3.40[)
ozelliklerinin kullanilmasiyla

Ff(ln)(()é,ﬁlp--;Bn;717-~-77n;x17--'7$n>

o0

— Z ) — (B1)m, o (Br)m,, ™ . xmn
M1,y =0 ! (P)/l)ml (’yn)mn my! My,
> ,Cl?ml l.mn 1
= Z (a)m1+ +mn77”lb | : 77”7 'B(B —
..... mp=0 1,71 — Bl) B(/Brm Tn Bn)

/ / t,31+m1 1 tﬁn-i-mn—l(l o tl)’Y1—,31—1 L (1 _ tn)’yn—ﬁn—ldtl . dtn

- — VAl (1 Y Bel
3(61,71 61) ﬁn/}/n ﬁn / / 1 t (1 tn)

_ _ :L‘ t Tptn
tlfl L, tﬁn 1 Z (Oé)mH— +mp, ! 1' c ( m)' dtl d

_ B1—1 Bn—1
B(ﬁlaVl 61) Bn77n ﬁn / / t t

S Z(oo bt by,

m!
_ L) P(m / / T
LB (v = B1) - T(Ba)T (v — B)
. (]_ — tl)’yl_ﬂl_l cee (1 — )’Y" Bn—l 1 — Iltl — — Tp n) adtl d
seklinde elde edilir.

Benzer sekilde (3.37)) integral gosterimi, [ ]g ™) nin tamminda sirastyla (13 38[) d3.39b ve (I3.40I)
ozelliklerinin kullanilmasiyla

. &)my+-- mMn mml len
Fl())(OC?/Bl,.,.7/871,;7;‘%17.,.,.]:”): Z 8%(51)m1"'(ﬁn)mn,’nlll"..m'
M1,y =0 /M1t tmn ' n'
N 1 D bt 1 1
- o [ T (L =) de
ml,...,zmnzo B(a,y — «) /0 ( )
xgnl T
L'(7) / - e (p )™ & (2t)™
T () —a) t* L= m e n)m dt
Mot f, 1 WZ:OW o] mzzo(ﬁ S
I'(v)

=7 g — )N L — )P (1 = t) P
_F(a)r(’y—&)/ot (1—1) (1 t) (1 —z,t)""mdt
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seklinde bulunur. m

3.6. Lauricella Fonksiyonlarmm Ekstra Parametre Iceren Integralleri

Teorem 3.5. FIS‘"), F én), F én), F 1(3") Lauricella fonksiyonlarinin ekstra A parametresi igeren
integral gosterimlerinin 1.grubu sirasiyla,

1
) BB

1
/ tﬁl_l(l_t)A_/Bl_lFIgn)<Oé,)\7/82,...,/Bn;f)/]_,...,’yn;txl,xQ,...7xn)dt (3.41)
0

Ff{n)(avﬂlw"7ﬂn;’yl7"'77n;xlv"‘

(Re(\) > Re(B1) > 0)

x )——1
Y BB, A — Br)

1
/ N = NPT EM (g, o A Bay - By ta, T, mn)dE (3.42)
0

Fén)(ah”'aan?/@h"'7571;7;'%17-”

(Re(\) > Re(B1) > 0)

n 1
Fé)(Oé,ﬁ;’yl,...,’yn;LUl,...,In) = m
1
. / tA_l(l — t)“_’\_ngL)(a, Bi A Yoy ooy Vs tT1, T,y .o, Xy)dl (3.43)
0

(Re(y1) > Re(A) > 0)

1

Fén)(%ﬁlw";ﬁn;%xl;---,mn) = m
1
. / tﬁl_l(l — t)A_ﬁl_ngL)(oz, A, Bay ooy By sty Toy .o, Ty )dt (3.44)
0

(Re(X) > Re(f1) > 0)
seklindedir.

ispat. Bu integral gosterimleri, F(”, F", F ve F" Lauricella fonksiyonlarinin

sirastyla (3.1)), (3.2), (3.3) ve (3.4) deki seri gosterimlerinin pay ve paydalarinin (\),,, ile
carpilmastyla ve (3.38)) 6zelliginin kullanilmasiyla asagidaki sekilde ispatlanur.
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(3.41) integral gosteriminin ispat:

Flgn)(a,ﬁl,,,,,ﬁn;yl,...,’yn;xl,...,xn)

_ i (@)myttmn (B)my =~ (Bp)m, 1" TR (A
M =0 (Y)ma (M) ma my! M) (N,

— i": (@)mattmn Ny (B2)ms == (Bo)my 1 23 BBy +ma, A = Br)
S ( 1)m1 (PYn)mn my! my,! B(ﬂla A — Bl)

_ - ()i 4ot (Mg (B2) s - (Br)m,, 27 o T,

Bl Z (Y)ma - (Vo) ma my! my,!

1 /1 _ 8-
- t61+m1 1 1_t A—pB1 1dt
B(B1,A = B1) Jo S

1 b g
B B(ﬁl,A—&)/o P
i (a)m1+"'+mn()‘)m1<62)m2 : (ﬁn)mn (txl)ml IQ - x;”" dt

mi,...,;mp=0 (71)”% T (%L)mn my! mo! my!
- 1
B(ﬁh A— 61)

1
. / tﬂl_l(l - t>>\_51_1F,Eln)(aa )‘7/827 e 75’!1;717 e ,’}/n;t[)'}l,.l’g e ,I‘n)dt
0

seklindedir.
(3.42) integral gosteriminin ispati,

Fén)(a/la"'70-/717617'"aﬁn;v;wla"~7xn)
Z (1) my = ()i, (B )my = (Br)m, 71 o ™ (N)my

(7)m1+~-~+mn ml! mn' ()‘>m1

_ i (@1)my + (@) (N my (B2)ms * =+ (Ba)m,, 71" L ' B(B1 +mi, A — 1)
(V)mi -t my! my! BB, A= Bh)

1 1
~ BB, A ) /0 A
i (1)my * (@) (Mg (B2)ms =+ (Bn)m,, (£21)™ 25" . T dt

QO — myl my! my!

" BB B)
1
/ tﬁl_l(l—t)’\_ﬁl_lFén)(ozl,...,an,)\,ﬁg,...,ﬁn;'y;txl,arg,...,xn)dt
0

seklindedir.
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(3.43) integral gosteriminin ispati,

Fén)(a7/8)’yl777n,x17,xn)

xmn

_ (a)m1+---+mn (B)M1+---+mn le .o ()\)ml
a Zno (Y)ma * () ma my! M) (N,

_ Z (@) -t (B) 4ot 21 oy BA+mi,m— A
(Nmi (V2)ms * - (W) 01! my! BA, 7 —A)

1 1
_ t}\*l 1 _ t fyl,)\,l

i (a)m1+---+Tnn (/8>m1+"'+mn (txl)ml xgnz . x?n dt
g N (2)ms - (), mal !
B 1
B(A7 T A)

1
. / tA_l(l - t)PYl_)\_lFC('n)(aﬂ 57 )‘7 Y25+ T tl’l, L2y ’x”)dt
0

seklindedir.
(3.44) integral gosteriminin ispati,

Fén)(awBl? cee 7671;7;1.17 cee axn)
_ i (@) +tmn (B)ma - -+ (Br)my, 21" oz (A

(V) my 4t my! Mi! (A

_ i ()t Ny (B2)ims =+ (Br)m,, 27" o zy B(B1 +mi, A — Bi)

mi,...,mp=0 (7)m1+---+mn mq! my! B(ﬁh \ — ﬁ1)
— i (a)ml+"'+mn ()\>m1 (52)7712 te (ﬁn)mn xgnl o len
M1,.e,Mp=0 (P)/)m1+---+mn m1! mn!
1 ' B 1 A—B1—1
- t1+m17 1_t717dt
B(ﬁl,A—ﬁl)/o -9
1 1
- t/81_1 1—+¢ A—p1—1
B(ﬁl,A—m/o =9
i (a)m1+~--+mn()‘)m1 (/62)7712 te (Bn)mn (tfbl)ml :L‘;nQ o ;L‘Zln di
(7)m1+--~+mn mq! ms! mnl

1
B B(ﬁl? A— 51)
seklindedir. m

1
/ tﬁ1—1<1 o t)A—B1—1Fgl)(a, A, By ooy Buy it o,y .o xy)di
0
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Teorem 3.6. Fj{‘l F 1}(3”)’ F((;n), Fgl) Lauricella fonksiyonlarinin ekstra \ parametresi iceren

integral gosterimlerinin 2.grubu sirasiyla,

1
B(a, A — «)

1
/ 7L = T E N Bry e Bas s - it )
0

Fjgn)(()é,ﬁlr'-75n;717-“7’yn;x17---7xn> =

(Re(M\) > Re(a) > 0)

1

1
. / tk_l(l — t)’Y_A_lFén)(Oélp s 7an7617 s 7Bna /\;t.Tl, e 7t'rn)dt
0

Fl(?n)(&lv"'7Oén7ﬁ17"'76n;7;x17"'7xn> =

(Re(y) > Re(\) > 0)

1
B(a, A — «)

1
/ ta—l(l_t))\—a—lFé")()\’B;fyl’,,,,’yn;tl‘l,...,txn)dt
0

Fé'n)(&7ﬁ;717'"77n;x1>---7xn) -

(Re(M\) > Re(a) > 0)

1

1
) / 11— t)%/\*lﬁ’l()")(og, By By Aty .. tay,)dt
0

Fl()n)(a7ﬁl>'"7571;7;-1'17---7:[11) =

(Re(y) > Re(\) > 0)

seklindedir [8].

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

ispat. Bu integral gosterimleri, ", Fz(an)’ E™ ve F](jn) Lauricella fonksiyonlarinin sirasiyla

(3.1), (3.2), (3.3) ve (3.4) deki seri gosterimlerinin pay ve paydalarinin (\),,,+..1m, ile

carpilmasiyla ve (3.38) ozelliginin kullanilmasiyla asagidaki sekilde ispatlanr.
(3.43) integral gosteriminin ispati,

Fjgn)(a,ﬁl,.,,,ﬂn;fyl,...,%l;xl,...,xn)

S @O, B ol 7 (o,

(71)7?11 e (f)/n)mn ml! mn| ()\)m1+,_,+mn
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_ i (N iyt By -+ (B, 2™ N g
MA ooy =0 (71)m1 T ('Yn)mn my! my,!
Bla+mi+---+my, A — )
. B(a, A — «)
_ i (N oy ooty By = (B, 2™ N gz
M1y =0 (71)m1 T (7n)mn my! My, !
1

1
. ta+m1+~-~+mn71 1—¢ Afafldt
B(a, A — «) /0 ( )

1 1
— tafl 1 . t A—a—1
B(a, A — «) /0 ( )

i (Mmoot (B)my = (Br)m, (E21)™ ) (tz,)™ dt

mi,...,mp=0 (71>m1 o <fyn>m” ml! mn'
! 1 )
= Blah_a) / T = O EY O By B Y - Yt -ty )dE
) 0

seklindedir.
(3.46) integral gosteriminin ispati,

Fé”)(ah---,Oén,ﬁh---,5n;’7;$1,-~-,xn)

— i (a1>m1 e (an)mn (61>m1 e (Bn)mn l{nl o Ji?{b" <A>m1+"~+mn

mi,...,mMnp=0 (V)m1+"'+mn mI! mn' ()\)m1+"'+mn
— i (al)rm e (an)mn (61)m1 s (5n)mn Igm o .IZL"

mi,...,mp=0 (/\)m1+--~+mn m1! mn'

B MmN

— i (al)m1 U (an)mn (51>m1 te (Bn)mn l{nl o anm"

mi,...,mp=0 (/\)m1+~~~+mn m1! mn'

1

1
- t>\+ml+"'+mn_1 1—+¢ W—A—ldt
o), (-1

1 /1 A—1 —2—1
=— [ A1 —q)y
B()‘77_)‘) 0 ( )

S (@0 Qoo By - o (2™ (1)

()\)m1+...+mn m]_! mn!

seklindedir.
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(3.47) integral gosteriminin ispati,

Fén)(a7/8)’yl777n,x17,xn)

_ (@)myttmn (B)mattmn T T3 (Nt
— Z o
my,...,mMp=0 (’yl)ml o (ﬁy")mn ml! mn! ()‘)m1+---+mn
My =0 (71)M1 T <7n)mn m1! mn!
Bla+m+---+mp, A= o)
B(a,\ — «)
_ i (A)m1++mn (/B)ml++mn x;_nl . x:':n
(71)m1 e (f}/n)mn m1! mn!

1 1
. ta+m1+--~+mn71 1—¢ Afafldt
B(a,\ — «) /0 ( )
— 1 /1 ta—l(l _ t))\—a—l
Bla,\—a) J,
i (N)mstotmn (B)my 4, (E1)™ o (ta,)mn dt
M1y =0 (,Yl)ml e (ryn)mn ml! mn'
1 Lo ol (n
- m/ t (1 — )N 1Fé )()\,5;%, e Yyt Lty dE
RN 0

seklindedir.
(3.48) integral gosteriminin ispati,

Fgl)(avﬁlw"7571;7;-1'17"'7-%11)

o0

_ (a)ml+"'+mn (61)7711 o (/Bn)mn 3771%1 Xy, ()‘)m1+~~~+mn
— Z ..
mi,...,mp=0 (7)m1+~-~+mn my! my! (/\)m1+~~~+mn
LS @B Gl o2
mi,...,mp=0 ()‘)ml-i-"--i-mn m1! mn|
BA+my 4t me,y = A)
B()‘a 7= )‘)
1 ! A—1 A—1
= =0T (1 —t) A dt
i (a)m1+"'+mn (ﬁl)ml U (ﬁn)mn (txl)ml o (txn)mn
()\)m1+...+mn ml! mn'

1 1
S — S I A B Nitay, . tr,)dE
B()\,zy_)\)/ov ( ) D (a7ﬁ17 76 y A LT, , LT )

seklindedir. m
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3.7. F/(x”) Fonksiyonu icin Doniisiim Formiilleri

Teorem 3.7. F\" icin (1) = n tane doniisiim formiilii asagidadir [8].

Fjgn)(a Blyee s By Ve e s Yy 1y e ooy ) = (L — 1)
T i) Tn

.Ff(g (Oé T — 51752,...,5n;71,...,7n;ﬁ,1_x1,...,1_x1

)

F,gn)(awglw"7671;717"'7771;1‘17'”"%77,) = (]- _xQ)_a
n i T T T
Fxg)(&7/81772_/827/837"'7671;717"'7771; . 2 >

)

1—1’2’1’2—1’1—1’27.”’1—272

Flg")(a,ﬁl, e By Yy Y Xy e Ty) = (L —xy) T
a1 Tn-1 Tn

)

F,gn)(OQBlw"vﬁn—lv/yn_Bn;’Yla"w,}/n;ﬁ)"'a 1— 7 ax 1

Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispati icin sirasiyla li integralinde ("

1) olasi

doniisiimiin

tlzl—ul,tgzug,...,tn:un
tir=uy,ta =1—wug,tz3 =wuz,...,t, = Uy,
t1=up,. . ;b1 = Up1,tp =1 —uy,

seklinde yapilmast yeterlidir. Gergekten de (3.36)) integraline ilk doniigiim uygulanirsa,
I(v)---T'(ym)

(n) . ) —
Fat By Britas oo 20 0) = G RNy = ) -+ T — o)

/ / tﬁl 1. tﬂn—1<1 t)“/l f1—1 . (1_tn)%—5n—1

1—$1t1 e — Ty n) adtl d

W%) L)
Bu)l(y1 = B1) -+ - T — Bn)

/ / B1— lugz—l ug”_luiﬂ Br— 1<1 _ u2>72—52—1 .. (1 _ un)%—ﬁn—l
0 0

(1 =211 —uy) — woug — - -+ — wpuy)” *duy - - - duy,
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L(y1) - T'(yn)
L(B1)---T(B)(v1 = B1) - T(vn — Bn)

1 1
/ ’Yl —B1—1 52 1 uﬁ”fl(l _ ul)ﬁ1*1(1 _ u2)72*52*1 . (1 _ un)’ynfﬂnfl
0 0

= (1 — $1)7a

T, —«
T T2 Ln
= 1— aF( ns y ooy Iny ) rrt
( 331) ( 617527 75 ’71 fy €T, — 1 1—(E1 1—$1)

ilk doniistim formiilii elde edilir. Digerleri de benzer sekilde yapilir. m
Teorem 3.8. F " in bir diger ( ) tane doniisiim formiili,

F,gn)(Oé?Bl?"'7571,;’)/17""771;'%17--'7'7:71) = (1_$1_~T2)_a

n €1
F()Oé, - ) - y y ooy Pny I (e —
A ( Y1 — B, 72 — B2, B3 Brin Y T+ g —1
X2 €3 Tn
T4+ Te—1"1—21—29 1 =21 —29

Flgn)(a,ﬁl,...,ﬂn;'yl,...,fyn;xl,...,xn) =1—-2y—x3)7°

A ( y 1 51,52773 /837/647 76 4! Y 1+ x5 — 1
T T3 T4 Ln
l—m—a3 o4+ a3—1U1—ay—a3 1—mx—a3

—

Flgn)(a,ﬂl,...,5n;'yl,...,'yn;a:1,...,xn) =(1—x1 —zy,)

g
. - o Bt Y = By Yy
A (05771 ﬁ17/82) 76 1,7 /8 71 Y xl_l_xn_l
i) Tp—1 Tn )

l—2y—2, "1—21—2, 214+, —1

—Q

F,Eln)(a,ﬁla---;5n;717‘--7'7n3x17---,xn) = (]_—LUQ—.T?,)
n T
Fxgl)<&7ﬁl772_ﬁ2773_ﬁ37ﬁ47"'7ﬁn;717"'77n; !

) T3 T4 Tn

1—132—.%3’

$2+$3—17I2+ZE3—171—‘T2—ZL’37.”71—ZE2—J]3

dir [8].
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Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispat1 igin ) integralinde (g) olas1 doniigiimiin

t1:l—ul,tQ:1—u2,t3:u3,...,tn:un
tlzl—ul,tQZUQ,tgz1—U3,t4:U4,...,tnzun
Z51:1_u17t2:u27"'atn—1:un—latnzl_un
tl:ulatQZ1_u27t3:1_u37t4:u47"'atn:un

seklinde uygulanmast yeterlidir. Gergekten de (3.36) integraline ilk doniigiim uygulanirsa,
I'(71) - T(w)

(n) . . _
P B ees i i 80) = G TG00 (= Br) T — o)

/ / tﬁl 1t62 1t53 1 tﬂn—l

1—t Y1—PB1— 1(1 t2)72 Ba— 1(1 tg)% B3—1 . (1_tn)’7n—ﬁn—1

(1= @ty — - — Tpty) "Odty - iy,

F(’h) T'(m)
Pu)l(y2 = P1) - T — Bn)

/ / 51 1 1 2)52—1u§3—1 . _ugn_l

1/1 Bi—1 72 B2— 1(1 ug)'ys Bs—1 . (1_un)7n—ﬁn—1

(I —21(1 —up) — 2o(1 —ug) — x3us — -+ — Tpuy) “duy - - - duy,

o I'(v) - T(ym)
F(Bl) e 'F(ﬁn>r(71 - 51) T F(%L - ﬂn)

1 1
Y1—p1—1, y2—B2—1_ B3—1 Brn—1
-/ .. ./ ul u2 u3 .. -un
0 0

=(1—mz —x9)

(11— U1)’81_1(1 — u2)62—1(1 — u3)73_53—1 (1= un)’Yn_/Bn—l
) <1 - o Uy — v Uo
T+ a9 — 1 T+ 19— 1
. LU{% ..... Lun)_adU1 L dun

1 -z — 2o 1—2x1 — 2

= (1= 21— 22) " F§ (0, = Br,v2 = Bay By oo Bus M- Y

T T2 T3 Ty,
xi4+xe—1 21 +20—1"1—21—25 1 —121 — 29

ilk doniisiim formiilii elde edilir. Digerleri de benzer sekilde yapilir. m
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Teorem 3.9. Fj”‘) in bir diger (g) tane doniisiim formiilii agagida listelenmistir .

F,gn)(Oé?Bl?"'7571,;’)/17""771,;'%17"-71771) = (1_$1_~T2_$3)_a
'F,Exn)(a»%_517'72_52773_537547---7571;717---,%15

T T2 T3
) Y )
1+ xo+xs—1 2 +20+23—1 21+ 20+ 253—1
T4 Tn
e
]_—ZL‘l—[EQ—JZg 1—$1—$2—ZE3

Ff{n)(awglw"7ﬂn;/yly"'a’y’n;xlv'”7$n) = (1_:51_1'2_1'4)_&
: Ign)<04;71 _517’}/2 _52763774 _647657"'7ﬁn;717"'77n;

Iy X2 I3 Ty
9 J Y 9
T+ 2ot+axs—1 21 +20+24—1 1 —21 —20— 24 T1+22+24—1
Ty T
e
1—$1—I2—I4 1—1‘1—132—.774

Fﬁ”)(a,ﬁl,...,ﬁn;fyl,...,’yn;xl,...,xn):(1—1:1—:1:2—%)’“
n X1
'F()Oé, - ) - ) s Pn—1,Tn — Pn; N (2
w (= Bioye — B2, 55 Bn—1, Y — Brin v byt — 1
To X3 Tp—1 Tn )
1+ xo+a, —1'1—2y—29—x, 1—xy—29—2x, 1+ 29+ 2, —1

Ff(ln)(()é7ﬁ17"'75714;717"'77714;3:17"'7&:71) = (1_3:2_373_:64)704
I

-F,gn)(a,ﬁl’%—52”73—53”74—54>55>"'”6”;71""’%; 1 — 2y — 23— a4

o)) x3 Ty Ts
9 Y 9 AR
Totaxst+axs—1 xo+ars+as—1 290+23+24—1"1—29— 23— 24
xn

].—.732—.T3—I4

Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispat1 icin (3.36) integralinde (g) olas1 doniisiimiin

tl:]_—Ul,tg:1—U2,t3:1—U3,t4:U4,...,tn:un
t1:1—u1,t2:1—u2,t3:u3,t4:1—u4,t5:u5,...,tn:un
hh=1—wuta=1—ugt3=us,....,th 1 =uy1,t, =1 —u,
li=up,ta=1—ugts=1—ug,ty =1 —uy,ts =us,...,t, = u,
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seklinde yapilmas: yeterlidir. Gergekten de (3.36)) integraline ilk doniigiim uygulanirsa,
L) T()

ﬁ?"'?/Bn;’y7"'7fyn;x7"'71.” =
: 1 b ) = R T BT o = B T
/ / (1 — )71 —uy)?27 (1 — u3)63_1uf4_1 Y Ve

“/1 B1— 1u72 B2— 1ug3 Bs— 1(1 . u4)’y4—,34—1 . (1 _ un)’yn—ﬁn—l

(T —21(1 —up) — 2o(1 —ug) — 23(1 —ug) — xguy — - -+ — TPUy) “duy - - - duy,

I(y1)---T(m)
F(ﬂl) T F(/BH)F(VI - 61) e 'F(’Yn - ﬁn)

1 1
—B1—1 ya—PBa—1 ~ys—Ps—1 Bs—1 _
// u’ln B1 u’2yz B2 ugs B3 ufzx _“ugnl
0 0

(1= )T = )2 = ug) P — )T (1 = gy )Y

= (1 — X1 — T9 —xg)_a

1 Ta 3
1-— Uy — Uy — Us
SL’1+.T2—|—563—1 SL’1+.TQ—|—SL’3—1 SL’1+.’L’2—|—$3—1
Ty Tn _
Uy — + o — Up) " “duy - - - duy,
].—5131—.732—1’3 1—1‘1—1’2—.%3
— —a p(n) . .
—(1—x1—x2—m3) A (04,71_51772_52773_53,ﬁ47-~-;ﬁn7717--~77m
T ) ZT3
) ) )
I1+$2+ZL’3—1 $1+$2+IE3—1 $1+$2+$3—1
Ty L,
1 ]
—T1— T2 I3 — T — T2 — I3

ilk doniisiim formiilii elde edilir. Digerleri de benzer sekilde yapilir. =

Teorem 3.10. FIE‘") in bir diger (n’z ) = n tane doniisiim formiilleri asagidadir .

1

(n)( Bl s By Vs ey Yy Ty ey Ty) = (L — g — oo — )
n x
'F,El)(aaﬁlafm_ﬁ?a---?'yn_Bn;lev"'a’yn;1_1_2___._% )
) Tn )
Tot - tx, =1 Tag+ o+, —1
(n)( 517"'76n;717'-'77n;x1?'"7$n):(1_1.1_1'3_"'_3311)7&

T
x1+9€3—|—---—|—xn—1’

'F,Exn)(aa')’l_51752773—537---7'}%_/Bn;’)’la---,')/n;
To T3 T )
l—ay—ag—- —x sy +az+--+x, -1 TxgF+ag+- 4z, —1

Flgn)(oz,ﬂl,...,Bn;’yl,...,’yn;xl,...,xn) =(l—x1— - —xy 1) "
sl

R N I

. Fén)(aavl - 517' < Yn—1 — /BTL—l?Bn;/yl" < Ins
Tpn-1 Ln

e e R i 2
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Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispatt 191n 6) integralinde ( ) olas1 doniisiim

tl:Ul,tgz1—U2,t3:1—U37...,tn:1—Un
tlzl—ul,tgzug,tgz1—u3,...,tn:1—un
hh=1—-uta=1—wug,....th 1 =1—up1,tn = uy

dir. Gergekten de doniisiimlerden ilki uygulanirsa,

['(m) - T(m)
F(ﬁl) o F(ﬁn)r(’Yl - 51) o F(’Vn - 5n)

/ / Bl — )P (1 = )

Ffln)(a,ﬂl,...,Bn;%,...,%;xl,...,mn) =

1—U1 71 B1— lqu B2—1 .u;YLn_,Bn_l
(1= zqug —x2(1 —ug) — -+ — 2 (1 — ) “duy - - - duy,
:(1_1,2_'___1,)704 F(’Vl)"'r(’yn)

L(B1) - -T(Bp)L (1 = B1) - T(vn — Bn)

1 1
B1—1, v2—P2—1 Yn—Bn—1
. / “o ul u2 o e un" n
0 0
(1

_ ul)’h—ﬁl—l(l _ u2)/32—1 . (1 _ un)ﬁn—l(l _ 1

u
l—dg— - —ay
) Ty _
p— u_---_ un adu ..-dun
x2++xn_12 x2++xn_1 ) 1
:(1_x2_'”_:En)iaFIEXn%aaﬂlany_627"'?7n_5n;717"'77n;
1 ) T )
l—ag— - —ap o+ +x,— 1" "1+ +x,—1

ilk doniistim formiilii elde edilir. Digerleri de benzer sekilde yapilir. m

Teorem 3.11. F{"” in diger (") = 1 tane doniigiim formiili,

FA")(a Biye ooy By Yy e ooy Vs 1y e ey X)) = (L= — oo — )¢
CF (1 = Bry s = B Vs s
T Tn

)

Y

vt tr, =1 T+, — 1
dir [8].

Ispat. Yukaridaki doniisiim formiiliiniin ispatt igin () olasi doniigiim
tlzl—ul,...,tnzl—un

olup, (3.36) integraline bu doniigiim uygulanirsa
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D(y1) - T(ym)

F (0, Bry e Bri Vs ooy Vi 1y ey ) = T8 - T(B) T — Br) - I

/ / (1—u) 7 (1= )Pt Pt

(1—a21(1 —uy) — - — 2, (1 —up)) %duy - - - duy,

—a F('Vl) T F('Vn)
L(Br) - T(Bp)l (1 = B1) - T(vn — Bn)

1 1
. / . / qu_Bl_l oo (] )P (1 — gy, )P
0 0

(11—

(12— — )

T1 Tn
x1++$n_11 xl_i_..._i_xn_l

— (=2 = = 20) “F (0, m = Bry s Ye = By Vs> Yo
T T,

Y

xl_‘_..._{_ajn_l"” xl_l_..._i_xn_l

Up) Yduy -+ - duy,

)

istenilen doniisiim formiilii elde edilir. m

Sonug 3.12. Bu kisimda Ff(‘") icin verilen toplam doniisiim sayis1

(1)« () e ()=

dir [38].

38. F [(,"> Fonksiyonu icin Doniisiim Formiilleri
Teorem 3.13. F” icin bir doniisiim formiilii
Fo - (1) B (1 — ) Bn
no(, By B Xy ) = (1 — 1) (1—z,)

x T

an)(fy_a,ﬁl”ﬁn,,y’l"l——

seklindedir [8].

Ispat. Yukaridaki déniisiim formiiliiniin ispat: i¢in uygun doniisiim
t=1—u=dt = —du

dir. (3.37) integralinde bu doniisiim uygulanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

FDn)(a,Bl,...,5n;fy;x1,...,xn)

__ PO [Manig _ppmami(g — gy B (1 — gy
_F(a)F(v—a)/Ot (1= =011 = 298) P (1 — 2 t)~Pdt
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I'(v)

1
= —)/ (1—w)* ™ 1 — 2y +2u) ™ (1=, + 2u) Prdu

I'(e)I'(y

=(1—zy) P

(1 _ xn)—ﬁn

istenilen doniisiim formiilii elde edilir. m

Teorem 3.14. Fl()”) icin n tane doniisiim formiili asagidadir [8]].

F§ e, By oy By v 1, - -

an)(oﬁfy_ﬁl ——6n,,62,;ﬁn7/77

an)(a,ﬁl, e

s Bni s T, -

F(’Y) /1 uy—a—l(l - u)a—l
L)y = @) Jy
(11— 1 lu)—61...(1_ Tn 1U)—Bndu
Try — Ty —
—(Q—z) (1= ) P FD (- By — L
( .171) ( fL’) D (/7 a:ﬁlv 75 y Y5 1'1—17 ’l'n—l)
@) = (1 —21)""
1 T — Ty Il_xn)
5(71—]_71'1—]_"”7131—1
G Ty) = (1 —x9)™¢
. .IQ_xl T To — T3 Lo — Tp
ﬁﬂdﬁiﬂa"'?ﬁnafyv x2_17x2_17 x2_17"'7 x2_1>

'Fén)(a75177_61_"'

FS o, By, ..y By s a1, - -

: Fén)(@,ﬂl, .

7Bn7177 -

7xn) = (1 - xn)_a

n — L1 Lp — Tn-1 Tn

i
Br— = B

.
Ty, — 1 ’

)

?

z,—1 "z,—1

Ispat. Yukaridaki déniisiim formiillerinin ispati igin (3.37) integralinde sirastyla

u

11—, +x,u

1—a+zu’

u

doniisiimleri yapilmalidir. Gergekten de doniisiimlerden ilki olan

1—
f= et = L Y
11—z 4+ 21 (1 =z + x1u)?
doniisimii (3.37) integraline uygulanir ve
|—t—1— u :(1—u)(1—x1)
1—214+ 211 1—214+ 21
1 —
l—zt=1- T = il
l—z14+x2v 1—21+21Uu
Toll 1—21+ 20— 22u 1—x T| — To
L= _ _ (1-n=m,)
1—z1+ 210 1—z1+ 210 1—z1 4+ x1u T — 1
Tpl 1l—214+21u—2uU 1—x T — Tp
|- _ _ (1-mmin,)
1—1’1+LL’1U 1’1—1

1 —214+ 210

1—21+ 21
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olduklar: da dikkate alinirsa,

Fén)(a7/817 AR 7/67“7, xl, P ,]7”)

_L 1 a—1 _ p\y—a—1 — —B1 _ 2 —B2 .. . —Bn
— e [ 0 ) P ) P (1= )

I'(a)l'(y
- F(")/) /1 —1 —a—1

=(1—2x o~ uﬂé 1_u7 «

A=) i —ay Jy Y

(1= Iyt T2 v TLT O sy

r1—1 x—1 x —1
n x ry — X 1 — Tp

:(1_$1)_QFJ(D)(Q:'7_51_"'—ﬁn,ﬁg,...,ﬁn;y; ! ! 2 . ! )

1‘1—171‘1—1" 1‘1—1

elde edilir ki bu da ilk doniisiim formiiliiniin ispatin1 tamamlar. Diger doniisiim formiilleri

de benzer sekilde yapilir. ®

Teorem 3.15. F/gn) icin n tane doniisiim formiilii asagidadir [8]).

F, 81, Buyvian, ) = (1 — 2 (1 —2y) %2 (1 — ) P

T2 — T Tp — T
F(n) _ _ — =0, s Ys
D (’y a, 7y 51 B ’52’ 75 V3T, xg—l’ ) xn—l)
Fgl)(a,ﬁl, o By, ) = (1 — )T (L = 2p) VTP — )T (1 — ) P
n 1 — 22 T3 — T2 Tp — T2
Fé)(’y_aaﬁlv’y_ﬁl__/Bnaﬁfﬂ?aﬂna/% : y L2, )

r;—1 3 —1"""""ax,—1

Fén)(a7ﬁl7 By, my) = (1 —2) P (1 =y P (1 = gy, )

X1 — Ty Tn—1 — Tn
, Tn)

FO v =, Bry oy Bty = B — = Bai s "

e R
Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispati i¢in (3.37) integralinde sirasiyla

. 1—u . 1—u
S l—xw) T 1= au

doniigtimleri yapilmalidir. Gergekten de doniisiimlerden ilki olan

1—u ry—1
t= = dt = ———d
1 —xu (1 —zqu)? "

doniisiimii uygulandiginda,

Il—u  u(l—x)
l—zu 1—2u

1-— 1-
1—[E1t:1—ZL‘1< U>_ T

1—t=1-

1—zu 1—zu
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1-— 1-— —
1—x2t=1—x2< “): 2 (1—“72 xlu)
1—zu 1—zu Tog— 1

1—u 1—x, Ty — T
1—at=1-— n( ): (1— )
v v 1—zu 1—xzu xn—lu

olduklar1 (3.37) integralinde dikkate alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Fgl)(Oé7ﬁla .. ,ﬂn;"}/;l'l, . ,,ﬁEn)

_L 1a71 _ \y—a—1 — —B1 —r —B2 . . —Bn
- _a)/ot (1-1) (1 —a1t) (1 — 2at) (1 — z,t)Prat

D)y
- - - r'() /1 e .
— _ y—a=PB1(1 _ B2 . .. _ Bn y—a—-1¢1 _  ya—1
(1—m) (1 — o) (1—z,) TaTo—a) ), u (1 —u)
Nty (1 T2 T Ny —ay \ h
(1 —zqu) (1 P u) <1 p— u) du

=(1- xl)v—a—ﬁl(l _ 332)_62 (1= xn>—ﬁn

n To — T Ty — T1
'Fé)(’y_aa’y_ﬂl_"'_671752’"'7571;’7;1‘17

)

bulunur, bu da ilk doniisiim formiiliiniin kendisidir. Digerleri de benzer sekilde ispatlanir. m

zp— 17w, 1

Sonug¢ 3.16. Bu kisimda F,(D") icin verilen toplam doniisiim sayis1 2n + 1 dir [8].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Pochhammer k-sembolii kullanilarak bir 6nceki boliimde bahsi gecen

fonksiyonlarin ve dzelliklerinin k-analoglari verilmigtir. Bu boliim boyunca & € R dir.

4.1. k-Lauricella Fonksiyonlar:

"k-Lauricella hipergeometrik fonksiyonlar1" ya da kisaca "k-Lauricella fonksiyonlar1'

olarak adlandirilan FXL), Fgl,l Fé") ve 117/(371,)C fonksiyonlari sirasiyla,

Fxg(a,ﬁl,...,ﬂn;”yl,...,fyn;xl,...,xn)

— Z (a)m1+"'+mn,k(ﬁl)m1,k e (6n>mn7k; J:;nl o ,Inmn
(71)m1,k T (’Yn)mn,k m1! mn'

1
(Jza] + -+ |zal < E)’

Fg?])g(alw'-704n7517~--,511;’}/;1‘1,...,1’”)

— i (al)mlyk T (an>mn,k(61)m17k te (ﬁn)mn’k .I'71n1 o
T (V)4 mq!
1
(max{|z],..., |z.|} < E)’
F (0, By, o i 01, - )
= io: (a)m1+"'+mn,k(/8)m1+--~—|—mn7k; .,L{nl L len
(YD) mak = (Vn)ma my! my,!

1
(Va1 + - + V] < —=),

Vk

Fg;)g(a,ﬁl, e By, X))

— Z (Oé)m1++mn,k(5l)m1,k e (/Bn)mn7k; x71nl . len
(V) ma et mq! my!

1
(max{|x1|, s |$n|} < E)

@.1)
x;:‘ 4.2)
4.3)
4.4)

seklinde tanimlanir. Buradai = 1,...,nicin v,v; € C\ {kZ; } dir. Belirtelim ki n = 2

durumunda bu fonksiyonlar, k-Appell hipergeometrik fonksiyonlarina indirgenir.
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Teorem 4.1. F\"), F\), F\), FY') k-Lauricella fonksiyonlari ile F\"”, F{, F\", FyY

klasik Lauricella fonksiyonu arasindaki iligkiler sirasiyla,

Fzgr,llz(oaﬁlw"Jﬂn;th‘--,f}/n;xl,...,.fn)
N Ve L. By O
k7k7 ’kf,k7 ,k,.]fl, 7{E)
Fg?l)g<a17“-705n7ﬁ17---7Bn;’y;$1,...,xn)

n), 1 Qn 51 671 Y
:FJ(B)(_ .1

= Py

e s P T
EU R R R ke )
Fg;z(()é,ﬁ;%,...,f)/n;xl,...,xn)
Mm@ Bn
C(k:7k7k:7*-'7k,kxl,-..’kxn>
Férflz:((j[’ﬁh"'7671;/7;1.17--'7xn)
_pm @ B Py
_FD (k;7k:7"'7k7k7kx1, ,/{Z:En)

seklindedir.

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

Ispat. Bu esitliklerin ispati icin (2.12) de verilen k-Pochhammer sembolii ile klasik

Pochhammer sembolii arasindaki

=0 (3).

iligkinin dikkate alinmasi yeterlidir. Ger¢ekten de s6z konusu iligkinin kullanilmasiyla

Ff(f,z(a,ﬁl,...,5n;'yl,...,fyn;x1,...,xn)

o0

Z (a)ml—l—-"-&—mn,k(ﬁl)mhk ce (ﬁn)mnk x?“ o T
M yenny mnp=0 <71)m17k e (vn)mn,k ml' mn'
B i km1+---+mn(%)m1+m+mn ml(%)ml ) .kmn(%)mn o pn
mi,...,mp=0 kml(%%m T kmn(%)mn m1! mn!
olup gerekli diizenlemelerden sonra
FX?;(OQBI’ ce Jﬁn;th ey Yy L1y .. 7$n>
MY yenny mn=0 (%)ml e (%)mn ml' mn'
TR S Pt 1 I
A(kaku 7k7k7 7]{:7:617 ,I’)

elde edilir ki, bu da (4.5)) esitliginin ispatin1 tamamlar. Benzer sekilde (4.6), (&.7) ve (#.8)

esitlikleri de ispatlanir. m
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Teorem.1] de verilen esitliklerin her iki yaninda parametrelerin % kati, degiskenlerin

% kat1 alinarak asagidaki sonuca ulasilir.
Sonug 4.2. Asagidaki iligkiler gecerlidir.

Fjgn)(a,ﬂl,,,_,ﬁn;%,...,’yn;xl,...,xn)

= Féi‘;i(km EBys . kB kyes o kg %, . %)
FS oy, Bry oy B Vi s -y )

— F)(kas, ... kan, kBu, .., kB ks % N .,”7_;)
FS (0, B9, oy i s -y )

= Fé’?,i(koz, kﬁ;k%,...,k%;%,...,x—;)
FSa, Bry -, By vi s o )

= Fg?i)c(kaakﬁh oy kB ks %, o %)

4.2. k-Lauricella Fonksiyonlarinin Konfluent Formlari

k-Lauricella fonksiyonlarinin konfluent formlari,

O (B, Basvi T,y )

i (Bl)ml,k e <6n)mn,k le . x,

(7)m1+~~-+mn,k ml! mn'

‘115713(045717 VT, T

= Z (Vg otmn e T I
o (muk s (n)m e 2l 10!

(I)g)k(oﬁﬁla s 7/87171;7;371, cey Tp

mn
n

)
_ f: (a)Tn1+~~-+mn,k(51)m17k T (Bn—l)mnq,k ajrln1 o

(7)m1+-~+mn,k my!

A1y ey Oy By ooy B 1375 @1y e oy Ty)

n

_ Z (al)ml,k T (an)mn,k(51>m1,k e <6n—1)mn,1,k l{nl o X

(7)m1+~~-+mn,k
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4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)



(I)g,llz(ﬁla s 757171;7;1‘17 B 75Un)

i (/61>m1,k c (5n—1)mn,1,k x| . T
mi,...,mp=0 (7)m1+-~~+mn,k mq! my,!

\PXL’L(&)BM cee aﬁn—l;’)/la ey Ty L1y .- 7.I‘n)

_ i (@) myteeetmn k(B m ke =+ (Brne1)mp_ 1.k 1 . e
(71)m1,k e (/Vn)mn,k m1! mn'

seklinde tanimlanir.

(4.17)

(4.18)

Teorem 4.3. k-Lauricellaile klasik Lauricella fonksiyonlarinin konfluent formlar1 arasindaki

iligkiler agagida listelenmistir.

(I)g,llz(ﬁla B »5715’7;331» s axn)

= @gn)(%,...,%;%;xl,...,xn)
\I/é?,g(a;%,...,'yn;:vl, Ceey Ty
= \I/(zn)(%;%,...,%;xl,...,xn)
@g)k(a,ﬁl, s B3 Xy ey )
= @g)(%, %, . 52_1;%; kxy, ... kx, 1,z,)
Eg?,g(al, ey Qi By B 157 Ty ey )
= Egn)(%, . .,%,%,..., 6’;{:1; %;kxl, oo kx, 1)

(pi(;,lkz(ﬁla cee 757171;7;171, . ,:L‘n)

ny, B Bn-1 7 Tn
= (I)g )(?7"'77;E;xlv"wxn—h?)

\Ij%}c(%ﬁl, v 757171;71’ N AT ;-Tn)

8] n— n
E,%,...,ﬁk1;%7‘~'7%;kx17"‘71€$n17‘xn>’

= v
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(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)



Ispat. (2.12) de verilen Pochhammer k-sembolii ile klasik Pochhammer sembolii arasindaki

iligkinin kullanilmasiyla

(B, Basvi sy w)

o)

$ B B 2
(’Y)m1+---+mn k my! !

S R k) ol

mi,...,mp=0 frmat +mn(%)m1+'--+mn TTI,1! mn'
- i (F)ms - )y ™ e
mi,...,mp=0 (%)mﬂr +my my! my,!
B B
= q)gn)(? ]: i1 )

bulunur ki bu da @.19) un ispatin1 tamamlar. (@.20)-@.24) esitlikleri de benzer sekilde

ispatlanabilir. =

Teorem 4.4. Asagidaki esitlikler saglanir.

(I)g,llz(/glv s 7671;7;3717 B 7xn)

T T
— lim F" B 4.25
o \lmoo Dk( ﬂla 76 Y o O[) ( )
OBy, Bus v, )
- lim F™(an, .. o, By, By 2L, 20 (4.26)
min{|an - Jan |} o0 pr( Bro- s Baiy o om)
‘11533(045’717---;’%;%1,---,xn)
lim F%(a, B; oIy 4.27)
= 1m e .
B C.k 71 8 3 3

vy (a ;71,---,'yn;:c1,...,g;n)
mln{lﬁll ~~~~ |5n|}—>00 ’ 51 /Bn
@%ﬂ(a,ﬁl, ey P13 X1, e )

:En
= lim FDk,( B, Bs v

i e Tt E) (4.29)
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Eg’fg(al,...,an,ﬁl,...,ﬁn,l;fy;xl,...,xn)
T
= lim F](B,Z(ozl,...,ozn,ﬁl,...,Bn;v;xl,...,xn_l,—) (4.30)
|Bn|—00 ﬁn
(I):(gn)(ﬁla--->6n—1§7§$17---,$n)
Tn
:| h‘m CI>2k(B1,...,Bn;v;xl,...,xn_l,ﬂ—)
. T Tp—1 X
= lim F(n) O‘aﬁ;"'?ﬁn; YT s - ) =
min{]al,|Bn|}—00 Dl b BRI a aﬁn)
. I Tp—1 T
= lim F(”)oz,...,ozn,ﬁ,...,ﬁn; = - (4.31)
o alysce . B ' T ey Gn?
‘I/E:;L(Oé,ﬁl,...,anl;’}/l,...,’yn;xl,...,ﬂfn)
T,
:‘Bh‘m FAk( Bl,...,ﬂn;”yl,...,’)/n;.l'l,...,l'n,l,ﬁ—) (432)
Ispat. Teorem in ispatina benzer sekilde ispat yapilir. Bunun i¢in de
lim (Onk _ (4.33)

la|—=o0 ™

ozelliginin kullanilmas: yeterlidir. Gercekten de sirasiyla (#.4), (@.33)) ve (#.13) kullanilmasiyla

Z1 T
|(}\1LHOOFD]€( By B 77;5,...,5”)
= lim i (Oé)ml‘f'""‘rmn,k(ﬁl)mhk (ﬁn)mn ( Py )m1 o (%)m"
la =00 mi,...,mn=0 (7>m1+~~~+mn,k; m1! mn|
— i (ﬁl)ml,k e (ﬁn)mmk ( lim <a)m1+"'+mn,k) xﬂlnl - xZ’Ln
M1,y =0 (ry>m1+-~~+mn,k lo|—o0  Mittma my! m,!
= i (Bl)ml k- (Bn)mn k ‘Tl o Ty
(7 mi+-+mp,k m1! mn!

= q’é?ﬁ(ﬁl,-..,ﬁn;v;xl,...,xn)

elde edilir ki bu da (@#.25) esitliginin ispatin1 tamamlar. Diger (4.26)-(#.32)) esitliklerinin

ispatlarida benzer sekilde elde edilir. m

4.3. k-Lauricella Fonksiyonlarmn Tek Kath Laplace Tipi Integralleri
Teorem 4.5. k-Lauricella fonksiyonlarinin tek katli Laplace tipi integralleri asagida listelenmistir.

n ki
Ff(uz(a,ﬁl, e By Yy e Y Xy ey Tp) = Rl (0)

/ e Fy (Bui s k) - -1 Fy g (B s k) dt 434)
0
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(Re(a) > 0)

F(n)(aﬁ B | Ty) = kE
AR\ Pl ny Y1y -+ Yns L1y -+ -, Ty _krk<,8n)
/ WD B Ba iV Vi s T, b ) (4.35)
0
(Re(B,) > 0)
F(n)(oz an, B B ;@ Ty) = kK
BEk\S Ly oo Cns PLy - e ey ny Vs L1y -y Ty _ka(ﬂn)
/ et 1E§" (@1, ey, Bly ooy B 1373 X1 v oy T, Kty )dt (4.36)
0
(Re(B,) > 0)
Fé?,g(a,ﬁ;fyl,...,vn;xl,...,a:n)
= Kt /00 e_tt%_lllf(n)(ﬁ"yl Vs Kkt ktx,)dt (4.37)
krk(@) 0 2.k 9 )ty My 3ttt n .
(Re(a) > 0)
Fg?,l(oz,ﬁl,...,Bn;fy;:cl,...,xn)
— kE /OO e_tt%_lcb(n)(ﬁl By ktay ktx,)dt (4.38)
k’rk<05) 0 27k A NG (SR AR n .

(Re(a) > 0)

Fl(;?l)q(aaﬂla s By VT, T)
ko
~ KTk(Ba)

/ _tt 1(PDn)k( /817"'7571—1;7;1717"'7xn—1>ktl‘n)dt (439)

(Re(Bn) > 0)

Ispat. Pochhammer k-semboliiniin integral gosterimi (2.1) ve (2.6) dan

_ Fk<&+nk> _ 1 R atnk—1
(Q)np = T~ Taa) / e Ft dt (4.40)

dir. Teorem [3.2] nin ispatina benzer sekilde, yukaridaki integral gosterimlerinin ispati i¢in

birinci yol olarak (#.40) integral gésterimini birer kez kullanmak yeterlidir.
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Ayrica bu ispatlar i¢in ikinci bir yol olarak da (4.5), (4.6), @.7) ve (.8 iliskilerine ve
Teorem [3.2] deki integral formiillerinin kullanilmasina dayanan daha kolay ve kisa bir metod

kullanilabilir. Simdi de bu metodun integral formiillerinde nasil kullanildigini gorelim:

(@.34) integral gosterimi, sirastyla {@.5), (3.22), (2.10) ve (2.17) kullanilarak

(n)( By By Yy ey Vi Ty e e, T)

@ P P T
FA (k; - k,k,...,k,kxl,...,kxn)

1 > oty el B 7 Bn In .
= te 1 skt 1By cktx, | dt
F(%) /0 <k K kK

1 > —t, 2]
= qTan tF ;1 ktaey) - 1Py g (B Vs Ktxy,) di
kl_kfk(a)/g € 141k (51 Al $1) 141k (5 9 I)

seklinde elde edilir.
(@.33) integral gosterimi, sirastyla @.5), (3.23), (2.10) ve @#.24) kullanilarak

Ff(ln)( Bl BV s Yy Ty e e Tp)

n), & 61 ﬁn ! In

_FA)<k o E;?,...,?;kxl,...,kxn)
1 > ¢, Bn n), & n— n

:F(’B—")/o et 1@§1)(E,%,...,ﬁk1;%,-~-,%;kxb---’kfvn—bkmn)dt
k

1 /°° e, B0y g (n)
_— e ‘tE U (a,ﬁl,...,Bn,l;’yl,...,’yn;xl,...,xn,l,ktxn)dt
T T8 o

seklinde bulunur.

(4.36) integral gosterimi, sirastyla (4.6), (3.24), (2.10) ve (.22) kullanilarak

Fg?l)c<a17"'7an7517"-aﬁn;ﬁy;ml,...,xn)

(n) Q1 an B 5n 7.
=Fy/(—,..., —, — ckxy, ... kx,

B <k7 A k) ]{3 X1, , I)

1 B () o, Bn-1. 7
_ T R < N Yk kg, kte,)di

r(%”)/oe 1(k’ R R R ke, Kten)
= Bnl /OO 7ttﬁn l:gnk);(ah s 7an7517 cee ,ﬁn,1;7;$’1,. - 7xn717ktxn)dt

k' T3(Ba) Jo

seklinde elde edilir.
Simdi de bir sonraki (#.37) integral gosterimini bulalim. (4.7) ve (3.25)) kullanilirsa

Fgﬁ(%ﬁ;’h, e YR Ty e T)

), @ B m Yn
Fy, (k,k,—k,... T kxy, ... kxy,)
1 o R0 it Tn
= 1w o Rkt ktay,)dE
F(%)/o g )
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olup, (2.10) ve (4.20) nin dikkate alinmasiyla da istenilen integral gosterimine ulagilir.
(@.38) integral gosterimi, sirastyla (@.8)), (3.26), (2.10) ve (.19) kullanilarak

Fl()ﬁl)c(awglv"'aﬂn;'wxla--wl'n)

), @ B Bn v
FD (kaka' k kk 1, 7kxn)
1 > —t, 21 61 Bn 7
= tr el ktxy, ... ktr,)dt
F(%)\/(; € (k’ ]{,’ k Iy, ’ :L‘)
1

_ T i) e
_kl_gfk(a)/o etk Dy (B By vs Kt ktay,)dt

seklinde elde edilir.
(4.39) integral gosterimi, sirastyla (4.8), (3.27), (2.10) ve (.21) kullanilarak

Fgf;l(a,ﬁl, e By, xy)

n), & ﬁl Bn ’7
- et 10 (& 61 B S A
F(%)/{)‘ <]€ k k k X1, y RTn—1, T )
1 [o¢]
:m/ el lq)m;( By BtV 21, Ty, Kty dl
k'l g(Pn 0

seklinde bulunur. m

4.4. k-Lauricella Fonksiyonlarmmn Cok Kath Laplace Tipi Integralleri

Teorem 4.6. k-Lauricella fonksiyonlarinin cok katli Laplace tipi integralleri asagida

listelenmistir.

F,E:]z(a7ﬁla"'75n;717"'a7n;x17"-7xn) =

51 B
[ [T

2” (Y15 ooy s Kty .o Kty dty - - - dty, (4.41)

(Re(8) > 0, =1,...,n)

ajttan+B1+-+8n
k

k
FO o, om, By By Vs oy ) =
B,k(ala xe 7517 75 375 T, » L ) kQ”Fk( ) (an>Fk(61>Fk(5n)
1

& ©° e — ey 21 an _1 B1_ Bn _q
. e n—U1 "ulk unk Ulk “"Unk
0 0

0B k(=3 Euyvizy + - 4 Erugvazy )duy - - - dundvy - - - doy, (4.42)

,_.
|
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(min{R(e;),R(B;)} >0, =1,...,n)

BA Oél, , QY ’ﬁ17 ’5 YT, y & ) knl"k(ﬁl)rk<ﬂn)

B
/ /
)

n

P, k(ozl, co QY kugx, L kug ) duy - - duy, (4.43)

(Re(B;) > 0,5 =1,....n)

(n) K ki
F N n; )y yn
e BT ni 1 Bn) = T / /
0Pk (=5 BPuory) - - 0 Fyg (=5 Y KPuva,) dudv 449

(min{R(a), R(ﬁ)} > 0)

at+B1++Bn
k

. B k
F 617'- ﬁnv’%xl"“’xn) o knJrle(Oé)Fk(ﬂl)Fk(ﬁn)

ﬁ,l Bn _q

. oFl,k(—; vi (v 4 - -+ vaz ) k) dudvy - - - doy, (4.45)

(R(or) > 0; R(B;) >0,5=1,...,n)

B1++Bn
k

. k
F Oé 517-"75717771)1""’1'”) knrk<ﬁ1)rk(ﬁn)

by, 1 Bn_y
/ / t1 tntk cee )

P k(e ys ktyey + - -+ ktyx,)dty - - - dt, (4.46)

(Re(8;) > 0,5 =1,....n)

Ispat. Teorem lin ispatina benzer sekilde, yukaridaki integral gosterimlerinin ispati icin
birinci yol olarak (#.40) integral gosteriminin birden ¢ok kez kullanmak yeterlidir.

Ayrica bu ispatlar i¢in ikinci bir yol olarak da (4.5), (4.6), ve (4.8) iligkilerine ve
Teorem 3.3 deki integral formiillerinin kullanilmasina dayanan daha kolay ve kisa bir metod

kullanilabilir. Simdi de bu metodun ilk integral formiiliinde nasil kullanildigin1 gérelim:
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(@.41) integral gosterimi, sirastyla {@.5), (3.29), (2.10) ve (#.20) kullanilarak

FXlIz(O‘?Bb"';Bn;rYlwu,’}/n;tTl,...,J?n)

_pm@ B B O
A(k7k7 k’ k7 ’k”xl’ 7xn)

k?tlf,(]l, .. ktnl’n)dtl d

/81+ +Bn

\Ifgk(a 71,...,7n,kt1x1,.. ket )dty - - - dt,

seklinde elde edilir. Digerleri de benzer sekilde ispatlanir. m

4.5. FIE‘"; ve Fl()",)f Fonksiyonlarmin Euler Tipi Integralleri

Teorem 4.7. Fflnlz ve F' ]g",)c k-Lauricella fonksiyonlarinin Euler tipi integralleri

Fz&?}i(OC?Bla"'?ﬁn;fylu--'7771;:61,...,1‘”)

_ Fk(’yl)Fk(’Yn) ! ﬂl 1 B %_1
~ ET(B) - Tr(Ba)Th(n — B1) -+ T — Bn) / /

1= t) T (1= )TN — kit — - — k) Eodty - dl, (447

(Re(’yj) > Re(ﬁ]) >0,5=1,... 7n>
\(

Fér,ll)c(@vﬁlw"7571;’)/;*1'17"'71:71)

_ ['e(7)
kT (a)Tg(y —

1
) / t%—l(l o t)%iwl _ kl’lt)i% . (1 — ]{;xnt)f%dt (448)
0

(Re(y) > Re(a) > 0)
dir.
Ispat. (2.2) ve (2.7) 6zelliklerinin kullamlmasiyla, Re(vy) > Re(B3) > 0 igin

(B)nge _ Br(B+nk,y—B) _ 1 /1 L
(V) Bi(8,7 = B) kBy(B,v — B)

oldugu goriiliir. Yukaridaki integral gosterimlerinin ispatt i¢in birinci yol olarak (#.49) ile

birlikte (2.5) ve (2.9) ozelliklerini Teorem [3.4] iin ispatindaki gibi kullanmak yeterlidir.

(1—)"% dt (449
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Ayrica bu ispatlar igin ikinci bir yol olarak da (.5), @.8) ve (2.10) iligkilerini ve
Teorem [3.4] deki integral gosterimlerinin kullanilmasina dayanan daha kolay ve kisa bir

yontem segilebilir. $imdi bu yontemin nasil uygulandigini gérelim:

(@.47) integral gosterimi, sirastyla (@.5)), (3.36) ve (2.10) kullanilarak

Fjg")( By By Yy Vi Ty e, T)

n), & 51 Bn Y1 Tn
— F{ Lo Ty Kz,
A<l{3k 7k7k7 7k7x17 737)
LG TETER) T b s
(1 —t) T (1= )™ F Y1 = kanty — - — kaptn)” Fdty - - dt,
— Lr() -+ Th(ym) / /1 7 1,..15%—1
knrk(ﬁl) T Fk(ﬁn)rk('Yl - ﬁl) Fk ’}/n 671 "
. (1 . t1>v1;51_1 (1 ¢ )vn Bn 1(1 —kxyty — - — k?l’ntn)Tdtl . ..dtn
seklinde elde edilir.

(@.48) integral gosterimi, sirastyla (@.8), (3.37) ve (2.10) kullanilarak

=F(")g&..&-7 .
D(k’ka ?kvkvkxb 7k:[;n)
P(%) /1 a 1 v 1 /81

=R N = kayt) R (1 — kagt)

LT Jo

Fk 7) /1 a_q y—a_ g _B _
te (1 —t 1—kxt) = 1 —kx,t)” * dt
/{ZFk( )Fk( —Oé) o ( ) ( 1) ( )

seklinde bulunur. m

4.6. k-Lauricella Fonksiyonlarmmn Ekstra Parametre Iceren Integralleri

Teorem 4.8. FX?,g, F g?,)g, F, é",g, F é",)c Lauricella fonksiyonlarinin ekstra A parametresi iceren

integral gosterimlerinin 1.grubu sirasiyla asagida verilmistir.

1
kBi(B1, A — B1)

! A8 n
/ trE— ( ) k 71F1517]2(a7>\7527'"7671;717"'77n;tx17x27"'7‘rn)dt (450)
0

FX}IZ(O@BM'-'7571,;’)/17""771;5[17---71771) =

(Re(\) > Re(f,) > 0)
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1
kBi(B1, A — B1)

1
/t; SRS (@, A Bay o B Vit s w)dE (451)
0

Fl(;,ll)c(alw"7anaﬁ17'"7571;’}/;3:17""1'71):

(Re(\) > Re(B1) > 0)

. 1
Fé,lz(O‘?B;’)/l?- <o Ty L1y e ,ZEn) - kBk()\ Y1 — )\)
1
A — n
/ tzil<1_t)’y Clg( 57 7727'"77n;tx17'x2""’xn)dt (452)
0

(Re(v1) > Re(\) > 0)

. 1
Fl()yl)g(OQBlv'-'aﬁn;’y;xlﬂ"'“rn) = kBk:(ﬂl )\_ﬂl)
1 —B1
. / t%il(l - t)A kB 71Fg?l)c(047 )\7 527 ce >5na s tx17x27 e ’xn)dt (453)
0

(Re(A) > Re(f1) > 0)

Ispat. Yukaridaki integral gosterimlerinin ispati icin birinci yol olarak , ,
ve deki k-Lauricella fonksiyonlarmin seri tanimlarinin pay ve paydalarini (A),,, x ile
carptiktan sonra (4.49) 6zelliginin Teorem [3.5] in ispatindaki gibi kullanilmas: yeterlidir.
Ayrica bu ispatlar i¢in ikinci bir yol olarak da (.5)), (4.6), (4.7),(.8) iliskilerinin ve
Teorem [3.5] deki integral gosterimlerinin ve de (2.11)) iligkisinin kullanilmasina dayanan

daha kolay ve kisa bir yontem secilebilir. Simdi bu yontemin nasil uygulandigin1 gorelim:

(4.50) integral gosteriminin ispati icin {@.5), (3.41), 2.11)) ve (4.9) esitliklerinin kullanilmasiyla

Fzgn)( /817"'7671;717‘"J’Y’n;xl,-..,[[‘n>

n), & 51 Bn Ba! Tn
= F o Pk, ka,
A(kk k’k" ’l{’xh ,l’)
B 1
o Bi A=B
B(%,%57)
1
B ﬁl (n) & A 52 Bn71 Tn
. t# (1—t) AR S bty ke, . k) dE
/0 ANk k ko k oo
1

" kBe(B1, A — )

Lo AP o(n)
 AET A=) T T 0N By B e i B0, T, T )
0
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seklinde elde edilir.
(@.51) integral gosteriminin ispati i¢in (@.6), (3.42), (2.11) ve @.10) esitliklerinin dikkate

alinmasiyla

Fg}])g(alw"aanaﬂlw"76n;7;$17"'7xn)

. F(n)<% Ol Bl ﬁn. 7.

=I'p k,...,?,?,...7?,E7k$1,...,kxn)
B 1
- B1 A=P1
B(?a k)
bog A—B « a, A S Bn
S B S O ) b ety 0 G e A e A A R T kx,)dt
/0 k ( )k B(ka 7k>k>k7 7]67/{77 X1, RT2, ,l‘)
1

" kBy(Br, A — By)

1
. / t%_l(l — t)A kﬂl _1Fé7,z])€(a17 sy O, )‘7 527 cee a/Bn;’y;t'IM P TRRE ,.In)dt
0
seklinde bulunur.

(@.52) integral gosteriminin ispati icin @.7), (3.43), 2.11)) ve (.TT) esitliklerinin kullanilmasiyla

Fg}g(a,ﬂ;%,---,’yn;ml,...,xn)

n,a B Vn
:FC(«)<E7E7?77?7]€$177]{;$”)

1 ! A Nn=A_g (n), & ﬁ A Y2 Yn
:m/o [ (1—t) k FC (E,E,%,E,...,?,ktiﬂl,kmg,...,kl’n)dt

1 /1 t%_l(l t)’Yll;)\_lF(n)< /3 \ " )dt
= — a, 3: e Y, Ty Ty
kBk<)‘a71 - )\) 0 Ck\"0 2 » 2, ) Y 1,22

seklinde elde edilir.

(@.53) integral gosteriminin ispati icin @.8), (3.44), 2.11)) ve (#.12) esitliklerinin kullanilmasiyla

Fl()T?l)e(avﬂla---,ﬁm’}/;l‘l,...,xn)

@B B
D(kaka ?kakv

kxy, ... kxy,)

1 L oa A—B a A [ Bn
= [ Pt (= 2 2 P Lt ks, k) dE
py J, 0TI ks, k)

_ 1 ' Blo1q _
N k?Bk(ﬁlaA—ﬁl)/o )

seklinde bulunur. =

A—=B1
% —1

Férflzz(QJ )\7 527 v 7ﬁn7 s txl, To, ... ,SEn)dt
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Teorem 4.9. FXL), F](;,l Fén,z F/(Dn,l Lauricella fonksiyonlarinin ekstra \ parametresi igeren
integral gosterimlerinin 2.grubu sirasiyla,

1

FXIZ(Oé,ﬁl,...,5n;717-~~v%;x1""’$"> - kB(a, A — )

1
/ t%_l(l—t)%_lFx,g()\,Bl,...,Bn;%,...,%;txl,...,txn)dt (4.54)
0

(Re(A) > Re(a) > 0)

1

Féf)c(al;...,anaﬁly---7ﬁn;7;x1""’xn):m

1
/ t%_l(l—t)%_ng,)c(ozl,...,ozn,ﬁl,...,Bn;/\;txl,...,txn)dt (4.55)
0

(Re(y) > Re(\) > 0)

) 1
PR B M0 Tni s 20) = ppes— s
1
/ 1= ) T T ES N By, ety )dt (4.56)
0

(Re(N) > Re(a) > 0)

. 1
Fé,l)c(@>617"'7ﬁn;7;x1""’wn) - m
1
. / tgil(l - t>%>\71F[()T,Ll)€<a7 ﬁl? tee 75n7 )\7 t.Tl, e 7t{['n)dt (457)
0

(Re(y) > Re(A) > 0)
seklindedir.

Ispat. Yukaridaki integral gosterimlerinin ispati icin birinci yol olarak l) li l) ve
(4.4) deki k-Lauricella fonksiyonlarinin seri tanimlarinin pay ve paydalarint (A),,, 4. tm,, k
ile carptiktan sonra (4.49)) 6zelliginin Teorem3.6] nin ispatindaki gibi kullanilmas: yeterlidir.

Ayrica bu ispatlar i¢in ikinci bir yol olarak da @.5), @.6), (.7), @.8) iliskilerinin
ve Teorem[3.6. integral gosterimlerinin ve de (2.T1)) iliskisinin kullanilmasina dayanan daha

kolay ve kisa bir yontem secilebilir. Simdi bu yontemin nasil uygulandigint gorelim:
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(@.54) integral gosterimi, {@.5), (3.43), 2.11)) ve (4.9) esitliklerinin dikkate alinmasiyla

FX};(O&,BM.,,,ﬂn;’yh”,,fyn;xb'”,xn>

_pm@ B B Tk
A(kvka 7kaka 7]{71‘17 ,I’)
B 1

B(¢,23%)

' e o A B B g

g — ) E (S B e I e Kt )dt
/0v k ( ) A(k_7k7 7k_7k7 ’k" L1, ) ‘T)
B 1
"~ kBr(a, ) —a)

1
. / t%_l(l - t)/\iTa_lFX,llz(A7ﬁl7 s 7571,;’717 s af}/n;txb to ,t,ﬁlﬁn)dt
0

seklinde bulunur.

(4.53) integral gosterimi, (@.6), (3.46), (2.11) ve (4.10) esitliklerinin dikkate alinmasiyla

Fg,)c(al,...,an,ﬁl,...,ﬁn;'y;xl,...,xn)

(n) , A1 Qnp ﬂl 571 Y
=Fy (==, ..., —, =, ..., —:; = kxy,..., kz,
B<k7 7k7k7 ’k?’k?’ X, JI)
B 1
B(3,52)
! A A=A n), 01 Qap Bl ﬂn A
'/0 te N1 —t)7F lFl(;)(?,...,?,?,...,?;E;ktxl,...,ktxn)dt
B 1

1
. / t%_1<1 - t)%_lFlgz?l)f(al) s 70471’517 s 7571) )‘;t‘xl? e ,tl‘n)dt
0

seklinde elde edilir.
(4.56) integral gosterimi, @.7), (3.47), .11)) ve (4.T1) esitliklerinin kullanilmasiyla

Fglz(oé,ﬁ;%, e YR Ty ey )

_ @B T ks
C<k7k7k7 ’]{?7 1 ,[E)
1 Lo Ao A B m ~
= — (1 —¢ lF(n)——'—... “Zektxq, ..., kta,)dt
B(%—i“)/o SR g R )
]_ A—a

1
= —)/ tR (1 — t)%_ng,z()\,ﬁ;%, U T 272 P 2/ 11
0

seklinde bulunur.
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(@.57) integral gosterimi, @.8), (3.48), .11) ve (#.12) esitliklerinin dikkate alinmasiyla

n), & ﬂl Bn 8
:F[())(Evga 7?ak7kxl7 7k:mn)
B 1
- B(2,22)

! A ol « B 5 A

g1 — ) RS A et ktz,)d
A k ( ) D (k7 k’, ) k? k’ X1, xn)
B 1

1
/ t%*l(l—t)**lFDk( By By At ..ty dt
0
seklinde elde edilir. m

4.7. Flg”,i Fonksiyonu i¢in Doniisiim Formiilleri

Teorem 4.10. Ffl",z icin (') = n tane doniisiim formiilii asagidadr.

FXLIz(Oé,BI, e B Vs Y Ty e, Ty) = (1 — kxl)_%
x To Ty

xl—l’l—kxl"”’l—k‘xl

.FXIR%% — B, B2y By iy e Wi - )
Fn]z-(aa/gla'.-7/871;71)'..7’yn;x17”"xn) — (1—]€I‘2>_%

¥ 1 Z2 T3 T
FIE‘ (a’61’72_527637~--7ﬁn3717~-->7n31—1{?1’2’]{31’2—171—/€$27”.71—7€$2

)

F”,2(04,51,...,ﬁn;fyl,...,fyn;xl,...,xn) = (1 — ka,)"*

n T1 Tn—1 T
F( n—1, Yn — Pn; IR () ety )
Ak ( 517 7ﬁ 1,7 ﬁ T 7 1—]€$n 1_k'xn k'.fb'n—l

)

Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispati icin birinci yol, Teoerem deki ispat

yontemine benzer sekilde,

tlzl—ul,t2:u2,...,tn:un
tl:u17t2:1_u2>t3:u37"‘7tn:un
Zfl:ula"'atn—l:un—btn:l_un

(Tll) olas1 doniisiimiin 1i integraline sirasiyla uygulanmasidir.
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Ayrica yukaridaki doniigiim formiillerinin ispati i¢in alternatif ikinci bir yol da, (.5))

iligkisi ve Teorem[3.7] deki doniisiim formiillerinin kullanilmasina dayali olan daha kolay ve

kisa bir yontemin kullanilmasidir. Gercekten de ilk doniisiim formiilii sirastyla (@.5)) iliskisi,

Teorem [3.7] deki ilk doniisiim formiilii ve (4.9) iliskisinin dikkate alinmasiyla

FXI)( By By Yy e ey Vi Ty e T)

@ P o T
—FA (k: - k,k,...,k,kxl,.. kx,,)
:(1—]{1'1)7%
A (CY 71— P B &ﬂ Tn ki, kxy kx, )
ANk kD kTR ke -1 1 —kxy 71—k

x T2

- (1 - k.Tl)_%FISZL’z(OC,'Yl - 617627 s 7571;71) <oy Uy

seklinde elde edilir. Digerleri de ayn1 yontemle ispatlanabilir. m

Teorem 4.11. F{ k in bir diger (}) tane doniigiim formiilii asagidadr.

FIZL/Z(Q’/BM"'76n;717"'77n;x17"‘7xn> = (]- - kxl - kI'Q)_%

BB g G
A,k(a77l Brsv2 = B2y Bsy oo By s s kxy 4+ kxg — 17
) L3 In

k‘.rl—i-kxg—l’1—kx1—kx2"”’1—kx1—kx2>

Ff{il)(a’/@l?"'aﬁn;/Yh"'7’Yn;x17"‘7xn> = (]‘ - kxl - kl’g)_%

T
F,Elk(a M= ﬁ17ﬁ2773 ﬁ37/847"'76n;/717"'7’7n;

i) T3 T4 Tn

1—:I€Z)31—k5(737k’1'1+k[173—171—1{3%1—]{31]37'”’1—]{31]1—]6‘%'3)

[e]3

FS 0 Bry oy Bri s s @1 @) = (1 — kg — k) 7%

X1
F( n=1,Tn = Pns V1 ny 7 7 1
Ak(a Y1 — ﬁlaﬁ?a 75 1,7 ﬁ N 7 /{;{L‘l—i—kxn_l
Lo Tn1 n )

1 —kxy —kz, ' 1—kxy—kx, kry + kx, — 1

[e3

Fxg(a,ﬁl, e By Y Ty e Ty) = (1 — kg — k) Tk

n -
F,g,lz(a7ﬁ1>72 - ﬁ2>73 - ﬁ3>ﬁ47 s 7ﬁn;’)/17 e Ins 1— ]{j&jQ — kﬂf:&,
1) T3 L4 Tn

k$2+k$3—17k$2+k'l’3—1,1-k5$2-]€$37...’1—]€$2—]€$3)
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Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispati igin birinci yol, Teorem deki ispat

yontemine benzer sekilde,

:1—U1,t2:1—U2,t3:U3,...7tnzun
tl:1_u17t2:u27t3:1_u37t4:u47"'7tn:un
tl:1_u17t2:u27"'7tn71:'u’nflutnzl_un
tl:ulat2:1_u2at3:1_u’37t4:u47"'7tn:un

(5) olasi doniisiimiin integraline sirasiyla uygulanmasidir.

Ayrica yukaridaki doniigsiim formiillerinin ispati i¢in alternatif ikinci bir yol da (4.5)
iligkisi ve Teorem [3.8] deki doniisiim formiillerinin kullanilmasina dayali daha kolay ve kisa
bir yontemin kullanilmasidir. Gergekten de (4.9) iliskisi ve Teorem [3.8] deki ilk doniisiim

formiilu kullanilirsa

F,XL)( 517"'75n;717"'a7n;x17"-7xn)

_pm@ B b T

A <k k' k? ka 7k7kx17 7kxn)

= (1 — k‘l’l — k’[L‘Q)_%

_F(n)(g 71— 581 Y2 — P @ &ﬁ In ki
A g ko kT kTTTRTETT Tk Tk +kr,— 1
kxo kxs kx,,

kfl’l—f—k}ZEQ—l’ 1—]{3{51—]{3]72"”’1—]{31'1—]61'2
olup, (.9) iliskisinin de dikkate alinmasiyla

F,Elnlz(a»ﬁlwu;5n;717---,’7n;x1,...,xn)
= (

1-— —kx2>7%
n 1
F,Ellz( 1_ﬁ1772_527B3>"'75n;’}/17"'a7ﬂ;

kxy + kxy — 17
T T3 L,

k::cl—l—k:z:Q—l’1—kx1—kx2""’1—kx1—kx2)

teoremdeki ilk doniisiim formiilii elde edilir. Diger doniisiim formiilleri de ayn1 yontemle

elde edilebilir. =
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Teorem 4.12. Flgn,z in bir diger (g) tane doniisiim formiilii asagida listelenmistir,

Fnlz(O@Bl?"'aﬂn;Pﬂ?"'7711;'7:17"'71'71) = (1_k$1_

Fﬁ"ﬁ(a,% — Bi,v2 = B2, — B3, Bay -5 B, - -
X T2

o

k‘.ﬁEQ — ]{333'3)_ k

» Yns

€3

kx1+kx2+kx3—1’kx1—|—k‘x2—|—kx3—1’kx1+kx2+kx3—1’

T4 Tn )
1—]€ZE1—]{J[E2—]€JZ3"”71—]{31’1—]{31‘2—]€[E3

F,gng(aaﬁlw"7671;717"'7771;'%17”-71‘71) == (1—]{::161—
Fzglnlz(OéJ/yl _517’72 _52753774_547B57"'76n;717-”

X1 X2

o

]{31‘2 — ]{/’l'4>_E

» Tns
X3 Ty

kxy + kxg +kxy — 1 kay + koo + koy — 171 — kay —

‘r5 xn )
1—]€l’1—l{?$2—]€$4’“.’1—]{3I1—k$2—l€$4

F",z,(a,ﬁl,...,ﬁn;’yl,...,fyn;xl,...,xn) =(1—kay —
F.,Elnlz(aafyl _B1772 _ﬁ27637"'75n—177n_Bn;’)/la'--

T2 T3
kxy + kxy + kx, — 1" 1 — kxy — kxy — kx,,”
Tp—1 Tn

)

1 —kxy — ko — kx,, kg + kag + kz,, — 1

F”,i(a,ﬁl,... Bri Vs s Yy Ty e oy ) = (1 — kg —
FAEln( Bl T2 — 52773_53774_547657"'75n;717"'

) Z3

kxo — kxy kxy + kag +kay — 17

o

kxy — kx,)"*
a1
kxy + kxy + kx, — 17

) Ins

ks — kxy) " F
T1
1 —kxy — ks — kxy’

)y Ins

Ty Ty

kxo + ks + kxy — 1 kxo + kas + kg — 1 kxo + ks + kwy — 171 — kao — kg — kg

Tn

’1—kx2—kx3—kx4)
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Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispati igin birinci yol, Teorem daki ispat

yonteminin benzer sekilde

tlzl—ul,tg:1—u2,t3:1—u3,t4:u4,...,tn:un
tir=1—up,ta=1—ug,t3 =u3z,ty =1 —uyg,t5 = us, ...ty = Uy
tl:1_u17t2:1_u27t3:'u’37"'7tn71:unflatnzl_un
tl:Ul,tgzl—UQ,tgz1—U3,t4:1—U4,t5:U5,...,tn:un

() olasi doniisiimiin integraline sirasiyla uygulanmasidir.

Ayrica yukaridaki doniigiim formiillerinin ispati i¢in alternatif ikinci bir yol da (4.5)
iligkisi ve Teorem [3.9] deki doniisiim formiillerinin kullanilmasina dayali daha kolay ve
kisa bir yontemin kullanilmasidir. Gergekten de ilk doniisiim formiilii sirastyla (@.5)) iliskisi,

Teorem [3.9] deki ilk doniisiim formiilii ve (4.9) iliskisinin dikkate alinmastyla,

Fj{f]i(a7ﬁlv---7671;’717---,771;'1’1,...,{17”)

LG S L R LTV
A(k’k,a ’kjk’ 7k7kx17 7kxn)

= (1 — k‘l’l — k’ZL‘Q — ]’CIg)_%
@ =51 22— 052 13— B3 @ Bn . m Tn .

-F(n) e, — ., —

A (kv k ) ]{I ) ]{I akv ’k,k, 7k7
kxq kxo 1{71'3

kxy + kxy + kxs — 1" kxy + kxo + ks — 1 kay + kag + kag — 17
kxy kx,,

1—](?[[’1—]{31‘2—]61'3"”71—]@1’1—]{?1’2—]{31‘3

= (1 — k‘l’l — k’ZL‘Q — ]’CIg)_?

‘FISZ(O‘,%_ﬂb%_ﬂ2773_ﬂ3754>‘--;5n;717-~77n3

T Ho) I3
kxy + kxo + kxs — 1" kxy + ko + ks — 1 kay + kag + kag — 17
Ty Tn

1-]5]31—/{3{52—]{3273’.”’1—k$1—]€$2—]{?$3)

seklinde elde edilir. Digerleri de ayn1 yontemle bulunabilir. =
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Teorem 4.13. Flg",z in bir diger (n’il) = n tane doniisiim formiilii,

an(a,ﬂl,...,ﬁn;ﬂyl,...,fyn;xl,...,xn):(1—ka:2—~--—k:xn) %
n €1
F( n — Pn; y oo o )
Ak ( ,B1, 72 — Pe, Y Bni M Y 1 — kg — - — kx,,
) T )

k;:cg—i—---—l—kxn—1""’ka:2+---+kxn—1

Ff(lnk( By By Vs Xy - Tn) = (1 — kg — kg — --—kxn)_%
n T
F( Y = By Yy - e Y ,
Ak;( /81762773 637 Y ﬁ Ba! 7 kxl—f-k’l‘g—i-—i—kxn—]_
1 —kxy —kxs— - —kax, kxy +kxs+ -+ kr,—1""" "k +krs+ -+ kx, — 1
Fnlz(aa/@b"'aﬂn;/}/ly"'77n;x17"-axn>:(]—_kxl_"'_kxn—l)_%

n I
F,E;Z(Oé;%—ﬁh...,%q—ﬁnfl,ﬁn;%,...,%; ot ko 1

Tp—1 Tn )
kl‘1+"‘+kl’n71—171—/€$1—"'—k‘$n,1

dir [8]].

Ispat. Yukaridaki déniisiim formiillerinin ispati igin birinci yol, Teorem daki ispat

yontemine benzer sekilde,

tl:ul,tgz1—U27t3:1—U3,...,tn:1—Un
tlz1—U1,t2:U27t3:1—'u,3,...,tn:1—’U,n
Z51:1_1617152:1_u27"~7tnfl:1_unfl>tn:un

(n 1) olas1 doniisiimiin 1] integraline sirasiyla uygulanmasidir.
Ayrica yukaridaki doniisiim formiillerinin ispat1 i¢in alternatif ikinci bir yol da .5) iliskisi

ve Teorem [3.10] daki déniigiim formiillerinin kullanilmasina dayali daha kolay ve kisa bir

yontemin kullanilmasidir. Gergekten de ilk doniisiim formiilii sirastyla (4.5)) iliskisi, Teorem

[3.10] daki ilk d6niisiim formiilii ve (4.9) iliskisinin dikkate alinmasiyla,
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F,gn)( /817" /Bn;717”-77n;x1,-..,$n>

n) & 61 Bn 71 Tn
=F o Pk ka,
A(kk kaka 7k7$17 71:)
P b1 2 — P Yo = P M Yo | ky
AN K kT E Tk kTl —kay— - — k)
ko kx,, )
k;a:2+---+l<:a:n—1""’kx2+~~+kxn—1
(1 . — kxn)f%
T
) = B Vi :
A( 61 T2 — 527 » Vi Ba717 7771_]{1.2_.”_]{1_”

i) L, )
kxo+ -+ kr,—1""" Tkro+ -+ kx, —1

seklinde bulunur. Digerleri de ayn1 yontemle ispatlanabilir. m

Teorem 4.14. Flgnlz in diger (Z) = 1 tane doniisiim formiilii asagidadir.

Fxg(a,ﬁl,...,ﬂn;fyl,...,fyn;xl,...,xn) =(1—kxy— - —kx,)"*
-Fff,l(a,%—61,---,%—&;71,-.-,%;
I Ty

k:x1+---+kxn—1’”"k‘x1+---+k‘xn—1)
Ispat. Ispat icin birinci yol, Teorem deki ispat yontemine benzer sekilde,

tlzl—ul,...,tnzl—un

doniisiimiiniin (4.47) integraline uygulanmasidur.

Ayrica ispat i¢in ikinci bir yol da sudur: (4.3) iliskisinden ve Teorem [3.11] den

Ff(ln)( Bl BV s Yy Ty e o5 Tp)

_pe@ B P T k)

kTR Rk
=(1—kay— - —kx,) " *
Al (04 71— b Vn_ﬁn'ﬂ Tn
A k? ]{; PR k 7k7"'7 k?
kxq kx,

kx1+~-+kxn—1""’kx1+~~+k;xn—1)

olup, (.9 iliskisinin géz dniine alinmasiyla da
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F”]2(04,51,...,ﬁn;%,..-ﬁn;xb---,l‘n)
A
Ff(xk(a Y1 =By = By Vs s

i T,
kry+- +kx,—1""Tkr;+- +kr, -1

)

elde edilir ki bu da istenilen doniisiim formiiliidiir. m

Sonug 4.15. Bu kisimda anlz icin verilen toplam doniisiim sayis1

() ()e(0)-r-

dir.

4.8. F,g”,l Fonksiyonu i¢cin Doniisiim Formiilleri
Teorem 4.16. F g’,)c icin bir doniigtim formiilii

B1 Bn

Fo(a, Bry .o B i@,y wn) = (L= kay) "% o (1= k)%

n Ty Tn
CFO (4 — B
D,k;(fy 057617 76 375 kxl —_ 17 ’kxn _ 1)

seklindedir.

Ispat. Yukaridaki doniisiim formiiliiniin ispat: igin birinci yol, Teorem deki ispat

yontemine benzer sekilde,
t=1—u=dt = —du

degisken degistirmesinin (4.48) integraline uygulanmasidir.
Ayrica yukaridaki dontisiim formiiliiniin ispat1 i¢in ikinci bir yol da (4.§) iliskisi ve Teorem
[3.13] deki doniisiim formiilii ve (4.12) iliskisi dikkate alinarak

FL(;")( Brs s By, )

Q 51 Bn 7

B1

= (1—kz) F (1 kxn)—‘%”pg (

= Fp(7, )
)Y —a By &.1. kaxy kx,

E kT TR TR ke -1 Tk, —1
B1

_h _Bn (n) T Tn
=(1-k e (1 —kay)” * F —a, B,y By R,
(1= k1) (L= ko)™ * Fpp(y —a, Br,- o, Busy pr— kxn_l)

)

seklinde verilebilir. =
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Teorem 4.17. Fl()",l icin n tane doniisiim formiilii agsagidadir.

o

ng,)g(oz,ﬁl, e By, x,) = (1 —kay) "k

n T xT1 — T2 Ty — Tp
F( - Mno y oo Py s ) PRI

Dk( =P Fn: B2 Bniy kr; —1 kz; —1 k:xl—l)
Fy(a, By By, o 1) = (1 — k)%

n 932 — I ) To — T3 Ty — Tp
F[()k< 51’7 Bl _67’“53""7/67” )

—1 k?l’g—]_,l{ffﬁg—l"”,kxg—l

Fglk( By BV, ) = (1 — k;:z:n)_%

FJ(an< By B,y =B — = Bus s

Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispati icin birinci yol, Teorem in ispatina
benzer sekilde,

t = Y t= Y
1l —kxy+ kw7 1=k, + kxau

degisken degistirmelerinin (4.48)) integraline sirastyla uygulanmasidir.

Ayrica yukaridaki doniisiim formiillerinin ispati igin ikinci bir yol da (4.8) iliskisinin ve
Teorem [3.14] deki doniigiim formiillerinin kullanilmasina dayali olan daha kolay ve kisa bir
yontemin kullanilmasidir. Gergekten de ilk doniisiim formiilii sirastyla (4.8)) iliskisi, Teorem
[3.14] deki ilk doniisiim formiilii ve (4.12)) iliskisinin dikkate alinmastyla

Fz(;,tz)c(ayﬁh.--,Bn;v;xl,...,xn)

)Oéﬁl 5n

:Fén< /ykl,...,kl'n)

EkTU kR
=(1 —kml)_%

oy —pP— —Bn Pr B_
k’ k kTR
=(1 —kxl)’%

Sy = Bi— - = Bus Bas - B s

)

)

v kry o kry — ko kx, — kx,
k7k$1—17 kill'l—l T kl’l—l

x Ty — T2 T1 — Tp
kl‘1—17k$1—17.”,]{$1—1

)

seklinde elde edilir. Digerleri de ayn1 yontemle ispatlanabilir. m
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Teorem 4.18. Fl()",l icin n tane doniisiim formiilii agsagidadir.

FR@ By Busyian, o wn) = (1= k) 5 (1= k) 7% oo (1= k)~
T2 — X1 Ty — 21

.Fgf;)C(V—aﬁ—ﬁl—"'_Bmﬁ%""ﬁ”;%xl’k::zrg—l""’k::v =y
B3

n _bB1 y—a—PB2 _ B3 —Bn
Fék( By BV, ) = (L—kxy) ™ 5 (1 — kxg) ™ * (1 — kag) k---(l—k;;pn)f

. T1 — Ty T3 — X2 Tp — T2
F( _ — — - — Dn, gy Py s 3 ) yry
D,k(’y 05)5177 51 6 53 6 v kxy —1 2 k}l‘3 -1 kxn - 1)

) 8 _Bna —a—fn
Fé7l)c(a7617'--7ﬁn37;$17-~ ) (1—k’xl) kl ._.(l—kxn—l) 2 (1—1’”)7 E
T1 — T Tn—1 = Tn
D,k(ﬁy a>ﬁ1> aﬂ LY 51 ﬂ”%k 1_1 ’kxnfl_ljx)

Ispat. Yukaridaki doniisiim formiillerinin ispati icin birinci yol, Teorem in ispatina

benzer sekilde,

1—u 1—u
t: p—

ey

1— kuz, 1— kuz,

degisken degistirmelerinin (4.48)) integraline sirastyla uygulanmasidir.

Ayrica bu doniisiim formiillerinin ispati i¢in ikinci bir yol da (4.8) iliskisinin, Teorem [3.15]
deki doniisiim formiillerinin ve (.12)) iligkisinin kullanilmasina dayali olan daha kolay ve

kisa bir yontemin kullanilmasidir. Gercekten de bu bilginin 15181 altinda ilk doniisiim formiilii

Férfl)v(a/7617 cee aﬁn;’}/;xl, R ,[L’n)

:Fén)(%,% B}: Z kxy, ..., kx,)

= (1= k&) % (1 kag) " F o (1= k) E

,F/(jn)(v—a’v—ﬂl—---—ﬂnﬁQ Bn :L‘hka_kiCl’“.,ka:n_kl'l)
K 3 KU Rk kg — 1 ki — 1

= (1= kay) " (1= ko)™ F - (1 — k)~ F

-ng(v—a,v—ﬂl—---—Bn,ﬂz,---,ﬂn;v;xl,xQ_xl T T

k::vg—l"”’kxn—l)

seklinde bulunur. Digerleri de ayn1 yontemle ispatlanabilir. m

Sonug 4.19. Bu kisimda Fl(jn,l icin verilen toplam doniisiim sayis1 2n + 1 dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde k-Lauricella hipergeometrik fonksiyonlar1 ve bunlarin konfluent formlari,
Pochhammer k-sembolii kullanilarak tanimlanmugtir. Ayrica k-Lauricella fonksiyonlarinin
tek ve cok katli Laplace tipi integralleri sunulmustur. Son olarak da F,El",i ve F[()”,)C
fonksiyonlar1 icin birer Euler tipi integral formiili ve bazi doniisim formiilleri elde
edilmisgtir.

Bu calisma boyunca k-Lauricella fonksiyonlarinin bahsi gecen 6zelliklerinin ispatinda
klasikteki uzun ispatlara gerek duyulmadan daha kolay ve kisa bir yol takip edilebilecegine
de vurgu yapilmistir.

Dordiincti boliimdeki k-Lauricella fonksiyonlar i¢in elde edilen sonuglar, £ = 1
alinmasi durumunda klasik Lauricella fonksiyonlar icin ii¢iincii boliimdeki bilinen sonuglar
ile cakisir.

Ilerleyen calismalarda, k-Lauricella fonksiyonlar1 icin yeni integral gosterimleri,
yineleme formiilleri, doniisiim formiilleri ve tiirev formiilleri de elde edilebilir. Ayrica
bu calismanin, heniiz calisiimamis olan 0zel fonksiyonlarin k-genellestirmeleri iizerine
yapilacak olan arastirmalara da katki saglayacag diisiiniilmektedir. Dahasi bu tez Lauricella

fonksiyonlart ile ilgili ¢aligmalar icin de bir rehber niteligindedir.
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