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Bu doktora tezinde, Schrodinger tipli operatorlere karsilik gelen bazi Morrey tipli
uzaylarda Schrodinger tipli operatorlere karsilik gelen kesirli maksimal operator, yliksek
mertebeden Riesz doniisiimleri ve onlarin komiitatorlerinin sinirlilii arastirilmis ve orijinal
sonuglar elde edilmistir. IIk boliimde, arastirmanin énemi, kapsami ve amaci ifade edilmis,
caligmamizin bilime sagladig1 katkilar hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci boliimde, calismamiz
ile ilgili bazi temel tanimlara ve ana sonuglarimizin ispatinda kullanilan araglara yer verilmig-
tir. Ugiincii boliimde, tez konusu ile ilgili materyal ve metotlar hakkinda kisa bilgi verilmistir.
Dordiincii boliim iki kesimden olugsmaktadir. Birinci kesimde Schrodinger operatoriine karsi-
lik gelen genellestirilmis Morrey uzaylar1 ve sifirlanan genellestirilmis Morrey uzaylarinda
Schrodinger operatoriine karsilik gelen kesirli maksimal operatoriin ve onun komiitatorlerinin
sinirhiligr ispat edilmistir. Ikinci kesimde, Schrédinger operatoriine karsilik gelen yiiksek
mertebeden Riesz doniistimleri ve onlarin komiitator operatorlerinin Schrédinger operatoriine
karsilik gelen sirasiyla, lokal genellestirilmis Morrey uzaylari, genellestirilmis Morrey uzayla-
r1 ve sifirlanan genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirliligi ispat edilmistir. Bu boliimde
elde ettigimiz sonuglar orijinaldir. Son boliimde tez konusunun arastirilmasindaki amag ve
hedefler hakkinda kisa bilgi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Schrodinger operatorii, Morrey uzayi, lokal genellestirilmis Morrey

uzaylari, yiiksek mertebeden Riesz doniisiimleri, kesirli integral operator, komiitatorler.
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In this doctoral thesis, the boundedness of fractional maximal operators, higher order
Riesz transformations and their commutators corresponding to Schrédinger type operators
in some Morrey type spaces corresponding to Schrodinger type operators were investigated
and original results were obtained. In the first chapter, the importance, scope and purpose of
the research are expressed and information is given about the contributions of our study to
science. In the second chapter, some basic definitions and characteristics of the thesis will
be given. In the third chapter, brief information is given about the materials and methods
related to the thesis topic. The fourth chapter consists of two parts. In the first part,
the boundedness of the fractional maximal operator and its commutators corresponding to
Schrodinger operator in generalized Morrey spaces and vanishing generalized Morrey spaces
corresponding to Schrodinger operator are proved. In the second part, the boundedness of
the higher order Riesz transformations and their commutator operators corresponding to the
Schroédinger operator in local generalized Morrey spaces, generalized Morrey spaces and
vanishing generalized Morrey spaces corresponding to the Schrodinger operator, respectively,
are proved. The results obtained in the chapter are original. In the last chapter, the aims and
objective of researching the thesis topic is briefly mentioned.

Keywords: Morrey spaces, local generalized Morrey spaces, higher order Riesz transforms,

fractional integral operator, commutators.
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1. GIRIS

Analizin bir¢ok alanlarinda, ayrica kismi diferansiyel denklemler teorisinde regiiler-
lik probleminin ¢6ziimiiniin arastirilmasinda, harmonik analiz tekniginin kullanilmasi ¢ok
onemli bir yere sahiptir. Diger taraftan fonksiyon uzaylarinda, diferansiyel denklemler teori-
sinde problem ¢6ziimii arastirilirken, incelenen fonksiyon uzaylarinda gomme teoremlerinin
elde edilmesi, ortaya ¢ikan harmonik analizin integral operatorleri ve onlarin komutatorlerinin
bu fonksiyon uzaylarinda sinirliliginin ispatlanmasi 6nemli bir yer tutmaktadir.

Klasik Morrey uzaylar ilk olarak 1938 yilinda Morrey [37] tarafindan ikinci derece-
den eliptik kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oztimlerinin lokal davranislarinin incelen-
mesi ve lokal diizgiinliigiiniin Lebesgue uzaylarindan daha net oldugunu ifade etmek icin
tanimlanmustir.
1<p<oo, 0<A<n, fe LY(R") olmak iizere L,y = L, (R") Morrey uzay

Ly = {f: lIfllr,, < o0}

olacak seklinde ve || f||, , normu

1l = Wl = s (55 [ Wy’
zeR?r>0 \7" JB(z,r)
seklinde tanimlanir. Ayrica, A = 0 ise bu durumda L, o = L,(R") olur.

Ters Holder esitsizligini saglayan negatif olmayan V' potansiyelli —/A+V formundaki
Schrodinger operatoriine karsilik gelen L,, Lebesgue ve L, y Morrey uzaylarinin 6zel bir yeri
vardir. Ayrica Schrodinger operatoriine karsilik gelen diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
bu uzaylarda arastirilmasi da 6nemli bir yere sahiptir.

L = —/A+V Schrodinger operatoriine karsilik gelen Riesz doniisiimii R = VL~ 1/2
ve bunun duali R} = £7'/2V seklinde ve £, = (—A)? + V? Schrédinger operatoriine
karsilik gelen yiiksek mertebeden Riesz doniisimii R = V2L, /2 ve bunun duali R* =
£5"*V? seklinde tammlanirlar.

L, Lebesgue uzayinda, R ve R* operatorlerinin sinirliliklar: Shen [43], Liu ve Dong
[34] tarafindan elde edilmigtir. Ayrica, b € BMOy(p) olmak iizere Bongioanni, Harboure
ve Salinas [8], Liu, Zhang, Sheng ve Wang [33] tarafindan [b, Ry] ve [b, R;] komiitator
operatorlerinin L, uzayinda sinirli oldugunu gostermiglerdir. Daha sonra genellestirilmis
Morrey uzaylar ve sifirlanan genellestirilmis Morrey uzaylarinda Guliyev ve Omarova [30]
tarafindan b € BM Oy(p) olmak tizere R} ve [b, R}| komiitator operatorlerinin sinirliliklar:
ispatlanmigtir. Son yillarda ise Akbulut, Guliyev ve Omarova [4], b € BMOy(p) olmak
izere ,u]L Marcinkiewicz ve [b, MJL] komiitator operatorlerinin genellestirilmis Morrey ve

sifirlanan genellestirilmis Morrey uzaylarinda sinirlt olduklarin1 gostermiglerdir.



Bugiine kadar Reel analizde, klasik operatorlerinin sinirlilik teorisi detayli bir sekilde
ele alinarak incelenmistir ve elde edilen bu sonuclar, kismi diferansiyel denklemler teorisinde
onemli bir uygulama alan1 olmustur. Son yillarda kismi diferansiyel denklemler teorisinde
genellestirilmis Morrey tipli uzaylar nemli bir rol oynamaktadir.

Schrodinger operatoriine karsilik gelen klasik operatorlerinin (maksimal operator,
kesirli maksimal operator, Riesz potansiyeli, gercek singiiler integraller) bir lokal genellestiril-
mis Morrey uzayindan, diger bir lokal genellestirilmis Morrey uzayina sinirliligini saglayan
fonksiyonel parametrelerden elde edilir. Dolayisiyla bu tiir sonuclar, ¢cagdas reel analizin
gelistirilmesi ve her seyden once Schrodinger operatoriine karsilik gelen kismi diferansiyel
denklemlerin uygulamalari icin cok dnemlidir. Morrey uzaylarinin genislemesi olan genelles-
tirilmis Morrey uzaylar1 Guliyev [22]], Mizuhara [36] ve Nakai [38]] tarafindan tanimlanmis
ve harmonik analizin onemli integral operatorleri olan kesirli integral operatorii ve singiiler
integral operatorlerinin bu uzaylardaki sinirliligini arastirmislardir. Guliyev [24]], matematik
literatiirtinde onem verilen genellestirilmis Morrey uzayinin normallestirilmis normunu tanim-
lamis ve doktora tezinde [22] ortaya koydugu "Guliyev metodu" olarak adlandirilan metot
yardimiyla genellestirilmis Morrey uzayinda harmonik analizin integral operatorlerinin sinirli-
l1igim1 Nakai’ye gore daha zayif sartlar altinda arastirmigtir. Sonrasinda bu sartlar Akbulut ve
ark. [2] ve Guliyev ve ark. [26] tarafindan daha da zayiflatilmistir.

Bu doktora tezinde, Schrodinger tipli operatorlere karsilik gelen bazi Morrey tipli
uzaylarda Schrodinger tipli operatorlere karsilik gelen kesirli maksimal operator, yliksek
mertebeden Riesz doniisiimleri ve onlarin komiitatorlerinin sinirlilig aragtirilmis ve orijinal
sonuglar elde edilmistir.

Dordiincii boliim orijinal sonuglarin elde edildigi boliimdiir. Bu boliim iki kesimden
olugmaktadir. Birinci kesimde Schrodinger operatoriine karsilik gelen genellestirilmis Morrey
uzaylari ve sifirlanan genellestirilmis Morrey uzaylarinda Schrédinger operatoriine karsilik
gelen MJ, kesirli maksimal operatériin ve b € BMO(p) olmak iizere onun [b, M§ /]
komiitatorlerinin sinirlilig ispat edilmistir. Ikinci kesimde, Schrodinger operatoriine kargsilik
gelen yiiksek mertebeden Riesz doniigiimleri ve onlarin komiitatdr operatorlerinin Schrodinger
operatoriine karsilik gelen sirasiyla, lokal genellestirilmis Morrey uzaylari, genellestirilmis
Morrey uzayla- r1 ve sifirlanan genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirlilig1 ispat edilmistir.

Ispatlarda Guliyev [22] tarafindan verilen metodlar kullanilmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde, calismamuz ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatorler hakkin-
da genel bilgilere, baz1 temel tanimlara ve ana sonuclarimizin ispatinda kullanilan araglara

yer verilmisgtir.

2.1. On Bilgiler

Bu kisimda, tezde gecen bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tanim 2.1. X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir 991 sinifi i¢in asagidaki ozellikler
saglanirsa bu 91 sinifi X iizerinde bir o-cebir olarak adlandirilir.

G Xem

i) VEeM, ‘E=X-FEeM

(iii) YVn=1,2,...icin E, e M= _, E,eM
[42].

Bu durumda (X, 901) ikilisine bir ol¢iilebilir uzay, 9t deki her bir kiimeye de dl¢iilebi-

lir kiime ad1 verilir [42]].
Tanim 2.2. (X, 9N) bir ol¢iilebilir uzay olsun. Bir i : 9T — [0, oo] fonksiyonu
i) u(0) =0,
(ii) Her A € M i¢in u(A) > 0,
(iii) 90 nin her ayrik (A,,) dizisiigin g (U;—; An) = > ooy 11 (An)

ozelliklerin sagliyorsa bu fonksiyona 91 iizerinde bir dl¢ii fonksiyonu veya ol¢ii ad1 verilir.
Eger her A € M i¢gin pu (A) < oo ise p Ol¢iisiine sonlu dl¢ii denir. X kiimesi herbiri sonlu
oOl¢iiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p 6l¢iisii o-sonlu
olarak adlandirilir. Eger p(X) = 1 ise bu olgiiye olasihk ol¢iisii denir. Ayrica (X, I, i)
olcii uzayi olarak adlandirilir [42].

Tanmm 2.3. (X, 91) bir lgiilebilir uzay ve f : X — R U {—o00, 400} bir fonksiyon olsun.
Eger Vt € Ri¢in {z € X : f(z) >t} € 9 oluyorsa f fonksiyonu ol¢iilebilirdir denir.
Olgiilebilir fonksiyonlarin ailesi M (X, 9N) ile gosterilir [42].

2N nin elemanlar1 R™ nin (Lebesgue) Olciilebilir alt kiimeleri olarak adlandirilir ve
1, R™ de (Lebesgue) olcii olarak adlandirilir. Lebesgue 6lciisii R? deki hacmin dogal bir

geniglemesi oldugundan A € 9 i¢in p(A), A nin Slgiisii veya hacmi olarak adlandirilir.



Tanim 2.4. (X, 9%, ;1) bir l¢ii uzayi olsun. Eger bir 6nerme, 6l¢iisii sifir olan bir kiimenin
timleyeni iizerinde veya kendisi 90U ya ait olmadiginda, sifir 6l¢iilii bir kiime tarafindan
kapsanan bir kiimenin tiimleyeni iizerinde dogru ise, o dnerme hemen hemen her yerde
dogrudur denir [42].

R" tizerinde dx = dx; - - - dx,, ile Lebesgue Ol¢iisiinii gosterecegiz. R™ tam uzay1

izerinde f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

- f(z)dx = / . ‘/f(xl, ey Tp)dxy -+ - day

ile gosterilir.

B = B(z,r) = {y € R": |z — y| < r}, merkezi z, yaricap uzunlugu r olan agik
yuvart ve “B(z,r) onun tiimleyenini gostersin. |B(x,r)|, B(z,r) agik yuvarinin Lebesgue
ol¢iisii ve v, = |B(0, 1)| olmak iizere

n o/ 2pn Lot n
|B(x,r)| = vpr" = WT(/2) = ﬁ]S tr
bicimindedir. Burada |S"~!| = 27"/2/T'(n/2), R® de n > 1 icin yarigap1 1 olan
S = {z € R : || = 1} kiiresinin yiizey alamdir. T'(z) gamma fonksiyonu ve bir z
kompleks sayisi i¢in Rez > 0 olmak iizere I'(z) = [~ t*~'e~"dt ile tammlamr [42)].

Bundan sonra;

Q = Q(wo, ) ile xy merkezli ve kenar uzunlugu r olan kiipii ifade edecegiz. Verilen bir
Q@ kiipii ve A > 0 i¢cin AQ ile () nun mekezine sahip ve kenar uzunlugu () nun kenar
uzunlugunun A kat1 olan kiipii gosterecegiz.

A < B sembolii; C sabiti, tiim 6nemli parametrelerden bagimsiz olarak evrensel bir
pozitif olmak tizere A < C'B yerine kullanildi. Eger A < Bve B < Aise A ~ B yazilir ve
A, B ye esdegerdir denir.

2 C X = R” bolgesinde hemen her z igin f(z) < M olacak sekilde bir M sabiti
varsa f fonksiyonuna hemen heryerde sinirhdir denir. Boyle M sabitlerinin en biiyiik alt

sinirina da | f| nin € bolgesindeki esas supremumu (veya esash smir1) denir ve

ess sup |f(x)| :=essinf {K : |f(x)] < K hemen her z € Q}

€N
seklinde gosterilir.

2.2. Baz Fonksiyon Uzaylar

Bu kisimda, harmonik analizde tanimlanmig bazi1 fonksiyon uzaylarinin tanim ve

ozellikleri verilmistir.



2.2.1. L, Lebesgue Uzaylan

L, Lebesgue uzay1 sonlu boyutlu vektor uzay1 i¢in p normunun genellesmesi kullani-
larak tanimlanmis bir fonksiyon uzayidir. Fonksiyonel analizde, Banach uzaylarinin ve
topolojik vektor uzaylarinin 6nemli bir sinifim L, Lebesgue uzayr olusturur. Lebesgue

uzaymin fizik, istatistik, finans, miithendislik ve diger disiplinlerde uygulamalari vardir.

Tanim 2.5. 0 < p < oo ve f oOlciilebilir bir fonksiyon olmak iizere Lebesgue uzay1
L,(R") := { folgiilebilir : || f||1, @) < oo}

ile verilir, burada 0 < p < oo icin

Iz, @) = (/Rn |f]pda:)

3=

ve p = oo durumunda ise

/1] ooy = ess sup [ f ()]

z€R™

biciminde verilir [44]].

Tanim 2.6. W L,(R") zayif L, uzay1 1 < p < oo olmak iizere
fllwey @y = supt|{y € R : [f(y)] > £} < oo

quasi-normuna sahip f ol¢iilebilir fonksiyonlarinin uzayidir. Kolayca gosterilebilir ki
1 <p < ooigin L,(R") C WL,(R") dir.

Ornek 2.7.

(D) f(z) = |z|* & Ly(R")

@) f(z) = |2[*xBoy(2) € Lp(R") & a > =7

3) f(x) = |z|*)Xepon)(z) € Ly(R") & a < =7

@) f(z) =la|"» & Ly(R"), f(x) = |27 € WL,(R")
[44].

Teorem 2.8. Eger 1 < p < oo ise L, bir Banach uzayidir [44].



Tanim 2.9. (Holder Esitsizligi) p > 1 ve 1/p + 1/g = 1 olmak iizere f € L,(X),
g € L,(X) olsun. Bu durumda

1Fglle < 1 Fllz, 171 g
esitsizligine Holder esitsizligi denir [6]].

Tamim 2.10. (Minkowski Esitsizligi) Eger p > 1i¢in f,g € L,(X) ise bu durumda

If+alle, <z, +lgle,
esitsizligine Minkowski esitsizligi denir [6]].

Teorem 2.11. L'°(R™) uzay1 1 < p < oo igin biitiin L,(R") uzaylarinin birlesimlerini
igerir. Daha genel olarak 0 < p < ¢ < 0o i¢in

L,(R") C LI(R") C Li(R")
elde edilir [44]].

Teorem 2.12. (Lebesgue Diferansiyelleme Teoremi) Eger f € L°°(R") ise bu durumda

hemen her z € R" i¢in

im [ f)dy = fo)

r—0 |B<$7 T>| B(z,r)
saglanir [44].

Tamm 2.13. Bir f fonksiyonunun destegi

suppf = {z € R" : f(z) # 0}

ile tanimlanir. Yani f fonksiyonunun destegi onun sifirdan farkli oldugu noktalarin kiimesinin
kapanigidir. Eger supp f sinirli bir kiime ise f fonksiyonuna kompakt destege sahiptir denir
[44].

Tanim 2.14. T, reel degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir (X, ;1) 6l¢ii uzayi iizerinde tanim-
lanmig ve bir (Y, ) ol¢ii uzay: iizerinde biitiin kompleks degerli hemen her yerde sonlu
ol¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesinde degerler alan bir operator olsun.

Bu durumda her f, g ve her A € C i¢in

T(f+9)=T(f)+T(g) ve T(Af)=AT(f)



ise 7 ye lineer operator,
T+ D <ITHOI+IT (@I ve [TANHI< AT
ise 7 ye altlineer operator, bir X' > 0 sabiti i¢in
T+ < EKATWNDI+IT @) ve [TAHI < AT ()]
ise 7 ye quasilineer operator denir. Altlineerlik, quasilinerligin 6zel bir durumudur.

Tanim 2.15. ((p, ¢) Tipli Operator) 1 < p,q < oo, (X, pu) ve (Y,v) iki 6l¢ii uzay1 ve 7,
L,(X,n) den tanim ve goriintii kiimeleri sirastyla Y ve C olan olgiilebilir fonksiyonlarin

uzayina bir operator (altlineer) olsun. Eger ¢ < oo olmak iizere

v({y €Y < ITS() > A} < (%)

ise 7 zayif (p, ¢) tipinden ve eger ¢ = oo iken L, (X, 1) den L (Y, v) ye sinirh bir operator
ise zayif (p, co) tipindedir denir.

Eger T, L,(X, ) den L,(Y,v) ya simurlt ise kuvvetli (p, ¢) tiplidir denir. Yani, her
f e Ly(X, p)icin

1T flla < ClIflly

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buradan ¢ = co olmasi durumunda zayif ve kuvvetli
tip cakismaktadir.

Eger T, kuvvetli (p, q) tipli ise aym zamanda zayif (p, q) tiplidir. Gergekten, eger
Ex={y €Y :|Tf(y)| > A} olarak alirsak, bu durumda

V() /d </ ||Tf|| (CHpr)"
E, E\

A
Eger (X, p) = (Y,v) ve T 6zdeslik operatorii olursa zayif (p, p) klasik Chebyshev

Tf

olur.

esitsizligi olur [44]].

Teorem 2.16. (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) (X, ;) ve (Y, ) 6l¢ii uzaylari olsun-
lar. 1 < py < py < oo olmak tizere T, Ly, (X, i) + Lp1)(X, ) den Y iizerindeki olgiilebilir
fonksiyonlara giden ve zayif (pg, po) ve zayif (p1,p1) tipli bir altlineer operator olsun. Bu

durumda T, py < p < p; igin kuvvetli (p, p) tiplidir [18].



2.2.2. BMO Uzay1
BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayi, 1961 yilinda John ve Nirenberg [32]

tarafindan ortaya konulmustur. BMO uzay1 L., uzay: ile benzer 6zelliklere sahiptir ve
siklikla L., yerine kullanilir. Klasik singiiler integral operatorler L, uzayindan L, uzayina
sinirlt olmamasina ragmen L., uzayindan BM O uzayina sinirlidir. Fefferman 1971 yilinda

BMO uzaymin H' Hardy uzayina dual oldugunu gostermistir.

Tanmm 2.17. f fonksiyonu R" de lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere BM O(R™)

uzay1i

«= su 2 |dy < 00
Hf” zGR"E>O |B z, T ‘ / (z,r) fB( | Y
ile verilen || - ||, yari-normu ile tanimli Banach uzayidir. Burada f € L¢(R"™) ve

1
o) = Ty O

dir. BMO uzay1 L., (R") uzayina esit degildir. Fakat L..(R") C BMO(R") dur.
Gergekten;

/ for‘dy
$7“’ (z,r)

1
dy + —— e
‘T T’ |/x7“ | y+’B(ZL’,T’)| B(a:,r)|fB(7)| Y

e F(W)|dy + | Foen)
rB<xr| Blon) ()

d
!me/m y)ldy

< 2[[flo0

ve buradan

1l < 2110

elde edilir.

I f1l+ < 2||f||so oldugundan L., (R™) C BMO(R") saglanir. Her sinirh (6l¢iilebilir)
fonksiyon BM O uzayimdandir. Ancak sinirlt olmayan BM O fonksiyonlart da vardir.
BMO(R"™) uzayna ait olan fakat L., (R™) uzayina ait olmayan tipik bir 6rnek log |x| verilebi-
lir.

Simdi BM O uzayina ait olmayan bir fonksiyon ornegi verelim.



Ornek 2.18. g(z) = sign(x)log & fonksiyonu BMO([—1, 1]) uzayina ait degildir.

||

Gergekten 0 < h < 1 ve I = [—h, h]i¢in g; = 0 ve

1 1 [h
_ — aqildy = —

1
= 1—|—logﬁ—>oo, h — 0 iken

1

I
log m dr = 7 log de
0

elde edilir. Dolayisiyla bu 6rnek bir fonksiyonun mutlak degeri BM O sinifina ait ise bu

fonksiyonun bir BM O fonksiyonu olmasinit gerektirmeyecegini gosterir.
Uyar 2.19.
(1) Her f € BMO(R"™) ve @ > 0 i¢in

{z € B:|f(z) — fo| > a}| < C1|Ble ¥ WVI- ¥B CR"

olacak sekilde pozitif C'; ve (5 sayilari vardir. Bu esitsizlik John-Nirenberg esitsizligi

olarak bilinir.

(2) John-Nirenberg esitsizligi 1 < p < oo i¢in

1l ~  sup (ﬁ If(y)—fmx,r)\pdy)p

z€R™,r>0 €, T‘)| B(z,r)
olmasim gerektirir.

(3) f € BMO(R™) olsun. Bu durumda 0 < 2r < ¢ i¢in

t
‘fB(:n,r) - fB(a:,t)‘ < CHfH*hl; (21)

olacak sekilde z, r, t ve f fonksiyonundan bagimsiz pozitif bir C' say1s1 vardir

[32].

Uyar 2.20.
(i) Eger f € BMO(R™) ve h € R™ ise bu durumda f (- — h) € BMO(R") ve

If (= n) lmo = | fll o
dir.

(ii) Eger f € BMO(R™) ve h € R", A > 0 ise bu durumda f (Az) € BMO(R") ve

1f (A) lBmo = [ fllBmo

9



dir.

(iii) Eger f € BMO(R") ise bu durumda

I o = sup nf, o / () — ¢ da

dir
[32].

2.2.3. L, Morrey Uzaylan
Klasik L,,  Morrey uzaylar1 1938 yilinda C.B. Morrey [37]] tarafindan ikinci dereceden

eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin lokal davranislar: aragtirilirken ve varyas-
yonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya ¢ikarilmistir. Morrey uzaylarinin
Navier-Stokes ve Schrodinger denklemlerinde, siireksiz katsayili eliptik problemlerde ve

potansiyel teoride 6nemli uygulamalar1 vardir.

Tamm 2.21. 1 <p <oove 0 < A < nolmak iizere L, \ = L, \(R™) Morrey uzay1

1
1 :

= = SU i P
2, = 1], 0 @) S (M /B(m) |f(y)] y)

normu sonlu olacak sekilde tiim f € LLOC(R") fonksiyonlarin kiimesi olarak tanimlanir.

A =0i¢in L,o = L,(R") dir. Eger A < 0 veya A > n ise bu durumda L, = 6 olur.
Burada 0, R" iizerinde 0 a denk olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini gostermektedir.
WL,y = WL, \(R") ile biitiin f € WL;,OC fonksiyonlarinin uzayi olan zayif Morrey

uzayimi gosterecegiz. Burada,

_A
[ fllwe,n = 1 fllwe,a@ny = sup 772 || fllwr, \(Bar) <
zeR™ r>0

seklindedir.

Lemma 2.22. 1 < p < oo olsun. Bu durumda L, ,,(R") = L. (R") ve

||f||Lp,n = U}z/prHLOO(R")

olup, burada v,, = |B(0, 1)| dur.

Ispat. f € L. (R") olsun. Bu durumda

1/p
([ 1wPdy) < e
B(x,t)

10



olur. Buradan f € L, ,,(R") ve
12y < 0PIl o eny

seklindedir. f € L, ,,(R") olmak iizere Lebesgue yakinsaklik teoreminden [47]

i 1B 01 [ 1@y = 1P

olur. Bu durumda

1/p
@)= (im0 [ ra) < o,
o0 B(z,t)
seklindedir. Buradan f € L (R™) dir ve

1y < vr 2l f Nz,

olur. m

Lemma 2.23. 1 < p < 00,0 < A < n olsun. Bu durumda o« = "TTA icin

1Flzin-a < 0/ £llz,

dir ve buradan L,y C L;,,_, olur. Burada 1/p + 1/p’ = 1 dur.

ispat. feLlyxnl<p<oo0<A<nveap=mn— \olmak iizere Holder esitsizliginden

1/p 1/p’
d Pd d
/B iy < ( /B ) y) ( / y y)

) ) 1/p
_ ( / |f(y)|”dy>
B(z,t)

elde edilir. Ayrica

e [l
B(z,t)

IA

) 1/p
ol t“/p( / \f(y)|”dy>
B(xz,t)

) 1/p
= ([ rra)
B(xz,t)

/
w1 £l s

IN

11



elde edilir. Buradan f € Ly ,_, ve

1 zsee < 0" 1flz,

seklindedir. m

2.24. M, , Genellestirilmis Morrey Uzaylar

Morrey uzaylarinin genislemesi olan genellestirilmis Morrey uzaylari Guliyev [22],
Mizuhara [36] ve Nakai [38] tarafindan bir birinden bagimsiz olarak tanimlanmis ve harmonik
analizin onemli integral operatorleri olan kesir integral operatorii ve singiiler integral operator-
lerinin bu uzaylardaki sinirlilig1 aragtirilmigtir. Guliyev [24], matematik literatiiriinde 6nem
verilen genellestirilmis Morrey uzaymin normallestirilmis normunu tanimlamis ve doktora
tezinde [22] ortaya koydugu “Guliyev metodu" olarak adlandirilan metot yardimiyla genel-
lestirilmis Morrey uzayinda harmonik analizin integral operatorlerinin sinirlili§in1 Nakai’ye
gore daha zayif sartlar altinda arastirmistir. Sonrasinda bu sartlar Akbulut ve ark. [2] ve
Guliyev ve ark. [26] tarafindan daha da zayiflatilmigtir. Ayrica Guliyev [235], [26] tarafindan
M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda maksimal, potansiyel ve singiiler integral operator-
lerin sinirhiliklar: ortaya koydugu yeni metod ile elde edilmistir.

M, , genellestirilmis Morrey uzay1 Mizuhara [36] tarafindan agagidaki sekilde tanim-

lanmistir.

Tanmm 2.24. ¢(z,r), R x (0, 00) iizerinde pozitif dl¢iilebilir bir fonksiyon olsun.
M,,=M,,(R"),1<p<ooile

13ty = W Ity oy = sUD (@, 7) " fllzp (B < 00
z€R™, r>0
normuna sahip biitiin f € LLOC(R") fonksiyonlarinin uzayr genellestirilmis Morrey uzayi

olarak tanimlanir.
Ayrica WM, , = WM, ,(R") ile

1wty = 1 Flwat, oy = sup o(z, 1) fllwe, (B < 00
z€R™ r>0
normuna sahip biitiin f € WL;;’C (R™) fonksiyonlarinin uzay1 zayif genellestirilmis Morrey
uzay1 olarak tanimlanir.
Ayrica dogal topoloji ile verilen Li*“(R™) ve W LI*°(R™) uzaylari her B C R™ yuvari
icin fxp € L,(R") ve fxp € WL,(R") seklindeki biitin f fonksiyonlarin uzay1 olarak

tanimlanir [[36].

12



AL
Bu tanima gore ¢(z, ) = r# i¢in

Lp,/\ = Mp,w

A
plar)=r?

WLps =W, R
p(a,r)=rp
oldugu goriiliir.
M, ., genellestirilmis Morrey uzayinin normallesmis normlu hali Guliyev tarafindan

asagidaki sekilde tanimlanmustir.

Tanmm 2.25. ¢(z,7), R" x (0, 00) iizerinde pozitif dl¢iilebilir bir fonksiyon olsun.
M,, =M, ,(R"), 1 <p<ooile

_ _1
1£lat,0 = I f gy ey = sup (@, m) ™" [Ba,r)| "7 [|fllz, (B < o0
z€R™, r>0
normallesmis normuna sahip biitiin f € Lé"c(R”) fonksiyonlarinin uzay: genellestirilmis
Morrey uzayi olarak tanimlanir.
Ayrica WM, , = WM, ,(R") ile

P =

_ _1
1wty = (1 F gy, ) = 6§5P>0¢($7T) HB(, )7 | fllwey ) < o0
normallesmis normuna sahip biitiin f € WL;"C(R”) fonksiyonlarinin uzay1 zayif genelles-

tirilmis Morrey uzay1 olarak tanimlanir [24]].

A—n
Bu tanima gore p(z,7) =r 7 ig¢in

Ln/\ = Mn

Plo(ary=r"7

WL,»=WM,,

p(x,r)=r P
oldugu goriiliir.

Harmonik analizin integral operatorlerinin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarindaki
sinirhiliklarini elde etmek amaciyla (1, o) tizerindeki sartlar ile ilgili bircok ¢aligma vardir.

Guliyev [24] tarafindan (¢4, p2) ¢ifti icin

& dt
/ tagol(x,t)7 < Cops(z,T) 2.2)

sart1 getirilmigtir. Burada, C' sayist x ve r den bagimsiz pozitif bir sayidir. Guliyev [2],
[26] tarafindan Calderén-Zygmund singiiler integral operatoriiniin ve 1 < p < ¢ < o0,
(R™)

a = n(1/p — 1/q) olmak iizere, Riesz potansiyelinin, M, ,, (R™) uzaymndan M, ,

13



uzayina sinirliligi elde edilmis ve z € R" ve 1 < p < o0 igin

n

o n
/ €SSt<s<oo P1 (LC, S)SP
n
41
r thr

dt < po(x,r), >0 (2.3)

daha zayif sart tamimlanmistir.

Eger (¢1, o) ¢ifti (2.2) sartin1 saglarsa, bu durumda (2.3)) sartin1 da saglar. Ancak
tersi dogru degildir [26].

(1, o) cifti (2.3) ve

o t scoo 1, 8)sP dt
/ (1 + In _) C85¢<s< ;il(m 8)3 7 S C@Q(ﬁ,ff’)
r T q

sartlarim1 saglamak tizere, Guliyev [2]], [26]] tarafindan kaba ¢ekirdekli T, ,, kesirli integral
operatdriiniin ve [b, Ty, o] komiitatoriiniin genellestirilmis Morrey uzaylarinda sinirliligi elde

edilmisgtir.

2.2.5. LM, , Lokal Genellestirilmis Morrey Uzaylar:

Tanim 2.26. ¢(z,7), R™ x (0, c0) iizerinde pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve 1 < p < 0o
olsun. LM, , = LM, ,(R") ile

_ _1
11|z, :sg%)go((),r) B, )1 f Il

sonlu quasinormuna sahip biitiin f € Lé"C(R”) fonksiyonlarinin uzay lokal genellestirilmis
Morrey uzayi olarak tanimlanir.
Ayrica WLM,,, = WLM, ,(R") ile

b, —
_1
I fllwenm,, = Sgg@(oﬂ“)_lw(oﬂ“ﬂ | fllwe,Bor) < oo

normuna sahip biitiin f € VVL;,OC (R™) fonksiyonlarimin uzayi zayif lokal genellestirilmis

Morrey uzayi olarak tanimlanir [28].

Tanmm 2.27. ¢(x,r), R™ x (0, 00) iizerinde pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve 1 < p < oo
olsun. Herhangi bir 2, € R sabiti i¢in LMgpr} = LM;ZO}(R”) ile

1l pggeor = 170 + e,

sonlu quasinormuna sahip biitiin f € Léoc (R™) fonksiyonlarinin uzay1 lokal genellestirilmig

Morrey uzay olarak tanimlanir.

14



Ayrica WLM™ = W LM (R ile
Hf”WLM;@} = || f(zo + )lwLnm,,, < o0

normuna sahip biitiin f € VVL;,OC (R™) fonksiyonlarmin uzay1 zayif lokal genellestirilmis
Morrey uzayi olarak tanimlanir [28].

A—n
Bu tanima gore p(zo,7) = r 7 igin

z z A=n
LM = Lo =,
w(zo,r)
{x } . z . A—n
WLMPM\O - WLMI;{#PO} o(zo,T) -

oldugu goriiliir.

2.2.6. VM, , Sifirlanan Genellestirilmis Morrey Uzaylari
Tamm 2.28. V' M, ,(R") sifirlanan genellestirilmis Morrey uzayi

_ _ _1
lim sup ¢(zx,r) 1|B($>T)| P ||f||LP(B(W)) =0

r—0 reR™

olacak sekilde f € WM, ,(R"™) fonksiyonlarinin uzay1 gibi tanimlanur.

Tamm 2.29. VWM, ,(R™) sifirlanan zay1f genellestirilmis Morrey uzayi

) B _1
lim sup @(z,r) "Bz, )| "7 || flwres@m) =0

r—=0 pcRrn
olacak sekilde f € WM, ,(R™) fonksiyonlarinin uzay1 gibi tanimlanr.

Her yerde
) 1
lim - =0
r—0 1nfx€]Rn 90<x7 71)

ve
1
sup - < o,
0<r<oco lnfxe]R" QO(ZL‘, T)

sonuglarmin oldugu kabul edildiginde VM, ,(R™) ve VWM, ,(R") uzaylarin1 6nemsiz
kilar, ¢iinkii kompakt destekli sinirli fonksiyonlar bu uzaya aittir.
VM, ,(R") ve VW M, ,(R"™) uzaylar1 sirastyla,

_ _1
17llvas,e = 1 fllas,.. = sup_p(a,7) B (@, )72 | f e By

z€ER™ r>

15



_ _1
I fllvwa,., = 1fllwa,., = eligpws@(%r) Bz, )| || fllw e (B

normlarina gore birer Banach uzaylaridir.

_1
M (fr,7) == o, ) B, )| 77 || fll o (B
ve
MY (f;2,7) = p(x,r) Y| Bla,r)| 7| ]
Do \J 1L . P\, ) WLP(B(z,r))

olmak tizere

VM, (R") = {f € MP#(R") : lim sup MMP#(f; z,r) = 0}
r—

0 zern

ve benzer durum VW M, ,(R™) uzay1 iginde gecerlidir.

OMP#( f; x,r) moduliiniin yanisira onun en az azalmayan baskin olan

WP (fy2,r) = sup MP(f; 2, 1),

o<t<r

modiilii sifirlanan uzaylarinin tanimina denk olarak kullanilabilir, ¢iinkii

lim sup IMP?(f;x,r) =0 < lim sup ﬁp’@(f;x,r) =0.

r—0 TER™ r—0 TERM

2.3. Schrodinger Operatorii ve Buna Karsilik Gelen Fonksiyon Uzaylar:

Bu kisimda, Schrodinger diferansiyel oparatoriine karsilik gelen genellestirilmis Mor-
rey uzaylari, lokal genellestirilmis Morrey uzaylar1 ve sifirlanan genellestirilmis Morrey

uzaylari ile ilgili gerekli bazi bilgiler ifade edilmisgtir.

2.3.1. Schrodinger Tipli Operatore Karsilik Gelen Yiiksek Mertebeden Riesz
Déniisiimlerinin Bazi Ozellikleri

Schrodinger diferansiyel oparatorii, V', negatif olmayan potansiyel fonksiyonu,
V' # 0 ve baz1 ¢ > n/2 i¢in RH, ters Holder siniflarina ait olmak iizere, R" iizerinde,
n > 5 ve Vo € R" i¢in

Ly = (=0)+V3(2)

seklinde tanimlanir.

L, operatdriine kargilik gelen yliksek mertebeden Riesz dontigiimii

R =V,
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ile ve dualide
_1
R*=L,°V?

seklinde tanimlanir.
B(z,7), x (x € R™) merkezli, r (0 < r < 00), yarigaph bir yuvar olmak iizere,
VB C R" i¢in

’B| / qdy "< ’—g| ; V(y)dy
ters Holder esitsizligini gergeklestiren bir C' sabiti mevcut olmasi durumunda R” tizerinde V'
fonksiyonuna negatif olmayan lokal L, integrallenebilen bir fonksiyon denir.
Acikgasi, ¢o > ¢ ise RH,, C RH, . Fakat 6nemli olan RH, sinifinin kendini
gelistirme Ozelligine sahip oldugu, yani, eger V' € RH, ise bu durumda bazi ¢ > 0 i¢in
V€ RHyy..

V' fonksiyonunun ters Holder indeksi
g =sup{q:V € RH,}

olarak tanimlanir.

q > n/2 olmak iizere verilen bir V' € RH, potensiyeli i¢in, p fonksiyonu

p(x) == ()—sup r>O —/ dy<1} r e R"
olacak sekilde yardimci fonksiyon olarak Shen [45] tarafindan tanimlandi ve herhangi bir
r € R"igin 0 < p(x) < oo.

V # 0ise bu durumda 0 < my (z) < oo. Ozellikle, V = 1 oldugunda my (z) = 1 ve
V(x) = |z|* oldugunda my () ~ 1 + |x|.

Not edelim ki, P(x) bir polinom ve 5 > 0 ise bu durumda kolayca goriiliir ki
q1 > n/2i¢in V(z) = |P(x)|° potansiyeli, RH,, aittir ve V (z) < Cmy (x)? olacak sekilde
bir C sabiti vardir [34]).

Bongioanni, Harboure ve Salinas [8]] tarafindan, & > 0 i¢in b lokal integrallenebilir

fonksiyonlarinin yeni bir BM O uzayt BM Oy(p) smifi olarak VY € R” igin

0
_ < - )
o |/M byldy < O<1+p(x)> >0 (2.4)

olacak sekilde tanimlandi, burada

1
b:—/bydy
> = 15] J,"V

17



b € BMOy(p) i¢in norm, [b]y ile (2.4) esitsizligindeki sabitlerinin infimumu olacak sekilde
ifde edilir. (2.4) esitsizliginde, § = 0 olmasi durumunda ise BM O John-Nirenberg uzay1
elde edilir. Verilen tanimdan dolay1

BMOx(p) = | ) BMOy(p)

6>0

seklinde tanimlamir. Dolaysiyla, 1 < 6 < 6 igin BMO C BMOy(p) € BMOy(p)
oldugu agikardir ve boylece BMO C BMO4(p). Ayrica, BM Oy (p) uzay1 genel olarak
daha biiyiik bir siniftir. Ornek olarak, p, 1 < j < n igin b;(x) = |z;| fonksiyonlarimin sabiti
(bu, V igin pozitif bir sabit olarak karsilik gelir) ise bu durumda BM O (p) uzayma aittir
ancak BMO uzayma ait degildir. Ayrica, V(z) = |z|* ve £ Hermit operatérii oluyor ise

budurumda p(z) ~ elde edilir ve b(x) = |x;|? olarak alinabilir.

- 1+| \
Bundan sonra kisalik bakimindan dolay1 kullanilacak olan notasyonlar agsagida ifade
edilmistir.

o oY _, _
A7 () = (105 ) el oty

A%~

«, r @ -n —
ngﬁp V(f;a:,r) = (1—|—m> r /pgo(xﬂn) leHWLp(B(a:,r))~

2.3.2. Schrodinger Tipli Operatore Karsilik Gelen Lokal Genellestirilmis Morrey
Uzay1

Tanim 2.30. ¢(z,7), R" x (0,00) de pozitif dl¢iilebilir bir fonksiyon, 1 < p < oo, a > 0
ve V € RH,, ¢ > 1 olsun. Herhangi bir 2y € R" sabiti igin LMy ™ = L) 17 (Rn)
Schrodinger operatoriine karsilik gelen lokal genellestirilmis Morrey uzayi, f € Lé"c(]R”)

tiim fonksiyonlarin uzayinin
”fHLM;*;X’{ZO} = sgg ﬂgv’;/(f; xo,T).
? T

sonlu normu ile tanimlanir.
Ayrica, W LM, V{x(’} = WLMY {10}(R”) Schrodinger operatoriine karsilik gelen
zay1f lokal genelle§t1r11m1§ Morrey uzayi, f € WL;OC(R”) tiim fonksiyonlarin uzayinin

aV{IO} = 5su D, 7 07T
1AWy e s leW’a’V(f g, 1) < 00

sonlu normu ile tanimlanir.
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LMY (R ve W LMY "0} (R™) lokal uzaylart sirastyla

LIl pgev-toor = sup AT (f; 20, 7),

_ W,a,V (¢,
||f||WLM;’;/’{m0} - iglgglp,4pa (f,l’o,r),

normlarina gore Banach uzaylardir.

Uyar1 2.31. (i) o = 0ve p(z, r) = r®=/P oldugunda, LM "} (R") uzayin LM;V(;} (R™)
lokal (merkez) Morrey uzay oldugu Alvarez, Lakey ve Guzman-Partida [7]] tarafindan calisil-
migtir;

(i) o = 0 oldugunda, LMsY 1"} (R™) uzaymin V M5} (R™) lokal genellestirilmis
Morrey uzay oldugu Guliyev [22] tarafindan ¢alisilmistir, ayrica bkz. [23] 28]

Her seyden once, LMS:Y ") ve M) uzaylarm saglayan dogal kosullari bulmak

Onemsizdir, yani bu yalnizca R" iizerinde 0’a denk fonksiyonlardan olugmaz.

Lemma 2.32. z( € R", p(z,7), R" x (0, 00) de pozitif ol¢iilebilir bir fonksiyon,
1<p<oo,aa>0veV € RH,, q > 1olsun. Eger baz1t¢ > Oi¢in,

sup <1+ r > re =00 (2.5
t<r<oo P(l’o) gO(l‘o, 7’)
ise bu durumda LM, QOV’{:”O}(R”) = O, burada ©, R" iizerinde 0 denk tiim fonksiyonlarin
kiimesidir.

Ispat. (2.9) esitsizligini saglansin ve f fonksiyonu sifira denk olmasim. Bu durumda

£ 2, B0y > O

oldugundan

T

|’f||LM§1;/7{10} > SUPt<r<o0o <1 + m> (p(x(bT)_lr_ng”Lp(B@mT))

r

2 [ fllzp(Bo.0) SUPL<r<oo (1 + m) p(xo,7) " r v,

Dolaysiyla,

171yt = o

Lemma 2.33. o(z,7), R" x (0, 00) de pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon, 1 < p < oo, a >0
veV € RH,, q > 1 olsun.
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(i) Eger

sup (1 + =00, baz1 t>0 veher z € R" igin, (2.6)
p

t<r<oo

ise bu durumda M) (R") = ©.
(1) Eger

sup (1 + L) o(z,7)" ' =00, bazt 7>0 veher v € R" igin, 2.7
o<r<r P(x)

ise bu durumda M) (R") = © [4].

Uyan 2.34. Q;“;ZZC, R™ x (0, 00) iizerinde tim pozitif ol¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi ¢

olmak iizere her ¢ > 0 i¢in

sup

(1 r >a r_% H -
+ Q.
rzERP p(ﬂj) gO(.T, T) Lo (t,00)

Ayrica, 92V, R™ x (0, 0o) iizerinde tiim pozitif Slgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi ¢

olmak iizere her ¢ > 0 i¢in

(14 ) o <
sup 00
reR? p($) QO(I’, 71) Loo (t,00)
ve
sup (1 +— )acp(a: r)~! < 00
sER p(x) ’ Loo(0,2)

[4].

Uyan 2.35. lev , R™ x (0,00) iizerinde tiim pozitif 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi

olmak tizere

xieann 11ﬂr>11; (1 + p(;)>_ag0(x,r) > 0, baz1 § > 0 igin, (2.8)
ve
roye /P
yi% <1 + Taz)) oz, ) =0 29)
[4].

LMY o) (R, MY (R™) ve VM) (R™) uzaylari igin sirastyla daima
RS Q;i’l‘o/c, RS Qloj’v ve p € lev olarak kabul edilmistir.
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2.3.3. Schrodinger Tipli Operatore Karsilik Gelen Genellestirilmis Morrey Uzay:

Bu kisimda, 2014 yilinda Guliyev [29]] tarafindan tanimlanan Schrédinger operatoriine
karsilik gelen genellestirilmis Morrey ve zayif genellestirilmis Morrey uzaylarinin tanimi

asagida verilmistir.

Tanim 2.36. R" x (0, 00) de o(x,r), pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon, 1 < p < oo, @ > 0
veV € RH;, ¢ > 1 olsun. M;jjgpv = M;;X (R™) Schrodinger operatoriine kargilik gelen
genellestirilmis Morrey uzay,

"\ —1,.-n/p
av = Sup <1 + —) x, )T o
Iy = s {1+ 205 ) @) £l (B
a,V
= sup ™A (f;x,r
zeR™,r>0 P ( )
sonlu quasinorm olmak iizere f € L!°°(R™) tiim fonksiyonlarinin uzay: olarak tammlanr.
Ayrica, WM;#V = WME;X (R™) Schrodinger operatoriine karsilik gelen zayif genel-

lestirilmis Morrey uzay,

r @ —1,.—n
I sy = sw <”M> o7 o)
x,r)

= s A

z€R™,r>0
< o0

olmak tizere f € WL;OC(R”) tiim fonksiyonlarinin uzay olarak tanimlanir.

Uyar12.37. (i) a = 0ve ¢(z,r) = r*/? oldugunda, MY (R™) uzaymn, L, (R")
klasik Morrey uzay oldugu Morrey [37] tarafindan tanitildi;

(i) @(z,r) = r*=™/P oldugunda, MY (R™) uzaymun, L;‘,’/‘\/ (R™) Schrodinger
operatoriine karsilik gelen Morrey uzay oldugu Tang ve Dong [48]] tarafindan calisilds;

(#11) o = 0 oldugunda, M} (R™) uzaymin, M, ,(R") genellestirilmis Morrey uzay
oldugu Mizuhara ve Nakai [36, 38] tarafindan tanitildi.

(1v) MY (R™) Schrodinger operatdriine karsilik gelen genellestirilmis Morrey uzay

Guliyev [29] tarafindan tanimi verildi.

2.3.4. Schrodinger Tipli Operatore Karsiik Gelen Sifirlanan Genellestirilmis
Morrey Uzay:

Tamm 2.38. VM;‘:X(R”) Schrédinger operatoriine karsilik gelen sifirlanan genellestirilmis
Morrey uzay, f € MgQOV(R”) fonksiyonlarinin uzayi olarak tanimlanir 6yle ki

lim sup Ql;’g(f; z,r) = 0. (2.10)

r—0 TER™
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a,V (Ton . qe v s IO
VWM., (R") Schrodinger operatoriine kargilik gelen sifirlanan zayif genellestirilmis Morrey

uzay, f € WM;ZX (R™) fonksiyonlarinin uzay1 olarak tanimlanir 6yle ki

1 W,a,V- _
Tg%:;lﬂglm@ (fiz,r)=0.

a,V n a,V n
VMg (R™) ve VIV M, (R") sifirlanan uzaylari sirastyla

e — CVV
[fllvaey = W llaey = S A (fra,m),
Hf”VWM;;X = HfHWM;;X = Sup mwav(f T,7),
’ ’ z€R™,r>0

normlaria gore Banach uzaylaridir.

Uyar1 2.39. (i) a = 0ve ¢(z,7) = r*~™/P oldugunda, VMY (R™) uzaymm, V Ly, 5 (R”)
sifirlanan Morrey uzay olmast durumu Vitanza [S1] tarafindan tamtilds;

(#7) a = 0 oldugunda, V M) (R"™) uzaymin, V M, ,(R") sifirlanan genellestirilmis
Morrey uzay oldugu Akbulut ve Samko [3,43] tarafindan caligilmistir.

(111) VM) (R™) Schrodinger operatoriine karsihik gelen sifirlanan genellestirilmis

Morrey uzay Akbulut, Guliyev ve Omarova [4] tarafindan calisilmustir.

2.4. Baz Integral Operatorleri ve Onlarin Komiitatorleri

Bu kisimda, hamonik analizdeki bazi integral operatorlerin tanim ve 6zellikleri veril-
migtir. Singiiler integral operatorler harmonik analizde 6nemli bir yere sahip olup ikinci
dereceden kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin regiilerligi ile ilgili calismalarla
yakindan ilgilidir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak 1930 yilinda n = 1 icin Hardy ve
Littlewood [31] tarafindan 1939 yilinda Wiener [50] tarafindan n > 1 i¢in kompleks analizin
uygulamalarina yonelik olarak tanimlanmistir. Maksimal fonksiyon analizde pek¢ok operato-
riin simirliliginda ¢cok 6nemli bir role sahiptir. Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun

farkli tanimlar1 asagidaki gibi verilebilir.

Tamim 2.40. (Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonu) f € L] (R") olmak iizere, M
Hardy-Littlewood maksimal operator

M f(z) :==sup ——— |B T / v)|dy, (2.11)

r>0
ve Mp kesirli operator fonksiyonu

1
M —sup———————— dy, 0
sf(x) = Sup B 5/3@,7«) f(y)ldy, 0<B<n
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seklinde tanimlanir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine kiip alinarak agagidaki gibi tanimlanabilir.
f € L'(R") olsun. Eger Q,, [—r,r]" kiibii ise M’f merkezli Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonu

M'f(x) —sup

r>0

/ [z —y)ldy 2.12)
ile tanimlanir. n = 1 iken M ve M’ cakigir. Eger n > 1 ise bu durumda
CiM'f(x) < M f(z) < C:M' f(x)

olacak sekilde sadece n ye bagli C; ve Cs sabitleri vardir. Bu esitsizlikten dolay1 M ve M’
operatorleri uygun kosullara gore degistirilebilir. Ayrica, M* f merkezli olmayan Hardy-Litt-

lewood maksimal fonksiyonu f € L!°¢(R") igin

M*f(x) = sup Bloor |/ y)|dy (2.13)

xorax

seklinde tamimlanir. Burada supremum z i i¢eren ve kenarlar1 eksenlere paralel olan biitiin

B C R” yuvarlari iizerinden alinmaktadir. M ve M* noktasal olarak esdegerdir.

Uyan 2.41. (2.11)-(2.13) ifadeleri i¢in her x € R™ olmak iizere
CoM f(z) < CyM'f(x) < CoM™ f(x) < C3M f(x)

esitsizligini saglayan n ye bagh C;(i = 0, 1, 2, 3) sayilart vardir. M f, M’ f ve M* f Hardy-Litt-

lewood maksimal fonksiyonlar1 noktasal olarak esdegerdir.

Uyan 2.42. f € L' olmak iizere M f(x) Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu R™ de

alt yar siirekli ol¢iilebilir bir fonksiyondur.

M Hardy-Littlewood maksimal operatorii altlineer ve homojen bir operatordiir. Yani,
M(f+g)<Mf+Mg ve MAf)=AMf), VA>0

saglanir.
Hardy-Littewood maksimal operatoriiniin L,(R") Lebesgue uzayindaki sinirlilig
1 < p < oo olmak tizere n = 1 icin Hardy-Littlewood [31] tarafindan n > 1 i¢in

Wiener [50] tarafindan arastirilmastir.
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Uyari 2.43. M Hardy-Littlewood maksimal operatorii L; (R"™) uzayindan L,(R"™) uzayma

simirh degildir. Gergekten; n = 1 ve > 1 durumunda f(z) = xjo,1)(2) i¢in

T[> 1
Mf@) = 5 [ Il = 5

olup, buradan
o0 oo 1
M f(z)dzx > / M f(z)dx > / —dxr = o0
Rn 1 1 2[E

elde edilir.

Onerme 2.44. Eger f € L,(R") sifira denk degilse bu durumda M f ¢ L (R") dir [18].

M Hardy-Littlewood maksimal operatorii L; (R™) uzayinda siirli olmamasina rag-
men, L (R™) uzayindan W L, (R™) uzayima sinirhidir. Asagidaki teorem M Hardy-Littlewood
maksimal operatoriiniin hemen hemen her yerde sonlu, zayif (1,1) ve 1 < p < oo igin (p, p)

tipinden bir operator oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 2.45.

(1) f e L,(R") vel < p < oo olsun. Bu durumda hemen her = € R™ i¢in M f(z) < oo
dir.

(2) p = 1ise budurumda her A > 0 ve f € L;(R") i¢in
" C
{z € R": Mf(x) > A} < I fllei @
olacak sekilde bir C' = C'(n) > 0 sabiti vardir.
(3) 1 < p < ocoise bu durumda her f € L,(R") i¢in
1M fll, @) < CISfllz, @m
olacak sekilde bir C' = C(n, p) > 0 sabiti vardir [46].
Teorem 2.46. 1 < p < 00,0 < A < n olsun. Bu durumda p > 1 i¢in
IMflz,, < Cllfll, ,
ve p = 1ligin
IMfllweys < Cllfllz

saglanir. Burada C' sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir [13]].
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Ayrical <p <oo,0< A <nvef &€ L,,icin R" de M f maksimal fonksiyonu hemen her
yerde sonludur.

Asagidaki teorem 1994 yilinda Nakai [38]] tarafindan ispatlanmstir.

Teorem 2.47. 1 < g < p < ocolsun. r <t < 2rikenc > 1sayisit, r, x € R" den, C'

sayist da x ve r den bagimsiz olmak iizere ¢(x,r)

c oz, r) < p(r,t) < ep(x,r)

\(

| ey < Colary

sartlarim saglasin. Bu durumda M operatorii 1 < g < p < oo i¢in M, , genellestirilmig
Morrey uzayinda sinirhidir [38].

Tamm 2.48. V € RH, ; olmak iizere £L = —A+V olsun. MY, Hardy-Littlewood maksimal

operatoriiniin Schrodinger operatoriine karsilik gelen versiyonu (bkz. [8])

My f(z) := sup

dy,
r>0 Wo(B(z, |Bx7‘|/w v)ldy

ve kesirli maksimal operatOriiniin Schrodinger operatoriine karsilik gelen bir versiyonu M, g,v
(bkz.[48])

1
ngf(x) = sup

; [f(W)ldy, 0<B<mn
r>0 (Uy(B(z,7))|B(z, 7)) = /B(w)

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.49. (Singiiler integral operatorii ve komiitator operatorii) Singiiler integraller

= y/|y| olmak iizere

TH) =tim [ 20

=0 Jlyse Y|

flz —y)dy

bi¢imindeki operatorlerdir. Burada €2, R™ deki S™~! birim kiiresi {izerinde tammlanmis olup

sifir ortalamal1, integrallenebilir bir fonksiyondur.

C< (R™) den LY(R") tanimli T operatorii agsagidaki sartlari saglarsa
Calderon-Zygmund operatorii olarak adlandirilir.

(@) T, La(R™) de sirh lineer operatordiir.
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(b) Her f € LS (R™) i¢in

Tix)= | K(z,y)f(y)dy e {suppf}",

R

seklinde bir K c¢ekirdegi vardir.

(c) K cekirdegi x,y € R" ve x # y oldugunda C' > 0 ve baz1 d > 0 i¢in

Kx,y </,
K (z,9)] iz — gl
Clnf°
|K (2 + h,y) — K(z,y)] < [z — g7’
C|h|
K (2,y + h) — K(z,y)| < #

Calderén-Zygmund esitsiziklerini saglar. Burada |h| < |x — y|/2 dir [45].

Teorem 2.50. Eger 1 < p < oo i¢in 7 Calderén-Zygmund operatorii L,(R") tizerinde
stnirhdir. Eger p = 1 ise, bu durumda her A > 0 ve f € L;(R") igin

n C
[{z € R" [T f(2)] > AD) < Tl flleaen
olacak sekilde bir C' = C'(n) > 0 sabiti vardir [17].

Teorem2.51. 1 < p < 00, 0 < A < nolsun. Budurumda 1 < p < oo igin T
Calder6n-Zygmund operatdrii L, » tizerinde sinirhidir. Ayrica p = 1 igin L; ) uzayindan

W Ly » uzayina sinirhdir [13].

Asagidaki teorem 1994 yilinda Nakai [38]] tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 2.52. 1 < p < oo olsun. r <t < 2riken c > 1sayisit, r, x € R" den, C' sayisi da

x ve r den bagimsiz olmak iizere p(z, )

e, r) < ol 1) < (o)
\%& oo 0t
| ety < Cotary

sartlarin1 saglasin. Bu durumda 7 operatorii p > 1 igin M, , genellestirilmis Morrey

uzayinda ve M, , uzaymdan WM, , uzayina siirhdir [38].

Asagidaki teorem, 1994 yilinda Guliyev [23] tarafindan ispatlanmis ve Mizuhara [36]]

tarafindan elde edilen sonuclari icermektedir. Ayrica 1 = @9 = ¢ durumu i¢in 1994 yilinda
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Nakai [38]] tarafindan elde edilen sonuglari da icermektedir. Burada her ¢, r > 0 ve C' > 0
icin 0 < r <t < 2r olacak sekilde ¢

C™ho(t) < o(r) < Co(t)
doubling sartin1 saglar.

Teorem 2.53. 1 < p < oo iken C' pozitif bir say1 olmak iizere her ¢ > 0 i¢in (1, o) ¢ifti

o d
/ sol(x,r)% < Cps(z,t) (2.14)

sartin1 saglasin. Bu durumda p > 1 i¢in 7 Calderén-Zygmund operatorii M, ,, uzayindan

M, ., uzayma ve p = 1igin M, ,, uzayindan WM, ,, uzayina simirhdir [23].

Ayrica, Guliyev ve ark. [2,26] tarafindan daha zay:f sartla Calderén-Zygmund singiiler

integral oparatdriiniin 1 < p < ocoigin M,

o1 Uzayindan M,

o1 Uzayina simrlihigr aragtirilmagir.

Teorem 2.54. 1 < p < oo iken C' pozitif bir say1 olmak iizere her ¢ > 0 i¢in (1, o) cifti

t<5<°°t£+1 dt < Copy(z,7) (2.15)

/oo ess inf ¢ (z, 5)s»

sartin1 saglasin. Bu durumda p > 1 i¢in 7 Calderén-Zygmund operatorii M, ,, uzayindan

M, ., uzayma ve p = 1i¢in M, ,, uzayindan WM, ,, uzayina simrhdir [2]], [26].

Tamim 2.55. f € C5°, b € L'°¢(R") ve T Calder6n-Zygmund operatorii olmak iizere [b, 7|

komiitator operatorii

0,71/ (2) = / b(x) — b(y)] K (¢ — ) f(y)dy, = & suppf

n

seklinde tanimlanir.

K, Calder6én-Zygmund singiiler integral operator ve b € BMO(R™) olmak iizere
b, K|f = K(bf) — bK f seklinde tanimlanan komiitator operatorii 1 < p < oo igin L,(R™)
uzayinda sinirhdir [L1], [12].

1976 yilinda Coifman, Rochberg ve Weiss [16] tarafindan 7y, Calderén-Zygmund
singiiler integral operatoriiniin ve bir b fonksiyonunun iirettigi [b, Tq] komiitator operatoriiniin

L,(R™)(1 < p < oo) stmrlilids lizerine arastirma yapilmistir. Burada
(i) Herhangi bir A > 0 ve her z € R™ i¢in Q(Az) = Q(x)
(ii) fSnfl Q(z")do(2') =0
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sartlarini saglamak iizere, b € BMO(R") fonksiyonu i¢in [b, T] komiitator operatorii

0. Zal (1)) = 0. [ U =Y) 40y — by)) £ (9)dy 2.16)

seklinde tanimlanir.
Olgiilebilir fonksiyonlar kiimesi iizerinde tanimli bir lineer 7 operatorii ve bir b

fonksiyonu i¢in [b, 7| komiitatorii

[0, T1f () = b(x)T f(x) = T(bf)(x)

ile tammlanir.

Coifman, Rochberg ve Weiss [16] tarafindan [b, 7q| komiitatoriiniin L,,(Rn), 1 < p <
oo sinirliligini kullanarak bagarili bir sekilde H'(R™) Hardy uzayinin ayrigimi verilmistir.
(2.16) tipindeki komiitatorler ikinci mertebeden eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢o-
ziimlerinin regiilerligi calismalarinda 6nemli bir rol oynamaktadir [[14} 15, 20]. Acik olarak
b € Loo(R") ise bu durumda [b, 7], L,(R"), 1 < p < oo iizerinde sinirlidir. Coifman,
Rochberg ve Weiss, [16] ¢alismasinda b € BMO(R") iken [b, 7] komiitatdr operatoriiniin
L,(R™), 1 < p < oo smurlihgim gostermislerdir. Daha sonra Janson, [33] ¢aligmasinda
[b, T] komiitator operatorii L,(R™), 1 < p < oo tizerinde siirli iken b € BMO(R")
oldugunu gostermigtir. 7 Calder6n-Zygmund operatorii zayif (1, 1) esitsizligini saglamasina
ragmen [b, 7] komiitator operatorii bu esitsizligi saglamaz. Buna kargilik agagidaki zayif

sonu¢ dogrudur.

Teorem 2.56. 7 Calder6n-Zygmund operatorii ve b € BMO(R™) olsun. Bu durumda her
f € C5° ve her A > 0 icin

wer s 7160 > <l [ L0 (1 ogr (K1) ) gy

saglanir. Burada, log* ¢ = max(logt,0) bigimindedir [39].

Teorem2.57. 1 < p < 00,0 < A\ < nveb € BMO(R") olsun. Bu durumda 7
Calder6n-Zygmund operatdrii olmak tizere [b, 7] komiitator operatdrii L, y(R™) Morrey uza-

yinda sinirhidir [[19]].

Asagidaki teorem 2011 yilinda Guliyev [26]] tarafindan ispatlanmustir.

Teorem 2.58. 1 < p < oo, b € BMO(R") i¢in C pozitif bir say1 olmak iizere (¢1, ¢2) ¢ifti

00 " esii&fgol(x,s)sﬁ di
[ (tml) == e o)
r r tr t
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sartin1 saglasin. Bu durumda p > 1 icin 7, Calder6n-Zygmund operatoriiniin komiitatorii

M, ,, vzaymdan M, ,, uzayma ve p = 1 i¢in M, ,, uzayindan WM, ,, uzayna sirhdir

[26].

Asagidaki teorem 2011 yilinda Guliyev [27] tarafindan ispatlanmustir.

Teorem 2.59. 1 < p < oo, b € BMO(R"), w € A, i¢in C pozitif bir say1 olmak iizere
(1, p2) cifti

o i €85 inf @1 (2, 8) (@(B(x, )7 g,
/7« (1 +In ;) w(B(l‘,t))% v < Cys(z,T)

sartin1 saglasin. Bu durumda p > 1 icin 7, Calder6n-Zygmund operatoriiniin komiitatorii
M,

b1

(w) uzaymdan M, ,,(w) uzayma ve p = 1 i¢in M; o, (w) uzaymdan WM, ., (w)

uzayina sinirhdir [27]].

Tanim 2.60. (Riesz potansiyeli) 0 < o < n i¢in Z,, Riesz potansiyeli

O e =

n |z —ylre
seklinde tanimlanir.

Asagidaki teorem I, Riesz potansiyelinin 0 < o < n i¢in (L,, L,) sinirlih@ini ifade

etmektedir.

Teorem 2.61. 1 <p < g<o00,0<a<nvefe L,(R") olsun. Budurumda p > 1 i¢in
1Zaf Nl zomny < Cl L, @n)

ve p = lic¢in
| Zafgoo®ny < Cll fllLy@m

olacak sekilde C' = C(n, a, p) < oo sabiti vardir ve burada o = n(1/p — 1/q) bigimindedir
[21].

Teorem 2.62. 0 < a <n,1 <p<n/avea =n(l/p—1/q)olsun. Budurumda0 < A < n
icin Z,, Riesz potansiyeli L, \(R") uzaymndan L, (R") uzayina sinirlidir [1} 40].

Asagidaki teorem 1994 yilinda Nakai [38] tarafindan ispatlanmigtir.

29



Teorem 2.63. 1 < p < covea =n(l/p—1/q) olsun. » < t < 2r iken ¢ > 1 sayst ¢, r,

x € R™ den, C sayist da x ve r den bagimsiz olmak iizere p(z, 1)

¢ lo(z,r) < @lo,t) < cp(,7)
\(
o dt
| ety < Cotary

sartlarim saglasin. Bu durumda Z,, operatorii p > 1 i¢in M, , genellestirilmis Morrey

uzayimnda ve M, , uzaymdan WM, , uzayima sinirhdir [38].

Asagidaki teorem, 1994 yilinda Guliyev [23] tarafindan ispatlanmis ve Mizuhara [36]]
tarafindan elde edilen sonuglar1 icermektedir. Ayrica ¢, = @9 = ¢ durumu i¢in 1994 yilinda
Nakai [38]] tarafindan elde edilen sonuglari da icermektedir. Burada her ¢, »r > 0 ve C' > 0
icin 0 < r <t < 2r olacak sekilde ¢

Cho(t) < o(r) < Co(t)
doubling sartin1 saglar.

Teorem 2.64. 1 < p < co ve @ = n(1/p — 1/q) olsun. Ayrica her r > 0 i¢in (1, ¢2) ¢ifti

o dt
/ tagpl(x,t)? < Cpy(z,T) (2.17)

sartin1 saglayan pozitif ol¢iilebilir fonksiyon olmak {iizere, pozitif bir C' sayis1 vardir. Bu
durumda p > 1 i¢in Z,, operatorii operatorii M), ,, uzaymdan M, ., uzayma ve p = 1 i¢in

M, ,, uzayindan WM, ,, uzayina sinirhdir [23].

Ayrica, Akbulut, Guliyev ve ark. [2}126] tarafindan daha zay1f sartla Riesz potansiyeli-

nin 1 < p < oo igin M, ,, uzaymdan M, ,, uzayina sirliligr aragtirilmigr.
Teorem 2.65. 1 < p < ¢ < cove o« = n(1/p — 1/q) olsun. Ayrica her t > 0 igin (¢1, ©2)

cifti

t<s<ootﬂ+1 dt < Coy(x,r) (2.18)

/oo ess inf oy (z, 5)s»

sartin1 saglayan pozitif l¢iilebilir fonksiyon olmak iizere, pozitif bir C' sayisi1 vardir. Bu

durumda p > 1 i¢in Z, Riesz potansiyeli M,

b Uzayindan M,

b2 UZayma ve p = 1 igin

M, ,, uzayindan W M, ,, uzayina sinirhdir [2, 26].
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Eger (1, p2) cifti (2.17) sartin1 saglarsa, bu durumda (2.18)) sartin1 da saglar. Ancak
tersi dogru degildir (Hatirlatma 4.7, [26]).

L operatoriine karsilik gelen kesirli integral operatorii 0 < 8 < n igin

L) = £ 1) = [ )

0

b € BMOy(p) olsun. Zz komutatorii

[0, sl f(x) = b(x)Zp f(x) — Ls(bf) ()

seklinde tanimlanir.
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3. MATERYAL VE METOT

Ters Holder esitsizligini saglayan negatif olmayan V' potansiyelli —A+V formundaki
Schrodinger operatoriine kargilik gelen harmonik analizde L, Lebesgue ve L, Morrey
uzaylarinin 6zel bir yeri vardir. Ayrica Schrodinger operatoriine karsilik gelen diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin bu uzaylarda arastirilmasi da 6nemli bir yere sahiptir.

L = —A+V Schrodinger operatoriine karsilik gelen Riesz doniisiimii R, = VL2,
duali R} = L7Y2V seklinde ve £y = (—=A)? + V2 Schrédinger operatoriine kargilik
gelen yiiksek mertebeden Riesz doniisimii R = V2L, Y2 duali R* = L, Vg2 seklinde
tanimlanirlar.

L, Lebesgue uzayinda, R ve R* operatorlerinin sinirliliklart Shen [43] tarafindan
elde edilmigtir. Ayrica, b € BMOy(p) olmak tizere Bongioanni, Harboure ve Salinas [8]
tarafindan [b, R,] ve [b, R}] komiitator operatdrlerinin L, uzayinda sinirl oldugu gosterilmis-
tir. Daha sonra genellestirilmis Morrey uzaylar ve sifirlanan genellestirilmis Morrey uzayla-
rinda Guliyev ve Omarova [30] tarafindan b € BM Oy(p) olmak iizere R} ve [b, R}] komiita-
tor operatdrlerinin sinirhiliklar: ispatlanmigtir. Son yillarda ise Akbulut, Guliyev ve Omarova
[4], b € BMOg(p) olmak iizere 11} Marcinkiewicz ve [b, )] komiitatér operatorlerinin
genellestirilmis Morrey ve sifirlanan genellestirilmis Morrey uzaylarinda sinirli olduklarini
gostermiglertir.

L, uzayinda, R ve R* operatorlerinin sinirliliklar: Liu ve Dong [34] tarafindan ispat-
lanmustir. b € BMOy(p) olmak iizere Liu, Zhang, Sheng ve Wang [35] tarafindan da [b, R]
ve [b, R*| komiitator oparatorlerinin L, uzayinda sinirliliklar gosterilmistir.

Schroédinger operatoriine karsilik gelen yiiksek mertebeden Riesz doniisiimii ve onla-
rin komiitator operatorlerinin kiime lizerinde L, Lebesgue normunu Guliyev lokal esitsizligi
ile lokal genellestirilmis Morrey uzaylar tizerindeki sinirliliklar elde edilmistir. Schrodinger
operatdriine karsilik gelen genellestirilmis Morrey uzaylari ve sifirlanan genellestirilmis Mor-
rey uzaylarinda b € BMOy(p) olmak iizere M gy kesirli maksimal operatoriiniin ve onun
komutatorlerinin sinirliligr arastirllmistir. Guliyev metodu ile genellestirilmis Morrey uzayla-
rinin ve lokal genellestirilmis Morrey uzaylarinin tanim ve temel ozellikleri verilerek, bu
uzaylarda Schrodinger operatoriine karsilik gelen operatorlerinin ve onlarin komiitatdr opera-

torlerinin sinirlilig1 igin yeter sartlar incelenmistir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, ilk kistmda Schrodinger operatoriine karsilik gelen M;f;DV genellestirilmig
Morrey uzaylar1 ve Schrodinger operatoriine karsilik gelen V' M, ]‘jfg/ sifirlanan genellestirilmig
Morrey uzaylarinda b € BMOy(p) olmak iizere M§,, operatoriiniin ve onun [b, M ]
komiitatorlerinin sinirlilig ispatlandi. VM;:X sifirlanan genellestirilmis Morrey uzayin- dan
bir bagka VMY, 1/p — 1/q = (/n uzayma M ,, operatoriiniin sinirliliklari igin (1, ¢2)
cifti lizerinde yeter sartlar elde edilmistir.

Son kisimda ise Schrodinger operatoriine karsilik gelen yiiksek mertebeden Riesz
doniisiimii ve onlarin komiitator operatorlerinin lokal genellestirilmis Morrey uzaylar iizerin-
deki sinirhiliklar: ispatlanmigtir. Ayrica, Guliyev metodu ile genellestirilmis Morrey uzaylari-
nin ve lokal genellestirilmis Morrey uzaylarinin tanim ve temel ozellikleri verilerek, bu
uzaylarda Schrodinger operatoriine karsilik gelen yiiksek mertebeden Riesz doniisiimlerinin

ve onlarin komiitatdr operatorlerinin sinirliligi i¢in yeter sartlar elde edilmistir.

4.1. Schrodinger Tipli Operatore Karsilik Gelen Sifirlanan Genellestirilmis Morrey
Uzaylarinda Kesirli Maksimal Operatorlerin ve Onlarin Komiitatorlerinin
Sinirhihig:

4.1.1. Bashca Sonuclar
Bu kisimda elde edilen baglica sonuclar asagidaki gibidir:

Teorem4.1. V € RH,,;p,a > 0,1 <p<n/B,1/q=1/p—B/nvep;, € Qg"v, vy € Qg"v
yeter sart

n
ess inf oy (z, s)s»
t<s<oo

sup S CO¢2($7T)7 (41)

n
r<t<oo ta

olsun, burada ¢y, x ve r den bagimsizdir. Bu durumda M g v operatori M;j‘gp‘f uzayinindan

s s o,V a,V a,V
p > ligin M%) uzaywma ve M, uzaymindan WM _n g UZAYINA stnirhdir.
Ayrica p > 1 igin

6
1M £l < Ol sy
p = 1ligin
6
HMﬁ’VfHWMng,m < CHfHMﬁ;aVl?

burada C, f bagimsizdir [5]].
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Teorem4.2. V € RH,, o, > 0,1 <p<n/B,1/qg=1/p—B/nvep, € Qg"v, Yy € Q;‘“’V
yeter sart

n

£\ €88 inf 1 (z, s)s?»
sup (1 +1In —> feasee < copa(, 1), (4.2)
r

n
r<t<oo ta

olsun, burada co, = ve 7 den bagimsizdir. Eger b € BMOy(p), bu durumda [b, M§ /]

. .. s a,V a,V
komiitator operatorii M) uzayindan M7* uzayina sinirli ve

116, M5l < Clolol gy
burada C, f bagimsizdir [5]].

Teorem4.3. V € RH, 5, a > 0,1 < p < ocovep; € Qz,’lv, P € lev yeter sartlar her
0 > 01i¢in
oe dt
cs 1= sup p1(z,t)— < 00
5 xER™ t

ve
o dt
/ o1(z, t)tl_*ﬁ < Copa(z, 1), (4.3)

olsun, burada Cy, x € R" ve r > 0 bagimsizdir. Bu durumda M g,v operatorii VM;:X

o . a7V CM,V CM,V
uzayindan p > 1icin VM7 uzayma ve VM, , uzayindan VWM _hpp UZAYINA stnirhdir

[15]].
Teorem4.4. V € RH, 5, b € BMOy(p), 1 < p < oo ve ¢ € Q;’lv, Y9 € lev yeter

sartlar

t
sup (141 )1 (@, )87 < coga(e, ), (44)

r<t<oo

olsun, burada cy, = ve r den bagimsizdir,

I my (4.5)
rli}(l) inmeR" QOQ(I, 7’) N .
ve her § > 0 igin
o0 dt
Cs 1= / (1 + ]1nt\> sup ¢1(x,t)— < 0. (4.6)
) TzER™ t1=h

Bu durumda [b, M /] operatorii VM) uzaymdan V M) uzayma sirhdir [3].
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4.1.2. Bashca Sonuclarn Ispatinda Kullanilan Yardimec1 Teoremler

Yukaridaki teoremlerin ispatlarinda kullanilan kritik fonksiyonlar ile ilgili bazi onemli

sonuclar1 ispatsiz olarak asagida verildi.

Lemma4.5. V € RH, ; olsun. p yardimci fonksiyonu igin

. |z — y|\ ko |z — y|\ % .
Cp(a) (1+ p@)) < ply) < Cpla) (1+ p@)) . Va,yeRY, (47)

olacak sekilde bir C' ve ky > 1 mevcuttur [45].

Lemma 4.6. = € B(xg, ) olmak iizere bu durumda k& € N i¢in

: S 1 N/ (ko+1)
2k 2kr ’
(1 + p(z>> (1 + p(a:o>)
elde edilir [5].
Ispat. (@.7) esitsizliginden
1 _ < 1 _
2k 2k
(1+25)  (1+ = )
ptao (1428 )
kN
|z—x0| | ko+1
< <1 t p(zo) >
~ 1 2k N
< + p(ﬂﬁO))
S 1 N/(ko+1)
2k 0
(1 - P(Io))

elde edilir. m

Yeni BMO tipli BM Oy(p) uzaylar1 igin baz esitsizlikler agagida ifade edilmistir.

Lemma4.7. 1 < s < oo olsun. Eger b € BMOy(p) ise bu durumda z € R" ve r > 0
olmak iizere her B = B(x, ) i¢in

Lot —vsdy)” < plo(1 4 )"
Bl J, (@)

burada 6’ = (ko + 1)6 ve ko, (4.7) esitsizligindeki sabitlerdir [8].
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Lemma4.8. 1 < s < 0o, b € BMOy(p), ve B = B(z,r) olsun. Bu durumda ¢, Lemma
deki gibi olmak iizere her k& € N igin

2k )9'

(g L, 1o = bsfay) " < ok (14~

26B| Jarp
K3, I nin ¢ekirdegi olsun. Kg(x,y) ¢ekirdegi i¢in agsagidaki sonug verilmistir.

Lemma4.9. V. € RH, ; ise burumda her /N i¢in

C 1
_ N __ oy|n—p
(1 n (;;\) |z —yl

T
p

| Ks(z,y)] <

(4.8)

olacak sekilde bir C sabiti vardir [9].

Son olarak da, essential supremum ve essential infimum arasindaki iligkiyi veren

bagint1 asagida verilmistir.

Lemma 4.10. f reel degerli negatif olmayan ve F kiimesinde 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun.

Bu durumda

. -1 1
(esxseglf f(a:)) = es:es]élp e

[49].

Lemma 4.11. ¢(z,7), R" x (0, 00) de pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon, 1 < p < oo, a > 0
veV € RH,, g > 1 olsun.

1)
roNe rr ..
sup (1 + ) = oo bazit > 0igin ve her x € R", 4.9)
t<r<B p(r)/  o(z,r)
ise bu durumda M) (R") = ©.
(i1)

sup (1 + L) o(z,r)"' =00 baz1 7 >0 iginveherx € R", (4.10)
Oo<r<r p(m)

ise bu durumda M) (R") = ©
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[S].

Ispat. (i) (@9) esitsizligi saglansin ve f fonksiyonu sifira esit olmasin. Bu durumda
su > 0,
me]}ST ||f||Lp(B(z,t))

boylece

r o 1 —n
gy = s s (1405} eler) ™ E 1 e

n

r «
> su su (1 + ) By
> xeR]% 111z, B P p(x) #le.)

<r<oo

Dolaysiyla, ||f||Mg;,§’ = 00.
() f € M;jjgpv(]R”) ve (4.10) saglansin. Bu durumda iki olasilik vardir:
(1. Durum):

sup (1 + L) o(x,r)' =00, Vt > 0.
0<r<t p(x)

(2. Durum):

sup (1 + L) o(z,7)"t < 0o bazat € (0,7) icin .
0<r<t P(iE)

1. durum i¢in, Lebesgue diferansiyel teoreminden, hemen her x € R" i¢in,

o Ml i
r—0+ ||XB(x,r)||Lp

Iddia ediliyor ki her z i¢in f(z) = 0. Gergekte, = sabit ve | f(z)| > 0 oldugu kabul edilsin.
Bu durumda (#.1T]) esitsizliginden her 0 < r < ¢ i¢in

1
P Ly mny = 27 vn |f(2))]

olacak sekilde ¢y > O vardir. Sonug olarak,

T «a 4 _n
gy = s (14 =) @)% 1F 1L )

0<r<tg p(l’)
1 r «
> 27k | f(z)] su (1 + —> z, )L
/()] S ) p(x,r)

Dolaysiyla, ||f]| Moy = 00 boylece f ¢ M, ,(R™) ve bu bir ¢eliski olup kabul dogru
degildir.
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2. durum da ise
sup (1 + —) o(z,7)7t = o0
s<r<T

oldugunu ifade eder, dolayisiyla

T\ , _n r
sup <1 + —) o(x,r)"r"r» > sup (1 +—
s<r<0o P(I) s<r<T ,O(SL’

> 775 sup (1+ L) o(z,r)~!

s<r<r P($)
:OO,

(1) sikki gerceklenir. m

Uyar14.12. R™ x (0,00) de her t > 0 i¢in Q%Y tiim pozitif dl¢iilebilir ¢ fonksiyonlarmimn

bir kiimesi olarak tanimlansin. Sirasiyla

sup (1 + r >a rr H < 00
zeRn p(x)/ o, 1) | Lso(too)
ve
sup (1 + L>a go(:v,r)_lu < 00.
zeRn p(x) Loo(0,2)

Asagidaki sonugta Lemma da oldugu gibi daima ¢ € Q%" oldugu kabul edilmistir.

Uyar1 4.13. R" x (0,00) de Qz‘lv , tim pozitif Olgtilebilir ¢ fonksiyonlarinin bir kiimesi

olarak tanimlansin.

. . T o
inf inf (1 + M) o(x,7) > 0, baz1 § > 0, 4.12)

veE

T e} /r‘n/p
hm(1+—) T,
r=0 p(x)/ p(z,r)

Ayrica burada VM;’:;/ (R™) uzayinin 6nemsizligi i¢in daima o € lev oldugu kabul edilmistir.

4.1.3. Bashca Sonuclarin Ispati
4.1.3.1. Teorem.1.Ispat1

Ik 6nce asagidaki sonuglarin ispat: verilmistir.
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Teorem 4.14. V € RH, ; olsun. 1 <p < n/B,1/q =1/p — B/n ise bu durumda herhangi
bir f € L} (R™) i¢in

<3 sup WleaBan

2r<t<oco ta

MGy fllLy(Bor))

esitsizligi gerceklenir.

Ayrica, p = 1 olmak iizere herhangi bir f € L}, (R") i¢in

_ Flz (Bzo.t)
M0 B - < g B su H 1 0;
IMay Fllwe_n (Beor) S i =

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Keyfi 2z, € R" i¢in B = B(xo,7) ve herhangi bir A > 0 icin AB = B(xq, \r").
f fonksiyonu f = f; + fo gibi yazilsin, burada B(x¢,2r) nin karekteristik fonksiyonlart
f1W) = (W)X 500y 2m) (Y) VE X (s 2y SEKlinde tanimlansin. Bu durumda

H]\/[g,vfHLq(B(vco,r)) < ”M,g,v(fl)HLq(B(xo,r)) + HMg,v(fQ)HLq(B(zo,r))-

fi € L,(R"™) ve Z operatoriiniin L,(R™) uzayindan L,(R™) uzayina siirligindan asagidaki

sonug elde edilir:

MGy (f)ll LaB@ory S W NLyB@e2r)

n o dt
S 7’quHLp(B(xo,2r)) /2r F
<r2/ i TR 4.13)
~ 2r ta t

M5 (f2)ll L, (B(zory) i¢in © € B, y € (2B)° oldugunda |z — y| ~ |zo — y| gerceklenir. Bu
durumda (4.§) esitsizliginden

sup MR < [ 1Kol ) )1y

x€B
of Lol
@B)e |70 — y|"

[e.o]

S S [l
2k+1B

k=1
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elde edilir.

Holder esitsizliginden

ok+1p

sup [ M0 (f2)(x \<ZufuL S Il
r€B 2k
2 £l ) di
< P(Bx():t)
S [, Mepend
5/ ||f||L1;f(nB( O,t))?' (414)
2r q

Boylece 1 < p < n/f igin

v [ Sy 8oy dt
L e @.15)
Dolaysiyla (.13) ve (.13)) esitsizliklerinden 1 < p < n/f i¢in
o [ Ity
IME v Fll 2, By ST / t—,O - (4.16)
2r

p = 1 durumunda M§ ,, operatériiniin Ly (R") uzayindan WL _»_ (R") uzayina sinirliligindan

/1121 (o) dt
MGy (fOWe o Baow) S LBz ST / 1—_50
n—p o t t
elde edilir.
(415 esitsizliginden
nep [ IS lLaBEoty dt
g L e B
2r
Boylece
6 o onp [z B dt
HM@VfHWLniﬁB(B(xOW)) ~T /2r tn—>5 t
n
Teorem 4.1, Ispatr:
Lemma[4.10. den,
1 1
T =esssup ——
ess inf ¢1(x, s)s?  t<s<co @1(x,s)sP

t<s<oo
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elde edilir.

Not edelim ki, || f ||z, (B(xo.))» t fonksiyonuna gore azalmayan ve f € M<) ise bu durumda

b1
(1+ 55) 1 o

B(zo
%2£E¢N$Sﬁp
(1+ 55 W lamony
< ess sup
t<s<oo o1(z,5)s»

< sup

~

0<s<0o0

S I gy -

p,¥v1

©1
(14 55) Wit
or(e,5)s7

a > 0 oldugunda ve (1, p2) cifti, (@.1)) kosulunu sagladiginda ise bu durumda

/ 1 f 1 2y (Bxoe)) dt
2r t% t

/ (1+ > 1L (B0t €58 Hlf%(:ﬂ s)sv g
2r

z “E ot
ETTEIERT (e
wﬁg%@$wt
S 1l

o ess inf 1 (, 5)s? di

< ) (1 i > t<s<00 _
e pm> r —
< (1 - _ 4.17
11y ( +p(x0) 2 (0, 7) (4.17)
Teorem 4.14] den
||M5,Vf||M:;¢V2
S sup (1 =) (. ) T f ooy

zo€ER™ r>0 IO(IO)
r

a Il 2 (Bo.t)) di
w2(To, T / -
e e N M

< sup <1—|—
zoER™ r>0

S I llaggey -

p,¥v1

q = ;%5 olsun @.T7) esitsizlifindeki benzer durumdan dolay1

Nl 21 (Bo.ny) dt ( T\
N1 (Blwo,t)) 22 < o 1 > )
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Boylece Teorem [4.14] den

HMB Vf“WMO‘ v

nB<P2

S s (140 ) ealao )T i o sy

zo€ER™ r>0
o\ 1 [T N (B@oy) dt
< sup <1+ ) To, T 1/ e
zoER™ r>0 p(x(]) 902( 0 ) 2r tn—ﬁ t
<
S e -

4.1.3.2. Teorem Ispati

Teorem [4.1] ispatinda oldugu gibi asagidaki teoremi ispatlamak yeterlidir.

Teorem 4.15. V € RH, 5, b € BMOy(p) olsun. 1 < p <n/B,1/q = 1/p— B/nise bu
durumda herhangi bir f € L} (R™) i¢in

loc

) [ I 1lzp(any
05 ey S Blor® [ (1 )RS )
2r a

esitsizligi gergeklenir [J]].

Ispat. f fonksiyonu f = f; + f, gibi yazilsin, burada f(y) = f (V)X 5 (sg.2r) (v)- BU durumda

1[0, M5Vl LaBory) < N0 MEVIF) Ly Blaor) + 11 M2l Ly (B0

[b, M /] komiitator operatdriiniin L,(R") uzaymndan L,(R") uzayina ssmrhiligindan ve @13)

esitsizliginden

16, My (f)ll Ly(Baomy S Blollf 1| Lo(Bo2r)

S [b]erz/ —HfHLhW ) &
2r ta t

n [ zo)) dt
S[b]grq/ (1+1 >—”f”LPtf 2 S (419
2r a

Simdi [|[b, M5 ](f2) ||, (B(xo.r)) ifadesi ele alinacakdir. Herhangi bir - € B(xo, ) i¢in

16, M5 1 f2(@)] < [b(x) = bap| [Z5(f2) ()] + |Zs((b — bap) f2) ().
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(4.8) esitsizliginden, Lemma[d.6] ve (4.14) esitsizliginden

1 Sy
sup 02, (£)0)] < [ Il g,
z€B (2B)e (1 T y\) [z — ¥
p(z)
S —— NZ R I
(1 + 2 ))
< 1 * | f1Ly(B@oy dt

p(zo)

Dolayistyla Lemmafd.7] den ve N > (ko + 1)6 olmak iizere

1(b(2) = bap) MG v (f2) Ly Bonr)

n 9 N\ O-N/(kot1) [ vo) dt
<ot (14 —) / I espon dt
p(xo) 2r ta t

N 1S ooty dt
< [blgra 1+1In p— 4.20
~ [ ]er /27, < + 7') tq t ( )

Sonug olarak, || Mg\, ((b—b25) f2) || L,(B(xer)) Olsun. @38) esitsizliginden Lemma
ve ([@.14)) esitsizliginden

sup ]MB v((b—=bap) f2)(z)]

€S

< 1 [b(y) = basll fW)]
~ N - n_ﬁ y
(2B)e <1+ \fc—y|> |z — ¥

p(x)

- 1

sy v [ 1)~ bl )y
k=1 (2kp)n— (1 + ,)2@)) 2k+1B
> 1

S Z Jin \ N/ (ko+1) /2k+13 b(y) — bagl|f(y)|dy.
k=t (28r)? (1 + p(a:Z))

Not edelim ki

A UP
L v vl s ([ )= basl) " 1l
2k+1B 2k+1RB

2’“7’ ¢ n
p(xo)) 2" 7)7 || Fll Ly (Bxo 22410

< [b]gk:(l +
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Bu durumda

©° k(2k ) v a8
Sup |M5 V(( b23)f2 Z N/ (ko+1)—6" HfHLp B(z0,2k11r))
zeEB e (1 + (k ))

Zo

S HZka 7EH]£HL B(zo,2k+1r)

k+1
? "Nl 2y (Bot) dt

Zk/ ot

2Fr <t < 28+r oldugundan k ~ In . Boylece

T By dt
sup M (0 = b)) S Bl Dk [, Sttt

z€B tq t
22/216+1 1 LoBaon) dt
gt
1L, (B(o,t)) di

< (1 n >p—n0
N[hé T

Dolayisiyla

o © f T dt
||M§,v((b—bgB)fz)HLq(B(xo,r))S[b]arq/ (1+1 r)“”Lt—f‘O”? 4.21)
2

r q

@.19), (4.20) ve @.21) esitsizliklerinden Teorem [d.15] ispati tamamlanir. m

Teorem 4.2 ispati:
f e Mg} oldugundan ve (i1, o2) cifti @2) sartini sagladigindan, esitsizliginden

/OO <1+1 >||f||L (Blo,t) U
2 r % t

T

f ;
:/ (1+ ) 11, (Boot) <1+1 €58 inf o (2, 5)s7 dt
2r

r RPE
(1+5) ¢
0 £y ©S8 1{.10f901(:1: s)sv dt
S M ey 1+1In—)== 3
~ My, r n t
2r (1+p(a:0)) ta

B(
%

(Eiiinf v1(x,s)s

ess inf @1 (, s)s»

—a [ LY t<s<oo dt
<Nl e (1 ) (1 1 —) _
ww%g(+p@w L[ ! 2
S W laggy (1 + p(mo) 2 (z0,7). (4.22)

46



Teorem 4. 15] den

[CEAT
S s (1+==) vl r)flr*"/qn[b,zdfr\Lq(B(xo,r»
z0€R™, >0 P(xo)
@ & x dt
zoER™ ,r>0 P(lﬂo) 2 7" tq t
< bloll fllyey -

4.1.3.3. Teorem Ispati

Asagida verilen ispat ashinda (4.16) esitsizliginden ifade edilmistir. Operatdriin nor-
munun ifadesi, yani, sifirlanan uzaydaki sinirlilik Teorem [4.1] den elde edilir.

Yani sadece bunu ispatlamak yeterlidir.
7101_r>1r(1) Seuﬂglglp@l(f r,r)=0 = 11ﬂ1_r>r(1) s;ﬂg%lqm(MﬁVf z,7) =0 (4.23)

veE

i s M i) =0 =iy s e,

Q(Mg’v fiz,r)=0. (424
r yeterince kiigiik secilirse
r «
su 1—|——) z,r —Lp=n/p|| MY e < E
sup ( @) o) 1My fll g8
oldugunu gostermek i¢in (4.16) esitsizliginin sag tarafi par¢alanir ise:
ro\® 1 —n
(1 + m) @2(1’,7’) br /pHMg,VfHLq(B(%T)) < C[[fso (33',7’) + ']50 ('1'7 r)]? (4.25)

burada dp > 0 (dp > 1 alinabilir) ve

(1+$) o
Is,(x,7) := —/ Ny p e dt

@2(1:77“)
ve
(14 35)
(x) _7_1
Js, (x, 7 ::—p/ edt
50 (,7) e s 1Ny dt
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ver < &. f € VMY (R") olmak iizere ve herhangi bir §; > 0 segilirse bu durumda

p,¥1
sup (1 + L)asol(:v,t)‘lt""”“"Hf\ILpo.ff(ac,t» <o
TER™ p<$) 2(76%

burada C' ve Cy, (@.3) ve (@.17) esitsizliklerindeki sabitlerdir. Bu, r € (0, o) deki ilk terimin

diizgiin bir sekilde ifade edilmesine olanak tanir:

sup Cls,(x,r) <
TER™

, 0<r <:6U

Do ™

Ikinci terimin ifadesini artik 7’nin yeterince kiigiik segilmesiyle yapilabilir. Ashinda (@.12))

kosulu sayesinde

(1 - p&))
oo (2,7) < oy o) 1y agg

burada c,,, (#.14) esitsizligindeki sabittir. Boylece, (4.12)) esitsizliginden r yeterince kiigiik

secilir ise

(1+55)
— p(z) < €
zeR? P2 (.T, 7”) 2¢4, HJCHVMZ‘;‘#Y1

elde edilerek (.23 esitsizliginin ispati tamamlanur.

(4.24)) esitsizliginin ispatida (4.23) esitsizliginin ispatina benzer sekilde ispatlanir.
4.1.3.4. Teorem Ispat1

Norm esitsizligi Teorem 4.2 ifade edildiginden, burada yalmzca

t e
I (1 —) )il ey =0
1m sup + (@) o1(x,t) HfHLp(B( t))

T’—)OmeRn
t 1 7ﬂp _
— (1 50t et =0

oldugunu ispatlamak yeterlidir. r yeterince kiiciik secilirse

t \@ e
sup (14— ) e, 07 P ME oy <

zeR™

oldugunu gostermek i¢in (4.18) esitsizliginden:

o, blo > | 1L, (Bo.t)) dt
P b, Mt o < [ / <1 )P—no
o, 1) 116, Mgy flllLoBn) S o) o i " .
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r < 0o alinirsa burada J, yeterince kiiciik segilirerek ve integrasyonu parcalayarak:
t o\ e
(1 + _p(x)> o, )P [, ME v )l sy < Cllsy(2,7) + oy (2,7)], (4.26)

burada

t

Lt m) " (% t wo)) dt
Iy (x,7) = M/ (1+1n_> W esp o dt
<‘02(1"’71) r r ta t
veE
1+ -1 ¢ o ; o
Jo(2,7) 1= M/ (1 +In _) WA 3 .
902($,T) 8o r ta t

0o > 0 bir sabit olarak segilirse

t \“ €
1 —) ) < —— 1< 6,
sup (14 ) o) ey o) < 5 S0

burada C' ve Cy, (4.26) ve (@.4) esitsizliklerindeki sabitlerdir, » € (0,d) deki ilk terimin

diizgiin bir sekilde ifade edilmesine olanak tanir:

sup Cls (z,r) < =, 0 <71 < do.

reR™

N[ ™

Ikinci terim igin 1 +In £ <1+ [In ¢| 4 In I seklinde yazilirsa

Cso + Coo In 1
J, < —"r oV
50(1’,7") = 902($,7“) HfHMp(XI
burada cs,, (4.6)) esitsizligindeki § = 0 sabiti ve c;, integralde logaritmik faktoriin ¢ikarildigi

benzer bir sabittir. Dolayisiyla, (4.5) esitsizliginde r yeterince kiiciik secilirse

sup Js, (x,r) <
reR™

DO ™

elde edlir, boylece ispat tamamlanr.

4.2. Schrodinger Tipli Operatore Karsilik Gelen Yiiksek Mertebeden Riesz

Doniisiimlerinin ve Onlarin Komiitatorlerinin Morrey Tipli Uzaylarda Sinirhihg:

Bu kisimda, R ve R* operatorlerinin, LM, ;;/ oo} (R™) lokal genellestirilmis Morrey
uzayl, MgfiDV(R”) genellestirilmis Morrey uzay1 ve VMI?’;;/ (R™) Schrédinger tipli operatore

karsilik gelen sifirlanan genellestirilmis Morrey uzaylarda sinirliliklari ispatlanda.
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Ayrica, b, BMOy(p) yeni BMO fonksiyon uzaylarina ait olmak iizere, [b, R] ve
[b, R*] komiitator operatérlerinin LMg) "} (R™), MY (R™) ve VMY (R") uzaylarinda
stnirhiliklart gosterildi.

Daha sonra, R, R* yiiksek mertebeden Riesz doniigiimleri ve onlarin [b, R|, [b, R*|

komiitatorleri icin LM ("0}

)

(R™) lokal genellestirilmis Morrey uzay, M) (R") genellestir-
ilmis Morrey uzay ve VM;;X (R™) Schrodinger tipli operatore karsilik gelen sifirlanan genel-

lestirilmis Morrey uzaylarda elde edilen sonuglar ispatlandi.

4.2.1. Bashca Sonuclar

Bu kisimda elde edilen baslica sonuclar asagidaki gibidir:

Teorem 4.16. z, € R", n/2 < g < n olmak tizere V € RH,, o > 0, 1/py = 2/q0 — 2/n,

a,V

Qo, V' nin ters Holder indeksi olsun. @1, ¢ € ijloc

s ess inf oy (0, 5)s» dt
/ fesse — < copa(xg, 1), (4.27)
r tr t
sartin1 saglasin, burada cgy, r’den bagimsizdir.
(1) Eger p = 1 ise bu durumda R operatdrii, LM’ ;X’{IO} uzaymdan W LM ;;;’{IO}
uzayina sinirhidir.

Ayrica,

”R(f)HWLMD‘er{IO} S OHfHLMO"Vr{IO}
1,02 1,1

olacak sekilde bir C sabiti vardir.
1) Eger 1 < p < py ise bu durumda R operatorii, LM, oV {wo} uzayindan LM, oV {wo}
X X%
uzayina sinirhdir.

Ayrica,

IR g w0y < CULFN L pgevoor

olacak sekilde bir C' sabiti vardir.
(i#i) Eger pj, < p < oo ise bu durumda R* operatorii, LMg 5 "} uzayindan LM%, ")
uzayma sinirhidir, burada py = F7.

Ayrica,

”R*(f)HLM;IgYQ < C”fHLMa,V

P,

olacak sekilde bir C' sabiti vardir.
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Sonuc¢ 4.17. n/2 < ¢ < nolmak iizere V € RH,, « > 0, 1/py = 2/q0 — 2/n, g, V nin

ters Holder indeksi olsun. @1, ¢ € Qg’v

l/weggg¢5%spngSCthﬂm (4.28)
, tr t
sartin1 saglasin, burada cy, x ve r’den bagimsizdir.

() Eger p = 1 ise bu durumda R operatorii, M’ gp‘j uzaymdan W M7 ;:; uzayina
stnirhdir.

(17) Eger 1 < p < po ise bu durumda R operatori, MEQX uzayindan nggp‘g uzayina
stnirhdir.

(i73) Eger pj, < p < oo ise bu durumda R* operatori, M;,fgp‘f uzayindan M;,fgp‘g uzayina

simirlidir, burada pj, = p—f —

Teorem 4.18. z, € R", n/2 < g < n olmak tizere V € RH,, o > 0, 1/py = 2/q0 — 2/n,

a,V
p,loc

b € BMOy(p), qo, V nin ters Holder indexi olsun. ¢1, oo € Q

0 ¢ eSiigof%(Io,S)SE dt
/ (Lmr) =", £ < copalan. ), (429)

sartin1 saglasin, burada cy, x ve r’den bagimsizdir.
(i) Eger 1 < p < py ise bu durumda [b, R] komiitator operatorii, LM s, " uzayindan

7V7
LMy, {wo} uzayma simrhdir. Ayrica,

H[b? R](f)HLM;ZXQ’{Io} S CHfHLM?,;Xl’{ZO}'

olacak sekilde bir C' sabiti vardir.

(i) Eger ply < p < oo ise bu durumda [b, R*] komiitatdr operatorii, LMgs, ")

7V7
uzayindan LM% ™} uzayma sinirhdir. Ayrica,

|| [b’ R*] (f) ||LM§7’(PV;{JO} S O[b]GHfHLMﬁL(,Vl’{xO} )
olacak sekilde bir C sabiti vardir, burada C, f ’den bagimsizdir.

Sonuc¢ 4.19. n/2 < ¢ < n olmak tizere V € RH,, o« > 0, 1/py = 2/q0 — 2/n, b €
BMOy(p), qo » V "nin ters Holder indeksi olsun. o1, ¢y € Q0

o0 £y 688 i{.lofgpl(x, S)S? gy
/ <1 +1In ;) fess -z n < copa(x, 1), (4.30)

sartin1 saglasin, burada ¢y , x ve r ’den bagimsizdir.
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(1) Eger 1 < p < po ise bu durumda [b, R] operatorii, M) uzaydan M) uzayma

siirhdir.
(17) Eger pfy < p < oo ise bu durumda [b, R*] operatérii, M) uzayindan M)
uzayina sinirhidir.

Teorem 4.20. n/2 < ¢ < nolmak iizere V € RH,, > 0,1/py =2/qo — 2/n, qo , V 'nin

ters Holder indeksi olsun. o1, ¢y € Q;“lv ,
> dt
cs 1= sup ¢1(z,t)— < o0 (4.31)
6 z€eR” t
Vd > 0 igin ve
> dt
Y1 (.’L’, t)? < 00302($a 7“), (432)

sartlarini saglarsin, burada Cj , € R™ ’den bagimsiz ve r > 0 dir.

(1) Eger 1 < p < py ise bu durumda R operatorii, V M) uzaymdan V M} uzayma
stirhdir.

(11) Eger pj < p < oo ise bu durumda R* operatorii, V MS) uzaymndan VM)
uzayina sinirhidir.

Teorem 4.21. n/2 < ¢ < n olmak iizere V € RH,, o > 0, 1/py = 2/qo — 2/n, b €
BMOy(p), qo » V "nin ters Holder indeksi olsun. ¢y, s € Qzlv ,

> t dt
[ (4w )emnT < aetzn, (4.33)

sartin1 saglasin, burada ¢y , x ve r ’den bagimsizdir.

LY 0 (434)
m ——-——-7-----= .
70 1611]1{71 wa(x,T)
ve V6 > 0 i¢in
o0 dt
cvim [ (14 10l sup u(a.0)F < . (433)
] o ¢

(1) Eger 1 < p < po ise bu durumda [b, R] operatérii, V MS) uzaymdan VM),

uzayina sinirhidir.
(11) Eger pf, < p < oo ise bu durumda [b, R*] operatorii, V M) uzayindan V M)
uzayina sinirhidir.
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4.2.2. Bashca Sonuclarn Ispatinda Kullanilan Yardimec1 Teoremler

Yukaridaki teoremlerin ispatlarinda kullanilan kritik fonksiyonlar ile ilgili bazi onemli

sonuclar1 ispatsiz olarak asagida verildi.

Lemma 4.22.

1 U/p r lo
V(y)dy < C(1+ ——
2 B(z,r) ( ) ( p(ZE) >

olacak sekilde C' > 0 ve [y > 0 sabitleri vardir.

Lemma 4.23. V € RH, /; olsun. Vz,y € R" igin

1 |z — y[\ ko |z — y\ 5
Cp(a) (1+ o ) < oly) < Coa) (1+ o ) (436)

olacak sekilde p fonksiyonu i¢in karsilik gelen C' ve ky > 1 mevcuttur [45].
Lemma 4.24. x € B(x(,r) olmak iizere k € N igin
1 1

N N/ (ot 1)
2k 2k
(1+25) (1+25)

p(zo)

elde edilir [4].

BMOy(p); yeni BMO uzayi ile ilgili baz1 esitsizlikler agagida verildi:

Lemma 4.25. 1 < s < oo olsun. b € BMOy(p) ise bu durumda ¢’ = (ko + 1)0 ve ko (.36)
esitsizligindeki bir sabit, z € R" ve r > 0 olmak iizere VB = B(z, ) i¢in,

= b(y) — bs|*dy "o Bo(1+ — g
1Bl Js p(x)

Lemma 4.26. 1 < s < 0o, b € BMOy(p), ve B = B(x,r) olsun. Bu durumda her £ € N
icin, #’ Lemma deki gibi olmak iizere

2k )9’

(7 L, 1o =bsld) " < ok (1~

26B| Jarp

R* nin ¢gekirdegi K™ olsun. K* ¢ekirdegi tizerindeki temel sonuclar asagidaki gibidir:

Lemma 4.27. V € RH, olsun,
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(1) Eger n/2 < g < n ise bu durumda her N igin,

Cn (14 =2y~ 2
B( |z — 2|

AN (TR

olacak sekilde bir C'y > 0 sabiti vardir.
(#7) ¢ > n oldugunda, V iceren terim yukaridaki formiilden ¢ikarilabilir [8]].

Asagidaki sonuglar, R ve R* operatorlerinin L,, uzayindaki simirhiliklar ile ilgilidir.

Lemma 4.28. n/2 < ¢ < n olmak iizere V € RH,, 1/py = 2/qo — 2/n. olsun.
(i) Eger 1 < p < py ise bu durumda R operatorii, L,(R™) uzayinda sinirhidir. Ayrica,

IRz, ®my < Cllflz, @

olacak sekilde bir C sabiti vardir.
(77) Eger p = 1 ise bu durumda R operatorii, L;(R") uzayindan W L, (R™) uzayina

sinirhdir. Ayrica,

IR wri@ny < Cllfllzyen)

olacak sekilde bir C' sabiti vardir.
(i73) Eger pjy < p < oo ise bu durumda R* operatdrii, L,(R™) uzayinda sinirlidir.

Ayrica,

IR*(Nzy@ny < Clfllz, @

olacak sekilde bir C sabiti vardir [34]].

Asagidaki sonuglar, [b, R] ve [b, R*| operatorlerinin L, uzayindaki sinirhiliklar ile
ilgilidir.

Lemma 4.29. n/2 < g < nolmak iizere V € RH,, 1/py = 2/q0 — 2/n ve b € BMOy(p)
olsun.
(i) Eger 1 < p < po ise bu durumda [b, R| komiitator operatorii L, (R") uzayinda

sinirhidir. Ayrica,

10, RI(A) |z, < CNFllz, @y,

olacak sekilde bir C' sabiti vardir.
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(1) Eger p, < p < oo ise bu durumda [b, R*] komiitator operatorii L, (R™) uzayinda

stnirhdir. Ayrica,

16, R TN L@y < Clf Nz, @)

olacak sekilde bir C sabiti vardir [35]].

Son olarak essential supremum ve essential infimum arasindaki iligkiyi hatirlayalim:

Lemma 4.30. f reel degerli negatif olmayan ve E de ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

. -1 1
<esxselEnf f (x)) = es:es;lp @)’

[49].

4.2.3. Bashca Sonuclarin Ispati

4.2.3.1. Teorem Ispat1

Teorem ispatlamak icin, agsagidaki lokal ifadeyi verelim.

Teorem 4.31. n/2 < g < nolmak iizere V€ RH, ve 1/py = 2/qy — 2/n olsun.
(i) Eger p = 1 ise bu durumda herhangi bir f € L°¢(R") ve herhangi bir 7y € R",
r > 0i¢in,

o 2oty dt
IWUWM@wMSW/ I s By 2t (4.38)

2r m t
esitsizligi saglanir.
(17) Eger 1 < p < po ise bu durumda herhangi bir f € LI°°(R") ve herhangi bir
xo € R, r > 0 i¢in,
A ey B oy dt

IR e sary < 75 / W12y (o dE (4.39)
2r tp t

esitsizligi saglanir.
(i1i) Eger pfy < p < oo ise bu durumda herhangi bir f € LI°°(R") ve herhangi bir
xo € R, r > 0 icin,

* o [ 1 sy
IR Dy S 75 [ P (4.40)
2r P

esitsizligi saglanir.
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Ispat. 1 < p < pg ve Py < p < oo durumlarinda ispat benzer oldugu i¢in sadece
Py < p < oo durumunda ispat1 vermek yeterli olacaktir.

Keyfi zy € R"i¢in, B = B(x, r) kiimesi ve herhangi bir A > 0i¢in AB = B(z, Ar)
olsun . f fonksiyonunu f = f; + fo gibi yazabiliriz, burada B(x¢,2r) karakterisyon
fonksiyonu, x ., ., ve fi (y)=f (y)XB(ZO’Qr)(y) seklinde tanimlanmigtir. Bu durumda

IR* () pBor)) < IR ()L, B@ory + IR (f2)llLo(B(zor))-

fi € L,(R™) ve L,(R") uzaymda pj; < p < oo igin R* operatorii sinirli oldugundan,

HR*<f1>||Lp(B(xo,r)) 5 ||fHLp(B(zO727'))
n * dt
S ”||f||Lp<B<xo,2r>>/ JEas

2r P

o0 z0.0)) dt
/ ||f||Lp(i3( 0,1)) At (4.41)
2r te t

3

<r

elde edilir.
| R*(f2)|l L, (B(wo,2r)) ifadesi i¢in diger yandan z € B, y € (25)° olmak iizere
tlzo — y| < |z —y| < 2|zo — y gergeklenir. z € B(zo, ) i¢in Lemma4.28 | den dolay1

|WmWM§/ K™ (2, 9) £ () |dy

(2B)°
1
</ L,
c 1=yl xr —y|"
@By (1+ e ) Yy

1 V
- 0L, [ ) toay
(2B)° (1 + M) [z =yl Blyla—yl/a) 12 = Yl

o
p(x)

(
1

< /()] dy

~ Jen:e (1+‘I—)N|$o—?/’"

0=yl
p(x)

1 |4
o T, ) gy
@B (14 ‘”3(—3") |20 — ¥ Bly.lvo—yl/a) 12 — Y|

-
p(x)
=hL+1p

elde edilir.
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Holder esitsizligi ve Lemma#.24] den dolay:

1
< ] / Ul
(1+25)" Jebe |z — y|"

p(x)
< - 2k+1 / d
p(x
2k+1y
< mz [ el
(1 + p(a:)) 2ky
k+1
< Z ’ HfHpr(xo ) dt
~ (1 + 2o )N/ (ko+1) t
p(zo)
1 HfHL B(xo,t) dt
S N/(k0+1)/ p(ﬁ( B (4.42)
(1—|— 2r ) 2r 1 t
p(zo)

elde edilir.
I, i¢in, Holder esitsizligi, Lemma4.22] ve Lemma[4.24] den dolay1

- 1 V(2)
I < [ iy [ v,

; 2k+1 o (1+ o ))N 2k+1B Blao.2t+1r) |2 —Y["72

N |f ()| Z2(V, )(y)dy
; 2k+1 " (1 + p?Zo)>N/(kOH) 2k+1 XB(ag,25+1r)

RS 1 1

~ Z (2k+1’l")n_1 1 oky \N/(ko+1) HfHLP(B(IOvaJrlT))|’I2(VXB(10721€+1T))”Lp/(R")
k=1 ( p(To))

elde edilir.

Py < p < o0,1/py =2/s—2/nolmasindan dolay1, 1/p" = 2/s — 2/n olacak sekilde
uygun bir s sayis1 segilebilir. Hatirlatalim ki, Z, operatorii L,/»(R") uzayindan L, (R")
uzayimna sinirl ve V' € RH, oldugundan Lemma[d.22] den dolay1

2
HIQ (VXB(I(),2’€+1T) ) HLP/ (&™) ’S H VXB(a:o,Qk-‘rlr)

) 1 2/s
s —_— Vs ya dZ
(|B<xo,2k+1r>|/3<zo,zm> =) )
1

2
k+1,\(2-4
S [Blwo, 27 )|+ ((2k+1r)n2 /B( 2k+1)V(Z)dZ)
Zo,

LS/Q(Rn)

= | B(z, 28" 'r)

elde edilir.
Dolayisiyla
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= 1
I, < Z (2"1r) S (N o )= ||fHLp(B(zo 2k+1p))
k=1 (1 )

1
)(N/(ko+1) 2lp)

)72 || fll L (Bl 25410
(1+ rEn]

AN
2 T3

xg)
< 1 / /1, (Bt dt
(1 42 )(N/(ko+1) —2lo) +e +
p(z0)
Boylece 1/p' =2/s —2/nve s < n.
I, ve I icin elde edilen sonuglar birlestirirsek
! [ 111z, oo
sup  |[R*(f2)(2)] S - Py (4.43)
xGB(wo,r) (1 _I_ %)(N/(koﬁ‘l) 2l0) g tp t

elde edilir.
N > 2ly(ko + 1) alinirsa, bu durumda py < p < oo igin

/112y (B o) dt
e
2o t P t
elde edilir.
Boylece Teorem [4.31 ] ispatlanmug olur. m
Teorem 4.17] ispatu:
Lemma[4.30] den,
1 1
T = esssup ——————

ess inf ¢1(xg, s)s»  t<s<co 1(Tq, $)sP

t<s<oo

elde edilir.
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Gergekten || f||z,(B(x0,t))» t Nin azalmayan bir fonksiyonu ve f € lef;)‘/; olmasindan
dolay1

(1+ 55) 1 eyt
¢ss Inf o1 (xo, 5)s r
(1 P(ﬁfo ) HfHLp B(zo,t))
< ess sup
t<s<o0 ()01<1;0’ )Sp
(1 + (xo > HfHLp(B(xg,s))
S sup
0<s<oco 901(3707 S)Sp
S Il a0 (4.44)

a > 0 oldugundan ve (1, p2) cifti (4.28) sartlarini sagladigindan dolay1

/°° /12,80 dt
2r t% i

[ (14 5) Wl 55 10 a9
r f % & n g
o ess inf (o, )s (HM) e

g %o ess inf oy (zo, )57 dt
S A1y oo P
" (1+p@w>tp

N LAy

<
S WAl paggiom (14

(.Z'o) t% t
r —a
<
S ageo (1+205) alenn) (4.45)
elde edilir.
Teorem 4.3T] den dolay1
IR () o0
r o —-1,.—n *
S sup (14 =) ea(@o, 1) IR () |y
r>0 p(o)
ro\e S [T M ey oy dt
gsup(1+—) To,T 1/ e
>0 p(xo) PalzorT) 2r tv t
<
Sl o
elde edilir.

4.2.3.2. Teorem Ispati

Teorem [4.17] ispatinda oldugu gibi agagidaki sonucu ispatlamak yeterli olacaktir.
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Teorem 4.32. n/2 < ¢ < n olmak iizere V € RH,, a > 0, 1/py = 2/q0 — 2/n ve
b € BMOy(p) olsun.

(i) Eger 1 < p < pyo ise bu durumda herhangi bir f € L(R") ve herhangi bir
xo € R", r > 0igin

6. RN pann S lo 5 57 (14 Int ) lestpron o (4.46)

esitsizligi saglanir.
(11) Eger p, < p < oo ise bu durumda herhangi bir f € LI*(R") ve herhangi bir
xo € R", r > 01i¢in

* f D xQ,t
1. R (N y sy S [Blo 75 57 (14t ) Heziprom (4.47)

t
esitsizligi saglanir.

Ispat. 1 < p < pg ve Py < p < oo durumlarinda ispat benzer oldugu i¢in sadece
Py < p < oo durumunda ispat1 vermek yeterli olacaktir.

f fonksiyonu f = f; + fy gibi yazilabilir, burada fi(y) = f (y)XB(z0,2r)(y)' Bu
durumda

116, RN ()| (Baory) < M0 RIS, (B@ory + 10; RTI(f2) |, (B@or))-

L,(R™) uzaymnda [b, R*] operatoriiniin simirhgindan, pj < p < oo ve 1) esitsizligine
benzer sekilde

116, RIS 2oy S Bloll 1Ly (Bao.2m)

T 1 f1 2, (B0t dt
< rp/ | D) B0 By g
[]0 2r ( > tr t

gerceklesir. Simdi de ||[b, R*](f2)||,(B(wo,r)) Normu ile ilgili olarak verilen herhangi bir
x € B(xo, ) igin
[0, RE](f2) ()] < [b(2) = bap| [R*(f2) ()] + [R*((b = ba) f2) (x)]

elde edilir. (4.43) esitsizliginden

) 1 NS llz, (B dt
sup  [R*(f2)(@)] S >(N/(ko+1)l0)/ pt—%?'

N (e
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Lemma4.25] den,

b bas| Sil(1+ )
2B || Lp(B(z0,7)) ~ 0 p(l’o) .

Daha sonra Lemma ve N > (ko + 1) alinarak

I16(2) = bap|R*(f2)ll L, (Bzo.r))

n 0—N/(ko+1)+lo [
< [Blor (1 N 2r ) /(ko+1)+lo / ||f||Lp(f(x0,t)) dt
p(‘TO) 2r tr 13

5 [b]QTZ/ (1 +1H E) ||f||Lp(ﬁB($O,t))ﬁ (449)
2 r tr t

r

elde edilir. Son olarak, || R*((b—b2g) f2) ||, (B(z0,r) normu igin (#.37) esitsizliginden, Lemma

4.23] ve Lemma (4.24)) den

sup  |R*((b— bap) fo)(z)]

x€B(zo,r)

< / (2, ) (b(y) — bas) f(4)]dy
(2B)°

< / b(y) — bl f(y) dy
= Jep)e (1 + M)N 2o — y["
p(x)
N / [b(y) — waN fy) / VAR
@8y (14 Lol 2o = 41" Sy eyl |2 —yI" 72
=J+Jo

elde edilir.

Hatirlatalim ki,

/2k+1B [b(y) — bas||f (y)|dy

< / 1b(y) — bawsr 51 )]y + bovers — bosl / W)y
ok+1p 2k+1R

2k
< [b]gk(l + =

o’ n
~ /)(a:o)> (2°7)7 | Fll Ly (Bao 25+ 10)-
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Bundan dolay1, Lemma[4.24] den

- k
Ji 5 [b]gz >N/(k-0+1) ( ) » ||fHLp B(z0,2kt17))

2k
h=1 <1 + p(zo)

S b]g Z ]{;(ri)_% ||fHLp(B(xO’2k+1T))
k=1

ik [ Wl
tp t

2Fr <t < 2Fr oldugundan k ~ In . Boylece

Z/QHI t||f||Lp Bl(xo,t)) dt
ok r tp t

> 11l Bieo.t) dt
< P—
< [b]9/2 (1+m ) R

p>pvel/p =2/5—2/nolacak sekilde p ve § secilirse bu durumda

[e.e]

1 1
o S Z k N/(ko+1
— (2k+1p)n— (1 n (mo)) /(ko+1)

<) = bl DT07, )0

N

> 1 1
kz:; (2k+17n)n71 (1 + %kr))N/(k:o-i-l)

X N1(b = b2B) fll Ly(Bao.2t+1rp I T2 (VS ooty 1 )

T, operatorii L;/>(R™) uzayidan Ly (R™) uzayma simrh ve V' € RH; oldugundan

2k+1r> 2o

I1Z(Vy (o)

4_1
el S @7 (14

XB(
elde edilir. v = ppfﬁﬁ olsun. Bu durumda
[(b = bap) fll L, (Bwo2t+1r)) S N fIL,(B@o2t+1r (0 = 028) Fll L, (Bwo,25+1r))-

Fakat

2k )9’

—_ 1 k+1 Pop
1(b = b25) £ (Ban 21y S [Dlok[251 B <+p<xo>
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oldugundan

[b]ok _a
SRS (ko —1)—lo—0" (2" ) ‘”||fHLp B(zo,2+17))
5 (1 5)
P(Io
0/00 1+1 HfHLp(B(l'ot)dt
2r tp t

Boylece,

o0

zo.t)) dt
(1 +l ) Hf“LpﬂB Ot)) 7 (450)

HR*((b — bQB)fQ)HLQ(B(a;mr)) 5 [b]efr;;/ -

2r

(#@.48), (4.49) ve [@.50) esitsizliklerini birlestirirsek Teorem {.32] ispat: tamamlanur.

Teorem ispatlz

f e LMY ™ oldugundan ve (o1, ) cifti @F29) sartimi sagladigindan, @43)

esitsizliginden

/°° <1+1 >||f||Lp (Blao) d
2 r '[;p t

r

B / (1 + p(mo ) 1|z, (B (1 0 t)(ﬁsKlgof<p1(:c0,s)szaﬂ
2r %

¢ r t )t
o 0l 1 )0 (145 "

ess inf @1 (0, )57 di

o t t<s<oo
< V(o 1+1 ) dt
S A pggree 0}/ < +n— <1+ ) .

o oz0)

ro\—a [ £y €58 inf @1 (9, 5)s7
< a,V.{x 1 ) (1 1 _> <5< n —
S Wl (14 =2) " [ (1m0 ~ :
r

< vy (1 ) el 451
S W pagpenr (14 55) @2l ) @451)

gerceklesir. Teorem[4.32] den dolay1

|| [b7 R*](f>||LMO‘ V{xo}

S (1) o) R s
xo NS
o * zo,t)) dt
SB sw (1 =2) o [ (1w t) Ut &
zo€ER™ ,r>0 p(xO) 2r r tr t

< Bloll 0
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elde edilir. m

4.2.3.3. Teorem Ispati

Teoremin ifadesi, (4.40) esitsizliginden ortaya ¢ikmistir. Operatoriin normunun ifade-
si, yani stfirlanan olmayan uzaydaki simirlilik, Teorem #.17]den dolay: olup sadece bunu

ispatlamak yeterli olacaktir.

lim sup 2A%Y (f;2,7) =0, ph <p < 0o = lim sup A*Y (R*(f);2,7) =0 (4.52)

r—0 TER™ ps#1 r—0 TER™ Py$2
ve
1i aVo(f =0,1 li oV : =0. (4.53
Jim, sup Aoy (fi2,7) =0, 1 <p<p = lim sup R, (R(f);x,m) = 0. (4.53)
7 icin

7’ @ — —n *
sup (14 =) ol ) IR (Pl < <
TrERM p(l’)

oldugunu gostermek i¢in (#.40) esitsizliginin sag tarafini ayirirsak:

(14 iy) oot IR (Pl sty < Cllso(7) + )], (454

burada dg > 0 (dg > 1 de alinabilir) ve

. (1+55)

do
1 t7p ! f NN 17
50(.T,7’ 2(.1',7") /T P H HLp(B( b))
veE
solx, 1) = —F—<— flle, (B,
0 oo(z,7) 5 p(B(2.t))

ve r < Jp olarak da kabul edilebilir. f € VM[?:X (R™) olmasindan ve herhangi bir segilen

0o > 0 sabiti igin

3

ro\©@ PR
sup <1+—> Q01(5E77‘) 1r /prHLp(B(IJ‘)) < m,

rER™ p(l’)

burada C' ve C sabitleri (4.32)) ve {.54) esitsizliklerindeki sabitlerdir. Ayrica, burada

r € (0,0p) de ilk terimin tek olmast:

sup Cls,(z,7) < =, 0 <71 < dy.

reR”™

DO | ™
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r nin yeterince kii¢iik secilmesi ile ikinci terim ifade edilir. Gergekten de (2.8) sartlarinin

<1+$)

Y1 (LE, T)

saglanmasi ile

J5o(xar) < Cop HfHVM;?,ZXl’

elde edilir, burada c,,, (2.10) esitsizligindeki sabitti. Bu durumda, (2.8) esitsizliginde r

yeterince kiiciik secilirse

(1)
sup p(z) < €

TER™ 902($7T) N QCUonHVM;’zp‘/l

9

elde edilir ki bu da (4.32) esitsizliginin ispatlar.
(@.53)) esitsizliginin ispat1, (4.32) esitsizliginin ispatina benzer sekildedir.
4.23.4. Teorem Ispat1

Norm esitsizligi Teorem 4.19] tarafindan saglanmig oldugundan, yalnizca

. r @ —-1,.—n/p _
}Ln%xs;lﬂg (1 + p(x)) o1(z, )" TPl fll L, (B@r) = 0
,

p(z)

oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bunu dogrulamak icin, r yeterince kii¢iik secilmek tizere

= lim sup (1 +

r—0 rEeR™

) ool )R (Pl pery =0 (455)

r a
sup (14 == a0 R () oty < 2
TER™ p(l‘)

(@.47) esitsizligini kullanirsak:

1 b] > t\ Il 2y (Bao.)) dt
1,.—n/p b * < [ 4 / (1 1 _) »(B(z0.t)) it
o, )P, R ()]l LBy S ) ), +In T

r < dg almarak burada d, yeterince kiiciik secilerek ve integrasyonun ayristirilmasindan:
r ¢ -1,.—n *
(1 ) @)™ I R (Pl < Clligl ) + ()] 4:56)

elde edilir, burada

L) t vo.t)) At
e o= B [ (1, ) Wt
QOQ(:I%T) r r t; t

65



veE

1+ 7= ¢ oo ; ot
AP Gt ;A [ () Ml 2t
SOQ(.%,T) do T to t

Secilen bir g > 0 sabiti icin

ro\“ PR €
sup (1+—> o1(z, ) Ly /pr||Lp(B(x7r)) < —— r <

z€eR™ P(x) 2000 ’
elde edilir, burada C' ve Cj sabitleri (4.56) ve (4.33) esitsizliklerindeki sabitlerdir, boylece
ilk terimin ifadesindeki r € (0, dy) tekliginden:

sup Cls, (x,r) < 0<r<ido

5
ren 2’
elde edilir.
Ikinci terim iin,
1+1nE <1+|nt/ +In 1,
r r
yazilirsa

~— 1
Cs, + C5 In

r
(,OQ(I,T) ||fHM1?<X1

elde edilir, burada cg, sabiti, 6 = Jy olmak tizere (4.33) esitsizligindeki sabittir ve cs,

Jgo(l’,r) <

sabiti integraldeki logaritmik faktorden elde edilen sabittir. Bu durumda (4.34)) esitsizliginde
yeterince kiiciik secilen r i¢in

sup Js, (x,r) <
reR™

DO ™

elde edilir, boylece ispat tamamlanir.
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5. SONUC VE ONERILER

Simdiye kadar maksimal operator, kesirli maksimal operator, Riesz potansiyeli ve
singiiler integral operatorii gibi klasik operatorlerinin sinirlilik teorisi Reel analizde detayl
bir sekilde ¢alisilmistir. Bu sonuglar, kismi diferansiyel denklemler teorisinde verimli bir
sekilde uygulanabilmektedir. Kismi diferansiyel denklemler teorisinde son yillarda genel
Morrey tipli uzaylarda ¢6ziim i¢in 6n ifadenin alinmasinin arastirilmasi 6nemli bir rol oyna-
maktadir. XXI. ylizyilin basinda bu alanda 6nemli gelismeler oldu. Bir¢ok matematik¢i
tarafindan Morrey uzaylari ¢esitli bakis agisiyla incelendi. Morrey uzaylarinin ayrintili olarak
incelenmesi, lokal ve global Morrey uzaylarinin dikkate alinmasina yol acti. Ayrica, ¢esitli
Morrey uzaylari bilimsel calismalar siirecinde tanimlanmustir. 11k olarak; birbirlerinden
bagimsiz olarak Guliyev, Mizuhara ve Nakai [22} 36| 38] 1/, ,(R") genellestirilmis Morrey
uzaylarinin tanimini vermisler ve Harmonik Analizin klasik integral operatérlerinin M, ,,(R™)
uzaylarinda sinirhliini aragtirmiglardir (ayrica, bkz. [23,124,44]). 1994 yilinda Guliyeyv [22]
tarafindan homojen Lie gruplarinda Riesz potansiyelinin ve singiiler integral operatoriiniin
M (G) lokal Morrey uzaylarinda sinirliligini incelemistir.

Guliyev 1994 yilinda doktora tezinde [22) syf. 75-76], (bkz. [23| syf. 123]), M 0}

pap(-)
lokal Morrey-tipli uzaylarin tanimini

7l = et xsiom ey e, < 0

seklinde vermistir. Burada ¢ fonksiyonu (0, co) tizerinde pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyondur.
Ayrica Guliyev tarafindan [22, 23] M;?L(.)(R") lokal Morrey-tipli uzaylarda singiiler ve
potansiyel operatorlerinin sinirlili1 igin yeter sartlart elde etmistir. Ozellikle, Guliyev ve
Burenkov [[10], Morrey tipli genel uzaylarda klasik operatorlerin incelenmesi ile ilgili harmo-
nik analizde 6nemli yeni bir metod ile konuya farkli bir bakis agis1 gelistirmislerdir. Gelistiri-
len yontemlerin onemi, Schrodinger operatoriine karsilik gelen diferansiyel denklemlerin
coziimleri i¢in diizenlilik teorisine miiteakip uygulama ile Schrodinger operatoriine karsilik
gelen singiiler tipli integral operatorler siniflarmin siirliligr igin gerekli ve yeterli sartlarin
elde edilmesi gercegidir. Sonug olarak, belirli bir sayisal parametreler aralig1 icin yeterli
sartlar bulunmaktadir.

Schrodinger operatoriine karsilik gelen klasik operatorlerinin (maksimal operator,
kesirli maksimal operator, Riesz potansiyeli, gercek singiiler integraller) sinirlilig1 bir genel-
lestirilmis lokal Morrey tipli uzaydan digerine saglayan fonksiyonel parametrelerden elde
edilir. Dolayistyla bu tiir sonuglar, cagdas reel analizin gelistirilmesi ve Schrodinger operatd-
riine karsilik gelen kismi diferansiyel denklemlerin uygulamalari i¢in ¢ok 6nemlidir.

Schrodinger operatoriine karsilik gelen yiiksek mertebeden Riesz doniisiimii ve onla-
rin komiitator operatorlerinin kiime iizerinde L,, Lebesgue normunu Guliyev lokal esitsizligi

ile lokal genellestirilmis Morrey uzaylar tizerindeki sinirhiliklar: elde edilmistir. Schrodinger
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operatoriine karsilik gelen genellestirilmis Morrey uzaylari ve sifirlanan genellestirilmis Morrey
uzaylarinda b € BM Oy(p) olmak tizere M gy kesirli maksimal operatoriiniin ve onun komiitator-
lerinin sinirlilign aragtirilmistir. Guliyev metodu ile genellestirilmis Morrey uzaylarinin ve
lokal genellestirilmis Morrey uzaylariin tanim ve temel 6zellikleri verilerek, bu uzaylarda
Schrodinger operatoriine karsilik gelen yiiksek mertebeden Riesz doniisiimlerinin ve komiitator

operatorlerinin sinirlilig1 i¢in yeter sartlar incelenmistir.
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