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OZET

Bu tez, beg boliimden olugsmaktadir. Birinci béliimde, 6ncelikle farkli ambiant uzaylarda
Bertrand egri kavrami ile ilgili yapilan caligmalarin literatiir bilgisi verildi. Sonra tezin
amacina yonelik olarak, sirasiyla Oklid uzayimnda, kiiresel uzayda, Minkowski uzayinda
ve hiperbolik uzayda egriler teorisi ile ilgili ihtiya¢ duyulan temel tanim ve teoremlere
yer verildi. Ikinci béliimde, kiiresel uzayda Bertrand egri kavrami ile ilgili mevcut tanim
ve teoremler verildi. Ugiincii béliimde, dort boyutlu Oklid uzayinda (1,3)-Bertrand egri
tanimi verildi. Sonra, bu egriler ile kiiresel uzaydaki Bertrand egriler arasindaki iligkiler ile
ilgili teoremler ifade edildi. Dérdiincii boliimde, hiperbolik uzayda Bertrand egri kavrami
ile ilgili mevcut tanim ve teoremler ayrintili olarak incelendi. Tezin orijinal kismi olan
son boliimde, dért boyutlu Minkowski uzayinda dejenere olmayan 6zel Frenet egrilerinin,
(1,3)-normal diizleminin causal karakterine gore (1,3)-Bertrand egri tanimi verildi. Sonra,
hiperbolik uzaydaki sabit olmayan egrilikli diizlemsel olmayan bir Bertrand egrinin, dort
boyutlu Minkowski uzaymda, timelike (1,3)-Bertrand egri olma kosulu verildi. Tk defa bu
tezde, dort boyutlu Minkowski uzayindaki spacelike veya timelike (1,3)-Bertrand egrisin-
den, hiperbolik uzayda Bertrand egri elde etme metotlar: verildi ve bu egrilerin egrilikleri
arasindaki iligkiler elde edildi. Son olarak hiperbolik uzaydaki bir helisin, Bertrand egri
oldugu ile ilgili bir 6rnek verilip kendisinin ve Bertrand egri ciftinin hiperbolik uzayin

Poincaré yuvar modelindeki goriintiileri ¢izildi.

Anahtar Kelimeler: Minkowski Uzay, Kiiresel Uzay, Hiperbolik Uzay, Bertrand Egrileri,
(1,3)-Bertrand Egrileri, Helis.

Sayfa Adedi: 66

Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Mahmut MAK



BERTRAND CURVES IN SPHERICAL AND HYPERBOLIC SPACE
(Master of Science Thesis)
Burcu SAHiN

Ahi Evran University

Institute of Science

June 2016

ABSTRACT

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the literature survey about the
concept of Bertrand curves in different ambient spaces is given. Then, we give needed
fundamental definitions and theorems on curves theory in Euclidean, Minkowski, spherical
and hyperbolic space, respectively. In the second section, the existing definitions and
theorems about the concept of Bertrand curve in the spherical space. In the third section,
we study the notion of (1,3)-Bertrand curve and its specifications in four-dimensional
Euclidean space. Moreover, the theorems about relationships between these curves are
given. In the fourth section, we review in detail the existing definitions and theorems about
the concept of Bertrand curves in hyperbolic space. In the last part which is the original
part of the thesis, we define (1,3)-Bertrand curve according to the causal character of
(1,3)-normal plane of non-degenerate special Frenet curves in four-dimensional Minkowski
space. Then, we give the needed condition that is the timelike (1,3)-Bertrand curve in four-
dimensional Minkowski space for a non-planar Bertrand curve with non-constant curvature
in hyperbolic space. However, we give methods of obtaining Bertrand curve in hyperbolic
space by the spacelike or timelike (1,3)-Bertrand curve in four-dimensional Minkowski
space and obtain relations between curvatures of these curves for the first time in this
thesis. Finally, we show that a helix is also a Bertrand curve in hyperbolic space and draw
images of the curve and its Bertrand mate in Poincaré ball model of hyperbolic space as

an example.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Kisaltmalar Aciklama

R" n-boyutlu Oklid uzay1
R* 4-boyutlu Oklid uzay1
R? Minkowski n-uzay

R? Minkowski 4-uzay

S Kiiresel n-uzay

S? Kiiresel uzay

H" Hiperbolik n-uzay

H?3 Hiperbolik Uzay

B Hiperbolik uzayin Poincaré yuvar modeli
T Egrinin teget vektorii

N Egrinin normal vektorii
B Egrinin binormal vektoérii

(,) Oklid i¢ carpimi

(,), Skalar carpim

Il Oklid normu

-1, Lorentz normu

X Vektorel carpim

A Lorentz vektorel carpim

d Oklid metrigi

dgn Kiiresel metrik

dyn Hiperbolik metrik

K Egrilik fonksiyonu

Kh Hiperbolik egrilik fonksiyonu
K Egrinin i-yinci egrilik fonksiyonu
T Burulma fonksiyonu

Th Hiperbolik burulma fonksiyonu



1. GIRIS

Ik defa 19.yy ortalarinda (1845) Saint-Venant, R? iic boyutlu Oklid uza-
yinda ayni asli normallere sahip ikinci bir egrinin var olup olmadigi sorusuna yanit
aramigtir. Bu soruya 1850 de Bertrand tarafindan "Ayni asli normallere sahip ikinci
bir egri vardir gerek ve yeter kosul verilen egrinin, egrilik ve burulmasi arasinda sabit
katsayil lineer bir iligki vardir." yaniti verildi. Boylece bu tiir egri ¢iftleri, Bertrand
egriler(eglenik egriler) olarak adlandirildi. Bertrand egriler pek ¢ok matematikgi

tarafindan ilgi gormiistiir.

Oncelikle bu tiir egrilerin R™ n-boyutlu Oklid uzaymndaki genellestirmeleri
arastirilmigtir. Ozellikle Pears, R™ (n > 3) de Bertrand egri cifti olusturma fikrini
tekrar ele aldi ve Bertrand egrilerin, R” in R? alt uzaymna ait olmasi gerektigini
gosterdi [22]. Ayrica R™ de bu genellegtirme fikri; [19] da Matsuda ve Yorozu, [1]
de Aminov, [13] de Gérgiilii ve Ozdamar, daha yeni olarak da [8] de Cheng ve Lin

tarafindan ele alinmigtir.

Ayrica, Oklid uzayinin haricinde farkli ambiant uzaylarda da Bertrand egriler
ve ozellikleri pek cok yazar tarafindan incelenmistir. Ornegin, R3 ii¢ boyutlu Lorentz-
Minkowski uzaymda [10, 2, 3], Riemann-Otsuki uzayinda [27] , G3 Galile uzayinda
[21] ve R?*! yar-Oklidyen uzaymda [12] de caligilmistir. Bu calismalar haricinde,
diizlemsel olmayan uzay formlarinda da Bertrand egri kavrami tekrar ele alinmigtir
[17, 18, 9.

Bu tezde amacimiz, H? hiperbolik uzaymdaki Bertrand egri ile R} dort-
boyutlu Minkowski uzayindaki (1, 3)-Bertrand egri arasindaki iligkileri elde etmek-
tir. Bu anlamda oncelikle motivasyon amach olarak, tezin birinci boliimiinde egriler
teorisinde ihtiya¢ duyulan temel tanim ve teoremlere yer verildi. Tezin ikinci ve
ligiincii boliimiinde, [17] de ifade edilen S? kiiresel uzayindaki Bertrand egri ve R?
dort-boyutlu Oklid uzaymdaki (1, 3)-Bertrand egri kavramlar: verilip bu egriler ile
ilgili teoremler ve sonuclar ayrintili olarak incelendi. Riemann veya Lorentz anlamda
uzay formlan bakis agisiyla R3) R?, S? ve H® uzaylarindaki Bertrand egri kavram-

lar1, ortak notasyonda birlegtirilip ilgili tanim ve teoremler [18] de verilmigtir. Tezin



dordiincti boliimiinde de, [18] de verilen H? uzaymdaki Bertrand egri ve 6zellikleri
ile ilgili teoremler tekrar ele alinip detayl ispatlar: yapilmigtir. Tezin orjinal kismi
olan son béliimde, éncelikle R de dejenere olmayan 6zel Frenet egrilerinin, (1,3)-
normal diizleminin causal karakterine gore (1,3)-Bertrand egri tanimi verildi. Sonra,
hiperbolik uzaydaki sabit olmayan egrilikli diizlemsel olmayan bir Bertrand egrinin,
dort boyutlu Minkowski uzayinda timelike (1,3)-Bertrand egri olma kogulu verildi.
Ik defa bu tezde, dért boyutlu Minkowski uzaymdaki spacelike veya timelike (1,3)-
Bertrand egrisinden, hiperbolik uzayda Bertrand egri elde etme metotlar1 verildi ve
bu egrilerin egrilikleri arasindaki iligkiler elde edildi. Son olarak hiperbolik uzaydaki
bir helisin, Bertrand egri oldugu ile ilgili bir 6rnek verilip kendisinin ve Bertrand

egri ciftinin hiperbolik uzayin Poincaré yuvar modelindeki goriintiileri ¢izildi.
1.1.  Oklid Uzaymmda Temel Tanim ve Teoremler

Bu béliimde, Oklid uzaymda Bertrand egri kavranuyla ilgili gerekli olan temel

tanim ve teoremleri verelim.

Tanim 1.1. R" de her bir z = (21,22, ..., 2,), ¥ = (Y1, Y2, - - ., Yn) vektorleri icin
() R"XR" >R, (x,y) = zn:xiyi
i=1
seklinde tanimli i¢ carpima, Oklid i¢ carpimi denir [14].
Tanim 1.2. R” de her x = (21,9, ..., x,) vektorii i¢in
]| = /(z, z)
seklinde tammli norma, Oklid normu denir [14].

Tanim 1.3. R” de her bir z = (21,22, ..., 2,), ¥ = (Y1, Y2, - - -, Yn) vektorleri icin
d:R"xR" = R, d(z,y) = ||y — 2|
olarak tanimlanan metrige, Oklid metrigi denir [14].
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Tanim 1.4. Oklid metrigi ile verilen (R",d) ikilisine, n-boyutlu Oklid uzay1 denir

ve kisaca R"™ ile gosterilir [14].

Tanim 1.5. R* de standart ortonormal baz {ey, €2, €3, €4} olmak iizere x,y, z,w €
R* vektorleri icin,

€1 €2 €3 €4
Lo T1 T2 X3
Yo Y1 Yo Y3
Z0 %1 R2 23

TXYXz=

vektoriine, R* de z,y ve z vektorlerinin vektorel carpmasi denir ve
<z XyXz,w>=det(z,y, z,w)
olarak ifade edilir [5].

Tanim 1.6. f : R® — R fonksiyonunun her bir p € R"™ noktasinda f fonksiy-
onunun her mertebeden kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise
f fonksiyonu C'*° sinifindandir veya diizgiin fonksiyondur denir. R™ den R ye giden

C* smifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi C*°(R", R) ile gosterilir [24].

Tanim 1.7. ¢ : R* — R™ | ¢ = (f1, fa, ..., fm) olsun. f; fonksiyonlar1 diizgiin

fonksiyonlar ise ¢ fonksiyonuda diizgiindiir denir [24].

Tanim 1.8. ¢ : R" — R™ | ¢ = (f1, f2, ..., fm) diizgiin fonksiyon olsun. Her bir
vy € T,(R™) tanjant(teget) vektori i¢in

Prq(Vg) = (Vo[ f1], vg[fo]s s Vg fin]) p(a)

esitligiyle tanimli
Pxgq - Tq(Rn) — T@(Q) (Rn)

fonksiyonuna, ¢ fonksiyonunun ¢ noktasindaki tiirev doniigiimii denir [24].

Tanim 1.9. 7, R nin bir agik arahgi olmak iizere

a: ]l —-R"
t— a(t) = (aq(t),as(t),...,an(t))

bi¢giminde verilen diizgiin bir o déniigiimiine, R™ de bir egri denir [24].

3



Tanim 1.10. o : [ — R, a(t) = (a1(t), as(t), . .., a,(t)) bigiminde verilen bir egri
olsun. Bu durumda T;I teget uzayinin standart baz {% ]t} olmak tlizere o (% \t)
tanjant vektoriine, « egrisinin «(¢) noktasindaki hiz vektorii denir ve bu tanjant

vektor
a (t) = (O/l (t)v Ozé(t), S 7a:z(t)>a(t)

ile gosterilir [24].

Tanim 1.11. « : I — R™ egrisi verilsin. Her ¢ € I igin o (t) # 0 ise « egrisine
regiiler(diizenli) egri denir [24].

Tanim 1.12. o : [ — R" egrisi verilsin.

/]| : T — R™
t— [l (t) = |/ @)

seklinde tanimh ||o/|| fonksiyonuna « egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu(skalar hiz

fonksiyonu), ||a/(t)|| reel sayisina da o nin a(t) noktasindaki skalar hizi denir. Eger
l&'(t)||=1, Vtel

ise v egrisine birim hizli egri ve bu halde ¢t € I parametresine de egrinin yay parame-
tresi denir [14].

Tanim 1.13. o : [ — R" egrisi verilsin. a,b € I olmak iizere,

b
/ o’ (8]t

reel sayisina « egrisinin a(a) ve «(b) noktalar: arasindaki yay-uzunlugu denir [14].

Tanim 1.14. o : I — R" egrisi verilsin. Bu durumda

) = {o/,o/’,...,oz(r)}

sistemi lineer bagimsiz ve Ya®) k > 1 icin Va®) € Sp(¢) olmak iizere 1) den elde
edilen {V1, V5, ...V, } ortonormal sistemine, «v egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani ve
a(t) = pigin {Vi(p), Va(p), ..., V.(p)} ye ise p noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi
denir. Burada her bir V; (1 < i <r) ye Serret-Frenet vektorii denir [14].
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Tanim 1.15. « : [ — R" egrisi verilsin. s € I ya karsilik gelen «(s) noktasindaki
Frenet r-ayaklist {V;(s), Va(s),..., V,.(s)} olsun. Buna gore
ki I — R
s = ki(s) = (Vi'(s), Viga(s))

seklinde tanimli k; fonksiyonuna « egrisinin i-inci egrilik fonksiyonu ve s € [ icin

ki(s) reel sayisina da «(s) noktasinda a nin i-inci egriligi denir [14].

Teorem 1.16. o : [ — R" egrisinin yay parametresi s olsun. Bu durumda o
egrisinin a(s) noktasindaki i-inci egriligi x;(s) ve Serret-Frenet n-ayaklisi(Serret-
Frenet gatist) da {Vi(s), Va(s),..., V,(s)} ile gosterilmek iizere

Vi'(s) = ra(s)Va(s)

Vi'(s) = —ki1(8)Vi1(s) + ki(s)Viga(s), 1 <i<n—1 (1.1)

V' (s) = —Kn_1(8) Va1

bagintilar: saglanir [14].

Tamim 1.17. (1.1) formiillerine, Serret-Frenet formiilleri denir ve bu formiillerin

matris formu

(vl [0 k00 . . o0 | [w]

vy —Kk; 0 Ko 00 . . 0 V5

Vs 0 —ky 0 K30 O ) 0 Vs
0

) . . 0—=Fp9e 0 Kp )

vl Lo . 0 =k 0] [ V]

olarak verilir [14].

Tanim 1.18. o : [ — R" ve § : [ — R" birim hizh egrilerinin yay parametreleri
sirasiyla, s ve s* olsun. Bu durumda s,s* € [ ya kargilik gelen a(s), 5(s*) € R”

noktalarinda « ve $ nin
{Vi(s), Val(s), ..., Vals)} AW (s7), V5 (s7), ... Vi (s7) }
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Serret-Frenet n-ayakhlar verildiginde her s, s* € [ icin

{Va(s), V5'(s™)}

lineer bagiml ise o ya bir Bertrand egri ve (a, 8) ikilisine de bir Bertrand egri ¢ifti
denir [14].

Teorem 1.19. («a, 3) Bertrand egri ¢iftinin yay parametreleri sirasiyla, s ve s* olsun.

O zaman

d(a(s), B(s*)) = sabit
dir [14].

ispat « nin yay parametresi s, § nin yay parametresi s* ile gosterilmek iizere

Bertrand egri cifti tanimindan
B(s*) = als) + A(s)Va(s) (1.2)
yazilabilir. Burada a(s), 5(s*) noktalarindaki Serret-Frenet n-ayakhlar: sirasiyla

{(Vils), Va(s), -, Vals) } VI (s7), Vo (57), -, Vi (s7) )

ile gosterilmis olsun. Bu durumda (1.2) esitliginde her iki tarafin s e gore diferensiyeli
alinip Serret-Frenet formiilleri uygulanirsa,
ds*
ds
elde edilir. {Va(s), V5 (s*)} lineer bagimh olup

Vi*(s7) = (1 = A(s)mi(s))Vi(s) + XN(s)Va(s) + A(s)ra(s)V3(s)  (1.3)

(Va(s), Vi'(s7)) = 0

dir. (1.3) esitliginin her iki tarafin1 V5(s) ile i¢ carpima tabi tutup bir 6nceki esitlikte
kullanilirsa

N(s) =0, Vs €I
bulunur. O halde A\(s) = A sabiti i¢cin (1.2) esitliginden

d(a(s),B(s™) =N, Vsel

elde edilir. =



Teorem 1.20. R” de Bertrand egrilerinin tanjant vektorleri arasindaki agi sabittir
[11].

Ispat Bertrand egri tanimmdan Vi* LV, olup Vi* € Sp{V1, V3, Vy, ...V, } dir. O

halde .
Vit= ) wVi
=1

(i#2)
ve buradan (V1*,V}) = p; yazilabilir. Son esitlikte her iki tarafin s ye gore tiirevi

alinip (1.1) formiilleri uygulanirsa

avi*  d
d; = %‘/1 + (p1k1 — paks)Va + . .. (1.4)

A%
ds* ?

ile V5 nin aym dogrultuda olmalari i¢in (k1 —psks)Va #

dir. Teorem 1.16. dan % = k1*V5" olup Bertrand egri tanimindan

A%
ds*

0 ve diger tiim katsayilar sifir olmahdir. Buradan da

V) ve Vs, ye

paraleldir. Dolayisiyla

d
ﬂ:O:>,u1:sabit
ds

olur. Boylece p; sabit olmak iizere V; ile V}* arasindaki aci 6 ise

(i,
cos(l) = ——— = 1
VALV
olur. m
Teorem 1.21. R3 de « egrisinin egriligi £ ve burulmasi 7 olsun. O zaman

(e, B) Bertrand egri ¢iftidir. < I\, p € Rigin A + pr =1

[14].

ispat a(s) ve 8(s) noktalarinda o ve 3 nmn Frenet 3-ayakhlar: sirasiyla;

{Vi(s), Va(s), Vs(s)} 5 {Vi7(s7), Vo' (s7), V5'(s7)}
olsun. Buna gére V;*(s*) ile Vi (s) arasindaki ac1 6 olmak {izere
Vi*(s) = cos(0)Vi(s) + sin(0)Vs(s) (1.5)

7



yazilabilir. (1.5) esitliginde her iki tarafin tiirevi alinirsa

B Vi (5) = PO ) 1 contd) ) Vas)) + i) 4 sin(o) (~r(s)Va(s)
= (k(s) cos(8) — Tsin(0)) Va(s) + dcf;(e)vl(s) + dsz(e)vg(s)

bulunur. Teorem 1.20. den 6 = sabit oldugunu biliyoruz. Buna gore (1.5) esitligi ve

ds*
ds

B'(s) = —=V1"(s) = (1 = Ar(s))Vi(s) + AT (s)V3(s)
esitliginden

cos(0)Vi(s) + sin(8)V3(s) = (1 — A&(8))Vi(s) + AT(s)V5(s)
bulunur. Béylece

1—Xk(s)  A7(s)

cos(d)  sin(6)

elde edilir. Bu ise

1 — A&(s) - cos(0) lﬂ(s) = co
r(s) sm(0) Ar(s) "
= 1= Xk(s) = A7(s)cot(f) =0
= Xk(s) + Acot(0)7(s) =1
(lt:)\:cgt(e)) )\/{(S) + MT(S) =1

olup teoremin gereklilik kismi ispatlanmig olur. Teoremin yeterlilik kisminin ispati

da iglemlerde tersten gidilerek kolayca gosterilir. O halde ispat tamamdir. m

Tanim 1.22. R" de bir M hiperyiizeyinin gekil operatori S ve birim normali N
olsun. O zaman R” nin Riemann konneksiyonu V ile gosterilmek iizere VXY €
X(M) icin

VxY =VxY +(S(X),Y)N (1.6)

seklinde taniml V operatériine M iizerinde Gauss anlamimda kovaryant tiirev op-

eratorii denir ve (1.6) denklemine de M iizerinde Gauss denklemi denir [14].



1.2. Kiiresel Uzayda Temel Tanim ve Teoremler

Bu boéliimde, kiiresel uzayda Bertrand egri kavramiyla ilgili ihtiya¢ duyulan

temel tanim ve teoremleri verilecektir.

Tanim 1.23. R*! de
n+1

S'(r) = {(21, s Tng1) ER™ [ D "2 =17 >0}
=1

olarak verilen kiimeye, r yaricapl ve n-boyutlu kiire denir. Burada 6zel olarak r = 1
icin S"(1) kiimesi kisaca S™ ile gosterilir ve bu kiimeye n-boyutlu birim kire denir
[17].

Tanim 1.24. x,y € S™ vektorleri arasindaki Oklidyen aci 6(z,y) olsun. O zaman

x ve y arasindaki kiiresel metrik

dgn(z,y) = 6(z,y)

olarak tamimlanir. Burada
0<0l(z,y) <7

olup 6 bir reel sayidir. Ozel olarak
dsn(z,y) =T y=—1
onermesini saglayan x ve y vektorlerine S™ de antipodal denir [23].

Tanim 1.25. dgn kiiresel metrigi ile verilen S" ye, kiiresel n-uzay denir [23].

Tamim 1.26. R"*! de 2-boyutlu altvektor uzay: ile S* hiperkiiresinin arakesitine,

S™ nin bir biiyiik ¢emberi(great circle) denir [23].

Teorem 1.27. b — a < 7 olmak iizere o : [a,b] — S™ bir egri olsun. O zaman
agagidakiler denktir.
1. a egrisi bir geodezik yaydir.

ii. x,y € S™ vektorleri ortoganaldir 6yle ki
a(t) = (cos(t — a))z + (sin(t — a))y

ili. « egrisi, o” + a = 0 diferensiyel denklemini saglar |23].
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Teorem 1.28. v : R — S™ fonksiyonu bir geodezikdir gerek ve yeter sart z,y € S"

ortoganal vektorler oyle ki
v(t) = cos(t)x + sin(t)y
formundadir [23].

Sonug 1.29. S™ nin biiyiik cemberleri(great circle) onun geodezikleridir |23].

Simdi R* ve S*(r) nin Levi-Civita konneksiyonlar sirasiyla, V° ve V olsun.
O zaman X € X(S3(r)) ve T, o nin teget vektorii olmak iizere S*(r) de a egrisi igin

Gauss denklemi

l<X7 T)a (1.7)

72

VX =VrX —
olarak verilir[14].

Uyar1 1.30. « : [ C R — S* ¢ R* déniigiimii i¢in (da)y : T, — The)S? tiirev
doniigiimii birebirdir gerek ve yeter sart a = «(t) egrisi, S kiiresine daldirilmig

(immersed) egri olur.
Tanim 1.31. I C R acik alt ciimle olmak iizere
a: 1 CR—S*7r)

birim hizh daldirilmig kiiresel uzay egrisinin yay parametresi s olsun. O zaman S3(r)

de a(s) noktasindaki o min teget vektorii

ve HvT(S)T(s)H # 0 olmak iizere, o nin normal vektorii

vT(S)T<S)

M) = R o]

ve o nin binormal vektori

B(s) = a(s) x T'(s) x N(s)
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olarak tanimlanir. Ayrica burada, a’nin egrilik fonksiyonu
k: 1T —=R, k(s)= HvT(S)T(s)H
ve o’nin burulma fonksiyonu
7:1 =R, 7(s) = (Vs N(s), B(s))
olarak verilir [17].
Uyar1 1.32. Burada ||V T(s)|| = 0 olmasi hali o egrisinin, S*(r) de bir geodezik

olmasina kargilik gelir.

Simdi « egrisinin, S*(r) de a boyunca Serret-Frenet ¢atisi {T', N, B} olsun.

O zaman « nin Serret-Frenet denklemleri

VT = kN
VrN = —kT + 7B (1.8)
VrB = —-7N

olarak verilir. Ayrica (1.7) ve (1.8) esitliklerinden

1
V%T: /{N—T—QOZ

VN = —xT + 7B (1.9)
V9B = —7N

oldugu kolayca goriiliir ve burada {«, T, N, B}, « egrisinin S?(r) de o boyunca Sab-
ban catis1 olarak adlandirilir.

1.3.  Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 1.33. V bir reel vektor uzayr olmak iizere g : V x V — R doniigsiimiine

bilineer ve simetrik ise g doniigiimii V' {izerinde bir bilineer form denir [20].
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Tanim 1.34. V reel vektor uzay iizerinde g : V' x V' — R simetrik bilineer form
ve v € V olsun. O zaman, her u € V i¢in g(u,v) = 0 olmast v = 0 olmasin

gerektiriyorsa g doniigiimiine non-dejenere form denir [20].

Tanim 1.35. V vektor uzayimin bir alt vektor uzaytr W olsun. O zaman bir g :
V x V' — R simetrik bilineer formundan elde edilen gy : W x W — R kisitlamasi
negatif tanimh olacak gekildeki en biiyiik boyutlu W alt vektér uzayinin boyutuna
g nin indeksi denir. Eger indeks v ise 0 < v < boyV dir. Ayrica V nin indeksi

tizerinde tamimh olan g nin indeksi olarak tanimlanir [20].

Tanim 1.36. V reel vektor uzayi iizerinde tanimh simetrik , bilineer, non-dejenere
forma bir skalar carpim denir. Bu carpim ile birlikte V' vektoér uzayina da skalar

carpim uzayi denir [20].

Tanim 1.37. V skalar carpim uzayinin indeksi v olmak iizere v = 1 ve boyV > 2

ise V' skalar ¢carpim uzayina bir Lorentz uzay: denir [20)].

Tanim 1.38. R", n boyutlu reel vektor uzay1 olmak iizere her bir z,y € R" igin
(X,9), = =2 + Y x3y;
=2

skalar carpimu ile verilen (R™, (,),) ikilisine Minkowski n-uzay denir ve R} ile gos-
terilir [23].

Tanim 1.39. R} uzayinda bir x € R} vektorii igin
i. (z,z), > 0 veya x = 0 ise x bir spacelike vektor,
ii. (z,x), < 0ise z bir timelike vektor,

iii. (x,z), =0 ise x bir null(lightlike) vektor,
olarak adladirihr |23].

Tanim 1.40. R} uzayindaki her x € R} vektorii i¢in

2l = £/ [{z; z),]

olarak tanimlanan norma, Lorentz normu denir [23].
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Tanim 1.41. R} uzayindaki spacelike olmayan vektor x = (z1, z9, ..., x,) olsun. O

zaman x; > 0 (1 < 0) ise x vektoriine porzitif (negatif) vektor denir [23].

Teorem 1.42. R7 uzayinda Lorentz ortogonal iki vektor x ve y olsun. Bu durumda

x timelike vektor ise y spacelike vektordiir [23].

Teorem 1.43. W,V Lorentz uzayinin bir altuzayi olsun. Bu durumda,
i. W timelike altuzaydir < W bir timelike vektore sahiptir,
ii. W spacelike altuzaydir < W nin sifirdan farkh her vektori spacelike vektordiir,

iii. diger durumlarda ise W lightlike altuzaydir [23].

Teorem 1.44. R de pozitif(negatif) timelike vektérler # ve y olsun. O zaman

(x,y), <lz|,llyll, ve esitlik durumunda x ve y lineer bagimhdir [23].
Tanim 1.45. R}*! de pozitif(negatif) timelike vektorler = ve y olsun. O zaman

(@, 9), = =llzll.llyll, cosh(n(z,y))

sartin1 saglayan negatif olmayan bir tek n(x,y) reel sayisi vardir. Bu sayiya x ve y

arasindaki Lorentziyen timelike ag1 denir [23].

Tanim 1.46. R} {in pseudo-ortonormal baz1 {ey, ez, e3,e4} olmak iizere herhangi

x,1y, 2 € R} vektorleri igin

—€1 €2 €3 €4
X1 T2 T3 T4

Y1 Y2 Y3 Ya
Z1 29 23 24

TAYNz=

vektoriine x,y, z ye pseudo-ortogonal vektdr denir ve herhangi w € R} igin
(w,x ANy A z), =det (w,z,y, 2)
olarak ifade edilir [15].

Tanim 1.47. o : [ C R — R} bir egri olsun. Eger « egrisinin her s € I icin
hiz vektorii o/ (s) sirasiyla spacelike, timelike veya null vektor ise o egrisi sirasiyla

spacelike, timelike veya null egri olarak adlandirilir [20].
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Tanmim 1.48. o : I C R — R} bir egri olsun.

i. a null bir egri olmak iizere, eger Vs € [ igin (a(s),a”(s)), = 1 sart1 saglaniyorsa
« egrisine pseudo yay parametresi ile paremetrelendirilmistir denir.

ii. a null olmayan bir egri olmak iizere, eger Vs € [ i¢in (d/(s),d/(s)), = %1 sart1
saglaniyorsa « egrisine yay uzunlugu parametresi ile paremetrelendirilmistir denir

[6]-

Simdi R} de bir « egrisi i¢in T, Ny, Ny, N3 sirasiyla, a egrisinin teget vektor

alani, birinci (asli) normal vektor alani, ikinci normal vektor alani ve fi¢iineii normal

vektor alanini gostermek tizere ¢ = 1,2,3,4 icin ¢; = £1 ve 1696364 = —1 olacak
sekilde
<T> T>* =&
<]\/vz‘,]\/vj>>'< = 5,~+152~j Z,j = 1, 2,3
(T,N;), =0

egitlikleri saglansin. O zaman R} de spacelike veya timelike bir « egrisinin Frenet

catist {T', N1, No, N3} ve egrilikleri £1, ko, k3 olacak gekilde Frenet denklemleri

T 0 E9K1 0 0 T

Nll _ —&1Rk1 0 E3R2 0 N1 (110)
Nzl 0 —E9K9 0 —E1E92E3K3 N2

Ngl 0 0 —E&3K3 0 N3

olarak verilir [16].

1.4. Hiperbolik Uzayda Temel Tanim ve Teoremler

Tanmim 1.49. R} uzayinda
H* = {z e R{™ |(z,2), = -1, 21 > 1}

altciimlesine n-boyutlu hiperbolik uzayin hiperboloidal (Minkowski) modeli denir

7.
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Tanim 1.50. R} uzayinda

=2

B" = {:c c R

n+1
me <1, x1:O}

alt ciimlesine n-boyutlu hiperbolik uzayin Poincaré yuvar modeli denir [7].
Tanmim 1.51. R} uzaynda,

St = {z e R | (z,2), =1}
alt ciimlesine n-boyutlu de-Sitter uzayi denir [20].

Tanim 1.52. H" de z ve y arasindaki Lorentziyen timelike a¢1 n(x,y) olsun. z ve

y arasindaki hiperbolik uzaklik fonksiyonu
dun (z,y) = n(z,y)
dir [23].
Teorem 1.53. dy» hiperbolik uzaklik fonksiyonu, H™ de bir metriktir [23].

Tanim 1.54. R7*! in 2-boyutlu timelike altvektor uzayi ile H" nin arakesitine H”

nin bir hiperbolik dogrusu denir [23].

Tanim 1.55. R} de z ve y vektorleri Lorentz ortonormaldir gerek ve yeter sart
(r.7), =—-1,(y,y), =1, (z,9), =0

esitlikleri saglanir [23].

Teorem 1.56. « : [a,b] — H" bir egri olsun. O zaman agagidaki ifadeler denktir.
i. a bir geodezik yaydir,

ii. R?™! de x ve y vektorleri Lorentz ortonormal olmak fizere
a(t) = cosh(t — a)x + sinh(t — a)y,

ili. « egrisi o — o = 0 diferensiyel denklemini saglar [23].
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Teorem 1.57. A\ : R — H" fonksiyonu bir geodezikdir gerek ve yeter sart x ve y

vektorleri Lorentz ortonormal olmak {izere
A(t) = cosh(t)x + sinh(t)y
dir[23).
Simdi R? ve H? iin Levi-Civita konneksiyonlan sirasiyla,V ve V olsun. O

zaman X € X(H?) ve T, o nin teget vektorii olmak iizere H® de « egrisi i¢in Gauss

denklemi
VX = VX + (X, T),a (1.11)
dar.

Uyar1 1.58. « : I ¢ R — H? C R} déniisiimii i¢in (da); : Tl — TopH? tiirev
doniisiimii birebirdir gerek ve yeter sart a = «(t) egrisi, H? hiperbolik uzayinda

daldirilmig (immersed) egri olur.
Tanim 1.59. I C R acgik alt ciimle olmak iizere
a:l —H?

birim hizli daldirilmig hiperbolik uzay egrisinin yay parametrei s olsun. Bu durumda

H? de «(s) noktasindaki o nin teget vektorii

ve (a”(s),a”(s)), # —1 sart1 ile birlikte, H? de o nin birim normal vektdrii

a(s) — as)
N = Tarts) —atsTL

ve H3 de o nin binormal vektorii
B(s) = a(s) NT(s) AN N(s)
olarak tanimlanir. Ayrica burada, a nin hiperbolik egrilik fonksiyonu
kn il = R kp(s) = [la’(s) — a(s)]

*
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ve o nin hiperbolik burulma fonksiyonu,
—det (a(s), /(s),a”(s),a”(s))
(ron(s))”

T L = R m(s) =
olarak verilir [15].

Uyar1 1.60. Burada H%T(S)T(S)H = 0 olmasi hali « egrisinin, H? de bir geodezik
olmasina karsilik gelir. Ayrica (1.11) den

Vi T(s) = a(s) = a(s)

olup
H%T@T(S)

*

esitligi kolayca goriiliir.

Simdi « egrisinin, H® de o boyunca Serret-Frenet catis1 {1, N, B} olsun. O

zaman « nin Serret-Frenet denklemleri

6TT = /ihN
VeN = =k T + 1B (1.12)
VeB = -7, N

olarak verilir. Ayrica (1.11) ve (1.12) esitliklerinden

%TT = /ihN—i— «

VTN = —KJhT + ThB (1.13)

ﬁTB = —ThN

oldugu kolayca goriiliir. Burada R{ de bir pseudo-ortonormal baz olan {a, T, N, B},

det(a, T,N,B) = —1 (1.14)
ve
TANANB=«
NABANa=T
(1.15)
BANaANT =—-N
aNTANN=B

ozelliklerini saglayan « egrisinin H? deki o boyunca Sabban catisi olarak adlandirilir.
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2. Kiiresel Uzayda Bertrand Egriler

Tanim 2.1. « : I C R — S$3(r) bir immersed egri ve S*(r) de a egrisi boyunca
Frenet catis1 {T, N, B} olsun. O zaman S3(r) de a(t) baslangi¢ noktali
v (u) = cos <E>a(t)+rsin <E> N(t), ueR, tel (2.1)
r r

geodezik egrisine S*(r) de asli normal geodezik denir [17].

Tanmim 2.2. Sifirdan farklh geodezik egrilige sahip a : I C R — S3(r) immersed
egrisi ve 8 : J C R — S?(r) immersed egrisi verilsin. O zaman « ve (3 egrileri
arasinda birebir karsilik getiren bir o : I — J, 0 () € J doniigiimii var dyle ki her
iki egri kargilikli noktalarinda ortak asli normal geodezik egriye sahip ise o egrisine,
S3(r) de bir Bertrand egri ve 3 egrisine de S*(r) de o nin Bertrand egri ¢ifti denir
[17].

Uyar: 2.3. Bundan sonra genelligi bozmadan, r = 1 i¢in S?(1) = S? kiiresel uzay1
olsun. Ayrica a ve 3 egrileri S* de birim hizh (yay parametresi ile parametre-

lendirilmig) immersed egriler olsun.

Simdi a : [ — S§* ve 8 : J — S? swrasiyla, s ve o yay parametreli birim
hizl egriler ve 3, S® de o nin Bertrand egri ¢ifti olsun. O zaman « ve § nin S* de

Serret-Frenet catilar: sirasiyla,
{To, Ny Ba}, {1, Ng, Bs}
olmak iizere bir a(s) diferensiyellenebilir fonksiyonu var yle ki Tanim 2.2. den
B(o(s)) = cos(a(s))a(s) + sin(a(s))Na(s) (2.2)
yazilabilir.

Onerme 2.4. a(s) ve f(c(s)), S* de Bertrand egri cifti olsun. O zaman agagidakiler
vardir.

i. a(s) fonksiyonu sabittir.

ii. dgs (a(s), (0 (s))) kiiresel uzaklik fonksiyonu sabittir.
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iii. o ve 3 mn karsihikh noktalarinda teget vektorler(R* de vektor olarak) arasindaki
acl sabittir.
iv. a ve 8 mn karsiikhi noktalarmmda binormal vektorler (R* de vektér olarak)

arasindaki a1 sabittir [17].

Ispat i. (2.1) esitligini kullanarak;

dvy luzo = % (cos(u)a(s) + sin(u) Nu(s)) lu=o

du
= (—sin(u)a (s) + cos(u) Ny (8)) |u=0
= Nals) (2.3)
%’uza(s) = (—sin(a(s)) a(s) + cos(a(s)) Nu (s)) (2.4)

elde edilir. Ayrica a ve 8 kargihikli noktalarinda ortak asli normal geodeziklere sahip
oldugundan (2.3) ve (2.4) den

d a
oty = Ny(o(s)) (2.5)
olur. Simdi (2.4) ve (2.5) esitliklerini kullanarak;

Np (0 (s)) = (=sin(a(s)) a(s) + cos (a(s)) Na (s)) (2.6)

bulunur. Diger taraftan § egrisinin, § boyunca Frenet catist {13, Ng, Bs} ise (2.2)

denkleminin R* de s ye gore tiirevinin alimmasiyla

dp (o (s)) /

—— = —d (s
(

ds



oldugunu biliyoruz. Boylece (2.6) ve (2.7) esitliklerinden

(%B (0 (), Ng (o (5))) = < "(s)sin (a(s))a (s) + [cos (a(s)) = ko (s) sin (a(s))] Ta(s)

( ) cos (a(s))Na (s) + 7a (s) sin (a (5)) Ba ()
§) 4 cos (a(s)) Na ())

) {a(s),a(s))

%,_/

bulunur. Diger taraftan (2.8) esitliginden

¢ 6= (P N (0)) = ) T ) M) =0 (29)

olur. Boylece a(s) sabit bir fonksiyondur.
ii. (2.2) den
B(o(s)) = cos(a(s))a(s) + sin(a(s))Na(s) (2.10)
oldugunu biliyoruz. Buradan
dss (v (s), B (0 (s))) = 0 (a(s), (0 (s)))

= arccos (a (s), B (o (5)))

= arccos (cos (a (s)))

= a(s)
oldugundan (i) sikkindan istenilen elde edilir.

A (5). T (0 () = (i (5) N (5) — (), T o (5)
+0' (s) (Ta (s) , i3 (0 (5)) Ng (0 () = B (0 (5)))

(2.11)
Diger yandan (2.7) ve (2.8) esitlikleri kullamlarak
Ts (0 (s)) = a’l(s) (cos(a) — Kq (s)sin(a)) Ty (s) + 74 (s) sin(a) B, () (2.12)
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elde edilir. Boylece (2.2), (2.6) ve (2.12) esitlikleri (2.11) de yerine konulursa

% (To (s),Ta (o (s))) = </<aNa - a, % (cos(a) — kg sin(a)) Ty + 7o sin(a)Ba>
+ 0’ (Ta, kg (—sin (a) a + cos (a) N,) — (cos (a)a + sin (a) Ny,))

=0
elde edilir. Yani ¢ bir keyfi sabit olmak tizere
cos (0 (Ta(s), Ts(o(s)))) = ¢

oldugu goriiliir.
iv. (2.12) den T3, Sp{Tw, Bo} diizleminde yatar. Dolayisiyla

T (o (s) = MTa(s)+XBa(s), i eR

yazilabilir. T, ve B, arasindaki aci 6 ise bu ac1 (iii) den sabittir. O zaman,

A= (T (o (s)),Ta (s)) = cos(0)
Ay = (T (0 (s)) , Ba (s)) = cos(yp)
= CO0S (5 — 9)
= sin(#) (2.13)
oldugu goriiliir. O halde
Ts (o (s)) = cos(8)T, (s) +sin(d)Bq (s) . (2.14)
Ayrica § nin binormal vektorii
Bg (0 (s)) = B (o (s)) x Tz (o (s)) x Ng (o (s)) (2.15)

oldugundan
Bg (0 (s)) = mTa (s) + p2Na (s) + p3Ba (s)
olacak gekilde p; € R sayilar: vardir. Buna gore (2.2), (2.6) ve (2.14) kullanilarak
p = (Bg(a(s)), Ta (s)) = —sin(0)
p2 = (Bg(0(s)); Na (s)) = 0
ps = (Bg(a(s)), Ba (s)) = cos(0)
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oldugu goriiliir. Yani Bg(o(s)) € Sp{Tn (s),Ba(s)} olup
Bg(o(s)) = —sin(8) T, (s) + cos(#) Bq (s) (2.16)

elde edilir. Ayrica

L {Ba (), Bao()) = = (Ba(s), 5n(0)Ta (5) + cos(0) Ba (s))

ds
= (Ba'(s),sin(0)T, (s) + cos(0)Bq (s))
+ <Ba (s) —sin(0)T, (s) + cos(0) B/ (s)>
()T (5) + cos(8) Ba (5))
+ (Bq (5) , —sin(0) (kaNa) + cos(0) (—=TaNa))

= (—7aNu (8),sin

ve buradan

(Ba(s),Bg (0 (s))) = sabit

olup istenen elde edilir. =

Teorem 2.5. S de verilen a ve 3 Bertrand egri ciftinin egrilik ve burulmasi sirasiyla,
Ka,Ta V€ Kg,Tg olsun. O zaman a ve 0 iki sabit olmak iizere agagidaki ifadeler
dogrudur [17].

i. (cos(a) — sin(a)kq)sin(f) = sin(a) cos(8) 7y,

ii. (cos(a )+sin( a)kg)sin(f) = sin(a) cos(0)7s,

iii. (cos(a) — sin(a)ky)(cos(a) + sin(a)kg) = cos?(0),

iv. sin?(a) 7, 75 = sin®(0)

Ispat i. 8(o(s)) nin s ye gore tiirevi almirsa

d dp do ,
L (o() = D = Ty(a ()0 (5
olur ve (2.14) uygulanirsa
%ﬂ(a(s)) = 0'(s)(cos(0)T, (s) + sin(0) Ba(s)). (2.17)

Diger taraftan (2.2) esitliginin s ye gore tiirevi alimip Frenet denklemleri uygulanirsa

a(s) = a sabit olmak fizere

d%ﬂ(a(s)) = d%(cos(a)a(s) + sin(a) Ny (s))
= (cos(a) — sin(a)kq($))Ty (s) + sin(a)7.(8) Ba(s). (2.18)
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Buna gore (2.17) ve (2.18) den

o'(s) cos(6)
o’ (s) sin(0)

cos(a) — sin(a)ka(s) (2.19)
sin(a)74(s) (2.20)

elde edilir. O halde (2.19) ve (2.20) den
(cos(a) — sin(a)kqy(s)) sin(f) = sin(a) cos(0)74(s)

olur ve istenilen esitlik elde edilir.
ii. Hipotezden s:J — I, s = s(o) doniigiimii vardir dyle ki o = a(s(0)) Bertrand
egrisinin, S* deki Saban ¢atisinin elemanlari, 3 = B(o) min S* deki Saban ¢atisinin

elemanlar cinsinden ifade edilebilir. Yani

a(s(o)) = cos(a)B(o) — sin(a)Ng(o) (2.21)
T, (s(o)) = cos(0)T(0) — sin(8)Bs(o) (2.22)
N, (s(o)) = sin(a)B(o) + cos(a)Ng(o) (2.23)
B, (s(0)) = sin(0)T3(0) + cos(0)Bg(o) (2.24)

esitlikleri yazilabilir. Simdi (2.21) in o ya gore tiirevi alinirsa

T (s(0)) s'(0) = cos(a)Ts(0) — sin(a)(—rs(0)Ts(0) + 75(c) Bs(0)
= [cos(a) + sin(a)rkg(0)|Ts(0) — sin(a)ts(0)Bs(o)  (2.25)

ve (2.22) den

elde edilir. O halde buradan

(cos(a) + sin(a)kg) sin(f) = sin(a) cos(8) 73
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bulunur.
iii. (2.19) ve (2.27) denklemleri ele alinirsa

o' (s) (s'(0)) cos*(0) = (cos(a) — sin(a)rq(s))(cos(a) + sin(a)rg) (2.29)
elde edilir. Buradan
(cos(a) — sin(a)ka)(cos(a) + sin(a)ks) = cos?(0)

olup istenilen esitlik elde edilir.
iv. (2.20) ve (2.28) denklemlerini ele alirsak,

o' (s) (s'(0)) sin?(0) = sin®(a)7a(0)T5(0)

elde edilir. Buradan

sin ?(0) = sin®(a)7.(0)73(0)

bulunur. Bdéylece ispat tamamlanir. m
Boylece Teorem 2.5. (iv) den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.6. S? de verilen a ve § Bertrand egri ¢iftinin torsiyonlar sirasiyla 7, ve 75
olsun. O zaman torsiyonlarin kargilikli noktalarindaki ¢arpimi negatif olmayan bir
sabittir.

Tamim 2.7. o, S? de bir egri olsun. O zaman « tam geodezik 2 boyutlu S? C S3
kiiresinde(kiiresel diizlemde) yatiyorsa yani biitiin noktalarinda o min torsiyonu sifir

ise  ya S? de diizlemsel egri denir [17].

Tamim 2.8. o, S? de bir egri olsun. O zaman « nmin her noktasinda burulmas

sifirdan farkli ise o ya S* de burulmah(twisted) egri denir [17].

Tanmim 2.9. «, S* de bir burulmal egri (7 # 0) olsun. O zaman « nin egrilik ve

burulmas sifirdan farkl sabitler ise v ya S® de bir helis denir [4].

Tamim 2.10. «, S* de bir egri ve V € X(S?) bir Killing vektor alami olsun. O
zaman V ve « arasindaki aci, a boyunca sifirdan farkh sabit ve V, o boyunca sabit

uzunluklu Killing vektor alan oluyorsa a ya S? de bir genel helis denir [4].
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Yukaridaki tamim geregince; diizlemsel egriler ve helisler, genel helislere bir
ornektir. Gergekten;
i. Genel helisin ekseni V' = B olsun. O zaman « bir diizlemsel egridir.
i cot(0) = ==L icin V(s) = cos(0)T'(s) + sin(A) B(s) ise o bir helistir,

TK

Onerme 2.11. (Diizlemsel Bertrand Egriler)

i. S? de her diizlemsel egri, bir Bertrand egridir ve bu egri sonsuz sayida diizlemsel
Bertrand egri ¢iftine sahiptir.

ii. S de bir o Bertrand egrisi, bir 3 diizlemsel Bertrand egri ciftine sahip ise o

zaman « da bir diizlemsel egridir ve 3 ile aym tam geodezik S* kiiresinde yatar [17].
Ispat i. «, S® de bir diizlemsel egri ve her a € R icin S® de bir 3, egrisi

Ba(o(s)) = cos(a)a(s) + sin(a) Ny (s) (2.30)

olsun. O zaman her a € R i¢in 3, nin « nin Bertrand egri c¢ifti oldugunu goster-

meliyiz.

Simdi (2.30) da kovaryant tiirev alimp ve Serret-Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (5) T, (0(5)) = d(cos(a)a(s) ;;Sin(a)Na(S))

= cos(a)d/(s) + sin(a) N, (s)
= cos(a)T,(s) + sin(a)(—kaTn(s) + TaBa(s))

= (cos(a) — sin(a)kqy)Tw(s) + sin(a)7, Ba(s)

(
(

Taz? (cos(a) — sin(a)ka(s)) Tu(s)
~ ——
a'(s) T, (o(s))
bulunur. Buradan;
Ts.(0(s5)) = Ta(s) (2.31)
o'(s) = cos(a) — sin(a)ry(s) (2.32)
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olur. (2.31) de kovaryant tiirev alinirsa

(k30" ) N5 = KiaNa — o+ Bo’
= Koy — a + (cos(a) — sin(a) cos(a)ka)a + (cos(a) sin(a) — sin®(a)ra) Na
= ((1 = sin2(a))ka + cos(a) sin(a)) Na + (= (1 — cos?(a)) — sin(a) cos(a)ka) a
= (cos?(a)ka + cos(a) sin(a)) No + (—sin?(a) — sin(a) cos(a)kq) o
(

= cos(a) (cos(a)kq + sin(a)) N, — sin(a) (sin(a) 4+ cos(a)kq) o
= (cos(a)kq +sin(a)) (cos(a) Ny — sin(a)a)
(2.33)
elde edilir. Buradan,
_ cos(a)kq + sin(a)
= cos(a) — sin(a)kq (234)
Ng = —sin(a)a + cos(a)No (2.35)

bulunur. Ayrica o = o(sg) olmak tizere 8, nin ,(0g) baslangic noktali asli normal geodez-

igi v = v(u) ile gosterilirse

Y(u) = cos(u)Ba(00) + sin(u)Ng, (o0)
= cos(u)(cos(a)a(sg) + sin(a)Ny(s)) + sin(u)(—sin(a)a(sg) + cos(a) N4 (so))
= (cos(u) cos(a) — sin(u) sin(a))a(sg) + (cos(u) sin(a) + sin(u) cos(a)Na(so)
= cos(u + a)a(sp) + sin(u + a) N4 (so)

elde edilir. Boylece 7, aym zamanda « nin a(sp) baglangic noktali asli normal geodezigi

olur. Yani (a, 8,) bir Bertrand egri ¢iftidir.

Simdi (2.35) egitliginde kovaryant tiirev alinip Frenet denklemleri uygulanirsa

U/(S)%NBG(U(S)) = —sin(a)Tx(s) + cos(a)(—kaTa(s) + TaBa(s))
= — (sin(a) + cos(a)ka(s)) Ta () (2.36)
Ayrica p
7 V8. (0(s)) = —rp, (0(5))Tp, (0(5)) + 75,(0(5)) Bp, (0 (s)) (2.37)

olup (2.36) ve (2.37) den
0'(s) (=g, (0())T3,(0(s)) + 78, (0 (5)) B, (0(s))) = — (sin(a) + cos(a)ra(s)) Ta (s)
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elde edilir. Buna gore (2.31) ve (2.34) esitliklerinin kullanilmas: ile
T, (0(8)) = 0.
ii. 75, = 0 oldugundan Teorem 2.5. (iv) den
sin () =0

elde ederiz( Boylece cos(f) = £1). Teorem 2.5. (i) den sin(a) 7, = 0 olmaldir. Eger
sin (a) = 0 ise @ = £ dir ve bu yiizden 2 boyutlu tam geodezik kiire {izerinde diizlemsel

egridir. Aksi halde 7, = 0 olur ve benzer sonuca ulagilir. =
Barros, S* de Lancret teoremini asagidaki sekilde ifade etmistir.

Teorem 2.12. «a, S? de bir genel helistir gerek ve yeter sart
i. 7, =0 ve a bir S2 C S? de yatar.
ii. 7o = bk, £ 1, b= sabit [4].

Simdi bu teoremin benzer versiyonunun, S® de Bertrand egriler icin ifadesini verelim.

Teorem 2.13. S? de bir « egrisi Bertrand egridir gerek ve yeter sart
i. 7, =0 ve « egrisi bir iki boyutlu birim kiire olan S? (kiiresel diizlem) de yatar.

. AR + ute = 1 olacak bigimde X # 0 ve u sabitleri vardir [17].

Ispat i. «, S? de bir Bertrand egrisi olsun. «, S® de bir diizlemsel egri ise Tanim
2.7. den istenilen elde edilir.

ii. «a bir diizlemsel egri degil ise Teorem 2.5. (i) den
(cos(a) — sin(a) kq) sin(@) = sin(a) cos(0)7,

ve Onerme 2.11. den sin(a) # 0 olup béylece

tan (a) ke + tan(a) cot(f) 7, = 1 (2.38)
R}\/—’ —_—
W

elde edilir. O halde A\ = tan(a) ve pu = tan(a) cot(6) sabitleri i¢in Ak, + pur, = 1

denklemi saglanmis olur.
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Diger taraftan (i) den a, S® de bir diizlemsel egri olsun. O zaman Onerme
2.11. den « bir Bertrand egridir. Ayrica (i) den (2.38) esitligi vardir. O zaman, S?

de X\ = tan(a) olmak iizere bir 5 egrisi
B(s) = cos(a) a(s) + sin(a) N4(s) (2.39)

olarak tanimlanabilir. Simdi (2.39) esitliginde her iki tarafin kovaryant tiirevini

almip, Frenet denklemleri kullanirsa
o' (s)Ts(0(s)) = (cos(a) — sin(a)ka(s))Tu(s) + (sin(a)74(s))Ba(s) (2.40)

ve buradan

a'(s) = \/(cos(a) — sin(a) kq(s))? + (sin(a)7a(s))’ (2.41)
bulunur. Ayrica (2.38) den

sin(a)ka(s) + pcos(a)T,(s) = cos(a) (2.42)

olur. Simdi (2.41) ve (2.42) esitlikleri kullamlirsa

o'(s) = Ta\/,uzcos2(a) + sin®(a) (2.43)
bulunur. Buradan (2.42) ve (2.43), (2.40) da kullanihirsa

oy — Ta(8)(ucos(@)Ta(s) + Ta(s) sin(a) Ba(s)
Ts(o(s)) = Ta\/,u2COS2(CL) +Sin2(a)

(2.44)

elde edilir. (2.44) de tekrar her iki tarafin kovaryant tiirevi almip gerekli diizen-

lemeler yapilirsa
cos(a) [— sin(a) 7o (1 — p?) + pKa)

\/(cos(a) — sin(a)kq)? + (sin(a)7,)”

(kgo') Ng = [—sin(a)a + cos(a)N,]

olur. Bu egitlikten

_ cos(a) [—sin(a)7a(1 — 1) + pka)
(cos(a) — sin(a)rq)” + (sin(a)7y)’
Ny = —sin(a)a + cos(a) N,

R
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elde edilir. Ayrica o = o(sg) olmak tizere 5 nin 3(oy) baslangic noktal asli normal

geodezigi v = y(u) ile gosterilirse

V(u) = cos(u)B(a0) + sin(u) Ns(oo)
= cos(u)(cos(a) a(sg) + sin(a) Nuo(s0)) + sin(u) (—sin(a) a(sg) + cos(a) Na(s0))
= (cos(u) cos(a) — sin(u) sin(a)) a(sg) + (cos(u) sin(a) + sin(u) cos(a)) Na(so)
= cos(u + a)a(sg) + sin(u + a) Ny (so)

elde edilir. Bdylece 7, aym zamanda a nin «a(sg) baglangic noktal asli normal

geodezigi olur. Yani («, 5) Bertrand egri ¢iftidir. m

Onerme 2.14. a, S? de bir burulmali(twisted) egri olsun. Asagidakiler denktir.
i. « bir helistir.
ii. o nin sonsuz Bertrand egri ¢ifti vardir.

ili. o nin iki tane Bertrand egri ¢ifti vardir [17].

ispat i. = il. kK, ve 7, sufirdan farkh sabitler olsun. k., ve 7, aralarinda sonsuz
sayida sabit katsayil lineer bir iligki elde edilebir. Boylece her farkl lineer iligki i¢in
Bertrand egri ¢ifti olugturulabilir.

il. = iil. « nin sonsuz sayida Bertrand egri cifti varsa 2 tane Bertrand egri cifti
oldugu aciktir.

iii. = i. a nin Bertrand egri ciftleri 5; ve By olsun.a; # 0,as # 0,60, ve 6, farkl 4

sabiti icin;
tan(ay)rkq(s) + tan(ay) cot(61)7.(s)
tan(as)kq(s) + tan(az) cot(62)7.(s)

1
1

Burada a; # as dir. Ciinkii 81 ve Sy a min birbirinden farkli iki Bertrand egri ciftidir.

Elde ettigimiz bu denklemlerde kovaryant tiirev alarak;

ko' (8) + cot(61)74/(s)

0
ko' (8) + cot(62)7/(s) = 0

elde edilir. 6, # 0y (glinkii a; # az ) oldugundan k,/(s) = 7./(s) = 0 dir. Yani «

egrisi, sabit egrilik ve sabit torsiyona sahiptir. m
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3. R? de (1,3)-Bertrand Egriler

Bu béliimde, S* de Bertrand egriler ile R* de (1,3)—Bertrand egriler arasin-

daki iligkileri verelim.

Tanim 3.1. R" de bir v : I — R” birim hizli regiiler egrinin yay parametresi s olmak
tizere bu egrinin Frenet catis1 {7, N1, Na, ..., N, _1} ve egrilikleri £1, ko, ..., K,_1 ile
gosterilsin. O zaman Vs € [ icin 7(s) noktasindan gegen N,(s) ve Ni(s) Frenet
vektorlerinin gerdigi diizleme, v(s) noktasindaki Frenet (j, k) —normal diizlemi denir
[19].

Tanim 3.2. R" de v : [ — R" birim hizli ve regiiler egri olsun. O zaman - egrisinin
K1, Ko, ..., kn_o egrilikleri heryerde pozitif ve k,,_; egriligi sifirdan farkl ise v ya 6zel
Frenet egrisi denir. Ozellikle tiim x; egrilik fonksiyonlar: sabit ise vy egrisi R” de bir
helisdir denir [19].

Tanim 3.3. R*de v: ] = R* ve 7 : I — R* birim hizh 6zel Frenet egrilerinin yay
parametreleri sirasiyla s ve s olsun. Bu durumda v ve 7 nin kargilikhi noktalarin-
daki Frenet (1,3)—normal diizlemlerinde cakigacak sekilde bir ¢ : I — T regiiler
diferensiyellenebilir déniigiim varsa v ya R* de (1,3)—Bertrand egri denir [19].

Simdi S? de bir a = a(t) egrisinin Serret-Frenet ¢atis1 {T,,, N, B, } ve R* de

A(t) = / Ba(s(w))du (3.1)

olarak tamimlanan egrinin Serret-Frenet ¢atisi {77, N/, NJ, NJ} olsun. Burada
s = s(t) olmak iizere a(s(t)), @ min yeniden parametrelendirmesidir ve genelligi
bozmadan s'(t) > 0 kabul edilebilir. Béylece +'(t) = B,(s(t)) olup v egriside R* de

birim hizli bir egridir.

O halde « ve 7 egrisinin tanimindan



olup her iki tarafin tiirevi alinirsa,
r1(t)NT () = —s'(t)7a(s(t)) Na(s(1))
bulunur. Buradan,

k1(t) = ps' () Ta(s(t)) > 0, e = £1 (3.3)
N{(t) = —pNa(s(t)) (3.4)

olup her iki tarafin tiirevi alinip Frenet denklemleri uygulanirsa,
Ra(t) NS (t) = ps'(t)ra(s(t))Tu(s(t))
dir. Buradan

Ka(t) = §'(t)ka(s(t)) >0 (3.5)
Ny (t) = pTa(s(t)) (3.6)

elde edilir. Son olarak benzer gekilde tiirevler alinip Frenet denklemleri uygulanirsa

k3(t)N3 (1) = —ps'(t)a(s(t)) (3.7)

olur. Ayrica
B, (s(t)) = a(s(t)) x Tu(s(t)) x Nu(s(t)) (3.8)
Ny (t) = T7(t) x Ny (t) x N3 (1) (3.9)

olup (3.8) ve Tanim 1.5. kullanilirsa
det(a(s(t)), Ta(s(t)), Na(s(t)), Ba(s(t))) = 1
elde edilir. Simdi B,(s(t)) X Nu(s(t)) x T,(s(t)) = 0a(s(t)) olmak iizere
0 = (Ba(s(t)) x Na(s(t)) x Ta(s(t)), (s(1))
= det (Ba(s(1)), Na(s(1)), (s
= det (a(s(t), Ta(s(t)), Na(s(t)), Ba(s(t)))

oldugundan
Bo(s(t)) x No(s(t)) x To(s(t)) = a(s(t) (3.10)
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elde edilir. Son olarak, (3.2), (3.4), (3.6) ve (3.10) esitlikleri (3.9) da yerine yazilirsa
Ny (t) = Ba(s(t)) x (=pNa(s(t))) x (pTa(s(t)))
= — (Ba(s(t)) x Na(s(t)) x Ta(s(t)))
— —a(s()
elde edilir. Boylece
k3(t) = ps'(t) # 0, (3.11)
Ny (t) = —a(s(t))

olmalidir.

Onerme 3.4. a(t), S? de sabit olmayan egrilikli ve diizlemsel olmayan bir Bertrand

egri olsun. O zaman R* de r3(t) = ps'(t) egrilikli birim hizh bir

(1,3)—Bertrand egrisi vardir 6yle ki s = s(t) (s'(t) > 0) regiiler diferensiyellenebilir
dontigiimdiir [17].

Ispat Teorem 2.13. den A # 0 ve u # 0 olmak iizere Aky + p7o = 1 dir, a ve b iki

sabit reel say1 olmak tizere
Apa (ATo — pka) +bp) >0

ve §'(t) fonksiyonu igin

A
'(t) = 0 3.12
# () pa (N — i) + bt~ (3.12)

olsun. O zaman ([19], Teorem B) deki agagidaki egitliklerin saglandigim gosterelim

aks(s) — brz(s) #0 (3.13)

ak1(s) + c(ara(s) — brs) = 1 (3.14)

ck1(8) — Ka(s) = drs(s) (3.15)

(¢ = Drr(s)ra(s) + c((r1(s))* = (k2)* = (k3)*) # 0 (3.16)



Simdi (3.12) esitligini goz oniine alirsak
A = pas’ (t) A\rq — pas’ (t) pkq + p*bus’ (t) (3.17)
olur ve burada (3.3),(3.5) ve (3.11) esitlikleri kullamlirsa
A = K1a\ — pu (ake — brg) # 0 (3.18)

elde edilir.

i. (3.13) esitliginin saglandigim gosterelim. Bunun i¢in (3.18) de agagidaki durumlar
incelenebilir.

(L.durum) @ = 0 ise (3.11) ve (3.18) den brz # 0 olmalidir. Béylece

aKg — b:‘ig # 0

elde edilir.
(IL.durum) a # 0 i¢in kabul edelim ki arky — bkg = 0 olsun. O halde (3.18) den

kKia=1
olmalidir. Ayrica (2.38) ve (3.3) esitlikleride kullanilirsa
(ps'(t)Ta) @ = Ako + piTa

bulunur. Buradan A = 0 ve pu = aps’(t) olur. Bu da hipotez(A # 0 olmasiyla )
ile geligir. O halde kabul yanhg olup aks — brs # 0 olmalidir.Sonug olarak 1. ve II.
durumdan

aky — brg # 0 (3.19)

bulunur.
ii.(3.14) esitliginin saglandigimi gosterelim. (3.18) esitliginin her iki tarafi A ile
béliiniirse ve ¢ = —£&° ise

ary + c(ake — brs) =1 (3.20)
elde edilir.
iii. (3.15) esitliginin saglandigim gosterelim. (3.3), (3.5), (3.11) ve (2.38) esitlikleri

kullanilirsa
(LK1 + pAKe = K3 (3.21)
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oldugu kolayca goriiliir. Buradan her iki tarafi —\ ile bolersek ve d = —£ ise

CK1 — Ky = dK3 (3.22)

esitligi elde edilir.
iv.(3.19), (3.20), (3.22) esitliklerinde gerekli islemler yapilirsa

(¢ — 1)k1kg + (K1 — Kp® — K3®) # 0 (3.23)
elde edilir. m
Uyarl 3.5. Ozel olarak §'(t) = m = 1 olsun. Bu durumda R* de y(t) =

f B, (s(u))du olarak tamimh (1,3)—Bertrand egrisinin iigiincii egriligi k3 = %1 olur.
Bununla birlikte o, S* de diizlemsel olmayan helis ise 0 zaman R* de v egrisi de

helisdir [17].

Ornek 3.6. a,beR* r>1icin~: I — R?

T . r 1 . 1

v(s) = (acos (Ws) ,asin (Ws) ,bcos (Ws) ,bsin (Ws)) (3.24)

seklinde tanimli birim hizli egrinin egrilikleri
(s) rta? 4+ b (s) r(r?—1)ab (s)

Kk1(8) = 555, ka(s) = ,k3(s) = ———

! r2a2 4027 T (1202 £ ) Vil 1 02 a? 7

olarak bulunur. Bu durumda i = 1,2, 3 icin &; ler sabit oldugundan ~, R* de bir helisden

bagka birgey degildir [17].

(3.25)

Simdi de R* de (1,3)—Bertrand egriden, S* de bir Bertrand egri elde etme

metodunu verelim.

R* de bir yay uzunlugu parametreli bir v(s) egrisinin Frenet ¢atis1 {7, N{, N, NJ'}

olmak iizere S® deki o yay parametreli bir egri

seklinde tanimlansin. Burada her iki tarafin s parametresine gére kovaryant tiirevi

alimnip Frenet denklemleri kullanilirsa
o'(s)Ta(0(s)) = K1(s) Ny (s)
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ve buradan

a'(s) = p1r1(s) (3.26)
To(o(s)) = p1N{(s) (3.27)

bulunur ve (3.27) de tekrar s ye gore kovaryant tiirev alarak
0'(8)ka(0(s))Na(o(s)) = prra(s) Ny (s)
elde ederiz. Buradan

o' (8)ka(0(s)) = paka(s), p2 = £1 (3.28)
No(o(s)) = p1p2lN3 () (3.29)

Son olarak (3.29) da s ye gore kovaryant tiirev alinarak
o' (s)7a(0(s)) Ba(o(s)) = p1paria(s) N3 (s) (3.30)

elde edilir. Buradan

o' (8)Ta(0(s)) = p3ks(s) (3.31)
Balo(5)) = pupops N3 (s) (3.32)

ifadeleri elde edilir.

Simdi de S* de o yay parametreli o egrisi a(o(s)) = Nj(s) olarak tanim-
lansin. Burada her iki tarafin s ye gore kovaryant tiirevini alip Frenet denklemleri
kullanilirsa;

o' ()Tal0(s)) = —rs N3 (s)

elde edilir ve buradan

0'(s) = psks, p3 = 1 (3.33)
To(o(s)) = —psNy (s) (3.34)

(3.34) de tekrar s ye gore kovaryant tiirev alarak

0'(5)ka(0(s))Na(o(5)) = psraNy (s)
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elde ederiz. Buradan
o' (8)ka(0(s)) = paka, po = 1 (3.35)

Na(o(s)) = p2p2IN{ () (3.36)

olur. Son olarak (3.36) da s ye gore tiirev almarak

0" (5) 7a (0 () Ba(0(s)) = —papssa (s) T (s)

elde edilir. Buradan

o' (8) Ta (0 (8)) = p1£i1 (s) (3.37)
Ba(o(s)) = —p1p2psT (s) (3.38)

bulunur. Boylece agsagidaki 6nermeler elde edilir.

Onerme 3.7. v(s), R* de yay uzunlugu parametreli ve sabit egrilikleri iy, ko, K3
olan bir helis olsun. O zaman

i. 8% de a(s) = T (s) olarak tanimli egrinin egriligi o = +2 > 0 ve burulmasi

To = £52 # 0 olan bir helistir.

ii. S* de a(s) = NJ(s) olarak tammh egrinin egriligi , = %2 > 0 ve burulmas
To = £ # 0 olan bir helistir [17].

Ispat i. (3.26), (3.28) ve (3.31) esitliklerinden ve ii. (3.33), (3.35) ve (3.37) esitlik-
lerinden elde edilir. =

Onerme 3.8. 7(s), R* de yay uzunlugu parametreli ve Frenet catisi {T, Ny, Ny, Ny}
olan bir (1, 3)—Bertrand egri olsun. O zaman S? de bir Bertrand egri ya a (s) = T (s)
va da a(s) = NJ(s) [17].

ispat v(s), R* de (1,3)—Bertrand egri ise O zaman ([19], Teorem B) den a,b, ¢, d

sabit reel sayilar olmak iizere (3.19), (3.20), (3.22) ve (3.23) esitlikleri saglanir.
Buradan k9 > 0 olup (3.22) esitliginden ¢ + d* # 0 ve

cky — drs = kg >0
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elde edilir. Simdi iki durumu inceleyelim :
i. ¢ # 0i¢in a(s) = T'(s) olsun. O halde (3.26), (3.28) ve (3.31) esitliklerinden

P10’ = Ky
020 Ko = Ko
030 Ko = K3
bulunur. Bu egitlikler
CK1 — Ko = dK3
esitliginde kullanilirsa,
p2ka + dp3Te = cp1

elde edilir. Son esitlikte her iki taraf cp; ile boliiniirse

d
(&) Kooy + (ﬁ) To=1 (3.39)
CP1 CP1
N—— N——
A K
dps

bulunur. Yani A = 6”721 ve || = olacak sekilde Ak, + p7, =1 esitligi elde edilir.

cp1

ii. d# 0 i¢in a(s) = NJ(s) alahm. O halde (3.33), (3.35) ve (3.37) esitliklerinden

P30 "= Ky
020" Ko = Ko
po /7_04 = k1
bulunur. Bu egitlikler
CK1 — Ko = dK3

esitliginde kullanilirsa,

CP1Ta — P2Ra = de

elde edilir. Her iki tarafi dps ile bolelim(dps # 0)

elde edilir. Yani \ = ;Tf; ve L= % olacak gekilde Ak, + 7, = 1 egitligi elde edilir.
[
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Ornek 3.9. a: I — S? birim hizli egrisinin parametrizasyonu
a(s) = L cos &3 L sin &3 \/gcos (i> \/gsin (i>
V3 V3 ) V3 V3 )V3 V6) V3 V6
olarak verilsin. Gerekli hesaplamalardan sonra o egrisinin S® deki Frenet elemanlari,
2V2 . 2\ 2v2 2 1. (s 1 s
To(s)=|———sin|24/=s|,——cos|24/=s|,—=sin| —=],-cos | —=
3 3 3 3 3 V6/) '3 V6
2 2 2 2 1 s 1 s
Ny(s) = —\/jcos 2\/:9 ,—\/jsin 2\/:9 , —= COS (—) sin (—)
(s) 3 ( 3 ) 3 ( 3°) V3 \VE/) VBT \VB
1 2 1 2 2v/2
B,(s) = | —=sin 2\/:9 , = COS 2\/:9 ,—\/_Sin 2 ,——cos =
3 3 3 3 3 V6 V6

ve egrilikleri

9 2
Ka(s) = ﬁ,m(s) =3

olarak bulunur. O halde « egrisi S* de bir helisdir. Ayrica Onerme 2.14 den « egrisi bir
Bertrand egri olup sonsuz tane Bertrand egri ciftine sahiptir. Buna gore « egrisine, a = 7§

kadar sabit kiiresel uzakliktaki bir Bertrand egri ¢iftinin parametrizasyonu

So(e)) = (WU) () (22.) g (1)) ) sm(ls))

23 3 23 3T B V6') T 23 NG

olarak verilir. Gerekli hesaplamalardan sonra [ egrisinin egrilikleri de

Ra(s) = < (17+10f) 5(5) = —5 (17+1of)

olarak bulunur. O halde « egrisinin Bertrand egri cifti olan 3 egriside S de bir helisdir.
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(a) (b)

Sekil 3.1: (a) « egrisinin stereografik izdiigiimii

(b) B egrisinin stereografik izdiigiimii

Bu egrilerin S {in R? uzaymna stereografik izdiisiimii altindaki goriintiileride Sekil 3.1 de
ifade edilir.
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4. Hiperbolik Uzayda Bertrand Egriler

Tamim 4.1. o : I C R — H? bir immersed egri ve H? de « egrisi boyunca Frenet
catis1 {T, N, B} olsun. O zaman H? de a(t) baslangig noktali

v (u) = cosh(u)a (t) + sinh(u)N(t), ue R, t €T (4.1)
geodezik egrisine H? de asli normal geodezik denir [18].

Tanim 4.2. Sifirdan farkhi geodezik egrilige sahip o : I C R — H? immersed egrisi
ve 8 :J C R — H? immersed egrisi verilsin. O zaman o ve 3 egrileri arasinda
birebir karsilik getiren bir ¢ : I — J, o (t) € J doniigiimii var 6yle ki her iki egri
kargilikli noktalarinda ortak asli normal geodezik egriye sahip ise o egrisine, H? de

bir Bertrand egri ve 3 egrisine de H® de « nin Bertrand egri ¢ifti denir [18].

Uyar1 4.3. Bundan sonra genelligi bozmadan, « ve 3 egrileri H? de birim hizh (yay

parametresi ile parametrelendirilmis) immersed egriler kabul edilecek.

Simdi o : [ — H? ve 3 : J — H? sirasiyla, s ve o yay parametreli birim
hizli egriler ve 3, H? de o nin Bertrand egri ¢ifti olsun. O zaman o ve 8 min H? de

Serret-Frenet catilar sirasiyla,
{To, No» B}, {1, Ng, Bs}
olmak iizere bir a(s) diferensiyellenebilir fonksiyonu var 6yle ki Tanim 4.2. den
B(o(s)) = cosh(a(s))a(s) + sinh(a(s))Na(s) (4.2)
yazilabilir.

Onerme 4.4. a(s) ve B(o(s)), H? de Bertrand egri cifti olsun. O zaman agagidak-
iler vardar.

i. a(s) fonksiyonu sabittir.

ii. dys (a(s), 5 (o(s))) hiperbolik uzaklik fonksiyonu sabittir.

iii. o ve B mn karsilikh noktalarinda teget vektorler(R] de vektor olarak) arasmdaki

acl sabittir.
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iv. a ve 8 mn karsiikh noktalarmmda binormal vektorler (R} de vektdr olarak)

arasindaki a1 sabittir [18].

Ispat i. (4.1) denklemini kullanarak;

vl _ d '
du | ™ (cosh(u)a(s) 4 sinh(u)Ny(s))
= (sinh(u)a(s) 4 cosh(u)Nu(5))],—o

= Na(s) (4.3)

% D, = sinh (a(s)) a(s) + cosh (a (s)) N, (s) (4.4)

elde edilir. Ayrica a ve [ kargilikli noktalarinda ortak asli normal geodeziklere sahip
oldugundan (4.3) ve (4.4) den

dye

S

du

= N (0(s)) (4.5)

u=a(s)

olur. Simdi (4.4) ve (4.5) esitliklerini kullanarak;
Ng (0(s)) =sinh (a(s)) a(s) + cosh (a(s)) Ny (s) (4.6)

bulunur. Diger taraftan 5 egrisinin, § boyunca Frenet catist {13, Ng, Bs} ise (4.2)

denkleminin R} de s ye gore tiirevinin alimmasiyla

dBlo(s)) _ d .
7 — ~leosh(a(s))a(s) + sinh(a(s)) Na(s)]

= d/(s) sinh(a(s))a(s) + cosh(a(s))a’(s)
+d’(s) cosh(a(s))Na(s) + sinh(a(s))N'a(s)

= d/(s) sinh(a(s))a(s) + cosh(a(s))Ta(s)
+a'(s) cosh(a(s)) Na(s) + sinh(a(s)) (—#nTa(s) + Ba(s))
= a'(s)sinh(a(s))a(s) + [cosh(a(s)) — Kk, sinh(a(s))] Tw(s)

+a'(s) cosh(a(s))Ny(s) + 7, sinh(a(s))Ba(s) (4.7)
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elde edilir. Ayrica

dB(o(s)) _dBdo _
T = = ()T lo(9)) (48)

oldugunu biliyoruz. Béylece (4.6) ve (4.7) esitliklerinden

(50 ()) . Ny (o ()2 = {a (s)sinh (a () (5) + [cos (a () — . (s)sinh (a ()] To()
+a’ (s) cosh (a (s)) Ng (s) + 77 (s) sinh (a (s)) By (s) ,
sinh (a (s)) a (s) + cosh (a (s)) No ()«
= d' (s)sinh?® (a (s)) (a (s), a (s)),
5,1_/
+a' (s) cosh? (a () (Na (s) , Na (s)),
1
d(s) |- sinh? (a (s)) + cosh? (a (s))]

d (s)

bulunur. Bdylece a(s) sabit bir fonksiyondur.
ii. (4.2) den
B(o(s)) = cosh(a(s))a(s) + sinh(a(s))Na(s) (4.9)

oldugunu biliyoruz. Buradan

dys (a(s), B (a(s))) = n(a(s), 5 (a(s)))
= arccosh (—(a(s), 8 (o(s))),)

= arccosh (cosh(a(s)))

= a(s)

(i) den a(s) sabit oldugundan istenilen elde edilir.
1il.

% (Ta (5), T (0 (s))), = (K}, (s) Na (s) +a(s), Tp (o (5))),

Diger yandan (4.7) ve (4.8) esitlikleri ve (i) kullanilarak

T3 (o (s)) = ! ((cosh(a)) — &j, (s) (sinh(a))) Ty (s) + 73 (sinh(a)) B, (s) (4.11)

o (s)
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elde edilir. Boylece (4.2), (4.6) ve (4.11) esitlikleri (4.10) da yerine konulursa

1
o (s)

((cosh(a)) — ki (sinh(a))) Tu(s) + 7 sinh(a)Ba(s)>

*

o T2(6). T 0 (), = (KENo(o) + (o)
0

elde edilir. Yani ¢ bir keyfi sabit olmak tizere
cos (0 (Ta(s), Ta(a(s)))) = ¢

oldugu goriiliir.

iv. (4.11) den T3, Sp{Tw, Bo} diizleminde yatar. Dolayisiyla
T (0 (s) = MTa(s)+ XBa(s), i eR

yazilabilir. T, ve B, arasindaki ac1 € ise bu ac1 (iii) den sabittir. O zaman,

A= (T (0 (s)), Ta (8)) = cos(6)
Ay = (T (0 (s)) , Ba (s))
= cos (5 = 9)
= sin(0)
oldugu goriiliir. O halde
T3 (o (s)) = cos(8)T, (s) +sin(d)Bq (s) . (4.12)

Ayrica § nin binormal vektorii
Bg (0 (s)) = pTa (s) + paNa (s) + psBa (s)

olacak sekilde p; € R sayilar: vardir. Buna gore (4.2), (4.6) ve (4.12) kullamilarak

pm = (Bg(a(s)), T

p2 = (Bp(0(s)), Na
w3 = (Bp(0(s)), Ba

Q
—
»
~—
~
I
|
»n
—=-
=}
—
>
~—

s)) =0

(
(s)) = cos(8)

oldugu goriiliir. Yani Bg(o(s)) € Sp{Ta (s),Ba(s)} olup

Ba(o(s)) = —sin(0) Tn (s) + cos(6) Ba (s) (4.13)
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elde edilir. Ayrica

L {Ba (), Bao(), = = (B (5), —sin(6)Ta (5) + cos(6) Ba (5)),
= (B, (s),— sin(6)Th (s) + cos(6) By (5)).

+ (Ba (s), —sin(0) (k] No) + cos(0) B, (s)),

= 7N o) S0O0T 1)+ cos0)50 ).

( (

+(Ba (8), —sin(8) (kf No) + cos(0) (—75'Ny)),

ve buradan
(Ba(s),Bg (0 (s))), = sabit
olup istenen elde edilir. =

Teorem 4.5. H? de verilen o ve 3 Bertrand egri ciftinin hiperbolik egriligi ve hiper-
bolik burulmas: sirasiyla, s, 73" ve ﬁ’g,rf olsun. O zaman a ve 6 iki sabit olmak
tizere agagidaki ifadeler dogrudur [18].

i. (cosh(a) — sinh(a)k§)sin(f) = sinh(a) cos(0) 5
ii. (cosh(a) + sinh(a)x}) sin(@) = sinh(a) cos(#) 7/,
iii. (cosh(a) — smh( )k (cosh(a) + sinh(a)x}) = cos®(6),

iv. sinh?(a) 70 7 = sin?(f)

Ispat i. 8(o(s)) nin s ye gore tiirevi almirsa

d dgdo
TB(o(s) = G = 7 (9)Ta(o(s)

olur ve (4.12) uygulanirsa
%ﬁ(a(s)) = 0'(s)(cos(0)T, (s) + sin(0) Ba(s)) (4.14)

Diger taraftan (4.2) esitliginin s ye gore tiirevi ahmp Frenet denklemleri uygulanirsa

a(s) = a sabit olmak {izere

%5(0(5)) = %(Cosh(a)a(s) + sinh(a) N, (s))
= (cosh(a) — sinh(a)xj}(s))T, (s) + sinh(a)7(s)Ba(s). (4.15)
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Buna gore (4.14) ve (4.15) den

elde edilir. O halde (4.16) ve (4.17) den
(cosh(a) — sinh(a)k; (s)) sin(f) = sinh(a) cos(0) 7} (s)

olur ve istenilen esitlik elde edilir.

ii. Hipotezden s:J — I, s = s(o) doniigiimii vardir 6yle ki o = a(s(0)) Bertrand
egrisinin, H? deki Saban ¢atisinin elemanlar1, 3 = 3(c) min H? deki Saban ¢atisinin
elemanlari cinsinden ifade edilebilir. Yani (4.2),(4.6),(4.14) ve (4.15) esitliklerinden

a(s(o)) = cosh(a)f(o) — sinh(a)Ng(o) (4.18)
To (s(o)) = cos(0)Ts(c) — sin(0)Bs(o) (4.19)
N, (s(0)) = sinh(a)B(o) + cosh(a)Ng(o) (4.20)
B, (s(0)) = sin(f)Ts(0) + cos(0) Bs(o) (4.21)

esitlikleri yazilabilir. Simdi (4.18) in o ya gore tiirevi alinirsa

§'(0)Tw (5(0)) = cosh(a)Ts(o) — sinh(a)(—r),(0)Ts(a) + 7, () B(0))
= [cosh(a) + Sinh(a)lig(a)]T/g(U) — sinh(a)Tf(a)Bg(a) (4.22)

ve (4.19) dan
§'(0)Ta(s(0)) = &'(0) [cos(0)T5(o)] — &'(0) [sin(0) Bs(o)] (4.23)
olur. (4.22) ve (4.23) den

s'(0) cos(f) = cosh(a) + sinh(a) &} (o) (4.24)
s'(0)sin(h) = sinh(a) 7 (o) (4.25)

O halde buradan

(cosh(a) + sinh(a) Kﬁ(a)) sin(#) = sinh(a) cos(6) 7 (o)
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bulunur.
iii. (4.16) ve (4.24) denklemleri ele alinirsa

0'(s)s'(0)cos?*(0) = ((cosh(a)) — sinh(a) x5 (7)) (Cosh(a) + sinh(a) nf(o)) (4.26)
elde edilir. Buradan
(cosh(a) — sinh(a) k5, (o)) (cosh(a) + sinh(a) /{5(0)) = cos*(0)

olup istenen egitlik elde edilir.
iv. (4.17) ve (4.25) denklemlerini ele alirsak;

o'(s)s'(o)sin?(0) = sinh2(a) s 7’5
elde edilir. Buradan
sin?(0) = sinh®(a) 77 77

bulunur. Bdylece ispat tamamlanir. m

Boylece Teorem 4.5. (iv) den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.6. H? de verilen o ve 3 Bertrand egri ciftinin karsihikli noktalarindaki

hiperbolik burulmalarinin ¢arpimi negatif olmayan bir sabittir [18].

Tamim 4.7. «, H? de bir egri olsun. O zaman o tam geodezik 2 boyutlu H? C H?
hiperbolik diizleminde yatiyorsa yani biitiin noktalarinda a nin hiperbolik burulmasi

sifir ise a ya H? de diizlemsel egri denir [4].

Tamim 4.8. o, H? de bir egri olsun. O zaman « nin her noktasinda hiperbolik

burulmast sifirdan farkh ise o ya H? de burulmal(twisted) egri denir [4].

Tamim 4.9. «, H? bir burulmah egri (7% # 0) olsun. O zaman « nin hiperbolik

egrilik ve hiperbolik burulmas: sifirdan farkl sabitler ise o ya H? de bir helis denir

[4]-

Tanim 4.10. «, H? de bir egri ve V € X(H?) bir Killing vektor alam olsun. O
zaman V ve « arasindaki ac¢i, o boyunca sifirdan farkli sabit ve V', a boyunca sabit

uzunluklu Killing vektor alan oluyorsa o ya H? de bir genel helis denir [4].
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Yukaridaki tamim geregince; diizlemsel egriler ve helisler, genel helislere bir
ornektir. Gergekten;
i. Genel helisin ekseni V' = B olsun. O zaman « bir diizlemsel egridir.
ii. cot(f) = (s) = cos(0) T'(s) + sin(f) B(s) ise « bir helistir [4].

Onerme 4.11. i. H? de her diizlemsel egri bir Bertrand egridir ve bu egri sonsuz
sayida diizlemsel Bertrand egri ¢iftine sahiptir.

ii. H? de bir a Bertrand egrisi, bir 8 diizlemsel Bertrand egri ciftine sahip ise o zaman
« da bir diizlemsel egridir ve /3 ile ayn1 tam geodezik H? hiperbolik diizleminde yatar
[18].

Ispat i. a, H? de bir diizlemsel egri ve her a € R « ve (§ arasindaki sabit hiperbolik
uzaklig icin H? de bir 8, egrisi

Ba(o(s)) = cosh(a) a(s) + sinh(a) N,(s) (4.27)

olsun. O zaman her a € R icin §, nin a nin Bertrand egri ¢ifti oldugunu goster-
meliyiz.

Simdi (4.27) de kovaryant tiirev alimip, Serret-Frenet vektorleri uygulanirsa ve

dﬁa<0'(8)) . dﬂa do o
T = T = ()T, (0(s)) (4.28)

oldugunu gozoniine alirsak

o ()T (0(5)) = d [cosh(a) a(s) ;sinh(a) No(s)]

= cosh(a) T, (s) + sinh(a) (k5 Tu(s) + 75 Ba(s))

= (cosh(a) — sinh(a) k})T.(s) + sinh(a) 77 Ba(s)
T (cosh(a) —sinh(a) KF) T(s)
——
'( ) Tp, (o(s))
Buradan
T, (0(s)) = Tuls) 4.29
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olur.(4.29) da kovaryant tiirev alinirsa

(0'K))Ns, = KSNo + o — Ba0”

= ki Ny + o — (cosh®(a) — cosh(a) sinh(a) k) o
— (cosh(a) sinh(a) — sinh*(a) K§) N,
= [(1 + sinh®(a))ky — cosh(a) smh(a)}
+ [(1 — cosh®*(a)) + cosh(a) sinh(a) k] o
= [cosh®(a) K — cosh(a) sinh(a)] N,
+ [—sinh®(a) + cosh(a) sinh(a) £}]
= cosh(a) (cosh(a) kj, — sinh(a)) N, + sinh(a) (—sinh(a) + cosh(a) k}) «
= (cosh(a) kj, — sinh(a)) (cosh(a)N,, + sinh(a) a)

Buradan,

B cosh(a) k§f — sinh(a)
"~ cosh(a) — sinh(a) K

Npg,(0(s)) = sinh(a) a(s) + cosh(a)N,(s) (4.31)

bulunur. Ayrica o0 = o(sg) olmak iizere 5, min (,(0g) baglangic noktal asli normal

geodezigi v = y(u) ile gosterilirse

v(u) = cosh(u)B,(00) + sinh(u)Ng, (0¢)
= cosh(u)[cosh(a)a(sg) + sinh(a) N, (so)] + sinh(u)[sinh(a)a(sg) + cosh(a) N, (so)]

[cosh(u) cosh(a) + sinh(u) sinh(a)]a(sg) + [cosh(u) sinh(a) + sinh(u) cosh(a)] Nu (o)

= cosh(u + a)a(sg) + sinh(u + a)N,(so)

elde edilir. Boylece 7, aym zamanda a nin «a(sg) baglangic noktal asli normal

geodezigi olur. Yani («, 5,) bir Bertrand egri ¢iftidir.

Simdi S, egrisinin H? de diizlemsel oldugunu gosterelim. (4.31) egitliginde

kovaryant tiirev alinip Frenet denklemleri uygulanirsa;

0'(5)%]\7/3‘1(0(5)) = sinh(a)T,(s) + cosh(a)(—rp T, (s) + 71 Ba(s))
= (sinh(a) — cosh(a)ky(s)) Ty (s) (4.32)
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Ayrica

Y %N@a (0(5)) = =rp" (0())T5,(0(s)) + 7 (0 (5)) By, (o(5)) (4.33)
olup (4.32) ve (4.33) den
o'(s) (—%f“(ds))Tﬁa(o(S)) + Tf”(O(S))Baa(U(S)D = (sinh(a) — cosh(a)r}(s)) Ta (s)
elde edilir. Buna gore (4.29) ve (4.31) esitliklerinin kullamlmas: ile

(0 (s)) = 0.
ii. 70 =0 oldugundan Teorem 4.5. (iv) den
sin(6) = 0

elde ederiz( Boylece cos(f) = +1). Teorem 4.5. (i) den sinh(a)7s = 0 olmalidir.
Eger sinh(a) = 0 ise o = 3 dir ve bu yiizden 2 boyutlu tam geodezik H? hiperbolik
diizlem iizerinde diizlemsel egridir. Aksi halde 75 = 0 olur ve benzer sonuca ulagilir.

Teorem 4.12. o, H? de bir genel helistir gerek ve yeter sart
i. 77 =0 ve a bir H? C H? hiperbolik diizleminde yatar,
ii. r, H? de bir helistir [4].

Teorem 4.13. H? de bir « egrisi Bertrand egridir gerek ve yeter sart
i. 77 =0 ve a egrisi bir H? hiperbolik diizlemin de yatar.

ii. Ak§ 4+ pr = 1 olacak bigimde A # 0 ve p sabitleri vardir [18].

Ispat i. «, H? de bir Bertrand egri olsun. o, H3 de bir diizlemsel egri ise Tanim
4.7. den istenilen elde edilir.

ii. « bir diizlemsel egri degil ise Teorem 4.5. (i) den
[cosh(a) — sinh(a)k}] sin(f) = sinh(a) cos(d) 77"

ve Onerme 4.11. den sinh(a) # 0 olup boylece

tanh (a) k5, + tanh(a) cot(9) 77F = 1 (4.34)
H}\/—/ ~——_— ——
m
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elde edilir. O halde A = tanh(a) ve p = tanh(a) cot(f) sabitleri i¢in Ak§ + ur =1

denklemi saglanmig olur.

Diger taraftan (i) den a, H? de bir diizlemsel egri olsun. O zaman Onerme
4.11. den « bir Bertrand egridir. Ayrica (i) den (4.34) esitligi vardir. O zaman, H?

de A = tanh a olmak iizere bir [ egrisi
B(s) = cosh(a) a(s) + sinh(a) N, (s) (4.35)

olarak tanimlanabilir. Simdi (4.35) esitliginde her iki tarafin kovaryant tiirevi alinip,

Frenet denklemleri kullanirsa
o' (s)Ts(o(s)) = (cosh(a) — sinh(a)k5(s))Tw(s) + (sinh(a)7(s))Ba(s)  (4.36)

ve buradan

o'(5) = \/ (cosh(a) — sinh(a)#g(s))* + (sinh(a)72(s))? (4.37)
bulunur. Ayrica (4.34) den
sinh(a)ky (s) + pcosh(a)r(s) = cosh(a) (4.38)

olur. Simdi (4.37) ve (4.38) esitlikleri kullanilirsa

a(s) =1 \//ﬂcosh2(a) + sinh?(a) (4.39)

bulunur. Buradan (4.38) ve (4.39), (4.36) da kullanilhirsa

Ty(o(s)) = 7(s)(pcosh(a))T,(s) + 75 (s) sinh(a) B, (s) (4.40)
T \/u2cosh2(a) + sinh?(a)
elde edilir. (4.40) da tekrar her iki tarafin kovaryant tiirevi almip gerekli diizen-
lemeler yapilirsa
[— cosh(a) sinh(a)7(1 + p?) + uk?]
/(cosh(a) — sinh(a)sg)® + (sinh(a)7s)?

(/@ﬁa’) Nj = [sinh(a)a + cosh(a)N,]

olur. Bu egitlikten
B [— cosh(a) sinh(a)7(1 + p?) + uks]
)=
\/(cosh(a) — sinh(a)k$)” + (sinh(a)7?)?
Ng = sinh(a)a + cosh(a) N,
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elde edilir. Ayrica o = o(sg) olmak tizere 5 nin 3(oy) baslangic noktal asli normal

geodezigi v = y(u) ile gosterilirse

v(u) = cosh(u)B(og) + sinh(u)Ng(op)
= cosh(u)(cosh(a) a(sg) + sinh(a) Na(so)) + sinh(u) (sinh(a) a(sg) + cosh(a) Ny (so))
= (cosh(u) cosh(a) + sinh(u) sinh(a)) a(so) + (cosh(u) sinh(a) + sinh(u) cosh(a))Na(so)
= cosh(u + a) a(sg) + sinh(u + a) No(so)

elde edilir. Bdylece 7, aym zamanda a nin a(sg) baglangic noktal asli normal

geodezigi olur. Yani («, 5) Bertrand egri ¢iftidir. m

Onerme 4.14. o, H? de bir burulmali(twisted) egri olsun. Asagidakiler denktir.
i. « bir helistir.
ii. o nin sonsuz Bertrand egri ¢ifti vardir.

ili. « nin iki tane Bertrand egri ¢ifti vardir [18].

Ispat i. = ii. x{ ve 7 sufirdan farklh sabitler olsun. &g ve 7 aralarmda sonsuz
sayida sabit katsayili lineer bir iligki elde edilebir. Boylece her farkl lineer iligki i¢in
Bertrand egri ¢ifti olugturulabilir.

il. = iil. « nin sonsuz sayida Bertrand egri cifti varsa 2 tane Bertrand egri cifti
oldugu aciktir.

ili. = i. a nin Bertrand egri ciftleri 5; ve By olsun.a; # 0,as # 0,60, ve 6, farkh 4

sabiti igin;

tanh(ay)k; (s) + tanh(ay) cot(61) 77 (s)

1
tanh(az2)kj (s) + tanh(az) cot(62)17(s) = 1

Burada (; ve 3 a nin birbirinden farklh iki Bertrand egri ¢ifti oldugundan a; # ao

ve boylece 0, # 0, dir. Elde ettigimiz bu denklemlerde kovaryant tiirev alarak;

k' (s) + cot(61) 7 (s)

0
ki (s) + cot(f2)71(s) = 0

elde edilir. O halde bu sistemin ¢oziimiinden £§'(s) = 72'(s) = 0 dir. Yani « egrisi,

sabit hiperbolik egrilik ve sabit hiperbolik torsiyona sahip olup « bir helistir. =
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5. R{ de (1,3)-Bertrand Egriler

Bu béliimde, R} de dejenere olmayan (spacelike veya timelike), S,{ Ny, N3}
timelike veya spacelike normal diizlemli (1, 3)-Bertrand egriler tanimlandi. Ayrica

bu egrilerin, H? deki Bertrand egriler ile arasindaki iligkiler verildi.

Tanim 5.1. R} de bir v : I — R} dejenere olmayan birim hizh regiiler egrinin
yay parametresi s olmak iizere bu egrinin Frenet c¢atist {T, NJ, NJ,..., N, |} ve
egrilikleri {1, Ko, ..., kn_1} ile gosterilsin. O zaman Vs € I icin v(s) noktasindan
gecen N,(s) ve Ni(s) Frenet vektorlerinin gerdigi diizlem spacelike(timelike) ise bu

diizleme ~y(s) noktasindaki spacelike(timelike) Frenet (j, k)-normal diizlemi denir.

Tanim 5.2. R} de bir v : I — R dejenere olmayan birim hizli ve regiiler egri olsun.
O zaman ~y egrisinin {Kq, Ka, ..., kn—2} egrilikleri her yerde pozitif ve k,_; egriligi

sifirdan farkh ise v ya dejenere olmayan 6zel Frenet egrisi denir.

Tamim 5.3. R de v : [ — R} ve ¥ : I — R} dejenere olmayan &zel Frenet egri-
lerinin yay parametreleri sirasiyla s ve s olsun. Bu durumda v ve 4 nin karsihkh
noktalarindaki timelike(spacelike) Frenet (1,3)-normal diizlemlerinde gakisacak sek-
ilde bir ¢ : I — I regiiler diferensiyellenebilir doniigiim varsa v ya R de timelike

(spacelike) (1,3)-Bertrand egri denir.

Teorem 5.4. R de v: I C R — R} spacelike ézel Frenet egrisinin yay parametresi
s ve egrilikleri k1, ko, k3 olsun. O zaman  bir timelike (1, 3)-Bertrand egridir gerek

ve yeter sart a, b, c,d # +1 reel sayilar1 ve Vs € [ i¢in

aka(s) — brs(s) # 0 (5.1)

aky(s) + c(ara(s) — brs(s)) =1 (5.2)

ck1(s) — ka(s) = —drs(s) (5.3)

(c* = D)rr(s)ra(s) + c(ri(s) — r3(s) + rs(s)) # 0 (5-4)

esitlikleri saglanir [25].

Teorem 5.5. R{ de~y : I C R — R{ spacelike veya timelike ézel Frenet egrisinin yay

parametresi s ve egrilikleri k1, ko, k3 olsun. O zaman v bir spacelike (1, 3)-Bertrand
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egridir gerek ve yeter sart a,b,c # +1, d reel sayilar1 ve Vs € [ icin

esitlikleri saglanir |26].

Simdi H? de bir o = «(t) egrisinin Serret-Frenet ¢atis1 {T,,, N,, B, } ve R} de

1(0) = [ Buls(w)du (59)
olarak tanimlanan bir v = 7(t) egrisinin Serret-Frenet catisi da {77, N/, NJ, NJ'}
olsun.

Uyar 5.6. H? de bir « egrisinin binormal vektérii B, spacelike olup (5.9) esitligin-
den T7 da spacelike vektor olmalidir. Dolayisiyla tanim geregince v, R} de bir

spacelike egri olmak zorundadir.

Simdi s = s(t) olmak tizere a(s(t)), o nin yeniden parametrelendirmesidir ve
genelligi bozmadan §'(¢) > 0 kabul edilebilir. Boylece 7/(t) = B,(s(t)) olup v egrisi
de R} de birim hizh bir egridir. O halde (5.9) dan

T7(t) = Ba(s(t)) (5.10)
olup her iki tarafin kovaryant tiirevi alinirsa (1.10) ve (1.12) den
eakr (N] (1) = =" ()7 (s(1)) Na(s(t))
bulunur. Buradan

ki(t) = ps'(t) T (s(t)) >0, p==£1 (5.11)
2N/ (t) = —pNa(s(t)) (5.12)
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olup (5.12) nin her iki tarafinin kovaryant tiirevi alinirsa

—e9e1k1 T + e9e3ka Ny = ps'k3 T, — ps'Ty B, (5.13)
LN

K1 T

bulunur. Ayrica v egrisi spacelike oldugundan ; = 1 olup (5.13) den &5 = 1 olmak
zorundadir. O halde

e3ka Ny = ps'kiT,

elde edilir. Buradan

Ky = §'Kj) (5.14)

esNy = pT, (5.15)
olup (5.15) in her iki tarafinin kovaryant tiirevi alinirsa
pestig No — kg N§ = praNy +ps’ a
esitliginden €3 = 1 olmahdir. O halde
—k3 NJ =ps' a
bulunur. Ayrica

Ba(s(t)) = a(s(t)) A Ta(s(t)) A Na(s(t) (5.16)
NJ(t) = T,(t) ANJ(t) A N (5.17)

olup (1.14) den
det(a(s(t)), Ta(s(t)), Na(s(t)), Ba(s(t))) = 1
esitligi vardir. Simdi B, (s(t)) A Na(s(t)) A Ta(s(t)) = 6 a kabulii ile

—6 = {a(s(t)), Ba(s(t)), Na(s(t)), Tu(s(t)))
= det(a(s(t)), Ba(s(t)), Na(s(t)), Tu(s(t)))
= —det(a(s(t)), Tu(s(t)), Na(s(t)), Ba(s(1)))
=1

oldugundan
Ba(s(t)) A Na(s(t)) A Tals(t)) = —als(t)) (5.18)
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elde edilir. Son olarak (5.10), (5.12), (5.15) ve (5.18) esitlikleri (5.17) de yerine

yazilirsa

Ny (t) = Ba(s(t)) A (=pNa(s(t))) A (pTa(s(t)))
= —(Ba(s(t)) A Na(s(t)) A Ta(s(t)))

= a(s(t)) (5.19)

bulunur. Béylece
k3(t) = —ps'(t) # 0 5.20)
Ny (t) = afs(t)) (5.21)

olmalidir.

Onerme 5.7. a(t), H? de sabit olmayan egrilikli ve diizlemsel olmayan bir Bertrand

egri olsun. O zaman R} de r3(t) = —ps'(t) egrilikli bir

birim hizh spacelike egrisi, timelike (1,3)-Bertrand egri olacak gekilde s = s(t)

(s'(t) > 0) regiiler diferensiyellenebilir dontigiimii vardir.

Ispat Teorem 4.13. den A # 0 ve pu # 0 icin Ax(s) + ur(s) = 1 dir. a ve b iki

sabit reel say1 olmak tizere
Alpa(Ay — prky) —bp] >0

ve §'(t) > 0 fonksiyonu igin

A

= >0 5.22
pa(ATy — pkg) — by (522)

s'(t)

olsun. Simdi Teorem 5.4. deki (5.1), (5.2), (5.3) ve (5.4) esitliklerinin saglandigim

gosterelim. O zaman (5.22) esitligini kullanarak,

A= pas'(t)m — pas'(t)ury — p*bps'(1)
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olur ve burada (5.11), (5.14) ve (5.20) esitlikleri kullanihirsa
A = K1a\ — pu(aky — brg) # 0 (5.23)

elde edilir.

(i) aky — brz # 0 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (5.23) de agagidaki durumlar
incelenebilir.

[.Durum : a = 0 ise (5.20) ve (5.23) den bkz # 0 olmalidir. Béylece

aky — brg # 0

elde edilir.
II.Durum : a # 0 ise aky — bz = 0 olsun. O halde (5.23) den

Kia=1
olmalidir. Burada (5.11) esitligi kullanihirsa
(ps'T)a = Akj + pry
bulunur. O halde A = 0 ve p = aps’(t) olur. Bu ise A # 0 olmasiyla ¢eligir. Yani
aky — brg #£ 0

olmalidir. Sonug olarak I. ve II. durumdan aks — bkz # 0 dur.

(ii) aky + c(ake — brs) = 1 oldugunu gosterelim. (5.23) esitliginin her iki tarafi A ile

pu

boliiniirse ¢ = -5 alinirsa

aky + c(ake — brg) =1

olur.
(ili) ck1(s) —ka(s) = —drs(s) oldugunu gosterelim. (5.11), (5.14) ve (5.20) esitlikleri

kullanilirsa;

cra(s) = was) = (=) (ps'rit) = (/)
= (=B)(s'p) it + M)
= (= 8)(=ra)
= —d/ig



olup d = —% olacak sekilde elde edilir.

(iv) (®=1)k1(s)ka(s)+c(kT(s)—r5(s)+r3(s)) # 0 oldugunu gostermeliyiz. ¢ = —2&,

(5.11), (5.14) ve (5.20) egitliklerini kullanirsak;

UK — AT — A

(¢ = Dra(s)ra(s) + c(ri(s) — r3(s) + k5(s)) = p(s')’] 2 ]

Buradan kabul edelim ki
PES — AT — A\
p(s V[ ——1=0
olsun. O halde pxj; — A7* — A = 0 olmalidir. Buradan
URp — AT = A
egitliginin her iki tarafi Ay ile boliiniirse;
1 « 1 (0%
(X)"Gh + (_;)Th =1
Buradan Asj + p7pt = 1 esitliginden —}% = g olmalidir. Bu ise p? = —1 olmasiyla

celisir. O halde pkf — A77* — A # 0 dir. Boylece istenen elde edilir. m

Simdi R} de (1, 3)-Bertrand egriden H? de bir Bertrand egri elde etme meto-

dunu verelim.

Ik olarak, R de bir yay uzunlugu parametreli v(s) egrisinin Frenet ¢atisi

{T7, N7, NJ, NJ} olmak iizere H® de o yay parametreli bir egri
alo(s)) =T17(s) (5.24)

seklinde tanimlansin. O zaman v egrisi timelike bir egri olmahdir. O halde (5.24)

egitliginin her iki yaninin kovaryant tiirevi alinirsa
o' (s)Ta(o(s)) = ki(s)NY(s)
olur ve buradan

o'(s) = prki(s) (5.25)
Ta(o(s)) = p1Ny(s) (5.26)
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bulunur. (5.26) egitliginin her iki yanimin kovaryant tiirevi alimip sadelegtirmeler

yapilirsa
o' (s)kp(0(s)) Nalo(s)) = prra(s)N; (s)

elde edilir. Buradan

o'(s)kn(0(s)) = para(s) (5.27)
Na(o(s)) = p2p1 N5 (s) (5.28)

olur. Simdi (5.28) in her iki yaninin kovaryant tiirevini alinirsa
o' 17 By = pap1ksNg
bulunur ve buradan

o'(s)74 = pars (5.29)
Ba = p3papi NS (5.30)

esitlikleri elde edilir. Ayrica det(«, T, No, B,) = —1 oldugu gbz 6niine alinirsa
det(T, piNY, prp2Ny s p1papsNg) = —1

olup
p1=—p3 (5.31)

olmaldair.

Simdi de H? de o yay parametreli o egrisi
a(o(s)) = NJ(s) (5.32)

olarak tanimlansin. O halde NJ timelike olup T spacelike olmalidir. Dolayisiyla
spacelike egridir. Boylece (1.10) da ) = g9 = €3 = 1,64 = —1 olmahdir. Buradan

(5.32) nin s ye gore kovaryant tiirevi alinirsa
o' (8)To(0(s)) = —K3 Ny
elde edilir. O halde
o'(s) = psks (5.33)

Tu(o(s)) = —psN(s) (5.34)
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ve (5.34) iin s ye gore kovaryant tiirevi almip gerekli iglemler uygulanirsa,
o'k Ny = p3riaN{
bulunur. Buradan

'Ky = paka (5.35)

yazilabilir. Buna gore (5.36) nin s ye gore kovaryant tiirevi alinirsa;

0T By = —pa p3 k1T
elde edilir. O halde
o' = p1k1 (5.37)
Bo = —p1p2 p3T, (5.38)
bulunur. Ayrica det(«, T,, Ny, B,) = —1 oldugu gbz 6niine alinirsa

det(Ny, —ps N3, papsN{, —p1p2psT,) = —1
olup
P1L= —p3 (5.39)
egitligi elde edilir.
Onerme 5.8. (s), R? de yay uzunlugu parametreli ve sabit egrilikleri ry, kg, kg

olan bir helis olsun. O zaman

i. H? de a(s) = T,(s) olarak tammh egri, hiperbolik egriligi x§ = +22 > 0 ve

hiperbolik burulmasi 7;* = —#2 # 0 olan bir helistir.

ii. H? de a(s) = Nj(s) olarak tammh egri, hiperbolik egriligi § = 2 > 0 ve
hiperbolik burulmasi 7;* = —# # 0 olan bir helistir.

ispat

i. a egrisinin, (5.25) ve (5.27) den hiperbolik egriliginin «j; = £72 > 0 ve (5.29) dan
hiperbolik burulmasmin 73 = —’;—i’ # 0 oldugu agiktir.
ii. o egrisinin, (5.33) ve (5.35) den hiperbolik egriliginin xf; = £:2 > 0 ve (5.37)

den hiperbolik burulmasimin 7' = —z—; # 0 oldugu aciktir. m
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Onerme 5.9. 7(s), R de yay uzunlugu parametreli ve Frenet catisi {77, N7, N, NJ'}
olan bir spacelike (1, 3)-Bertrand egri olsun. O zaman H? de a(s) = T7(s) olarak

tanimh egri bir Bertrand egridir.

Ispat ~(s), R? de spacelike (1,3)-Bertrand egri ise O zaman a, b, ¢, d sabit reel sayilar
olmak iizere Teorem 5.5. deki (5.5), (5.6), (5.7) ve (5.8) denklemleri saglanir. Burada
Ko > 0 olup (5.7) esitliginden

E+d*#£0

ck1(s) — drs(s) = ka(s) >0

elde edilir. Simdi ¢ # 0 igin «a(s) = T7(s) olsun. O halde (5.25), (5.27) ve (5.29)

esitliklerinden

/
P10 = K1
e

P20 Ky = Ko

P07 = Ky
bulunur. Bu egitlikler, (5.7) de yerine yazilip gerekli iglemler yapilirsa;
P2k, + dpsTy = cpy
elde edilir ve her iki taraf cp; ile boliiniirse
d
cp1 cp1
H}\/—/ ——
o

2

bulunur. Yani A = é% ve [ = %;Lf olacak sekilde Ak} + p7¥ = 1 esitligi elde edilir.
|

Onerme 5.10. 7(s), R? de yay uzunlugu parametreli ve Frenet atisi {77, N7, Ny, NJ'}
olan bir timelike (1,3)-Bertrand egri olsun. O zaman H? de a(s) = NJ(s) olarak

taniml egri bir Bertrand egridir.
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Ispat v(s), R} de timelike (1, 3)-Bertrand egri ise O zaman a, b, ¢, d sabit reel sayilar
olmak iizere Teorem 5.4. deki (5.1), (5.2), (5.3) ve (5.4) denklemleri saglanir. Burada
kg > 0 olup (5.3) esitliginden ve

A+d*#£0
ve
ck1(s) — drs(s) = ka(s) >0

elde edilir. Simdi d # 0 igin a(s) = NJ(s) olsun. O halde (5.33), (5.35) ve (5.37)
egitliklerinden

p3o " = K3
P20 K = Ko
P10’ T = Ky
bulunur. Bu egitlikler, (5.3) de yerine yazilip gerekli iglemler yapilirsa;
Cp1Ty, — paky = —dps3
elde edilir ve her iki taraf —dps ile boliiniirse
—p2 o Cp1 ey
— |kt | — )7 =1
(—dﬂrs) " (—dps) "
A}\/—/ N——
o

bulunur. Yani A = é% ve p = —% olacak sekilde Axjy 4+ 7t = 1 egitligi elde edilir.

Ornek 5.11. o : I — H? birim hizh egrisinin parametrizasyonu

a(s) = (\/icosh (%) ,V/2sinh (%) ) COS (%) 810 <%)>

olarak verilsin. Gerekli hesaplamalardan sonra o egrisinin H® deki Frenet elemanlar,
ﬂsinh S) ﬂcosh<s> 1s'n(s> 1(308(8)
= = Y = = 7__ 1 = Y = =
3 V3) V3 v3) V3 \V3) V3 VB
s s 5 s
Ny(s)=|(—cos| —=|,—sin| — ,—\/ﬁcos — ,—\/ﬁsin (—))
0= (e (G5) o () v (g) - (5
18' S) 1005<S) \/Es' (S) ﬂcos(s>
——sin|—=|,—=cos| —=|,——=sin| —|,—= —
3 \V3/ V3 V3 3 V3/) V3 V3
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ve egrilikleri

olarak bulunur. O halde a egrisi H® de bir helisdir. Ayrica Onerme 4.14 den o
egrisi bir Bertrand egri olup sonsuz tane Bertrand egri ciftine sahiptir. Buna goére
a egrisine, a = In(2) kadar sabit hiperbolik uzaklktaki bir Bertrand egri ¢iftinin
parametrizasyonu

Blo(s)) = (@ cosh (%) ,w sinh (%) , ( —j\/i) cos (%> ’ (5 —f\/i) sin (%))

olur. Gerekli hesaplamalardan sonra § egrisinin hiperbolik egrilikleri de

K (s) = % (—85 + 128\/5) L 7l(s) = —% (17 + 10\/5)

olarak bulunur. O halde « egrisinin Bertrand egri cifti olan 3 egriside H? de bir helisdir ve
bu egrilerin hiperbolik uzayin Poincaré yuvar modelindeki izdiigiimleri Sekil 5.1 de ifade

edilir.

Sekil 5.1: «v egrisi (mavi renkli) ve 5 egrisinin (kirmiz renkli) stereografik izdiigiimleri
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