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ÖZET

Bu tez, be³ bölümden olu³maktad�r. Birinci bölümde, öncelikle farkl� ambiant uzaylarda

Bertrand e§ri kavram� ile ilgili yap�lan çal�³malar�n literatür bilgisi verildi. Sonra tezin

amac�na yönelik olarak, s�ras�yla Öklid uzay�nda, küresel uzayda, Minkowski uzay�nda

ve hiperbolik uzayda e§riler teorisi ile ilgili ihtiyaç duyulan temel tan�m ve teoremlere

yer verildi. �kinci bölümde, küresel uzayda Bertrand e§ri kavram� ile ilgili mevcut tan�m

ve teoremler verildi. Üçüncü bölümde, dört boyutlu Öklid uzay�nda (1,3)-Bertrand e§ri

tan�m� verildi. Sonra, bu e§riler ile küresel uzaydaki Bertrand e§riler aras�ndaki ili³kiler ile

ilgili teoremler ifade edildi. Dördüncü bölümde, hiperbolik uzayda Bertrand e§ri kavram�

ile ilgili mevcut tan�m ve teoremler ayr�nt�l� olarak incelendi. Tezin orijinal k�sm� olan

son bölümde, dört boyutlu Minkowski uzay�nda dejenere olmayan özel Frenet e§rilerinin,

(1,3)-normal düzleminin causal karakterine göre (1,3)-Bertrand e§ri tan�m� verildi. Sonra,

hiperbolik uzaydaki sabit olmayan e§rilikli düzlemsel olmayan bir Bertrand e§rinin, dört

boyutlu Minkowski uzay�nda timelike (1,3)-Bertrand e§ri olma ko³ulu verildi. �lk defa bu

tezde, dört boyutlu Minkowski uzay�ndaki spacelike veya timelike (1,3)-Bertrand e§risin-

den, hiperbolik uzayda Bertrand e§ri elde etme metotlar� verildi ve bu e§rilerin e§rilikleri

aras�ndaki ili³kiler elde edildi. Son olarak hiperbolik uzaydaki bir helisin, Bertrand e§ri

oldu§u ile ilgili bir örnek verilip kendisinin ve Bertrand e§ri çiftinin hiperbolik uzay�n

Poincaré yuvar modelindeki görüntüleri çizildi.
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ABSTRACT

This thesis consists of �ve chapters. In the �rst chapter, the literature survey about the

concept of Bertrand curves in di�erent ambient spaces is given. Then, we give needed

fundamental de�nitions and theorems on curves theory in Euclidean, Minkowski, spherical

and hyperbolic space, respectively. In the second section, the existing de�nitions and

theorems about the concept of Bertrand curve in the spherical space. In the third section,

we study the notion of (1,3)-Bertrand curve and its speci�cations in four-dimensional

Euclidean space. Moreover, the theorems about relationships between these curves are

given. In the fourth section, we review in detail the existing de�nitions and theorems about

the concept of Bertrand curves in hyperbolic space. In the last part which is the original

part of the thesis, we de�ne (1,3)-Bertrand curve according to the causal character of

(1,3)-normal plane of non-degenerate special Frenet curves in four-dimensional Minkowski

space. Then, we give the needed condition that is the timelike (1,3)-Bertrand curve in four-

dimensional Minkowski space for a non-planar Bertrand curve with non-constant curvature

in hyperbolic space. However, we give methods of obtaining Bertrand curve in hyperbolic

space by the spacelike or timelike (1,3)-Bertrand curve in four-dimensional Minkowski

space and obtain relations between curvatures of these curves for the �rst time in this

thesis. Finally, we show that a helix is also a Bertrand curve in hyperbolic space and draw

images of the curve and its Bertrand mate in Poincaré ball model of hyperbolic space as

an example.
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ baz� simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

K�saltmalar Aç�klama

Rn n-boyutlu Öklid uzay�

R4 4-boyutlu Öklid uzay�

Rn
1 Minkowski n-uzay

R4
1 Minkowski 4-uzay

Sn Küresel n-uzay

S3 Küresel uzay

Hn Hiperbolik n-uzay

H3 Hiperbolik Uzay

Bn Hiperbolik uzay�n Poincaré yuvar modeli

T E§rinin te§et vektörü

N E§rinin normal vektörü

B E§rinin binormal vektörü

〈, 〉 Öklid iç çarp�m�

〈, 〉∗ Skalar çarp�m

‖ . ‖ Öklid normu

‖ . ‖∗ Lorentz normu

× Vektörel çarp�m

∧ Lorentz vektörel çarp�m

d Öklid metri§i

dSn Küresel metrik

dHn Hiperbolik metrik

κ E§rilik fonksiyonu

κh Hiperbolik e§rilik fonksiyonu

κi E§rinin i-yinci e§rilik fonksiyonu

τ Burulma fonksiyonu

τh Hiperbolik burulma fonksiyonu
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1. G�R��

�lk defa 19.yy ortalar�nda (1845) Saint-Venant, R3 üç boyutlu Öklid uza-

y�nda ayni asli normallere sahip ikinci bir e§rinin var olup olmad�§� sorusuna yan�t

aram�³t�r. Bu soruya 1850 de Bertrand taraf�ndan "Ayn� asli normallere sahip ikinci

bir e§ri vard�r gerek ve yeter ko³ul verilen e§rinin, e§rilik ve burulmas� aras�nda sabit

katsay�l� lineer bir ili³ki vard�r." yan�t� verildi. Böylece bu tür e§ri çiftleri, Bertrand

e§riler(e³lenik e§riler) olarak adland�r�ld�. Bertrand e§riler pek çok matematikçi

taraf�ndan ilgi görmü³tür.

Öncelikle bu tür e§rilerin Rn n-boyutlu Öklid uzay�ndaki genelle³tirmeleri

ara³t�r�lm�³t�r. Özellikle Pears, Rn (n > 3) de Bertrand e§ri çifti olu³turma �krini

tekrar ele ald� ve Bertrand e§rilerin, Rn in R3 alt uzay�na ait olmas� gerekti§ini

gösterdi [22]. Ayr�ca Rn de bu genelle³tirme �kri; [19] da Matsuda ve Yorozu, [1]

de Aminov, [13] de Görgülü ve Özdamar, daha yeni olarak da [8] de Cheng ve Lin

taraf�ndan ele al�nm�³t�r.

Ayr�ca, Öklid uzay�n�n haricinde farkl� ambiant uzaylarda da Bertrand e§riler

ve özellikleri pek çok yazar taraf�ndan incelenmi³tir. Örne§in, R3
1 üç boyutlu Lorentz-

Minkowski uzay�nda [10, 2, 3], Riemann-Otsuki uzay�nda [27] , G3 Galile uzay�nda

[21] ve Rn+1
ν yar�-Öklidyen uzay�nda [12] de çal�³�lm�³t�r. Bu çal�³malar haricinde,

düzlemsel olmayan uzay formlar�nda da Bertrand e§ri kavram� tekrar ele al�nm�³t�r

[17, 18, 9].

Bu tezde amac�m�z, H3 hiperbolik uzay�ndaki Bertrand e§ri ile R4
1 dört-

boyutlu Minkowski uzay�ndaki (1, 3)-Bertrand e§ri aras�ndaki ili³kileri elde etmek-

tir. Bu anlamda öncelikle motivasyon amaçl� olarak, tezin birinci bölümünde e§riler

teorisinde ihtiyaç duyulan temel tan�m ve teoremlere yer verildi. Tezin ikinci ve

üçüncü bölümünde, [17] de ifade edilen S3 küresel uzay�ndaki Bertrand e§ri ve R4

dört-boyutlu Öklid uzay�ndaki (1, 3)-Bertrand e§ri kavramlar� verilip bu e§riler ile

ilgili teoremler ve sonuçlar ayr�nt�l� olarak incelendi. Riemann veya Lorentz anlamda

uzay formlar� bak�³ aç�s�yla R3, R3
1, S3 ve H3 uzaylar�ndaki Bertrand e§ri kavram-

lar�, ortak notasyonda birle³tirilip ilgili tan�m ve teoremler [18] de verilmi³tir. Tezin
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dördüncü bölümünde de, [18] de verilen H3 uzay�ndaki Bertrand e§ri ve özellikleri

ile ilgili teoremler tekrar ele al�n�p detayl� ispatlar� yap�lm�³t�r. Tezin orjinal k�sm�

olan son bölümde, öncelikle R4
1 de dejenere olmayan özel Frenet e§rilerinin, (1,3)-

normal düzleminin causal karakterine göre (1,3)-Bertrand e§ri tan�m� verildi. Sonra,

hiperbolik uzaydaki sabit olmayan e§rilikli düzlemsel olmayan bir Bertrand e§rinin,

dört boyutlu Minkowski uzay�nda timelike (1,3)-Bertrand e§ri olma ko³ulu verildi.

�lk defa bu tezde, dört boyutlu Minkowski uzay�ndaki spacelike veya timelike (1,3)-

Bertrand e§risinden, hiperbolik uzayda Bertrand e§ri elde etme metotlar� verildi ve

bu e§rilerin e§rilikleri aras�ndaki ili³kiler elde edildi. Son olarak hiperbolik uzaydaki

bir helisin, Bertrand e§ri oldu§u ile ilgili bir örnek verilip kendisinin ve Bertrand

e§ri çiftinin hiperbolik uzay�n Poincaré yuvar modelindeki görüntüleri çizildi.

1.1. Öklid Uzay�nda Temel Tan�m ve Teoremler

Bu bölümde, Öklid uzay�nda Bertrand e§ri kavram�yla ilgili gerekli olan temel

tan�m ve teoremleri verelim.

Tan�m 1.1. Rn de her bir x = (x1, x2, . . . , xn) , y = (y1, y2, . . . , yn) vektörleri için

〈, 〉 : Rn × Rn → R , 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

³eklinde tan�ml� iç çarp�ma, Öklid iç çarp�m� denir [14].

Tan�m 1.2. Rn de her x = (x1, x2, . . . , xn) vektörü için

‖x‖ =
√
〈x, x〉

³eklinde tan�ml� norma, Öklid normu denir [14].

Tan�m 1.3. Rn de her bir x = (x1, x2, . . . , xn) , y = (y1, y2, . . . , yn) vektörleri için

d : Rn × Rn → R , d(x, y) = ‖y − x‖

olarak tan�mlanan metri§e, Öklid metri§i denir [14].
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Tan�m 1.4. Öklid metri§i ile verilen (Rn, d) ikilisine, n-boyutlu Öklid uzay� denir

ve k�saca Rn ile gösterilir [14].

Tan�m 1.5. R4 de standart ortonormal baz {e1, e2, e3, e4} olmak üzere x, y, z, w ∈
R4 vektörleri için,

x× y × z =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3 e4

x0 x1 x2 x3

y0 y1 y2 y3

z0 z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
vektörüne, R4 de x, y ve z vektörlerinin vektörel çarpmas� denir ve

< x× y × z, w >= det(x, y, z, w)

olarak ifade edilir [5].

Tan�m 1.6. f : Rn → R fonksiyonunun her bir p ∈ Rn noktas�nda f fonksiy-

onunun her mertebeden k�smi türevleri varsa ve bu türevler sürekli fonksiyonlar ise

f fonksiyonu C∞ s�n�f�ndand�r veya düzgün fonksiyondur denir. Rn den R ye giden

C∞ s�n�f�ndan bütün fonksiyonlar�n kümesi C∞(Rn,R) ile gösterilir [24].

Tan�m 1.7. ϕ : Rn → Rm , ϕ = (f1, f2, ..., fm) olsun. fi fonksiyonlar� düzgün

fonksiyonlar ise ϕ fonksiyonuda düzgündür denir [24].

Tan�m 1.8. ϕ : Rn → Rm , ϕ = (f1, f2, ..., fm) düzgün fonksiyon olsun. Her bir

vq ∈ Tq(Rn) tanjant(te§et) vektörü için

ϕ∗q(vq) = (vq[f1], vq[f2], ..., vq[fm])ϕ(q)

e³itli§iyle tan�ml�

ϕ∗q : Tq(Rn)→ Tϕ(q)(Rn)

fonksiyonuna, ϕ fonksiyonunun q noktas�ndaki türev dönü³ümü denir [24].

Tan�m 1.9. I, R nin bir aç�k aral�§� olmak üzere

α : I → Rn

t→ α (t) = (α1(t), α2(t), . . . , αn(t))

biçiminde verilen düzgün bir α dönü³ümüne, Rn de bir e§ri denir [24].

3



Tan�m 1.10. α : I → Rn, α (t) = (α1(t), α2(t), . . . , αn(t)) biçiminde verilen bir e§ri

olsun. Bu durumda TtI te§et uzay�n�n standart baz�
{
d
dx
|t
}
olmak üzere α∗t

(
d
dx
|t
)

tanjant vektörüne, α e§risinin α(t) noktas�ndaki h�z vektörü denir ve bu tanjant

vektör

α′ (t) = (α′1(t), α
′
2(t), . . . , α

′
n(t))α(t)

ile gösterilir [24].

Tan�m 1.11. α : I → Rn e§risi verilsin. Her t ∈ I için α′ (t) 6= 0 ise α e§risine

regüler(düzenli) e§ri denir [24].

Tan�m 1.12. α : I → Rn e§risi verilsin.

‖α′‖ : I → Rn

t → ‖α′‖ (t) = ‖α′(t)‖

³eklinde tan�ml� ‖α′‖ fonksiyonuna α e§risinin yay uzunlu§u fonksiyonu(skalar h�z

fonksiyonu), ‖α′(t)‖ reel say�s�na da α n�n α(t) noktas�ndaki skalar h�z� denir. E§er

‖α′(t)‖ = 1, ∀ t ∈ I

ise α e§risine birim h�zl� e§ri ve bu halde t ∈ I parametresine de e§rinin yay parame-

tresi denir [14].

Tan�m 1.13. α : I → Rn e§risi verilsin. a, b ∈ I olmak üzere,

b∫
a

‖α′(t)‖dt

reel say�s�na α e§risinin α(a) ve α(b) noktalar� aras�ndaki yay-uzunlu§u denir [14].

Tan�m 1.14. α : I → Rn e§risi verilsin. Bu durumda

ψ =
{
α′, α′′, . . . , α(r)

}
sistemi lineer ba§�ms�z ve ∀α(k), k > 1 için ∀α(k) ∈ Sp(ψ) olmak üzere ψ den elde

edilen {V1, V2, . . . Vr} ortonormal sistemine, α e§risinin Serret-Frenet r-ayakl� alan� ve

α(t) = p için {V1(p), V2(p), . . . , Vr(p)} ye ise p noktas�ndaki Serret-Frenet r-ayakl�s�

denir. Burada her bir Vi (1 ≤ i ≤ r) ye Serret-Frenet vektörü denir [14].
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Tan�m 1.15. α : I → Rn e§risi verilsin. s ∈ I ya kar³�l�k gelen α(s) noktas�ndaki

Frenet r-ayakl�s� {V1(s), V2(s), . . . , Vr(s)} olsun. Buna göre

κi : I → R

s → κi(s) = 〈Vi′(s), Vi+1(s)〉

³eklinde tan�ml� κi fonksiyonuna α e§risinin i-inci e§rilik fonksiyonu ve s ∈ I için

κi(s) reel say�s�na da α(s) noktas�nda α n�n i-inci e§rili§i denir [14].

Teorem 1.16. α : I → Rn e§risinin yay parametresi s olsun. Bu durumda α

e§risinin α(s) noktas�ndaki i-inci e§rili§i κi(s) ve Serret-Frenet n-ayakl�s�(Serret-

Frenet çat�s�) da {V1(s), V2(s), . . . , Vn(s)} ile gösterilmek üzere

V1
′(s) = κ1(s)V2(s)

Vi
′(s) = −κi−1(s)Vi−1(s) + κi(s)Vi+1(s), 1 < i < n− 1 (1.1)

Vn
′(s) = −κn−1(s)Vn−1

ba§�nt�lar� sa§lan�r [14].

Tan�m 1.17. (1.1) formüllerine, Serret-Frenet formülleri denir ve bu formüllerin

matris formu

V1
′

V2
′

V3
′

.

.

.

.

Vn
′


=



0 κ1 0 0 . . . 0

−κ1 0 κ2 0 0 . . 0

0 −κ2 0 κ3 0 0 . 0

. . .

. . .

. . 0

0 . . . 0 −κn−2 0 κn−1

0 . . . . 0 −κn−1 0





V1

V2

V3

.

.

.

.

Vn


olarak verilir [14].

Tan�m 1.18. α : I → Rn ve β : I → Rn birim h�zl� e§rilerinin yay parametreleri

s�ras�yla, s ve s∗ olsun. Bu durumda s, s∗ ∈ I ya kar³�l�k gelen α(s), β(s∗) ∈ Rn

noktalar�nda α ve β n�n

{V1(s), V2(s), . . . , Vn(s)} , {V ∗1 (s∗), V ∗2 (s∗), . . . , V ∗n (s∗)}
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Serret-Frenet n-ayakl�lar� verildi§inde her s, s∗ ∈ I için

{V2(s), V ∗2 (s∗)}

lineer ba§�ml� ise α ya bir Bertrand e§ri ve (α, β) ikilisine de bir Bertrand e§ri çifti

denir [14].

Teorem 1.19. (α, β) Bertrand e§ri çiftinin yay parametreleri s�ras�yla, s ve s∗ olsun.

O zaman

d(α(s), β(s∗)) = sabit

dir [14].

�spat α n�n yay parametresi s, β n�n yay parametresi s∗ ile gösterilmek üzere

Bertrand e§ri çifti tan�m�ndan

β(s∗) = α(s) + λ(s)V2(s) (1.2)

yaz�labilir. Burada α(s), β(s∗) noktalar�ndaki Serret-Frenet n-ayakl�lar� s�ras�yla

{V1(s), V2(s), . . . , Vn(s)} , {V ∗1 (s∗), V ∗2 (s∗), . . . , V ∗n (s∗)}

ile gösterilmi³ olsun. Bu durumda (1.2) e³itli§inde her iki taraf�n s e göre diferensiyeli

al�n�p Serret-Frenet formülleri uygulan�rsa,

ds∗

ds
V1
∗(s∗) = (1− λ(s)κ1(s))V1(s) + λ′(s)V2(s) + λ(s)κ2(s)V3(s) (1.3)

elde edilir. {V2(s), V ∗2 (s∗)} lineer ba§�ml� olup

〈V2(s), V ∗1 (s∗)〉 = 0

d�r. (1.3) e³itli§inin her iki taraf�n� V2(s) ile iç çarp�ma tabi tutup bir önceki e³itlikte

kullan�l�rsa

λ′(s) = 0, ∀s ∈ I

bulunur. O halde λ(s) = λ sabiti için (1.2) e³itli§inden

d(α(s), β(s∗)) = |λ| , ∀s ∈ I

elde edilir.
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Teorem 1.20. Rn de Bertrand e§rilerinin tanjant vektörleri aras�ndaki aç� sabittir

[11].

�spat Bertrand e§ri tan�m�ndan V1
∗⊥V2 olup V1

∗ ∈ Sp{V1, V3, V4, . . . Vn} dir. O

halde

V1
∗ =

n∑
i=1
(i 6=2)

µiVi

ve buradan 〈V1∗, V1〉 = µ1 yaz�labilir. Son e³itlikte her iki taraf�n s ye göre türevi

al�n�p (1.1) formülleri uygulan�rsa

dV1
∗

ds
=
dµ1

ds
V1 + (µ1κ1 − µ3κ3)V2 + . . . (1.4)

d�r. Teorem 1.16. dan dV1
∗

ds∗
= κ1

∗V2
∗ olup Bertrand e§ri tan�m�ndan dV1

∗

ds∗
, V ∗2 ve V2 ye

paraleldir. Dolay�s�yla dV1
∗

ds∗
ile V2 nin ayn� do§rultuda olmalar� için (µ1κ1−µ3κ3)V2 6=

0 ve di§er tüm katsay�lar s�f�r olmal�d�r. Buradan da

dµ1

ds
= 0⇒ µ1 = sabit

olur. Böylece µ1 sabit olmak üzere V1 ile V ∗1 aras�ndaki aç� θ ise

cos(θ) =
〈V1, V1∗〉
‖V1‖ ‖V1∗‖

= µ1

olur.

Teorem 1.21. R3 de α e§risinin e§rili§i κ ve burulmas� τ olsun. O zaman

(α, β) Bertrand e§ri çiftidir.⇔ ∃λ, µ ∈ R için λκ+ µτ = 1

[14].

�spat α(s) ve β(s) noktalar�nda α ve β n�n Frenet 3-ayakl�lar� s�ras�yla;

{V1(s), V2(s), V3(s)} , {V ∗1 (s∗), V ∗2 (s∗), V ∗3 (s∗)}

olsun. Buna göre V ∗1 (s∗) ile V1(s) aras�ndaki aç� θ olmak üzere

V1
∗(s) = cos(θ)V1(s) + sin(θ)V3(s) (1.5)
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yaz�labilir. (1.5) e³itli§inde her iki taraf�n türevi al�n�rsa

ds∗

ds
κ∗(s)V ∗2 (s) =

d cos(θ)

ds
V1(s) + cos(θ) (κ(s)V2(s)) +

d sin(θ)

ds
V3(s) + sin(θ) (−τ(s)V2(s))

= (κ(s) cos(θ)− τ sin(θ))V2(s) +
d cos(θ)

ds
V1(s) +

d sin(θ)

ds
V3(s)

bulunur. Teorem 1.20. den θ = sabit oldu§unu biliyoruz. Buna göre (1.5) e³itli§i ve

β′(s) =
ds∗

ds
V1
∗(s) = (1− λκ(s))V1(s) + λτ(s)V3(s)

e³itli§inden

cos(θ)V1(s) + sin(θ)V3(s) = (1− λκ(s))V1(s) + λτ(s)V3(s)

bulunur. Böylece

1− λκ(s)

cos(θ)
=
λτ(s)

sin(θ)

elde edilir. Bu ise

1− λκ(s)

λτ(s)
=

cos(θ)

sin(θ)
⇒ 1− λκ(s)

λτ(s)
= cot(θ)

⇒ 1− λκ(s)− λτ(s) cot(θ) = 0

⇒ λκ(s) + λ cot(θ)τ(s) = 1
(µ=λ cot(θ))⇒ λκ(s) + µτ(s) = 1

olup teoremin gereklilik k�sm� ispatlanm�³ olur. Teoremin yeterlilik k�sm�n�n ispat�

da i³lemlerde tersten gidilerek kolayca gösterilir. O halde ispat tamamd�r.

Tan�m 1.22. Rn de bir M hiperyüzeyinin ³ekil operatörü S ve birim normali N

olsun. O zaman Rn nin Riemann konneksiyonu ∇ ile gösterilmek üzere ∀X, Y ∈
X(M) için

∇XY = ∇XY + 〈S(X), Y 〉N (1.6)

³eklinde tan�ml� ∇ operatörüne M üzerinde Gauss anlam�nda kovaryant türev op-

eratörü denir ve (1.6) denklemine de M üzerinde Gauss denklemi denir [14].
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1.2. Küresel Uzayda Temel Tan�m ve Teoremler

Bu bölümde, küresel uzayda Bertrand e§ri kavram�yla ilgili ihtiyaç duyulan

temel tan�m ve teoremleri verilecektir.

Tan�m 1.23. Rn+1 de

Sn(r) = {(x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1 |
n+1∑
i=1

x2i = r2, r > 0}

olarak verilen kümeye, r yar�çapl� ve n-boyutlu küre denir. Burada özel olarak r = 1

için Sn(1) kümesi k�saca Sn ile gösterilir ve bu kümeye n-boyutlu birim küre denir

[17].

Tan�m 1.24. x, y ∈ Sn vektörleri aras�ndaki Öklidyen aç� θ(x, y) olsun. O zaman

x ve y aras�ndaki küresel metrik

dSn(x, y) = θ(x, y)

olarak tan�mlan�r. Burada

0 ≤ θ(x, y) ≤ π

olup θ bir reel say�d�r. Özel olarak

dSn(x, y) = π ⇔ y = −x

önermesini sa§layan x ve y vektörlerine Sn de antipodal denir [23].

Tan�m 1.25. dSn küresel metri§i ile verilen Sn ye, küresel n-uzay denir [23].

Tan�m 1.26. Rn+1 de 2-boyutlu altvektör uzay� ile Sn hiperküresinin arakesitine,

Sn nin bir büyük çemberi(great circle) denir [23].

Teorem 1.27. b − a < π olmak üzere α : [a, b] → Sn bir e§ri olsun. O zaman

a³a§�dakiler denktir.

i. α e§risi bir geodezik yayd�r.

ii. x, y ∈ Sn vektörleri ortoganaldir öyle ki

α(t) = (cos(t− a))x+ (sin(t− a))y

iii. α e§risi, α′′ + α = 0 diferensiyel denklemini sa§lar [23].
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Teorem 1.28. γ : R→ Sn fonksiyonu bir geodezikdir gerek ve yeter ³art x, y ∈ Sn

ortoganal vektörler öyle ki

γ(t) = cos(t)x+ sin(t)y

formundad�r [23].

Sonuç 1.29. Sn nin büyük çemberleri(great circle) onun geodezikleridir [23].

�imdi R4 ve S3(r) nin Levi-Civita konneksiyonlar� s�ras�yla, ∇0 ve ∇ olsun.

O zaman X ∈ X(S3(r)) ve T , α n�n te§et vektörü olmak üzere S3(r) de α e§risi için

Gauss denklemi

∇0
TX = ∇TX −

1

r2
〈X,T 〉α (1.7)

olarak verilir[14].

Uyar� 1.30. α : I ⊂ R → S3 ⊂ R4 dönü³ümü için (dα)t : TtI → Tα(t)S3 türev

dönü³ümü birebirdir gerek ve yeter ³art α = α(t) e§risi, S3 küresine dald�r�lm�³

(immersed) e§ri olur.

Tan�m 1.31. I ⊆ R aç�k alt cümle olmak üzere

α : I ⊂ R→ S3(r)

birim h�zl� dald�r�lm�³ küresel uzay e§risinin yay parametresi s olsun. O zaman S3(r)

de α(s) noktas�ndaki α n�n te§et vektörü

T (s) = α′(s)

ve
∥∥∇T (s)T (s)

∥∥ 6= 0 olmak üzere, α n�n normal vektörü

N(s) =
∇T (s)T (s)∥∥∇T (s)T (s)

∥∥
ve α n�n binormal vektörü

B(s) = α(s)× T (s)×N(s)
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olarak tan�mlan�r. Ayr�ca burada, α'n�n e§rilik fonksiyonu

κ : I → R , κ(s) =
∥∥∇T (s)T (s)

∥∥
ve α'n�n burulma fonksiyonu

τ : I → R , τ(s) = 〈∇T (s)N(s), B(s)〉

olarak verilir [17].

Uyar� 1.32. Burada
∥∥∇T (s)T (s)

∥∥ = 0 olmas� hali α e§risinin, S3(r) de bir geodezik

olmas�na kar³�l�k gelir.

�imdi α e§risinin, S3(r) de α boyunca Serret-Frenet çat�s� {T,N,B} olsun.
O zaman α n�n Serret-Frenet denklemleri

∇TT = κN

∇TN = −κT + τB (1.8)

∇TB = −τN

olarak verilir. Ayr�ca (1.7) ve (1.8) e³itliklerinden

∇0
TT = κN − 1

r2
α

∇0
TN = −κT + τB (1.9)

∇0
TB = −τN

oldu§u kolayca görülür ve burada {α, T,N,B}, α e§risinin S3(r) de α boyunca Sab-

ban çat�s� olarak adland�r�l�r.

1.3. Minkowski Uzay�nda Temel Tan�m ve Teoremler

Tan�m 1.33. V bir reel vektör uzay� olmak üzere g : V × V → R dönü³ümüne

bilineer ve simetrik ise g dönü³ümü V üzerinde bir bilineer form denir [20].
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Tan�m 1.34. V reel vektör uzay� üzerinde g : V × V → R simetrik bilineer form

ve v ∈ V olsun. O zaman, her u ∈ V için g(u, v) = 0 olmas� v = 0 olmas�n�

gerektiriyorsa g dönü³ümüne non-dejenere form denir [20].

Tan�m 1.35. V vektör uzay�n�n bir alt vektör uzay� W olsun. O zaman bir g :

V × V → R simetrik bilineer formundan elde edilen gW : W ×W → R k�s�tlamas�

negatif tan�ml� olacak ³ekildeki en büyük boyutlu W alt vektör uzay�n�n boyutuna

g nin indeksi denir. E§er indeks ν ise 0 ≤ ν ≤ boyV dir. Ayr�ca V nin indeksi

üzerinde tan�ml� olan g nin indeksi olarak tan�mlan�r [20].

Tan�m 1.36. V reel vektör uzay� üzerinde tan�ml� simetrik , bilineer, non-dejenere

forma bir skalar çarp�m denir. Bu çarp�m ile birlikte V vektör uzay�na da skalar

çarp�m uzay� denir [20].

Tan�m 1.37. V skalar çarp�m uzay�n�n indeksi ν olmak üzere ν = 1 ve boyV ≥ 2

ise V skalar çarp�m uzay�na bir Lorentz uzay� denir [20].

Tan�m 1.38. Rn, n boyutlu reel vektör uzay� olmak üzere her bir x, y ∈ Rn için

〈x, y〉∗ = −x1y1 +
n∑
i=2

xiyi

skalar çarp�m� ile verilen (Rn, 〈 , 〉∗) ikilisine Minkowski n-uzay denir ve Rn
1 ile gös-

terilir [23].

Tan�m 1.39. Rn
1 uzay�nda bir x ∈ Rn

1 vektörü için

i. 〈x, x〉∗ > 0 veya x = 0 ise x bir spacelike vektör,

ii. 〈x, x〉∗ < 0 ise x bir timelike vektör,

iii. 〈x, x〉∗ = 0 ise x bir null(lightlike) vektör,

olarak adlad�r�l�r [23].

Tan�m 1.40. Rn
1 uzay�ndaki her x ∈ Rn

1 vektörü için

‖x‖∗ =
√
|〈x, x〉∗|

olarak tan�mlanan norma, Lorentz normu denir [23].
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Tan�m 1.41. Rn
1 uzay�ndaki spacelike olmayan vektör x = (x1, x2, . . . , xn) olsun. O

zaman x1 > 0 (x1 < 0) ise x vektörüne pozitif (negatif) vektör denir [23].

Teorem 1.42. Rn
1 uzay�nda Lorentz ortogonal iki vektör x ve y olsun. Bu durumda

x timelike vektör ise y spacelike vektördür [23].

Teorem 1.43. W , V Lorentz uzay�n�n bir altuzay� olsun. Bu durumda,

i. W timelike altuzayd�r ⇔ W bir timelike vektöre sahiptir,

ii. W spacelike altuzayd�r ⇔ W n�n s�f�rdan farkl� her vektörü spacelike vektördür,

iii. di§er durumlarda ise W lightlike altuzayd�r [23].

Teorem 1.44. Rn+1
1 de pozitif(negatif) timelike vektörler x ve y olsun. O zaman

〈x, y〉∗ ≤ ‖x‖∗‖y‖∗ ve e³itlik durumunda x ve y lineer ba§�ml�d�r [23].

Tan�m 1.45. Rn+1
1 de pozitif(negatif) timelike vektörler x ve y olsun. O zaman

〈x, y〉∗ = −‖x‖∗‖y‖∗ cosh(η(x, y))

³art�n� sa§layan negatif olmayan bir tek η(x, y) reel say�s� vard�r. Bu say�ya x ve y

aras�ndaki Lorentziyen timelike aç� denir [23].

Tan�m 1.46. R4
1 ün pseudo-ortonormal baz� {e1, e2, e3, e4} olmak üzere herhangi

x, y, z ∈ R4
1 vektörleri için

x ∧ y ∧ z =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−e1 e2 e3 e4
x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
vektörüne x, y, z ye pseudo-ortogonal vektör denir ve herhangi w ∈ R4

1 için

〈w, x ∧ y ∧ z〉∗ = det (w, x, y, z)

olarak ifade edilir [15].

Tan�m 1.47. α : I ⊂ R → R4
1 bir e§ri olsun. E§er α e§risinin her s ∈ I için

h�z vektörü α′(s) s�ras�yla spacelike, timelike veya null vektör ise α e§risi s�ras�yla

spacelike, timelike veya null e§ri olarak adland�r�l�r [20].
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Tan�m 1.48. α : I ⊂ R→ R4
1 bir e§ri olsun.

i. α null bir e§ri olmak üzere, e§er ∀s ∈ I için 〈α′′(s), α′′(s)〉∗ = 1 ³art� sa§lan�yorsa

α e§risine pseudo yay parametresi ile paremetrelendirilmi³tir denir.

ii. α null olmayan bir e§ri olmak üzere, e§er ∀s ∈ I için 〈α′(s), α′(s)〉∗ = ±1 ³art�

sa§lan�yorsa α e§risine yay uzunlu§u parametresi ile paremetrelendirilmi³tir denir

[6].

�imdi R4
1 de bir α e§risi için T,N1, N2, N3 s�ras�yla, α e§risinin te§et vektör

alan�, birinci (asli) normal vektör alan�, ikinci normal vektör alan� ve üçüncü normal

vektör alan�n� göstermek üzere i = 1, 2, 3, 4 için εi = ±1 ve ε1ε2ε3ε4 = −1 olacak

³ekilde

〈T, T 〉∗ = ε1

〈Ni, Nj〉∗ = εi+1δij i, j = 1, 2, 3

〈T,Ni〉∗ = 0

e³itlikleri sa§lans�n. O zaman R4
1 de spacelike veya timelike bir α e§risinin Frenet

çat�s� {T,N1, N2, N3} ve e§rilikleri κ1, κ2, κ3 olacak ³ekilde Frenet denklemleri
T ′

N1
′

N2
′

N3
′

 =


0 ε2κ1 0 0

−ε1κ1 0 ε3κ2 0

0 −ε2κ2 0 −ε1ε2ε3κ3
0 0 −ε3κ3 0



T

N1

N2

N3

 (1.10)

olarak verilir [16].

1.4. Hiperbolik Uzayda Temel Tan�m ve Teoremler

Tan�m 1.49. Rn+1
1 uzay�nda

Hn =
{
x ∈ Rn+1

1 | 〈x, x〉∗ = − 1 , x1 ≥ 1
}

altcümlesine n-boyutlu hiperbolik uzay�n hiperboloidal (Minkowski) modeli denir

[7].
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Tan�m 1.50. Rn+1
1 uzay�nda

Bn =

{
x ∈ Rn+1

1

∣∣∣∣∣
n+1∑
i=2

x2i < 1 , x1 = 0

}

alt cümlesine n-boyutlu hiperbolik uzay�n Poincaré yuvar modeli denir [7].

Tan�m 1.51. Rn+1
1 uzay�nda,

Sn1 =
{
x ∈ Rn+1

1 | 〈x, x〉∗ = 1
}

alt cümlesine n-boyutlu de-Sitter uzay� denir [20].

Tan�m 1.52. Hn de x ve y aras�ndaki Lorentziyen timelike aç� η(x, y) olsun. x ve

y aras�ndaki hiperbolik uzakl�k fonksiyonu

dHn(x, y) = η(x, y)

dir [23].

Teorem 1.53. dHn hiperbolik uzakl�k fonksiyonu, Hn de bir metriktir [23].

Tan�m 1.54. Rn+1
1 in 2-boyutlu timelike altvektör uzay� ile Hn nin arakesitine Hn

nin bir hiperbolik do§rusu denir [23].

Tan�m 1.55. Rn+1
1 de x ve y vektörleri Lorentz ortonormaldir gerek ve yeter ³art

〈x, x〉∗ = −1 , 〈y, y〉∗ = 1 , 〈x, y〉∗ = 0

e³itlikleri sa§lan�r [23].

Teorem 1.56. α : [a, b]→ Hn bir e§ri olsun. O zaman a³a§�daki ifadeler denktir.

i. α bir geodezik yayd�r,

ii. Rn+1
1 de x ve y vektörleri Lorentz ortonormal olmak üzere

α(t) = cosh(t− a)x+ sinh(t− a)y,

iii. α e§risi α′′ − α = 0 diferensiyel denklemini sa§lar [23].
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Teorem 1.57. λ : R → Hn fonksiyonu bir geodezikdir gerek ve yeter ³art x ve y

vektörleri Lorentz ortonormal olmak üzere

λ(t) = cosh(t)x+ sinh(t)y

dir[23].

�imdi R4
1 ve H3 ün Levi-Civita konneksiyonlar� s�ras�yla, ˜̃∇ ve ∇̃ olsun. O

zaman X ∈ X(H3) ve T , α n�n te§et vektörü olmak üzere H3 de α e§risi için Gauss

denklemi ˜̃∇TX = ∇̃TX + 〈X,T 〉∗α (1.11)

d�r.

Uyar� 1.58. α : I ⊂ R → H3 ⊂ R4
1 dönü³ümü için (dα)t : TtI → Tα(t)H3 türev

dönü³ümü birebirdir gerek ve yeter ³art α = α(t) e§risi, H3 hiperbolik uzay�nda

dald�r�lm�³ (immersed) e§ri olur.

Tan�m 1.59. I ⊆ R aç�k alt cümle olmak üzere

α : I → H3

birim h�zl� dald�r�lm�³ hiperbolik uzay e§risinin yay parametrei s olsun. Bu durumda

H3 de α(s) noktas�ndaki α n�n te§et vektörü

T (s) = α′(s)

ve 〈α′′(s), α′′(s)〉∗ 6= −1 ³art� ile birlikte, H3 de α n�n birim normal vektörü

N(s) =
α′′(s)− α(s)

‖α′′(s)− α(s)‖∗

ve H3 de α n�n binormal vektörü

B(s) = α(s) ∧ T (s) ∧N(s)

olarak tan�mlan�r. Ayr�ca burada, α n�n hiperbolik e§rilik fonksiyonu

κh : I → R , κh(s) = ‖α′′(s)− α(s)‖∗
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ve α n�n hiperbolik burulma fonksiyonu,

τh : I → R , τh(s) =
− det (α(s), α′(s), α′′(s), α′′′(s))

(κh(s))
2

olarak verilir [15].

Uyar� 1.60. Burada
∥∥∥∇̃T (s)T (s)

∥∥∥
∗

= 0 olmas� hali α e§risinin, H3 de bir geodezik

olmas�na kar³�l�k gelir. Ayr�ca (1.11) den

∇̃T (s)T (s) = α′′(s)− α(s)

olup ∥∥∥∇̃T (s)T (s)
∥∥∥
∗

= 0⇔ 〈α′′(s), α′′(s)〉∗ = −1

e³itli§i kolayca görülür.

�imdi α e§risinin, H3 de α boyunca Serret-Frenet çat�s� {T,N,B} olsun. O
zaman α n�n Serret-Frenet denklemleri

∇̃TT = κhN

∇̃TN = −κhT + τhB (1.12)

∇̃TB = −τhN

olarak verilir. Ayr�ca (1.11) ve (1.12) e³itliklerinden˜̃∇TT = κhN + α˜̃∇TN = −κhT + τhB (1.13)˜̃∇TB = −τhN

oldu§u kolayca görülür. Burada R4
1 de bir pseudo-ortonormal baz olan {α, T,N,B},

det(α, T,N,B) = −1 (1.14)

ve 
T ∧N ∧B = α

N ∧B ∧ α = T

B ∧ α ∧ T = −N
α ∧ T ∧N = B

(1.15)

özelliklerini sa§layan α e§risinin H3 deki α boyunca Sabban çat�s� olarak adland�r�l�r.
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2. Küresel Uzayda Bertrand E§riler

Tan�m 2.1. α : I ⊂ R → S3(r) bir immersed e§ri ve S3(r) de α e§risi boyunca

Frenet çat�s� {T,N,B} olsun. O zaman S3(r) de α(t) ba³lang�ç noktal�

γαt (u) = cos
(u
r

)
α (t) + r sin

(u
r

)
N(t), u ∈ R, t ∈ I (2.1)

geodezik e§risine S3(r) de asli normal geodezik denir [17].

Tan�m 2.2. S�f�rdan farkl� geodezik e§rili§e sahip α : I ⊂ R → S3(r) immersed

e§risi ve β : J ⊂ R → S3 (r) immersed e§risi verilsin. O zaman α ve β e§rileri

aras�nda birebir kar³�l�k getiren bir σ : I → J, σ (t) ∈ J dönü³ümü var öyle ki her

iki e§ri kar³�l�kl� noktalar�nda ortak asli normal geodezik e§riye sahip ise α e§risine,

S3(r) de bir Bertrand e§ri ve β e§risine de S3(r) de α n�n Bertrand e§ri çifti denir

[17].

Uyar� 2.3. Bundan sonra genelli§i bozmadan, r = 1 için S3(1) = S3 küresel uzay�

olsun. Ayr�ca α ve β e§rileri S3 de birim h�zl� (yay parametresi ile parametre-

lendirilmi³) immersed e§riler olsun.

�imdi α : I → S3 ve β : J → S3 s�ras�yla, s ve σ yay parametreli birim

h�zl� e§riler ve β, S3 de α n�n Bertrand e§ri çifti olsun. O zaman α ve β n�n S3 de

Serret-Frenet çat�lar� s�ras�yla,

{Tα, Nα, Bα}, {Tβ, Nβ, Bβ}

olmak üzere bir a(s) diferensiyellenebilir fonksiyonu var öyle ki Tan�m 2.2. den

β(σ(s)) = cos(a(s))α(s) + sin(a(s))Nα(s) (2.2)

yaz�labilir.

Önerme 2.4. α(s) ve β(σ(s)), S3 de Bertrand e§ri çifti olsun. O zaman a³a§�dakiler

vard�r.

i. a(s) fonksiyonu sabittir.

ii. dS3 (α (s) , β (σ (s))) küresel uzakl�k fonksiyonu sabittir.
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iii. α ve β n�n kar³�l�kl� noktalar�nda te§et vektörler(R4 de vektör olarak) aras�ndaki

aç� sabittir.

iv. α ve β n�n kar³�l�kl� noktalar�nda binormal vektörler (R4 de vektör olarak)

aras�ndaki aç� sabittir [17].

�spat i. (2.1) e³itli§ini kullanarak;

dγαs
du
|u=0 =

d

du
(cos(u)α(s) + sin(u)Nα(s)) |u=0

= (− sin(u)α (s) + cos(u)Nα (s)) |u=0

= Nα (s) (2.3)

ve
dγαs
du
|u=a(s) = (− sin (a (s))α (s) + cos (a (s))Nα (s)) (2.4)

elde edilir. Ayr�ca α ve β kar³�l�kl� noktalar�nda ortak asli normal geodeziklere sahip

oldu§undan (2.3) ve (2.4) den

dγαs
du
|u=a(s) = Nβ(σ(s)) (2.5)

olur. �imdi (2.4) ve (2.5) e³itliklerini kullanarak;

Nβ (σ (s)) = (− sin (a (s))α (s) + cos (a (s))Nα (s)) (2.6)

bulunur. Di§er taraftan β e§risinin, β boyunca Frenet çat�s� {Tβ, Nβ, Bβ} ise (2.2)
denkleminin R4 de s ye göre türevinin al�nmas�yla

dβ (σ (s))

ds
= −a′ (s) sin (a (s))α (s) + cos (a (s))α′ (s)

+a′ (s) cos (a (s))Nα (s) + sin (a (s))N ′α (s)

= −a′ (s) sin (a (s))α (s) + cos (a (s))T (s) + a′ (s) cos (a (s))Nα (s)

+ sin (a (s)) (−κα (s)Tα (s) + τα (s)Bα (s))

= −a′ (s) sin (a (s))α (s) + [cos (a (s))− κα (s) sin (a (s))]Tα (s)

+a′ (s) cos (a (s))Nα (s) + τα (s) sin (a (s))Bα (s) (2.7)

elde edilir. Ayr�ca
dβ (σ (s))

ds
=
dβ

dσ

dσ

ds
= σ′ (s)Tβ (σ (s)) (2.8)
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oldu§unu biliyoruz. Böylece (2.6) ve (2.7) e³itliklerinden

〈 d
ds
β (σ (s)) , Nβ (σ (s))〉 = 〈−a′ (s) sin (a (s))α (s) + [cos (a (s))− κα (s) sin (a (s))]Tα(s)

+a′ (s) cos (a (s))Nα (s) + τα (s) sin (a (s))Bα (s) ,

− sin (a (s))α (s) + cos (a (s))Nα (s)〉

= a′ (s) sin2 (a (s)) 〈α (s) , α (s)〉︸ ︷︷ ︸
1

+a′ (s) cos2 (a (s)) 〈Nα (s) , Nα (s)〉︸ ︷︷ ︸
1

= a′ (s)
[
sin2 (a (s)) + cos2 (a (s))

]
= a′ (s)

bulunur. Di§er taraftan (2.8) e³itli§inden

a′ (s) =

〈
dβ (σ (s))

ds
,Nβ (σ (s))

〉
= σ′ (s) 〈Tβ (σ (s)) , Nβ (σ (s))〉 = 0 (2.9)

olur. Böylece a(s) sabit bir fonksiyondur.

ii. (2.2) den

β(σ(s)) = cos(a(s))α(s) + sin(a(s))Nα(s) (2.10)

oldu§unu biliyoruz. Buradan

dS3 (α (s) , β (σ (s))) = θ (α (s) , β (σ (s)))

= arccos 〈α (s) , β (σ (s))〉

= arccos (cos (a (s)))

= a(s)

oldu§undan (i) ³�kk�ndan istenilen elde edilir.

iii.

d

ds
〈Tα (s) , Tβ (σ (s))〉 = 〈κα (s)Nα (s)− α (s) , Tβ (σ (s))〉

+σ′ (s) 〈Tα (s) , κβ (σ (s))Nβ (σ (s))− β (σ (s))〉

(2.11)

Di§er yandan (2.7) ve (2.8) e³itlikleri kullan�larak

Tβ (σ (s)) =
1

σ′ (s)
(cos(a)− κα (s) sin(a))Tα (s) + τα (s) sin(a)Bα (s) (2.12)
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elde edilir. Böylece (2.2), (2.6) ve (2.12) e³itlikleri (2.11) de yerine konulursa

d

ds
〈Tα (s) , Tβ (σ (s))〉 =

〈
καNα − α,

1

σ′
(cos(a)− κα sin(a))Tα + τα sin(a)Bα

〉
+ σ′ 〈Tα, κβ (− sin (a)α+ cos (a)Nα)− (cos (a)α+ sin (a)Nα)〉

= 0

elde edilir. Yani c bir key� sabit olmak üzere

cos (θ (Tα(s), Tβ(σ(s)))) = c

oldu§u görülür.

iv. (2.12) den Tβ , Sp{Tα, Bα} düzleminde yatar. Dolay�s�yla

Tβ (σ (s)) = λ1Tα (s) + λ2Bα (s) , λi ∈ R

yaz�labilir. Tα ve Bα aras�ndaki aç� θ ise bu aç� (iii) den sabittir. O zaman,

λ1 = 〈Tβ (σ (s)) , Tα (s)〉 = cos(θ)

λ2 = 〈Tβ (σ (s)) , Bα (s)〉 = cos(ϕ)

= cos
(π
2
− θ
)

= sin(θ) (2.13)

oldu§u görülür. O halde

Tβ (σ (s)) = cos(θ)Tα (s) + sin(θ)Bα (s) . (2.14)

Ayr�ca β n�n binormal vektörü

Bβ (σ (s)) = β (σ (s))× Tβ (σ (s))×Nβ (σ (s)) (2.15)

oldu§undan

Bβ (σ (s)) = µ1Tα (s) + µ2Nα (s) + µ3Bα (s)

olacak ³ekilde µi ∈ R say�lar� vard�r. Buna göre (2.2), (2.6) ve (2.14) kullan�larak

µ1 = 〈Bβ(σ(s)), Tα (s)〉 = − sin(θ)

µ2 = 〈Bβ(σ(s)), Nα (s)〉 = 0

µ3 = 〈Bβ(σ(s)), Bα (s)〉 = cos(θ)
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oldu§u görülür. Yani Bβ(σ(s)) ∈ Sp {Tα (s) , Bα (s)} olup

Bβ(σ(s)) = − sin(θ)Tα (s) + cos(θ)Bα (s) (2.16)

elde edilir. Ayr�ca

d

ds
〈Bα (s) , Bβ(σ(s))〉 =

d

ds
〈Bα (s) , sin(θ)Tα (s) + cos(θ)Bα (s)〉

=
〈
Bα
′ (s) , sin(θ)Tα (s) + cos(θ)Bα (s)

〉
+
〈
Bα (s)− sin(θ)Tα (s) + cos(θ)Bα

′ (s)
〉

= 〈−ταNα (s) , sin(θ)Tα (s) + cos(θ)Bα (s)〉

+ 〈Bα (s) ,− sin(θ) (καNα) + cos(θ) (−ταNα)〉

= 0

ve buradan

〈Bα(s), Bβ (σ (s))〉 = sabit

olup istenen elde edilir.

Teorem 2.5. S3 de verilen α ve β Bertrand e§ri çiftinin e§rilik ve burulmas� s�ras�yla,

κα, τα ve κβ, τβ olsun. O zaman a ve θ iki sabit olmak üzere a³a§�daki ifadeler

do§rudur [17].

i. (cos(a)− sin(a)κα) sin(θ) = sin(a) cos(θ)τα,

ii. (cos(a) + sin(a)κβ) sin(θ) = sin(a) cos(θ)τβ,

iii. (cos(a)− sin(a)κα)(cos(a) + sin(a)κβ) = cos2(θ),

iv. sin2(a) τα τβ = sin2(θ)

�spat i. β(σ(s)) nin s ye göre türevi al�n�rsa

d

ds
β(σ(s)) =

dβ

dσ

dσ

ds
= Tβ(σ(s))σ′(s)

olur ve (2.14) uygulan�rsa

d

ds
β(σ(s)) = σ′(s)(cos(θ)Tα (s) + sin(θ)Bα(s)). (2.17)

Di§er taraftan (2.2) e³itli§inin s ye göre türevi al�n�p Frenet denklemleri uygulan�rsa

a(s) = a sabit olmak üzere

d

ds
β(σ(s)) =

d

ds
(cos(a)α(s) + sin(a)Nα(s))

= (cos(a)− sin(a)κα(s))Tα (s) + sin(a)τα(s)Bα(s). (2.18)
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Buna göre (2.17) ve (2.18) den

σ′(s) cos(θ) = cos(a)− sin(a)κα(s) (2.19)

σ′(s) sin(θ) = sin(a)τα(s) (2.20)

elde edilir. O halde (2.19) ve (2.20) den

(cos(a)− sin(a)κα(s)) sin(θ) = sin(a) cos(θ)τα(s)

olur ve istenilen e³itlik elde edilir.

ii. Hipotezden s : J → I, s = s(σ) dönü³ümü vard�r öyle ki α = α(s(σ)) Bertrand

e§risinin, S3 deki Saban çat�s�n�n elemanlar�, β = β(σ) n�n S3 deki Saban çat�s�n�n

elemanlar� cinsinden ifade edilebilir. Yani

α(s(σ)) = cos(a)β(σ)− sin(a)Nβ(σ) (2.21)

Tα (s(σ)) = cos(θ)Tβ(σ)− sin(θ)Bβ(σ) (2.22)

Nα (s(σ)) = sin(a)β(σ) + cos(a)Nβ(σ) (2.23)

Bα (s(σ)) = sin(θ)Tβ(σ) + cos(θ)Bβ(σ) (2.24)

e³itlikleri yaz�labilir. �imdi (2.21) in σ ya göre türevi al�n�rsa

Tα (s(σ)) s′(σ) = cos(a)Tβ(σ)− sin(a)(−κβ(σ)Tβ(σ) + τβ(σ)Bβ(σ)

= [cos(a) + sin(a)κβ(σ)]Tβ(σ)− sin(a)τβ(σ)Bβ(σ) (2.25)

ve (2.22) den

(s′(σ))Tα (s(σ)) = (s′(σ)) cos(θ)Tβ(σ)− (s′(σ)) sin(θ)Bβ(σ) (2.26)

olur. (2.25) ve (2.26) dan

(s′(σ)) cos(θ) = cos(a) + sin(a)κβ(σ) (2.27)

(s′(σ)) sin(θ) = sin(a)τβ(σ) (2.28)

elde edilir. O halde buradan

(cos(a) + sin(a)κβ) sin(θ) = sin(a) cos(θ)τβ
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bulunur.

iii. (2.19) ve (2.27) denklemleri ele al�n�rsa

σ′(s) (s′(σ)) cos2(θ) = (cos(a)− sin(a)κα(s))(cos(a) + sin(a)κβ) (2.29)

elde edilir. Buradan

(cos(a)− sin(a)κα)(cos(a) + sin(a)κβ) = cos2(θ)

olup istenilen e³itlik elde edilir.

iv. (2.20) ve (2.28) denklemlerini ele al�rsak,

σ′(s) (s′(σ)) sin2(θ) = sin2(a)τα(σ)τβ(σ)

elde edilir. Buradan

sin 2(θ) = sin2(a)τα(σ)τβ(σ)

bulunur. Böylece ispat tamamlan�r.

Böylece Teorem 2.5. (iv) den a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç 2.6. S3 de verilen α ve β Bertrand e§ri çiftinin torsiyonlar� s�ras�yla τα ve τβ
olsun. O zaman torsiyonlar�n kar³�l�kl� noktalar�ndaki çarp�m� negatif olmayan bir

sabittir.

Tan�m 2.7. α, S3 de bir e§ri olsun. O zaman α tam geodezik 2 boyutlu S2 ⊂ S3

küresinde(küresel düzlemde) yat�yorsa yani bütün noktalar�nda α n�n torsiyonu s�f�r

ise α ya S3 de düzlemsel e§ri denir [17].

Tan�m 2.8. α, S3 de bir e§ri olsun. O zaman α n�n her noktas�nda burulmas�

s�f�rdan farkl� ise α ya S3 de burulmal�(twisted) e§ri denir [17].

Tan�m 2.9. α, S3 de bir burulmal� e§ri (τ 6= 0) olsun. O zaman α n�n e§rilik ve

burulmas� s�f�rdan farkl� sabitler ise α ya S3 de bir helis denir [4].

Tan�m 2.10. α, S3 de bir e§ri ve V ∈ X(S3) bir Killing vektör alan� olsun. O

zaman V ve α aras�ndaki aç�, α boyunca s�f�rdan farkl� sabit ve V, α boyunca sabit

uzunluklu Killing vektör alan� oluyorsa α ya S3 de bir genel helis denir [4].
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Yukar�daki tan�m gere§ince; düzlemsel e§riler ve helisler, genel helislere bir

örnektir. Gerçekten;

i. Genel helisin ekseni V = B olsun. O zaman α bir düzlemsel e§ridir.

ii. cot(θ) = τ2−1
τκ

için V (s) = cos(θ)T (s) + sin(θ)B(s) ise α bir helistir.

Önerme 2.11. (Düzlemsel Bertrand E§riler)

i. S3 de her düzlemsel e§ri, bir Bertrand e§ridir ve bu e§ri sonsuz say�da düzlemsel

Bertrand e§ri çiftine sahiptir.

ii. S3 de bir α Bertrand e§risi, bir β düzlemsel Bertrand e§ri çiftine sahip ise o

zaman α da bir düzlemsel e§ridir ve β ile ayn� tam geodezik S2 küresinde yatar [17].

�spat i. α, S3 de bir düzlemsel e§ri ve her a ∈ R için S3 de bir βa e§risi

βa(σ(s)) = cos(a)α(s) + sin(a)Nα(s) (2.30)

olsun. O zaman her a ∈ R için βα n�n α n�n Bertrand e§ri çifti oldu§unu göster-

meliyiz.

�imdi (2.30) da kovaryant türev al�n�p ve Serret-Frenet denklemleri kul-

lan�l�rsa

σ′(s)Tβa(σ(s)) =
d(cos(a)α(s) + sin(a)Nα(s))

ds
= cos(a)α′(s) + sin(a)N ′α(s)

= cos(a)Tα(s) + sin(a)(−καTα(s) + ταBα(s))

= (cos(a)− sin(a)κα)Tα(s) + sin(a)ταBα(s)
τα=0
= (cos(a)− sin(a)κα(s))︸ ︷︷ ︸

σ′(s)

Tα(s)︸ ︷︷ ︸
Tβa (σ(s))

bulunur. Buradan;

Tβa(σ(s)) = Tα(s) (2.31)

σ′(s) = cos(a)− sin(a)κα(s) (2.32)
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olur. (2.31) de kovaryant türev al�n�rsa

(κβσ
′)Nβ = καNα − α+ βσ′

= καNα − α+ (cos2(a)− sin(a) cos(a)κα)α+ (cos(a) sin(a)− sin2(a)κα)Nα

=
(
(1− sin2(a))κα + cos(a) sin(a)

)
Nα +

(
−(1− cos2(a))− sin(a) cos(a)κα

)
α

=
(
cos2(a)κα + cos(a) sin(a)

)
Nα +

(
−sin2(a)− sin(a) cos(a)κα

)
α

= cos(a) (cos(a)κα + sin(a))Nα − sin(a) (sin(a) + cos(a)κα)α

= (cos(a)κα + sin(a)) (cos(a)Nα − sin(a)α)

(2.33)

elde edilir. Buradan,

κβ =
cos(a)κα + sin(a)

cos(a)− sin(a)κα
(2.34)

Nβ = − sin(a)α+ cos(a)Nα (2.35)

bulunur. Ayr�ca σ = σ(s0) olmak üzere βa n�n βa(σ0) ba³lang�ç noktal� asli normal geodez-

i§i γ = γ(u) ile gösterilirse

γ(u) = cos(u)βa(σ0) + sin(u)Nβa(σ0)

= cos(u)(cos(a)α(s0) + sin(a)Nα(s)) + sin(u)(− sin(a)α(s0) + cos(a)Nα(s0))

= (cos(u) cos(a)− sin(u) sin(a))α(s0) + (cos(u) sin(a) + sin(u) cos(a)Nα(s0)

= cos(u+ a)α(s0) + sin(u+ a)Nα(s0)

elde edilir. Böylece γ, ayn� zamanda α n�n α(s0) ba³lang�ç noktal� asli normal geodezi§i

olur. Yani (α, βa) bir Bertrand e§ri çiftidir.

�imdi (2.35) e³itli§inde kovaryant türev al�n�p Frenet denklemleri uygulan�rsa

σ′(s)
d

dσ
Nβa(σ(s)) = − sin(a)Tα(s) + cos(a)(−καTα(s) + ταBα(s))

= − (sin(a) + cos(a)κα(s))Tα (s) (2.36)

Ayr�ca
d

dσ
Nβa(σ(s)) = −κβa(σ(s))Tβa(σ(s)) + τβa(σ(s))Bβa(σ(s)) (2.37)

olup (2.36) ve (2.37) den

σ′(s) (−κβa(σ(s))Tβa(σ(s)) + τβa(σ(s))Bβa(σ(s))) = − (sin(a) + cos(a)κα(s))Tα (s)
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elde edilir. Buna göre (2.31) ve (2.34) e³itliklerinin kullan�lmas� ile

τβa(σ(s)) = 0.

ii. τβa = 0 oldu§undan Teorem 2.5. (iv) den

sin (θ) = 0

elde ederiz( Böylece cos (θ) = ±1). Teorem 2.5. (i) den sin (a) τα = 0 olmal�d�r. E§er

sin (a) = 0 ise α = ±β d�r ve bu yüzden 2 boyutlu tam geodezik küre üzerinde düzlemsel

e§ridir. Aksi halde τα = 0 olur ve benzer sonuca ula³�l�r.

Barros, S3 de Lancret teoremini a³a§�daki ³ekilde ifade etmi³tir.

Teorem 2.12. α, S3 de bir genel helistir gerek ve yeter ³art

i. τα ≡ 0 ve α bir S2 ⊂ S3 de yatar.

ii. τα ≡ bκα ± 1 , b = sabit [4].

�imdi bu teoremin benzer versiyonunun, S3 de Bertrand e§riler için ifadesini verelim.

Teorem 2.13. S3 de bir α e§risi Bertrand e§ridir gerek ve yeter ³art

i. τα ≡ 0 ve α e§risi bir iki boyutlu birim küre olan S2 (küresel düzlem) de yatar.

ii. λκα + µτα = 1 olacak biçimde λ 6= 0 ve µ sabitleri vard�r [17].

�spat i. α, S3 de bir Bertrand e§risi olsun. α, S3 de bir düzlemsel e§ri ise Tan�m

2.7. den istenilen elde edilir.

ii. α bir düzlemsel e§ri de§il ise Teorem 2.5. (i) den

(cos(a)− sin(a)κα) sin(θ) = sin(a) cos(θ)τα

ve Önerme 2.11. den sin(a) 6= 0 olup böylece

tan (a)︸ ︷︷ ︸
λ

κα + tan(a) cot(θ)︸ ︷︷ ︸
µ

τα = 1 (2.38)

elde edilir. O halde λ = tan(a) ve µ = tan(a) cot(θ) sabitleri için λκα + µτα = 1

denklemi sa§lanm�³ olur.
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Di§er taraftan (i) den α, S3 de bir düzlemsel e§ri olsun. O zaman Önerme

2.11. den α bir Bertrand e§ridir. Ayr�ca (ii) den (2.38) e³itli§i vard�r. O zaman, S3

de λ = tan(a) olmak üzere bir β e§risi

β(s) = cos(a)α(s) + sin(a)Nα(s) (2.39)

olarak tan�mlanabilir. �imdi (2.39) e³itli§inde her iki taraf�n kovaryant türevini

al�n�p, Frenet denklemleri kullan�rsa

σ′(s)Tβ(σ(s)) = (cos(a)− sin(a)κα(s))Tα(s) + (sin(a)τα(s))Bα(s) (2.40)

ve buradan

σ′(s) =

√
(cos(a)− sin(a)κα(s))2 + (sin(a)τα(s))2 (2.41)

bulunur. Ayr�ca (2.38) den

sin(a)κα(s) + µ cos(a)τα(s) = cos(a) (2.42)

olur. �imdi (2.41) ve (2.42) e³itlikleri kullan�l�rsa

σ′(s) = τα

√
µ2cos2(a) + sin2(a) (2.43)

bulunur. Buradan (2.42) ve (2.43), (2.40) da kullan�l�rsa

Tβ(σ(s)) =
τα(s)(µ cos(a))Tα(s) + τα(s) sin(a)Bα(s)

τα
√
µ2cos2(a) + sin2(a)

(2.44)

elde edilir. (2.44) de tekrar her iki taraf�n kovaryant türevi al�n�p gerekli düzen-

lemeler yap�l�rsa

(κβσ
′)Nβ = [− sin(a)α + cos(a)Nα]

cos(a) [− sin(a)τα(1− µ2) + µκa]√
(cos(a)− sin(a)κα)2 + (sin(a)τα)2

olur. Bu e³itlikten

κβ =
cos(a) [− sin(a)τα(1− µ2) + µκa]

(cos(a)− sin(a)κα)2 + (sin(a)τα)2

Nβ = − sin(a)α + cos(a)Nα

28



elde edilir. Ayr�ca σ = σ(s0) olmak üzere β n�n β(σ0) ba³lang�ç noktal� asli normal

geodezi§i γ = γ(u) ile gösterilirse

γ(u) = cos(u)β(σ0) + sin(u)Nβ(σ0)

= cos(u)(cos(a)α(s0) + sin(a)Nα(s0)) + sin(u) (− sin(a)α(s0) + cos(a)Nα(s0))

= (cos(u) cos(a)− sin(u) sin(a))α(s0) + (cos(u) sin(a) + sin(u) cos(a))Nα(s0)

= cos(u+ a)α(s0) + sin(u+ a)Nα(s0)

elde edilir. Böylece γ, ayn� zamanda α n�n α(s0) ba³lang�ç noktal� asli normal

geodezi§i olur. Yani (α, β) Bertrand e§ri çiftidir.

Önerme 2.14. α, S3 de bir burulmal�(twisted) e§ri olsun. A³a§�dakiler denktir.

i. α bir helistir.

ii. α n�n sonsuz Bertrand e§ri çifti vard�r.

iii. α n�n iki tane Bertrand e§ri çifti vard�r [17].

�spat i. ⇒ ii. κα ve τα s��f�rdan farkl� sabitler olsun. κα ve τα aralar�nda sonsuz

say�da sabit katsay�l� lineer bir ili³ki elde edilebir. Böylece her farkl� lineer ili³ki için

Bertrand e§ri çifti olu³turulabilir.

ii. ⇒ iii. α n�n sonsuz say�da Bertrand e§ri çifti varsa 2 tane Bertrand e§ri çifti

oldu§u aç�kt�r.

iii. ⇒ i. α n�n Bertrand e§ri çiftleri β1 ve β2 olsun.a1 6= 0, a2 6= 0, θ1 ve θ2 farkl� 4

sabiti için;

tan(a1)κα(s) + tan(a1) cot(θ1)τα(s) = 1

tan(a2)κα(s) + tan(a2) cot(θ2)τα(s) = 1

Burada a1 6= a2 dir. Çünkü β1 ve β2 α n�n birbirinden farkl� iki Bertrand e§ri çiftidir.

Elde etti§imiz bu denklemlerde kovaryant türev alarak;

κα
′(s) + cot(θ1)τα

′(s) = 0

κα
′(s) + cot(θ2)τα

′(s) = 0

elde edilir. θ1 6= θ2 (çünkü a1 6= a2 ) oldu§undan κα′(s) = τα
′(s) = 0 d�r. Yani α

e§risi, sabit e§rilik ve sabit torsiyona sahiptir.
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3. R4 de (1,3)-Bertrand E§riler

Bu bölümde, S3 de Bertrand e§riler ile R4 de (1, 3)−Bertrand e§riler aras�n-

daki ili³kileri verelim.

Tan�m 3.1. Rn de bir γ : I → Rn birim h�zl� regüler e§rinin yay parametresi s olmak

üzere bu e§rinin Frenet çat�s� {T,N1, N2, . . . , Nn−1} ve e§rilikleri κ1, κ2, . . . , κn−1 ile
gösterilsin. O zaman ∀s ∈ I için γ(s) noktas�ndan geçen Nj(s) ve Nk(s) Frenet

vektörlerinin gerdi§i düzleme, γ(s) noktas�ndaki Frenet (j, k)−normal düzlemi denir

[19].

Tan�m 3.2. Rn de γ : I → Rn birim h�zl� ve regüler e§ri olsun. O zaman γ e§risinin

κ1, κ2, . . . , κn−2 e§rilikleri heryerde pozitif ve κn−1 e§rili§i s�f�rdan farkl� ise γ ya özel

Frenet e§risi denir. Özellikle tüm κi e§rilik fonksiyonlar� sabit ise γ e§risi Rn de bir

helisdir denir [19].

Tan�m 3.3. R4 de γ : I → R4 ve γ : I → R4 birim h�zl� özel Frenet e§rilerinin yay

parametreleri s�ras�yla s ve s olsun. Bu durumda γ ve γ nin kar³�l�kl� noktalar�n-

daki Frenet (1, 3)−normal düzlemlerinde çak�³acak ³ekilde bir ϕ : I → I regüler

diferensiyellenebilir dönü³üm varsa γ ya R4 de (1, 3)−Bertrand e§ri denir [19].

�imdi S3 de bir α = α(t) e§risinin Serret-Frenet çat�s� {Tα, Nα, Bα} ve R4 de

γ(t) =

t∫
t0

Bα(s(u))du (3.1)

olarak tan�mlanan e§rinin Serret-Frenet çat�s� {T γ, Nγ
1 , N

γ
2 , N

γ
3 } olsun. Burada

s = s(t) olmak üzere α(s(t)), α n�n yeniden parametrelendirmesidir ve genelli§i

bozmadan s′(t) > 0 kabul edilebilir. Böylece γ′(t) = Bα(s(t)) olup γ e§riside R4 de

birim h�zl� bir e§ridir.

O halde α ve γ e§risinin tan�m�ndan

T γ(t) = Bα(s(t)) (3.2)
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olup her iki taraf�n türevi al�n�rsa,

κ1(t)N
γ
1 (t) = −s′(t)τα(s(t))Nα(s(t))

bulunur. Buradan,

κ1(t) = ρs′(t)τα(s(t)) > 0, ε = ±1 (3.3)

Nγ
1 (t) = −ρNα(s(t)) (3.4)

olup her iki taraf�n türevi al�n�p Frenet denklemleri uygulan�rsa,

κ2(t)N
γ
2 (t) = ρs′(t)κα(s(t))Tα(s(t))

dir. Buradan

κ2(t) = s′(t)κα(s(t)) > 0 (3.5)

Nγ
2 (t) = ρTα(s(t)) (3.6)

elde edilir. Son olarak benzer ³ekilde türevler al�n�p Frenet denklemleri uygulan�rsa

κ3(t)N
γ
3 (t) = −ρs′(t)α(s(t)) (3.7)

olur. Ayr�ca

Bα(s(t)) = α(s(t))× Tα(s(t))×Nα(s(t)) (3.8)

Nγ
3 (t) = T γ(t)×Nγ

1 (t)×Nγ
2 (t) (3.9)

olup (3.8) ve Tan�m 1.5. kullan�l�rsa

det(α(s(t)), Tα(s(t)), Nα(s(t)), Bα(s(t))) = 1

elde edilir. �imdi Bα(s(t))×Nα(s(t))× Tα(s(t)) = δα(s(t)) olmak üzere

δ = 〈Bα(s(t))×Nα(s(t))× Tα(s(t)), α(s(t)〉

= det (Bα(s(t)), Nα(s(t)), Tα(s(t)), α(s(t))

= det (α(s(t), Tα(s(t)), Nα(s(t)), Bα(s(t)))

= 1

oldu§undan

Bα(s(t))×Nα(s(t))× Tα(s(t)) = α(s(t) (3.10)
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elde edilir. Son olarak, (3.2), (3.4), (3.6) ve (3.10) e³itlikleri (3.9) da yerine yaz�l�rsa

Nγ
3 (t) = Bα(s(t))× (−ρNα(s(t)))× (ρTα(s(t)))

= − (Bα(s(t))×Nα(s(t))× Tα(s(t)))

= −α(s(t))

elde edilir. Böylece

κ3(t) = ρs′(t) 6= 0, (3.11)

Nγ
3 (t) = −α(s(t))

olmal�d�r.

Önerme 3.4. α(t), S3 de sabit olmayan e§rilikli ve düzlemsel olmayan bir Bertrand

e§ri olsun. O zaman R4 de κ3(t) = ρs′(t) e§rilikli birim h�zl� bir

γ(t) =

t∫
t0

Bα(s(u))du

(1, 3)−Bertrand e§risi vard�r öyle ki s = s(t) (s′(t) > 0) regüler diferensiyellenebilir

dönü³ümdür [17].

�spat Teorem 2.13. den λ 6= 0 ve µ 6= 0 olmak üzere λκα + µτα = 1 dir, a ve b iki

sabit reel say� olmak üzere

λ [ρa (λτα − µκα) + bµ] > 0

ve s′(t) fonksiyonu için

s′(t) =
λ

ρa (λτα − µκα) + bµ
> 0 (3.12)

olsun. O zaman ([19], Teorem B) deki a³a§�daki e³itliklerin sa§land�§�n� gösterelim

aκ2(s)− bκ3(s) 6= 0 (3.13)

aκ1(s) + c(aκ2(s)− bκ3) = 1 (3.14)

cκ1(s)− κ2(s) = dκ3(s) (3.15)

(c2 − 1)κ1(s)κ2(s) + c((κ1(s))
2 − (κ2)

2 − (κ3)
2) 6= 0 (3.16)
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�imdi (3.12) e³itli§ini göz önüne al�rsak

λ = ρas′ (t)λτα − ρas′ (t)µκα + ρ2bµs′ (t) (3.17)

olur ve burada (3.3),(3.5) ve (3.11) e³itlikleri kullan�l�rsa

λ = κ1aλ− ρµ (aκ2 − bκ3) 6= 0 (3.18)

elde edilir.

i. (3.13) e³itli§inin sa§land�§�n� gösterelim. Bunun için (3.18) de a³a§�daki durumlar

incelenebilir.

(I.durum) a = 0 ise (3.11) ve (3.18) den bκ3 6= 0 olmal�d�r. Böylece

aκ2 − bκ3 6= 0

elde edilir.

(II.durum) a 6= 0 için kabul edelim ki aκ2 − bκ3 = 0 olsun. O halde (3.18) den

κ1a = 1

olmal�d�r. Ayr�ca (2.38) ve (3.3) e³itlikleride kullan�l�rsa

(ρs′(t)τα) a = λκα + µτα

bulunur. Buradan λ = 0 ve µ = aρs′(t) olur. Bu da hipotez(λ 6= 0 olmas�yla )

ile çeli³ir. O halde kabul yanl�³ olup aκ2 − bκ3 6= 0 olmal�d�r.Sonuç olarak I. ve II.

durumdan

aκ2 − bκ3 6= 0 (3.19)

bulunur.

ii.(3.14) e³itli§inin sa§land�§�n� gösterelim. (3.18) e³itli§inin her iki taraf� λ ile

bölünürse ve c = −ρµ
λ
ise

aκ1 + c (aκ2 − bκ3) = 1 (3.20)

elde edilir.

iii. (3.15) e³itli§inin sa§land�§�n� gösterelim. (3.3), (3.5), (3.11) ve (2.38) e³itlikleri

kullan�l�rsa

µκ1 + ρλκ2 = κ3 (3.21)

33



oldu§u kolayca görülür. Buradan her iki taraf� −λ ile bölersek ve d = − ρ
λ
ise

cκ1 − κ2 = dκ3 (3.22)

e³itli§i elde edilir.

iv.(3.19), (3.20), (3.22) e³itliklerinde gerekli i³lemler yap�l�rsa

(c2 − 1)κ1κ2 + c(κ1
2 − κ22 − κ32) 6= 0 (3.23)

elde edilir.

Uyar� 3.5. Özel olarak s′(t) = λ
ρa(λτα−µκα)−bµ = 1 olsun. Bu durumda R4 de γ(t) =

t∫
t0

Bα(s(u))du olarak tan�ml� (1, 3)−Bertrand e§risinin üçüncü e§rili§i κ3 = ±1 olur.

Bununla birlikte α, S3 de düzlemsel olmayan helis ise o zaman R4 de γ e§risi de

helisdir [17].

Örnek 3.6. a, b ∈ R4, r > 1 için γ : I → R4

γ(s) =

(
a cos

(
r

√
r2a2 + b2

s

)
, a sin

(
r

√
r2a2 + b2

s

)
, b cos

(
1

√
r2a2 + b2

s

)
, b sin

(
1

√
r2a2 + b2

s

))
(3.24)

³eklinde tan�ml� birim h�zl� e§rinin e§rilikleri

κ1(s) =

√
r4a2 + b

r2a2 + b2
, κ2(s) =

r
(
r2 − 1

)
ab

(r2a2 + b2)
√
r4a2 + b2

, κ3(s) =
r√

r4a2 + b2
(3.25)

olarak bulunur. Bu durumda i = 1, 2, 3 için κi ler sabit oldu§undan γ, R4 de bir helisden

ba³ka bir³ey de§ildir [17].

�imdi de R4 de (1, 3)−Bertrand e§riden, S3 de bir Bertrand e§ri elde etme

metodunu verelim.

R4 de bir yay uzunlu§u parametreli bir γ(s) e§risinin Frenet çat�s� {T,Nγ
1 , N

γ
2 , N

γ
3 }

olmak üzere S3 deki σ yay parametreli bir e§ri

α(σ(s)) = T (s)

³eklinde tan�mlans�n. Burada her iki taraf�n s parametresine göre kovaryant türevi

al�n�p Frenet denklemleri kullan�l�rsa

σ′(s)Tα(σ(s)) = κ1(s)N
γ
1 (s)
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ve buradan

σ′(s) = ρ1κ1(s) (3.26)

Tα(σ(s)) = ρ1N
γ
1 (s) (3.27)

bulunur ve (3.27) de tekrar s ye göre kovaryant türev alarak

σ′(s)κα(σ(s))Nα(σ(s)) = ρ1κ2(s)N
γ
2 (s)

elde ederiz. Buradan

σ′(s)κα(σ(s)) = ρ2κ2(s), ρ2 = ±1 (3.28)

Nα(σ(s)) = ρ1ρ2N
γ
2 (s) (3.29)

Son olarak (3.29) da s ye göre kovaryant türev al�narak

σ′(s)τα(σ(s))Bα(σ(s)) = ρ1ρ2κ3(s)N
γ
3 (s) (3.30)

elde edilir. Buradan

σ′(s)τα(σ(s)) = ρ3κ3(s) (3.31)

Bα(σ(s)) = ρ1ρ2ρ3N
γ
3 (s) (3.32)

ifadeleri elde edilir.

�imdi de S3 de σ yay parametreli α e§risi α(σ(s)) = Nγ
3 (s) olarak tan�m-

lans�n. Burada her iki taraf�n s ye göre kovaryant türevini al�p Frenet denklemleri

kullan�l�rsa;

σ′(s)Tα(σ(s)) = −κ3Nγ
2 (s)

elde edilir ve buradan

σ′(s) = ρ3κ3, ρ3 = ±1 (3.33)

Tα(σ(s)) = −ρ3Nγ
2 (s) (3.34)

(3.34) de tekrar s ye göre kovaryant türev alarak

σ′(s)κα(σ(s))Nα(σ(s)) = ρ3κ2N
γ
1 (s)
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elde ederiz. Buradan

σ′(s)κα(σ(s)) = ρ2κ2, ρ2 = ±1 (3.35)

Nα(σ(s)) = ρ2ρ2N
γ
1 (s) (3.36)

olur. Son olarak (3.36) da s ye göre türev al�narak

σ′ (s) τα (σ (s))Bα(σ(s)) = −ρ2ρ3κ1 (s)T (s)

elde edilir. Buradan

σ′ (s) τα (σ (s)) = ρ1κ1 (s) (3.37)

Bα(σ(s)) = −ρ1ρ2ρ3T (s) (3.38)

bulunur. Böylece a³a§�daki önermeler elde edilir.

Önerme 3.7. γ(s), R4 de yay uzunlu§u parametreli ve sabit e§rilikleri κ1, κ2, κ3
olan bir helis olsun. O zaman

i. S3 de α (s) = T (s) olarak tan�ml� e§rinin e§rili§i κα = ±κ2
κ1
> 0 ve burulmas�

τα = ±κ3
κ1
6= 0 olan bir helistir.

ii. S3 de α (s) = Nγ
3 (s) olarak tan�ml� e§rinin e§rili§i κα = ±κ2

κ3
> 0 ve burulmas�

τα = ±κ1
κ3
6= 0 olan bir helistir [17].

�spat i. (3.26), (3.28) ve (3.31) e³itliklerinden ve ii. (3.33), (3.35) ve (3.37) e³itlik-

lerinden elde edilir.

Önerme 3.8. γ(s), R4 de yay uzunlu§u parametreli ve Frenet çat�s� {T,Nγ
1 , N

γ
2 , N

γ
3 }

olan bir (1, 3)−Bertrand e§ri olsun. O zaman S3 de bir Bertrand e§ri ya α (s) = T (s)

ya da α (s) = Nγ
3 (s) [17].

�spat γ(s), R4 de (1, 3)−Bertrand e§ri ise O zaman ([19], Teorem B) den a, b, c, d

sabit reel say�lar olmak üzere (3.19), (3.20), (3.22) ve (3.23) e³itlikleri sa§lan�r.

Buradan κ2 > 0 olup (3.22) e³itli§inden c2 + d2 6= 0 ve

cκ1 − dκ3 = κ2 > 0
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elde edilir. �imdi iki durumu inceleyelim :

i. c 6= 0 için α(s) = T (s) olsun. O halde (3.26), (3.28) ve (3.31) e³itliklerinden

ρ1σ
′ = κ1

ρ2σ
′κα = κ2

ρ3σ
′κα = κ3

bulunur. Bu e³itlikler

cκ1 − κ2 = dκ3

e³itli§inde kullan�l�rsa,

ρ2κα + dρ3τα = cρ1

elde edilir. Son e³itlikte her iki taraf cρ1 ile bölünürse(
ρ2
cρ1

)
︸ ︷︷ ︸

λ

κα +

(
dρ3
cρ1

)
︸ ︷︷ ︸

µ

τα = 1 (3.39)

bulunur. Yani λ = ρ2
cρ1

ve µ = dρ3
cρ1

olacak ³ekilde λκα + µτα = 1 e³itli§i elde edilir.

ii. d 6= 0 için α(s) = Nγ
3 (s) alal�m. O halde (3.33), (3.35) ve (3.37) e³itliklerinden

ρ3σ
′ = κ3

ρ2σ
′κα = κ2

ρ1σ
′τα = κ1

bulunur. Bu e³itlikler

cκ1 − κ2 = dκ3

e³itli§inde kullan�l�rsa,

cρ1τα − ρ2κα = dρ3

elde edilir. Her iki taraf� dρ3 ile bölelim(dρ3 6= 0)(
−ρ2
dρ3

)
︸ ︷︷ ︸

λ

κα +

(
cρ1
dρ3

)
︸ ︷︷ ︸

µ

τα = 1

elde edilir. Yani λ = −ρ2
dρ3

ve µ = cρ1
dρ3

olacak ³ekilde λκα + µτα = 1 e³itli§i elde edilir.
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Örnek 3.9. α : I → S3 birim h�zl� e§risinin parametrizasyonu

α(s) =

(
1√
3

cos

(
2
√

2√
3
s

)
,

1√
3

sin

(
2
√

2√
3
s

)
,

√
2

3
cos

(
s√
6

)
,

√
2

3
sin

(
s√
6

))

olarak verilsin. Gerekli hesaplamalardan sonra α e§risinin S3 deki Frenet elemanlar�,

Tα(s) =

(
−2
√

2

3
sin

(
2

√
2

3
s

)
,
2
√

2

3
cos

(
2

√
2

3
s

)
,−1

3
sin

(
s√
6

)
,
1

3
cos

(
s√
6

))

Nα(s) =

(
−
√

2

3
cos

(
2

√
2

3
s

)
,−
√

2

3
sin

(
2

√
2

3
s

)
,

1√
3

cos

(
s√
6

)
,

1√
3

sin

(
s√
6

))

Bα(s) =

(
−1

3
sin

(
2

√
2

3
s

)
,
1

3
cos

(
2

√
2

3
s

)
,
2
√

2

3
sin

(
s√
6

)
,−2
√

2

3
cos

(
s√
6

))
ve e§rilikleri

κα(s) =
5

3
√
2
, τα(s) = −

2

3

olarak bulunur. O halde α e§risi S3 de bir helisdir. Ayr�ca Önerme 2.14 den α e§risi bir

Bertrand e§ri olup sonsuz tane Bertrand e§ri çiftine sahiptir. Buna göre α e§risine, a = π
4

kadar sabit küresel uzakl�ktaki bir Bertrand e§ri çiftinin parametrizasyonu

β(σ(s)) =


(
−2 +

√
2
)

2
√
3

cos

(
2
√
2

√
3
s

)
,

(
−2 +

√
2
)

2
√
3

sin

(
2
√
2

√
3
s

)
,

(
2 +
√
2
)

2
√
3

cos

(
1
√
6
s

)
,

(
2 +
√
2
)

2
√
3

sin

(
1
√
6
s

)
olarak verilir. Gerekli hesaplamalardan sonra β e§risinin e§rilikleri de

κβ(s) =
5

89

(
17 + 10

√
2
)
, τβ(s) = −

8

89

(
17 + 10

√
2
)

olarak bulunur. O halde α e§risinin Bertrand e§ri çifti olan β e§riside S3 de bir helisdir.

38



(a) (b)

�ekil 3.1: (a) α e§risinin stereogra�k izdü³ümü

(b) β e§risinin stereogra�k izdü³ümü

Bu e§rilerin S3 ün R3 uzay�na stereogra�k izdü³ümü alt�ndaki görüntüleride �ekil 3.1 de

ifade edilir.
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4. Hiperbolik Uzayda Bertrand E§riler

Tan�m 4.1. α : I ⊂ R → H3 bir immersed e§ri ve H3 de α e§risi boyunca Frenet

çat�s� {T,N,B} olsun. O zaman H3 de α(t) ba³lang�ç noktal�

γαt (u) = cosh(u)α (t) + sinh(u)N(t), u ∈ R, t ∈ I (4.1)

geodezik e§risine H3 de asli normal geodezik denir [18].

Tan�m 4.2. S�f�rdan farkl� geodezik e§rili§e sahip α : I ⊂ R→ H3 immersed e§risi

ve β : J ⊂ R → H3 immersed e§risi verilsin. O zaman α ve β e§rileri aras�nda

birebir kar³�l�k getiren bir σ : I → J, σ (t) ∈ J dönü³ümü var öyle ki her iki e§ri

kar³�l�kl� noktalar�nda ortak asli normal geodezik e§riye sahip ise α e§risine, H3 de

bir Bertrand e§ri ve β e§risine de H3 de α n�n Bertrand e§ri çifti denir [18].

Uyar� 4.3. Bundan sonra genelli§i bozmadan, α ve β e§rileri H3 de birim h�zl� (yay

parametresi ile parametrelendirilmi³) immersed e§riler kabul edilecek.

�imdi α : I → H3 ve β : J → H3 s�ras�yla, s ve σ yay parametreli birim

h�zl� e§riler ve β, H3 de α n�n Bertrand e§ri çifti olsun. O zaman α ve β n�n H3 de

Serret-Frenet çat�lar� s�ras�yla,

{Tα, Nα, Bα}, {Tβ, Nβ, Bβ}

olmak üzere bir a(s) diferensiyellenebilir fonksiyonu var öyle ki Tan�m 4.2. den

β(σ(s)) = cosh(a(s))α(s) + sinh(a(s))Nα(s) (4.2)

yaz�labilir.

Önerme 4.4. α(s) ve β(σ(s)), H3 de Bertrand e§ri çifti olsun. O zaman a³a§�dak-

iler vard�r.

i. a(s) fonksiyonu sabittir.

ii. dH3 (α (s) , β (σ (s))) hiperbolik uzakl�k fonksiyonu sabittir.

iii. α ve β n�n kar³�l�kl� noktalar�nda te§et vektörler(R4
1 de vektör olarak) aras�ndaki

aç� sabittir.

40



iv. α ve β n�n kar³�l�kl� noktalar�nda binormal vektörler (R4
1 de vektör olarak)

aras�ndaki aç� sabittir [18].

�spat i. (4.1) denklemini kullanarak;

dγαs
du

∣∣∣∣
u=0

=
d

du
(cosh(u)α(s) + sinh(u)Nα(s))

= (sinh(u)α(s) + cosh(u)Nα(s))|u=0

= Nα(s) (4.3)

ve

dγαs
du

∣∣∣∣
u=a(s)

= sinh (a (s))α (s) + cosh (a (s))Nα (s) (4.4)

elde edilir. Ayr�ca α ve β kar³�l�kl� noktalar�nda ortak asli normal geodeziklere sahip

oldu§undan (4.3) ve (4.4) den

dγαs
du

∣∣∣∣
u=a(s)

= Nβ (σ(s)) (4.5)

olur. �imdi (4.4) ve (4.5) e³itliklerini kullanarak;

Nβ (σ(s)) = sinh (a (s))α (s) + cosh (a (s))Nα (s) (4.6)

bulunur. Di§er taraftan β e§risinin, β boyunca Frenet çat�s� {Tβ, Nβ, Bβ} ise (4.2)

denkleminin R4
1 de s ye göre türevinin al�nmas�yla

dβ(σ(s))

ds
=

d

ds
[cosh(a(s))α(s) + sinh(a(s))Nα(s)]

= a′(s) sinh(a(s))α(s) + cosh(a(s))α′(s)

+a′(s) cosh(a(s))Nα(s) + sinh(a(s))N ′α(s)

= a′(s) sinh(a(s))α(s) + cosh(a(s))Tα(s)

+a′(s) cosh(a(s))Nα(s) + sinh(a(s))(−κhTα(s) + τhBα(s))

= a′(s) sinh(a(s))α(s) + [cosh(a(s))− κh sinh(a(s))]Tα(s)

+a′(s) cosh(a(s))Nα(s) + τh sinh(a(s))Bα(s) (4.7)
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elde edilir. Ayr�ca
dβ(σ(s))

ds
=
dβ

dσ

dσ

ds
= σ′(s)Tβ(σ(s)) (4.8)

oldu§unu biliyoruz. Böylece (4.6) ve (4.7) e³itliklerinden

〈 d
ds
β (σ (s)) , Nβ (σ (s))〉∗ = 〈a′ (s) sinh (a (s))α (s) + [cos (a (s))− καh (s) sinh (a (s))]Tα(s)

+a′ (s) cosh (a (s))Nα (s) + ταh (s) sinh (a (s))Bα (s) ,

sinh (a (s))α (s) + cosh (a (s))Nα (s)〉∗

= a′ (s) sinh2 (a (s)) 〈α (s) , α (s)〉∗︸ ︷︷ ︸
−1

+a′ (s) cosh2 (a (s)) 〈Nα (s) , Nα (s)〉∗︸ ︷︷ ︸
1

= a′ (s)
[
− sinh2 (a (s)) + cosh2 (a (s))

]
= a′ (s)

bulunur. Böylece a(s) sabit bir fonksiyondur.

ii. (4.2) den

β(σ(s)) = cosh(a(s))α(s) + sinh(a(s))Nα(s) (4.9)

oldu§unu biliyoruz. Buradan

dH3 (α(s), β (σ(s))) = η (α(s), β (σ(s)))

= arccosh (−〈α(s), β (σ(s))〉∗)

= arccosh (cosh(a(s)))

= a(s)

(i) den a(s) sabit oldu§undan istenilen elde edilir.

iii.

d

ds
〈Tα (s) , Tβ (σ (s))〉∗ = 〈κ

α
h (s)Nα (s) + α (s) , Tβ (σ (s))〉∗

+σ′ (s)
〈
Tα (s) , κ

β
h (σ (s))Nβ (σ (s)) + β (σ (s))

〉
∗

(4.10)

Di§er yandan (4.7) ve (4.8) e³itlikleri ve (i) kullan�larak

Tβ (σ (s)) =
1

σ′ (s)
((cosh(a))− καh (s) (sinh(a)))Tα (s) + ταh (sinh(a))Bα (s) (4.11)
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elde edilir. Böylece (4.2), (4.6) ve (4.11) e³itlikleri (4.10) da yerine konulursa

d

ds
〈Tα (s) , Tβ (σ (s))〉∗ =

〈
καhNα(s) + α(s),

1

σ′(s)
((cosh(a))− καh(sinh(a)))Tα(s) + ταh sinh(a)Bα(s)

〉
∗

= 0

elde edilir. Yani c bir key� sabit olmak üzere

cos (θ (Tα(s), Tβ(σ(s)))) = c

oldu§u görülür.

iv. (4.11) den Tβ , Sp{Tα, Bα} düzleminde yatar. Dolay�s�yla

Tβ (σ (s)) = λ1Tα (s) + λ2Bα (s) , λi ∈ R

yaz�labilir. Tα ve Bα aras�ndaki aç� θ ise bu aç� (iii) den sabittir. O zaman,

λ1 = 〈Tβ (σ (s)) , Tα (s)〉 = cos(θ)

λ2 = 〈Tβ (σ (s)) , Bα (s)〉

= cos
(π
2
− θ
)

= sin(θ)

oldu§u görülür. O halde

Tβ (σ (s)) = cos(θ)Tα (s) + sin(θ)Bα (s) . (4.12)

Ayr�ca β n�n binormal vektörü

Bβ (σ (s)) = µ1Tα (s) + µ2Nα (s) + µ3Bα (s)

olacak ³ekilde µi ∈ R say�lar� vard�r. Buna göre (4.2), (4.6) ve (4.12) kullan�larak

µ1 = 〈Bβ(σ(s)), Tα (s)〉 = − sin(θ)

µ2 = 〈Bβ(σ(s)), Nα (s)〉 = 0

µ3 = 〈Bβ(σ(s)), Bα (s)〉 = cos(θ)

oldu§u görülür. Yani Bβ(σ(s)) ∈ Sp {Tα (s) , Bα (s)} olup

Bβ(σ(s)) = − sin(θ)Tα (s) + cos(θ)Bα (s) (4.13)
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elde edilir. Ayr�ca

d

ds
〈Bα (s) , Bβ(σ(s))〉∗ =

d

ds
〈Bα (s) ,− sin(θ)Tα (s) + cos(θ)Bα (s)〉∗

=
〈
Bα
′ (s) ,− sin(θ)Tα (s) + cos(θ)Bα (s)

〉
∗

+
〈
Bα (s) ,− sin(θ)(καhNα) + cos(θ)Bα

′ (s)
〉
∗

= 〈−ταhNα (s) , sin(θ)Tα (s) + cos(θ)Bα (s)〉∗
+ 〈Bα (s) ,− sin(θ) (καhNα) + cos(θ) (−ταhNα)〉∗

= 0

ve buradan

〈Bα(s), Bβ (σ (s))〉∗ = sabit

olup istenen elde edilir.

Teorem 4.5. H3 de verilen α ve β Bertrand e§ri çiftinin hiperbolik e§rili§i ve hiper-

bolik burulmas� s�ras�yla, καh , τ
α
h ve κβh, τ

β
h olsun. O zaman a ve θ iki sabit olmak

üzere a³a§�daki ifadeler do§rudur [18].

i. (cosh(a)− sinh(a)καh) sin(θ) = sinh(a) cos(θ)ταh ,

ii. (cosh(a) + sinh(a)κβh) sin(θ) = sinh(a) cos(θ)τβh ,

iii. (cosh(a)− sinh(a)καh)(cosh(a) + sinh(a)κβh) = cos2(θ),

iv. sinh2(a) ταh τ
β
h = sin2(θ)

�spat i. β(σ(s)) nin s ye göre türevi al�n�rsa

d

ds
β(σ(s)) =

dβ

dσ

dσ

ds
= σ′(s)Tβ(σ(s))

olur ve (4.12) uygulan�rsa

d

ds
β(σ(s)) = σ′(s)(cos(θ)Tα (s) + sin(θ)Bα(s)) (4.14)

Di§er taraftan (4.2) e³itli§inin s ye göre türevi al�n�p Frenet denklemleri uygulan�rsa

a(s) = a sabit olmak üzere

d

ds
β(σ(s)) =

d

ds
(cosh(a)α(s) + sinh(a)Nα(s))

= (cosh(a)− sinh(a)καh(s))Tα (s) + sinh(a)ταh (s)Bα(s). (4.15)
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Buna göre (4.14) ve (4.15) den

σ′(s) cos(θ) = cosh(a)− sinh(a)καh(s) (4.16)

σ′(s) sin(θ) = sinh(a)ταh (s) (4.17)

elde edilir. O halde (4.16) ve (4.17) den

(cosh(a)− sinh(a)καh(s)) sin(θ) = sinh(a) cos(θ)ταh (s)

olur ve istenilen e³itlik elde edilir.

ii. Hipotezden s : J → I, s = s(σ) dönü³ümü vard�r öyle ki α = α(s(σ)) Bertrand

e§risinin, H3 deki Saban çat�s�n�n elemanlar�, β = β(σ) n�n H3 deki Saban çat�s�n�n

elemanlar� cinsinden ifade edilebilir. Yani (4.2),(4.6),(4.14) ve (4.15) e³itliklerinden

α(s(σ)) = cosh(a)β(σ)− sinh(a)Nβ(σ) (4.18)

Tα (s(σ)) = cos(θ)Tβ(σ)− sin(θ)Bβ(σ) (4.19)

Nα (s(σ)) = sinh(a)β(σ) + cosh(a)Nβ(σ) (4.20)

Bα (s(σ)) = sin(θ)Tβ(σ) + cos(θ)Bβ(σ) (4.21)

e³itlikleri yaz�labilir. �imdi (4.18) in σ ya göre türevi al�n�rsa

s′(σ)Tα (s(σ)) = cosh(a)Tβ(σ)− sinh(a)(−κβh(σ)Tβ(σ) + τβh (σ)Bβ(σ))

= [cosh(a) + sinh(a)κβh(σ)]Tβ(σ)− sinh(a)τβh (σ)Bβ(σ) (4.22)

ve (4.19) dan

s′(σ)Tα(s(σ)) = s′(σ) [cos(θ)Tβ(σ)]− s′(σ) [sin(θ)Bβ(σ)] (4.23)

olur. (4.22) ve (4.23) den

s′(σ) cos(θ) = cosh(a) + sinh(a)κβh(σ) (4.24)

s′(σ) sin(θ) = sinh(a) τβh (σ) (4.25)

O halde buradan(
cosh(a) + sinh(a)κβh(σ)

)
sin(θ) = sinh(a) cos(θ) τβh (σ)
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bulunur.

iii. (4.16) ve (4.24) denklemleri ele al�n�rsa

σ′(s)s′(σ)cos2(θ) = ((cosh(a))− sinh(a)καh(σ))
(

cosh(a) + sinh(a)κβh(σ)
)

(4.26)

elde edilir. Buradan

(cosh(a)− sinh(a)καh(σ))
(

cosh(a) + sinh(a)κβh(σ)
)

= cos2(θ)

olup istenen e³itlik elde edilir.

iv. (4.17) ve (4.25) denklemlerini ele al�rsak;

σ′(s)s′(σ)sin2(θ) = sinh2(a) ταh τ
β
h

elde edilir. Buradan

sin2(θ) = sinh2(a) ταh τ
β
h

bulunur. Böylece ispat tamamlan�r.

Böylece Teorem 4.5. (iv) den a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.6. H3 de verilen α ve β Bertrand e§ri çiftinin kar³�l�kl� noktalar�ndaki

hiperbolik burulmalar�n�n çarp�m� negatif olmayan bir sabittir [18].

Tan�m 4.7. α, H3 de bir e§ri olsun. O zaman α tam geodezik 2 boyutlu H2 ⊆ H3

hiperbolik düzleminde yat�yorsa yani bütün noktalar�nda α n�n hiperbolik burulmas�

s�f�r ise α ya H3 de düzlemsel e§ri denir [4].

Tan�m 4.8. α, H3 de bir e§ri olsun. O zaman α n�n her noktas�nda hiperbolik

burulmas� s�f�rdan farkl� ise α ya H3 de burulmal�(twisted) e§ri denir [4].

Tan�m 4.9. α, H3 bir burulmal� e§ri (ταh 6= 0) olsun. O zaman α n�n hiperbolik

e§rilik ve hiperbolik burulmas� s�f�rdan farkl� sabitler ise α ya H3 de bir helis denir

[4].

Tan�m 4.10. α, H3 de bir e§ri ve V ∈ X(H3) bir Killing vektör alan� olsun. O

zaman V ve α aras�ndaki aç�, α boyunca s�f�rdan farkl� sabit ve V , α boyunca sabit

uzunluklu Killing vektör alan� oluyorsa α ya H3 de bir genel helis denir [4].
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Yukar�daki tan�m gere§ince; düzlemsel e§riler ve helisler, genel helislere bir

örnektir. Gerçekten;

i. Genel helisin ekseni V = B olsun. O zaman α bir düzlemsel e§ridir.

ii. cot(θ) =
τ2h+1

τhκh
için V (s) = cos(θ)T (s) + sin(θ)B(s) ise α bir helistir [4].

Önerme 4.11. i. H3 de her düzlemsel e§ri bir Bertrand e§ridir ve bu e§ri sonsuz

say�da düzlemsel Bertrand e§ri çiftine sahiptir.

ii. H3 de bir α Bertrand e§risi, bir β düzlemsel Bertrand e§ri çiftine sahip ise o zaman

α da bir düzlemsel e§ridir ve β ile ayn� tam geodezik H2 hiperbolik düzleminde yatar

[18].

�spat i. α, H3 de bir düzlemsel e§ri ve her a ∈ R α ve β aras�ndaki sabit hiperbolik

uzakl�§� için H3 de bir βa e§risi

βa(σ(s)) = cosh(a)α(s) + sinh(a)Nα(s) (4.27)

olsun. O zaman her a ∈ R için βa n�n α n�n Bertrand e§ri çifti oldu§unu göster-

meliyiz.

�imdi (4.27) de kovaryant türev al�n�p, Serret-Frenet vektörleri uygulan�rsa ve

dβa(σ(s))

ds
=
dβa
dσ

dσ

ds
= σ′(s)Tβa(σ(s)) (4.28)

oldu§unu gözönüne al�rsak

σ′(s)Tβa(σ(s)) =
d [cosh(a)α(s) + sinh(a)Nα(s) ]

ds
= cosh(a)Tα(s) + sinh(a) (−καhTα(s) + ταhBα(s))

= (cosh(a) − sinh(a)καh)Tα(s) + sinh(a) ταhBα(s)
ταh=0
= (cosh(a) − sinh(a)καh)︸ ︷︷ ︸

σ′(s)

Tα(s)︸ ︷︷ ︸
Tβa (σ(s))

Buradan

Tβa(σ(s)) = Tα(s) (4.29)

σ′(s) = cosh(a) − sinh(a)καh (4.30)
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olur.(4.29) da kovaryant türev al�n�rsa

(σ′κβh)Nβa = καhNα + α− βaσ′

= καhNα + α−
(
cosh2(a)− cosh(a) sinh(a)καh

)
α

−
(
cosh(a) sinh(a)− sinh2(a)καh

)
Nα

=
[
(1 + sinh2(a))καh − cosh(a) sinh(a)

]
Nα

+
[
(1− cosh2(a)) + cosh(a) sinh(a)καh

]
α

=
[
cosh2(a)καh − cosh(a) sinh(a)

]
Nα

+
[
−sinh2(a) + cosh(a) sinh(a)καh

]
α

= cosh(a) (cosh(a)καh − sinh(a))Nα + sinh(a) (− sinh(a) + cosh(a)καh)α

= (cosh(a)καh − sinh(a)) (cosh(a)Nα + sinh(a)α)

Buradan,

κβh =
cosh(a)καh − sinh(a)

cosh(a) − sinh(a)καh
Nβa(σ(s)) = sinh(a)α(s) + cosh(a)Nα(s) (4.31)

bulunur. Ayr�ca σ = σ(s0) olmak üzere βa n�n βa(σ0) ba³lang�ç noktal� asli normal

geodezi§i γ = γ(u) ile gösterilirse

γ(u) = cosh(u)βa(σ0) + sinh(u)Nβa(σ0)

= cosh(u)[cosh(a)α(s0) + sinh(a)Nα(s0)] + sinh(u)[sinh(a)α(s0) + cosh(a)Nα(s0)]

= [cosh(u) cosh(a) + sinh(u) sinh(a)]α(s0) + [cosh(u) sinh(a) + sinh(u) cosh(a)]Nα(s0)

= cosh(u+ a)α(s0) + sinh(u+ a)Nα(s0)

elde edilir. Böylece γ, ayn� zamanda α n�n α(s0) ba³lang�ç noktal� asli normal

geodezi§i olur. Yani (α, βa) bir Bertrand e§ri çiftidir.

�imdi βa e§risinin H3 de düzlemsel oldu§unu gösterelim. (4.31) e³itli§inde

kovaryant türev al�n�p Frenet denklemleri uygulan�rsa;

σ′(s)
d

dσ
Nβa(σ(s)) = sinh(a)Tα(s) + cosh(a)(−καhTα(s) + ταhBα(s))

= (sinh(a)− cosh(a)καh(s))Tα (s) (4.32)
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Ayr�ca
d

dσ
Nβa(σ(s)) = −κβah (σ(s))Tβa(σ(s)) + τβah (σ(s))Bβa(σ(s)) (4.33)

olup (4.32) ve (4.33) den

σ′(s)
(
−κβah (σ(s))Tβa(σ(s)) + τβah (σ(s))Bβa(σ(s))

)
= (sinh(a)− cosh(a)καh(s))Tα (s)

elde edilir. Buna göre (4.29) ve (4.31) e³itliklerinin kullan�lmas� ile

τβah (σ(s)) = 0.

ii. τβah = 0 oldu§undan Teorem 4.5. (iv) den

sin(θ) = 0

elde ederiz( Böylece cos(θ) = ±1). Teorem 4.5. (i) den sinh(a)ταh = 0 olmal�d�r.

E§er sinh(a) = 0 ise α = β d�r ve bu yüzden 2 boyutlu tam geodezik H2 hiperbolik

düzlem üzerinde düzlemsel e§ridir. Aksi halde ταh = 0 olur ve benzer sonuca ula³�l�r.

Teorem 4.12. α, H3 de bir genel helistir gerek ve yeter ³art

i. ταh ≡ 0 ve α bir H2 ⊂ H3 hiperbolik düzleminde yatar,

ii. α, H3 de bir helistir [4].

Teorem 4.13. H3 de bir α e§risi Bertrand e§ridir gerek ve yeter ³art

i. ταh ≡ 0 ve α e§risi bir H2 hiperbolik düzlemin de yatar.

ii. λκαh + µταh = 1 olacak biçimde λ 6= 0 ve µ sabitleri vard�r [18].

�spat i. α, H3 de bir Bertrand e§ri olsun. α, H3 de bir düzlemsel e§ri ise Tan�m

4.7. den istenilen elde edilir.

ii. α bir düzlemsel e§ri de§il ise Teorem 4.5. (i) den

[cosh(a)− sinh(a)καh ] sin(θ) = sinh(a) cos(θ) ταh

ve Önerme 4.11. den sinh(a) 6= 0 olup böylece

tanh (a)︸ ︷︷ ︸
λ

καh + tanh(a) cot(θ)︸ ︷︷ ︸
µ

ταh = 1 (4.34)
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elde edilir. O halde λ = tanh(a) ve µ = tanh(a) cot(θ) sabitleri için λκαh + µταh = 1

denklemi sa§lanm�³ olur.

Di§er taraftan (i) den α, H3 de bir düzlemsel e§ri olsun. O zaman Önerme

4.11. den α bir Bertrand e§ridir. Ayr�ca (ii) den (4.34) e³itli§i vard�r. O zaman, H3

de λ = tanh a olmak üzere bir β e§risi

β(s) = cosh(a)α(s) + sinh(a)Nα(s) (4.35)

olarak tan�mlanabilir. �imdi (4.35) e³itli§inde her iki taraf�n kovaryant türevi al�n�p,

Frenet denklemleri kullan�rsa

σ′(s)Tβ(σ(s)) = (cosh(a)− sinh(a)καh(s))Tα(s) + (sinh(a)ταh (s))Bα(s) (4.36)

ve buradan

σ′(s) =

√
(cosh(a)− sinh(a)καh(s))2 + (sinh(a)ταh (s))2 (4.37)

bulunur. Ayr�ca (4.34) den

sinh(a)καh(s) + µ cosh(a)ταh (s) = cosh(a) (4.38)

olur. �imdi (4.37) ve (4.38) e³itlikleri kullan�l�rsa

σ′(s) = ταh

√
µ2cosh2(a) + sinh2(a) (4.39)

bulunur. Buradan (4.38) ve (4.39), (4.36) da kullan�l�rsa

Tβ(σ(s)) =
ταh (s)(µ cosh(a))Tα(s) + ταh (s) sinh(a)Bα(s)

ταh

√
µ2cosh2(a) + sinh2(a)

(4.40)

elde edilir. (4.40) da tekrar her iki taraf�n kovaryant türevi al�n�p gerekli düzen-

lemeler yap�l�rsa(
κβhσ

′
)
Nβ = [sinh(a)α + cosh(a)Nα]

[− cosh(a) sinh(a)ταh (1 + µ2) + µκαh ]√
(cosh(a)− sinh(a)καh)2 + (sinh(a)ταh )2

olur. Bu e³itlikten

κβh =
[− cosh(a) sinh(a)ταh (1 + µ2) + µκαh ]√
(cosh(a)− sinh(a)καh)2 + (sinh(a)ταh )2

Nβ = sinh(a)α + cosh(a)Nα
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elde edilir. Ayr�ca σ = σ(s0) olmak üzere β n�n β(σ0) ba³lang�ç noktal� asli normal

geodezi§i γ = γ(u) ile gösterilirse

γ(u) = cosh(u)β(σ0) + sinh(u)Nβ(σ0)

= cosh(u)(cosh(a)α(s0) + sinh(a)Nα(s0)) + sinh(u) (sinh(a)α(s0) + cosh(a)Nα(s0))

= (cosh(u) cosh(a) + sinh(u) sinh(a))α(s0) + (cosh(u) sinh(a) + sinh(u) cosh(a))Nα(s0)

= cosh(u+ a)α(s0) + sinh(u+ a)Nα(s0)

elde edilir. Böylece γ, ayn� zamanda α n�n α(s0) ba³lang�ç noktal� asli normal

geodezi§i olur. Yani (α, β) Bertrand e§ri çiftidir.

Önerme 4.14. α, H3 de bir burulmal�(twisted) e§ri olsun. A³a§�dakiler denktir.

i. α bir helistir.

ii. α n�n sonsuz Bertrand e§ri çifti vard�r.

iii. α n�n iki tane Bertrand e§ri çifti vard�r [18].

�spat i. ⇒ ii. καh ve ταh s��f�rdan farkl� sabitler olsun. καh ve ταh aralar�nda sonsuz

say�da sabit katsay�l� lineer bir ili³ki elde edilebir. Böylece her farkl� lineer ili³ki için

Bertrand e§ri çifti olu³turulabilir.

ii. ⇒ iii. α n�n sonsuz say�da Bertrand e§ri çifti varsa 2 tane Bertrand e§ri çifti

oldu§u aç�kt�r.

iii. ⇒ i. α n�n Bertrand e§ri çiftleri β1 ve β2 olsun.a1 6= 0, a2 6= 0, θ1 ve θ2 farkl� 4

sabiti için;

tanh(a1)κ
α
h(s) + tanh(a1) cot(θ1)τ

α
h (s) = 1

tanh(a2)κ
α
h(s) + tanh(a2) cot(θ2)τ

α
h (s) = 1

Burada β1 ve β2 α n�n birbirinden farkl� iki Bertrand e§ri çifti oldu§undan a1 6= a2

ve böylece θ1 6= θ2 dir. Elde etti§imiz bu denklemlerde kovaryant türev alarak;

καh
′(s) + cot(θ1)τ

α
h
′(s) = 0

καh
′(s) + cot(θ2)τ

α
h
′(s) = 0

elde edilir. O halde bu sistemin çözümünden καh
′(s) = ταh

′(s) = 0 d�r. Yani α e§risi,

sabit hiperbolik e§rilik ve sabit hiperbolik torsiyona sahip olup α bir helistir.
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5. R4
1 de (1,3)-Bertrand E§riler

Bu bölümde, R4
1 de dejenere olmayan (spacelike veya timelike), Sp{N1, N3}

timelike veya spacelike normal düzlemli (1, 3)-Bertrand e§riler tan�mland�. Ayr�ca

bu e§rilerin, H3 deki Bertrand e§riler ile aras�ndaki ili³kiler verildi.

Tan�m 5.1. Rn
1 de bir γ : I → Rn

1 dejenere olmayan birim h�zl� regüler e§rinin

yay parametresi s olmak üzere bu e§rinin Frenet çat�s� {T,Nγ
1 , N

γ
2 , . . . , N

γ
n−1} ve

e§rilikleri {κ1, κ2, . . . , κn−1} ile gösterilsin. O zaman ∀s ∈ I için γ(s) noktas�ndan

geçen Nj(s) ve Nk(s) Frenet vektörlerinin gerdi§i düzlem spacelike(timelike) ise bu

düzleme γ(s) noktas�ndaki spacelike(timelike) Frenet (j, k)-normal düzlemi denir.

Tan�m 5.2. Rn
1 de bir γ : I → Rn

1 dejenere olmayan birim h�zl� ve regüler e§ri olsun.

O zaman γ e§risinin {κ1, κ2, . . . , κn−2} e§rilikleri her yerde pozitif ve κn−1 e§rili§i

s�f�rdan farkl� ise γ ya dejenere olmayan özel Frenet e§risi denir.

Tan�m 5.3. R4
1 de γ : I → R4

1 ve γ̄ : Ī → R4
1 dejenere olmayan özel Frenet e§ri-

lerinin yay parametreleri s�ras�yla s ve s̄ olsun. Bu durumda γ ve γ̄ n�n kar³�l�kl�

noktalar�ndaki timelike(spacelike) Frenet (1,3)-normal düzlemlerinde çak�³acak ³ek-

ilde bir ϕ : I → Ī regüler diferensiyellenebilir dönü³üm varsa γ ya R4
1 de timelike

(spacelike) (1,3)-Bertrand e§ri denir.

Teorem 5.4. R4
1 de γ : I ⊂ R→ R4

1 spacelike özel Frenet e§risinin yay parametresi

s ve e§rilikleri κ1, κ2, κ3 olsun. O zaman γ bir timelike (1, 3)-Bertrand e§ridir gerek

ve yeter ³art a, b, c, d 6= ±1 reel say�lar� ve ∀s ∈ I için

aκ2(s)− bκ3(s) 6= 0 (5.1)

aκ1(s) + c(aκ2(s)− bκ3(s)) = 1 (5.2)

cκ1(s)− κ2(s) = −dκ3(s) (5.3)

(c2 − 1)κ1(s)κ2(s) + c(κ21(s)− κ22(s) + κ23(s)) 6= 0 (5.4)

e³itlikleri sa§lan�r [25].

Teorem 5.5. R4
1 de γ : I ⊂ R→ R4

1 spacelike veya timelike özel Frenet e§risinin yay

parametresi s ve e§rilikleri κ1, κ2, κ3 olsun. O zaman γ bir spacelike (1, 3)-Bertrand
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e§ridir gerek ve yeter ³art a, b, c 6= ±1, d reel say�lar� ve ∀s ∈ I için

aκ2(s)− bκ3(s) 6= 0 (5.5)

ε1aκ1(s) + ε3c(aκ2(s)− bκ3(s)) = 1 (5.6)

cκ1(s)− κ2(s) = dκ3(s) (5.7)

−(c2 + 1)κ1(s)κ2(s) + c(κ21(s) + κ22(s) + κ23(s)) 6= 0 (5.8)

e³itlikleri sa§lan�r [26].

�imdi H3 de bir α = α(t) e§risinin Serret-Frenet çat�s� {Tα, Nα, Bα} ve R4
1 de

γ(t) =

t∫
t0

Bα(s(u))du (5.9)

olarak tan�mlanan bir γ = γ(t) e§risinin Serret-Frenet çat�s� da {T γ, Nγ
1 , N

γ
2 , N

γ
3 }

olsun.

Uyar� 5.6. H3 de bir α e§risinin binormal vektörü Bα spacelike olup (5.9) e³itli§in-

den T γ da spacelike vektör olmal�d�r. Dolay�s�yla tan�m gere§ince γ, R4
1 de bir

spacelike e§ri olmak zorundad�r.

�imdi s = s(t) olmak üzere α(s(t)), α n�n yeniden parametrelendirmesidir ve

genelli§i bozmadan s′(t) > 0 kabul edilebilir. Böylece γ′(t) = Bα(s(t)) olup γ e§risi

de R4
1 de birim h�zl� bir e§ridir. O halde (5.9) dan

T γ(t) = Bα(s(t)) (5.10)

olup her iki taraf�n kovaryant türevi al�n�rsa (1.10) ve (1.12) den

ε2κ1(t)N
γ
1 (t) = −s′(t)ταh (s(t))Nα(s(t))

bulunur. Buradan

κ1(t) = ρ s′(t) ταh (s(t)) > 0 , ρ = ±1 (5.11)

ε2N
γ
1 (t) = −ρNα(s(t)) (5.12)
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olup (5.12) nin her iki taraf�n�n kovaryant türevi al�n�rsa

−ε2ε1κ1T γ + ε2ε3κ2N
γ
2 = ρ s′καhTα − ρ s′ταh︸ ︷︷ ︸

κ1

Bα︸︷︷︸
T γ

(5.13)

bulunur. Ayr�ca γ e§risi spacelike oldu§undan ε1 = 1 olup (5.13) den ε2 = 1 olmak

zorundad�r. O halde

ε3κ2N
γ
2 = ρs′καhTα

elde edilir. Buradan

κ2 = s′καh (5.14)

ε3N
γ
2 = ρ Tα (5.15)

olup (5.15) in her iki taraf�n�n kovaryant türevi al�n�rsa

ρ ε3 κ2Nα − κ3Nγ
3 = ρ κ2Nα + ρ s′ α

e³itli§inden ε3 = 1 olmal�d�r. O halde

−κ3Nγ
3 = ρ s′ α

bulunur. Ayr�ca

Bα(s(t)) = α(s(t)) ∧ Tα(s(t)) ∧Nα(s(t)) (5.16)

Nγ
3 (t) = Tγ(t) ∧Nγ

1 (t) ∧Nγ
2 (5.17)

olup (1.14) den

det(α(s(t)), Tα(s(t)), Nα(s(t)), Bα(s(t))) = −1

e³itli§i vard�r. �imdi Bα(s(t)) ∧Nα(s(t)) ∧ Tα(s(t)) = δ α kabulü ile

−δ = 〈α(s(t)), Bα(s(t)), Nα(s(t)), Tα(s(t))〉

= det(α(s(t)), Bα(s(t)), Nα(s(t)), Tα(s(t)))

= − det(α(s(t)), Tα(s(t)), Nα(s(t)), Bα(s(t)))

= 1

oldu§undan

Bα(s(t)) ∧Nα(s(t)) ∧ Tα(s(t)) = −α(s(t)) (5.18)
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elde edilir. Son olarak (5.10), (5.12), (5.15) ve (5.18) e³itlikleri (5.17) de yerine

yaz�l�rsa

Nγ
3 (t) = Bα(s(t)) ∧ (−ρNα(s(t))) ∧ (ρ Tα(s(t)))

= −(Bα(s(t)) ∧Nα(s(t)) ∧ Tα(s(t)))

= α(s(t)) (5.19)

bulunur. Böylece

κ3(t) = −ρ s′(t) 6= 0 (5.20)

Nγ
3 (t) = α(s(t)) (5.21)

olmal�d�r.

Önerme 5.7. α(t), H3 de sabit olmayan e§rilikli ve düzlemsel olmayan bir Bertrand

e§ri olsun. O zaman R4
1 de κ3(t) = −ρs′(t) e§rilikli bir

γ(t) =

t∫
t0

Bα(s(u))du

birim h�zl� spacelike e§risi, timelike (1, 3)-Bertrand e§ri olacak ³ekilde s = s(t)

(s′(t) > 0) regüler diferensiyellenebilir dönü³ümü vard�r.

�spat Teorem 4.13. den λ 6= 0 ve µ 6= 0 için λκαh(s) + µταh (s) = 1 dir. a ve b iki

sabit reel say� olmak üzere

λ[ρ a(λταh − µκαh)− b µ] > 0

ve s′(t) > 0 fonksiyonu için

s′(t) =
λ

ρa(λταh − µκαh)− bµ
> 0 (5.22)

olsun. �imdi Teorem 5.4. deki (5.1), (5.2), (5.3) ve (5.4) e³itliklerinin sa§land�§�n�

gösterelim. O zaman (5.22) e³itli§ini kullanarak,

λ = ρ as′(t)ταh − ρas′(t)µκαh − ρ2bµs′(t)
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olur ve burada (5.11), (5.14) ve (5.20) e³itlikleri kullan�l�rsa

λ = κ1aλ− ρµ(aκ2 − bκ3) 6= 0 (5.23)

elde edilir.

(i) aκ2 − bκ3 6= 0 oldu§unu gösterelim. Bunun için (5.23) de a³a§�daki durumlar

incelenebilir.

I.Durum : a = 0 ise (5.20) ve (5.23) den bκ3 6= 0 olmal�d�r. Böylece

aκ2 − bκ3 6= 0

elde edilir.

II.Durum : a 6= 0 ise aκ2 − bκ3 = 0 olsun. O halde (5.23) den

κ1 a = 1

olmal�d�r. Burada (5.11) e³itli§i kullan�l�rsa

(ρs′ταh )a = λκαh + µταh

bulunur. O halde λ = 0 ve µ = aρs′(t) olur. Bu ise λ 6= 0 olmas�yla çeli³ir. Yani

aκ2 − bκ3 6= 0

olmal�d�r. Sonuç olarak I. ve II. durumdan aκ2 − bκ3 6= 0 d�r.

(ii) aκ1 + c(aκ2− bκ3) = 1 oldu§unu gösterelim. (5.23) e³itli§inin her iki taraf� λ ile

bölünürse c = −ρµ
λ
al�n�rsa

aκ1 + c(aκ2 − bκ3) = 1

olur.

(iii) cκ1(s)−κ2(s) = −dκ3(s) oldu§unu gösterelim. (5.11), (5.14) ve (5.20) e³itlikleri

kullan�l�rsa;

cκ1(s)− κ2(s) = (−ρµ
λ

)(ρs′ταh )− (s′καh)

= (−ρ
λ

)(s′ρ)(µταh + λκαh)

= (−ρ
λ

)(−κ3)

= −dκ3
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olup d = − ρ
λ
olacak ³ekilde elde edilir.

(iv) (c2−1)κ1(s)κ2(s)+c(κ21(s)−κ22(s)+κ23(s)) 6= 0 oldu§unu göstermeliyiz. c = −ρµ
λ
,

(5.11), (5.14) ve (5.20) e³itliklerini kullan�rsak;

(c2 − 1)κ1(s)κ2(s) + c(κ21(s)− κ22(s) + κ23(s)) = ρ(s′)2[
µκαh − λταh − λµ

λ2
]

Buradan kabul edelim ki

ρ(s′)2[
µκαh − λταh − λµ

λ2
] = 0

olsun. O halde µκαh − λταh − λµ = 0 olmal�d�r. Buradan

µκαh − λταh = λµ

e³itli§inin her iki taraf� λµ ile bölünürse;

(
1

λ
)καh + (− 1

µ
)ταh = 1

Buradan λκαh + µταh = 1 e³itli§inden − 1
µ

= µ olmal�d�r. Bu ise µ2 = −1 olmas�yla

çeli³ir. O halde µκαh − λταh − λµ 6= 0 d�r. Böylece istenen elde edilir.

�imdi R4
1 de (1, 3)-Bertrand e§riden H3 de bir Bertrand e§ri elde etme meto-

dunu verelim.

�lk olarak, R4
1 de bir yay uzunlu§u parametreli γ(s) e§risinin Frenet çat�s�

{T γ, Nγ
1 , N

γ
2 , N

γ
3 } olmak üzere H3 de σ yay parametreli bir e§ri

α(σ(s)) = T γ(s) (5.24)

³eklinde tan�mlans�n. O zaman γ e§risi timelike bir e§ri olmal�d�r. O halde (5.24)

e³itli§inin her iki yan�n�n kovaryant türevi al�n�rsa

σ′(s)Tα(σ(s)) = κ1(s)N
γ
1 (s)

olur ve buradan

σ′(s) = ρ1κ1(s) (5.25)

Tα(σ(s)) = ρ1N
γ
1 (s) (5.26)
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bulunur. (5.26) e³itli§inin her iki yan�n�n kovaryant türevi al�n�p sadele³tirmeler

yap�l�rsa

σ′(s)καh(σ(s))Nα(σ(s)) = ρ1κ2(s)N
γ
2 (s)

elde edilir. Buradan

σ′(s)καh(σ(s)) = ρ2κ2(s) (5.27)

Nα(σ(s)) = ρ2ρ1N
γ
2 (s) (5.28)

olur. �imdi (5.28) in her iki yan�n�n kovaryant türevini al�n�rsa

σ′ταhBα = ρ2ρ1κ3N
γ
3

bulunur ve buradan

σ′(s)ταh = ρ3κ3 (5.29)

Bα = ρ3ρ2ρ1N
γ
3 (5.30)

e³itlikleri elde edilir. Ayr�ca det(α, Tα, Nα, Bα) = −1 oldu§u göz önüne al�n�rsa

det(Tγ, ρ1N
γ
1 , ρ1ρ2N

γ
2 , ρ1ρ2ρ3N

γ
3 ) = −1

olup

ρ1 = −ρ3 (5.31)

olmal�d�r.

�imdi de H3 de σ yay parametreli α e§risi

α(σ(s)) = Nγ
3 (s) (5.32)

olarak tan�mlans�n. O halde Nγ
3 timelike olup T γ spacelike olmal�d�r. Dolay�s�yla γ

spacelike e§ridir. Böylece (1.10) da ε1 = ε2 = ε3 = 1, ε4 = −1 olmal�d�r. Buradan

(5.32) nin s ye göre kovaryant türevi al�n�rsa

σ′(s)Tα(σ(s)) = −κ3Nγ
2

elde edilir. O halde

σ′(s) = ρ3κ3 (5.33)

Tα(σ(s)) = −ρ3Nγ
2 (s) (5.34)
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ve (5.34) ün s ye göre kovaryant türevi al�n�p gerekli i³lemler uygulan�rsa,

σ′καhNα = ρ3κ2N
γ
1

bulunur. Buradan

σ′καh = ρ2κ2 (5.35)

Nα = ρ2ρ3N
γ
1 (5.36)

yaz�labilir. Buna göre (5.36) n�n s ye göre kovaryant türevi al�n�rsa;

σ′ταhBα = −ρ2 ρ3 κ1T γ

elde edilir. O halde

σ′ταh = ρ1 κ1 (5.37)

Bα = −ρ1 ρ2 ρ3Tγ (5.38)

bulunur. Ayr�ca det(α, Tα, Nα, Bα) = −1 oldu§u göz önüne al�n�rsa

det(Nγ
3 ,−ρ3N

γ
2 , ρ2ρ3N

γ
1 ,−ρ1ρ2ρ3Tγ) = −1

olup

ρ1 = −ρ3 (5.39)

e³itli§i elde edilir.

Önerme 5.8. γ(s), R4
1 de yay uzunlu§u parametreli ve sabit e§rilikleri κ1, κ2, κ3

olan bir helis olsun. O zaman

i. H3 de α(s) = Tγ(s) olarak tan�ml� e§ri, hiperbolik e§rili§i καh = ±κ2
κ1

> 0 ve

hiperbolik burulmas� ταh = −κ3
κ1
6= 0 olan bir helistir.

ii. H3 de α(s) = Nγ
3 (s) olarak tan�ml� e§ri, hiperbolik e§rili§i καh = ±κ2

κ3
> 0 ve

hiperbolik burulmas� ταh = −κ1
κ3
6= 0 olan bir helistir.

�spat

i. α e§risinin, (5.25) ve (5.27) den hiperbolik e§rili§inin καh = ±κ2
κ1
> 0 ve (5.29) dan

hiperbolik burulmas�n�n ταh = −κ3
κ1
6= 0 oldu§u aç�kt�r.

ii. α e§risinin, (5.33) ve (5.35) den hiperbolik e§rili§inin καh = ±κ2
κ3
> 0 ve (5.37)

den hiperbolik burulmas�n�n ταh = −κ1
κ3
6= 0 oldu§u aç�kt�r.
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Önerme 5.9. γ(s), R4
1 de yay uzunlu§u parametreli ve Frenet çat�s� {T γ, Nγ

1 , N
γ
2 , N

γ
3 }

olan bir spacelike (1, 3)-Bertrand e§ri olsun. O zaman H3 de α(s) = T γ(s) olarak

tan�ml� e§ri bir Bertrand e§ridir.

�spat γ(s), R4
1 de spacelike (1, 3)-Bertrand e§ri ise O zaman a, b, c, d sabit reel say�lar

olmak üzere Teorem 5.5. deki (5.5), (5.6), (5.7) ve (5.8) denklemleri sa§lan�r. Burada

κ2 > 0 olup (5.7) e³itli§inden

c2 + d2 6= 0

ve

cκ1(s)− dκ3(s) = κ2(s) > 0

elde edilir. �imdi c 6= 0 için α(s) = T γ(s) olsun. O halde (5.25), (5.27) ve (5.29)

e³itliklerinden

ρ1σ
′ = κ1

ρ2σ
′καh = κ2

ρ3σ
′ταh = κ3

bulunur. Bu e³itlikler, (5.7) de yerine yaz�l�p gerekli i³lemler yap�l�rsa;

ρ2κ
α
h + dρ3τ

α
h = cρ1

elde edilir ve her iki taraf cρ1 ile bölünürse(
ρ2
cρ1

)
︸ ︷︷ ︸

λ

καh +

(
dρ3
cρ1

)
︸ ︷︷ ︸

µ

ταh = 1

bulunur. Yani λ = ρ2
cρ1

ve µ = dρ3
cρ1

olacak ³ekilde λκαh + µταh = 1 e³itli§i elde edilir.

Önerme 5.10. γ(s), R4
1 de yay uzunlu§u parametreli ve Frenet çat�s� {T γ, Nγ

1 , N
γ
2 , N

γ
3 }

olan bir timelike (1, 3)-Bertrand e§ri olsun. O zaman H3 de α(s) = Nγ
3 (s) olarak

tan�ml� e§ri bir Bertrand e§ridir.
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�spat γ(s), R4
1 de timelike (1, 3)-Bertrand e§ri ise O zaman a, b, c, d sabit reel say�lar

olmak üzere Teorem 5.4. deki (5.1), (5.2), (5.3) ve (5.4) denklemleri sa§lan�r. Burada

κ2 > 0 olup (5.3) e³itli§inden ve

c2 + d2 6= 0

ve

cκ1(s)− dκ3(s) = κ2(s) > 0

elde edilir. �imdi d 6= 0 için α(s) = Nγ
3 (s) olsun. O halde (5.33), (5.35) ve (5.37)

e³itliklerinden

ρ3σ
′ = κ3

ρ2σ
′καh = κ2

ρ1σ
′ταh = κ1

bulunur. Bu e³itlikler, (5.3) de yerine yaz�l�p gerekli i³lemler yap�l�rsa;

cρ1τ
α
h − ρ2καh = −dρ3

elde edilir ve her iki taraf −dρ3 ile bölünürse(
−ρ2
−dρ3

)
︸ ︷︷ ︸

λ

καh +

(
cρ1
−dρ3

)
︸ ︷︷ ︸

µ

ταh = 1

bulunur. Yani λ = ρ2
dρ3

ve µ = − cρ1
dρ3

olacak ³ekilde λκαh + µταh = 1 e³itli§i elde edilir.

Örnek 5.11. α : I → H3 birim h�zl� e§risinin parametrizasyonu

α(s) =

(√
2 cosh

(
s√
3

)
,
√

2 sinh

(
s√
3

)
, cos

(
s√
3

)
, sin

(
s√
3

))
olarak verilsin. Gerekli hesaplamalardan sonra α e§risininH3 deki Frenet elemanlar�,

Tα(s) =

(√
2√
3

sinh

(
s√
3

)
,

√
2√
3

cosh

(
s√
3

)
,− 1√

3
sin

(
s√
3

)
,

1√
3

cos

(
s√
3

))

Nα(s) =

(
− cos

(
s√
3

)
,− sin

(
s√
3

)
,−
√

2 cos

(
s√
3

)
,−
√

2 sin

(
s√
3

))
Bα(s) =

(
− 1√

3
sin

(
s√
3

)
,

1√
3

cos

(
s√
3

)
,−
√

2√
3

sin

(
s√
3

)
,

√
2√
3

cos

(
s√
3

))
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ve e§rilikleri

καh(s) =
2
√

2

3
, ταh (s) = −1

3

olarak bulunur. O halde α e§risi H3 de bir helisdir. Ayr�ca Önerme 4.14 den α

e§risi bir Bertrand e§ri olup sonsuz tane Bertrand e§ri çiftine sahiptir. Buna göre
α e§risine, a = ln(2) kadar sabit hiperbolik uzakl�ktaki bir Bertrand e§ri çiftinin
parametrizasyonu

β(σ(s)) =

((
−3 + 5

√
2
)

4
cosh

(
s
√
3

)
,

(
−3 + 5

√
2
)

4
sinh

(
s
√
3

)
,

(
5− 3

√
2
)

4
cos

(
s
√
3

)
,

(
5− 3

√
2
)

4
sin

(
s
√
3

))

olur. Gerekli hesaplamalardan sonra β e§risinin hiperbolik e§rilikleri de

κβh(s) =
1

267

(
−85 + 128

√
2
)
, τβh (s) = −

8

267

(
17 + 10

√
2
)

olarak bulunur. O halde α e§risinin Bertrand e§ri çifti olan β e§riside H3 de bir helisdir ve

bu e§rilerin hiperbolik uzay�n Poincaré yuvar modelindeki izdü³ümleri �ekil 5.1 de ifade

edilir.

�ekil 5.1: α e§risi (mavi renkli) ve β e§risinin (k�rm�z� renkli) stereogra�k izdü³ümleri
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