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Tezin amaci sonlu boyutlu Lie cebirleri ile iligkili olan ve olmayan kombinatoryal
yapilar1 belirleyip bu kombinatoryal yapilar ve tizerlerinde yapilan islemlerin sonuclarinin
aragtirllmasidir. Tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, graflarin tarih¢esine
ve tezin icerigine yer verilmistir. Ikinci boliimde, Lie cebirleri ile ilgili temel tanim ve
teoremler verilmistir. Uciincii boliimde, graf teorisi igin gerekli olan tanim, teorem ve
sekillere yer verilmistir. Ddrdiincii boliimde, Lie cebirlerinin kombinatoryal yapilarla
iligkisi incelenip Lie cebirleriyle iligkili olan ve olmayan konfigiirasyonlar aragtirilmagtir.
Son olarak besinci boliimde, daha once incelemis oldugumuz kombinatoryal yapilarin
tizerinde yapilan degisiklikler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie cebir, Graf, Iyi yonlendirilmis, Kombinatoryal yapi, Konfigiiras-
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The aim of the thesis is to identify combinatorial structures that are and are not
related to finite-dimensional Lie algebras and to investigate the results of operations
performed on these combinatorial structures. The thesis consists of five chapters. In
the first chapter, the history of graphs and the content of the thesis are given. In the
second chapter, basic definitions and theorems about Lie algebras are given. In the third
chapter, the definitions, theorems and figures necessary for graph theory are given. In the
fourth chapter, the relationship of Lie algebras with combinatorial structures is examined
and configurations that are and are not related to Lie algebras are investigated. Finally,
in the fifth chapter, the changes made to the combinatorial structures we have previously
examined are examined.
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1. GIRIS

Lie cebirleri, 1870 yillarinda Marius Sophus Lie tarafindan sonsuz kii¢iik doniisiim
kavramini incelemek i¢in tanimlandiktan sonra 1880 1i yillarda Wilhelm Killing tarafindan
bagimsiz olarak kesfedildi. Lie cebirleri, 20. yiizyilin en gozde konularindan birisi olup
ayni zamanda matematigin, diferansiyel geometri, temsil teorisi, harmonik analiz gibi
bir¢ok alaninda uygulamalara sahiptir.

Cizge teorisi olarak adlandirilan graf teorisi, graflar1 inceleyen matematik dalidir.
Temeli 1736 da Leonhard Euler tarafindan "Konigsberg’in yedi kopriisii" isimli makalesi
ile at1ld1. O yillarda Konigsberg’de bulunan Pregel nehri, Kneiphof adasiin iki tarafindan
akmakta olup iizerinde yedi farkli koprii bulundurmaktaydi. Bolge halki, her bir kopriiden
bir kez ge¢gmek sart1 ile tiim kiyilar1 dolasip baglangi¢ noktasina donmenin miimkiin olup
olmadigini merak etmekteydi. Leonhard Euler bu karmagikli§1 gidermek icin koprilyii
cizgilerden ve noktalardan olusan bir yapiya doniistiirdii. Sonradan graf adin1 alan bu yap1
Konigsberg halkinin bu yolu bulamamakta hakli olduklarini, yani bdyle bir yol olmadigini
gostermekteydi. Euler, bu gezinin miimkiin olabilmesi i¢in her noktada bulusan cizgilerin
toplam sayisinin ¢ift olmast gerektigini bulmustu. Ancak her bir noktada bulusan bu
cizgilerin toplami tek sayilardan olusmaktaydi.

Graf teorisinin uygulamalar1 modern hayatin karmagik ve genis kapsamli bircok
probleminin ¢6ziimii ve matematigin yapisal iligkilerini incelemek icin kullanilmaktadir.
Bu uygulamalar; ekonomi, yonetim bilimi, bilgisayar bilimi, satig pazarlama, bilgi iletimi,
tasima planlamas1 gibi alanlar1 kapsamaktadir. Graf teorisi problemleri tanimlama ve
yapisal olarak iligkileri belirlemekte de faydalidir.

Bu calisma toplam bes boliimden olusmakta olup her boliimiin icerigi asagidaki
sekilde 6zetlendi.

Ikinci boliimde, tezde kullanilacak olan temel tanim ve teoremlerden s6z edildi.

Ugiincii boliimde, graf ve graf cesitlerinden bahsedilip bu graflarin temel 6zellikleri
graf sekilleri ile desteklenerek verildi.

Dordiincii bolimde, Lie cebirlerinin kombinatoryal yapilarla iligkileri verilip Lie
cebirleriyle iligkili olan ve olmayan konfigiirasyonlar arastirildi.

Son boliimde ise graflar lizerinde yapilan degisiklikler ele alinmigtir. Grafa bir
hat ekleyip veya graftan bir hat ¢ikarmanin veya graftaki diigtimleri birlestirmenin graf

tizerindeki etkisi incelenip bu degisikliklerin sonuclari aragtirildi.






2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu boliim diger boliimlerde gerekli olan tanim ve teoremleri icermektedir. Boliim
boyunca (Bloh, [1971; Erdmann & Wildon, 2006; Jacobson, |1963; Mansuroglu, 2022;

Varadarajan, 2013) kaynaklarindan yararlanilmistir.
2.1. Cebir

Tanim 2.1. A, F’ cismi iizerinde bir vektor uzayi ve
m:AxA—= A (x,y) = m(z,y)
seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. =, vy, x1, x9, y1, %2 € A ve A, u € I igin
(i) m(Azy + e, y) = Am(y, y) + pm(w, y)

(i) m(z, A\y1 + pya) = dm(z,y1) + pm(z, y2)

kosullarinin saglandig1 duruma bilineerlik 6zelligi denir.
Uyari 2.2. Tez boyunca m(z, y) kisaca zy ile ifade edilecektir.

Tanmm 2.3. A, F cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun. (z,y) — xy seklinde tanimlanan
m: Ax A — A donisiimii bilineerlik kogulunu sagliyorsa A ya cebir denir ve (A, m) ile

gosterilir.
Ornek 2.4. V, bir F-vektor uzay1 olsun. Her v, w € V icin
m:VxV =V, (v,w)—0
seklinde tanimlansin. Bu durumda V' sifir carpimiyla bir cebir olur.
Tamm 2.5. A, F' cismi tizerinde bir cebir olsun. Eger her z,y, 2 € A icin
z(yz) = (zy)z
esitligi saglantyor ise A ya birlesmeli (asosyatif) cebir denir.
Tanim 2.6. A, F' cismi lizerinde bir cebir olsun. Eger her x,y € A i¢in
TY = yx
esitligi saglaniyor ise A ya degismeli (komiitatif) cebir denir.

Tamim 2.7. A, F’ cismi lizerinde bir cebir ve B, A nin alt vektor uzayi olsun. Her z,y € B

icin xy € B ise B ye A nin bir alt cebiri denir.

3



Tanim 2.8. A, F' cismi iizerinde bir cebir ve B, A nin alt vektor uzayi olsun. Her x € A

vey € Bigin xy,yx € Bise B ye A nin bir ideali denir.

Tanim 2.9. A, F' cismi iizerinde bir cebir olsun. Her x € A icin

2=xr=0

esitligi saglaniyor ise A ya anti-komiitatif denir.

Uyari 2.10. A, F' cismi iizerinde anti-komiitatif bir cebir olsun. Her =,y € A igin

(z +y)* =0
(z +y)(z+y) =0

xom +rxy +yr+ yy =0
0

zy + yxr =0
Yy =—yx

elde edilir. Yani A anti-komiitatif cebir iken her x,y € A icin xy = yx tir. Fakat kargiti
dogru olmayabilir. zy = —yu esitliginde y yerine x alinarak 2% = —x? esitligi saglanir ve
222 = () sonucuna ulagilir. Eger cismin karakteristigi ikiden farkli ise x> = 0 olacagindan
A anti-komiitatif bir cebirdir, ancak cismin karakteristiginin iki olmas1 durumunda 22 # 0
olabileceginden dolay1 A anti-komiitatif bir cebir olmayabilir.

Tez boyunca [’ cisminin karakteristigi ikiden farkli kabul edilecektir.

Tamim 2.11. A, F' cismi iizerinde bir cebir olsun. Her z, y, 2 € A i¢in
J(,y,2) = (wy)z + (yz)o + (22)y = 0
esitligi saglantyor ise A cebiri Jacobi 6zdesligini saglar denir.

2.2. Lie Cebiri

Tanim 2.12. L, F' cismi iizerinde bir cebir olsun. Eger L cebiri i¢in
(L1) her x € L icin 2% = xx = 0 (anti-komiitatif)
(L2) her z,y,z € Ligin (zy)z + (y2)z + (zx)y = 0 (Jacobi 6zdesligi)

kosullarinin saglanmasi durumunda L ye Lie cebiri denir.
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Uyar 2.13. L, I’ cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. Her z, y, z € L i¢in Jacobi 6zdesligi

ve anti-komiitatiflikten yararlanarak

(xy)z + (yz)x + (22)y =0
(zy)z = — (yz)r — (22)y

(zy)z =2(y2) + y(2v)

sonucuna ulagilir. Buradan
(zy)z # x(yz)

oldugu goriiliir. Bu durum Lie cebirinin birlesmeli olmadig1 anlamina gelir.
Tamim 2.14. A, F' cismi iizerinde birlesmeli bir cebir olsun. A iizerinde
[]:Ax A—A
(z,y) =[z,y] = 2y —yz

seklinde yeni bir ¢arpim tanimlansin. Bu carpima Lie ¢arpimi denir. Ayrica A cebiri bu

carpimla birlikte bir Lie cebiri yapisi olusturur.

Tanim 2.15. L, F' cismi lizerinde bir Lie cebiri ve K, L nin bir alt vektor uzay1 olsun.

Her z,y € K i¢in [z,y] € K ise K ya L nin bir Lie alt cebiri denir.

Tanim 2.16. A, bir n-kare matris olmak iizere, kdsegen iizerindeki elemanlarin toplamina

A nin izi denir ve tr A ile gosterilir.

Tamim 2.17. F cismi iizerindeki tiim n x n tipindeki kare matrislerinden olusan
M, (F) = {A = [aij]nxn| aij € F}

vektor uzay1 matrislerde bilinen ¢arpma islemi ile birlikte birlesmeli cebirdir ve Tanim
ten yararlanarak (M, (F'),[,]) ikilisinin bir Lie cebiri oldugu goriiliir. Bu cebire

matris Lie cebiri denir ve gl(n, F') ile gosterilir.

Tamim 2.18. si(n, F) = {A € gl(n, F)| trA = 0} seklinde tanimlanan kiime gl(n, F)
nin bir alt uzayidir. Ayrica bu alt uzay gl(n, F') nin bir Lie alt cebiridir. Bu alt cebir 6zel

lineer Lie cebiri olarak adlandirilir.

Tamim 2.19. D, F' cismi iizerinde n X n tipinde bir kare matris olsun. Esas kosegenin
altindaki biitiin elemanlar sifir, yani ¢ > j i¢in a;; = 0 ise D = [d;;] kare matrise
iist icgensel matris denir. Biitiin iist tiggensel matrislerden olusan kiime M,,(F") vektor

uzayinin bir alt uzayidir ve b(n, F') ile gosterilir.
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Tanmmm 2.20. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri ve I, L nin bir alt vektér uzay1 olsun.

Her x € Lvey € I igin [z,y]| € I oluyorsa I ya L nin bir ideali denir.

Uyan 2.21. Bir Lie cebirinin her ideali bir alt cebirdir, fakat her alt cebiri bir ideal
degildir.

Ornek 2.22. b(n, F), gl(n, F) nin bir alt cebiridir, fakat n > 2 icin ideal degildir.

Lemma 2.23. [, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri ve [ ile J, L nin idealleri olsun. Bu
durumda
[, J] = Span{[z,y]| Vx € I,y € J}

carpim uzay1 L nin bir idealidir.
Tamm 2.24. [, I’ cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun.
C(L)={x € L|Vy € Ligin [z,y] = 0}
alt uzayimna L nin merkezi denir.
Tamim 2.25. L, ve Lo, F' cismi lizerinde iki Lie cebiri olsun. Eger
p: Ly — Lo
lineer doniisiimii her x, y € L, i¢in
[, 9] = @[z, 9]) = [p(x), 0 (y)]

esitlifi saglamyor ise ¢ ye Lie cebir homomorfizmi denir. Ayrica ¢ doniisiimii birebir
ise monomorfizm, orten ise epimorfizm, hem birebir hem de orten ise ¢ doniisiimiine Lie

izomorfizmi denir ve L; = L4 seklinde gosterilir.

Tanim 2.26. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. Her ¢ > 1 i¢in L', L nin ideali ve

L+ ¢ L* olmak iizere

L'=L
L*=[L' L] =L, L]
L? =[L? L]

Li-i-l :[LZ,L]



L nin ideallerinin azalan bir zinciri
L=L'>2L*>..DL>L" ...

elde edilir. Bu sekilde elde edilen zincire L nin alt merkezi serisi denir.
Eger bir k > 0 tamsayisi i¢in L* = 0 ise L ye nilpotent Lie cebiri denir. ¢ > 0

tamsay1si i¢in eger L¢ # 0 ve Lt = (ise ¢ ye L nin nilpotentlik sinifi denir.

Tamim 2.27. L, F cismi lizerinde bir Lie cebiri olsun. Her 2 > 0 i¢in LD [ nin ideali

ve LUtD = L olmak iizere

LO =

LY =[L, L]
L® :[L(l),L(l)]
L® :[L(2), L(2)]

G+ :[L(i), L(i)]
L nin azalan bir zinciri
L=LO>LW @5 oL pEHD 5

elde edilir. Bu zincire L nin tiiretilmis serisi denir.

Eger bir k > 0 tamsayis1 i¢in L) = 0 ise L ye ¢oziilebilir Lie cebiri denir.

Lemma 2.28. L, F' cismi lizerinde bir nilpotent Lie cebiri olsun. O zaman L ¢oziilebilirdir.

2.3. Lie Cebirlerinin Yap: Sabitleri

Tanim 2.29. L, bazi B = {xy,%3,...,x,} olan F' cismi iizerinde tanimlanan bir Lie

cebiri olsun. 1 < 7,5 < nigin

3

[z, 2;] = cf-xk
j

k=1

olacak sekilde cfj € [’ sabitlerine L Lie cebirinin B bazina gore yap: sabitleri denir.

Lemma 2.30. L, F’ cismi iizerinde baz1 {z1, z, . .., x,} olan bir cebir olsun. O halde
1) zz; =0
(11) Til; = —T;0;

(i) (wiz;)zp + (xjzR)T; + (Tpw;)2; =0



kosullarinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart L nin bir Lie cebiri olmasidir.

Lemma 2.31. L, F cismi iizerinde bazi {z1, zs, . . . , x,, } olan ve bu baza gére yapi sabitleri

cfj olan bir cebir olsun. O halde L nin bir Lie cebiri olmasi i¢in gerek ve yeter sart
@) cf;- =0
(i1) cfj = —cfi

cee l l l
(iii) E?Zl(c?fcjk + ey + cpcii) =0

kosullarinin saglanmasidir.



3. MATERYAL VE METOT
Bu boliimde (Brouwer ve ark., |1989; Diestel, 2017; Harary, |1969; Karas, n.d.;

Paauwe, 2007) kaynaklarindan yararlanilarak graf ve graf cesitleri hakkinda tanim ve

orneklere yer verilmistir.
3.1. Graf ve Graf Cesitleri

Tamim 3.1. Diigiim olarak adlandirilan noktalardan ve bu diigtimleri birlestiren hatlardan
olusan ayrica geometrik veya konumsal bilgi vermeyip, sadece diigiimler arasindaki iligkiyi
gosteren bu ag yapisina graf denir.

Bu calisma boyunca graftaki diigtimler kiimesi i¢in V' ve hatlar kiimesi icin ise £

harfleri kullanilacaktir.

Ornek 3.2. Sekil 3.1. de diigiimler kiimesi V = {k,,m,n} ve bu diigiimleri birlestiren
hatlar kiimesi £ = {(k, 1), (m, (), (n, k), (m,n)} olan graf 6rnegi verilmistir.

n

Sekil 3.1. Graf ornegi

Uyan 3.3. Diigiimlerin konumunun ve bu diigtimleri birlestiren hatlarin dogrusal ya da
egrisel olusunun bir 6nemi yoktur. Hatlar diiglimler arasindaki iligkiyi simgelemektedir.
Bu durum bizi baglantilara zarar vermeden birbirine doniistiiriilebilen iki grafin izomorfik

oldugu sonucuna ulastirir.

Ornek 3.4. Sekil 3.2. de baglantilara zarar verilmeden birbirine doniistiiriilen graflara yer

verilmisgtir.

Tanim 3.5. Hat kullanarak birbirine baglanan diigtimlere komsu diigtimler denir. Burada
baglangic ve bitis diigiimlerine hattin u¢ diigtimleri denir. Bir £ diigiimiine komsu olan
dugiimler kiimesi N (k) = {l € V| (k,l) € E} seklinde ifade edilir.

Ornek 3.6. Sekil 3.3. te verilen graf 6rneginde k ve [ diigiimleri birbirine komsu diigiimler
iken k ile n veya m ile p diigiimleri arasinda bir hat baglantis1 olmadig1 i¢in komsu diigiim

degillerdir.

Tanmm 3.7. G = (V, F) ikilisi bir graf olmak iizere, k,[ € V diigiimleri ayn1 komsuluga

sahiplerse yani N (k) = N({) ise bu tiir diigiimlere ikiz diigiimler denir.
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Sekil 3.2. Birbirine izomorfik graflar

Sekil 3.3. Komsu diigiim iceren graf

Ornek 3.8. Sekil 3.4. te k& ve m diigiimlerinin komsu diigiimleri aym: oldugu icin bu

diigiimler ikiz diigtimlerdir.

k | m
& & 9

Sekil 3.4. ikiz diigiim iceren graf

Tanim 3.9. Herhangi bir hattin baglangi¢c ve bitis noktast aym diigiim ise bu duruma

cevrim denir.

Ornek 3.10. Sekil 3.5. te verilen grafta n diigiimii baslangi¢ ve bitis noktas1 ayni olan hat

bulundurdugu i¢in ¢evrime bir 6rnektir.

Tanim 3.11. Bir grafta birden fazla baglangic ve bitig diigtimii ayni olan birbirinden farkli

hat varsa bu hatlara paralel hat denir.

Ornek 3.12. Sekil 3.6. da verilen grafta iki diigiim arasinda birbirinden farkli birden fazla

hat bulundugu i¢in paralel hatta drnektir.
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Sekil 3.5. Cevrim iceren graf ornegi

Sekil 3.6. Paralel hat iceren graf ornegi

Tanim 3.13. Diigiimden ¢ikan hat sayisina diigiimiin derecesi denir. Diigiimde ¢evrim
olusturan bir hat varsa bu diigiimiin derecesine iki kez katilir. Bir v diiglimiiniin derecesi

d(u) ile ifade edilir. Ayrica derecesi en biiyiik olan diigiim grafin derecesini belirler.

Ornek 3.14. Sekil 3.7. de verilen graf 6rneginde diigiimlerin derecesi
d(k) =3, (1) =3, (n)=3,d(m)=>5

tir. Buradan en biiyiik dereceye sahip olan diigiim §(m) oldugu i¢in grafin derecesi 5 tir.

Sekil 3.7. Derece icin graf ornegi

11



Tanmim 3.15. Kendisinden basgka bir diigiimle baglantis1 olmayan ve derecesi sifir olan
diigiime ayrik diigiim denir. £ hatlar kiimesi ve V' diiglimler kiimesi olmak iizere £
kiimesinden V' kiimesinin elemanlarini elde edebilmek icin grafta ayrik diigiimiin olmamasi

gerekir.

Ornek 3.16. Sekil 3.8. de verilen grafta k ve [ diigiimlerinin baska diigiimlerle baglantis:

olmadigi icin ayrik diigiime ornektir.

=~

Sekil 3.8. Ayrik diigtimlii graf 6rnegi

Tanim 3.17. Bir graf bulundurabilecegi tiim hatlara sahip ise yani graftaki her diigiimiin
diger tiim diigiimlerle arasinda bir hat mevcut ise bu tiir graflara tamamlanmig graf denir.
Tamamlanmis graflarda diigiimlerin derecesi birbirine esittir ve toplam diigiim sayisinin

bir eksigi kadardir. n diigtimlii tamamlanmis grafin hat sayis1 @ dir.

Ornek 3.18. Sekil 3.9. da verilen graf 6rneginde 5 diigiim icin diigiimlerin derecesinin 4

5(5—1)
2

oldugu goriilmektedir. Ayrica hat sayisi = 10 bulunur.

Sekil 3.9. Tamamlanmis graf 6rnegi

Tanim 3.19. Cevrim icermeyen ve paralel hat bulundurmayan graflara basit graf denir.

Ornek 3.20. Sekil 3.10. ve Sekil 3.11. de basit ve basit olmayan graflara 6rnek verilmistir.

12
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m n
Sekil 3.10. Basit graf 6rnegi

k I

Sekil 3.11. Basit olmayan graf 6rnegi

Tamim 3.21. Diigiimler arasinda birden fazla hat varsa (paralel hat) bu tiir graflara coklu

(multi) graf denir. Coklu graflar ¢cevrim icermeyen graflardir.

Ornek 3.22. Sekil 3.12. de verilen graf 6rneginde diigiimler arasinda birden fazla hat

bulunmasi ¢oklu grafi verir.

m n

Sekil 3.12. Coklu graf 6rnegi

Tanmim 3.23. Hem cevrim hem de paralel hat bulunduran graflara genel (pseudo) graf

denir.

Ornek 3.24. Sekil 3.13. de verilen graf n ile p diigiimleri arasinda paralel hat bulundurdugu
ve ayn1 zamanda m diiglimiinde ¢cevrim olusturan bir hatta sahip oldugu i¢in genel (pseudo)

grafa ornektir.
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Sekil 3.13. Pseudo graf 6rnegi

Tanim 3.25. Bir grafta yon belirtilmigse yani iki diigim arasindaki hattin baslangic ve
bitis diigiimii biliniyorsa bu tiir graflara yonlii graf (digraf) denir. Eger farkli yonlerde iki
ayr1 hat kullanilirsa bu tiir graflara ¢oklu yonlii graf denir. Ayrica graftaki biitiin hatlar
ayn1 yapiya sahip olmalidir, yani ya hepsi yonliidiir ya da degildir.

Ornek 3.26. Sekil 3.14. ve 3.15. de yonlii ve coklu yonlii graf icin ornekler verilmistir.

Sekil 3.14. Yonlii graf 6rnegi

Sekil 3.15. Coklu yonlii graf 6rnegi

Tanmm 3.27. G = (V, F) ikilisi bir graf olmak iizere yonlii bir grafta tim yonlii hatlar
tarafindan ulasilan diigiime havuz denir. Ayrica tiim yonlii hatlarin ¢ikis diiglimiine de

kaynak denir.
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Ornek 3.28. Asagida verilen graflar icin Sekil 3.16. da tiim y6nlii hatlarin bir diigiimde
toplanmasi1 havuza ornektir. Ayrica Sekil 3.17. de bu yonlii hatlarin tek bir diigiimden

cikmasi ise kaynaga ornektir.

Sekil 3.16. Havuz

Sekil 3.17. Kaynak

Tamm 3.29. Bir grafta n € N olmak lizere P, ye hatlarin yon degistirmesi sonucu

kaynaklar1 havuzlar ile degistiren n diigtimlerinin bir digrafi denir.

Ornek 3.30. Sekil 3.18. de havuzdan kaynaga doniisen graf Grnegi verilmistir.

1 P,

2 3 P

Sekil 3.18. Havuzdan kaynaga doniisen graf

15



Tanim 3.31. Her bir hatta bir deger verilmis graflara agirlikli graf denir. Burada dikkat
edilmesi gereken durum hatlarin hepsinin ayni degeri almamasidir. Graftaki biitiin hatlarin

agirliklarinin toplami o grafin toplam agirligini verir.

Ornek 3.32. Sekil 3.19. da verilen graf 6rneginde her bir hat igin, hepsi ayni olmayacak

sekilde degerler verilmistir.

4

Sekil 3.19. Agirlikh graf drnegi

Tamm 3.33. Ug boyutlu uzayda ele alinan graflara ii¢c boyutlu graf denir.

Ornek 3.34. Sekil 3.20. de diizgiin sekiz yiizlii olarak adlandirilan ii¢ boyutlu graf rnegi

verilmistir.

Sekil 3.20. Uc boyutlu graf drnegi

Tanim 3.35. Hatlarin birbirini kesmedigi graflara diizlemsel graf denir.

Ornek 3.36. Sekil 3.21. de diigiimleri birlestiren hatlar birbirini kesmezken Sekil 3.22.
de diigtimler arasindaki hatlar kesigmektedir. Ayrica Sekil 3.22. icin hatlarin birbirini

kesmedigi izomorf bir graf cizilemez.
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Sekil 3.21. Diizlemsel graf drnegi

W

Sekil 3.22. Diizlemsel olmayan graf ornegi

Uyan 3.37. U¢ boyutlu uzayda, diizlemsel olmayan graflarin ¢izimi hatlarin birbirini

kesmeyecegi sekilde yapilabilir.

Tamim 3.38. Diizlemsel bir grafta bolge sayisi b, hat sayis1 £ ve diigiim sayist n olmak

tizere, b — k + n = 2 esitligine Euler Formiilii denir.

Ornek 3.39. Sekil 3.23. te verilen graf rneginde diigiim say1s1 17 ve hat say1s1 24 olmak

tizere, bolge sayist Euler Formiiliinden b — 24 + 17 = 2 ve buradan b = 9 bulunur.

Sekil 3.23. Dokuz bolgeli graf 6rnegi
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Tanim 3.40. Diigiimler aras1 gecislerde izlenecek diigiimlerin tamami bir yol olusturur.
Basit graflarda yolun uzunlugu, iizerinden gecilen hat sayisina esittir. Agirlikl graflarda
ise yol uzunlugu, her bir hattin aldig1 degerlerin toplamina esittir. Basit grafta uzunlugu

n olan bir yolun n tane ardisik hatt1 ve n + 1 tane de diigiimii vardir.

Ornek 3.41. Sekil 3.24. te graf iizerinde yol 6rnegi verilmistir.

Sekil 3.24. Graf iizerinde yol

Tanmim 3.42. Bir hat ayn1 diigtimden iki kez ge¢gmiyorsa ve basladig1 diigiime tekrar donii-
yorsa bu hatta dongii denir. Bir graftaki hat sayis1 diigiim sayisina esitse ya da fazlaysa,
o graf en az bir dongii iceriyor demektir. Uzunlugu n olan bir dongiide n tane diigim

vardir.

Ornek 3.43. Sekil 3.25. te graf iizerinde dongii 6rnegi verilmistir.

N\

Sekil 3.25. Graf iizerinde dongii

Tamim 3.44. Icinde dongii bulundurmayan grafa agac adi verilir. Agaca bir hat eklendigi
zaman diigiimler arast baglant1 kurulacag: icin dongii olusur. Agactaki hat sayis1 diigiim

sayisinin bir eksigi kadardir.

Ornek 3.45. Sekil 3.26. da verilen graf 6rneginde diigiimler arasinda dongii olusturmaya-

cak sekilde bir hat baglantis1 oldugu i¢in agag¢ yapist olusmaktadir.

Tanmim 3.46. Derecesi 2 olacak sekilde 3 veya daha fazla diigiimiin olusturdugu sekle

cember graf denir.

Ornek 3.47. Sekil 3.27. de 8 diigiimlii cember graf 6rnegi verilmistir.
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Sekil 3.26. Agac 6rnegi

Sekil 3.27. Cember graf 6rnegi
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Kombinatoryal Yapilar1 Lie Cebirleriyle iliskilendirme

Bu boliimde (Blokh, (1965}, Carriazo ve ark., 2004; Ceballos, Nunez, & Tenorio,
2012; Gross & Yellen,|2018)) kaynaklarindan faydalanilarak Lie cebirleri ile kombinatoryal

yapilar arasindaki iligki incelenmistir.

Tamim 4.1. L, n-boyutlu ve bazi B = {ey,...,e,} olan bir Lie cebiri olsun. O halde

1<4,75 <nigin

3

kol

lei,ej] =) clex

o
Il
—_
S
<

olarak ifade edilir.

B bazina bagli olarak asagidaki yontem ile bir kombinatoryal yap1 iligkilendirilebilir.

(a) 1 <17 < nolmak iizere her e; € B icin diiglim olarak adlandirilan ¢ kosesi ¢izilir.

(b) 7 < j < kolacak sekilde verilen ii¢ diiglim icin Sekil 4.4. teki 75k licgenini ¢izebilmek
icin gerek ve yeter sart

(ija C;"ka CZk) 7é (07 07 0)

olmasidir. Ayrica i7, jk ve ik hatlari sirastyla cfj, c§- i Ve c{k agirliklarina sahiptir.

(b1) Agirlig: sifir olan hatlar i¢in kesik cizgiler (hayalet hat) kullanilir.

(b2) 1 < i < j < k <1 < n olacak sekilde iki ijk ve ijl iiggeni ¢, = ¢}; esitligini

sagliyor ise her iki iicgen tarafindan paylagilan ¢ ve j diigtimleri arasinda Sekil 4.3. teki

gibi ortak bir hat ¢izilir.

©1l<i<j<nvec;#0 (czj # 0) olacak sekilde 7 ve j diigtimleri verildigi zaman j

den ¢ ye Sekil 4.2. deki gibi (¢ den j ye Sekil 4.1. deki gibi) yonlendirilmis bir hat ¢izilir.
Sonug olarak, secilen baza bagh olarak her Lie cebiri bir kombinatoryal yapiyla

iligkilidir. Ayrik diigiim bulunmas1 durumunda kargsilik gelen baz eleman: L Lie cebirinin

merkezindedir.

| d
1 & > OJ

Sekil 4.1. 7 den j ye yonlendirilmis hat

Sekil 4.2. 5 den ¢ ye yonlendirilmis hat
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Sekil 4.3. Ortak hat bulunduran ti¢ggenler

Sekil 4.4. Tam iicgen

Lemma 4.2. L, GG digrafi ile iligkili bir Lie cebiri olsun. O halde Sekil 4.5. te gosterilen
konfigiirasyonlar, herhangi ii¢ farkli ¢, 7, k£ diigiimii i¢in (hatlarin agirliklarindan bagimsiz

olarak) yasaktir.

a) b) c)

<:>—~

e) O_‘_.
A A
fay

s -
¥

Sekil 4.5. Yasakli konfigiirasyonlar
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Ispat. Bu tiir konfigiirasyonlardan biri i¢in .J (e;, e;, ex) # 0 oldugu kontrol edilebileceginden
dolay1 bu durum bir geligki olugturacaktir. Yani a) ve b) icin [e;, ¢;] = ¢/, ej ve [ej, ex] =

cé‘?kek oldugundan dolay1

J(e;, €5, €ex) :[cgjej, ex) + [ck?kek, e;] + [0, ¢]
= ej, ex] + len, €]

_ k
*Cz'jcjkek

elde edilir. ¢) igin [e;, ¢;] = ¢} e; ve [ej, ex] = c?kej oldugundan dolay1

J(ei, €5, er) =[cheq ex] + [chej, e + 10, ¢j]
:cjik: [ej7 ei]

R
= — CjyCi€i

elde edilir. d) i¢in [e;, ¢;] = cgjej + cijeq ve [ej, er] = chrep + c7ke] oldugundan dolay1

J(ei,e;,er) [cj e, e + cieq, e] + [Chper, e + cjke], e;] + [0, ¢;]
—cl. Sleg, er] + 67 lei, er] + ¢ k[ek,e,] + cjk[e],ez]
=cljchyer + cliches — cuclie; — ccises
:c7-~c§”k,ek c;kc €,

elde edilir. e) ve h) i¢in [e;, e;] = cgjej, lej, ex] = chpex ve [ei, ex] = cie; oldugundan

dolay1

J(ei e, ex) =| i‘jej’ ex) + [chpen, €] + [—cipei €]
Jles, ex] + chyler, €] — ciles, €]
@]kaek - C?kcik:ei - cikCZjej

elde edilir. f) icin [e;, e;] = c}e;, [e;, ex] = e, [ei, ex] = cle; oldugundan dolay:

J(e;, €5, ex) :[cﬁjei, ex) + [cfkek, ei] + [—ciei €]
=cjjles ex] + lers e — ciyles ¢))
:Cz:jcikei - C?kczkei - Cékcﬁjez’
- ?kcékei
elde edilir. g) icin [e;,e;] = cje;, [ej,ex] = chpex, e, ex] = cier + cie; oldugundan

dolay1
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J(ei,ej, er) =[c}ei ex] + [hren, €] + [—clier 5 — e, €]

ij
=ci [es, ex] + Fulen, ei] — b len, ej] — ¢ les, e;]
ij1€is €k jkLCk> Ci ikl%k» &5 k&1 ©J

_ ko k ki ook k i
Cz]czkek + ng Chpei — CikCiklk — CjrCiCi T Cip.CipCr — CpCii€i

_ k k

—Cijcikek - Cjkcikei

elde edilir. i) i¢in [e;, e;] = c] eﬂ—c €, lej,ex] = cgkej, es, ex] = cy.ei+ck, e), oldugundan

dolay1

J(ei e, ex) =| we e + ¢ i€isex] + [C;:kej, ei] + [—chei e — ke, e;]
Llessen] + cijles ex] + eyles, €] — cilei 5] = cilex, )]

c;ke] +cliches + clichier — cycle;

(] i jk™ij

7
Cjkc

;€ — szJ Cikzcijei + Cikc';kej

C‘;kc i€i ( sz;k - Csz] )ej + Cz]Czkek
elde edilir. Bu nedenle ii¢ boyutlu Lie cebirleriyle iliskili ti¢ diigiimlii digrafin yalnizca

dort tiirli vardir. Elde edilen bu sonuglar sayesinde iligkili Lie cebirlerinin izomorf oldugu

Sekil 4.6. daki simflara ulasilir. 1) igin [e;, ;] = c;e; ve [e;, ex] = c?kej oldugundan

‘]<€i7 €5, ek) [67 €5 ek] [Cjkew 61} + [07 ej]

ij + J
:CZ] lej, ex] + Cjk[ew ei] +0
:ngcgkej C;k z]e]

elde edilir. 2) igin [e;, ¢;] = ¢j;e; ve [e;, ex] = cfyep, oldugundan

J(ei, e, er) :[cﬁjei, ex) + [c?kek, e;] + [0, e;]
:cﬁj lei, ex] + c?k[ek, el +0

=0
elde edilir. 3) icin [e;, e;] = cfjej, lej, ex] = c;kej ve [e;, ex] = ke + ciye; oldugundan

J(ei7 €js ek) [CJ i€ ek] [C;kejv ei] + [_cfkelw € — Cﬁkei, ej]
:ng[eﬁ ek] + Cjk[ejv 61] - Cl‘c [6k7 ej] - Cék[eiv ej]

:C?.c;kej A ej + CZijkeg ;L:kcz?jej

¥ jkig

:(kacjk zkcy )e;
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elde edilir. 4) icin [e;, e;] = ¢};e; + . €5, [ej, ex] = c;kej + e, e, ex] = ciei + e

oldugundan

J(ei,e;,er) :[cl:-ei, er + 07 €55 ex) + [c’ e;,e; + C; kek, e + [—clpes, e; — ke, e;]
cijless en] + cliles, en] + cylegs el + len, e — ciiles e5] = clilex, )]
:cijcikei + cijcikek + ijc;kej + C’] C]kek C;kcijei — c;kcfj -

ki ko k k
—CikCik€i — CjpCirCk — Cikcijei - C] ;€5 T Czkcékej + Czkcjkek

(C;kc +Cgkczk)€z+(0?k0;k zkzcj )€J+(Cz‘jcik+czjcjk)ek

elde edilir.
1) ve 2) durumlarinda, J(e;, e;, e;) = 0 esitligi her zaman saglandigindan dolay1 hatlarin
agirliklari keyfi olabilir. Bununla birlikte 3),4) durumlari igin ayn1 Jacobi 6zdesligi, bu

agirliklar i¢in

3)
Czkcjk Cﬁk i 0
4)
zgcgk + czkcjk =0
ikC;‘k — Ciy CZ' =0
CZ] ik + C C =0
kosullarini saglar. m
1) 2)
i J k 1 J k
- o <& * 4 &+ 9

1 k 1 k

Sekil 4.6. Lie cebirleriyle iligkili li¢ diigiimiin digraflar
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Teorem 4.3. G, 3-dongiisiiz bir Lie cebiri ile iligkili digraf olsun. O zaman G
(1) tek bir c¢ift hat veya

(i1) ¢ift hatt1 olmayan iyi yonlendirilmis bir digraftir.

Ayrica (i) veya (i1) yi saglayan herhangi bir digraf, bir Lie cebiri ile iligkilidir.

B (i,7)

P_(1,73)

Sekil 4.7. Cift hat

Ispat. G, bir Lie cebiriyle iliskili iic dongii icermeyen bir graf olsun. O halde V, F' cismi
iizerinde bazi {ey, e5 } olan iki boyutlu vektor uzayi olsun. p_(1,2), p,(1,2) Sekil 4.7. de
gosterilen agirliklar olmak tizere Lie ¢arpimi

[61, 62] = p*(lv 2)61 +P+(17 2)62

seklinde tanimlansin. Bu carpim V' ye (' ile iligkili bir Lie cebir yapisi saglar.

Son olarak G, 1,2, ..., n diigtimleri ile (ii) kosulunu saglayan bir graf olsun. V, F' cismi
lizerinde bazi {ey, ..., e,} olan n-boyutlu vektdr uzay1 olsun. O halde [e;, ;] asagidaki
gibi tanimlanir.

i, 7 dugtimleri GG de bitisik degilse
[62‘, 6]‘] =0

olur. Diger durumda

i iceri giren bir diigiim ise p(i, 7), G de j den i ye kadar olan hatlarin agirhigi olmak iizere

[“,]_{p(z‘,ﬁei, i<
1y =31 T

olur.

i digar1 ¢ikan bir diigiim ise p(i,7), G de i den j ye kadar olan hatlarin agirligi olmak

uzere

[BAG'}_{p(z‘,ﬁeJ‘, i<
1y =31 T

—p(i,j)ej, i > j
olur. Yukaridaki tanimlar ve lineer genislemeler V' de bir carpim saglar. Bu carpim

carpik simetriktir, ¢linkii herhangi iki bitigik dii§iim verildiginde, bunlardan biri iceri giren
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tepe noktasi, digeri ise disar1 ¢ikan tepe noktasidir. Bu durumda G iyi yonlendirilmis
oldugundan dolayi ii¢ dongii icermez. Bdylece i < j < k ile birlikte ii¢ temel e;, e;, ey,
vektorii verildiginde ilgili ¢, j, k dii§timleri asagidaki durumlardan birindedir.

(i) Birbirlerine bitisik degillerdir. O zaman J(e;, €, ex) = 0 olur.

(i1) Bunlardan ikisi bitisiktir, ancak tiglinciisii digerlerinin hicbirine bitisik degildir. O
halde J(e;, e, ;) = 0 olur.

(iii) Bunlardan biri, 6rnegin j, diger ikisine bitisik olsun. j iceri giren bir diigiim ise bu
tic diigiim Sekil 4.6 daki konfigiirasyon (1) 1 verir. O halde

les, e5] =p(i, j)e;
[6]', ex] =p(J, k?)ej

lei, ex] =0
icin
Heiv ej]a ek] :p(iv j)[ej’ ek] = p(i’ j)p(]a k)ej
[lej, ex, el =p(J, k)[ej, €] = —p(J, k)p(i, j)e;
Hek’v 6i]v 6j] =0

dir. Boylece J(e;, e;, ;) = 0 elde edilir.
j disar1 ¢ikan bir diigiim ise Sekil 4.6. daki konfigiirasyon (2) yi verir. Benzer sekilde
ispatlanir. Bu carpim V nin, G ile iligkili bir Lie cebir yapisi veren Lie ¢carpim oldugu

anlamina gelir. m

Teorem 4.4. G, iic dongii iceren bir digraf olsun. Asagidaki kosullar saglaniyor ise G,
bir Lie cebiri ile iligkilidir.

(1) G nin ¢ift hatlar ti¢ dongii iizerindedir ve ¢ift hatti olmayan ii¢ dongii yoktur.

(i1) Cift hatlarin ug¢larindaki bitisik diigiimler, karsilikli olarak bitisik degildir. Ayrica
Sekil 4.8 deki konfigiirasyonlardan birinde goriiniirler.

(iii) G den cift hatlar1 kaldirarak elde edilen alt graf Teorem in (i1) kosulunu saglar.

Ispat. (i) kosulu, Sekil 4.6 daki izin verilen konfigiirasyonlardan kaynaklanmaktadir. Ote
yandan ¢, j bir hattin u¢ noktalarin1 gostersin ve p baska bir tepe noktasi olsun. p, i veya
J ye bitisik ise, digerine de bitisik olmalidir, ¢iinkii J(e;, e;, e;) = 0 dir. Ayrica ¢, i ve j
nin bagka bir komsu diigiimiidiir. Ciinkii J(e;, €, €,) = J(ej, €p, €4) = 0, p ve g karsilikli
olarak bitisik olamaz. Sekil 4.6 daki izin verilen konfigiirasyonlar dikkate alindiginda,
kosul (ii) gegerlidir. Son olarak, G de ¢ift hatlar1 ¢cikarmanin Lie cebiri ile iligkili bir alt

grafi verdigini kontrol etmek kolaydir. Bu nedenle Teorem |4.3.| iin (i1) kosulunu saglar. m
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Sekil 4.8. Cift hat iceren konfigiirasyonlar
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5. SONUC VE ONERILER

5.1. Lie Cebirleri ile Iliskili Olan Kombinatoryal Yapilar Uzerinde Islemler

Bu boliim boyunca graflar iizerinde yapilan degisiklikler ele alinacaktir. Graftaki
diigtimleri birlestirmenin veya grafa bir hat ekleyip ¢ikarmanin veya hatlar1 daraltmanin
graf tizerindeki etkisi incelenecektir. Boliim boyunca (Caceres ve ark., [2013]; Ceballos,
Nunez, & Tenorio, |[2012; Hamelink, 1969) kaynaklarindan yararlanilmasgtir.

5.1.1. Diigiim Birlestirme

Iki kombinatoryal yapinin birlestirilmesi, her iki konfigiirasyonda bir tepe diigiimii
belirleyerek iki yapinin yapistirilmasindan olusur. Bu islem sonucunda olusan yeni yapi,
Lie cebiri ile olan iligkisini korur.

5.1.2. Lie Cebirleri ve Birlestirme Ile Tlgili Digraflar

Ik olarak asagidaki sonuglar elde edilerek, Lie cebirleri ile iliskili olan digraflar

incelenmeye baslanilacaktir.

Onerme 5.1. G, Lie cebirleri ile iliskili olmayan digraf olsun. O halde diigiim birlestirme

kullanilarak G den elde edilen her digraf Lie cebirleri ile iligkili degildir.

Ispat. (/, diigiim birlestirme uygulanarak G' den elde edilen bir digraf olsun. G ve G’
niin diigiimlerinin sayisi sirastyla n < m olmak iizere n ve m dir. G grafi ile iligkili,
{e1,€9,...,e,} baz1 igin L, G grafi ile iligkili bir Lie cebiri degildir. O halde 1 < i <
j < k < nolacak sekilde J(e;, e;, e) # 0 vardir. L C L' olacak sekilde L', G digrafi ile

iligkili vektor uzay1 olmak iizere bu Jacobi 6zdesligi yeterli degildir. m

Onerme 5.2. G ve G’ sirasiyla L ve L' Lie cebirleri ile iliskili iki digraf olsun. G’ niin
bir diigiimii izole edilerek GG ve G’ niin birlesimi ele alinsin. O halde L, G’ niin G’ — {v}
alt grafiyla iliskili Lie cebiri olmak iizere L & L toplam tarafindan verilen birlestirme ile

iligkili tek bir Lie cebiri vardir.

Ispat. G’ niin diigiimii olan v ayrik bir diigiim ise, o zamane, € LN L ve e, € Z(L')
olur. Bu nedenle L' niin sifir olmayan Lie ¢arpimlar1 G’ — {v} ile iliskili L’ niin L alt
cebirine karsilik gelen Lie ¢arpimlaridir. L ve L’ elemanlar1 arasindaki Lie ¢arpimlari

sifir oldugundan dolay1 her e¢; € L ve e, € L icin J(e,, €;, e;) = 0 saglanir. m

Onerme 5.3. G ve (, Lie cebirleriyle iliskili iki digraf olsun. Ayrik olmayan bir diigiim
ile birlestirme ele alinacaktir. Boylece asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) G, yonelimli 2-dongii ise bu birlestirme ile hicbir Lie cebiri iligkilendirilmez.

(ii) G, 3-dongii iceriyorsa o zaman birlestirmenin bir Lie cebiri ile iligkili olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sart G ve GG’ de birlestirme tepe diigiimii bir havuzdur. Ayrica ya G ve G’
aynt tipteki digraflardir ya da G’ bir P, digrafidir.

(iii) G ve G', 3-dongii veya 2-dongii icermiyorsa birlestirmenin bir Lie cebiri ile iligkili
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olabilmesi igin gerek ve yeter sart birlestirme tepe diigiimiiniin hem G de hem de G’ de

ayni tipte olmasidir.

Ispat. (i) G, yonelimli 2-dongii oldugu igin iki boyutlu bir Lie cebiri ile iliskilidir.
Birlestirme ayrik olmayan bir tepe diigiimii ile yapilirsa Sekil 4.5 teki b), c¢) veya d)
konfigiirasyonlar1 elde edilir.

(i1) Bu durum i¢in bir 6nceki durumdan farkli olarak yonlendirilmis 2-dongiiniin diigiimleri
ile birlesimi diisiiniilemez. Birlesimin G deki ikiz havuz tarafindan olusturuldugu kabul
edilir. Eger tepe diigiimii ayn1 zamanda G de bir havuz ise birlestirmenin bir Lie cebiri ile
iligkili oldugunu kanitlamak kolaydir.

(iii) G ve G’ digraflarinin tipolojisi Teorem e dayanmaktadir. Birlestirme her iki
digrafta da ayni tipte bir tepe diigiimii ile olustugu kabul edilir. O halde elde edilen digraf
P, tipinde olmalidir ve bundan dolay: Lie cebiri ile iligkilendirilir. Aksi takdirde her bir
digrafta farkli diigtim tipleri géz 6niinde bulundurulursa, Lemma deki yasaklanmis
a) konfigiirasyonu elde edilir. m

5.1.3. Lie Cebirleri ve Birlestirme Ile iliskili Tam Ucgenler

Onerme ye benzer bir yontem kullanarak Lie cebirleriyle iligkili tam ticgenlerin

birlesimi incelenecektir.

Lemma 5.4. Lie cebirleriyle iligkili olan G ve T, sirasiyla bir digraf ve bir iicgen yapi
olsun. O zaman L ve L sirastyla 7' ve G—{v} ile baglantili Lie cebirleri olmak iizere, G ve

T nin ayrik bir v tepe diigiimii tarafindan birlestirilmesi Lie cebir L @ L ile iliskilendirilir.

Onerme 5.5. Bir tam ii¢genin ve bir digrafin ayrik olmayan bir & diigiimii tarafindan
birlesiminin bir Lie cebiri ile iligkilendirilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart £ nin bir havuz
ve tam iicgende k nin kargt hattinin hayalet olmasidir.

Ispat. iki olasi durum Sekil 5.1. ve Sekil 5.2. de gosterilmektedir, ancak hatlar hayalet
veya dolu olabilir. i1k olarak Sekil 5.1. deki yapinin ¢, # 0 olmak iizere Lie ¢arpimlari

leis e5] = ij@k, leis ex] = Czkem lej, ex] = é‘k@z‘, e, el] = Cllzlek

olup asagidaki Jacobi 0zdegslikleri elde edilir.

J(ei, e5,er) =[lei, e5], el] + [[ej, el ei] + [[er, ei], €] = 0

[Cf]ﬁ €L, el] =0
:cfjc’,zlek =0
J(eia €k, el) :Heiy ek]a 6[] + [[ek’a el]a ei] + Hela e’i]a ek‘] - O

[ciej, @] + [chyer, €] = 0

— k J —
= — e =0
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J(ej, ex, e1) =[lej, exl, er] + [[ex el], e5] + [[er, e5],ex] =0
:[C;»keh 6[] + [C’]:lekn 6]] =0

ki

dir. Bu 6zdesliklerden cf, # 0 oldugundan ¢, = ¢}, = ¢}, = 0 elde edilir. Bu iiggenin
dolu olmas1 gercegiyle celisir. Bu durumda Sekil 5.2. deki 75 hattinin hayalet oldugu

gosterilecektir, bunun igin ¢}, # 0 olmak iizere sifir olmayan Lie ¢arpimlari
k j ‘ !
[e’ia e]] = Cijekv [ei> ek] = C‘gkejﬁ [eja ek] = C;'keh [ekv el] = C€l
olup Jacobi 6zdesligi

J(eisej,er) =[lei, e5], el] + [[ej, e, ei] + [[ex, ei], €]
:[cfjek,el]

okl
=c;icer =0

elde edilir. Boylece birlesmenin tepe diigiimiiniin kars1 hatti cfj e; = 0 oldugundan dolay1

hayalettir. m

Sekil 5.1. Havuz ile birlestirme

Sekil 5.2. Kaynak ile birlestirme

Onerme 5.6. Asagidaki kosullardan biri saglantyor ise iki tam iicgenin bir tepe diigiimii

tarafindan birlestirilmesi bir Lie cebiri ile iligkilendirilir.
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(1) Birlestirme tepe diigiimii yalnizca hayalet hatlarla olusur ve karsi hatlart doludur.
(i1) Birlestirme tepe diigiimii ile iligkili olmayan hatlar hayalettir.
Ispat. iki tam iicgen jk ve klm nin birlesimi icin sifir olmayan Lie ¢arpimlari

[eiv ej] = Ci‘fjek’v [ei’ ek] = CZkej’ [6j> ek] = ;kel

[€k7 6[} = Crknlleﬂ’w [eka em] == Cﬁcmela [ela em] == Cfmek

seklindedir. Boylece asagidaki Jacobi 6zdeslikleri

J(ei’ €js el) :Hei> ej]’ 61] + Hej7 el]’ ei] + Heb ei]’ ej] =0
:[cfjek,el] =0
:cfchlLem =0

J(ei, e em) =llei, e, em] + [[er; em], €] + [[em, €], e1] =0

k
[Cimen €] =0
_ kg . _
- Clmcz?keﬂ =0

J(ei> €5, em) :Hei> 6j]7 em] + Hej’ em}? ei] + [[67717 6i]> ej] =0

[cien, €m) =0

okl —
=C;iCkmer =0

(e e, em] + [ler, em], €] + [[em, €5], er] = 0

J(€j7 €1, em)

[cfmek’ 6]-] =0

k
ilm

- _ boo
=— i =0

elde edilir. O halde

{Cf} = cfm =0, (Czjlw C;k) # (07 O)’ (CZ;’ Cﬁem) # (07 0)}

\%&

{Cim = Cp = CZk = C;"k = O7Cé€m # 0705‘3‘ # 0}

olur. Sekil 5.3. te tiim olas1 birlestirmeler gosterilmigtir. ®

5.1.4. Lie Cebirleriyle Iliskili Olarak Hat Ekleme, Silme ve Daraltma

Bu alt boliimde bir digraf iizerinde hat eklenmesi incelenecektir. Oncelikle bir
G digrafi ve G nin bitisik olmayan ¢ ve j diigimii ele alinsin. Daha sonra, G ye her
iki diigtimii birlestiren yeni bir hat eklensin. Bu ek hat eklendikten sonra, G' den yeni
bir digraf elde edilir ve dogal olarak bu yeni digrafin bir Lie cebiri ile iligkilendirilip

iligkilendirilemeyecegini arastirirken agsagidaki sonuglara ulagilir.
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Sekil 5.3. iki iicgenin birlesimi

Onerme 5.7. Eger G, Teorem teki konfiglirasyondan olugan bir digraf ise o zaman
G den hat ekleme ile elde edilen her digraf Lie cebirleriyle iligkili degildir.

Ispat. Yonlendirilmis 2-dongiide hat eklemenin miimkiin olmadig1 unutulmamalidir. P,
digrafi varsa ve yeni bir hat eklenirse, Lemmal4.2] deki yasaklanan b) ve ¢) konfigiirasyon-

lar1 elde edilir. m

Onerme 5.8. G, Teorem 4.4 teki r tane ikiz diigiimlii ilk konfigiirasyona karsilik gelen
bir digraf olsun. O zaman bir Lie cebiri ile iligkili digraf elde etmek icin » + 1 tane hat
eklenmelidir. Ayrica, elde edilen digraf Teorem 4.4 teki ikinci konfigiirasyona karsilik
gelir.

Ispat. iki ikiz diigiim arasina yeni bir hat eklenirse, Lemma deki yasaklanmis a) veya
1) konfigiirasyonlar elde edilir. Benzer sekilde, 2 < £ < r + 1 olmak iizere k tane hat
eklenirse, Lemma.2] deki yasaklanmus b), f), g) veya i) konfigiirasyonlar: goriiliir. r + 1

tane hattin eklenmesi durumunda Sekil 5.4. te belirtilen yontem dikkate alinir. m

Sekil 5.4. Hatlarin eklenmesi

Onerme 5.9. G, Teorem teki ikiz diigtimlii ikinci konfigiirasyona karsilik gelen bir
digraf olsun. O halde bir Lie cebiri ile iligkili digraf elde etmek i¢in en az s(s + 2) tane

hat eklenmelidir.
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Ispat. G ye f) ve i) yasakli konfigiirasyonlar1 goriilecegi icin tek bir hat eklenemez. Bu
nedenle ikiz tepe diigiimii ile yonlendirilmis 2-dongiiye ait ikinci bir tepe arasina hatlar
eklenmelidir. Ayricab) ve i) konfigiirasyonlarindan kaginmak i¢in her ikiz tepe diigtimiinii
yonlendirilmis 2-dongiiden her tepe dii§iimiine baglayan yeni bir hat eklenmesi gerekir.
]

Asagidaki 6nerme belirli bir digraf tiirii i¢cin hat silme ad1 verilen islemle ilgilidir.

Onerme 5.10. G, Teorem teki ikiz diigtimlii ikinci konfigiirasyona karsilik gelen bir
digraf olsun. Daha sonra s + 2 tane hattin silinmesiyle Teorem [.4 teki konfigiirasyona
kargilik gelen bir digraf elde edilebilir.

Ispat. Yalnizca Sekil 5.5. teki belirtilen yontem dikkate alinmalidir. m

oo % oo 0%

Sekil 5.5. Hat silme

Son olarak bu alt boliimii, £, digrafinin Lie cebirleriyle iligkili alt graflar iiretmesi

icin hat daralmasi hakkinda bir 6nermeyle sonuglandirtyoruz.

Onerme 5.11. P,, digrafimin bir alt grafinin Lie cebiri ile iliskilendirilebilmesi icin ug
diigiimlere denk gelen hatlarin ardisik olarak daralmasi gerekir.

Ispat. Bir tane bitisik diigiimii olan hat ile daralma uygulanirsa P,_; digraflari elde edilir.
Farkl1 bir hat ile yapilmas: durumunda Lemma.2] de yasaklanan a) konfigiirasyonu elde

edilir. m
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