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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZiINi

Simgeler Aciklama

X(A) : A matrisinin karakteristigi
da(E) : E kiimesinin A - yogunlugu
op,(E) : E kiimesinin P, - yogunlugu
0(G) : G kiimesinin siniri

AlK] : K kiimesine iligkin satir alt matris

5%) (F)  : E kiimesinin ¢ift A - yogunlugu



1. GIRIS

Toplanabilme teorisi matematikte 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu teorinin temel amaci
raksak bir diziye bir limit karsilik getirmektir. Bu amagla ¢cok sayida ¢alisma yapilmistir.
Bu baglamda Osikiewicz [13] tarafindan 2005 yilinda splice dizi kavrami ortaya atilmagtir.
Aslinda splice dizi kavrami, sinirlt 1raksak bir diziyi toplayabilecek regiiler bir matris olup
olmadigina iligkin yeni bir bakis agis1 ortaya koymaktadir. Splice dizi kavrami, dizilerin
elemanlarini belirli bir kurala gore kesip pargalara ayirarak yeni bir dizi olusturma islemidir.
Bu islem dogal sayilarin parcalanislart yardimiyla olusturulmaktadir. 2014 yilinda Unver
ve arkadaslar1[21]] tarafindan topolojik uzaylarda splice dizilerin A—dagilimsal yakinsaklig1
caligilmistir. 2016 yilinda Yurdakadim ve Unver [24] tarafindan splice dizi kavramimnin bir
genislemesi verilmis olup toplanabilme matrisleri yardimiyla elde edilen doniisiim dizisinin
cekirdegine iligkin ve Lebesgue integrali yardimiyla splice dizilere iligkin baz1 sonuglar
verilmigtir. Diger taraftan 2015 yilinda Bartoszewicz ve arkadaglari[4] noktanin yogunlugu
kavramimi tanimlayip splice dizilerin matris toplanabilmesini incelemistir. Bu baglamda
2017, 2019 ve 2020 yillarinda Das ve arkadaglari[Sl], Bose ve arkadaslari[2], [3]] tarafindan
cesitli sonuglar elde edilmistir. Ayrica yakin zamanda splice diziler Yardimer ve Giilfirat [23]
tarafindan caligilmagtir.

Bu tezde topolojik uzaylarda kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik tanimla-
narak elde edilen metot ile splice dizilerin toplanabilmesine iligkin sonuclar incelenmis,
matrisin regiiler olmasini gerektirmeyen daha genel bir matris sinifi i¢in splice diziler hakkinda
bazi sonuglar verilmistir. Ayrica splice dizilerin tanimi1 ve bu yeni kavramin toplanabilirligi
dort boyutlu matrisler kullanilarak verilmis, toplanabilme teorisinde splice ¢ift dizilerin gecer-
liligini gbsteren baz1 6rnekler verilmis ve ¢ift indisli diziler i¢in noktanin yogunlugu tanimla-

narak bu yeni kavramin bazi 6zellikleri dort boyutlu matrisler kullanilarak verilmistir.






2. ONCEKI CALISMALAR

Splice diziler kavramu ilk olarak Osikiewicz [13] tarafindan sinirhi 1raksak bir diziyi
toplayabilecek regiiler bir matris olup olmadigina iligkin yeni bir bakis acis1 verebilmek
amaciyla ortaya atilmis ve matris toplanabilme 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra Unver
ve arkadaglar [21] tarafindan topolojik uzaylarda splice dizi kavrami tanitilip incelenmistir.
Bununla birlikte Yurdakadim ve Unver [24], sinirli olmayan dizileri kullanarak A/*-splice
ve oo*-splice kavramini ortaya atip daha genel sonuclar elde etmigtir. Diger taraftan Das
ve Glab [4]], noktanin yogunlugu kavramini tanimlayarak splice dizi kavramini daha da
genigletmistir. Ardindan noktanin yogunluguna iligkin cesitli ¢caligmalar yapilmustir [2], [3l],
(5]

Bu boliimde, tezimiz ile ilgili literatiirde bilinen cesitli tanim ve kavramlar1 hatirlatacagiz.

2.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda tez boyunca kullanacagimiz bazi temel tanim ve kavramlar verecegiz.

Tamim 2.1. Ny, negatif olmayan tiim tam sayilarin kiimesi ve £ C Nj olsun. |.|, kiimenin

eleman sayisin1 gostermek lizere

§(E):= lim

 <n:j€k
lm ——{j<nije R}

limiti mevcut ise bu limite £ kiimesinin dogal yogunlugu adi verilir. Her € > 0 i¢in

lim

G <n:le;— L2 e} =0
saglanirsa yani her € > 0 icin
E.={jeNy:|z;—L|>¢€}
olmak iizere
d({j<n:jeE})=0
ise © = (z;) dizisi L degerine istatistiksel yakinsaktur denir [6} 8] [19].

Teorem 2.2. A matrisi toplanabilme matrisi olmak tizere A = (a,;) matrisinin regiiler

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
i) sup Yy |an;| < oo

noJ
i) im ) a,; =1

"o

iti) Her j € Ny i¢in a; :=lima,; =0



olmasidir [1]].

A matrisi negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun. Bu durumda K C Ny kiimesinin

A—yogunlugu limit mevcut oldugunda 04(K) := lim ) a,; ile verilir. Bir z = (z;) dizisi
" ojeK

icin her € > 0 i¢in 04 (E,) = 0 ise A — istatistiksel yakinsaktir denir [[7], [8]].

A = (a,,;) matrisi toplanabilme matrisi olsun. Seriler yakinsak ve limit mevcut oldugunda
X(A) = hTILIlZ Qpj — Z a;
J J

olsun. Eger A matrisi konservatif (yakinsak bir diziyi yine yakinsak bir diziye doniistiiriiyor)
ise x(A) mevcuttur [[1]. A matrisi bir toplanabilme matrisi ve X' = {v; } kiimesi Ny kiimesinin
bir sonsuz alt kiimesi olsun. Bu durumda her n,k € Ny i¢in b,, = a,,, olmak iizere

Al = (b,,;,) matrisine A matrisinin bir siitun alt matrisi ad1 verilir.

Tanmm 2.3. (p,,), po > 0 olacak bicimde negatif olmayan bir reel dizi ve ayrica

pt) = pit/
=0

kuvvet serisi 0 < R < oo olacak bicimde R yakinsaklik yaricapina sahip olsun.

Cp = {f :(—R,R) = R| 0<1tiinR_ ]%f(t) mevcut}

ve
Cp, = {x = (zx) | Pu(t) := ijtjmj > R yakinsaklik yaricapina sahip ve P, € Cp}
=0

kiimelerini géz Oniine alalim.

ile tanimlanan P, — lim : C},, — R fonksiyoneli bir kuvvet serisi metodudur ve z dizisine

P, -yakinsaktir denir [1]].
Tamim 2.4. Bir P, kuvvet serisi metodunun regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart her j € Ny
i¢in

]
lim 25—
o<t—R- p(t)



olmasidir [1]].

Tamm 2.5. P, bir regiiler kuvvet serisi metodu ve £/ C Ny olsun.

1 .
op (B) = i —_— 17
r(B) O<tiR- p(t) ;pj

limiti mevcut ise dp, (E), E kiimesinin P, — yogunlugu olarak adlandirilir [22]].

Tanim 2.6. © = (z;) reel bir dizi ve P, regiiler bir kuvvet serisi metodu olsun. Her ¢ > 0

i¢in
lim  —— > it =0
0<t—R- p(t)jeE !

oluyorsa = dizisi L degerine P,— istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum stp, —
limz = L ile gosterilir. Yani her € > 0 i¢in dp, (£.) = 0 demektir. [22].

Tanmm 2.7. (X, 7) bir Hausdorff topolojik uzay ve o (7), (X, 7) Hausdorff topolojik uzayinin
alt kiimelerinin bir sigma cebiri ve F' : o(7) — [0, 1] bir kiime fonksiyonu olmak iizere

F(X) = 1ve o(7) igindeki ayrik Go, Gy, ... kiimeleri i¢in

r(Ue) - 3oric
=0 =0
gerceklensin. Bu fonksiyona o (7) iizerinde bir dag:lvm adr verilir [20].

Tamm 2.8. F, o(7) iizerinde bir dagilim ve A = (a,;) satir toplamlar1 1 olacak bi¢imde
negatif olmayan bir toplanabilme matrisi olsun. = (z;), X i¢inde bir dizi olsun. F'(0G) =

0 kosulunu saglayan her G € o(7) igin
fam, D anj = FI(G)
Tj eG

limiti mevcut ise x dizisi, F' dagilimia A — dagilimsal yakinsaktir denir, burada 0G, G
kiimesinin siirini temsil etmektedir [20]].

Tamim 2.9. ), sabit bir pozitif tam say1 olsun. Ny kiimesinin bir M —pargalanisu her ¢ # j

M
icin K; NK; = @ ve UKi = Ny olacak bi¢imde ¢ = 0,1, ..., M igin sonsuz K; = {v;(j)}

i=0
kiimelerinden olusur.



Ny kiimesi iizerinde bir co—pargalanisi her 7 # j i¢in K; N K; = & ve UKi =Ny
i=0
olacak bi¢cimde i € Nj i¢in sayilabilir sonsuz K; = {v;(j)} kiimelerinden olusur [20].

Tanmm 2.10. {K;:i=0,1,..., M}, Ny kiimesinin sabit bir M —parcalanisi olsun. i =
0,1,.., M icin2® = (1), lim 2" = ; olacak bigimde X icinde bir dizi olsun. k € K,
Jj—o0
()

ise bu durumda baz1 j igin k = v;(j) olur. ry = x,,(;) = x; " olacak bigcimde x = () dizisi

tanimlansin. Bu durumda z dizisi, «q, ..., s limit noktalarma sahip {K; : i = 0,1, ..., M }

tizerinde bir M — splice olarak adlandirilir [20]].

Tamm 2.11. {K; : i € Ny}, Ny kiimesinin sabit bir co—pargalanist ve i € Ny icin 2() =

(x(-i)), lim :):g-i) = q; olacak bi¢imde X i¢inde bir dizi olsun. Eger k € K ise bu durumda
Jj—00

()

j

durumda z dizisi, oy, ..., ayy, ... limit noktalarina sahip { K; : i € Ny} tizerinde bir co—splice

olarak adlandirilir [20].

J

baz1 j igin k = v;(j) olur. x;, = x,,(j) = «;  olacak bi¢imde x = (x},) dizisi tamimlansin. Bu

Onerme 2.12. (X, ||.||) bir Banach uzay, A = (a,,;) satir toplamlari 1 olacak bigimde negatif

olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. {K; = {v;(j)} : i € Ng}, Ny kiimesinin

bir co—pargalanigt olsun. Eger her i € Nj i¢in d4(K;) mevcut ve Z‘SA(Ki) = 1 ise

i=0
{K, : 1 € Ny} tizerindeki her sinirli co — splice dizisi igin
nlg& ijanj = /tdF (2.1)
j=1 X

gerceklenir. Burada F', G € o(7) igin

F(G) = 3 6a(Ky)

o, €G

biciminde tanimlanan bir dagilimdir ve (2.1) denklemindeki integral Bochner integralidir
[21].

Biitiinliigli koruyabilmek i¢in Bochner integralinin tanimin1 vermek uygun olacaktir.

(H,> , p), c—sonlu bir 6l¢ii uzay: ve (Y, ||.||) bir Banach uzayi olsun. s : H — Y

fonksiyonunu g6z oniine alalim. Her i = 1,2, ..., ni¢in a; € Y ve |J E; = H olmak iizere
i=1

(1) = i (@



biciminde ifade edilebiliyorsa s fonksiyonuna > —basit fonksiyon adi verilir. Eger her i =
1,2,...,nigin u(E;) < oo oluyorsa s, Y . —basit fonksiyonuna, ;1—basit fonksiyon ad verilir.

s bir ;—basit fonksiyon olmak iizere bu fonksiyonun Bochner integrali
(B) [ sdn =3 u(Byai € ¥
W i=1

vektoriidiir.
Simdi de genel bir fonksiyonun Bochner integralini tanimlayalim.
o(7) := o(]|.||) sinifi, norm topolojisinin iirettigi Borel o —cebir olsun. s : H — Y/,

> — o(7) dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger
Tim (B) / If = sulldp =0
H

olacak bi¢cimde ;1 —basit fonksiyonlarinin bir (s,,) dizisi varsa f fonksiyonuna Bochner

integrallenebilirdir denir ve

(B) | fdpu = lim (B)/sndu

n—00
H H

vektoriine f fonksiyonunun Bochner integrali denir [[11].

Simdi de dort boyutlu matrislere iligkin temel kavramlar: verelim.

Tamm 2.13. Her ¢ > 0 igin her j, k > N oldugunda |z;;, — L| < € olacak bigimde N € N
mevcut ise bir [x] = (z;x) ¢ift dizisi L degerine Pringsheim yakinsaktir denir ve P —lim z =
L ile gosterilir [[16].

Tammm 2.14. Her j, k € Nicin |z;,| < H olacak bi¢imde bir pozitif H sayis1 mevcut ise

(k) ¢ift dizisi Pringsheim anlaminda sinirhidir. [z] dizisinin normu [|zf| o) = su’? |z |
D>

seklindedir [18]].

k, 7=1

Ornek 2.15. z;;, =
0, diger durumlarda

biciminde tamimlanan x = (z;;) ¢ift dizisi Pringsheim yakinsak olup Pringsheim sinirh
degildir.

Tamm 2.16. A = (a’}"), dort boyutlu bir toplanabilme matrisi ve [z] = (z;) bir ¢ift dizi

olsun.



Her m,n € Ny i¢in

(Az), = = Z agy" Tk
j.k
bi¢iminde tanmimlanan [Az] := {(Ax),,, } dizisi bir L degerine Pringsheim yakinsak ise [z]
dizisi L degerine A—toplanabilirdir denir [15].
Dort boyutlu bir A matrisi, her sinirli Pringsheim yakinsak diziyi limitini koruyarak
bir Pringsheim yakinsak diziye doniistiirliyorsa RH-regiilerdir denir [18].
E, Ny x Nj kiimesinin bir alt kiimesi ve A, bir RH -regiiler matris olsun.

limiti mevcut ise F kiimesi A—yogunluga sahiptir ve (522) (E) ile gosterilir.

Diger taraftan dort boyutlu Cesaro matrisi (C, 1,1) = (¢

nm nm ’

L J<nvek<m

0 , diger durumlarda

biciminde tanimlanir [21]].



3. MATERYAL VE METOT

Osikiewicz [13] tarafindan verilen sonuglar regiiler olmayan matris toplanabilme
metodu kullanilarak genisletilmistir. Unver ve arkadaslar1[21] tarafindan verilen sonuglar
kuvvet serisi toplanabilme metodu kullanilarak topolojik uzaylarda genigletilmistir. Bununla
birlikte ¢ift splice dizi kavrami tanimlanarak Osikiewicz tarafindan verilen sonuclar dort
boyutlu matrisler icin elde edilmistir. Ayrica dort boyutlu matrisler i¢in noktanin yogunlugu

tanimlanip [4] makalesinde verilen bazi sonuglar dort boyutlu matrisler i¢in de incelenmistir.
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4. BULGULAR TARTISMA

Bu boliimde literatiirde daha 6nce elde edilmemis orijinal sonug¢larimizi verecegiz.

4.1. Topolojik Uzaylarda Splice Dizilerin Pp-istatistiksel Yakinsakhgi

Bu kisimda topolojik uzaylarda tanimli splice dizilerin kuvvet serisi anlaminda istatistiksel

yakinsaklig1 incelenecektir.

Tamm 4.1. F, o(7) lizerinde bir dagilim ve x = (x;), X i¢inde bir dizi olsun. F(0G) = 0
kosulunu saglayan her G € o(7) i¢in

lim L ijtj = F(G)
(t) z;€G

0<t—R~ D

limiti mevcut ise x dizisi /' dagilimina P, — dagiimsal yakinsaktyr denir, burada 0G, G

kiimesinin siirii temsil etmektedir [20]].

Teorem 4.2. X, bir Hausdorff topolojik uzay ve {K; : i = 0,1, ..., M — 1}, Ny kiimesinin
bir M —parcalanis1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

a)Her i =0,1,..., M — 1ig¢in ép, (K;) mevcuttur.
M—1

b) E s; = 1 olacak bicimde sg, s1, ..., Spy_1 meveuttur ve oy, v, ..., apr—1 limit noktalarina

=0
sahip {K; :i=0,1,..., M — 1} parcalanmasi tizerinde her M — splice dizi F : o(1) —
0, 1] dagihmina P, — dagulvmsal yakinsaktur. Burada her G € o(7) i¢in

0<i<M-1
o, €G

bicimindedir.
M—1
c) ZSZ’ = 1 olacak bigimde s 51, ..., sp_1 € [0, 1] meveuttur ve 9 = (ay, ay, ...) sabit

=0
bir dizi olacak bicimde {K; :i =0,1,..., M — 1} iizerinde z(©, (V... (=1 dizilerinin

M — splice dizisi F' : o(1) — [0, 1] dagihmma P, — dagulimsal yakinsaktir. Burada her
G € o(7) igin

bicimindedir.
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Ispat. @ = b : Heri = 0,1,...,M — 1 igin dp, (K;) meveut s; = 0p,(K;) olsun.
{K;:i=0,1,.... M — 1}, Ny kiimesinin bir M —par¢alanmasi oldugundan

M-1 M-1
1= Z(SPP(KZ-) = ZSZ'
=0

=0

olur. F': o(7) — [0,1], her G € o(7) igin

0<i<M—1
a;€G
biciminde tanimlanan bir kiime fonksiyonu olsun. F, o(7) iizerinde bir dagilimdir. X
Hausdorff topolojik uzayimda her M — splice dizinin I’ dagilimina P,—dagilimsal yakinsak
oldugunu gostermek yeterlidir. Oncelikle burada kullanacaginmiz asagidaki kiimeleri verelim.
D,hern € Nyicin 0 < z, < Rve lim 2, = R olacak bicimde tiim reel degerli dizilerin

n—0o0
kiimesi olmak tizere

B = {B(Z) = (bur) : by, =

= ijtj
j=0

seklinde tanimlanir. Her ¢ = 0,1, ..., M — 1 i¢in dp, (K;) yogunlugunun varlidi, her B(z) €
Bveheri=0,1,...,M — 1igin 6 () (/;) yogunlugunun varligini ve dp, (K;) yogunluguna
esit olmasini gerektirir. [21] ¢alismasindaki Teorem 1 geregince heri = 0,1, ..., M — 1 i¢in
s; = 0p,(K;) = 0p(»)([;) oldugundan her B(z) € B i¢in ilgili « splice dizisi, F’ dagilimina
B(z)-dagilimsal yakinsaktir. Burada her B(z) € B i¢in X, F' dagilimma B(z)-dagilimsal
yakinsak ise F'(0G) = 0 olacak bicimdeki her G € o(7) ve her z € D i¢in

lim —— Y p2 =

esitligi saglanir. Bu ise
ZW -
0<t—>R p

olmasim gerektirir. Boylece x, F' dagilimina F)-dagilimsal yakinsaktir.
b= c:Heri=0,1,...,.M — 1icin 29 = (cvi, au, ...) yakinsak oldugundan ispat
kolaylikla elde edilir.
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M-1
c=a: Zsi = 1 olacak bicimde s¢ s1, ..., spr—1 € [0, 1] meveut olsun. @ = (ay,
=0
i, ...) sabit bir dizi olmak iizere z dizisi, {K; : i = 0,1, ..., M — 1} iizerinde z(®, 2™ ... 2~

dizilerinin M — splice dizisi F : o(7) — [0, 1] dagihmina P, — dagiulimsal yakinsaktur. Bu
durumda her B(z) € B igin x, F' dagilimina B(z)-dagilimsal yakinsaktir. [21]] calismasindaki
Teorem 1 geregince her ¢ = 0,1,..., M — 1 igin ve her B(z) € B i¢in ép(.)(/K;) mevcut ve

s; degerine esittir. Bu ise

olmasim gerektirir. Boylece her: = 0,1,..., M — 1 i¢in

1 .
Spp(Ki) = Tim —— S pit = s,
e (K3) 0<toR- p(t)xgap] °

esitligi saglanir ve ispat tamamlanir. m
Siradaki teorem bir sonsuz parcalamgin F,—yogunlugunun sigma toplanabilmesini

ifade eder.

Teorem 4.3. X, bir Hausdorff topolojik uzay ve { K; = {v;(j)} : i € Ny}, Ny kiimesinin bir
oo—pargalanigi olsun. Bu durumda her i € Nj i¢in dp,(K;) mevcut ve Z(SPP(Ki) =1
i=0

olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul Zsi = 1 olacak bi¢imde her i € Ny igin s; € [0, 1]
=0
mevcuttur ve {K; : i € Ny} iizerindeki ag, o, ... limit noktalarina sahip her oo — splice

dizisi I : (1) — [0, 1] dagilimina P, — dagilimsal yakinsaktir. Burada her G € o(7) igin

bi¢imindedir.
Ispat. Her i € N icin §p, (/) mevcut olsun. Bu durumda her i € Ny ve her B(z) € B igin
dp()(K;) mevcuttur ve dp, ([;) degerine esittir. Boylece her i € Ny ve her B(z) € B igin

> Ope (K =1
=0

saglanir. [21] calismasindaki Teorem 2 geregince her B(z) € Bigin { K; : i € Ny} iizerindeki

Qp, o, ... limit noktalarma sahip her oo — splice dizisi F' : o(7) — [0,1] dagilimina
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B(z) — dagilvmsal yakinsaktir. Burada her G € o(7) igin

= D_dne(K) = ) _ oy (K,

a; €G a, €G

bi¢imindedir. Yani F'(0G) = 0 olacak bi¢imdeki her G € o(7) ve her z € D igin

saglanir. F'(0G) = 0 olacak bi¢imdeki her G € o(7) i¢in
I t] —
0<in R p(t ij

gergeklenir. Bu ise x dizisinin F' dagilimina P, — dagilimsal yakinsak olmasi anlamina
gelir.
Tersine i € Ny igin ZS" = 1 olacak bicimde s; € [0, 1] mevcut ve {K; : i € Ny}

=0
tizerindeki «v, o, ... limit noktalarina sahip her oo — splice dizinin F' dagilmma P, —

dagilimsal yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda F(0G) = 0 olacak bigimdeki
her G € o(7) igin

ZM -
0<t—>R p

gerceklenir. Dolayisiyla F'(OG) = 0 olacak bigcimdeki her G € o(7) ve her z € D i¢in

lim — > piz = F(G) (4.1)

elde edilir. [21] ¢calismasindaki Teorem 2 geregince ve (4.1)) esitliginden her B(z) € B ve

her i € Ny i¢in 0p(.)(K;) mevcut ve ZSZ = 1 olacak bi¢cimde s; degerine esitttir. Boylece

1=0
her z € D ve her 7 € Ny icin

lim —— E Pz = s
n—oo p Z’Vl
JEK;

gerceklenir. Bu ise her ¢ € N i¢in

op, (K;) = lim ij =5

0<t—R~ p
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olmasin1 gerektirir. Bu nedenle her i € Ny i¢in dp, (K;) mevcuttur. m

Teorem 4.4. (X, ||.||) bir Banach uzay ve { K; = {v;(j)} : i € Ny}, Ng kiimesinin bir co—par-
calanisi olsun. Eger her i € N igin dp, (K;) mevcut ve Z(S pp(K;) = 1ise bu durumda her

i=0
sinirlt z = (z;) co—splice dizisi i¢in {K; : i € Ny} lizerinde

li = [ tdF 4.2
0<t1£>an ;pj / 4.2)

X

gerceklenir. Burada F', her G € o(7) i¢in

F(G) =) 0p,(Ky)

a; €G
seklinde tanimlanan bir dagilimdir ve (4.2) esitligindeki integral Bochner integralidir.

Ispat. Her i € N igin 6p, (K;) mevcut ve ZépP(Ki) = 1 olsun. Bu durumda her B(z) €
i=0

B ve her i € Ny igin dp(.)(K;) mevcuttur ve Z(SB(Z)(Ki) = 1 olacak bigimde 0p, (K;)

=0
degerine esitttir. Bu durumda Onerme geregince {K; : ¢ € Ny} tizerindeki her sinirh
oo—splice dizisi ve her B(z) € B igin

1 —
lim ——% pyed = / 1dF 4.3)
=0

n—oo p(Zn) 7

elde ederiz. Burada F,

F(G) =) bpe(K) = 0pa(K)) (4.4)
o, €G a; €EG
bi¢iminde tanimlanan bir dagilimdir. (4.3)) ve (4.4)) kullanilarak

1 &
lim —— piti = [tdF
o<t R p(t) ;pf /

X
elde edilir ve ispat tamamlanir. m

4.2. Negatif Olmayan Matrislerin Splice Dizilere Etkileri

Bu kisimda regiiler ve negatif olmayan genel matris siniflar1 yardimiyla splice dizilerin
matris toplanabilme o6zellikleri incelenecektir. Burada matrisin regiiler olma zorunlulugu

yoktur. Yogunluk kavrami regiiler olmayan matrisler icin de benzer sekilde verilebilir.
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Bu boliimde N dogal sayilar kiimesini gozoniine alacagiz. Temel sonuglarimizda
kullanacagimz siradaki lemmay1 verelim. Lemma’da A%] sembolii satir alt matrisi temsil
etmektedir [[10].

Lemma 4.5. A = (a,;) matrisi negatif olmayan bir toplanabilme matrisi olsun. K := {v;}
kiimesi N dogal sayilar kiimesinin bir sonsuz alt kiimesi ve x = (zy) dizisi sinirh bir dizi

olsun. Eger 0 4(K') yogunlugu mevcut ise bu durumda

lim inf(A¥1z),, > 64(K) liminf z, 4.5)
ve
lim sup(A¥z),, < 6,4(K)limsup z,, (4.6)

esitsizlikleri gerceklenir.

ispat. Her n, k i¢in a,; > 0 oldugundan her n, k£ € N i¢in b,;, = a,,,, olmak lizere b;, :=

lim b,,;; > 0 olmasin1 gerektirir. Bu nedenle Teorem 4.6.| geregince

lim inf(A[K}x)n > Z by + X(A[K}) liminf z,,

n
k=1

= (A" lim inf z,,

= (im ) " bu — »_ by) liminf z,,
k k

= (lim Z Ay, ) lim inf z,,
k

= (lim Z api) liminf x,,

keK
= 04(K)liminf z,,

elde ederiz. (4.5) esitsizliginde x yerine —x alinirsa (4.6) esitsizliginin ispati da benzer
sekilde yapilabilir. m

Simdi Rhoades tarafindan verilen asagidaki teoremi hatirlatalim.
Teorem 4.6. A = (a,;) matrisi x(A) ifadesinin tanimli oldugu bir toplanabilme matrisi
olsun. Eger her £ > ¢ i¢in a,,;, > 0 olacak bi¢imde bir ¢ tamsayisi mevcut ise » | a,xy serisi

k=1
yakinsak oldugunda

hm inf(Az), Z apry + X(A) liminf x,,
P n
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veE

limsup(Azx), < Z axry + x(A) lim sup z,,

esitsizlikleri gerceklenir [[17].

Bu kisim boyunca negatif olmayan A = (a,,) matrisinin asagidaki kosullari sagladigin
g0z Oniine alacagiz:
i) Her n, k igin a,, ;, > 0;
i1) Her k i¢in lim a,,; = 0;
n—o0
i13) im ) ap < 00.
"ok=1

Son kosul

o0
sup ap =T
"ok=1

anlamina gelmektedir. Bu durumda D := {K € R : §4(K) > 0} olacak bi¢cimde

Z oa(K)<T

KeD
esitsizligini elde ederiz.

4.2.1. Sonlu Splice Durumu

Bu kisimda negatif olmayan matris siniflar1 i¢in sonlu splice dizilerin matris topla-

nabilme Ozellikleri incelenecektir.

Tanmm 4.7. {K;:i=1,2,..., M} kiimesi, N dogal sayilar kiimesinin sabit bir A/ —parcala-
mgi ve i = 1,2,..., M icin (9 = (a:y)) dizisi sinirh bir dizi olsun. Eger k € K ise bu
durumda baz1 j icin k = v;(j) gerceklenir. x = (x) dizisi x, = 2., = xy) olarak
tanimlansin. Bu durumda z dizisi {K; : ¢ = 1,2, ..., M } kiimesi iizerinde bir M* — splice
dizisidir [24].

[13] calismasinda splice dizilerin (M — splice) yakinsak dizilerden elde edildigine ve her
M — splice dizisinin M* — splice dizisi olduguna dikkat edelim. Ayrica her M* — splice
dizi sinirhidir.

o
Siradaki teorem z dizisinin A doniisiim dizisi olan Az := {(Z amkxk) } dizisinin
k=1 n

cekirdegine nasil yaklagsacagimizi gostermektedir.
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Teorem 4.8. A matrisi negatif olmayan bir toplanabilme matrisi ve {K; = {v;(j)} : i =

1,2,..., M} kiimesi N kiimesinin bir M —par¢alanmasi olsun. Her i« = 1,2,..., M igin

da(K;) yogunlugu mevcut ise { K; } tizerindeki her M* — splice z dizisi i¢in o; = lim inf mgi)
j

ve 3; = lim sup x ) olacak bicimde
J

hm inf(Az),

4.7)

\\M:

veE

M
lim sup (Az), Z (4.8)

esitsizlikleri gerceklenir.
Ispat. Her i = 1,2, ..., M icin 04(K;) mevcut ve x dizisi {K;} kiimesi iizerinde bir M*
splice dizi olsun. Bu durumda her n € N icin [[13] ¢alismasinda oldugu gibi

M
=D (Alfl0), (4.9)
elde edilir. Boylece (4.9) ve Lemma4.5] geregince
M
lim inf(Az),, = liminf Z(A[Ki]x(i))n

i=1

M
> Z lim inf(A%ilz®),
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gerceklenir. Dolayisiyla (4.7) esitsizliginin ispati tamamlanir. esitsizliginde = yerine
—x alinirsa denkleminin ispat1 da benzer sekilde yapilabilir.

Heri = 1,2,..., M icin 2 yakinsak ise bu durumda her i = 1,2, ..., M i¢in v; := o, = f3;
esitligi gergeklenir. Dolayisiyla Teorem 4.8., (Ax) doniigiim dizisinin ¢ekirdeginin

M M
S>0a(Ky)ay, > da(K;) B,} araligin1 asamayacagim gosterir ve [13], 24] calismalarindaki
i=1 i=1

benzer teoremleri genellegtirir. ®

4.2.2. Sonsuz Splice Durumu

Bu kisimda negatif olmayan matris siniflar1 i¢in sonsuz splice dizilerin matris

toplanabilme 6zellikleri incelenecektir.

(i))
J
dizisi ¢ € N igin sinirh bir dizi olsun. k& € K; ise bu durumda baz1 j i¢in k£ = v;(j)
(@)
J
x dizisi {K; : i € N} iizerinde bir oo™ — splice olarak adlandirilir [24].

Tamm 4.9. {K; : i € N} kiimesi N kiimesinin sabit bir co—pargalanis1 ve (9 = (z

gergeklenir. x, = x,,(j) = w;  olacak bi¢imde x = (x;) dizisi tanimlansin. Bu durumda
[13] ¢alismasinda splice dizilerin (co — splice) yakinsak dizilerden elde edildigine ve her
oo — splice dizisinin co* — splice dizisi olduguna dikkat edelim. Ayrica her oco* — splice
dizi sinirl olmak zorunda degildir.

Siradaki teorem bize (Ax) doniigiim dizisinin ¢ekirdeginin tahminine olanak saglar.

Teorem 4.10. A matrisi negatif olmayan bir toplanabilme matrisi ve {K; = {v;(j)} : i €

N} kiimesi N kiimesinin bir co—parcalanigi olsun. Her i € N igin 0 4(K;) yogunlugu mevcut
ve Y 04(K;) = T ise { K;} uzerindeki her sinirli oo* — splice z dizisi igin o; = lim inf asgi)
i=1 J

(@)

ve f; = limsup z;~ olacak bigimde
J
lim inf(Az), > Y 6a(Ki)oy (4.10)
=1
ve
lim sup(Az), <Y 0a(K)B; (4.11)
n i=1

esitsizlikleri gerceklenir.
Ispat. Her i € Nigin Y 04(K;) = T olacak bigimde 6 ([;) yogunlugu mevcut ve z dizisi
i=1

{ K} tizerinde bir oo™ — splice x dizisi olsun. Bu durumda [13] ¢calismasinda oldugu gibi
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her n € Nig¢in
(Az), = Z kT
k=1

o0

(Z Gnkﬂﬂk)
i=1 kekK;
o0

D i) Tuii)
1 j=1
> tnpr)
j=1

(ALK, (4.12)

(% 11

i

[M]#

=1

I

I
_

(2

elde edilir. Her n i¢in f,, : N — C ve g, : N — C fonksiyonlar1t H := sup |zy| ve
k

e = (1,1,...) olacak bicimde
Fali) = (ARI20), ve g, (i) = H(AKe),

biciminde tanimlanir. Simdi p sayma 6l¢iisii olsun. [13] calismasindaki Teorem 1.2 gere8ince
lign gn(i) = HoA(K;)

ve

n

lim/gn(i)d,u = /(lim gn(3))dp = HT >0 (4.13)
N N

esitlikleri gerceklenir. Ayrica her n,7 € Nicin

esitsizligi kolay bir sekilde gosterilebilir.

fn ve g, fonksiyonlar1 ;o sayma dlgiisiine gore 6l¢iilebilir ve her n i¢in f,,+¢g, > 0 oldugundan
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(4.13) ve Fatou Lemmasi kullanilarak

[ (g, + g2 < tim / (Fu + 90) (E)dp

N
= hmlnf (N/ fu(@)du + gn( )dp
= hmlnf/fn du+llm/9n
= liminf/fn(i)du + HZ5A(K
4 i=1

= lim inf / fo(i)dp+ HT (4.14)

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan her i igin (g,,) dizisi yakinsak oldugundan

/limninf(fn + gn)(1)dp = /(limninf fn(i) + lim gn(1))dp

N N
= /liminffn(i)du—i-/limgn(i)d,u
N N
= /lim inf f,(i)dp+ H Y Sa(K
A i=1
= /lim inf f,(¢)dp + HT (4.15)
N

elde edilir. (4.14) ve (@.15)) ifadeleri kullanilarak

/liminf fa(d)dp < liminf/fn(i)du
N N
= lim inf Z(A[Ki]x(i))n
i=1

= lim inf(Ax), (4.16)

n
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gerceklenir. Lemma[4.5] geregince

/liminf fu(@)dp = /liminf(A[Ki}x(i))du

N N

_ ZM(K@)O@ (4.17)
elde edilir. (4.16) ve (4.17) ifadelerinden

Z dA(K")a; < lim mf(Aa:)

(@.10) esitsizliginin ispat: tamamlanir. (#.10) esitsizliginde x degerinin yerine —z alinirsa
(4.T1) esitsizliginin ispati da kolayca goriilebilir.

Her i € Nicin () yakinsak ise her i € N igin ; := a; = 3; esitligi gerceklenir. Boylece
Teorem 5 [13] gahgmasmdakl Teorem 3.4’1 saglar Hatta bu teorem bize (Ax) doniisiim

dizisinin ¢ekirdeginin Z da(K;)ay, Z d4(K;)B; | aralifin1 asamayacagini gosterir. m

4.3. Cift Splice Diziler

Bu boéliimde dort boyutlu matrisler yardimiyla ¢ift splice dizilerin toplanabilme 6zellikleri

incelenecektir.

4.3.1. Sonlu Cift Splice Diziler Durumu

Bu kisimda dort boyutlu matrisleri kullanarak M —splice cift dizilerin toplanabilme

ozelliklerini inceleyecegiz.

Tanm 4.11. FyUE, U UEy =NxNi#sicin E;NE;, =2 vel=1,2,...., M igin
By ={(v(j),m (k) };%21 N x N kiimesinin bir alt kiimesi ise {1, Fs, ..., Ea }, N X N

kiimesinin bir M —par¢alanisidir.

Tamm 4.12. 70, 1 = 1,2, M igin v® = (1{)%5>, ve P — hm%() = TO olacak

bicimde bir Pringsheim yakinsak ¢ift dizi olsun. {Ej, Es, ..., Eyy } pargalamgl ile baz1 j, k
icin (r,s) = (v;(j),u (k)) olacak bicimde (r,s) € Ej iSe Zps—To,(j) (k) = %(Q olacak

bicimde [z] := (=) dizisi vV, ..., v™) dizilerinin bir M —splice ¢ift dizisidir.

Teorem 4.13. A negatif olmayan RH-regiiler bir matris ve { 'y, Es, ..., Eys } sabit bir M —par-
calanig olsun. Her [ = 1,2,..., M igin 51(42) (E;) meveut ise A, {E1, Es, ..., Ey } lizerinde
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splicing ozelligine sahiptir yani { £, Es, ..., Ey } tizerindeki her M —splice igin
P — hm (Azx),, Z (5

gerceklenir.

Ispat. Her [ = 1,2, ..., M icin 5(AQ) (E; ) mevcut ve [z] bir M —splice olsun. Buradan

m7w M

_ nm _ nm
1,k=1,1 =1 (j,k)EE,
M 00,00

- Z avl(j)7ul(k)xvl(.j)7#l(k)
=1 \j,k=1,1
M 00,00

— nm 1)

- Z Qor(5)pu (k) ik
=1 ],k:l,l
M 00,00

_ nm (l)

=2 2 v
=1 \j,k=1,1

elde edilir. [15] makalesine gore B = (bj;") = (QZL;@), » (k)) matrisinin, (5? (E;) ¢arpantyla
carpimsal oldugunu gormek kolaydir. Dolayisiyla

P —lim (Az),, —P—llmZ( Z ()7](,3>

i =1 \jk=1,1

M 00,00
ST
=1 7,k=1,1

M

D04 (BT

=1

M
esitligi gerceklenir. Yani [z] dizisi 5? (E;) I'® toplamina A—toplanabilirdir. Bu nedenle

A, {E\, Es, ..., Ey } tizerinde splic_ing Ozelligine sahiptir. Bu da ispati tamamlar. m

Teorem 4.14. A, RH-regiiler bir matris olsun. Herhangi bir M > 2i¢in bir { £, Es, ..., Ey }
parcalanigi vardir 8yle ki A, { £, Es, ..., Ey } tizerinde splicing 6zelliine sahip degildir.

Ispat. [14] makalesindeki Teorem 3.1 geregince 0 ve 1’lerden olusan, A-toplanamayan en

az bir [x] dizisinin var oldugu biliniyor. M > 2i¢in Ey = {(j,k) : xj, = 1} ve diger

23



Es, Es, ..., )y ayrik, sonsuz ve
U E = (N x N)\E,

olacak bi¢cimde {E1, s, ..., Ejy } parcalanigim goz oniine alahm. [x] dizisi ] = 1,2, ..., M
icin yj(»,? =1ve 7](2 = 0 dizilerinin { E4, Es, ..., E); } pargalanigi iizerinde bir M — splice
¢ift dizidir. Dolayisiyla [z] dizisi A-toplanabilir olmadifindan A, { £, Es, ..., Ey } tizerinde
splicing 6zelligine sahip degildir. m
Dort boyutlu bir A matrisi 0 degerine Pringsheim yakinsak her sinirh diziyi 0 degerine
Pringsheim yakinsak sinirli diziye doniistiiriiyorsa sifir limiti 2/ -koruyan matristir.
Asagidaki lemma ile sifir limiti R/ -koruyan dort boyutlu matris iizerinde bir gercegi

ifade ediyoruz.

Lemma 4.15. Dort boyutlu A = ( agy ) matrisinin sifir limiti korumasi i¢in gerek ve yeter

a) P — hma]k = 0 her j,k,

Z ‘a | her n,m i¢in Pringsheim limite sahip,

(
(b)
(c) —hmz\a 7| = 0 her k,
(d) P —hlea = 0 her j,
()Hernm191n2|a m<H

olacak bicimde n Ve m sayilarinin mevcut olmasidir.

Ispat. Yeterlilik: [x] = (x;;) dizisi, 0 degerine simrh Pringsheim yakinsak bir dizi olsun.
(a) — (e) kosullarin1 kullanarak [Az] dizisinin ayrica 0 degerine sinirli Pringsheim yakinsak

oldugunu gosterelim:

00,00

. nm
|ynm| - E :ajk Tk

j?k
X P,00 00,q 00,00
nm nm nm nm
< E Qi Tk | + E Qi Tk | + E Qi Tjk| + E ajp, Ljk
J=Lk=1 J=Lk=q+1 J=p+1Lk=1 J=p+1Lk=q+1

yazabiliriz. € > 0 igin p ve ¢ deZerlerini ¢ok biiyiik ve j > p, & > ¢ icin [z;| < ;5

bulabiliriz. Her j,k i¢in |z;;| sayilarmm en biiyiigii L olsun. (a), (c¢), (d) kosullarin
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kullanarak n > T', m > N olacak bi¢cimde 7" ve N iki tam sayis1 bulabiliriz.

p.q

21

E:m ,(j=1,2,3,....p)

4qL

7 1

€
< —, (k=1,2,3,...
Zl}a]k‘ 4(][/7 ( y Sy 7Q>
]7
gerceklenir. Dolayisiylan > 7T, m > N i¢in

< Ipg+ - Ip+ - Lg+-—H
ly |—4L Pt P a1

elde edilir. Bu esitsizlikte
P —limy,, =0

anlamina gelir.

Gereklilik: (a) kosulunu gormek igin bir (z,,,) dizisini asagidaki gibi tanimlayalim.

xnm

1, n=pvem=yq
0 , diger durumlarda.

Burada y,,,, = a;;" saglanir. Bundan dolay1 (a) kosulu gergeklenir.

[eS) oo 00,00
(b) Z Upm serisi mutlak yakinsak degilse P — lim s,,,, = 0ve > UpmSnm
m=1,n=1 n,m n,m=1,1

serileri +00 degerine 1raksak olacak bicimde bir sinirh ¢ift s,,,,, dizisi secilebilir. Bu sonucu

kullanarak herhangi sabit n ve m segilebilir ve ) | |a?,§”| serisinin rraksak oldugunu varsayilabiliriz.
.k

Bu durumda [z] dizisi sifir limite sahip ve ) ajjj"x; serisi raksak olacak bigimde bir sirlt
ik
(xj) dizisi mevcuttur. Bu, hipotezimizle ¢elisir. Bu nedenle (b) kosulu saglanir. (c), (d),

(e) kosullarinin ispatlari, [18] makalesindeki Teorem 2 nin ispati ile aymidir. m

Teorem 4.16. A sifir limiti RH- koruyan dort boyutlu bir matris olsun. v € 0(2)\0(()2), L
degerine A—toplanabilir sinirlt bir dizi ise A matrisi P — lir’gl vk = I' # 0 olacak bigimde
‘77

L /T ¢arpaniyla carpimsaldir.

Ispat. [15] makalesindeki Lemma 1 ve Teorem geregince A sifir limiti RH- koruyan
dort boyutlu bir matris oldugundan L /T'—c¢arpimsal oldugunu gostermek igin

P —Tlim ) af™ = L/T oldugunu gostermek yeterlidir. P — lir]1€1 vk = I' # 0 oldugundan
n,m j,k Js

25



() dizisinin tiim terimleri 1 ve P — hgl €;r = 0 olacak bigimde v, = I'ej;, + €5 seklinde
]7

ifade edilebilir. Bu durumda verilen bir m ve n i¢in
A ) m — Za?]’gl’yjk = ZG?ZL (Fejk -+ ij)
Jk Jk
=T e+ > ajien
j?k j’k
elde edilir. vy dizisi L degerine A-toplanabilir ve A sifir limitleri korudugundan
L =P —lim(Ay)py, =TP —lim» aff" + P —lim Y afi"e;
n,m n,m o n,m o
=TP—lim» alf" +0
n,m F
gergeklenir. Yani A sifir limitleri korudugundan ve P — lim(A~),,,, = L oldugundan

— hm Z asy £ elde edilir. Bu nedenle A matrisi % carpaniyla carpimsaldir. m

Slmdl yeni bir sonug¢ vermek i¢in asagidaki gosterimi kullaniyoruz. Dort boyutlu bir
A = (aZy") matrisini ve N x N kiimesinin bir £ = {(v (r) , s (5))} a2y, alt kiimesini goz

oniine alalm. b7 = ay ;) olmak iizere AlEl = (67) bigiminde tamimlansin. Bir [x] ift

o
dizisi i¢in

Zbk%k Za (k) ik

yazilabilir.

Teorem 4.17. A negatif olmayan RH -regiiler bir matris ve £ C N x N sonsuz bir kiime
olsun. 522) (E) mevcutise A, (55‘2) (E) carpantyla R H-garpimsaldir. Tersine A7, ¢ sabitiyle
carpimsal ise (51(42) (E') mevcut ve t sabitine esittir.

Ispat. Her m ve n igin

(A¥e) =D alhuw = Y aii’

3k (J,k)eE

esitligi yazilabilir. 522) (E') mevcut ise Teorem geregince APl 51(42) (E) carpantyla
RH-carpimsaldir. Tersine A"l ¢ carpaniyla RH-carpimsal ise bu durumda (ej)) dizisinin
tiim terimleri 1 olacak bigimde

t:P—lim(A[E}e) = P —lim Z ajy, —(52)( E)

n,m

(Gk)eE
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elde edilir. m

Teorem 4.18. [z], {E}, Ey} iizerinde ') # TI'® olacak bicimde ") ve v(2) dizilerinin
bir 2 — splice smurhi gift dizisi olsun. A, [z] dizisini L degerine toplayan negatif olmayan
R H-regiiler bir matris ise
2 _p, L—-1W
@) L @ (p) —

5y (By) = @ Tm Ve 6% (By) = T
olacak bi¢cimde (51(42) (Eq) ve (5? (FE5 ) sayilart mevcuttur.
Ispat. [2], {E), E,} iizerinde T" # I'® olmak iizere [x] dizisi L degerine A—toplanabilir
olacak bi¢imde v(') ve v dizilerinin bir 2 — splice smirh cift dizisi olsun. AP =
(ﬁ%w®>mmm5h:{@g%m%»:@MGNXNLU:Lmdm&MQMe
Lemma [4.15] nin kosullarini yerine getirir. Yani stfir limitleri korur. Verilen herhangi n ve

m icin
(A (aj - Z a ,flj']k 1))
= ) nm (2)
Z RAOINE (73’f F(l)) * Zawm,m) <7jk N F(l))

:(4&w¢>_pm» + (AlB] (4 _T))

nm nm

(2)
0

gerceklenir. ) — ') € ¢;” oldugundan

(A (62 = T0)),,, = (A (o = T)

elde edilir. Boylece, v» — '™ [ — 1M degerlne AlP2]_toplanabilirdir. v — I'M ¢
@\ P oldugundan, Lemma [4.15] geregince A2, 2, (L —-1W) /(r® —TW) carpaniyla
carpimsaldir. Bu durumda Teorem .16 geregince

8 (By) =

ve

L—TW reé —r
1= o _r® 7@ _10

SO (B =1-0D () =

gerceklenir. m
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4.3.2. Sonsuz Cift Splice Diziler Durumu

Bu kisimda oco-splice ¢ift dizilerin toplanabilirlik 6zelliklerini dort boyutlu matrisleri
kullanarak inceleyecegiz. N x N kiimesinin co — parg¢alanig: Tanim de benzer sekilde

tanimlanir.

Tanmim 4. 19 {E;}, N x N kiimesinin sabit bir co — par¢alanig: olsun. | € N igin v} =

(V](l;)c) , P — lir’gl yj(l,)q = T'® olacak bicimde yakinsak cift dizi olsun. {E;} oo —
k=11 Js '

parcalanagy iizerindeki vV, | € N dizilerinin oo — splice dizisi olan [z] dizisi asagidaki

gibi tanimlanir.

(r,s) € Eyisebaz1 j, k € Nigin (r,5) = (v, (4) , pu (k) Ve &ps = o, (j) (k) ’yj(l,l

bicimindedir.

Tanmm 4.20. A bir RH — regiiler matris olsun ve sabit bir {£;} co — parcalanisini goz
oniine alalm. A matrisi, {£;} oo — parcalanisi tizerindeki her sinirl ¢ift oo — splice

dizilerini toplayabiliyorsa A, { F;} iizerinde splicing 6zelligine sahiptir.

Teorem 4.21. A negatif olmayan RH — regiiler bir matris ve {E;}, N x N kiimesinin bir
oo — pargalanist olsun. Her [ € N igin 51(42) (E;) mevcut ve 25512) (E)) = lise {E}
I

tizerindeki sinirh oo — splice dizisi i¢in
P — hm (Azx),, 25(2 (E,)T r®

olmak iizere A, { £} iizerinde splicing 6zelliine sahiptir.

Ispat. Her [ € N igin 51(42) (E;) mevcut, ) 51(42) (Ey) = 1 ve [z], {E;} tizerindeki sinirl bir
I

oo — splice dizi olsun. Bu durumda verilen n, m icin B = (b;il’j) = (aglf(nj ),m(k)> olmak
uizere
A= 3 =30 [ 3w
k=11 =1 \ (j,k)eE,
- Z ( Z a%),uz(k)iﬂvz(j),uz(k)>
=1 jk—ll
-3 ( 32 )
I=1 \jk=1,1
=2 (BY),,,
=1
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elde edilir. fp, ve gnn asagidaki gibi tammlansin: M = |[z|| o) ve [e] = (e;x) dizisinin
tim terimleri 1 olacak bi¢cimde f,,, : N — C olmak iizere fnm( ) = (By(l))nm ve
Gnm : N — C olmak tizere g,,, (1) := M. (Be),, . fonksiyonlar: tanimlansin. Her [ € N
icin 07 (E,) meveut, B = (b7 matrisi 8% () carpaniyla ¢arpimsal oldugundan

f() =P —lim fu, () = P~ lim (By®) =47 (E)TO®
ve
g(l) =P —limgy, (I) = P—lm M (Be),,, = M(Sf) (E)

esitlikleri saglanir. ;1 sayma 0l¢iisii olmak tizere

P —lim [ gum (I)dp =P —1im>» M (Be),,
bl N ’m l

elde edilir. Diger bir ifade ile

Ptim [ gun O dp = [ P limgan (1) do

n,m
N N

olur. Ayrica her n, m i¢in

Z a )stu( k’)fyjk
7,k=1,1
00,00
<M E a
jk=1,1

=M (Be>nm = Gnm (1)

| fam (D] =
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bulunur. Dolayisiyla iki degiskenli Lebesgue yakinsaklik teoremi gere8ince

P —lim (Ax),,, = P —lim > (By")

n,m

=> P—lm(ByY)

=1
=2 o3 (BT
=1

elde edilir. Boylece [z] dizisi ) | (51(42) (E;) T degerine A — toplanabilirdir ve sonug olarak
I
A matrisi splicing 6zelligine sahiptir. m

Simdi de bazi ¢ift splice dizi 6rnekleri verelim.

Ornek 4.22. {E, E, B3} 3—pargalanist iizerinde '™, '® ') birbirlerinden farkli olmak
tizere Oyle bir 3-splice [x] dizisi vardir ki bu dizi 0 degerine (C, 1, 1)-toplanabilirdir. Ancak
5@ (Ey), 0@ (E,) ve 6@ (E3) mevcut degildir.

Bunu gormek i¢in ilk 6nce RH-regiiler matrisin toplayamayacagi, terimleri 0 ve 1
sayilarindan olusan en az bir dizinin var oldugunu hatirlayalim. Dolayisiyla
1= v () ()52 v () + 1 < v (j+1) ve g (k) + 1 < gy (k + 1) olacak
bicimde bir F; C N x N alt kiimesi mevcuttur. Bu nedenle §® (E;) mevcut degildir.
Ey = {v2(j) , po (k)}ﬁool , kiimesi vg (7) = v1 (§) + 1 ve pa (k) = (k) + 1, 6P (Ey)
olarak tanimlanirsa yine 6(?) (E5) meveut degildir. £5 = (N x N)\ (E) U Es), {F1, Es, E3}
kiimesi g6z Oniine alindiginda { F, Es, F3}, N x N kiimesinin bir 3—parcalanisi olur. Eger
{E4, Es, E3} tizerinde 7](1,3 =1, 7](2,3 = —1ve 7( k) := 0 olarak alinirsa elde edilen 3-splice
[x] dizisi 0 degerine (C, 1, 1)-toplanabilirdir. Ger¢ekten

(<C7171) ([x]))nm = Z 'rjk+_ Z xjk—i__ Z Ljk

(4.k)EEL (j.k)EE> (j.k)EES
1<j<n 1<j<n 1<j<n
1<k<m 1<k<m 1<k<m

1 1
e T T e T
Jrk

Jik J:k
v1(j)<n v2(j)=v1(j)+1<n v3(j)<n
pa(k)<m p2(k)=p1(k)+1<m m3(k)<m
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1 1 11
2%21—% Zk <—+——0

)k Js
vi(j)<n v1(j)<n—1
pa(k)<m p1(k)<m—1

gerceklenir.

Ornek 4.23. N x N kiimesinin bir co-par¢alanisim asagidaki gibi goz 6niine alalim.

E={(272i-1),k)} 7, leN

jk=1,1"

Mursaleen ve arkadaglar1[[12] tarafindan her [ i¢in

oldugu gosterilmistir. Bu nedenle Z(S @ (E) = Z% = 1 elde edilir.
=1 =1

Ornek 4.24. Asagidaki [x] cift dizisini goz oniine alalim.

VIR j=3r—2 keN,

ZTjk = § arctanr , j =3r —1, k € N,
1 .
5, J=3r kel

Bu dizi {E}, F,, 53} 3—parcalamisi iizerindeki v(!), 4(2), 4(3) dizilerinin bir 3-splice
dizisi
o_ 35+l e @ _ 1

Vi = T = arctanyj, v;’ = %

ve

Er={3j -2 k)}féiJ . By ={(3j -1, k)}joigion . By ={(3j, k)}ﬁ;ion

biciminde ifade edilebilir.
I = 1,2,3 i¢in 6® (E) = % ve ayrica P — 1;711517](.,? =3, P— 1;7%17;.? = 7,
(3)

P — 11'1]11 fyjz = 0 oldugu kolaylikla goriiliir. [z] dizisinin (C, 1, 1)-toplanabilir oldugunu
-]7
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direkt gormek kolay degildir ancak Teorem .13 ] kullanilarak kolay bir sekilde

3

1
P—Lim{(C,l,l)m}nm:ZcSQ) (E) IO = f+— 5+3 Lo= 3
" =1

(v3+3)

elde edilir.

4.4. Dort Boyutlu Matrisler icin Noktanin Yogunlugu

Bu béliimde dort boyutlu matrisler i¢cin noktanin yogunlugu kavramimi tanimlayip

ozelliklerini inceleyecegiz.

Tanim 4.25. A RH-regiiler negatif olmayan bir matris ve ¥ C N x N olsun.

J.keE
ve
(5( = lim inf g a
— n,m
J,keE

sirastyla £ kiimesinin A—iist ve A—alt yogunlugu olarak adlandirilir. @ (F) = 553) (E) ise
E kiimesinin A—yogunlugu vardir denir ve 51(42) (E) ile gosterilir. A yogunlugunur@nmlnda
A = (C,1,1) alirsak, F kiimesinin dogal yogunlugu elde edilir. Bu da 6? (E) ile gosterilir
21]. Simdi [x] ¢ift indisli dizisi i¢in noktanin yogunlugunu tanmimlayalim. (z,;,) € 12 ve

y € Rigin
0% (y) = tim 6P ({(G k) « |zjp —yl < €})
e—0t

\(
6% () = lim 80 ({(G,k) : |on =yl < e})

olsun. Bu iki deger birbirine esit ise y noktasinin A—yogunlugu vardir denir ve (5&? (y) ile

gosterilir.
Teorem 4.26. Her y € R igin 5? (y) mevcut olsun. Bu durumda D = {y € R : 522) (y) >
0} kiimesi sayilabilirdir ve ) (5? (y) < 1 gerceklenir.

yeD
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Ispat. (r,), kesin monoton azalan ve 1 degerine yakinsak bir dizi olsun. Sabit v € N i¢in

D, ={y e R: 51(42) (y) > 1} olsun. w1,9s,...,y1 € D, farkli olsun. Bu durumda e =

min@ > 0ise £, = {(j, k) : |z — vi| < €} kiimeleri ikiserli ayriktir ve 51(42) (B;) > 2

olur. A matrisi RH-regiiler oldugundan bir ny € N segebiliriz 6yle ki sabit bir 7 > 0 i¢in p

sabitlenmis olmak {izere n, m > ng ve her v = 1, .../ i¢in

00,00

1 S
v gk

Z agp;’ > — —7and

(Jk)EE; (4k)=(1,1)

<r

elde edilir. Fq, Es, ..., E; ayrik oldugundan n, m > ng i¢in

l
nm __ nm
@ —Z Z Ak

/"‘:1 (jvk)eEH«

2.

(j,k‘)EEluEQU...El

I(1—v7)

v Y

_UTs
1—vr

olur. Dolayisiyla r; >

zorundadir. O halde

> o w) <

yED,

yani

elde edilir. D; C Dy C D3 C ...ve D= |

v=1

> ()= lim D87 (y) <y

yeD y€D,,

Zi—lT
v

> | gerceklenir.

D, oldugundan

Boylece D, sonlu olmak

bulunur. Bu her 7, i¢in dogru ve s — 1 oldugundan 5&? (y) < 1 elde edilir. A¢ikga D

sayilabilir olmak zorundadir. =

yeD

Teorem 4.27. A, 4 boyutlu Cesaro matrisi olmak iizere herhangi € > 0 ve herhangiy € [0, 1]
icin (51(42)({(]', k) |z —yl < €}) = dD({(, k) : |z — y| < €}) = 1 olacak bigimde smirls

bir (z,;,) dizisi vardir.

Ispat. (z;;), limit noktalari kiimesi [0, 1] olacak bigimde bir dizi olsun. Béyle bir dizi [0, 1]

aralifindaki tiim rasyonel sayilarin ayni satir ve ayni siitunda olmamak iizere sonsuz kez

tekrarlanmasiyla elde edilebilir. m

Teorem 4.28. (x ;) siurlh bir dizi, 622) (y) her y € R i¢in mevcut ve ) 51(42) (y) = 1 olsun.

Bu durumda

lim (Az)um = Y33 1)y

7,M—00
yeD
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gerceklenir.

Ispat. () stirli oldugundan her (j, k) € N x N igin |z;,| < M olacak bigimde M > 0
vardir. D = {y;}; vey; ler farkli olsun. € > 0igin Z 61(42) (y;) > 1—eve ‘ > 51(42) (i) .yl <
=1

i=r+1
.. e 1<1¢u<7‘y’ y”' 1 . 1
¢ olacak bicimde r € N segebiliriz. ===—— > % ve E; = {(j, k) : |zjn —w| < %}
kiimeleri ¢ = 1, ..., 7 i¢in
5 () — ——— < 6@ (B) < 6P (B) < 69 () + ———
A<y> T(M—Fl)_i( )—A( >_A(y)+T(M+1)

olacak bigcimde n € N vardir. Fy, Es, ..., E, ikiserli ayriktir. Simdi bir Ny € N secelim dyle

kihern,m > Nyvei=1,..r i¢cin

2 1 m —(2) 1
52)(Ei)—ﬁ< > <6ﬁ,)(Ei)+N

(jvk)EEz
olsun. Dolayisiyla
1 1 €
5% i) — = — < L < 5(2 ; —_—
D iy S > 4@ W+ N+ om0

(4,k)EE;

ve sonug olarak her n,m > Ny vei = 1,...r i¢cin
(2 1 €

S a0 w)| < v+

e, N  r(M+1)

olur. Bu durumda her n, m > Nj i¢in

o nm
Jm = E :ajk Ljk
Jisk

< > a (y1+ )t Y Ay —)+ > M

(j,k)eEL (J,k)eE, (j,k)E(E1UE2U...UE}.)°

elde edilir. A RH-regiiler oldugundan n, m > Nj igin
dapr <1+
jik

olacak bicimde bir N; > N, secebiliriz. Buradan

L+e>) ali' = > i + > i (4.18)
g,k

(4,k)EE1UERU...UE, (4,k)e(E1UE2U...UEy)®
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olup diger taraftan

> —Z S oy >Z§ M€+1 4.19)

(j,k)EE1UE2U...UE, n=1 (5,k)EE,
1
>1———(1 4.20
N T (4.20)
elde edilir. n, m > N i¢in (4.18) and (@.19) ifadelerinden
> A< (14e) = (1— — — (14 ! )e (4.21)
J N M+1
ke(F1UE2U...UEy)®
r 1
=—+(2
N e
olur. Sonug olarak n, m > N i¢in
Mr 1
(4:k)EEL (j.k)EE,
ve benzer sekilde
Mr 1
(4,k)eEL (J,k)EE,
olur. Dolayisiyla
J 1 Mr 1
< — 4(2 M 4.22
S Rt ) S S @ g Me (422)
u=1 (j,k)EE,
ve
d 1 Mr 1
> —— — (2 M
2 2 N)Z TN TG
u=1 (j,k)EE,
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elde edilir. Boylece (4.18) ve (4.22)) kullanilarak n, m > Nj i¢in
2 2 2
- Zéﬁﬁ () 90 = (A2)um = 68 W) v — D 05 ()
- pst

p=r+1
Zé W) v+ | Y 0% W) | < 25 () y + €

p=r+1
(2) 1 1 r (2) MT‘ M
(30 i =00 )t ) + 57 2205 () + 5 + @M+
w=1 (j,k)€E, u=1
. 1 1 Mr M
(2
< — 4+ (2M 1
<D D a0 )| (wd + )+ + @M g e
1 |(4,k)EE,
1 € 1 1 Mr
<r(g+—77—)(M+1 —+—+(2M 1
_T(N+T(M+1))( + +N)+N+ N + ( +M+1+ )€

olup n,m > Nj icin

1 € 1 1 Mr M
Anm§5 > (e Y (M1 ——— o 1
o () Y (N+T(M+1))< Ht) -y~ Mgt

elde edilir. IV yeterince biiyiik secilebildiginden her € > 0 icin

C M
=08 () u| < @M+ 5 +2)e

elde edilir. Dolayisiyla

hm Az), Z 5 Yy

olur. m

Teorem 4.29. (xj;), { E;} parcalanisi iizerinde bir splice dizi, y; = > jx, her bir ¢ i¢in
(]7k)EEz
7,k—o0

(522) (E;) meveut ve Y 6&2) (E;) = 1 olsun. Bu durumda her y € R i¢in 6&2)(3/) mevcut
ve 5;2) (y;) = 51(42) (E;) gerceklenir. Diger bir ifade ile Osikiewicz [13] tarafindan verilen

teoremin ¢ift diziler icin olan versiyonu yukaridaki teoremin kosullarini gercekler.

Ispat. ¢ > 0 olsun. Z 5 (E;) > 1 — € olacak sekilde N bulabiliriz. § > 0 olsun
oylekii = 1,2,..., N i 191n (y; — 0, y; + 0) araliklar ikiserli ayrik olacak bicimde § > 0

alalm. {(j, k) : x;; € (v; — 0, y; + ) }\ £; kiimesi en fazla sonlu adette satir ve siitun igerir.
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Dolayisiyla

O (k) 2 e € (i = 8.+ 6)}) D 07 (B)
olup

0% () = 0% (B
elde edilir. Diger taraftan

8D (y;) = Tim. 3P GL k) e € (i — myws + 1))

=1— lim 6P, k) : zjn € (yi — moyi +1)})

n—0t ——

gl—é“qm$%xﬂe@n—mw+nﬂ)

<1—Z D () + e

v;éz

olur. Dolayisiyla 5512) (y;) = 5(2) (E;) bulunur. y, {y;} kiimesine ait degil ise her € > 0 i¢in
N
> 5% (E;) > 1 — € olacak bigimde bir N bulabiliriz. 8, y ile {y1, ...,y } kiimesi arasindaki

uzaklik olsun. Bu durumda 0 )<{(j, k) : |z, —y| < $}) < e ve sonug olarak 522) (y) =0
elde edilir. m

Teorem 4.30. (xj;) smirh bir dizi olsun. 51(42) (y) = 1ise y, (Ax),,, dizisinin bir limit

noktasidir.

Ispat. (7;;) sinirh bir dizi oldugundan her (j, k) € N x Nigin |z;,] < M olacak bigimde
bir M > 0 vardir. y, (51(42) (y) = 1 olacak bi¢imde bir reel sayt N € Nve Exy = {(j, k) €
N x N: |xjk —y| < %} olsun. Bu durumda 6yle bir ny, my > N vardir ki

1 1

nNmN <(2) -1~
Z CL > 5 (EN) N 1 N
(4,k)EEN

olur ve ayrica A, RH-regiiler oldugundan

00,00

nnm 1
| Z Jév N<l+ N
(4,k)=(1,1)
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elde edilir. (j,k) € En

1
<Zjp <Y+ ==

YTN N
ve (.]7 k) ¢ EN
oldugundan
1
nNmN ’I’L m n m
> G- T 3 g
(J:k)EEN (:k)EEN (:k)=(1,1)
1
< X @ Y A
(J k)€EN k¢EN

elde edilir. Dolayisiyla

Z anNmN_ Z TLNmN Z anNmN M+y < Z nNmN

( k)=(1,1) (J,k)EEN (,k)EEN (G:k)=(1,1)
< Z nNmN_ + Z nNmN y) + y< Z a;zévmzv _ 1)
(Jk)eEN (U k)EEN (J,k)=(1,1)

ve sonug olarak

00,00

nNm nnNm 1 nyNm
> ey | Sl o)+ g
(G:k)=(1,1) (:k)EEN UR)EEN
olur.
DI DI AT DI i
(R)EEN (:k)=(1,1) UR)EEN
1 1 2
<l+——-(1-=)==
N ( N) N
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oldugundan

00,00

(A)nymy =yl = | > @™y —y
(4,k)=(1,1)
11 nym Y|
S(ﬁﬂLm)ﬂL > ay N(M+|y|)+ﬁ
(J,k)EEN
2 lyl+1 1
< —(M g =4 =
S WMD)+ 5=+ 4

elde edilir. Buradan v, { (Az), } ¢ift indisli dizisinin bir limit noktasidir. m

Teorem 4.31. (x;;) siurlt bir dizi ve y, 2z (y # 2), @(y) = @(2) = 1 olacak bi¢imde

verilsin. Bu durumda {(Ax),,, } ¢ift indisli dizisinin limiti mevcut degildir.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak ispat kolaylikla elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Osikiewicz [13] tarafindan verilen sonuglar regiiler olmayan matris toplanabilme
metodu kullanilarak genisletilmistir. Unver ve arkadaslar tarafindan verilen sonuglar kuvvet
serisi toplanabilme metodu kullanilarak topolojik uzaylarda genisletilmistir. Bununla birlikte
cift splice dizi kavrami tamimlanarak Osikiewicz tarafindan verilen sonuglar dort boyutlu
matrisler i¢in elde edilmistir. Ayrica dort boyutlu matrisler i¢in noktanin yogunlugu tanimlanip

[4] makalesinde verilen bazi sonuglar dort boyutlu matrisler i¢in de incelenmistir.
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