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sunduğumu,

• Tez çalışmasında yararlandığım eserlerin tümüne uygun atıfta bulunarak kaynak gösterdiğimi,
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1. Temel Kavramlar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

3. MATERYAL VE METOT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Beşinci bölüm ise, sonuç ve önerilere ayrılmıştır.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

Simgeler Açıklama

χ(A) : A matrisinin karakteristiği

δA(E) : E kümesinin A - yoğunluğu

δPp(E) : E kümesinin Pp - yoğunluğu

∂(G) : G kümesinin sınırı

A[K] : K kümesine ilişkin satır alt matris

δ
(n)
A (E) : E kümesinin çift A - yoğunluğu
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1. GİRİŞ

Toplanabilme teorisi matematikte önemli bir yer tutmaktadır. Bu teorinin temel amacı
ıraksak bir diziye bir limit karşılık getirmektir. Bu amaçla çok sayıda çalışma yapılmıştır.
Bu bağlamda Osikiewicz [13] tarafından 2005 yılında splice dizi kavramı ortaya atılmıştır.
Aslında splice dizi kavramı, sınırlı ıraksak bir diziyi toplayabilecek regüler bir matris olup
olmadığına ilişkin yeni bir bakış açısı ortaya koymaktadır. Splice dizi kavramı, dizilerin
elemanlarını belirli bir kurala göre kesip parçalara ayırarak yeni bir dizi oluşturma işlemidir.
Bu işlem doğal sayıların parçalanışları yardımıyla oluşturulmaktadır. 2014 yılında Ünver
ve arkadaşları[21] tarafından topolojik uzaylarda splice dizilerin A−dağılımsal yakınsaklığı
çalışılmıştır. 2016 yılında Yurdakadim ve Ünver [24] tarafından splice dizi kavramının bir
genişlemesi verilmiş olup toplanabilme matrisleri yardımıyla elde edilen dönüşüm dizisinin
çekirdeğine ilişkin ve Lebesgue integrali yardımıyla splice dizilere ilişkin bazı sonuçlar
verilmiştir. Diğer taraftan 2015 yılında Bartoszewicz ve arkadaşları[4] noktanın yoğunluğu
kavramını tanımlayıp splice dizilerin matris toplanabilmesini incelemiştir. Bu bağlamda
2017, 2019 ve 2020 yıllarında Das ve arkadaşları[5], Bose ve arkadaşları[2], [3] tarafından
çeşitli sonuçlar elde edilmiştir. Ayrıca yakın zamanda splice diziler Yardımcı ve Gülfırat [23]
tarafından çalışılmıştır.

Bu tezde topolojik uzaylarda kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaklık tanımla-
narak elde edilen metot ile splice dizilerin toplanabilmesine ilişkin sonuçlar incelenmiş,
matrisin regüler olmasını gerektirmeyen daha genel bir matris sınıfı için splice diziler hakkında
bazı sonuçlar verilmiştir. Ayrıca splice dizilerin tanımı ve bu yeni kavramın toplanabilirliği
dört boyutlu matrisler kullanılarak verilmiş, toplanabilme teorisinde splice çift dizilerin geçer-
liliğini gösteren bazı örnekler verilmiş ve çift indisli diziler için noktanın yoğunluğu tanımla-
narak bu yeni kavramın bazı özellikleri dört boyutlu matrisler kullanılarak verilmiştir.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Splice diziler kavramı ilk olarak Osikiewicz [13] tarafından sınırlı ıraksak bir diziyi
toplayabilecek regüler bir matris olup olmadığına ilişkin yeni bir bakış açısı verebilmek
amacıyla ortaya atılmış ve matris toplanabilme özellikleri incelenmiştir. Daha sonra Ünver
ve arkadaşları [21] tarafından topolojik uzaylarda splice dizi kavramı tanıtılıp incelenmiştir.
Bununla birlikte Yurdakadim ve Ünver [24], sınırlı olmayan dizileri kullanarak M∗-splice
ve ∞∗-splice kavramını ortaya atıp daha genel sonuçlar elde etmiştir. Diğer taraftan Das
ve Glab [4], noktanın yoğunluğu kavramını tanımlayarak splice dizi kavramını daha da
genişletmiştir. Ardından noktanın yoğunluğuna ilişkin çeşitli çalışmalar yapılmıştır [2], [3],
[5].

Bu bölümde, tezimiz ile ilgili literatürde bilinen çeşitli tanım ve kavramları hatırlatacağız.

2.1. Temel Kavramlar

Bu kısımda tez boyunca kullanacağımız bazı temel tanım ve kavramları vereceğiz.

Tanım 2.1. N0, negatif olmayan tüm tam sayıların kümesi ve E ⊂ N0 olsun. |.|, kümenin
eleman sayısını göstermek üzere

δ (E) := lim
n→∞

1

n+ 1
|{j ≤ n : j ∈ E }|

limiti mevcut ise bu limite E kümesinin doğal yoğunluğu adı verilir. Her ϵ > 0 için

lim
n→∞

1

n+ 1
|{j ≤ n : |xj − L| ≥ ϵ }| = 0

sağlanırsa yani her ϵ > 0 için

Eϵ = {j ∈ N0 : |xj − L| ≥ ϵ }

olmak üzere

δ ({j ≤ n : j ∈ Eϵ}) = 0

ise x = (xj) dizisi L değerine istatistiksel yakınsaktır denir [6, 8, 19].

Teorem 2.2. A matrisi toplanabilme matrisi olmak üzere A = (anj) matrisinin regüler
olması için gerek ve yeter şart
i) sup

n

∑
j

|anj| < ∞

ii) lim
n

∑
j

anj = 1

iii) Her j ∈ N0 için aj := lim
n

anj = 0

3



olmasıdır [1].
A matrisi negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi olsun. Bu durumda K ⊆ N0 kümesinin
A−yoğunluğu limit mevcut olduğunda δA(K) := lim

n

∑
j∈K

anj ile verilir. Bir x = (xj) dizisi

için her ϵ > 0 için δA(Eϵ) = 0 ise A− istatistiksel yakınsaktır denir [7], [8].
A = (anj) matrisi toplanabilme matrisi olsun. Seriler yakınsak ve limit mevcut olduğunda

χ(A) := lim
n

∑
j

anj −
∑
j

aj

olsun. Eğer A matrisi konservatif (yakınsak bir diziyi yine yakınsak bir diziye dönüştürüyor)
ise χ(A) mevcuttur [1]. A matrisi bir toplanabilme matrisi ve K = {vj} kümesi N0 kümesinin
bir sonsuz alt kümesi olsun. Bu durumda her n, k ∈ N0 için bnk = an,vk olmak üzere
A[K] = (bnk) matrisine A matrisinin bir sütun alt matrisi adı verilir.

Tanım 2.3. (pn), p0 > 0 olacak biçimde negatif olmayan bir reel dizi ve ayrıca

p(t) :=
∞∑
j=0

pjt
j

kuvvet serisi 0 < R ≤ ∞ olacak biçimde R yakınsaklık yarıçapına sahip olsun.

Cp :=

{
f : (−R,R) → R | lim

0<t→R−

1

p(t)
f(t) mevcut

}
ve

Cpp :=

{
x = (xk) | Px(t) :=

∞∑
j=0

pjt
jxj ≥ R yakınsaklık yarıçapına sahip ve Px ∈ Cp

}

kümelerini göz önüne alalım.

Pp − limx = lim
0<t→R−

1

p(t)

∞∑
j=0

pjt
jxj

ile tanımlanan Pp − lim : Cpp → R fonksiyoneli bir kuvvet serisi metodudur ve x dizisine
Pp -yakınsaktır denir [1].

Tanım 2.4. Bir Pp kuvvet serisi metodunun regüler olması için gerek ve yeter şart her j ∈ N0

için

lim
0<t→R−

pjt
j

p(t)
= 0

4



olmasıdır [1].

Tanım 2.5. Pp bir regüler kuvvet serisi metodu ve E ⊂ N0 olsun.

δPp(E) := lim
0<t→R−

1

p(t)

∑
j∈E

pjt
j

limiti mevcut ise δPp(E), E kümesinin Pp − yoğunluğu olarak adlandırılır [22].

Tanım 2.6. x = (xj) reel bir dizi ve Pp regüler bir kuvvet serisi metodu olsun. Her ϵ > 0

için

lim
0<t→R−

1

p(t)

∑
j∈Eϵ

pjt
j = 0

oluyorsa x dizisi L değerine Pp− istatistiksel yakınsaktır denir ve bu durum stPp −
limx = L ile gösterilir. Yani her ϵ > 0 için δPp(Eϵ) = 0 demektir. [22].

Tanım 2.7. (X, τ) bir Hausdorff topolojik uzay ve σ(τ), (X, τ) Hausdorff topolojik uzayının
alt kümelerinin bir sigma cebiri ve F : σ(τ) → [0, 1] bir küme fonksiyonu olmak üzere
F (X) = 1 ve σ(τ) içindeki ayrık G0, G1, ...kümeleri için

F

(
∞⋃
j=0

Gj

)
=

∞∑
j=0

F (Gj)

gerçeklensin. Bu fonksiyona σ(τ) üzerinde bir dağılım adı verilir [20].

Tanım 2.8. F, σ(τ) üzerinde bir dağılım ve A = (anj) satır toplamları 1 olacak biçimde
negatif olmayan bir toplanabilme matrisi olsun. x = (xj), X içinde bir dizi olsun. F (∂G) =

0 koşulunu sağlayan her G ∈ σ(τ) için

lim
n→∞

∑
xj∈G

anj = F (G)

limiti mevcut ise x dizisi, F dağılımına A − dağılımsal yakınsaktır denir, burada ∂G, G
kümesinin sınırını temsil etmektedir [20].

Tanım 2.9. M, sabit bir pozitif tam sayı olsun. N0 kümesinin bir M−parçalanışıı her i ̸= j

için Ki ∩Kj = ∅ ve
M⋃
i=0

Ki = N0 olacak biçimde i = 0, 1, ...,M için sonsuz Ki = {vi(j)}

kümelerinden oluşur.
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N0 kümesi üzerinde bir ∞−parçalanışı her i ̸= j için Ki ∩Kj = ∅ ve
∞⋃
i=0

Ki = N0

olacak biçimde i ∈ N0 için sayılabilir sonsuz Ki = {vi(j)} kümelerinden oluşur [20].

Tanım 2.10. {Ki : i = 0, 1, ...,M} , N0 kümesinin sabit bir M−parçalanışı olsun. i =

0, 1, ...,M için x(i) = (x
(i)
j ) , lim

j→∞
x
(i)
j = αi olacak biçimde X içinde bir dizi olsun. k ∈ Ki

ise bu durumda bazı j için k = vi(j) olur. xk = xvi(j) = x
(i)
j olacak biçimde x = (xk) dizisi

tanımlansın. Bu durumda x dizisi, α1, ..., αM limit noktalarına sahip {Ki : i = 0, 1, ...,M}
üzerinde bir M − splice olarak adlandırılır [20].

Tanım 2.11. {Ki : i ∈ N0} , N0 kümesinin sabit bir ∞−parçalanışı ve i ∈ N0 için x(i) =

(x
(i)
j ), lim

j→∞
x
(i)
j = αi olacak biçimde X içinde bir dizi olsun. Eğer k ∈ Ki ise bu durumda

bazı j için k = vi(j) olur. xk = xvi(j) = x
(i)
j olacak biçimde x = (xk) dizisi tanımlansın. Bu

durumda x dizisi, α1, ..., αM , ... limit noktalarına sahip {Ki : i ∈ N0} üzerinde bir ∞−splice

olarak adlandırılır [20].

Önerme 2.12. (X, ∥.∥) bir Banach uzay, A = (anj) satır toplamları 1 olacak biçimde negatif
olmayan regüler bir toplanabilme matrisi olsun. {Ki = {vi(j)} : i ∈ N0}, N0 kümesinin

bir ∞−parçalanışı olsun. Eğer her i ∈ N0 için δA(Ki) mevcut ve
∞∑
i=0

δA(Ki) = 1 ise

{Ki : i ∈ N0} üzerindeki her sınırlı ∞− splice dizisi için

lim
n→∞

∞∑
j=1

xjanj =

∫
X

tdF (2.1)

gerçeklenir. Burada F , G ∈ σ(τ) için

F (G) =
∑
αi∈G

δA(Ki)

biçiminde tanımlanan bir dağılımdır ve (2.1) denklemindeki integral Bochner integralidir
[21].

Bütünlüğü koruyabilmek için Bochner integralinin tanımını vermek uygun olacaktır.
(H,

∑
, µ), σ−sonlu bir ölçü uzayı ve (Y, ∥.∥) bir Banach uzayı olsun. s : H → Y

fonksiyonunu göz önüne alalım. Her i = 1, 2, ..., n için αi ∈ Y ve
n⋃

i=1

Ei = H olmak üzere

s(x) =
n∑

i=1

χ
Ei
(x)αi

6



biçiminde ifade edilebiliyorsa s fonksiyonuna
∑

−basit fonksiyon adı verilir. Eğer her i =
1, 2, ..., n için µ(Ei) < ∞ oluyorsa s,

∑
−basit fonksiyonuna, µ−basit fonksiyon adı verilir.

s bir µ−basit fonksiyon olmak üzere bu fonksiyonun Bochner integrali

(B)

∫
H

sdµ =
n∑

i=1

µ(Ei)αi ∈ Y

vektörüdür.
Şimdi de genel bir fonksiyonun Bochner integralini tanımlayalım.
σ(τ) := σ(∥.∥) sınıfı, norm topolojisinin ürettiği Borel σ−cebir olsun. s : H → Y ,∑

− σ(τ) ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Eğer

lim
n→∞

(B)

∫
H

∥f − sn∥ dµ = 0

olacak biçimde µ−basit fonksiyonlarının bir (sn) dizisi varsa f fonksiyonuna Bochner
integrallenebilirdir denir ve

(B)

∫
H

fdµ = lim
n→∞

(B)

∫
H

sndµ

vektörüne f fonksiyonunun Bochner integrali denir [11].
Şimdi de dört boyutlu matrislere ilişkin temel kavramları verelim.

Tanım 2.13. Her ϵ > 0 için her j, k > N olduğunda |xjk − L| < ϵ olacak biçimde N ∈ N0

mevcut ise bir [x] = (xjk) çift dizisi L değerine Pringsheim yakınsaktır denir ve P − limx =

L ile gösterilir [16].

Tanım 2.14. Her j, k ∈ N için |xj,k| < H olacak biçimde bir pozitif H sayısı mevcut ise
(xjk) çift dizisi Pringsheim anlamında sınırlıdır. [x] dizisinin normu ∥x∥∞,(2) = sup

j,k
|xj,k|

şeklindedir [18].

Örnek 2.15. xjk =

{
k , j = 1

0 , diğer durumlarda

biçiminde tanımlanan x = (xjk) çift dizisi Pringsheim yakınsak olup Pringsheim sınırlı
değildir.

Tanım 2.16. A =
(
anmjk

)
, dört boyutlu bir toplanabilme matrisi ve [x] = (xjk) bir çift dizi

olsun.
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Her m,n ∈ N0 için

(Ax)nm :=
∑
j,k

anmjk xjk

biçiminde tanımlanan [Ax] := {(Ax)nm} dizisi bir L değerine Pringsheim yakınsak ise [x]

dizisi L değerine A−toplanabilirdir denir [15].
Dört boyutlu bir A matrisi, her sınırlı Pringsheim yakınsak diziyi limitini koruyarak

bir Pringsheim yakınsak diziye dönüştürüyorsa RH-regülerdir denir [18].
E, N0 × N0 kümesinin bir alt kümesi ve A, bir RH-regüler matris olsun.

P − lim
n,m

∑
(j,k)∈E

anmjk

limiti mevcut ise E kümesi A−yoğunluğa sahiptir ve δ
(2)
A (E) ile gösterilir.

Diğer taraftan dört boyutlu Cesàro matrisi (C, 1, 1) =
(
cnmjk
)

,

cnmjk =

{
1

nm
, j ≤ n ve k ≤ m

0 , diğer durumlarda

biçiminde tanımlanır [21].
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3. MATERYAL VE METOT

Osikiewicz [13] tarafından verilen sonuçlar regüler olmayan matris toplanabilme
metodu kullanılarak genişletilmiştir. Ünver ve arkadaşları[21] tarafından verilen sonuçlar
kuvvet serisi toplanabilme metodu kullanılarak topolojik uzaylarda genişletilmiştir. Bununla
birlikte çift splice dizi kavramı tanımlanarak Osikiewicz tarafından verilen sonuçlar dört
boyutlu matrisler için elde edilmiştir. Ayrıca dört boyutlu matrisler için noktanın yoğunluğu
tanımlanıp [4] makalesinde verilen bazı sonuçlar dört boyutlu matrisler için de incelenmiştir.
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4. BULGULAR TARTIŞMA

Bu bölümde literatürde daha önce elde edilmemiş orijinal sonuçlarımızı vereceğiz.

4.1. Topolojik Uzaylarda Splice Dizilerin Pp-İstatistiksel Yakınsaklığı

Bu kısımda topolojik uzaylarda tanımlı splice dizilerin kuvvet serisi anlamında istatistiksel
yakınsaklığı incelenecektir.

Tanım 4.1. F, σ(τ) üzerinde bir dağılım ve x = (xj), X içinde bir dizi olsun. F (∂G) = 0

koşulunu sağlayan her G ∈ σ(τ) için

lim
0<t→R−

1

p(t)

∑
xj∈G

pjt
j = F (G)

limiti mevcut ise x dizisi F dağılımına Pp − dağılımsal yakınsaktır denir, burada ∂G, G
kümesinin sınırını temsil etmektedir [20].

Teorem 4.2. X, bir Hausdorff topolojik uzay ve {Ki : i = 0, 1, ...,M − 1} , N0 kümesinin
bir M−parçalanışı olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:
a) Her i = 0, 1, ...,M − 1 için δPP

(Ki) mevcuttur.

b)
M−1∑
i=0

si = 1 olacak biçimde s0, s1, ..., sM−1 mevcuttur ve α0, α1, ..., αM−1 limit noktalarına

sahip {Ki : i = 0, 1, ...,M − 1} parçalanması üzerinde her M − splice dizi F : σ(τ) →
[0, 1] dağılımına Pp − dağılımsal yakınsaktır. Burada her G ∈ σ(τ) için

F (G) =
∑

0≤i≤M−1
αi∈G

si

biçimindedir.

c)
M−1∑
i=0

si = 1 olacak biçimde s0,s1, ..., sM−1 ∈ [0, 1] mevcuttur ve x(i) = (αi, αi, ...) sabit

bir dizi olacak biçimde {Ki : i = 0, 1, ...,M − 1} üzerinde x(0), x(1), ..., x(M−1) dizilerinin
M − splice dizisi F : σ(τ) → [0, 1] dağılımına Pp − dağılımsal yakınsaktır. Burada her
G ∈ σ(τ) için

F (G) =
∑

0≤i≤M−1
αi∈G

si

biçimindedir.
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İspat. a =⇒ b : Her i = 0, 1, ...,M − 1 için δPP
(Ki) mevcut si = δPP

(Ki) olsun.
{Ki : i = 0, 1, ...,M − 1} , N0 kümesinin bir M−parçalanması olduğundan

1 =
M−1∑
i=0

δPP
(Ki) =

M−1∑
i=0

si

olur. F : σ(τ) → [0, 1], her G ∈ σ(τ) için

F (G) =
∑

0≤i≤M−1
αi∈G

si

biçiminde tanımlanan bir küme fonksiyonu olsun. F, σ(τ) üzerinde bir dağılımdır. X

Hausdorff topolojik uzayında her M − splice dizinin F dağılımına Pp−dağılımsal yakınsak
olduğunu göstermek yeterlidir. Öncelikle burada kullanacağımız aşağıdaki kümeleri verelim.
D, her n ∈ N0 için 0 < zn < R ve lim

n→∞
zn = R olacak biçimde tüm reel değerli dizilerin

kümesi olmak üzere

B =

{
B(z) = (bnk) : bnk =

1

p(zn)
pjz

j
n , (zn) ∈ D

}

p(t) :=
∞∑
j=0

pjt
j

şeklinde tanımlanır. Her i = 0, 1, ...,M − 1 için δPP
(Ki) yoğunluğunun varlığı, her B(z) ∈

B ve her i = 0, 1, ...,M − 1 için δB(z)(Ki) yoğunluğunun varlığını ve δPP
(Ki) yoğunluğuna

eşit olmasını gerektirir. [21] çalışmasındaki Teorem 1 gereğince her i = 0, 1, ...,M − 1 için
si = δPP

(Ki) = δB(z)(Ki) olduğundan her B(z) ∈ B için ilgili x splice dizisi, F dağılımına
B(z)-dağılımsal yakınsaktır. Burada her B(z) ∈ B için X, F dağılımına B(z)-dağılımsal
yakınsak ise F (∂G) = 0 olacak biçimdeki her G ∈ σ(τ) ve her z ∈ D için

lim
n→∞

1

p(zn)

∑
xj∈G

pjz
j
n = F (G)

eşitliği sağlanır. Bu ise

lim
0<t→R−

1

p(t)

∑
xj∈G

pjt
j = F (G)

olmasını gerektirir. Böylece x, F dağılımına Pp-dağılımsal yakınsaktır.
b =⇒ c : Her i = 0, 1, ...,M − 1 için x(i) = (αi, αi, ...) yakınsak olduğundan ispat

kolaylıkla elde edilir.
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c =⇒ a :
M−1∑
i=0

si = 1 olacak biçimde s0,s1, ..., sM−1 ∈ [0, 1] mevcut olsun. x(i) = (αi,

αi, ...) sabit bir dizi olmak üzere x dizisi, {Ki : i = 0, 1, ...,M − 1} üzerinde x(0), x(1), ..., x(M−1)

dizilerinin M−splice dizisi F : σ(τ) → [0, 1] dağılımına Pp−dağılımsal yakınsaktır. Bu
durumda her B(z) ∈ B için x, F dağılımına B(z)-dağılımsal yakınsaktır. [21] çalışmasındaki
Teorem 1 gereğince her i = 0, 1, ...,M − 1 için ve her B(z) ∈ B için δB(z)(Ki) mevcut ve
si değerine eşittir. Bu ise

lim
n→∞

1

p(zn)

∑
xj∈G

pjz
j
n = F (G)

olmasını gerektirir. Böylece her i = 0, 1, ...,M − 1 için

δPP
(Ki) = lim

0<t→R−

1

p(t)

∑
xj∈G

pjt
j = si

eşitliği sağlanır ve ispat tamamlanır.
Sıradaki teorem bir sonsuz parçalanışın Pp−yoğunluğunun sigma toplanabilmesini

ifade eder.

Teorem 4.3. X, bir Hausdorff topolojik uzay ve {Ki = {vi(j)} : i ∈ N0}, N0 kümesinin bir

∞−parçalanışı olsun. Bu durumda her i ∈ N0 için δPP
(Ki) mevcut ve

∞∑
i=0

δPP
(Ki) = 1

olması için gerek ve yeter koşul
∞∑
i=0

si = 1 olacak biçimde her i ∈ N0 için si ∈ [0, 1]

mevcuttur ve {Ki : i ∈ N0} üzerindeki α0, α1, ... limit noktalarına sahip her ∞ − splice

dizisi F : σ(τ) → [0, 1] dağılımına Pp−dağılımsal yakınsaktır. Burada her G ∈ σ(τ) için

F (G) =
∑
αi∈G

si

biçimindedir.
İspat. Her i ∈ N0 için δPP

(Ki) mevcut olsun. Bu durumda her i ∈ N0 ve her B(z) ∈ B için
δB(z)(Ki) mevcuttur ve δPP

(Ki) değerine eşittir. Böylece her i ∈ N0 ve her B(z) ∈ B için

∞∑
i=0

δB(z)(Ki) = 1

sağlanır. [21] çalışmasındaki Teorem 2 gereğince her B(z) ∈ B için {Ki : i ∈ N0} üzerindeki
α0, α1, ... limit noktalarına sahip her ∞ − splice dizisi F : σ(τ) → [0, 1] dağılımına
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B(z)− dağılımsal yakınsaktır. Burada her G ∈ σ(τ) için

F (G) =
∑
αi∈G

δB(z)(Ki) =
∑
αi∈G

δPP
(Ki)

biçimindedir. Yani F (∂G) = 0 olacak biçimdeki her G ∈ σ(τ) ve her z ∈ D için

lim
n→∞

1

p(zn)

∑
xj∈G

pjz
j
n = F (G)

sağlanır. F (∂G) = 0 olacak biçimdeki her G ∈ σ(τ) için

lim
0<t→R−

1

p(t)

∑
xj∈G

pjt
j = F (G)

gerçeklenir. Bu ise x dizisinin F dağılımına Pp − dağılımsal yakınsak olması anlamına
gelir.

Tersine i ∈ N0 için
∞∑
i=0

si = 1 olacak biçimde si ∈ [0, 1] mevcut ve {Ki : i ∈ N0}

üzerindeki α0, α1, ... limit noktalarına sahip her ∞ − splice dizinin F dağılımına Pp −
dağılımsal yakınsak olduğunu kabul edelim. Bu durumda F (∂G) = 0 olacak biçimdeki
her G ∈ σ(τ) için

lim
0<t→R−

1

p(t)

∑
xj∈G

pjt
j = F (G)

gerçeklenir. Dolayısıyla F (∂G) = 0 olacak biçimdeki her G ∈ σ(τ) ve her z ∈ D için

lim
n→∞

1

p(zn)

∑
xj∈G

pjz
j
n = F (G) (4.1)

elde edilir. [21] çalışmasındaki Teorem 2 gereğince ve (4.1) eşitliğinden her B(z) ∈ B ve

her i ∈ N0 için δB(z)(Ki) mevcut ve
∞∑
i=0

si = 1 olacak biçimde si değerine eşitttir. Böylece

her z ∈ D ve her i ∈ N0 için

lim
n→∞

1

p(zn)

∑
j∈Ki

pjz
j
n = si

gerçeklenir. Bu ise her i ∈ N0 için

δPP
(Ki) = lim

0<t→R−

1

p(t)

∑
j∈Ki

pjt
j = si
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olmasını gerektirir. Bu nedenle her i ∈ N0 için δPP
(Ki) mevcuttur.

Teorem 4.4. (X, ∥.∥) bir Banach uzay ve {Ki = {vi(j)} : i ∈ N0}, N0 kümesinin bir ∞−par-

çalanışı olsun. Eğer her i ∈ N0 için δPP
(Ki) mevcut ve

∞∑
i=0

δPP
(Ki) = 1 ise bu durumda her

sınırlı x = (xj)∞−splice dizisi için {Ki : i ∈ N0} üzerinde

lim
0<t→R−

∞∑
j=0

pjt
j =

∫
X

tdF (4.2)

gerçeklenir. Burada F , her G ∈ σ(τ) için

F (G) =
∑
αi∈G

δPP
(Ki)

şeklinde tanımlanan bir dağılımdır ve (4.2) eşitliğindeki integral Bochner integralidir.

İspat. Her i ∈ N0 için δPP
(Ki) mevcut ve

∞∑
i=0

δPP
(Ki) = 1 olsun. Bu durumda her B(z) ∈

B ve her i ∈ N0 için δB(z)(Ki) mevcuttur ve
∞∑
i=0

δB(z)(Ki) = 1 olacak biçimde δPP
(Ki)

değerine eşitttir. Bu durumda Önerme 2.12. gereğince {Ki : i ∈ N0} üzerindeki her sınırlı
∞−splice dizisi ve her B(z) ∈ B için

lim
n→∞

1

p(zn)

∞∑
j=0

pjz
j
n =

∫
X

tdF (4.3)

elde ederiz. Burada F,

F (G) =
∑
αi∈G

δB(z)(Ki) =
∑
αi∈G

δPP
(Ki) (4.4)

biçiminde tanımlanan bir dağılımdır. (4.3) ve (4.4) kullanılarak

lim
0<t→R−

1

p(t)

∞∑
j=0

pjt
j =

∫
X

tdF

elde edilir ve ispat tamamlanır.

4.2. Negatif Olmayan Matrislerin Splice Dizilere Etkileri

Bu kısımda regüler ve negatif olmayan genel matris sınıfları yardımıyla splice dizilerin
matris toplanabilme özellikleri incelenecektir. Burada matrisin regüler olma zorunluluğu
yoktur. Yoğunluk kavramı regüler olmayan matrisler için de benzer şekilde verilebilir.
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Bu bölümde N doğal sayılar kümesini gözönüne alacağız. Temel sonuçlarımızda
kullanacağımız sıradaki lemmayı verelim. Lemma’da A[K] sembolü satır alt matrisi temsil
etmektedir [10].

Lemma 4.5. A = (ank) matrisi negatif olmayan bir toplanabilme matrisi olsun. K := {vj}
kümesi N doğal sayılar kümesinin bir sonsuz alt kümesi ve x = (xk) dizisi sınırlı bir dizi
olsun. Eğer δA(K) yoğunluğu mevcut ise bu durumda

lim inf
n

(A[K]x)n ≥ δA(K) lim inf
n

xn (4.5)

ve

lim sup
n

(A[K]x)n ≤ δA(K) lim sup
n

xn (4.6)

eşitsizlikleri gerçeklenir.

İspat. Her n, k için ank ≥ 0 olduğundan her n, k ∈ N için bnk = an,vk olmak üzere bk :=

lim
n

bnk ≥ 0 olmasını gerektirir. Bu nedenle Teorem 4.6. gereğince

lim inf
n

(A[K]x)n ≥
∞∑
k=1

bkxk + χ(A[K]) lim inf
n

xn

= χ(A[K]) lim inf
n

xn

= (lim
n

∑
k

bnk −
∑
k

bk) lim inf
n

xn

= (lim
n

∑
k

an,vk) lim inf
n

xn

= (lim
n

∑
k∈K

ank) lim inf
n

xn

= δA(K) lim inf
n

xn

elde ederiz. (4.5) eşitsizliğinde x yerine −x alınırsa (4.6) eşitsizliğinin ispatı da benzer
şekilde yapılabilir.

Şimdi Rhoades tarafından verilen aşağıdaki teoremi hatırlatalım.

Teorem 4.6. A = (ank) matrisi χ(A) ifadesinin tanımlı olduğu bir toplanabilme matrisi

olsun. Eğer her k ≥ q için ank ≥ 0 olacak biçimde bir q tamsayısı mevcut ise
∞∑
k=1

akxk serisi

yakınsak olduğunda

lim inf
n

(Ax)n ≥
∞∑
k=1

akxk + χ(A) lim inf
n

xn
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ve

lim sup
n

(Ax)n ≤
∞∑
k=1

akxk + χ(A) lim sup
n

xn

eşitsizlikleri gerçeklenir [17].

Bu kısım boyunca negatif olmayan A = (ank) matrisinin aşağıdaki koşulları sağladığını
göz önüne alacağız:
i) Her n, k için an,k ≥ 0;

ii) Her k için lim
n→∞

an,k = 0;

iii) lim
n

∞∑
k=1

an,k < ∞.

Son koşul

sup
n

∞∑
k=1

an,k = T

anlamına gelmektedir. Bu durumda D := {K ∈ R : δA(K) > 0} olacak biçimde∑
K∈D

δA(K) ≤ T

eşitsizliğini elde ederiz.

4.2.1. Sonlu Splice Durumu

Bu kısımda negatif olmayan matris sınıfları için sonlu splice dizilerin matris topla-
nabilme özellikleri incelenecektir.

Tanım 4.7. {Ki : i = 1, 2, ...,M} kümesi, N doğal sayılar kümesinin sabit bir M−parçala-
nışı ve i = 1, 2, ...,M için x(i) = (x

(i)
j ) dizisi sınırlı bir dizi olsun. Eğer k ∈ Ki ise bu

durumda bazı j için k = vi(j) gerçeklenir. x = (xk) dizisi xk = xvi(j) = x
(i)
j olarak

tanımlansın. Bu durumda x dizisi {Ki : i = 1, 2, ...,M} kümesi üzerinde bir M∗ − splice

dizisidir [24].
[13] çalışmasında splice dizilerin (M − splice) yakınsak dizilerden elde edildiğine ve her
M − splice dizisinin M∗ − splice dizisi olduğuna dikkat edelim. Ayrıca her M∗ − splice

dizi sınırlıdır.
Sıradaki teorem x dizisinin A dönüşüm dizisi olan Ax :=

{(
∞∑
k=1

an,kxk

)
n

}
dizisinin

çekirdeğine nasıl yaklaşacağımızı göstermektedir.
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Teorem 4.8. A matrisi negatif olmayan bir toplanabilme matrisi ve {Ki = {vi(j)} : i =

1, 2, ...,M} kümesi N kümesinin bir M−parçalanması olsun. Her i = 1, 2, ...,M için
δA(Ki) yoğunluğu mevcut ise {Ki} üzerindeki her M∗−splice x dizisi için αi = lim inf

j
x
(i)
j

ve βi = lim sup
j

x
(i)
j olacak biçimde

lim inf
n

(Ax)n ≥
M∑
i=1

δA(Ki)αi (4.7)

ve

lim sup
n

(Ax)n ≤
M∑
i=1

δA(Ki)βi (4.8)

eşitsizlikleri gerçeklenir.
İspat. Her i = 1, 2, ...,M için δA(Ki) mevcut ve x dizisi {Ki} kümesi üzerinde bir M∗ −
splice dizi olsun. Bu durumda her n ∈ N için [13] çalışmasında olduğu gibi

(Ax)n =
∞∑
k=1

ankxk

=
M∑
i=1

(
∑
k∈Ki

ankxk)

=
M∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)xvi(j))

=
M∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)x
(i)
j )

=
M∑
i=1

(A[Ki]x(i))n (4.9)

elde edilir. Böylece (4.9) ve Lemma 4.5. gereğince

lim inf
n

(Ax)n = lim inf
n

M∑
i=1

(A[Ki]x(i))n

≥
M∑
i=1

lim inf
n

(A[Ki]x(i))n

≥
M∑
i=1

δA(Ki)αi

18



gerçeklenir. Dolayısıyla (4.7) eşitsizliğinin ispatı tamamlanır. (4.7) eşitsizliğinde x yerine
−x alınırsa (4.8) denkleminin ispatı da benzer şekilde yapılabilir.
Her i = 1, 2, ...,M için x(i) yakınsak ise bu durumda her i = 1, 2, ...,M için γi := αi = βi

eşitliği gerçeklenir. Dolayısıyla Teorem 4.8., (Ax) dönüşüm dizisinin çekirdeğinin[
M∑
i=1

δA(Ki)αi,
M∑
i=1

δA(Ki)βi

]
aralığını aşamayacağını gösterir ve [13, 24] çalışmalarındaki

benzer teoremleri genelleştirir.

4.2.2. Sonsuz Splice Durumu

Bu kısımda negatif olmayan matris sınıfları için sonsuz splice dizilerin matris
toplanabilme özellikleri incelenecektir.

Tanım 4.9. {Ki : i ∈ N} kümesi N kümesinin sabit bir ∞−parçalanışı ve x(i) = (x
(i)
j )

dizisi i ∈ N için sınırlı bir dizi olsun. k ∈ Ki ise bu durumda bazı j için k = vi(j)

gerçeklenir. xk = xvi(j) = x
(i)
j olacak biçimde x = (xk) dizisi tanımlansın. Bu durumda

x dizisi {Ki : i ∈ N} üzerinde bir ∞∗ − splice olarak adlandırılır [24].
[13] çalışmasında splice dizilerin (∞ − splice) yakınsak dizilerden elde edildiğine ve her
∞ − splice dizisinin ∞∗ − splice dizisi olduğuna dikkat edelim. Ayrıca her ∞∗ − splice

dizi sınırlı olmak zorunda değildir.
Sıradaki teorem bize (Ax) dönüşüm dizisinin çekirdeğinin tahminine olanak sağlar.

Teorem 4.10. A matrisi negatif olmayan bir toplanabilme matrisi ve {Ki = {vi(j)} : i ∈
N} kümesi N kümesinin bir ∞−parçalanışı olsun. Her i ∈ N için δA(Ki) yoğunluğu mevcut

ve
∞∑
i=1

δA(Ki) = T ise {Ki} üzerindeki her sınırlı ∞∗ − splice x dizisi için αi = lim inf
j

x
(i)
j

ve βi = lim sup
j

x
(i)
j olacak biçimde

lim inf
n

(Ax)n ≥
∞∑
i=1

δA(Ki)αi (4.10)

ve

lim sup
n

(Ax)n ≤
∞∑
i=1

δA(Ki)βi (4.11)

eşitsizlikleri gerçeklenir.

İspat. Her i ∈ N için
∞∑
i=1

δA(Ki) = T olacak biçimde δA(Ki) yoğunluğu mevcut ve x dizisi

{Ki} üzerinde bir ∞∗ − splice x dizisi olsun. Bu durumda [13] çalışmasında olduğu gibi
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her n ∈ N için

(Ax)n =
∞∑
k=1

ankxk

=
∞∑
i=1

(
∑
k∈Ki

ankxk)

=
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)xvi(j))

=
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)x
(i)
j )

=
∞∑
i=1

(A[Ki]x(i))n (4.12)

elde edilir. Her n için fn : N → C ve gn : N → C fonksiyonları H := sup
k

|xk| ve

e = (1, 1, ...) olacak biçimde

fn(i) := (A[Ki]x(i))n ve gn(i) := H(A[Ki]e)n

biçiminde tanımlanır. Şimdi µ sayma ölçüsü olsun. [13] çalışmasındaki Teorem 1.2 gereğince

lim
n

gn(i) = HδA(Ki)

ve

lim
n

∫
N

gn(i)dµ =

∫
N

(lim
n

gn(i))dµ = HT > 0 (4.13)

eşitlikleri gerçeklenir. Ayrıca her n, i ∈ N için

|fn(i)| ≤ gn(i)

eşitsizliği kolay bir şekilde gösterilebilir.
fn ve gn fonksiyonları µ sayma ölçüsüne göre ölçülebilir ve her n için fn+gn ≥ 0 olduğundan
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(4.13) ve Fatou Lemması kullanılarak∫
N

lim inf
n

(fn + gn)(i)dµ ≤ lim inf
n

∫
N

(fn + gn)(i)dµ

= lim inf
n

∫
N

fn(i)dµ+

∫
N

gn(i)dµ


= lim inf

n

∫
N

fn(i)dµ+ lim
n

∫
N

gn(i)dµ

= lim inf
n

∫
N

fn(i)dµ+H

∞∑
i=1

δA(Ki)

= lim inf
n

∫
N

fn(i)dµ+HT (4.14)

eşitsizliği elde edilir. Diğer taraftan her i için (gn) dizisi yakınsak olduğundan∫
N

lim inf
n

(fn + gn)(i)dµ =

∫
N

(lim inf
n

fn(i) + lim
n

gn(i))dµ

=

∫
N

lim inf
n

fn(i)dµ+

∫
N

lim
n

gn(i)dµ

=

∫
N

lim inf
n

fn(i)dµ+H
∞∑
i=1

δA(Ki)

=

∫
N

lim inf
n

fn(i)dµ+HT (4.15)

elde edilir. (4.14) ve (4.15) ifadeleri kullanılarak∫
N

lim inf
n

fn(i)dµ ≤ lim inf
n

∫
N

fn(i)dµ

= lim inf
n

∞∑
i=1

(A[Ki]x(i))n

= lim inf
n

(Ax)n (4.16)
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gerçeklenir. Lemma 4.5. gereğince∫
N

lim inf
n

fn(i)dµ =

∫
N

lim inf
n

(A[Ki]x(i))dµ

≥
∫
N

δA(K
(i))αidµ

=
∞∑
i=1

δA(K
(i))αi (4.17)

elde edilir. (4.16) ve (4.17) ifadelerinden

∞∑
i=1

δA(K
(i))αi ≤ lim inf

n
(Ax)n

(4.10) eşitsizliğinin ispatı tamamlanır. (4.10) eşitsizliğinde x değerinin yerine −x alınırsa
(4.11) eşitsizliğinin ispatı da kolayca görülebilir.
Her i ∈ N için x(i) yakınsak ise her i ∈ N için γi := αi = βi eşitliği gerçeklenir. Böylece
Teorem 4.10., [13] çalışmasındaki Teorem 3.4’ü sağlar. Hatta bu teorem bize (Ax) dönüşüm

dizisinin çekirdeğinin
[

∞∑
i=1

δA(Ki)αi,
∞∑
i=1

δA(Ki)βi

]
aralığını aşamayacağını gösterir.

4.3. Çift Splice Diziler

Bu bölümde dört boyutlu matrisler yardımıyla çift splice dizilerin toplanabilme özellikleri
incelenecektir.

4.3.1. Sonlu Çift Splice Diziler Durumu

Bu kısımda dört boyutlu matrisleri kullanarak M−splice çift dizilerin toplanabilme
özelliklerini inceleyeceğiz.

Tanım 4.11. E1 ∪ E2 ∪ ... ∪ EM = N× N, i ̸= s için Ei ∩ Es = ∅ ve l = 1, 2, ...,M için
El = {(vl (j) , µl (k))}∞,∞

j,k=1,1 N× N kümesinin bir alt kümesi ise {E1, E2, ..., EM }, N× N
kümesinin bir M−parçalanışıdır.

Tanım 4.12. γ(l), l = 1, 2, ...,M için γ(l) = (γ
(l)
jk )

∞,∞
j,k=1,1 ve P − lim

j,k
γ
(l)
jk = Γ(l) olacak

biçimde bir Pringsheim yakınsak çift dizi olsun. {E1, E2, ..., EM } parçalanışı ile bazı j, k
için (r, s) = (vl (j) , µl (k)) olacak biçimde (r, s) ∈ El ise xrs=xvl(j),µl(k) = γ

(l)
jk olacak

biçimde [x] := (xrs) dizisi γ(1), ..., γ(M) dizilerinin bir M−splice çift dizisidir.

Teorem 4.13. A negatif olmayan RH-regüler bir matris ve {E1, E2, ..., EM } sabit bir M−par-
çalanış olsun. Her l = 1, 2, ...,M için δ

(2)
A (El ) mevcut ise A, {E1, E2, ..., EM } üzerinde
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splicing özelliğine sahiptir yani {E1, E2, ..., EM } üzerindeki her M−splice için

P − lim
n,m

(Ax)nm =
M∑
l=1

δ
(2)
A (El ) Γ

(l)

gerçeklenir.

İspat. Her l = 1, 2, ...,M için δ
(2)
A (El ) mevcut ve [x] bir M−splice olsun. Buradan

(Ax)nm =

∞,∞∑
j,k=1,1

anmjk xjk =
M∑
l=1

 ∑
(j,k)∈El

anmjk xjk


=

M∑
l=1

( ∞,∞∑
j,k=1,1

anmvl(j),µl(k)
xvl(j),µl(k)

)

=
M∑
l=1

( ∞,∞∑
j,k=1,1

anmvl(j),µl(k)
γ
(l)
jk

)

=
M∑
l=1

( ∞,∞∑
j,k=1,1

bnmjk γ
(l)
jk

)
.

elde edilir. [15] makalesine göre B = (bnmjk ) =
(
anmvl(j),µl(k)

)
matrisinin, δ(2)A (El ) çarpanıyla

çarpımsal olduğunu görmek kolaydır. Dolayısıyla

P − lim
n,m

(Ax)nm = P − lim
n,m

M∑
l=1

( ∞,∞∑
j,k=1,1

anmvl(j),µl(k)
γ
(l)
jk

)

=
M∑
l=1

(
P − lim

n,m

∞,∞∑
j,k=1,1

anmvl(j),µl(k)
γ
(l)
jk

)

=
M∑
l=1

δ
(2)
A (El ) Γ

(l)

eşitliği gerçeklenir. Yani [x] dizisi
M∑
l=1

δ
(2)
A (El ) Γ

(l) toplamına A−toplanabilirdir. Bu nedenle

A, {E1, E2, ..., EM } üzerinde splicing özelliğine sahiptir. Bu da ispatı tamamlar.

Teorem 4.14. A, RH-regüler bir matris olsun. Herhangi bir M ≥ 2 için bir {E1, E2, ..., EM }
parçalanışı vardır öyle ki A, {E1, E2, ..., EM } üzerinde splicing özelliğine sahip değildir.

İspat. [14] makalesindeki Teorem 3.1 gereğince 0 ve 1’lerden oluşan, A-toplanamayan en
az bir [x] dizisinin var olduğu biliniyor. M ≥ 2 için E1 = {(j, k) : xjk = 1} ve diğer
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E2, E3, ..., EM ayrık, sonsuz ve

M⋃
l=2

El = (N× N)\E1

olacak biçimde {E1, E2, ..., EM } parçalanışını göz önüne alalım. [x] dizisi l = 1, 2, ...,M

için γ
(1)
jk = 1 ve γ

(l)
jk = 0 dizilerinin {E1, E2, ..., EM } parçalanışı üzerinde bir M − splice

çift dizidir. Dolayısıyla [x] dizisi A-toplanabilir olmadığından A, {E1, E2, ..., EM } üzerinde
splicing özelliğine sahip değildir.

Dört boyutlu bir A matrisi 0 değerine Pringsheim yakınsak her sınırlı diziyi 0 değerine
Pringsheim yakınsak sınırlı diziye dönüştürüyorsa sıfır limiti RH-koruyan matristir.

Aşağıdaki lemma ile sıfır limiti RH-koruyan dört boyutlu matris üzerinde bir gerçeği
ifade ediyoruz.

Lemma 4.15. Dört boyutlu A =
(
anmjk

)
matrisinin sıfır limiti koruması için gerek ve yeter

koşul
(a) P − lim

n,m
anmjk = 0 her j,k,

(b)
∑
j,k

∣∣anmjk ∣∣ her n,m için Pringsheim limite sahip,

(c) P − lim
n,m

∑
j

∣∣anmjk ∣∣ = 0 her k,

(d) P − lim
n,m

∑
k

∣∣anmjk ∣∣ = 0 her j,

(e) Her n,m için
∑
j,k

∣∣anmj,k ∣∣ ≤ H

olacak biçimde n ve m sayılarının mevcut olmasıdır.

İspat. Yeterlilik: [x] = (xjk) dizisi, 0 değerine sınırlı Pringsheim yakınsak bir dizi olsun.
(a)− (e) koşullarını kullanarak [Ax] dizisinin ayrıca 0 değerine sınırlı Pringsheim yakınsak
olduğunu gösterelim:

|ynm| =

∣∣∣∣∣
∞,∞∑
j,k

anmjk xjk

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
p,q∑

j=1,k=1

anmjk xjk

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

p,∞∑
j=1,k=q+1

anmjk xjk

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞,q∑
j=p+1,k=1

anmjk xjk

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞,∞∑
j=p+1,k=q+1

anmjk xjk

∣∣∣∣∣
yazabiliriz. ϵ > 0 için p ve q değerlerini çok büyük ve j > p, k > q için |xjk| ≤ ϵ

4H

bulabiliriz. Her j,k için |xjk| sayılarının en büyüğü L olsun. (a) , (c) , (d) koşullarını
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kullanarak n ≥ T , m ≥ N olacak biçimde T ve N iki tam sayısı bulabiliriz.

p,q∑
j=1,k=1

∣∣anmjk ∣∣ < ϵ

4pqL

∞∑
k=1

∣∣anmjk ∣∣ < ϵ

4pL
, (j = 1, 2, 3, ..., p)

∞∑
j=1

∣∣anmjk ∣∣ < ϵ

4qL
, (k = 1, 2, 3, ..., q)

gerçeklenir. Dolayısıyla n ≥ T , m ≥ N için

|ynm| ≤
ϵ

4Lpq
Lpq +

ϵ

4Lp
Lp+

ϵ

4Lq
Lq +

ϵ

4H
H

elde edilir. Bu eşitsizlikte

P − lim
n,m

ynm = 0

anlamına gelir.
Gereklilik: (a) koşulunu görmek için bir (xnm) dizisini aşağıdaki gibi tanımlayalım.

xnm =

{
1 , n = p ve m = q

0 , diğer durumlarda.

Burada ynm = anmpq sağlanır. Bundan dolayı (a) koşulu gerçeklenir.

(b)
∞,∞∑

m=1,n=1

unm serisi mutlak yakınsak değilse P − lim
n,m

snm = 0 ve
∞,∞∑

n,m=1,1

unmsnm

serileri +∞ değerine ıraksak olacak biçimde bir sınırlı çift snm dizisi seçilebilir. Bu sonucu
kullanarak herhangi sabit n ve m seçilebilir ve

∑
j,k

∣∣anmjk ∣∣ serisinin ıraksak olduğunu varsayılabiliriz.

Bu durumda [x] dizisi sıfır limite sahip ve
∑
j,k

anmjk xjk serisi ıraksak olacak biçimde bir sınırlı

(xjk) dizisi mevcuttur. Bu, hipotezimizle çelişir. Bu nedenle (b) koşulu sağlanır. (c), (d),
(e) koşullarının ispatları, [18] makalesindeki Teorem 2 nin ispatı ile aynıdır.

Teorem 4.16. A sıfır limiti RH- koruyan dört boyutlu bir matris olsun. γ ∈ c(2)\c(2)0 , L
değerine A−toplanabilir sınırlı bir dizi ise A matrisi P − lim

j,k
γjk = Γ ̸= 0 olacak biçimde

L/Γ çarpanıyla çarpımsaldır.

İspat. [15] makalesindeki Lemma 1 ve Teorem 4.13. gereğince A sıfır limiti RH- koruyan
dört boyutlu bir matris olduğundan L/Γ−çarpımsal olduğunu göstermek için
P − lim

n,m

∑
j,k

anmjk = L/Γ olduğunu göstermek yeterlidir. P − lim
j,k

γjk = Γ ̸= 0 olduğundan
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(ejk) dizisinin tüm terimleri 1 ve P − lim
j,k

ϵjk = 0 olacak biçimde γjk = Γejk + ϵjk şeklinde

ifade edilebilir. Bu durumda verilen bir m ve n için

(Aγ)nm =
∑
j,k

anmjk γjk =
∑
j,k

anmjk (Γejk + ϵjk)

= Γ
∑
j,k

anmjk ejk +
∑
j,k

anmjk ϵjk

elde edilir. γ dizisi L değerine A-toplanabilir ve A sıfır limitleri koruduğundan

L = P − lim
n,m

(Aγ)nm = ΓP − lim
n,m

∑
j,k

anmjk + P − lim
n,m

∑
j,k

anmjk ϵjk

= ΓP − lim
n,m

∑
j,k

anmjk + 0

gerçeklenir. Yani A sıfır limitleri koruduğundan ve P − lim
n,m

(Aγ)nm = L olduğundan

P − lim
n,m

∑
j,k

anmjk = L
Γ

elde edilir. Bu nedenle A matrisi L
Γ

çarpanıyla çarpımsaldır.

Şimdi yeni bir sonuç vermek için aşağıdaki gösterimi kullanıyoruz. Dört boyutlu bir
A =

(
anmjk

)
matrisini ve N × N kümesinin bir E = {(v (r) , µ (s))}∞,∞

r,s=1,1 alt kümesini göz
önüne alalım. bnmjk = anmv(j),µ(k) olmak üzere A[E] =

(
bnmjk
)

biçiminde tanımlansın. Bir [x] çift
dizisi için

(
A[E]x

)
nm

=
∑
j,k

bnmjk xjk =
∑
j,k

anmv(j),µ(k)xjk

yazılabilir.

Teorem 4.17. A negatif olmayan RH-regüler bir matris ve E ⊂ N × N sonsuz bir küme
olsun. δ(2)A (E) mevcut ise A[E], δ(2)A (E) çarpanıyla RH-çarpımsaldır. Tersine A[E], t sabitiyle
çarpımsal ise δ

(2)
A (E) mevcut ve t sabitine eşittir.

İspat. Her m ve n için

(
A[E]e

)
nm

=
∑
j,k

anmv(j),µ(k) =
∑

(j,k)∈E

anmjk

eşitliği yazılabilir. δ
(2)
A (E) mevcut ise Teorem 4.16. gereğince A[E], δ(2)A (E) çarpanıyla

RH-çarpımsaldır. Tersine A[E], t çarpanıyla RH-çarpımsal ise bu durumda (ejk) dizisinin
tüm terimleri 1 olacak biçimde

t = P − lim
n,m

(
A[E]e

)
= P − lim

n,m

∑
(j,k)∈E

anmjk = δ
(2)
A (E)

26



elde edilir.

Teorem 4.18. [x], {E1, E2} üzerinde Γ(1) ̸= Γ(2) olacak biçimde γ(1) ve γ(2) dizilerinin
bir 2 − splice sınırlı çift dizisi olsun. A, [x] dizisini L değerine toplayan negatif olmayan
RH-regüler bir matris ise

δ
(2)
A (E1) =

Γ(2) − L

Γ(2) − Γ(1)
ve δ

(2)
A (E2) =

L− Γ(1)

Γ(2) − Γ(1)

olacak biçimde δ
(2)
A (E1) ve δ

(2)
A (E2 ) sayıları mevcuttur.

İspat. [x], {E1, E2} üzerinde Γ(1) ̸= Γ(2) olmak üzere [x] dizisi L değerine A−toplanabilir
olacak biçimde γ(1) ve γ(2) dizilerinin bir 2 − splice sınırlı çift dizisi olsun. A[El] =(
anmvl(j),µl(k)

)
matrisi El = {(vl (j) , µl (k)) : (j, k) ∈ N× N} , (l = 1, 2) olacak biçimde

Lemma 4.15. nin koşullarını yerine getirir. Yani sıfır limitleri korur. Verilen herhangi n ve
m için

(
A
(
x− Γ(1)

))
nm

=
∑
j,k

anmjk
(
xjk − Γ(1)

)
=
∑
j,k

anm
v1(j),µ1(k)

(
γ
(1)
jk − Γ(1)

)
+
∑
j,k

anm
v2(j),µ2(k)

(
γ
(2)
jk − Γ(1)

)
=
(
A[E1]

(
γ(1) − Γ(1)

))
nm

+
(
A[E2]

(
γ(2) − Γ(1)

))
nm

gerçeklenir. γ(1) − Γ(1) ∈ c
(2)
0 olduğundan

(
A[E2]

(
γ(2) − Γ(1)

))
nm

=
(
A
(
x− Γ(1)

))
nm

−
(
A[E1]

(
γ(1) − Γ(1)

))
nm

= L− Γ(1) + o (1)

elde edilir. Böylece, γ(2) − Γ(1), L − Γ(1) değerine A[E2]-toplanabilirdir. γ(2) − Γ(1) ∈
c(2)\c(2)0 olduğundan, Lemma 4.15. gereğince A[E2],

(
L− Γ(1)

)
/
(
Γ(2) − Γ(1)

)
çarpanıyla

çarpımsaldır. Bu durumda Teorem 4.16. gereğince

δ
(2)
A (E2 ) =

L− Γ(1)

Γ(2) − Γ(1)

ve

δ
(2)
A (E1 ) = 1− δ

(2)
A (E2 ) = 1− L− Γ(1)

Γ(2) − Γ(1)
=

Γ(2) − L

Γ(2) − Γ(1)

gerçeklenir.
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4.3.2. Sonsuz Çift Splice Diziler Durumu

Bu kısımda ∞-splice çift dizilerin toplanabilirlik özelliklerini dört boyutlu matrisleri
kullanarak inceleyeceğiz. N×N kümesinin ∞− parçalanışı Tanım 4.11. de benzer şekilde
tanımlanır.

Tanım 4.19. {El}, N × N kümesinin sabit bir ∞ − parçalanışı olsun. l ∈ N için γ(l) =(
γ
(l)
j,k

)∞,∞

j,k=1,1
, P − lim

j,k
γ
(l)
j,k = Γ(l) olacak biçimde yakınsak çift dizi olsun. {El} ∞ −

parçalanışı üzerindeki γ(l), l ∈ N dizilerinin ∞ − splice dizisi olan [x] dizisi aşağıdaki
gibi tanımlanır.

(r, s) ∈ El ise bazı j, k ∈ N için (r, s) = (vl (j) , µl (k)) ve xr,s = xvl(j),µl(k) := γ
(l)
j,k

biçimindedir.

Tanım 4.20. A bir RH − regüler matris olsun ve sabit bir {El} ∞ − parçalanışını göz
önüne alalım. A matrisi, {El} ∞ − parçalanışı üzerindeki her sınırlı çift ∞ − splice

dizilerini toplayabiliyorsa A, {El} üzerinde splicing özelliğine sahiptir.

Teorem 4.21. A negatif olmayan RH − regüler bir matris ve {El}, N × N kümesinin bir
∞ − parçalanışı olsun. Her l ∈ N için δ

(2)
A (El) mevcut ve

∑
l

δ
(2)
A (El) = 1 ise {El}

üzerindeki sınırlı ∞− splice dizisi için

P − lim
n,m

(Ax)nm =
∞∑
l=1

δ
(2)
A (El) Γ

(l)

olmak üzere A, {El} üzerinde splicing özelliğine sahiptir.

İspat. Her l ∈ N için δ
(2)
A (El) mevcut,

∑
l

δ
(2)
A (El) = 1 ve [x], {El} üzerindeki sınırlı bir

∞ − splice dizi olsun. Bu durumda verilen n,m için B =
(
bnmjk
)
=
(
anmvl(j), µl(k)

)
olmak

üzere

(Ax)nm =

∞,∞∑
j,k=1,1

anmjk xjk =
∞∑
l=1

 ∑
(j,k)∈El

anmjk xjk


=

∞∑
l=1

( ∞,∞∑
j,k=1,1

anmvl(j),µl(k)
xvl(j), µl(k)

)

=
∞∑
l=1

( ∞,∞∑
j,k=1,1

anmvl(j),µl(k)
γ
(l)
j,k

)

=
∞∑
l=1

(
Bγ(l)

)
nm
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elde edilir. fnm ve gnm aşağıdaki gibi tanımlansın: M = ∥x∥∞,(2) ve [e] = (ejk) dizisinin
tüm terimleri 1 olacak biçimde fnm : N −→ C olmak üzere fnm (l) :=

(
Bγ(l)

)
nm

ve
gnm : N −→ C olmak üzere gnm (l) := M. (Be)nm fonksiyonları tanımlansın. Her l ∈ N
için δ

(2)
A (El) mevcut, B =

(
bnmjk
)

matrisi δ(2)A (El) çarpanıyla çarpımsal olduğundan

f (l) := P − lim
n,m

fnm (l) = P − lim
n,m

(
Bγ(l)

)
nm

= δ
(2)
A (El) Γ

(l)

ve

g (l) := P − lim
n,m

gnm (l) = P − lim
n,m

M (Be)nm = Mδ
(2)
A (El)

eşitlikleri sağlanır. µ sayma ölçüsü olmak üzere

P − lim
n,m

∫
N

gnm (l) dµ = P − lim
n,m

∞∑
l=1

M (Be)nm

= M.P − lim
n,m

∞∑
l=1

 ∑
(j,k)∈El

anmjk


= M.P − lim

n,m

∞,∞∑
j,k=1,1

anmjk

= M.1

= M.
∞∑
l=1

δ
(2)
A (El)

=

∫
N

g (l) dµ

elde edilir. Diğer bir ifade ile

P − lim
n,m

∫
N

gnm (l) dµ =

∫
N

P − lim
n,m

gnm (l) dµ

olur. Ayrıca her n, m için

|fnm (l)| =

∣∣∣∣∣
∞,∞∑

j,k=1,1

anmvl(j),µl(k)
γ
(l)
j,k

∣∣∣∣∣
≤ M

∞,∞∑
j,k=1,1

anmvl(j),µl(k)

= M (Be)nm = gnm (l)
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bulunur. Dolayısıyla iki değişkenli Lebesgue yakınsaklık teoremi gereğince

P − lim
n,m

(Ax)nm = P − lim
n,m

∞∑
l=1

(
Bγ(l)

)
nm

=
∞∑
l=1

P − lim
n,m

(
Bγ(l)

)
nm

=
∞∑
l=1

δ
(2)
A (El) Γ

(l)

elde edilir. Böylece [x] dizisi
∑
l

δ
(2)
A (El) Γ

(l) değerine A− toplanabilirdir ve sonuç olarak

A matrisi splicing özelliğine sahiptir.
Şimdi de bazı çift splice dizi örnekleri verelim.

Örnek 4.22. {E1, E2, E3} 3−parçalanışı üzerinde Γ(1), Γ(2), Γ(3) birbirlerinden farklı olmak
üzere öyle bir 3-splice [x] dizisi vardır ki bu dizi 0 değerine (C, 1, 1)-toplanabilirdir. Ancak
δ(2) (E1) , δ

(2) (E2) ve δ(2) (E3) mevcut değildir.

Bunu görmek için ilk önce RH-regüler matrisin toplayamayacağı, terimleri 0 ve 1

sayılarından oluşan en az bir dizinin var olduğunu hatırlayalım. Dolayısıyla
E1 := {v1 (j) , µ1 (k)}∞,∞

j,k=1,1 ,v1 (j) + 1 < v1 (j + 1) ve µ1 (k) + 1 < µ1 (k + 1) olacak
biçimde bir E1 ⊂ N × N alt kümesi mevcuttur. Bu nedenle δ(2) (E1) mevcut değildir.
E2 := {v2 (j) , µ2 (k)}∞,∞

j,k=1,1 kümesi v2 (j) = v1 (j) + 1 ve µ2 (k) = µ1 (k) + 1, δ(2) (E2)

olarak tanımlanırsa yine δ(2) (E2) mevcut değildir. E3 = (N× N) \ (E1 ∪ E2), {E1, E2, E3}
kümesi göz önüne alındığında {E1, E2, E3}, N× N kümesinin bir 3−parçalanışı olur. Eğer
{E1, E2, E3} üzerinde γ

(1)
j,k := 1, γ

(2)
j,k := −1 ve γ

(3)
j,k := 0 olarak alınırsa elde edilen 3-splice

[x] dizisi 0 değerine (C, 1, 1)-toplanabilirdir. Gerçekten

((C, 1, 1) ([x]))nm =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

nm

∑
(j,k)∈E1
1≤j≤n
1≤k≤m

xjk +
1

nm

∑
(j,k)∈E2
1≤j≤n
1≤k≤m

xjk +
1

nm

∑
(j,k)∈E3
1≤j≤n
1≤k≤m

xjk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

nm

∑
j,k

v1(j)≤n
µ1(k)≤m

γ
(1)
j,k +

1

nm

∑
j,k

v2(j)=v1(j)+1≤n
µ2(k)=µ1(k)+1≤m

γ
(2)
j,k +

1

nm

∑
j,k

v3(j)≤n
µ3(k)≤m

γ
(3)
j,k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

nm

∑
j,k

v1(j)≤n
µ1(k)≤m

1− 1

nm

∑
j,k

v1(j)≤n−1
µ1(k)≤m−1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

n
+

1

m
−→ 0

gerçeklenir.

Örnek 4.23. N× N kümesinin bir ∞-parçalanışını aşağıdaki gibi göz önüne alalım.

El =
{(

2l−1 (2j − 1) , k
)}∞,∞

j,k=1,1
, l ∈ N.

Mursaleen ve arkadaşları[12] tarafından her l için

δ(2) (El) = P − lim
j,k

j.k

2l−1 (2j − 1) .k
=

1

2l

olduğu gösterilmiştir. Bu nedenle
∞∑
l=1

δ(2) (El) =
∞∑
l=1

1
2l
= 1 elde edilir.

Örnek 4.24. Aşağıdaki [x] çift dizisini göz önüne alalım.

xjk =


√

3r+1
r

, j = 3r − 2, k ∈ N,

arctan r , j = 3r − 1, k ∈ N,
1
2r

, j = 3r, k ∈ N.

Bu dizi {E1, E2, E3} 3−parçalanışı üzerindeki γ(1), γ(2), γ(3) dizilerinin bir 3-splice
dizisi

γ
(1)
jk =

√
3j + 1

j
, γ

(2)
jk = arctan j, γ

(3)
jk =

1

2j

ve

E1 = {(3j − 2, k)}∞,∞
j,k=1,1 , E2 = {(3j − 1, k)}∞,∞

j,k=1,1 , E3 = {(3j, k)}∞,∞
j,k=1,1

biçiminde ifade edilebilir.
l = 1, 2, 3 için δ(2) (El) = 1

3
ve ayrıca P − lim

j,k
γ
(1)
jk =

√
3, P − lim

j,k
γ
(2)
jk = π

2
,

P − lim
j,k

γ
(3)
jk = 0 olduğu kolaylıkla görülür. [x] dizisinin (C, 1, 1)-toplanabilir olduğunu
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direkt görmek kolay değildir ancak Teorem 4.13. kullanılarak kolay bir şekilde

P − lim
n,m

{(C, 1, 1)x}nm =
3∑

l=1

δ(2) (El) .Γ
(l) =

1

3

√
3 +

1

3
.
π

2
+

1

3
.0 =

1

3

(√
3 +

π

2

)
elde edilir.

4.4. Dört Boyutlu Matrisler İçin Noktanın Yoğunluğu

Bu bölümde dört boyutlu matrisler için noktanın yoğunluğu kavramını tanımlayıp
özelliklerini inceleyeceğiz.

Tanım 4.25. A RH-regüler negatif olmayan bir matris ve E ⊂ N× N olsun.

δ
(2)
A (E) = lim sup

n,m

∑
j,k∈E

anmjk

ve

δ
(2)
A (E) = lim inf

n,m

∑
j,k∈E

anmjk

sırasıyla E kümesinin A−üst ve A−alt yoğunluğu olarak adlandırılır. δ(2)A (E) = δ
(2)
A (E) ise

E kümesinin A−yoğunluğu vardır denir ve δ(2)A (E) ile gösterilir. A yoğunluğunun tanımında
A = (C, 1, 1) alırsak, E kümesinin doğal yoğunluğu elde edilir. Bu da δ(2)(E) ile gösterilir
[21]. Şimdi [x] çift indisli dizisi için noktanın yoğunluğunu tanımlayalım. (xjk) ∈ l

(2)
∞ ve

y ∈ R için

δ
(2)
A (y) = lim

ϵ→0+
δ
(2)
A ({(j, k) : |xjk − y| ≤ ϵ})

ve

δ
(2)
A (y) = lim

ϵ→0+
δ
(2)
A ({(j, k) : |xjk − y| ≤ ϵ})

olsun. Bu iki değer birbirine eşit ise y noktasının A−yoğunluğu vardır denir ve δ
(2)
A (y) ile

gösterilir.

Teorem 4.26. Her y ∈ R için δ
(2)
A (y) mevcut olsun. Bu durumda D = {y ∈ R : δ

(2)
A (y) >

0} kümesi sayılabilirdir ve
∑
y∈D

δ
(2)
A (y) ≤ 1 gerçeklenir.

32



İspat. (rs), kesin monoton azalan ve 1 değerine yakınsak bir dizi olsun. Sabit v ∈ N için
Dv = {y ∈ R : δ

(2)
A (y) ≥ 1

v
} olsun. y1, y2, ..., yl ∈ Dv farklı olsun. Bu durumda ϵ =

min
i ̸=u

|yi−yu|
3

> 0 ise El = {(j, k) : |xjk − yi| ≤ ϵ} kümeleri ikişerli ayrıktır ve δ
(2)
A (Ei) ≥ 1

v

olur. A matrisi RH-regüler olduğundan bir n0 ∈ N seçebiliriz öyle ki sabit bir τ > 0 için p

sabitlenmiş olmak üzere n,m ≥ n0 ve her i = 1, ...l için

∑
(j,k)∈Ei

anmjk ≥ 1

v
− τ and

∞,∞∑
(j,k)=(1,1)

anmjk ≤ rp

elde edilir. E1, E2, ..., El ayrık olduğundan n,m ≥ n0 için

∑
(j,k)∈E1∪E2∪...El

anmjk =
l∑

µ=1

∑
(j,k)∈Eµ

anmjk ≥ l

v
− lτ

olur. Dolayısıyla rs ≥ l(1−vτ)
v

, yani vrs
1−vτ

≥ l gerçeklenir. Böylece Dv sonlu olmak
zorundadır. O halde∑

y∈Dv

δ
(2)
A (y) ≤ rs

elde edilir. D1 ⊂ D2 ⊂ D3 ⊂ ... ve D =
∞⋃
v=1

Dv olduğundan

∑
y∈D

δ
(2)
A (y) = lim

v→∞

∑
y∈Dv

δ
(2)
A (y) ≤ rs

bulunur. Bu her rs için doğru ve rs → 1 olduğundan
∑
y∈D

δ
(2)
A (y) ≤ 1 elde edilir. Açıkça D

sayılabilir olmak zorundadır.

Teorem 4.27. A, 4 boyutlu Cesàro matrisi olmak üzere herhangi ϵ > 0 ve herhangi y ∈ [0, 1]

için δ
(2)
A ({(j, k) : |xjk − y| ≤ ϵ}) = d(2)({(j, k) : |xjk − y| ≤ ϵ}) = 1 olacak biçimde sınırlı

bir (xjk) dizisi vardır.

İspat. (xjk), limit noktaları kümesi [0, 1] olacak biçimde bir dizi olsun. Böyle bir dizi [0, 1]
aralığındaki tüm rasyonel sayıların aynı satır ve aynı sütunda olmamak üzere sonsuz kez
tekrarlanmasıyla elde edilebilir.

Teorem 4.28. (xjk) sınırlı bir dizi, δ(2)A (y) her y ∈ R için mevcut ve
∑
y∈D

δ
(2)
A (y) = 1 olsun.

Bu durumda

lim
n,m→∞

(Ax)nm =
∑
y∈D

δ
(2)
A (y) y
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gerçeklenir.

İspat. (xjk) sınırlı olduğundan her (j, k) ∈ N × N için |xjk| ≤ M olacak biçimde M > 0

vardır. D = {yi}i ve yi ler farklı olsun. ϵ > 0 için
r∑

i=1

δ
(2)
A (yi) > 1−ϵ ve

∣∣∣∣ ∞∑
i=r+1

δ
(2)
A (yi) .yi

∣∣∣∣ <
ϵ olacak biçimde r ∈ N seçebiliriz.

min
1≤i ̸=u≤r

|yi−yu|

3
> 1

N
ve Ei = {(j, k) : |xjk − yi| < 1

N
}

kümeleri i = 1, ..., r için

δ
(2)
A (yi)−

ϵ

r(M + 1)
≤ δ

(2)
A (Ei) ≤ δ

(2)
A (Ei) ≤ δ

(2)
A (yi) +

ϵ

r(M + 1)

olacak biçimde n ∈ N vardır. E1, E2, ..., Er ikişerli ayrıktır. Şimdi bir N0 ∈ N seçelim öyle
ki her n,m ≥ N0 ve i = 1, ...r için

δ
(2)
A (Ei)−

1

N
<

∑
(j,k)∈Ei

anmjk < δ
(2)
A (Ei) +

1

N

olsun. Dolayısıyla

δ
(2)
A (yi)−

1

N
− ϵ

r(M + 1)
<

∑
(j,k)∈Ei

anmjk < δ
(2)
A (yi) +

1

N
+

ϵ

r(M + 1)

ve sonuç olarak her n,m ≥ N0 ve i = 1, ...r için∣∣∣∣∣∣
∑

(j,k)∈Ei

anmjk − δ
(2)
A (yi)

∣∣∣∣∣∣ < 1

N
+

ϵ

r(M + 1)

olur. Bu durumda her n,m ≥ N0 için

(Ax)nm =
∑
j,k

anmjk xjk

≤
∑

(j,k)∈E1

anmjk (y1 +
1

N
) + ...+

∑
(j,k)∈Er

anmjk (yr +
1

N
) +

∑
(j,k)∈(E1∪E2∪...∪Er)c

anmjk M

elde edilir. A RH-regüler olduğundan n,m ≥ N1 için∑
j,k

anmjk < 1 + ϵ

olacak biçimde bir N1 ≥ N0 seçebiliriz. Buradan

1 + ϵ >
∑
j,k

anmjk =
∑

(j,k)∈E1∪E2∪...∪Er

anmjk +
∑

(j,k)∈(E1∪E2∪...∪Er)c

anmjk (4.18)
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olup diğer taraftan

∑
(j,k)∈E1∪E2∪...∪Er

anmjk =
r∑

µ=1

∑
(j,k)∈Eµ

anmjk >

r∑
µ=1

δ
(2)
A (yµ)−

r

N
− ϵ

M + 1
(4.19)

> 1− r

N
− (1 +

1

M + 1
)ϵ (4.20)

elde edilir. n,m ≥ N1 için (4.18) and (4.19) ifadelerinden

∑
k∈(E1∪E2∪...∪Er)c

anmjk < (1 + ϵ)− (1− r

N
− (1 +

1

M + 1
)ϵ (4.21)

=
r

N
+ (2 +

1

M + 1
)ϵ

olur. Sonuç olarak n,m ≥ N1 için

(Ax)nm ≤
∑

(j,k)∈E1

anmjk (y1 +
1

N
)+ ...+

∑
(j,k)∈Er

anmjk (yr +
1

N
)+

Mr

N
+(2+

1

M + 1
)Mϵ

ve benzer şekilde

(Ax)nm ≥
∑

(j,k)∈E1

anmjk (y1 −
1

N
)+ ...+

∑
(j,k)∈Er

anmjk (yr −
1

N
)− Mr

N
− (2+

1

M + 1
)Mϵ

olur. Dolayısıyla

(Ax)nm −
r∑

µ=1

∑
(j,k)∈Eµ

anmjk (yµ +
1

N
) ≤ Mr

N
+ (2 +

1

M + 1
)Mϵ (4.22)

ve

(Ax)nm −
r∑

µ=1

∑
(j,k)∈Eµ

anmjk (yµ −
1

N
) ≥ −Mr

N
− (2 +

1

M + 1
)Mϵ

35



elde edilir. Böylece (4.18) ve (4.22) kullanılarak n,m ≥ N1 için

(Ax)nm −
∞∑
µ=1

δ
(2)
A (yµ) yµ = (Ax)nm −

r∑
µ=1

δ
(2)
A (yµ) yµ −

∞∑
µ=r+1

δ
(2)
A (yµ) yµ

≤ (Ax)nm −
r∑

µ=1

δ
(2)
A (yµ) yµ +

∣∣∣∣∣
∞∑

µ=r+1

δ
(2)
A (yµ) yµ

∣∣∣∣∣ ≤ (Ax)nm −
r∑

µ=1

δ
(2)
A (yµ) y + ϵ

=
r∑

µ=1

((
∑

(j,k)∈Eµ

anmjk − δ
(2)
A (yµ))(yµ +

1

N
)) +

1

N

r∑
µ=1

δ
(2)
A (yµ) +

Mr

N
+ (2M +

M

M + 1
+ 1)ϵ

≤
r∑

µ=1

(

∣∣∣∣∣∣
∑

(j,k)∈Eµ

anmjk − δ
(2)
A (yµ)

∣∣∣∣∣∣ (|yµ|+ 1

N
)) +

1

N
+

Mr

N
+ (2M +

M

M + 1
+ 1)ϵ

≤ r(
1

N
+

ϵ

r(M + 1)
)(M + 1 +

1

N
) +

1

N
+

Mr

N
+ (2M +

M

M + 1
+ 1)ϵ

olup n,m ≥ N1 için

(Ax)nm−
∞∑
µ=1

δ
(2)
A (yµ) yµ ≥ −r(

1

N
+

ϵ

r(M + 1)
)(M+1+

1

N
)− 1

N
−Mr

N
−(2M+

M

M + 1
+1)ϵ

elde edilir. N yeterince büyük seçilebildiğinden her ϵ > 0 için∣∣∣∣∣(Ax)nm −
∞∑
µ=1

δ
(2)
A (yµ) yµ

∣∣∣∣∣ ≤ (2M +
M

M + 1
+ 2)ϵ

elde edilir. Dolayısıyla

lim
n,m

(Ax)nm =
∞∑
µ=1

δ
(2)
A (yµ) yµ

olur.

Teorem 4.29. (xjk), {Ei} parçalanışı üzerinde bir splice dizi, yi =
∑

(j,k)∈Ei
j,k→∞

xjk, her bir i için

δ
(2)
A (Ei) mevcut ve

∑
i

δ
(2)
A (Ei) = 1 olsun. Bu durumda her y ∈ R için δ

(2)
A (y) mevcut

ve δ
(2)
A (yi) = δ

(2)
A (Ei) gerçeklenir. Diğer bir ifade ile Osikiewicz [13] tarafından verilen

teoremin çift diziler için olan versiyonu yukarıdaki teoremin koşullarını gerçekler.

İspat. ϵ > 0 olsun.
N∑
i=1

δ
(2)
A (Ei) > 1 − ϵ olacak şekilde N bulabiliriz. δ > 0 olsun

öyle ki i = 1, 2, ..., N için (yi − δ, yi + δ) aralıkları ikişerli ayrık olacak biçimde δ ≥ 0

alalım. {(j, k) : xjk ∈ (yi − δ, yi + δ)}\Ei kümesi en fazla sonlu adette satır ve sütun içerir.
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Dolayısıyla

δ
(2)
A ({(j, k) : xjk ∈ (yi − δ, yi + δ)}) ⊃ δ

(2)
A (Ei)

olup

δ
(2)
A (yi) ≥ δ

(2)
A (Ei)

elde edilir. Diğer taraftan

δ
(2)
A (yi) = lim

η→0+
δ
(2)
A ({(j, k) : xjk ∈ (yi − η, yi + η)})

= 1− lim
η→0+

δ
(2)
A ({(j, k) : xjk ∈ (yi − η, yi + η)})

≤ 1− δ
(2)
A ({(j, k) : xjk ∈ (yi − η, yi + η)})

≤ 1−
N∑
v=1
v ̸=i

δ
(2)
A (Ev) < δ

(2)
A (Ei) + ϵ

olur. Dolayısıyla δ
(2)
A (yi) = δ

(2)
A (Ei) bulunur. y, {yi} kümesine ait değil ise her ϵ > 0 için

N∑
i=1

δ
(2)
A (Ei) > 1− ϵ olacak biçimde bir N bulabiliriz. δ, y ile {y1, ..., yN} kümesi arasındaki

uzaklık olsun. Bu durumda δ
(2)
A ({(j, k) : |xjk − y| < δ

2
}) < ϵ ve sonuç olarak δ

(2)
A (y) = 0

elde edilir.

Teorem 4.30. (xjk) sınırlı bir dizi olsun. δ
(2)
A (y) = 1 ise y, (Ax)nm dizisinin bir limit

noktasıdır.

İspat. (xjk) sınırlı bir dizi olduğundan her (j, k) ∈ N × N için |xjk| ≤ M olacak biçimde
bir M > 0 vardır. y, δ

(2)
A (y) = 1 olacak biçimde bir reel sayı N ∈ N ve EN = {(j, k) ∈

N× N : |xjk − y| < 1
N
} olsun. Bu durumda öyle bir nN , mN ≥ N vardır ki

∑
(j,k)∈EN

anNmN
jk > δ

(2)
A (EN)−

1

N
= 1− 1

N

olur ve ayrıca A, RH-regüler olduğundan

∞,∞∑
(j,k)=(1,1)

anNmN
jk < 1 +

1

N
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elde edilir. (j, k) ∈ EN

y − 1

N
< xjk < y +

1

N

ve (j, k) /∈ EN

−M ≤ xjk ≤ M

olduğundan

∑
(j,k)∈EN

anNmN
jk (y − 1

N
)−

∑
(j,k)/∈EN

anNmN
jk M ≤

∞,∞∑
(j,k)=(1,1)

anNmN
jk xjk

≤
∑

(j,k)∈EN

anNmN
jk (y +

1

N
) +

∑
k/∈EN

anNmN
jk M

elde edilir. Dolayısıyla

y(

∞,∞∑
(j,k)=(1,1)

anNmN
jk − 1)−

∑
(j,k)∈EN

anNmN
jk

1

N
−

∑
(j,k)/∈EN

anNmN
jk (M + y) ≤

∞,∞∑
(j,k)=(1,1)

anNmN
jk xjk − y

≤
∑

(j,k)∈EN

anNmN
jk

1

N
+

∑
(j,k)/∈EN

anNmN
jk (M − y) + y(

∞,∞∑
(j,k)=(1,1)

anNmN
jk − 1)

ve sonuç olarak∣∣∣∣∣∣
∞,∞∑

(j,k)=(1,1)

anNmN
jk xjk − y

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
∑

(j,k)∈EN

anNmN
jk

1

N

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∑

(j,k)/∈EN

anNmN
jk (M + |y|)

∣∣∣∣∣∣+ |y|
N

olur.

∑
(j,k)/∈EN

anNmN
jk =

∞,∞∑
(j,k)=(1,1)

anNmN
jk −

∑
(j,k)/∈EN

anNmN
jk

< 1 +
1

N
− (1− 1

N
) =

2

N
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olduğundan

|(Ax)nNmN
− y| =

∣∣∣∣∣∣
∞,∞∑

(j,k)=(1,1)

anNmN
jk xjk − y

∣∣∣∣∣∣
≤ (

1

N
+

1

N2
) +

∑
(j,k)/∈EN

anNmN
jk (M + |y|) + |y|

N

≤ 2

N
(M + |y|) + |y|+ 1

N
+

1

N2

elde edilir. Buradan y, {(Ax)nm} çift indisli dizisinin bir limit noktasıdır.

Teorem 4.31. (xjk) sınırlı bir dizi ve y, z (y ̸= z), δ(2)A (y) = δ
(2)
A (z) = 1 olacak biçimde

verilsin. Bu durumda {(Ax)nm} çift indisli dizisinin limiti mevcut değildir.

Yukarıdaki teoremin bir sonucu olarak ispat kolaylıkla elde edilir.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Osikiewicz [13] tarafından verilen sonuçlar regüler olmayan matris toplanabilme
metodu kullanılarak genişletilmiştir. Ünver ve arkadaşları tarafından verilen sonuçlar kuvvet
serisi toplanabilme metodu kullanılarak topolojik uzaylarda genişletilmiştir. Bununla birlikte
çift splice dizi kavramı tanımlanarak Osikiewicz tarafından verilen sonuçlar dört boyutlu
matrisler için elde edilmiştir. Ayrıca dört boyutlu matrisler için noktanın yoğunluğu tanımlanıp
[4] makalesinde verilen bazı sonuçlar dört boyutlu matrisler için de incelenmiştir.
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KİŞİSEL BİLGİLER
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