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Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci Boliim’de tezin i¢erdigi konular hakkinda
genel bilgiler verilmistir. Ikinci Boliim’de tezde kullanilacak temel kavramlara yer verilmistir.
Uciincii Boliim’de tezde kullanilan materyal ve metotlardan bahsedilmistir. Dordiincii
Bolim’iin ilk kisminda A, Muckenhoupt kosulu tanimi ve bazi 6zellikleri verilmistir. Ayrica
maksimal operator ve Riesz potansiyeli icin agirlikli esitsizlikler incelenmistir. Ikinci kisimda
agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizligi incelenmistir. Daha sonra eliptik ve dejenere eliptik
denklemlerin ¢oziimlerinin Holder siirekliligi incelenmistir. Uciincii kistmda parabolik
denklemlerin ¢oziimleri icin agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizligi incelenmistir. Besinci
Boliim sonug kismina ayrilmistir. Altinct Bolimde ise kaynaklara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Agirlikli esitsizlikler, dejenere eliptik denklemler, agirlikli Sobolev-Poincaré

tipli esitsizlikler, parabolik agirlikli Sobolev-Poincaré tipli esitsizlikler
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This thesis consists of six chapters. In Chapter one, general information is provided
about the topics covered in the thesis. Chapter two presents the fundamental concepts to
be used throughout the thesis. In Chapter three, the materials and methods employed in
the thesis are discussed. The first part of Chapter four introduces the definition of the A,
Muckenhoupt condition and some of its properties. Additionally, weighted inequalities for
the maximal operator and the Riesz potential are examined. In the second part, the weighted
Sobolev—Poincaré inequality is analyzed. Subsequently, the Holder continuity of solutions
to elliptic and degenerate elliptic equations is investigated. In the third part, the weighted
Sobolev—Poincaré inequality is studied for solutions to parabolic equations. Chapter five is
devoted to the conclusion. Finally, Chapter six includes the references.

Keywords: Weighted inequalities, degenerate elliptic equations, weighted Sobolev-Poincaré

type inequalities, parabolic weighted Sobolev-Poincaré type inequalities
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1. GIRIS

Fourier analizinin temel konularindan biri olan agirliklar teorisi, kismi diferansiyel
denklemlerde oldugu gibi pek ¢ok uygulamaya sahiptir. Bu teoride A,, Muckenhoupt sinifinin
onemli bir yeri vardir.

Katsayilarina bagh olarak cesitli singiilerliklere sahip dejenere kismi diferansiyel
denklemlerde agirlikli Sobolev uzaylarinda caligmak gerekliligi dogal olarak ortaya ¢ikar
([57]). Sobolev-Poincaré tipli esitsizlikler, kismi diferansiyel denklemler teorisinde kullanilan
temel esitsizliklerdir. Bu esitsizligin agirlikli bicimi E.B. Fabes, C.E. Kenig ve R.P. Serapioni

tarafindan elde edilmistir:

1 » Z 1 » z

Bu esitsizlik yardimiyla bir dejenere eliptik denklemin ¢dziimiiniin Holder siirekliligini
kanitlamiglardir. Bu esitsizlikle w agirli§i A,, 1 < p < oo, sinifindandir. Dejenere eliptik
denklemlerin diizgiinliik calismalarinda ise w € A, olarak alinmigtir. A, sinifindan olmayip
ta Holder siireklilik sonug¢larinin gecerli oldugu, quasi-konform doniisiimler yardimiyla
tanimlanan agirliklarda ayrica [20] de ¢alistimistir. Daha 6nceki calismalarda w agirhiginin
sagladig1 kosullar, ¢oziimlerin Holder siirekliligini saglamada yetersiz kalmustir.

L. Diening, M. Lee ve J. Ok bir parabolik kismi tiirevli denklemin ¢6ziimii i¢in
parabolik A, sinifindan agirliklar ile agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizligini ispatlamiglardir.
Bu calismada daha onceki calismalardan farkli olarak agirliklar zaman degiskeninden
bagimsiz degildir.

Bu tezde yukarida bahsedilen kavramlar arastirilmis ve konularin yeterince

anlagilabilmesi i¢in gerekli bilgilere yer verilmeye ¢alisilmistir.






2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliim bazi temel kavramlara ayrilmistir.

R" = {z = (z1,29,...,2,) : ¥ € Ryi = 1,2,...,n} ile tammlanir. 2 in normu
lz] = (22 + ... + 22)Y/? standart Oklid normu ile tanimlanir. 2 ve y noktalar1 arasindaki
uzaklik |z — y| dir. Bir E kiimesinin R" i¢indeki tiimleyeni E° ile gosterilir. Eger F ve F,
R™ nin iki alt kiimesi ise, F' nin F deki timleyeni E\ F ={z e R":z € E ve xz ¢ F}
ile gosterilir.

du

i = 5 veu : R" — R olmak tizere Du = (ug,, ..., g, ), u nun gradientini
1

gosterecektir. w : R” — R, u = (u',...,u™) ise divu = 7", u! biciminde tanimlanr.

Uy

Bir o coklu indeksi, bilesenleri negatif olmayan tamsayilar olan bir («ay,as, ..., )

n-vektorudiir. Ayrica | o |= a1 + ag + ... + «,, olmak iizere f(z) sonsuz kez tiirevlenebilen

fonksiyon ise D*f(z) = axlalgzgﬁ?@xnan bi¢iminde gosterilir. & > 2 bir tamsay1 iken
| D*u| = > jaj=k |D“u| biciminde tanimlanir.

R"™ de = merkezli ve r yarigaph agik yuvar B,.(x) = {y € R" : |y — z| < r}ile
tanimlanir. Her x € F i¢in B,(z) C E olacak sekilde bir r > 0 var ise bir £ C R" alt kiimesi
aciktir denir. B bir kiime eger tiimleyeni agiksa kapalidir. Bir £ kiimesi, sonlu yaricapl bir
yuvar i¢inde yer aliyorsa sinirlidir denir. Sinirh bir kiilme ayn1 zamanda kapaliysa kompakttir.
Bir F kiimesinin sinir1 OF ile gosterilir. supp u, v nun destegini belirtip v # 0 bigimindeki
noktalar kiimesinin kapanigidir.

R™ de kapal1 bir R dikdortgeni, R = {(z1,...,2,) € R" 1 a; < x; < b;, j =
1,2, ...,n} bicimindedir. Bu tamimda bir dikdortgenin kenarlarinin koordinat eksenine paralel
olduguna dikkat edilmelidir. R dikdortgeninin hacmi, |R| ile gosterilir, ve |R| = (b, —
ay)...(b, — ay) olarak tanimlanir. ) C R™, kenar uzunlugu ¢ olan bir kiip ise, |Q| = ¢" olur.
A Q, Q ile ayn1 merkezli ve kenar uzunlugu () nun kenar uzunlugunun A kat1 olan kiipii ifade
eder ( [50]).

Eger I, R" nin herhangi bir alt kiimesi ise, £ nin dig dlgiisi m..(E) = inf > 72| |Q;]
ile tanimlanir, burada infimum tiim sayilabilir & C Ujil (); kapali kiiplerinin ortiileri
tizerinden alinmaktadir. 0 < m,(F) < oo bigimindedir. Eger herhangi bir ¢ > 0 i¢in
E C O vem,(O — E) < ¢ olacak sekilde bir acik O kiimesi var ise, R™ nin bir £ alt kiimesi
Lebesgue Olciilebilirdir yada basitce olgiilebilirdir denir. Eger E ol¢iilebilir ise, | E'| Lebesgue
ol¢iisii (veya Olgiisit) |E| = m,(F) ile tanimlanir ( [50]).

E olgiilebilir bir kiime ve h € R" ise, E + h = {z + h : x € E} kiimesi de
olgiilebilirdir ve |E' + h| = |E| saglanir, yani R™ de Lebesgue 6l¢iisii teleme-degismezdir.

Ayni sekilde, Lebesgue oOlciisti goreli genisleme-degismezlik 6zelligine de sahiptir: 6 > 0



ve 0F = {0z : x € E} ise E olgiilebilir iken 6 F de dlgiilebilirdir ve [0E| = §¢|E| olur.
Lebesgue ol¢iisti yansima degismezdir. Yani, F ol¢iilebilir ise —F = {—z : z € E} de
olgiilebilirdir ve | — E| = |E| dir ( [50]).

R™ deki bir f fonksiyonu icin —oo < f(x) < oo ise f ye genisletilmis reel degerli,
eger her x i¢in —oo < f(x) < oo ise sonlu degerlidir denir. R™ nin 6l¢iilebilir bir F alt
kiimesi iizerinde tanimh bir f fonksiyonu i¢in, eger her a € R igin, f~!([—o0,a)) = {z €
E: f(x) < o} kiimesi dlgiilebilir ise f ye ol¢iilebilir bir fonksiyondur denir ( [50]).

k. mertebeye kadar siirekli tiirevleri olan fonksiyonlarin uzay1 C*(Q) (k=0,1,...) ile (eger k=0
ise, siirekli fonksiyonlarin uzay1 olacaktir); tiim C*(§2) uzaylarmin kesisimi olan 2 da sonsuz
tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayr C*°(Q) ile gosterilir. C*(Q) ile, C*(£2) da k. mertebeye
kadar tiirevleri OS2 sinirina kadar siirekli fonksiyonlara genisletilebilen fonksiyonlarin uzayi ve
C*(€Q) nin alt uzay1 olan C¥(2) (k = 0,1, ...) ile kompakt destegi 2 da bulunan fonsiyonlarin

uzayi gosterilecektir . C*(Q) uzaylart

| llor= " sup | D%u(x) |
1p1<k “€°
normu ile Banach uzaylaridir. Eger 0 < o < 1 ve Q C R simirly, agik olmak iizere Q2 daki

Holder-siirekli fonksiyonlarm uzayr C%(Q) ile gosterilir; yani

[U]O = sup ‘ u(aj) B U’(y) ‘ < 00
7 Mfﬁ | r—y |a
zHy

icin siirekli fonksiyonlarin uzayidir. Daha genel olarak, k. mertebeye kadar tiirevleri 2 da

Holder-siirekli fonksiyonlarin uzayr C%<(Q) ile gosterilir. C*(Q) uzaylari

[l u lloke=l u llor + Y [Duoa
1B|=F

normu ile Banach uzaylaridir. o = 1 alindiginda fonksiyon Lipschitz siirekli olarak
adlandirilir. U siirh ve @ C R" agik olmak iizere her U C Q igin C**(U) ya ait
fonksiyonlarin uzayr C*%(Q) ile gosterilir ( [23]).

Tanmm 2.1. (X, p) bir 6l¢ii uzayi olsun. LP(X, p), 1 < p < oo, ile

| f e xm= (/ | f 1P du) < 00
X

normuna sahip f : X — C fonksiyonlarinin uzay1 gosterilecektir. Ayrica, L™ (X, p) ile bir
C > 0igin u({z € X : |f(x)] > C}) = 0 olacak sekildeki fonksiyon uzay1 gosterilecektir.

L*>(X, ) uzaymin normu bu 6zelligi saglayan sabitlerin infimumudur. X yerine R" ve du



yerine dx Lebesgue olgiisii alindiginda LP(R™) yazilir ( [16]). LP(2, R™) uzay1 u® € LP(Q2)

olmak iizere u :  — R™, u = (u', ..., u™) fonksiyonlarindan olusur ( [23]).

Tanmm 2.2. (X, p1) ve (Y, v) ol¢ii uzaylari olsunlar. 7', L? (X, 1) uzayindan Y den C ye giden

oOlciilebilir fonksiyonlarin uzayinin i¢ine giden bir operator olsun. Bu durumda

v({y e Y : [Tf(y)| > A} < (M)q

ise T' ye zayif (p, q) tiplidir denir ( [16]).

Tamm 2.3. L} (U) uzayi her bir U CC ) (yani U , © da igerilen kompakt bir kiimedir) agik
kiimesi i¢in LP(U) ya ait olan fonksiyonlarin uzayidir ( [23]).

Tanmmm 2.4. v € L?

loc

(), p > 1, ve a ¢oklu indis olsun. Eger her v, € C3°(€2) fonksiyonu

icin

/uDagodxz (—l)la/vagpdx
Q Q

olacak sekilde bir v, € L (Q) fonksiyonu varsa u nun bir zayif ( veya dagilimlar anlaminda)

loc

tiirevi vardir denir. v, fonksiyonu genellikle D“u standart sembolii ile gosterilir ( [23]).

Tanmm 2.5. L7(Q)) daki k. mertebeye kadar zayif tiirevlere sahip fonksiyonlarin Sobolev
uzay1 W*P(Q) ile gosterilir. WP (Q)

1
| w [lwww @)= ( Z / | D% [P dI)
laj<k V¢

normu ile bir Banach uzayidir ( [23]).

Tamm 2.6. W)7(Q) ile C$°(Q) nin W*P(Q) normundaki kapams: gosterilir. Diger bir
deyisle, bir u fonksiyonu W;?(Q) ya aittir ancak ve ancak lim,_,o || ug — u |[wep@=0

olacak sekilde bir u;, € C§°(€2) fonksiyonlarmnin bir dizisi vardir ( [23]).

Teorem 2.7. Q, R™ de Lipschitz-siirekli sinirina sahip agik bir kiime ve u € W?(Q) olsun.
O halde:
() p <nisep” = = ikenu € L¥" olur. Ayrica || u || ()< C || w |[wrn(q) saglanir.

(i) p > nise,u € C%*(Q),a=1—2ve|[ulloa< c | u||lwrr) saglamr ([23]).

Asagida Rellich teoremi ifade edilmektedir.

Teorem 2.8. 2, 02 sinir1 Lipschitz-siirekli olan R™ de sinirli agik bir kiime, 1 < p < n ve
I<qg<p =, %5ise WhP(Q) << L(2) gobmmesi kompakttir ( [23]).
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R™ de merkezi olmayan Hardy-Littlewood maksimal operatorii
Mf(x) = sup —; / |/ (y)|dy
Q30 ||
ile tanimlanir, burada supremum, verilen x noktasini iceren tiim () kiipleri (kenarlari eksenlere
paralel olan) iizerinden alinir. Bu tanimda () yerine x i iceren B yuvari alinirsa operator
M ile gosterilir. Bu tanimlarda z, () ve B nin merkezi ise sirastyla M’ ve M} gosterimleri

kullanilir. Bu tanimlarin hepsi birbirleri ile noktasal olarak esdegerdir ( [16]).

Teorem 2.9. f, R" de taniml bir fonksiyon ise asagidaki sonuglar saglanir:
(@ feLlP(R"),1<p<ooise M f fonksiyonu h.h.y. sonludur.
(b) f e LYR")ise, her a > 0igin

o Mf@) >l < C [ |flds

saglanir, burada C, sadece n boyutuna bagli olan bir sabittir.
() f e LP(R"),1 < p < oo, ise bu durumda M f € LP(R") ve ||Mf||pmny <
C|| f||L»(mn) saglanir, burada C' sadece p ve n boyutuna baghdir ( [48]).

Tamm 2.10. R™ de verilen bir reel degerli f(x) fonksiyonu ve 0 < v < n i¢in M, kesirli

maksimal operatorii

1
wa(x) = Slclgp W /Q |f(y)

ile tanimlanir, burada supremum z merkezli biitiin () kiipleri tizerinden alinmaktadir ( [41]).

0 < a < ni¢in Riesz potansiyeli
1 fy)
I, f(x) = / dy
( ) ")/(Oé) R r — y’nia
ile tammlanur, burada v(a) = 7/22°T'(ar/2) /T\(n/2 — /2) bigimindedir ( [48]).

Teorem 2.11. 0 < a <n,1 <p<qg<o0,1/qg=1/p— a/n olsun.
(a) f € LP(R")ise, budurumda I, f h.h. z i¢in mutlak yakinsar.

() p>1lise, ||Iof||lrarny < Cp, )| f]|Lr@n saglamr
(¢) fe LY(R")ise, her Xigin |{z : |I.f(z)| > \}| < & /\q ||f||L1(Rn saglanir ( [48]).

Tamim 2.12. Olgiilebilir fonksiyonlarm bir vektor uzayindan dlgiilebilir fonksiyonlarim bir

vektor uzayina tanimli bir 7" operatdrii igin

T (fo+ f1)(@)] < |Tfo(z)] + |T fr(z)]



TO)| = AITS, A € C
saglaniyor ise 7" ye bir alt lineer operatordiir denir ( [16]).

Marcinkiewicz interpolasyon teoreminin ifadesi asagidaki gibidir:

Teorem 2.13. (X, 1) ve (Y, v) ol¢ii uzaylari olsun. 1 < py < p; < oo ve T, LP°(X, ) +
LPr (X, ) den, Y tizerinde 6lgiilebilir fonksiyonlara zayif (po, po) ve zayif (p1, p1) tipinde bir
alt lineer operator olsun. Bu durumda 7', py < p < p; i¢in giiclii (p, p) tiplidir ( [16]).

Vitali ortii lemmasi asagidaki gibidir:
Lemma 2.14. Sonlu yarigaplara sahip yuvarlarin bir {B;} ailesi R™ nin 6lgiilebilir bir

E' alt kiimesini ortsiin. Bu durumda, bu aileden ) , |B;| > 5 "|E| olacak sekilde bir
By, B, ..., By, ...,(sonlu veya sonsuz) ayrik alt dizisi secilebilir ( [48]).



3. MATERYAL VE METOT

Bu tez hazirlanirken [20] deki sonuclar kullanilarak agirliklt Sobolev-Poincaré
esitsizligi ve bunun yardimiyla elde edilen dejenere eliptik denklemlerin ¢éztimlerinin Holder
stirekliligi ifade edilmistir. [13] de ki sonuglar yardimiyla ise parabolik Sobolev-Poincaré
esitsizligi incelenmistir. Bu sonuglarin daha 1yi anlasilabilmesi i¢in konulara temel olusturacak
agirliklr esitsizlikler ve A, sinifi gibi kavramlar cogunlukla [16] ve [25] kaynaklarindan
arastirtlmistir. BOylece veri toplama araci olarak literatiirde var olan makale ve kitaplar
kullanilmigtir. Kullanilan kaynaklardan elde edilen verilerin analizinde matematiksel metotlar
kullanilmistir. Farkli kaynaklardan arastirilarak olusturulan bu tezde, konularin biitiinliik
icerisinde aktarilmasina, sembollerin ve kavramlarin uyum igerisinde olmasina dikkat
edilmistir. Bu sekilde ilerlenilen siirecin sonunda literatiirdeki konularin anlasilabilir olmasina

yonelik matematiksel yontemler benimsenmistir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim ii¢ kisstmdan olusmaktadir. Birinci kisimda agirlikhi esitsizlikler, ikinci
kistmda agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizligi, licilincii kisimda ise parabolik agirlikli

Sobolev-Poincaré tipli esitsizlikler incelenmistir.

4.1. Agirhkh Esitsizlikler

Bu kisimda 6nemli bir agirlik sinifi olan A, Muckenhoupt sinifi genis bir sekilde
tanmitilmistir. Daha sonra ters Holder esitsizliginden hareketle maksimal operatoriin sinirliligi
incelenmigtir. Son olarak ta A, kosulu tanitilip Riesz potansiyeli i¢in agirlikl esitsizlikler
incelenmigtir.

Agirlikh esitsizlikler Fourier analizinde yer almakla birlikte cesitli uygulamalarda
da 6nemli bir yere sahiptir. Ornek olarak Laplace denklemi icin smir deger problemleri,
ekstrapolasyon teorisi, vektor degerli esitsizlikler ve lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemler verilebilir. Bir diger 6rnek olarak kisim 4.2.2. de incelendigi gibi dejenere eliptik
denklemlerin ¢oziimlerinin regiilerlik calismalari icin agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizlikleri
verilebilir.

1970’lerde B. Muckenhoupt’un Hardy-Littlewood maksimal operatdriiniin L (R™)
uzayindaki simirlilik ¢calismasindan elde ettigi pozitif w fonksiyonlarinin karakterizasyonu
ile agirlikli esitsizliklerin 6nemi daha da artmistir. Bu karakterizasyon, A, siifinin

tanimlanmasina yol agcmustir ( [25]).

4.1.1. A, Kosulu

Bir agirlik, R™ de hemen her yerde (0,00) da degerler alan, negatif olmayan, yerel
integrallenebilir bir fonksiyondur. Dolayistiyla, w bir agirliksa ve 1/w yerel integrallenebilirse,

1/w de bir agirliktir. Olgiilebilir £ kiimesi verildiginde, E nin w-ol¢iisiinii tammlamak igin,

notasyonu kullanilir. Agirliklar yerel integrallenebilir fonksiyonlar oldugundan, bir yuvar
icinde bulunan her F i¢in w(FE) < oo olur. Agirlikli LP uzaylari, Lebesgue 6l¢iisiiniin yerine
wdz dl¢tisiiniin alinmasiyla elde edilir ve L2 (R™) veya sadece LP(w) ile gosterilir [16,25].
Bu kisimda kisalik agisindan Mg yerine M gosterimi kullanilacaktir.
Her f € LP(w), 1 < p < o0, i¢in
M f(z)Pw(z)de < CV [ [f(2)[Pw(z)dr 4.1)
R™

Rn
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saglansin, burada M f(z)? = (M f(z))? dir. Bir B yuvan icin fXp fonksiyonuna (4.1)

uygulanirsa; her x € B icin

|7§| / F)ldy < M(FX) ()

oldugundan

B) (ﬁ / |f(y)|dy> < / M(fXp) ()P (x)da

<cr /B () [Pw(z)da .2)

elde edilir. Boylece biitiin B yuvarlari ve biitiin f fonksiyonlar1 i¢in

(5 [ |f(y)|dy>p <

elde edilir. Ilk olarak biitiin B yuvarlari icin infg w > 0 olsun. Bu durumda f = w T

z)[Pw(z)dx 4.3)

almnirsa (4.3) ten

1 1 _1 o »
sup (|B|/ (x)dx) (E/Bw(x) = dx) <’ 4.4)

elde edilir. Eger baz1 B yuvarlari i¢in inf g w = 0 ise (4.3) esitsizliginde f = (w + 5)719%1

alinirsa her € > 0 icin

L w(x)ax L w(x ~51 T p L —w(x)dw ;
(IBI/B ) )(!BI/B( w)+e) d) (\B!/B(w(x)ﬂ)fk) = GI)

elde edilir. (4.5) deki son integralde w(x)dx yerine (w(z) 4 €)dx almirsa esitsizligin sol
tarafi daha da kiigiiliir. Boylece (4.5) den

(% /B w(:c)d:c) (% /B (w(x)+e)—zi1dx> <cr 4.6)

elde edilir. Burada ¢ — 0 iken Lebesgue monoton yakinsaklik teoreminden (4.4) elde edilir.
Boylece (4.1) i saglayan her w agirligi ayrica (4.4) kosulunu da saglamak zorundadir.

Bu gerektirmenin tersi Teorem 4.15. de ifade edilmistir.

Simdi p = 1 durumu g6z 6niine alinsin: Bir w agirhigi ve biitiin f € L'(R") fonksiyonlari
icin

w({z €R": Mf(x) > a}) <— |f (@) |w(z)dx 4.7

R
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zay1f (1,1) tipinde esitsizlik saglansin. Benzer yontemlerle bu esitsizlikten h.h. x € R" i¢in
Muw(z) < Cw(z) (4.8)

kosuluna ulagilir. (4.8), A; kosulu olarak adlandirilir. Daha sonra (4.8) den (4.7) nin elde
edilecegi gosterilecektir. Onceki tiim iddialarda yuvarlar kiipler ile degistirilebileceginden,

asagidaki tanimlar kiipler cinsinden verilecektir ( [25]).

Tamim 4.1. Eger bir C sabiti ve h.h. x € R" icin
Muw(z) < Cw(x) (4.9)

ise w(z) > 0 fonksiyonuna bir A; agirligi denir. Eger w bir A; agirligi ise

1
[w]a, = sup <—/ w(t)dt)||w_1||Loo(Q) < 00 (4.10)
ackr \ Q| Jq
ifadesine w nin A;(Muckenhoupt) karakteristik sabiti denir. w € A; agirliklart R™ deki biitiin
@ kiipleri i¢in
1
—/ w(t)dt < [w]a,essinf,cqu(y) (4.11)
@l Jo
esitsizligini saglar ( [25]).
Uyar1 4.2. Ayrica
1
i, = s (g [ w0t lmee @)
sckn \|B| Jp

tanimlanabilir ( [25]).

1 < p < oo igin A, agirliklarinin tanimi agagidadir:
Tanim 4.3. 1 < p < oo olsun. Eger

1 1 o\
ngﬂg)n (@/Qw(x)dx) (@/Qw(x) P dx) < 00 (4.13)

ise, w agirh@gr A, sifindandir denir. (4.13) deki ifadeye w nin A, (Muckenhoupt)

karakteristik sabiti denir ve [w] 4, ile gosterilir ( [25]).

Bir w € A, agirhig1 dteleme ve genigleme degismezdir ( [49]).

Ornek 4.4. —n < a < Oise |7|* € A; ve —n < a < n(p — 1) ise |2|* € A, dir. Bu aralik

kesindir ¢iinkii bu arahgin disinda || ve || 71 yerel integrallenebilir degildir ( [16]).
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Uyar1 4.5. Tanim 4.1. ve 4.3. R" deki tiim kiipler kiimesi yerine R™ deki tiim yuvarlar kiimesi
kullanilarak verilebilir. (4.13) de kiipler, yuvarlar ile degistirilerek [w]ﬁp nin tanimlanmastyla
(27" < g < (/20,2777 oldugu goriilir ( [25).

w Ap

A, agirliklarinin bazi temel 6zellikleri asagidaki onermede dzetlenmektedir.
Onerme 4.6. Bir 1 < p < oo i¢in w € A, olsun. Bu durumda agagidaki 6zellikler saglanir:

1
1. 1 < p < oo oldugunda, W fonksiyonu [w_p%l] a_p_ = [w]} " karakteristik sabiti
p—1

ile A_»_ye aittir. Bu nedenle w € A5 ancak ve ancak w~! € Ay dir ve her iki agirlik ta
P

ayn1 A, karakteristik sabitine sahiptir.
2. Tim w € A, lerigin [w]4, > 1 dir. Esitlik, ancak ve ancak w sabit ise gegerlidir.
3. A, siuflar1 p ye gore artandir; yani 1 < p < ¢ < oo igin [w]a, < [w]a, olur,
4. Egerw € Ay ise, limg_,14 [w]4, = [w]4, olur.

5. @ dahh.y. |f| > 0 olmak iizere

[w]a, = sup sup
QCE™ feLl(Q)

{ (g1 Jo L £ (B)]dt)” }
o Jo [f @) [Pw(t)dt

esdeger bir karakterizasyondur.
6. w(z)dx olgiisit doublingdir: yani tim A > 1 ler ve @ kiipleri i¢in w(AQ) <
A"P[w] 4,w(Q) olur ([25]).

Ispat.

1. Tanimdan

1
w ] :am(——

oldugu goriiliir.

2. Holder esitsizliginden

p—1

%'/Qw(x);w(x)-édxg (ﬁ/@w(w}dm) (F;/Qw(x)_plld:p> '

]

hSA

1=
<

(4.14)

S |

|
(w3,
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elde edilir. Esitlik sadece bir C' > 0 i¢in w(:z:)% = Cw(:z:)*% oldugunda saglandigindan w bir
sabittir.

3. p=1iken

(ﬁ/ w(z m)('@/ w(z )qlldx)q_l < (ﬁ/czw(x)dx)!!w%w(m

ve p > 1 iken Holder esitsizliginden

() G o) < (g o) gy =)

oldugundan istenilen elde edilir.

4. Bir py < oo i¢in f € L ise lim, o || f||zr = || f|| £ gercegi goz oniine alisin ( [24]).
(4.10) ve (4.13) dikkate alinirsa ispat goriiliir.

5. Holder esitsizliginden

(17 i) = (g [ etwteriuear)
< (o for@rea) (& [ v (& [otrsma)”
(g [ r@Peee)

elde edilir. Boylece p > 1 iken
P
(a Jo l)as)

w(Q fQ|f z)[Pw(z)dx

elde edilir. p = 1 durumunda benzer esitsizlik

1 1 1
o /Q @l = o /Q (@) w(@)w(z) " d
—1 ) |wlx)dx w_l . _w(Q)
< (g L 1@hwtos) o o

<l (g7 /1wt
bicimindedir.

(4.3) esitsizliginde f = w77 almarak [w]a, < CF elde edildiginden @ dah.h.y. |f] > 0

[w]a, > (4.15)

olmak tizere

@erf o))"
W o o [ @ Paa)ds



elde edilir, bu ise ispat1 tamamlar.
6. (4.15) de f = A ve Q yerine A(Q) alindiginda w(AQ) < X" [w]4, w(Q) elde edilir. m

4.1.2. Ters Holder Esitsizligi ve Maksimal Operatoriin Simirhihig:

Bu kisimda onemli sonuglar1 olan ters Holder esitsizligi incelenecek olup, bunun

yardimiyla maksimal operatoriin sinirliligina yer verilecektir.

Tamim 4.7. R deki bir diyadik aralik m ve k tamsayilar olmak iizere [m27%, (m + 1)27%)

bicimindedir. R"™ de bir diyadik kiip, bazt my, ..., m,,, k tamsayilar1 icin

n

[Tims27*, (m; + 1)27%)

j=1
bi¢iminde bir kiimedir. Bu bicimdeki kiiplerin ailesi Qy, ile gosterilirse diyadik kiipler | J, Qy

ailesinin bir elemamdir ( [24]).

Bu yapidan asagidaki ozellikler elde edilir:

(1) x € R™ verildiginde, her Q. ailesinde x i iceren tek bir kiip vardir.

(2) Herhangi iki diyadik kiip ya ayriktir ya da biri digerini tamamen igerir.

(3) Q. daki bir diyadik kiip her Q;, ¢ < k ailesinden bir tek kiipte bulunur ve ()5, in 2"
diyadik kiibiinii icerir ( [16]).

Teorem 4.8. Keyfi bir kapali /' C R" kiimesi verilsin. Bu durumda

D U, Q= F°,

(2) Qy ikigerli olarak ayriktir,

(3) diam (Qy) < dist(Qy, F) < 4 diam (Qy)

olacak sekilde kenarlar1 eksenlere paralel olan kapali kiiplerin bir {Q1,Qs, ..., Qk, ...}
koleksiyonu vardir ( [48]).

R™ nin bir ayrilis1 olan Calderén-Zygmund ayrilist asagida ifade edilmisgtir:

Teorem 4.9. Integrallenebilir ve negatif olmayan bir f fonksiyonu ve pozitif bir \ sayisi

verildiginde,
(i) hemen her z ¢ |J; Q; igin f(z) < A

(i) < slfl

Uj Qj

cee 1 n
(111)A<mejf§2 A
olacak sekilde ayrik dyadic kiiplerden olusan bir (); dizisi vardir ( [16]).
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Lemma 4.10. Bir 1 <p < coig¢inw € A, ve 0 < @ < 1 olsun. Bu durumda S, |S| < «|Q)|
kosulunu saglayan () kiipiiniin 6l¢iilebilir bir alt kiimesi olmak iizere, w(S) < fw(Q) olacak
sekilde bir 8 < 1 vardir ( [25]).

Ispat. (4.15) esitsizliginde f = X4 alindiginda

AN )
(ia1) <tivigr A< @10

elde edilir. S = @ \ A alinirsa

elde edilir. 0 < o < 1iken 8 = 1 — =" ahnirsa (4.17) den sonug goriiliir. m

[w]ap

A, agirliklarinin temel sonuglarindan biri olan ters Holder esitsizligi asagidaki gibidir.

Teorem 4.11. Bir 1 < p < oo i¢in w € A, ise her () kiibii i¢in

(ﬁ/@w(t)mdt)”” < %'/Qw(t)dt (4.18)

saglanacak sekilde sadece n, p ve [w]4, ye bagh olan C' ve v > 0 sabitleri vardir ( [16,25]).

Ispat. Bir Q kiibii sabitlensin ve oy = w(Q) / |Q| olsun. Ayrica 0 < o < 1 de sabitlensin.
k > 0igin oy, = (2" 1) alinarak bir artan oy < o < g < ... < ay < ... skaler dizisi
tanimlansin ve her bir £ > 1 i¢in w ye «y, yiliksekliginde bir Calderén-Zygmund ayrigsmasi

uygulansin. Bunun i¢in R, () nun dyadic alt kiipleri olmak iizere

%/w(az)daz > qy, 4.19)
R

secim kriteri olsun. () se¢im kriterini karsilamadig1 i¢in se¢ilmemistir. () kiibii esitkenar
uzunluguna sahip 2" alt kiiplerden olusacak sekilde béliinsiin ve bu kiipler arasindan (4.19) u
saglayanlar1 secilsin. Secilmemis her alt kiip esit kenar uzunluguna sahip 2" tane kiibe boliiniir
ve bu sekilde sonsuza kadar devam edilir. () nun secilmis tiim alt kiiplerinin koleksiyonu

{Qk,;}; ile gosterilsin. Asagidaki 6zellikler saglanir:
() ap < m ka’j w(t)dt < 2"y,
i) Uy =U ; Qr,; olmak iizere hemen her x ¢ Uy icin w(z) < a4 sonucu elde edilir.
(iii) Her Qg1 bir Q,; de yer alir.

(2 nun tek dyadic dogurani, secim yonteminde secilmedigi i¢in (i) saglanmaktadir. Hemen her

x ¢ Uy icin kapaniglarinin kesisimi tekil {x} olan azalan uzunluklarda se¢ilmemis kiiplerin
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bir dizisi mevcuttur. Boylece Lebesgue diferansiyelleme teoreminden (ii) elde edilir. Her
Qk+1,5> @ nun (4.19) u saglayan maksimal alt kiipii oldugu igin, (iii) saglanir. w nin Q411 ;
lizerindeki ortalamasi da vy, dan biiyiik oldugundan, )41 ; nin bu 6zellige sahip bir maksimal
kiip icinde yer almasi gerekir.

Qr1 N Ukg1, agyq ylksekligindeki ayrilisa ait Q441 ; lerin birlesimi oldugundan

2n04k 2 A
Q| Jouinvii

1 1
=15 |Qk+1,"—/ w(t)dt
|Qk,l| ; ! ’QkJrl,jl Qr41,j

|Qra N Uk o |Qrt N Upt1|
b2t 2] PN b 7t 21
(% i Q.1

olur, buradan |Qy; N Uyt1| < a|Qy,| elde edilir. Dolayisiyla Lemma 4.10. uygulanirsa

w(t)dt

2" tay

W(QriNUk41) < Pw(Qk,) elde edilir, buradan tiim [ ler tizerinden toplam alinirsa w(Uy+1) <
Bw(Uy) elde edilir. Bu esitsizligin iterasyonu ile w(U;) < S*w(Uy) olur. Benzer sekilde
\Ux| < o¥|Upy| sonucu elde edilir. Dolayisiyla |(), Ux| = limy_o |Ux| = 0 elde edilir,
boylece @ = (Q\ Up) U(Ur— Uk \ Uk+1) modiilii Lebesgue 6l¢iisii stfir olan bir kiime olarak
yazilabilir. Q \ Uy, daki hemen her z i¢in w(z) < ay elde edilir ve bu nedenle (2"a~!)78 < 1

saglanacak sekilde v > 0 1n yeterince kiiciik secilmesiyle

[e.e]

w(t)Hdt = w(t) w(t)d w(t) w(t)d
/Q (1)*+dt /Q BUCIICIESY / R

< aquw(Q\ Uo) + )y w(Uy)
k=0

< agqw(Q \ Uy) +Z (2"~ ") ag)? 85w (Up)

< o] (1 + (2%t Wi 2"a) V’“B’“) (@)

=0
~ (L d (2a”T) >
N <|Q| /@w(t)dt) LR 2a- )8 /Qw(t)dt
elde edilir.
C=1+ (2"a”t)
1-— (271@—1)7(1 _ ([ﬁ;]j)p)

ile ispat tamamlanir. m

Teorem 4.12. Bir 1 < p < ocoiginw € A, ise, w'™" € A, olacak sekilde [w]4,, p ve n ye
bagli olan bir v > 0 sayist vardir ( [25]).
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Ispat. p = 1 oldugunda, ters Holder esitsizliginden @ kiibiindeki hemen her z igin

1+v C )HV LY Lol 5 a0 () 1Y
|Q|/ = <|@|/ windt )< C [l wl)

elde edilir. Bu nedenle w'*?, en fazla C1*+7 [w]x'y karakteristik sabitine sahip bir A; agirligidir
(burada C' Teorem 4.11. in sabitidir). p > 1 oldugunda, ters Holder esitsizligi w € A, ve
wET € A _ agirhiklart i¢in gegerlidir, yani

L 1-&-v1d>1+lw1 ﬁ d
(|Q\/Q“’“) ! SrQ\/Q“’”

1/ (1) >”1”2 C i
—_— w(t) r-1 2/ dt < — =1t
(IQI U al J, Y

olacak sekilde 71,7, > 0 ve C, Cy > 0 vardir. v = min(vy;,7y2) alindiginda, her iki esitsizlik

de 71, 7o yerine v ile saglanir. Buradan w'™ € A, olur ve

[w' 4, < (CLO5FH ] (4.20)

P

saglanir. m

Sonu¢ 4.13. Herhangi bir 1 < p < coigin w € A, ise ¢ < p olmak iizere w € A, olacak
sekilde bir ¢ = ¢([w]4,, p, n) vardir ( [25]).

Ispat. Verilen w € A, icin, v, Oy, Cy (4.20) esitsizligindeki gibi ve w!™" € A, olsun.
0<d <1lveq=dp+1—3olmakiizere [w’]a, < [w]) esitsizliginde § = 1/(1 +~)
alinirsa ¢ = (p +7)/(1 + ) olur. Béylece w € A, ve

[w]a, = ()] 4, < ™57 < C1O5  w]a

P

olur, burada son esitsizlik (4.20) den elde edilir. 1 < ¢ = ¥ < p oldugundan ispat

tamamlanir. m
Teorem 4.14. 1 < p < coiginw € A, ise

w({e € R Mf) > A < 4 [ 1f@)Pul)ds
zayif (p, p) esitsizligi saglanir ( [16]).

Ispat. f negatif olmasin ve f € L'(R") olsun. (Eger f € L'(Mw) ise bu durumda
fi = [XB;) artarak f ye noktasal yakinsayan integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisidir.)
{Q;}, f nin A > 0 yiikseklikteki Calder6n-Zygmund ayrilist olsun ve z ¢ J; 2Q); olarak
sabitlensin, , x merkezli herhangi bir kiip olsun. 281 < £(Q) < 2* olacak sekilde k € 7Z
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secilsin. Bu durumda @), Q. daki m < 2" diyadik kiiple kesisir; bunlara Ry, Rs, ..., R,
denilsin. Bu kiiplerin higbiri (), lerin hi¢birinde yer almaz; ¢linkii aksi takdirde = € | 20
olurdu. Dolayisiyla f nin her bir R; izerindeki ortalamasi en fazla A dir ve buradan

2kn . §
’Q|/f |Q‘ /Qle E‘QHPW R1f§2 mA < 4"\

olur. Boylece {x € R™ : M’ f(z) > 4"A} C |J; 2Q); oldugu goriiliir ve bdylece

1
w(z)dr < / w(zr)dr = 2" Q| w(z)dz
/{x:M’f(x)>4")\} Z : ZJ: 72051 o,

2™ 1
5% [ 10(igy [, we )
. f(y)Mw(y)dy

saglanir. M ve M’ esdeger oldugundan (4.9) esitsizliginden p = 1 durumu elde edilir. Simdi
p > lolsun. f € LP(w) sabitlensin ve genellii kaybetmeksizin f negatif olmasin. Ayrica
f € L' olabilir; ¢iinkii aksi takdirde f, fXp o ) ile degistirilebilir ve siradaki iddia sabitlerin
k den bagimsiz oldugunu verecektir. (Onceki iddianin f nin lokal integrallenebilir oldugunu
gosterdigine dikkat edilmelidir.) f(Q;) = fQ]_ f > 47"\|Q;| olacak sekilde ayrik {Q;}
kiiplerinden olusan bir kiime elde etmek i¢in 47"\ yiikseklikte f nin Calderén-Zygmund
ayriligt olusturulsun. Simdi = ¢ | J ; 3Q); olarak sabitlensin ve (), x i iceren herhangi bir kiip
olsun. Yukaridaki diisiince ile f nin her bir R; iizerindeki ortalamasi en fazla 47"\ dir ve

buradan

1 1 2kn n
@/Qf‘@iz/mf Z|@||R|/f 2imATA S A

olur. Boylece {x € R" : M f(z) > A} C (U, 3Q; elde edilir. Boylece

w(fz €R™: Mf(x) > \) £ 3 w(3Qy) < €373 w(@;)

J J
" Q] )p
o3 S (1% »
Y (f(@-) o, 11
< 03”19(4; ) [ 1w

elde edilir, burada ikinci esitsizlik (4.16) dan, iigiinciisii (4.15) den ve dordiinciisii Teorem
4.9.(iii) den elde edilmektedir. m

Asagidaki teoremde maksimal operatoriin LP(w) sinirliligr ifade edilmistir.
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Teorem 4.15. 1 < p < ocovew € A, ise her f € LP(w) i¢in
M f(x)Pw(z)de < C \f( )[Pw(x)de
R"

saglanir ( [49]).

Ispat. Sonuc 4.13. den bir g < picinw € A, olur ve Teorem 4.14. den M maksimal operatorii
zayif (q,q) tiplidir. Ayrica (4.16) dan w(E) = 0 ancak ve ancak |E| = 0 oldugundan
normlarin esitligi ile L>°(w) = L olur. Boylece || M f|| 1o (w) < || f||o(w) elde edilir [16].

Boylece Teorem 2.13. den M, LP(w) iizerinde sinirlidir. m

4.1.3. Riesz Potansiyeli icin Agirhikh Esitsizlikler

Bu kisimda A, kosulu tanitilip Riesz potansiyeli i¢in agirlikli esitsizliklere yer
verilecektir.
Verilen bir ¢ > 0 i¢in @ bir kiip ve £ C @ olmak iizere w(E) < cw(Q) iken |E| < §|Q)|
saglayan bir § > 0 var ise w € A, dur denir ( [41]).
w € A, 1 <p<ooolsun. Q bir kiip ve S C () olsun. Bu durumda Holder ve ters Holder

(1 + ¢ tissii i¢in) esitsizliklerinden

1+5
/XS r)dr < </ w(x)1+€dx> S|+
Q

= 1}-5 L l+e )1 Tis (‘S|>1i€
Q (,Q‘ /Q wle) s ) 1 < (151) (@

bulunur. Boylece verilen bir () kiibii ve 6lgiilebilir bir S C Q icinw € A,, 1 < p < oo,

olmak tizere

w(s) < (,’g“) () @421)

olacak sekilde bir § > 0 vardir. (4.21) kosulunu saglayan bir w agirhig icin w € A, dur denir
( [16]), ¢iinkii bu iki ifade birbirine esdegerdir ( [38]). Ayrica A, = Up <00 Ap biciminde
ifade edilebilir ( [16]).

Lemma 4.16. 0 < v <n,a > 0,d > 0,b > B ve f(z) negatif olmasin. () bir noktasinda
L, f(x) < a olacak sekilde R" de bir kiip ve £ = {x : L, f(x) > ab, M, f(z) < ad} C Q ise
bu durumda |E| < K|Q|[d/b]"/ "~ saglayan v ve n ye baght B ve K sabitleri vardir ( [41]).

Ispat. 1k olarak

(2) = f(z), 2Q da
J 0, (2Q) da
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olsun. M, f(t) < ad olacak sekilde () da bir ¢ olsun; aksi takdirde sonug agiktir. Teorem
2.11. a gore, herhangi pozitif a ve b icin

n/(n—y)

o : Lg(x) > ab/2}] < C{% / g(y)dy] (4.22)

n

saglayan sadece n ve v ya bagh bir C sabiti vardir. P, merkezi ¢, kenarlar1 () ya paralel ve

kenar uzunlugu da ¢ nun 3 kat1 uzunlugunda bir kiip olsun. 2¢) C P oldugundan
[ stwn < [ fay < M @|PI" " < ads|
olur. Bu (4.22) de kullanilirsa
{a : Lg(x) > ab/2}| < C3"|Q|[d/0]" "7 (4.23)

elde edilir. Simdi s, I, f (s) < a olacak sekilde, () nun bir noktasi olsun. Eger x, ) da ve y,
2() da degilse, |s — y| < L|x — y| saglayan n ye bagli bir L > 1 sabiti vardir. Bu nedenle,
h = f — g olmak iizere () daki x i¢in
h(y)d h(y)d
[7h<x> = / M < Ln'y/ M < Lnfvf(s) < L"a
R R

oz =yl wls =yl T
olur. B = 2L" olsun. Bu durumda eger b > B ise, () daki tiim z ler i¢in I, h(x) < ab/2 olur
ve buradan x € E ise I,g(x) > ab/2 saglanir. Boylece E C {z : I,g(x) > ab/2} olur ve

ispat (4.23) ile elde edilir. m

Teorem 4.17. w € A, 0 < ¢ < cove 0 <~y < n olsun. Bu durumda
| i@l <c [ M fe)
R Rn

saglayan f den bagimsiz bir C' vardir [41].

Ispat. f(x) fonksiyonunu |f(z)| ile yer degistirmek, sonuglarin sadece sol taraflarini artirip
sag taraflarini etkilemediginden, f(x) in negatif olmadig1 varsayilabilir. Ayrica f(x) in yerel
integrallenebilir oldugu da varsayilabilir; ¢iinkii aksi durumda sonuglar agiktir. w(z) in yerel
integrallenebilirligi de varsayilabilir; aksi takdirde f(z) h.h.y. sifir olmadik¢a, sonuglarin sag
taraflart sonsuzdur.

f(z) kompakt destege sahip olsun. Teorem 4.8. den a > 0 verildiginde {z : L, f(x) > a} =
U; @; olur, burada her j i¢in 4Q; nin bir noktasinda I, f(x) < a dir ve Q; kiipleri ayrik i¢
kisimlara sahiptir. B ve K, Lemma 4.16. daki gibi ve b = max(1, B) olsun. A, tamiminda d,
e = b7 akarsihik gelsin. § = K4"[D/b]"/("=) olacak sekilde D segilsin. 0 < d < D ve
E;={x:1,f(x)>ab, M, f(z) < ad} C Q; olsun.
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Lemma 4.16. ya gore, | E;| < K[4Q;|[d/b]"/ "= < §|Q;] olur, dolayistyla § min tanimindan,

w(E;) < $b~%w(Q;) olur. j ye gore toplam alinirsa
1
w({L,f >ab,M,f < ad}) < éb_qw({]yf > a})
elde edilir. Buradan 0 < d < D yi saglayan herhangi bir d i¢in
1
w({L,f > ab}) < w({M,f > ad}) + §b_qw({]7f > a}) (4.24)

elde edilir. Simdi @), @ nun digindaki z i¢in f(x) = 0 olacak sekilde bir kiip olsun. 3Q) nun
disinda z verildiginde, z(, () da = e en yakin nokta olsun ve merkezi x olan ve kenarlart ()
ya paralel olan ve () yu iceren en kiigiik kiip P ise | P| < L|z — xo|™ saglayan n ye bagl bir
L > 1 sabiti vardir. Ayrica

) | P|(n=)/n
L1 < Jo—a ™ [ fwdy < 2N £ () < LML)
0 |x — zo|n
olur. Simdi d = min(D, 1/L) olsun, boylece
{I,f > a} N (3Q)° C {M,f > ad} (4.25)

olur. (4.24) ve (4.25) den
WL f > ab}) < 20({M, f > ad}) + b w({T,f > a} N3Q)

olur. Buradan bir N > 0 i¢in

Nb Nd
b_q/ a’ 'w({L,f > a})da < 2d_q/ a’ 'w({M, f > a})da
0 0

1

N
b b / aYw({I,f > a} N3Q)da (4.26)
0

elde edilir. w yerel integrallenebilir oldugundan, (4.26) nin sagindaki 2. terim sonludur;

ayrica b > 1 oldugundan,

1 Nb Nd
S / @ w{I,f > a})da < 247 / o w{M,f > a})da  (427)
0 0

olur. N — oo iken (4.27) den
b4 2d79

— |L, f(2)|"w(z)de < — M, f(z)%w(x)dx (4.28)
2q Jrn q Jrn

elde edilir. Kompakt destege sahip olmayan bir f(x) i¢in (4.28) i ispat etmek i¢in,

) {f<:c>, o] <m

0, |z|>m
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olsun. Bu durumda (4.28) f,,, ye uygulanabilirdir; m — oo i¢in monoton yakinsaklik teoremi

kullanilirsa, genel f(z) igin (4.28) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Lemma 4.18. a;,a, € A iken R,, C R,, veya R,, C R,, olacak sekilde R" nin orjin
merkezli agik (veya kapali) araliklarinin bir koleksiyonu { R, }4c 4 olsun. S, R™ nin sinirh
bir kilmesi ve ¢ : S — A, S den A indis kiimesine herhangi bir doniisiim ve R, = = + R;,)
olsun. Bu durumda; eger Rj, = 3, + Rj(,) ise

(@ Scl R

(b) hery € R", { R} kiimelerinin en fazla £ = £(n) tanesinde bulunur

(¢) {Ry} dizisi 0 = 0(n) ayrik ailelerine boliinebilir

olacak sekilde bir {x;} C S dizisi vardir ( [12]).

Teorem 4.19. Eger 0 < v <n,1 <p<n/y,1/¢g=1/p—vy/n,w € A, r =1+ @,
ise bu durumda

1/p

([ iswmee)” <o [ iwpeie)
olacak sekilde f den bagimsiz bir C' vardir ( [41]).
Ispat. R > 0 sabitlensin. Bu durumda E) p = {z : M, f(z) > A} N Bg(0) daki her z i¢in
Q|7 /Q |/ (@)ldz > A (4.29)

olacak sekilde x merkezli bir () kiibii vardir. Lemma 4.18. kullanilarak, E p C |J Q) olacak
sekilde bu kiiplerden bir {Q),.} dizisi se¢ilebilir ve R™ nin hi¢bir noktasi, bu kiiplerden &(n)

den fazlasinda yer almaz. Bu durumda p/q < 1 oldugundan

(éx,Rw(x)dx)p/q < (Ek: /Q kw(x)dx)p/q < zk: ( /Q w(x)dx)p/q

elde edilir. Q) (4.29) u saglayan kiipler oldugundan,

(/EA’R w(x)dx)p/q : ; (/Qk w(m)dm)p/q <)‘_1|Qk!_1ﬂ/n o |f(as)\d9:)p

elde edilir. Son integral iizerinde Holder esitsizligi kullanilirsa

(f riomw) " < G oot
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elde edilir ve R™ nin hi¢bir noktasi, ()}, kiiplerinin sabit bir sayisindan daha fazlasinda yer

() V<[ rpeeie)”

elde edilir. Buradaki C', R ye bagli olmadigindan, monoton yakinsaklik teoreminden

1/q C . 1/p
(/ w(x)dx) < X( |f(x)]pw(x)qu) (4.30)
{z: M, f(z)>A} R™

oldugu goriiliir. Sonug 4.13. den w € A, olacak sekilde bir 1 < s < r vardir. O halde

/g =1/pr —y/n, 1 <py <pves=1+ % olacak sekilde p; ve ¢; sayilari vardir.

almadigindan,

(4.30) esitsizliginden

R

p1/q1 C
(/ w(m)dm) < — | f (@) [Prw(z)P D da: (4.31)
(@M f(@)>N)} AV

saglanir. Simdi T'g(x) = M, (g(x)w(x)*) ile bir T alt lineer operatorii tanimlansin. f(z) =
g(@)w(x)/™ ile (4.31)

C q1/p1
/ w(z)dr < —( |g(x)]p1w(x)dx) (4.32)
{z:Tg(x)>A\} AT R™

biciminde yazilabilir. Benzer sekilde p < py < n/~ y1 saglayan bir p, vardir. Bu durumda
1/qa = 1/ps — 7/n ile tamimlanan ¢, ile Holder esitsizliginden ¢ > r oldugu igin t =
1+ % ile w € A; olur. Bu durumda p, ve ¢ ile (4.31) dogru olur. (4.32) yi saglamak

icin kullanilan yontem

C q2/p2
[ wtae ([ o)
{z:Tg(z)>A\} A R™

oldugunu gostermektedir. Marcinkiewicz interpolasyon teoreminden

([ 1otaruiee)” <c( [ wpuia)”

olur. Burada g(z) = f(z)w(x)™"/™ alinmasiyla

1/p

(] wa(x)qw(x)dxy/qgc‘( [ ftputeyi)

elde edilir. w € A, oldugundan Teorem 4.17. ile istenilen elde edilir. m
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4.2. Agirhikh Sobolev-Poincaré Esitsizligi

Bu kisimda ilk olarak klasik Sobolev-Poincaré esitsizligi ele alinmis, daha sonra
agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizligi verilmistir. Son olarak ta eliptik ve dejenere eliptik
denklemler iizerinde yapilan diizgiinliik ¢aligmalar1 incelenmistir.

[1k olarak Poincaré esitsizligini ifade edelim:

Teorem 4.20. 2 C R", 0€2 sinir1 Lipschitz-siirekli olan sinirli, baglantili, agik bir kiime olsun.
Her v € WP(Q) igin

/]u—uQ\pdx§0/|Du\pdx, (4.33)
Q Q
olacak sekilde bir C'(n, p, 2) sabiti vardir, burada ug = ﬁ Jo, udz bicimindedir ( [23]).

Ispat. Eger u ya bir sabit eklenirse (4.33) degismedigi icin, uq = 0 oldugu varsayilabilir.

Eger teorem yanlis olsaydi, (ug)q = 0 ile

/ g P da = 1, (4.34)
Q

1
/\Duk|pdas§—
Q k

olacak sekilde bir u;, € W?(Q) fonksiyon dizisi bulunabilirdi. Rellich teoremine goére bir
alt dizi, (4.34) den || u ||zr()= 1 olmak iizere bir u € LP(Q) ya yakinsar. Ote yandan
|| Duy, ||1r(q) dizisi sifira gider ve bu nedenle u € W'?(Q) ve Du = 0 dir. § baglantih
oldugundan wu, €2 da sabit olacaktir ve sifir ortalamaya sahip oldugu i¢in ayn1 sekilde u sifir
olacaktir. Bu durum || u ||z»q)= 1 gergegiyle ¢elismektedir. m

Onceki esitsizlik ve Teorem 2.7. dan asagidaki Sobolev-Poincaré esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.21. 2 C R™, 9€) sinir1 Lipschitz-siirekli olan sinirl, baglantili, acik bir kiime olsun.

Her u € WP(Q) igin , eger p < n ise, p* = +2> iken
| u = ugq [ )< Cn,p, Q) || Du[|Le oy
elde edilir ( [23]).

Tanim 2.10. da (@) yerine B, (z) alinarak 0 < v < n olmak iizere M., kesirli maksimal
operatorii
1

M, f(z) = sup ——— / F(y)ldy
r>0 |B7"| " Br(x)
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biciminde ifade edilsin. Simdi agirlikli Sobolev gbmme teoremi i¢in asagidaki lemmay1 ifade

edelim.

Lemma 4.22. f olgiilebilir ve bir By yuvarinda destege sahip olsun. w € A,, 1 < p < oo,
ise bu durumda 1 < k < 2= 4 § olacak sekilde biitiin & sayilar1 ve her f € L? (Bg) i¢in

(w(;R) . M f (x)’“”w(a:)dx) o < CR(w (;R) /B ) |f (x)|pw(x)dx) 1/p (4.35)

olacak sekilde C' ve 6 > 0 sabitleri vardir ( [20]).
Ispat. f negatif olmasin. Herhangi bir pozitif \ icin Ey = {x € By : M, f(x) > A} olsun.
Her z € E) i¢in

=),
——T fy)dy > A
s(x)n—l By(z)(z)

olacak sekilde bir B, () yuvan vardir. r — — [ B.(z) f(y)dy fonksiyonu r > 2R igin
azalan ve © € Bp oldugundan her zaman s(x) < 2R olarak alimabilir. Lemma 2.14. den,
By C U Bss(a;)(x;) olacak sekilde ayrik yuvarlarin bir B; = By, (;) dizisi segilebilir,
burada tiim B; yuvarlart Bsp de bulunur. w(Bss(.;)(7;)) < Cw(B;) (doubling kosulu)
oldugundan her £ > 1 icin

1 Pk
w(Ey) < C )< C )1 / )
)\ Z Z )\pk‘B ’ (1-2)p ( B, f
C 1 / )T
< — w(B;)F ————
_W[; B (ij
elde edilir. Boylece (4.15) esitsizliginden
C 1_ »
(B < 55 3 ulB) B |, st

elde edilir. Sonug 4.13. den w € A, oldugunda 1 < ¢ < p olacak sekilde bir ¢ igin w € A,

e

olur. Buradan (ikinci esitsizlik) ve (4.14) den (birinci esitsizlik)

—(g—1) —(g-1)

1 _ 1 U}(B]) < ]_ _ 1 )

w a1 S S C| — w -1 (436)
(|Bj| B, ) | B

olur ve ilk esitsizlikten

1 L\ (D)
“’“<—Z\B sk ([w) T [ eyt
B B



elde edilir. Simdi ¢(; —1)+ 2 > 0 olacak sekilde k seilsin. Bu k < -5 kosuluna esdegerdir

n_E
q

ve ¢ < p oldugundan § > 0 olmak iizere 1 < k < —*- + 4 elde edilir. Simdi boyle segilen bir

k icin

w(Ey)* < gR”q(i_al(/B woTT
3R

(¢-1)(1-1/k)
v )

f(x)Pw(z)dz
Br
elde edilir. w € A, oldugundan ve (4.36) daki ikinci esitsizlikten

w(Ey) < cﬁZMH( . f(a:)pw(:c)dx)k

ve buradan da
1/p
ykp - © 11
w(Ey)7""P < XRw(BR)kP p f(z)Pw(z)dx (4.37)

oldugundan M, operatorii, 1 < k < -2- 4§, iken L? (Bg) den zayif L?"(Bp) ye siirhdir.
Simdi p, 1 < p < o0, sabitlensin ve w € A, olsun. Bu durumda her ¢ > p — ¢y iginw € A,
olacak sekilde £y > 0 vardir. Teorem 2.13. den 1 < k < "= + 6, 6, > 0, igin M, LP (Bg)
dan LP*(Bpg) ya sinirhdir. Ayrica (4.37) esitsizliginden ispat elde edilir. m

Uyar1 4.23. Kisim 4.1 deki maksimal operator i¢in verilen gerek kosul benzer bicimde burada
da gecerlidir: Negatif olmayan, yerel integrallenebilir bir w fonksiyonu, herhangi bir sabit

k > 1 ve tim Bpg yuvarlari i¢in (4.35) saglansin. Herhangi bir Bg yuvari ve f > 0 i¢in

Wt > g (1),

oldugundan (4.35) den

1

1/p
w(BR)l/pﬁ < C’( f(a:)%u(x)dx)
Br Br

olur, burada f = w_P%l almirsa w € A, elde edilir [20].

Asagidaki teoremde agirliklt gdmme teoremi ifade edilmistir.

Teorem 4.24. 1 < p < oo ve w € A, verildiginde tim By, yuvarlari, tim v € C§°(Bg) ve

1 <k < -2 + 0 y1sa8layan tiim k sayilari igin,

1 . 1/kp 1 1/p
u(z)|™Pw(x)dx <CR / Du(z pwxdx) 4.38
(s [, @tz ) (55 L Pt utoe) @)
olacak sekilde C' ve § > 0 sabitleri vardir ( [20]).
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Ispat. ilk olarak
D
| Du(y)| d

Bp [T —y["!

u(z)| < C (4.39)

esitsizliginden ( [52]) ve v = 1 i¢in Teorem 4.17. den
||u||L’§,”(BR) < O||Il<|Du|)||L§}’(Rn) < C||M1(|Du|)’|Lﬁ?(Rn)
elde edilir.

1/kp
My (| Du)[ e gy < HMl(IDUI)HLgp(BQR)JrC/B !DU(y)!dy(/' w(ﬂf)lfﬂ\_(”_”’“”dw)
R

z|>R
ve

o

/| . |z| == DRPy (1) da = Z/B |z| ==V () de
x|>

j=1 2ir\Bai-1p

< i(Zle)(”l)kp/ w(x)dx

=1 Byjp\Byi-1p

<

=CY (PR)" " V*y(Byip \ Byi1g)

M

I
—

J

yazilabilir. Onerme 4.6. dan wET € A _»_oldugundan (4.21) den

/ w_P%ldm < CQ_j""/ w_P%ldx
Br B,

2JR

olacak sekilde bir > 0 sayis1 vardir. Dolayisiyla

—(p—1)
w(B2jR) S C|BQjR|p</ w_Plld[E> S C|B2jR|p2—j’ﬂ'f](P—1)(/
B B

20 R R

) —(p—1)
w_z)ldx>

elde edilir. Buradan

o0

—(p—1)
Mdl’ <C w_piildx Rnpf(nfl)kp Z 2jp[n—(n—1)k—my(";%1)]
|z|>R ’w‘(n—l)kp o Br

J=1

olur. Yukaridaki serinin yakinsamasi igin k > "5 (1 — @) olsun. Bu durumda (4.36)

dan

/ _w(@) < Cw(Bg)R~(—Dkr
|

o> r |T[DRP

elde edilir. Boylece
1 1

| [ul| gy <~ || Ma (| D , CR—(”—l)/ Dulald
w(By 7 ez < G MDDt BRI u(y)ldy
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elde edilir. Doubling kosulu ve Lemma 4.22. den 1 < k < 2= 4§ ve 6 > 0 i¢cin

n—1

1 1
I Du))

w(BR) | M1 (| Dul)

||L§JP(BQR) = w(BQR) ||LZP(B2R)

< C2R(w : ;ZR) /B . ]Du(a:)|pw(ac)d9:> "

< 03(@ /B R |Du(x)]pw(a:)da:) v

elde edilir. (4.15) kullanilirsa
( 1) 1 1/17
R~ / Du(y dy<CR<—/ Du(z pw:cd:c)

elde edilir. Boylece 5 ( 1 — W) < k < -5 +4 igin teorem ispatlanir. Kalan £ degerleri
icin ispat, Holder esitsizliginden goriiliir. m
R, Br D () olacak sekilde yeterince bilyiik alinip Teorem 4.24. uygulanirsa asagidaki teorem

elde edilir.
Teorem 4.25. 2 C R” de acgik, st ve w € A,, 1 < p < oo, ise her u € C{°(Q) ve

1 <k < 5 + ¢ saglayan her k igin,

[ull pp 0y < CalllDulll s, @)

olacak sekilde Cq, ve § pozitif sabitleri vardir, burada C, sadece n ye, A, sabitine, p ye ve (2

nin ¢capina baghdir ( [20]).

Uyar1 4.26. Teorem 4.24. iin daha basit bir ispat1 [6] da Chierenza ve Frasca tarafindan su

sekilde verilmistir: (4.39) dan

(w(}?R) /BR !u(x)\kpw(x)dx) " < <w(llBR) /BR [1(DU)(:U)kpw(x)dx> 1/kp

olur.

Dutw)lle o "y + [ Du(w)lle - ol dy

|lx—y|>e

H(Du)(@) = |

lx—y|<e
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yazilsin. [27] deki diisiince ile

/ Du(y)lle — /'~ “dy—z / Duly)lle — y|'"dy
lz—y|<e 2-k-1z—y|<e2—F

<C (52—k>(52—k)—“ / | Du(y)|dy

k=0 lz—y|<e2~F

< CeM(Du)( Zz k< CeM(Du)(z)
k=0

elde edilir. Diger taraftan % + z% = 1 iken Holder esitsizliginden

[ iputle =gty = [ D) e ol )y
lz—y|>e |lz—y|>e

1/p
< OHDuHmR)( / 2 — |- w(yr”@—”czy) (4.40)
{|lz—y|>e}NBRr

elde edilir. Sonug 4.13. den w € A, olacak sekilde bir 1 < ¢ < p, n — p/q > 0 oldugundan

(¢=1)/p

/ | |Du(y>|!:v—y!1"dySCel”q/p!!DulleBR)(/ %)”“”dy) (4.41)
T—yY|>€

Br

olur. (4.40) ve (4.41) den

(g=1)/p

I (Du)(z) < CeM(Du)(z) + C’elnq”’HDuHLg,(BR)(/ w(y)l/(ql)dy> (4.42)

Bgr

olur.

(¢—1)/nq
L(Du)(x) < CM(Du)(x)' /|| Dul [, (/ w(y)—l/m—l)dy)
Br

elde etmek icin (4.40) 1n sag tarafi ¢ a gére minimize edilirse ve Teorem 4.15. kullanilirsa

(¢—1)/nq
||]1(DU)|||ka(B ) < C||DU||LP (BR (/B; w(y)_l/(q_l)dy)

R
elde edilir, burada k = ng/(ng—p) dir. Ispati tamamlamak icin her iki taraf [w(Bg)]"9~P)/ma

ile boliiniir ve A, kosulu kullanilir.

Lemma 4.27. v , By, iizerinde Lipschitz siirekli olsun. Bu durumda

L ) —u)lay < o [ 12U,

| BR| Br Br |z — 2|t

saglanir ( [20,52]).
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Ispat. u € C"(Bg) olarak alinabilir.

1
u(y)—u(x):/ %u(ty+(1—t Vit = /Duty+(1—t)) (y — 2)dt
0
oldugundan

1

1 1
g | @) =ty < e [ Dutty (- )l — yldyas

|Br| JB, |Br| Jo JBg

elde edilir. z = ty + (1 — t)x olsun. y, B iizerinde degistikce; z, Bgy((1 — t)x) yuvarinda

degisir. Dolayisiyla
1 1 1
@ B lu(z) — u(y)|dy < m/o Ty \/|:/;’—(1—t);1;|<Rt |Du(z2)||z — x|dzdt
olur. € By icin Br:((1 —t)xz) C Bg ve eger |z — (1 — t)z| < Rtise |z — x| < 2Rt olur.
Boylece

1 1 [t
Pl u(z) — u(y)|dy < —/ —/ |Du(z)||z — x|dzdt
|BR| Br ‘BR| 0 U BrN{|z—z|<2Rt}

l ([ i)
< — Du(2)||lz — x dz
|Br| /g, [Dulz)] | o—af<2re 17T

cof pu)

Br |2 — "1

dz

elde edilir. m
fBw = B) [sf B x)dx olsun. Asagida agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizligi ifade

edilmistir.

Teorem 4.28. 1 < p < oo ve w € A, ise By iizerinde tamimli biitiin Lipschitz siirekli u

fonksiyonlart ve her 1 < k£ < o+ J icin,

(w@) /B u(a) - uBR,wwpw(x)dx) o R(wé; . /B " (x)!pw(x)dg:) vy

saglanir. Ayni sonug ug,, ., yerine up,, alinsa da gegerlidir ( [20]).

Ispat. Lemma 4.27. den

1
[u(x) — upg| < ——
" 7 |Bgl| Jp,

| Du(z)|

. |£L’ _ Z|n—1

lu(z) —u(y)|dy < C’/ dz (4.43)
B

saglanir. Teorem 4.24. iin ispatinda 1 < k < "5 + ¢ iken

[Du(2)| 1 1o
/BR = z|”—1dz < CR(w(BR) /BR \Du(x)|pw(x)dx) (4.44)
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olacak sekilde C' ve ¢ > 0 1n varlig1 gosterildi. Bdylece up,, i¢in ispat tamamlanir.

1 1
U, — UBpw| < ———— u(x) — — u(y)dy|lw(x)dx
15 =50l < s [ )~ (g [ i)

< (@ / () - ﬁ 5 u<y>dy|pw<x>dx)1/p

oldugundan u g, ,, i¢in istenilen sonug u g, i¢in elde edilen sonugtan goriiliir. m

4.2.1. Eliptik Denklemlerin Co6ziimlerinin Holder Siirekliligi

Bu kisimda eliptik denklemlerin tanimina ve literatiirde yer alan 6nemli sonuglarina
yer verilecektir.
2, R™ nin acik, sinirli bir alt kiimesi, u : Q>R bilinmeyen ve f : {2 — R verilsin. Bu

durumda

{Lu:f,Q@, (445

u =0, 0f)iizerinde

sinir deger problemi gdz Oniine alinsin, burada verilen %, V', ¢ (i,j = 1,...,n) katsay1

fonksiyonlart i¢in L

n

Lu=—) (a’( %Z+ZU1%H) (4.46)

ij=1
ya da

n

Lu = Z T)Ug; + Z b (x)ug, + c(z)u (4.47)

i,7=1
ikinci basamaktan kismi diferansiyel operatordiir. L nin (4.46) ile verilmesi durumunda
Lu = f kismi diferansiyel denkleminin divergence bi¢iminde oldugu, (4.47) ile verilmesi
durumunda ise divergence bi¢ciminde olmayan denklem oldugu soylenir. Eger en yiiksek

dereceli a” (i,7 = 1,...,n) katsayilar1 C'! sinifindan fonksiyonlar ise (4.46) dan

n

Lu = Z T)Uge; + Z V' (z)uy, + c(x)u

4,7=1

divergence olmayan bicim elde edilir, burada b’ := b’ — > iiai (i=1,..,n)dir. Boylece
(4.46) ve (4.47) nin birbirleri cinsinden yazilabilecegi goriilir. Ancak L nin iki farklt
gosterimini ayr1 ayri ele almanin avantajlar vardir. Divergence bicimi kismi integrasyona
dayanan enerji yontemleri icin en dogal olaniyken, divergence olmayan bicim maksimum

prensibi teknikleri i¢in en uygun olanidir ( [19]).
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Tamm 4.29. u € W2(Q) (u € W,2*(Q)) olsun. Her ¢ € C5°(9) icin

loc

/ Z T) Uy, P, dr =0

i,j=1

oluyorsa u ya Lu = 0 denkleminin bir ¢oziimii (yerel ¢6ziimii) denir ( [29]).

Tanim 4.30. (4.46) ile tanimlanan divergence bigimli L eliptik operatoriine kargilik gelen

BI-, ] bilineer formu u, v € W,*(Q) i¢in

/ ( Z a”uxzvxj + Z b’ux v+ cuv)d

7,7=1

biciminde tamamlanir ( [19]).

H, || - || normu ile bir Hilbert uzayini ve (-, -) de H ile onun dualinin eglemesini gostermek

izere asagidaki Lax-Milgram Teoremi’ni ifade edelim:

Teorem 4.31. u,v € H olmak iizere B|-, -] : H x H — R bilineer doniisiimii i¢in | Bu, v]| <
al|ul|||v]] ve Bl|u||?* < Blu,u] olacak sekilde o, 3 > 0 sabitleri bulunsun. Ayrica f : H — R,
H iizerinde sinirli bir lineer fonksiyonel olsun. Bu durumda her v € H i¢in Blu,v] = (f,v)
olacak sekilde bir tek v € H vardir ( [19]).

Tamim 4.32. L kismi diferansiyel operatorii, h.h. x € €2 ve her £ € R" i¢in

MéP? < Z 0)6& < AEP dV=dij=1,2,...n
ij=1
olacak sekilde A\ ve A pozitif sayilari var ise eliptik olarak adlandirilir ( [19], [22]).
Dolayisiyla eliptiklik, her = € € noktast i¢in A(z) = (a”(z)) simetrik n X n matrisinin
pozitif tamml1 ve en kiiciik 6z degerin > \ oldugu anlamina gelir. Ornek olarak a¥/ = (5”-,
b = 0, ¢ = 0 olarak alinirsa bu durumda L operatdrii —A olur, burada A = Y7 | 81,
Laplace operatoriidiir. Aslinda genel Lu = 0 ikinci basamaktan eliptik kismi diferansiyel

denklemlerin ¢oziimleri bir¢cok agidan harmonik fonksiyonlara benzerdir ( [19]).

Her v € W, () icin

/ ( Z aijuxivxj + Z biumiv + cuv) dr = / fudx
U Ngj=1 i—1 U
saglantyorsa u € W, (Q), (4.45) siir deger probleminin bir zayif ¢6ziimiidiir denir ( [19]).
E. De Giorgi ve J. Nash sirastyla [11] ve [43] de % (x) sinirl ve Slgiilebilir ve u € VVllocz(Q)
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olmak tizere

n

Lu = Z (a” (2)ty,)s; =0

ij=1
lineer eliptik denklemlerin (zayif) ¢éziimlerinin yerel Holder siirekliligini elde etmislerdir.
J. Moser ise bu sonucu Harnack prensibi yardimiyla [39] da elde etmistir. Bu sonug
De Giorgi-Nash-Moser teorisi olarak adlandirilmaktadir ve D. Hilbert’in 19. probleminin

¢Ozlimiidiir. Ancak lineerligin ispatlarda bir etkisi yoktur. Bu durum, bu sonug¢larin

a(z,u, Du) - Du > A|DulP — p(z), hhy. Qp,p > 1
Ja(z, u, Du)| < AlDupP" + (),
[b(z, u, Du)| < A|DufP~" + (),

yapisal kosullar ile

e WHP(Q),p>1
{U loc( )p (448)

diva(z,u, Du) + b(x,u, Du) = 0, Q da

quasilineer tipteki denklemlere genisletilmesine olanak saglar, burada 0 < A < A verilen iki

sabittir ve ¢ € Lf° () negatif degildir. Bir ilk 6rnek olarak, p > 1 iken

loc
div| Dul[P~2Du = 0, Q da, (4.49)

p—Laplace denklemi (p = 2 iken Au = 0 Laplace denklemine indirgenir) alinabilir.
a(x,u, Du) esas kismi | Du| ya gore lineer olmayan bir biiyiimeye sahiptir. Boylece (4.49)
daki denklem ya dejenere ya da singiiler olabilir. (4.49) un eliptiklik modiilii | Du[P~2 dir.
Bu nedenle |Du| = 0 oldugu noktalarda p > 2 ise kismi diferansiyel denklem dejenere,
1 < p < 2 ise singiilerdir. O.A. Ladyzhenskaja ve N.N. Ural’tzeva ( [34]), E. De Giorgi’nin
yontemlerini kullanarak, (4.48) in zayif ¢oztimlerinin Holder siirekli oldugunu, J. Serrin ( [46])
ve N. Trudinger ( [55]) ise J. Moser’in yontemlerini izleyerek negatif olmayan ¢oziimlerin

Harnack ilkesini sagladigin1 kanitlamigtir ( [10]).

4.2.2. Dejenere Eliptik Denklemlerin Coziimlerinin Holder Siirekliligi
Bu kisimda dejenere eliptik denklemler tanitilip, bu denklemlerin ¢oziimlerinin
diizgiinliik sonuglar agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizligi yardimiyla incelenecektir.
Teorem 4.19. dan 1 < p < n/m iken u € C§°(R") i¢in

( \u|qwdx) ' < C’( |Dmu|pw1_";pda:)
Rn Rr

P
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elde edilir, burada % =

m
n

dir. Bu esitsizlik w € A, olmak iizere

1/p
dx)

normlu V;"?(€2) Sobolev uzayna ait fonksiyonlar i¢in saglanir. Béylece w € A, olmak iizere

1
p

[|u

o _lalp
vy = ( 3 /|D aPut
Q

laj<m

w!'~"" bicimindeki dejenerasyona sahip smirsiz bolgeler iizerindeki dejenere eliptik kismi
diferansiyel denklemlerin ¢alismasinda V.7 (€2) uzaylari kullanilabilir ( [57]).

Simdi bir cesit dejenere eliptik denklemin tanimi i¢in asagidaki tanim verilsin.

Tamm 4.33. BirF: R* — R", F = (f1, ..., f,) doniisiimii, eger birebir, f; ler L} (R") e ait

dagilimsal tiirevlere sahip ve

af\ 2\ O£\ |"
() =caa(a)]

ise quasi-konform olarak adlandirilir ( [20]).

F(z) = (ng](x))” Jacobian matrisi ve |F'(z)| = |detF'(x)| olsun. F, R" iizerinde

quasi-konform bir dontisiim ve v, div(A(y)Dv(y)) = 0 denkleminin bir yerel ¢oziimii olsun;

burada A(y) matrisi simetriktir ve her iy € €, & € R" ve y, £ den bagimsiz sabitlenmis A ve A

pozitif sabitleri i¢in
AJEP = A(y)s - € = Mgl
esitsizligini saglar. © = v o F fonksiyonu (bi¢imsel olarak)
div(A(z)Du(z)) =0

denkleminin bir yerel ¢6ziimiidiir, burada A(x) = [F'(x)|(F'(z)" ") A(F(z))F'(z)~" (burada

t matrisin transpozunu gostermektedir) bi¢cimindedir. Dolayisiyla
A[F'()[|F'(2) 6" = A(2)6 - € > AJF'(z) ¢

olur. F quasi-konform oldugundan F'(z)'F'(x) matrisinin \;(z), ..., \,(z) 6zdegerlerinin
hepsi esdegerdir, yani her 7, j ve z i¢in % < % < C olacak sekilde C' > 0 vardir. Bu da

|F’(x)n|? ve [F'(2)|>"|n|? nin esdeger oldugunu gosterir. = F'(2) ¢ olarak alinirsa
A
GIF @[ = Alw) - € > CAF ()¢

sonucu elde edilir ( [20]).
De Giorgi-Nash teoremi ve Moser’in Harnack prensibi [5] ve [37] de temel olarak ele

alimmigtir. Bu yaklasim n > 2 iken uygulanirsa, L operatorii artik eliptik degildir. Gergekten,
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Lu =div(A(x)Du) olur, burada A matrisi simetriktir ve

1
FU@IEP < A@@) < Cu(w)lef (4.50)
esitsizligini saglar, burada w(z) = |F'(x)|'~~ bi¢imindedir. Elbette, n > 2 oldugunda w(z)
sifir veya sonsuz yada her ikisi de olabilir. Bu sekildeki klasik Dirichlet problemi ve (4.50) ile

Lu = div(A(z) Du) 4.51)

bicimindeki denklemlerin negatif olmayan c¢oziimlerinin davranis1 [20] de E. Fabes, C. E.
Kenig ve R. P. Serapioni tarafindan incelenmistir. Bu kisimda bu bicimdeki dejenere eliptik
denklemlerin (zayif) ¢oziimlerinin yerel Holder siirekliligi ve negatif olmayan zayif ¢oziimler
icin bir Harnack prensibi incelenecektir. Dejenere eliptik operatorii temsil etmek icin £
sembolii kullanilacaktir.

De Giorgi-Nash sonuglarinin ve Moser’in Harnack esitsizliginin dejenere eliptik
denklemlere genisletilmesi ( [30], [42], [53], [54]) calismalarinda yerel Holder siirekliligi

ispatlamak i¢in w agirhiginin sagladigi kosul, % + % < % olmak {izere R™ deki tiim B yuvarlar

1 tl/t 1 - 1/s
_— _— s <
(|B|/B“’> (|B|/Bw> =¢

dir. [18] de, bir Q2 bolgesinde, 1 + + < 2 vew € L{(Q), L € L5() igin

n

(i ) (G ) =

ise (4.51) in tiim negatif olmayan u ¢6ziimleri i¢in, B C 2 iken maxgu < Cpmingu

icin

saglandigi; ancak C'g sabitinin €2 da bulunan sabitlenmis bir yuvarda bulunan tim B yuvarlari
i¢cin diizgiin olarak alinamayacagi gosterilmistir. Bu kisitlamanin nedeni w nin sagladigi
kosulun A, smifinin sagladig1 genigleme degismezlik ozelli§ine sahip olmamasidir. Elde
edilen Harnack prensibinin diizgiin olmayis1, ondan yerel Holder siirekliliginin elde edilmesini
imkansiz kilmaktadir. Bu kisimdaki w € A, oldugunda elde edilen (4.51) dejenere eliptik
denkleminin ¢6ziimiiniin yerel Holder siireklilii ve negatif olmayan ¢oziimler i¢in Harnack
ilkesi [18], [30], [42], [53], [54] de karsilik gelen sonuglart genellestirmektedir ( [20]).
A(z) = (a”(x)), R™ de taniml, en kiigiik 6z degeri A\(x), ve en biiyiik 6z deZeri
A(z) < CA(x) olan simetrik, negatif olmayan bir matris ve A(z) = w(z) olsun. Bu kisimda

w € Ay oldugu varsayilacaktir. W, 2(Q), C*°(Q) min [, |ul*wdz + [, |Dul*wdz normu

altindaki kapanisi ve Wolj(Q), C5°(2) nin [, | Du|*wdz normu altindaki kapanigini gostersin.
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Ayrica her @ cC Qigin u € WE2(QY) ise u € W,?

loc,w

u € WE(Q) yada W2 (Q) igin Lu = 37 _ (a¥ (x)u, )., operatdrii dikkate alinacaktir.

loc,w 1,7=1

(Q2) ile gosterilsin. Bu durumda

Tamim 4.34. ) iizerinde |F|/w € L2 (2) olsun. Eger her ¢ € C5°(9) i¢in

/ 2”: aij(x)umigpmjdx = / zn:figomidx
Q; Q=1

ij=1

ise, u € W%(Q), Lu = —divF denkleminin bir ¢dziimiidiir denir ( [20]).

Yukaridaki tamimda |F|/w € L2 (Q) kosulu, her ¢ € Woli(Q) icin sag taraftaki integralin
yakinsamasini saglar.

Asagidaki teorem, Teorem 4.31.”in bir sonucudur ( [20]).

Teorem 4.35. |F|/w € L2(Q2) ve h € WE%(Q) olacak sekilde verildiginde u — h € Wy (Q2)
olacak sekilde W' %(Q) de Lu = —divF denkleminin tek bir ¢6ziimii vardir ( [20]).

Teorem 4.36. u, (2 da bir yerel alt ¢oziim olsun. Bu durumda her Br(z¢) C € i¢in
1 ) 1/2
o, < Oy [ 0t)
olacak sekilde C' > 0 vardir ( [20]).

Tamm 4.37. f ve w, R™ de yerel integrallenebilir ve w > 0 olsun. Eger kenarlar1 koordinat

eksenlerine paralel biitiin () kiipleri i¢in

|17 = faulntayis < Cui@)
ise f € BMO(w) dir denir ( [38]).
Sonuc¢ 4.38. w € A, ve f € BMO(w) ise Q C (@ i¢in

w({Q : |f = fowl > A}) < Cre™w(Q)

saglanir, burada () sabit bir kiiptiir ( [38]).

Lemma 4.39. «, ) da Lu = 0 denkleminin pozitif bir yerel ¢6ziimii ve 4p < d(zg, 00)
olsun. Bu durumda maxp, (4,) u< C' ming, () u olur, burada C’; p, u ve zo dan bagimsizdir

([20D).
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Ispat. Ispat Moser iterasyon teknigine benzer olup [20] ve [47] den faydalanilmistir. p # 1/2,
v=uP, p € CH) olsun. Bu durumda [47] ¢alismasindaki benzer yolla

/@2|Dv|2wd:p§C’(p)/ | Do Pv*wdz
Q Q

elde edilir. Boylece Teorem 4.28. den

1 / )
_— v — VB, (z)w| wdx < C
w(B,(20)) /B, (x0) o)

elde edilir, dolayisiyla v € BMO(w) olur. Pozitif bir ¢ i¢in

! Ywd v C 1 Ywd o 4.52
- - < - - - .
(w(Bp(on)) /Bpm))“"“ ) = (w<Bp<xo>> /BM“ v ) (*-2)

elde edilir. Gergekten w € A, oldugundan Sonug 4.38. den

1 / ~ 1 = q"
_ el vBwlypdy = ————— —/ v — vp [ wdz
w(Bp(xo)) B, (z0) UJ(Bp(Io)) ; n! B, (z0) ’

1

_—Ooﬁ Oonn—lw 2) o — v
— w(By(x)) ; n! /0 t ({5, (o) | Bw| > t})dt

- q" 1 —c = (Q/C)n /OO n—1_—t
< pr—
_C,;:l (n—l)!/o t" e VNt C;Zl =1/, t" et dt

— N (q/C)"* — q/C _
= C’ZO Tf(n) = Cql'(n)e?" =C
elde edilir. Boylece
/ e~ vBwlydy < Cw(B,(x0)) wve / 1By dr < Cw(B,(x0))
Bp(xO) BP(IO)
elde edilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa carpilirsa
/ eq“wda:/ e "wdr < Cw(B,())*
By (z0) By (o)

olur ve burada v = logu alinirsa (4.52) elde edilir. Teorem 4.36. v = u? ye p < 0 veya p > 1

icin uygulanirsa

1 1/q
max u < C —/ qudx) ;g >2 ise (4.53)
Bp(zo) (w(B2p(l’0)) Ba,(z0)
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Ve

1 1/q
min u > C(—/ qudx) ;o qg<0 ise
B/J(IO) w(B2P<xO)) BQP(ZO)

olur. [47] deki Teorem 8.1 deki gibi iterasyon argiimani ile Teorem 4.24. kullanilirsa herhangi

bir o > 0 i¢in

1 1/q 1 1/a
_ wlwdx < C’(—/ u“wdm)
(W(Bp(xo)) /Bp(aco) ) w(B2y(0)) J By, (o)

elde edilir. Boylece (4.52) ve (4.53) ile istenilen elde edilir. m

Lemma 4.39. dan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.40. u, €2 da Lu = 0 denkleminin pozitif yerel ¢oziimii ise her kompakt K C (2

icin, maxy v < C' ming u olacak sekilde u dan bagimsiz bir C' sabiti vardir ( [20]).

Simdi yerel Holder siirekliligi ifade edelim:

Teorem 4.41. u, €2 da Lu = 0 denkleminin yerel ¢oziimili ise u, €2 da yerel Holder siireklidir.

Daha agik bir ifadeyle eger 2y € 2,0 < p < R < 1=d(z0, 09) ise

1 1/2
max u — min u < C’(p/R)’\< / u2wd:v>
Br

Bp(zo)  Bp(wo) w(Br)

olacak sekilde C, A\, 0 < A < 1 vardir ( [20]).

Teorem 4.42. u, 2 da Lu = —divF denkleminin bir yerel ¢oziimii olsun, burada |F|/w €

LE(Q), p > 2:2, k, (4.54) deki gibi ve p, w € A,, olacak sekilde ¢ok biiyiiktiir. Bu

durumda u, §2 da yerel Holder siireklidir. Yani zp € Q,0 < p < R < %d(azo, 00) ise

1 1/2 A
max u — min u < C / u2wdx> + |||F|/w]|r >
By(so)  Byleo) ((w(BR) . 11F]/wl] 22, 52)

olacak sekilde C, A\, 0 < A < 1 vardir ( [20]).

Uyar14.43. w(z1, ..., x,) = |z1|log?1/|z1| olsun. Bu durumda w ve L, n > 2 i¢in R" de

yerel integrallenebilirdir ve her p > 2 i¢in A, sinifina ait olup A, sinifina ait degildir. Ayrica

S1gnT
log1/|z1]

w(xy, .oy Tp) = olmak iizere u € W?(B;(0)) fonksiyonu gdz 6niine alinsin. Bu

fonksiyon 0 da Holder siirekli olmayip . (w(z)uy, ), = 0 denklemini saglar. Dolayistyla

A agirliklan arasinda A, sinifi Holder siireklilik sonuglarinin gegerli oldugu en iyi siniftir

([20D).

Ornek 4.44. o > —1 igin f,(v) = |z|* olsun. Bu durumda f(z) = |2|*(8;; + aTr)
dir. |f/(z)] ile |z|*" es degerdir. Ayrica her £ € R" igin, | f/ (z)&|? ile |z|*¥|¢|* es degerdir.
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Bu nedenle f, (), & > —1 i¢in R™ iizerinde quasi-konform dur ve | f (z)|*~ % ile ||*("—2
es deferdir. @ > - icin |z[*"~2) ¢ A, olur, fakat div(A(z)Du(z)) = 0 dejenere eliptik
denklemlerinin ¢oziimleri i¢in uygundur, burada £|z|°|£[* > A(z)¢ - € > Clz|’[€]* ve
8> 2 — n dir ([20]).

Ornek 4.4. deki fonksiyon gz oniine alinsin. —n < 3 < —(n — 2)ile w(z) = |z|® € Ay
olup bu nedenle bunlar tarafindan belirlenen dejenere denklemler i¢in yukaridaki sonuclar

gecerlidir ( [20]).

Uyar1 4.45. Lemma 4.22. ve Uyar1 4.23. te B C R" bir yuvar ve k£ > 1 olmak tizere her
€ C5°(Br) igin

1 ” 1/2k 1 , 1/2
wdx <CR / D wda:) (4.54)
(w<BR> /BR“” ) (w(BR> e

esitsizliginin benzerinin kesirli integraller i¢in gerceklenmesi i¢in gerek ve yeter sartin

w € As oldugu gosterilmisti. Buna ragmen, w ¢ A, olup ta (4.54) iin gecgerli oldugu
w agirliklar vardir. Bu agirliklarin 6nemli 6rnekleri w = |F'(z)|'~2/" dir, burada F, R" de
quasi-konformdur (ayrica bakiniz [28]). [20] de w(x) = |F'(z)|*~2/" ile ¢6ziimlerin yerel
Holder siirekliligi ve (4.51) denkleminin negatif olmayan c¢oziimleri i¢in Harnack esitsizligi

kanitlanmustir.

4.3. Parabolik Agirhikl Sobolev-Poincaré Tipli Esitsizlikler

Bu kisimda oncelikle parabolik denklemler orneklerle tanitilmigtir. Daha sonra
parabolik A, sinifinin tanim1 verilmistir. Son olarak ta parabolik agirlikli Sobolev-Poincaré

tipli esitsizlikler verilmistir.

4.3.1. Parabolik Denklemler

Bu kisimda, © C R" agik, sinirli ve bir sabit 7' > 0 zamant i¢in Qr = Q x (0,7

olsun. Tlk olarak,

us + Lu = f, Qpde
u =0, 002 x [0, 7] de
u=g, Qx{t=0}da
baslangi¢ (sinir) deger problemi goz oniine alinsin, burada f : 2 — R ve g : 2 — R verilip

u = u(x,t), u : Qr — R bilinmeyendir. L, her ¢t zaman1 ve verilen a”/, b, ¢ (i,j = 1,...,n)
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katsayilari i¢in

n

Lu=— Z (@ (z, t)uy,)s, + Z V' (z,t)uy, + c(z,t)u

ij=1 i=1
divergence bi¢iminde ya da

n

Lu=— Z a” (2, )y, + Z b (2, )y, + c(z,t)u

ij=1 i=1
divergence bigiminde olmayan ikinci basamaktan bir kismi diferansiyel operatorii gostermektedir

([19D).

Tamm 4.46. Her (z,t) € Qp, & € R" igin

n

Z a”(x,1)6:&; > 0|¢f?

1,j=1
olacak sekilde bir # > 0 sabiti var ise % + L kismi diferansiyel operatoriine (diizgiin)
paraboliktir denir ( [19]).

Uyar1 4.47. L her sabit 0 < ¢t < T zamani i¢in x uzaysal degiskenine gore diizgiin eliptik bir

operatoridiir [19].

a¥ = §;, b = ¢ = f = 0 oldugu durumda L = —A olup 2 + Lu = 0 kismi
diferansiyel denklemi 1s1 denklemi haline gelir. Aslinda genel ikinci basamaktan parabolik
kismi diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri bircok yonden 1s1 denkleminin ¢oziimlerine benzer.
Genel 2. basamaktan parabolik denklemler, fiziksel uygulamalarda €2 bolgesindeki bir u
niceliginin, 6rnegin bir kimyasal konsantrasyonun yogunlugunun zaman i¢indeki evrimini
tanimlar. Diflizyon siireclerinin olasiliksal calismasindan elde edilen Fokker-Planck ve
Kolmogorov denklemleri de ikinci basamaktan parabolik denklemlerdir ( [19]).
Harnack esitsizliginin ilk parabolik versiyonu, Hadamard ( [26]) ve Pini ( [44]) ye
aittir ve 1s1 denkleminin negatif olmayan ¢oziimlerine uygulanmigtir: u, Qr = Q x (0,7),
0 < T < oo silindirik bolgesinde 1s1 denkleminin negatif olmayan bir ¢oziimii olsun ve
(w0, to) € Qricin S, = B,(x0) X (to — p?, to] silindiri goz 6niine alinsin. Eger Sy, C Qo ise,
bu durumda
u(zo,to) > v sup u(z,ty — p?) (4.55)
Bp(z0)
olacak sekilde sadece n ye bagl bir y sabiti vardir. Moser [40] daki ¢alismasinda V"?(Qr),

||| [vmrppy = esssup gcrer||u(-,t)||Lm) + || Dul|Lr@,) normuyla Banach uzay1 olmak
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uzere

{ u € V2(Qy) 456

ug — (@ (z, t)uy,)s, = 0,Qr de

denkleminin negatif olmayan zayif ¢oziimleri i¢in (4.55) in gegerli oldugunu gostermistir,
burada ¢ € L*°(Q7) eliptiklik kosulunun benzerini saglamaktadir. Bu sonug, zayif
coziimlerin €27 de yerel Holder siirekli oldugunu kanitlar. (4.56) nin lineerligi ispat igin
onemsiz oldugundan, eliptik durumunda oldugu gibi, bu sonuglarin asagidaki tipteki

quasilineer denklemlere bir geniglemesi beklenebilir:

{ u € Vir(Qr)

(4.57)
w—diva(x,t,u, Du) = b(z,t,u, Du), Qr de

burada yap1 kosulu (4.48) daki gibidir. Ancak J. Moser’in ispati yalnizca p = 2 durumu igin
yani esas kismi | Du| ya gore dogrusal bir biiyiimeye sahip denklemler i¢in genisletilebilir.
Bu durum D.G. Aronson ve J. Serrin ( [1]) ve N.S. Trudinger ( [56]) in ¢alismalarinda
goriilmektedir. E.De Gorgi’nin yontemleri de genisletilememistir. O.A. Ladyzenskaja,
V.A. Solonnikov ve N.N. Ural’tzeva ( [35]) (4.57) ¢oziimlerinin esas kisimlarinin |Du|
ya gore tam olarak lineer bir biiylimeye sahip olmasi kosuluyla Holder siirekli oldugunu
kanitlamigtir. Benzer sonuglar S.N. Kruzkov ( [31-33]) ve J. Nash ( [43]) tarafindan tamamen
farkli yontemlerle ortaya konmustur. Bu nedenle eliptik durumdan farkli olarak esas kismin

dejenerasyonu veya singiilerligi kendine 6zgii bir rol oynar. Ornegin
uy — div|DulP~?Du = 0, Qr de, p>1

lineer olmayan denklemi i¢in, negatif olmayan zayif ¢oziimlerin Harnack esitsizligini saglayip
saglamadig1 veya bir ¢oziimiin yerel Holder siirekli olup olmadig1 belirlenememistir ( [10]).
Kisim 4.2. de agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizligi ve bunun yardimiyla bir dejenere
eliptik denklemin ¢6ziimiiniin diizgiinliik ¢alismalar1 incelenmisti. Bu sonuglardan sonra
dejenere parabolik denklemler i¢in de diizgiinliik calismalar1 yapilmistir ( [7-9, 24, 51]).
Ancak, bu calismalarda ele alinan agirliklar zaman degiskeninden bagimsizdir veya zaman
yada uzay degiskenleri tizerinde ayr ayri A, kosulunu saglamaktadir. [13] de L. Diening,
M. Lee ve J. Ok tarafindan parabolik kismi tiirevli denklemlerden ortaya ¢ikan Sobolev
uzaylari ve parabolik yapida dogal bir Muckenhoupt sinifi olan ve parabolik .4,, sinifi olarak
adlandirilan agirliklar ele alinmigtir ve bu parabolik yapida Sobolev-Poincaré tipli esitsizlikler
elde edilmistir. Daha agik bir ifadeyle, u(-,t) € WH'(Q2), Du € L*(Q2 x I) olmak iizere

u =div,F,  Qx1 da, (4.58)

43



divergence bicimindeki lineer parabolik denklemlerin dagilimsal ¢oziimii olan bir «
fonksiyonu goz 6niine alinmistir, burada (z,¢) € @ x I C R* x R, F € L'(Q2 x I,R") dir.
Burada (4.58) in u dagilimsal ¢6ziimii dendiginde v nun her ¢ € C§°(§2 x I) igin

/ uprdX = / F - D,pdx
QxI QxI

esitlifini sagladig1 anlasilacaktir. Bu durumda u, ¢ ye gore diferansiyellenebilir olmayabilir,
ancak dagilimsal anlamda (4.58) i saglar. Bu konuyla ilgili olarak, L” uzayindan daha genis
bir sinif olan Orlicz uzay: gercevesinde v icin parabolik Poincaré tipli bir esitsizlik [14] de elde
edilmistir. Bu boliimde « i¢in [13] de elde edilen parabolik A, sinifindan w = w(z, t) agirhig
vep > licin F € LP(Q x I,R™) ile Sobolev-Poincaré tipli esitsizlikler incelenecektir.

Simdi bu boliimdeki baz1 gosterimler ifade edilsin. R x R = R™™! deki noktalar x =
(x,t) = (21,...,7,,t) vey = (y,) = (y1,...,Yn,t) bigiminde olsun. x ve y noktalar

arasindaki parabolik d uzaklig

i) i=maxf [y /171

ile tanimlanir, burada | - | Oklid metrigidir. x € R"™' ve r; > 0,7 = 1,....n + 1 ile
r= (F,7p41) = (1, ooy Ty Trp1) i€IN Qp(X ) parabolik dikdortgeni Q,(x) := Ki(x) x (t —
rZ.q,t+r2,,) ile tammlanir, burada Ki(z) == {y € R™ :| z; —y; |< ry,i = 1,...,n},
n— boyutlu bir dikdortgendir. » > 0 olmak tizere her 7 = 1,...,n + 1 icin r; = r ise
Qr(X) = Qr(x) yazilir. @,(x) bir parabolik kiip olarak adlandirilir. ), = @,.(0) yazilacaktur.
U, R""! de siirh agik ve v : U — R ise, v nin uzaysal gradienti Dv = (v, ..., vy, ) ile, v

nin uzaysal Hessian’1 D?v ile ve v nin zamana gore tiirevi v, ile gdsterilecektir ( [13]).

4.3.2. Parabolik A, Simfi

Bu kisimda, kisim 4.1. de tanitilan A, sinifina benzer sekilde parabolik A,
sinifinin tanimu verilip kalorik Riesz potansiyelinin yiiksek mertebeden integrallenebilirligi
incelenecektir. Ispatlarda A, sinifinin sagladigi 6zellikler A, icin de kullamlacakur.

1 < p < oo igin R™*! de bir w agirhigi, yani R™! de yerel integrallenebilir bir w fonksiyonu,

iy o) Gy L) <

ise w € A, ile gosterilen bir parabolik A, agirlig1 olarak adlandirilir, burada supremum tiim

eger

Q C Rt parabolik kﬁpleri lizerinden alinmaktadir. Olgiilebilir £ C R™*! kiimeleri igin w

agirhgrile w(E) = [, w > w(x)dx Olgiisii tammlanr.
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U c R sinirlt olsun. w € A, verildiginde, U tizerinde

1 g )= ( [ 1wt w(x)dx> ¥ o

olacak sekilde tiim Olgiilebilir u fonksiyonlarini igeren agirikli Lebesgue uzayr LP (U)
ile gosterilecektir. W2'?(U) uzayr u, uy, Du, D*u, LP(U) ya ait olacak sekildeki u
fonksiyonlarmim kiimesi olarak tanimlanir. w = 1 oldugunda, W2 (U) yazalir ( [13]).

Parabolik maksimal operatorii

MF(x) = sup —

| f(y) | dy
>0 |Qsl Jo,x)

seklinde tanimlanir ve w € A, iken parabolik yapida L2 (R"*') de sinirlidir ( [4]). Son olarak,

R de 6lgiilebilir bir f fonksiyonunun kalorik Riesz potansiyeli

R0 = [ et

ile tanimlanir, burada 0 < o < n 4 2 dir ([17]). « = 1 iken Z; = 7 olsun.

Asagida kalorik Riesz potansiyelinin yliksek mertebeden integrallenebilirligi kanitlanmustir.

Lemma 4.48. 1 < p < oo ve w € A, olsun. Eger f € L2 (R""!) ve R"™\Q, de f = O ise
bir €' = C(n7p7 [W]Ap) >0 1(5)11’1

(“(220 /QTI 171 (X%(XMX);k < Or(w (227«) / 1) |pw(x)dx);

elde edilir, burada k£ > 1 (4.59) da verilmistir ( [13]).

Ispat. Sonug 4.13. den bir ¢ € (1 p) icinw € A, dur ve [w] 4, > 0 sadece n, p ve [w]4, ye
baglidir. Bundan bagka ¢ > —-= olsun. Herhangi bir ¢ > 0 i¢in

() | / | f(¥) |
T|f X:/ —————dy + ————dy=1L+1
| I( ) d(y,x)<e d(X7 y)n+1 d(y,x)>e ( y)n 1 ' ’
olsun. | Qy-;.(x) | = 2" (277¢)"*2 oldugundan
- | (y) | o ) (1) (1
I - / Iy < 37 600 (1) £(y) | dy
1 ]z; 2-i-te<d(yxy<2-ie A(X,¥)"H gz:; d(yx)<2-ie 1)
00 B 1
< C(n)e) 27 | F(y) | dy < C(m)eMf(x)
j:O ’Q2 j€| QQ Je
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olur. (Q,)¢de f = 0 oldugundan Holder esitsizligi ve w € A, ile

g1 p—gq

ne( [ 1rwr w(y)dy);’( [ ) (| s D)

qg—1

< 0(/ | f(y) ’pW(Y)dY);(/rw(y)_qildy) B

olur, son esitsizlikte

_ p(n+1) _ p(n+ ) p(n+1)
/ d(x,y)" pqu—2/ / | z | d:cdt—l—Q/ / dxdt
d(y,x)>e 0 lz|>e |z\>\f

p(n+1)

+2 / t 2609 dadt
0<|z|<VE

2
—plntl) (nt1) p(n+1)
O/ g ra +"dt—|—0/ S T g — O~ tnt2
0 0

kullanilmigtir. Simdi e > 0

= mst ([ 1) otar) ™ ([ et eray)

olarak alinirsa

TIfIx =< CMf(X)l_““ﬁ*”(/r | f(y) [P uJ(.‘y)cl.V)q(an)(/Tw(y)‘qlldy)QW)

elde edilir. Simdi

po 4nt2) (4.59)

g(n+2)—

([ 2151 0rama)”
< C(/ | F(¥) \pw(Y)dY)M</TW(Y)_qi1dy>m( QTMf(x)pw(x)dx)plk

elde edilir. M nin siirlihigindan ve (Q,)¢ de f = 0 oldugundan

olsun. Bdylece
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olur. Son olarak, w € A, oldugundan

([ zi7] <x>p’fw<x>dx)”l’“ <c( [ 1reor W(X)dx); Q

<or( g [ 1o i) ()

_ 1
it (w(@o) e
Q

a2

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. m

4.3.3. Parabolik Denklemlerin Coziimleri Icin Agirhkl Sobolev-Poincaré Tipli
Esitsizlikler
Bu kistmda 6nceki boliimiin temel sonucu olan agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizliginin
parabolik bi¢imi incelenecektir.

Divergence biciminde olmayan ikinci mertebeden lineer parabolik
uy — a"(x, g, = f, Qr de (4.60)

denklemleri goz niine alinsin, burada A = (a*), n x n matrisi uygun diizgiin eliptiklik ve
stnirlilik kogullarini saglar. Bu denklem igin, eger Q, C1! de, A siirekli ve f € LP(Q7) ise
W2LP(Qr) de giiglii bir u ¢oziimii oldugu iyi bilinmektedir, yani Q7 nin parabolik simrinda
u = 0 olmak iizere LP uzayinda u;, Du, D*u zayif tiirevleri mevcuttur. WP uzayinda

herhangi bir ), parabolik kiibii ve u € W2 (Q,.) fonksiyonu i¢in

1 1
1 PR 1 »
(— | Du — (Du)g, |P* dx) < Cr(— (| ue [P + | D*u ]p)dx> (4.61)
Q[ Ja, Q:] Ja,
Sobolev-Poincaré tipli esitsizlik elde edilir ( [36]), burada p < n + 2ise k = —42_ > 1 dir.

n+2—p
Yukaridaki esitsizlikte sag taraf ¢ degiskenine gbre Du nun tiirevini degil u; yi icermektedir.

Bu nedenle LP diizgiinliik teorisi (4.60) i¢in incelendiginde, u; ve D*u yu dikkate almak
yeterlidir. [2,3, 15] caligmalarinda agirlikli uzaylarda kuvvetli ¢éziimler lizerinde caligilmustir,
ancak (4.61) in agirlikli bigimi arastirilmamigtir. Bu kisimda (4.61) in agirlikli bigimi

incelenecektir. Agirliksiz durumun aksine, temel zorluk her zaman diliminde

1 Rt 1 oy
<W(Br) /Br‘f_fBr | kwdx> SCr(mBr) /B,,‘Df’ m)

klasik agirlikli Sobolev-Poincaré esitsizliginden yararlanilamamasidir. Ciinkii her zaman

diliminde parabolik A, sinifindaki bir agirlik fonksiyonunun, z — w(z, t), kisitlamasi genel

olarak .4,, sinifina ait degildir ( [13]).
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Divergence bi¢imindeki bir parabolik denklem icin Poincaré tipli esitsizlikler asagidaki

lemmada verilmistir.

Lemma 4.49. Eger h.h. ¢ € [ igin u(-,t) € W (Q),Du € L'(Q x I)ver/2 <r < 2r
icin F € L'(Q,,R") ile Q, de u; =divF nin dagilimsal bir ¢dziimii u ise, bu durumda bir
C' = C(n) > 0igin

/ |u—uQr|dx§Cr/(|Du|+|F\)dx 4.62)

Qr Qr
elde edilir ( [14]).
Bu boliimiin ana sonucu olan Sobolev-Poincaré tipli esitsizlik asagidaki teoremde verilmistir.

Egerheri=1,2,....n+1ve0<a<bicina <r; <bisea <r < byazilacaktir.

Teorem4.50. 1 < p < oo, w € A, ve h.h. t € (—r?r?) icin u(-,t) € WH(K,), Du €
LYK, x (=r2,7%)), Du € L?(Q,,R") ile Q, de u; =divF nin dagilimsal bir ¢6ziimii u ise
bu durumda bir k = k(n, p, [w]4,) > 1 i¢in u € LP¥(Q,) dir, burada F € L?(Q,,R™) dir ve
bir C' = C(n, p, [w]4,) > 0icin

(@/T\u—u@ \pkm)’; gm(@/@(y Du|—|—\F\)pwdx)p

elde edilir ( [13]).

Ispat. ug, = 0 durumunda teoremi kanitlamak yeterlidir, ¢linkii v = ©—ug, ayrica dagilimsal

anlamda v; =divF denklemini saglamaktadir. y € @),

hm—/ —u(y) |dx =0
p=0 |Qp‘ p(¥)

kosulunu saglasin. Boyle bir y noktasi « nun parabolik Lebesgue noktasi olarak adlandirilir.
Parabolik Lebesgue noktasi olmayan noktalar kiimesinin R"*! de sifir Lebesgue ol¢iisiine
sahip oldugu kolayca goriilebilir. r; = 2'79r, j = 0,1,2,..., ve Qj = Qr,(y) N Q, olsun.
Bu durumda Q = Q, ve Qj nin bir £ € @, i¢in r;/2 < r < r; ile bir Q,(§) parabolik
dikdortgen oldugu goriiliir, buradan |Q;| ~ |Qr,; (y)| ~ r”+2

n ye baghdir. (4.62) ile
o0 o0 1
y) |§Z|UQJ' UG | SOZ@[ |u—qu | dx
Jj=0 j— J j

CZ ri(| Du| + [ F [)dx

= ]| QJ

olur, burada ilgili sabitler sadece
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elde edilir. Bu durumda, h.h. y € Q, i¢in Q,,(y) =

<oy [ Dul+ ¥

Uiz (@, (9)\@r,.., () oldugundan

=0 i=j (Qr; W\Qr; ;1 ())NQr T

i

> 1
E ()|
; -22("“)(’ D) S (@ 9\@rys ()@

Jj=0

dx

i

Dl + [F]

n+1

< o/Q [ Dul) [+ TFX) |y o7 Du | + | F ), (y)

d(x,y)"+!

elde edilir. Son olarak, Lemma 4.48. f = (| Du | + | F |) Xy, ile uygulanirsa

1

(G 1 ”d")plk < (o [, @1 oui-1F ’)XQT)pk”d"yk

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Uyari 4.51. £ sabiti (4.59) da verilmistir. Agirlikli olmayan durumdap < n+2ilew =1 €

A; oldugundan k = -2 secilebilir ve dolayisiyla Lemma 4.48. iin ispatinda ¢ = 1 olarak

n—+2—p

alinabilir ( [13]).

Teorem 4.50. den |u|? w min asagidaki yiiksek integrallenebilirligine ulasilir.

Sonug 4.52. Teorem 4.50. nin kosullari ile bir v € (1, k) i¢in | u [P w € L7(Q,) olur ve bir

C =C(n,p,|w]a,) > 0igin

Q| Ja,

< ! (| u—ug, |pw)’yalx>m §Cr( !
|Qr| Qr

1
(| Dup+|F rp>wdx)p

elde edilir, burada -y sadece n, p ve [w] 4, ye baghdir ve k > 1 (4.59) da verilmistir ( [13]).

Ispat. Holder esitsizligi ile

! — P,)Y 1 B ok
w(Qr) /QT(| u — ug, [Pw)7dx < (W(Qr) /r | u—ug,| wdx)

elde edilir.

1
1 e
( wHEde) ’
Q] Jo,
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@l Ja,

wdx

|

1
w(Qr)

J,

(k—1)y
w k=

(4.63)

k=~

dx) '



ters Holder esitsizligi goz oniine alinsin, burada €y, C' > 0 sadece n, p ve [w]4, ye baghdur.
v € (Lk), 1 < %22 < 1 4+ & olacak sekilde segilsin. (4.63) esitsizliginin kullaniimastyla

k—vy

L) T (LB T (L )
(w(@»/ - d") (w(@» O Jo T

k—~ (k—1)y
%

[oX )’“( 1 )
C wd
S (W(Qr |Qr| Qr .
w(@:)\""

elde edilir. Boylece Teorem 4.50. den

(M;T) /Q(’u — UQT|pw)7dx) » < Cr(w(ig,.) /T(’Du|p n ’F|p)wdx) > (C‘)’gﬁ)) ET3

elde edilir. m

W21 uzayindaki fonksiyonlar ele alinarak ve énceki kisimdaki sonuglardan bir w € A,
1 < p < oo agirhigrile Du uzaysal gradienti icin agirlikli Sobolev-Poincaré tipi esitsizlik elde

edilecektir.

Teorem 4.53. 1 < p < oo vew € A, olsun. Eger u € W»Y1(Q,) ve uy,| D?u| € LE(Q,) ise
bu durumda (4.59) da verilen k > 1ile Du € LPF(Q,,R") dir ve bir C' = C(n, p, [w]4,) > 0
i¢in
1
( ! |Du — (Du)QT|pkde) " < C’f’( !
w(Qr) Jo,

elde edilir ( [13]).

w(Qr) / T('D ul” + !utI”)wdx)

Ispat. i = 1,2,...,n i¢in v; = u,, olsun. Bu durumda f; = u, ve her j # i i¢in f! = O ile
F' = (fi,..., f}) iken Q, de h.h.y. (v;); = (uy)., =divF" elde edilir. Bu nedenle Teorem 4.50.

ileheri =1,...,ni¢in

(@/ [t = (uxJQTlpkwdx);’C < Cr(@ /@(\D(um)

1 2,,|P p z
< CT(W(QT) /T(|D ul? + |u )wdx)

P \Fiyp)wdx) ’

elde edilir. Bu ispat1 tamamlar. m

Uyarn 4.54. Yukaridaki teoremden |Du|Pw nin yiiksek integrallenebilirligi elde edilir. Bu
boliimdeki yontemlere benzer argiimanlar ile [21,45] de homojen tipteki uzaylar i¢in agirlikli

Sobolev-Poincaré tipli esitsizlikler elde edilmistir ( [13]).
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak kismi diferansiyel denklemler teorisinde dnemli bir yeri olan
Sobolev-Poincaré esitsizliginin agirlikli bicimi ve uygulama alani ele alinmistir. Daha
sonra bu esitsizligin parabolik yapida elde edilen bi¢imi ele alinmistir. Konularin daha
1yi anlagilabilmesi i¢in bazi ispatlar aciklayici hale getirilmistir. Bu konuda arastirma yapmak
isteyenler i¢in temel bilgiler ve son yillarda yapilan arastirmalar birlikte verilmeye ¢alisilmustir.

Bu tez ile konularin temelleri iyi bir sekilde anlasilacagindan literatiirde var olan
ve bu tezdeki konulara yakin bagka calismalar cok rahatlikla incelenebilecektir. Boylece
arastirmacilar i¢in yeni sonuglart elde edebilmelerini saglayacak uygun bilgi alyapisi

saglanmis olacaktir.
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