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YÜKSEK LİSANS TEZİ
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ETİK BEYANI
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İÇİNDEKİLER DİZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V

1. GİRİŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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II



ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Jüri: Dr. Öğr. Üyesı̇ Turhan KARAMAN
Prof. Dr. Ayşegül ÇETİNKAYA
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Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci Bölüm’de tezin içerdiği konular hakkında
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Üçüncü Bölüm’de tezde kullanılan materyal ve metotlardan bahsedilmiştir. Dördüncü
Bölüm’ün ilk kısmında Ap Muckenhoupt koşulu tanımı ve bazı özellikleri verilmiştir. Ayrıca
maksimal operatör ve Riesz potansiyeli için ağırlıklı eşitsizlikler incelenmiştir. İkinci kısımda
ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizliği incelenmiştir. Daha sonra eliptik ve dejenere eliptik
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tipli eşitsizlikler, parabolik ağırlıklı Sobolev-Poincaré tipli eşitsizlikler
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the thesis are discussed. The first part of Chapter four introduces the definition of the Ap

Muckenhoupt condition and some of its properties. Additionally, weighted inequalities for
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W k,p :Sobolev uzayı
L∞ :Sınırlı ölçülebilir fonksiyonlar uzayı
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1. GİRİŞ

Fourier analizinin temel konularından biri olan ağırlıklar teorisi, kısmi diferansiyel

denklemlerde olduğu gibi pek çok uygulamaya sahiptir. Bu teoride Ap Muckenhoupt sınıfının

önemli bir yeri vardır.

Katsayılarına bağlı olarak çeşitli singülerliklere sahip dejenere kısmi diferansiyel

denklemlerde ağırlıklı Sobolev uzaylarında çalışmak gerekliliği doğal olarak ortaya çıkar

( [57]). Sobolev-Poincaré tipli eşitsizlikler, kısmi diferansiyel denklemler teorisinde kullanılan

temel eşitsizliklerdir. Bu eşitsizliğin ağırlıklı biçimi E.B. Fabes, C.E. Kenig ve R.P. Serapioni

tarafından elde edilmiştir:(
1

w(Br)

∫
Br

| f − fBr,w |pk wdx

) 1
pk

≤ Cr

(
1

w(Br)

∫
Br

| Df |p wdx

) 1
p

.

Bu eşitsizlik yardımıyla bir dejenere eliptik denklemin çözümünün Hölder sürekliliğini

kanıtlamışlardır. Bu eşitsizlikle w ağırlığı Ap, 1 < p < ∞, sınıfındandır. Dejenere eliptik

denklemlerin düzgünlük çalışmalarında ise w ∈ A2 olarak alınmıştır. A2 sınıfından olmayıp

ta Hölder süreklilik sonuçlarının geçerli olduğu, quasi-konform dönüşümler yardımıyla

tanımlanan ağırlıklarda ayrıca [20] de çalışılmıştır. Daha önceki çalışmalarda w ağırlığının

sağladığı koşullar, çözümlerin Hölder sürekliliğini sağlamada yetersiz kalmıştır.

L. Diening, M. Lee ve J. Ok bir parabolik kısmi türevli denklemin çözümü için

parabolik Ap sınıfından ağırlıklar ile ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizliğini ispatlamışlardır.

Bu çalışmada daha önceki çalışmalardan farklı olarak ağırlıklar zaman değişkeninden

bağımsız değildir.

Bu tezde yukarıda bahsedilen kavramlar araştırılmış ve konuların yeterince

anlaşılabilmesi için gerekli bilgilere yer verilmeye çalışılmıştır.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Bu bölüm bazı temel kavramlara ayrılmıştır.

Rn = {x = (x1, x2, ..., xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, ..., n} ile tanımlanır. x in normu

|x| = (x2
1 + ... + x2

n)
1/2 standart Öklid normu ile tanımlanır. x ve y noktaları arasındaki

uzaklık |x− y| dir. Bir E kümesinin Rn içindeki tümleyeni Ec ile gösterilir. Eğer E ve F ,

Rn nin iki alt kümesi ise, F nin E deki tümleyeni E \ F = {x ∈ Rn : x ∈ E ve x /∈ F}
ile gösterilir.

uxi
= ∂u

∂xi
ve u : Rn → R olmak üzere Du = (ux1 , ..., uxn), u nun gradientini

gösterecektir. u : Rn → Rm, u = (u1, ..., um) ise divu =
∑m

i=1 u
i
xi

biçiminde tanımlanır.

Bir α çoklu indeksi, bileşenleri negatif olmayan tamsayılar olan bir (α1, α2, ..., αn)

n-vektörüdür. Ayrıca | α |= α1 + α2 + ...+ αn olmak üzere f(x) sonsuz kez türevlenebilen

fonksiyon ise Dαf(x) = ∂|α|f(x)
∂x1

α1∂x2
α2 ...∂xn

αn biçiminde gösterilir. k ≥ 2 bir tamsayı iken

|Dku| =
∑

|α|=k |Dαu| biçiminde tanımlanır.

Rn de x merkezli ve r yarıçaplı açık yuvar Br(x) = {y ∈ Rn : |y − x| < r} ile

tanımlanır. Her x ∈ E için Br(x) ⊂ E olacak şekilde bir r > 0 var ise bir E ⊂ Rn alt kümesi

açıktır denir. B bir küme eğer tümleyeni açıksa kapalıdır. Bir E kümesi, sonlu yarıçaplı bir

yuvar içinde yer alıyorsa sınırlıdır denir. Sınırlı bir küme aynı zamanda kapalıysa kompakttır.

Bir E kümesinin sınırı ∂E ile gösterilir. supp u, u nun desteğini belirtip u ̸= 0 biçimindeki

noktalar kümesinin kapanışıdır.

Rn de kapalı bir R dikdörtgeni, R = {(x1, ..., xn) ∈ Rn : aj ≤ xj ≤ bj, j =

1, 2, ..., n} biçimindedir. Bu tanımda bir dikdörtgenin kenarlarının koordinat eksenine paralel

olduğuna dikkat edilmelidir. R dikdörtgeninin hacmi, |R| ile gösterilir, ve |R| = (b1 −
a1)...(bn − an) olarak tanımlanır. Q ⊂ Rn, kenar uzunluğu ℓ olan bir küp ise, |Q| = ℓn olur.

λ Q, Q ile aynı merkezli ve kenar uzunluğu Q nun kenar uzunluğunun λ katı olan küpü ifade

eder ( [50]).

Eğer E, Rn nin herhangi bir alt kümesi ise, E nin dış ölçüsü m∗(E) = inf
∑∞

j=1 |Qj|
ile tanımlanır, burada infimum tüm sayılabilir E ⊂

⋃∞
j=1 Qj kapalı küplerinin örtüleri

üzerinden alınmaktadır. 0 ≤ m∗(E) ≤ ∞ biçimindedir. Eğer herhangi bir ε > 0 için

E ⊂ O ve m∗(O−E) ≤ ε olacak şekilde bir açık O kümesi var ise, Rn nin bir E alt kümesi

Lebesgue ölçülebilirdir yada basitçe ölçülebilirdir denir. Eğer E ölçülebilir ise, |E| Lebesgue

ölçüsü (veya ölçüsü) |E| = m∗(E) ile tanımlanır ( [50]).

E ölçülebilir bir küme ve h ∈ Rn ise, E + h = {x + h : x ∈ E} kümesi de

ölçülebilirdir ve |E + h| = |E| sağlanır, yani Rn de Lebesgue ölçüsü öteleme-değişmezdir.

Aynı şekilde, Lebesgue ölçüsü göreli genişleme-değişmezlik özelliğine de sahiptir: δ > 0

3



ve δE = {δx : x ∈ E} ise E ölçülebilir iken δE de ölçülebilirdir ve |δE| = δd|E| olur.

Lebesgue ölçüsü yansıma değişmezdir. Yani, E ölçülebilir ise −E = {−x : x ∈ E} de

ölçülebilirdir ve | − E| = |E| dir ( [50]).

Rn deki bir f fonksiyonu için −∞ ≤ f(x) ≤ ∞ ise f ye genişletilmiş reel değerli,

eğer her x için −∞ < f(x) < ∞ ise sonlu değerlidir denir. Rn nin ölçülebilir bir E alt

kümesi üzerinde tanımlı bir f fonksiyonu için, eğer her α ∈ R için, f−1([−∞, α)) = {x ∈
E : f(x) < α} kümesi ölçülebilir ise f ye ölçülebilir bir fonksiyondur denir ( [50]).

k. mertebeye kadar sürekli türevleri olan fonksiyonların uzayı Ck(Ω) (k=0,1,...) ile (eğer k=0

ise, sürekli fonksiyonların uzayı olacaktır); tüm Ck(Ω) uzaylarının kesişimi olan Ω da sonsuz

türevlenebilir fonksiyonların uzayı C∞(Ω) ile gösterilir. Ck(Ω̄) ile, Ck(Ω) da k. mertebeye

kadar türevleri ∂Ω sınırına kadar sürekli fonksiyonlara genişletilebilen fonksiyonların uzayı ve

Ck(Ω̄) nın alt uzayı olan Ck
0 (Ω) (k = 0, 1, ...) ile kompakt desteği Ω da bulunan fonsiyonların

uzayı gösterilecektir . Ck(Ω̄) uzayları

|| u ||Ck=
∑
|β|≤k

sup
x∈Ω

| Dβu(x) |

normu ile Banach uzaylarıdır. Eğer 0 < α ≤ 1 ve Ω ⊂ Rn sınırlı, açık olmak üzere Ω̄ daki

Hölder-sürekli fonksiyonların uzayı C0,α(Ω̄) ile gösterilir; yani

[u]0,α = sup
x,y∈Ω̄
x ̸=y

| u(x)− u(y) |
| x− y |α

< ∞

için sürekli fonksiyonların uzayıdır. Daha genel olarak, k. mertebeye kadar türevleri Ω̄ da

Hölder-sürekli fonksiyonların uzayı Ck,α(Ω̄) ile gösterilir. Ck,α(Ω̄) uzayları

|| u ||Ck,α=|| u ||Ck +
∑
|β|=k

[Dβu]0,α

normu ile Banach uzaylarıdır. α = 1 alındığında fonksiyon Lipschitz sürekli olarak

adlandırılır. U sınırlı ve Ω ⊂ Rn açık olmak üzere her Ū ⊂ Ω için Ck,α(Ū) ya ait

fonksiyonların uzayı Ck,α(Ω) ile gösterilir ( [23]).

Tanım 2.1. (X,µ) bir ölçü uzayı olsun. Lp(X,µ), 1 ≤ p < ∞, ile

|| f ||Lp(X,µ)=

(∫
X

| f |p dµ

) 1
p

< ∞

normuna sahip f : X → C fonksiyonlarının uzayı gösterilecektir. Ayrıca, L∞(X,µ) ile bir

C > 0 için µ({x ∈ X : |f(x)| > C}) = 0 olacak şekildeki fonksiyon uzayı gösterilecektir.

L∞(X,µ) uzayının normu bu özelliği sağlayan sabitlerin infimumudur. X yerine Rn ve dµ

4



yerine dx Lebesgue ölçüsü alındığında Lp(Rn) yazılır ( [16]). Lp(Ω,Rm) uzayı ui ∈ Lp(Ω)

olmak üzere u : Ω → Rm, u = (u1, ..., um) fonksiyonlarından oluşur ( [23]).

Tanım 2.2. (X,µ) ve (Y, ν) ölçü uzayları olsunlar. T , Lp(X,µ) uzayından Y den C ye giden

ölçülebilir fonksiyonların uzayının içine giden bir operatör olsun. Bu durumda

ν({y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}) ≤
(
C||f ||Lp(X,µ)

λ

)q

ise T ye zayıf (p, q) tiplidir denir ( [16]).

Tanım 2.3. Lp
loc(U) uzayı her bir U ⊂⊂ Ω (yani Ū , Ω da içerilen kompakt bir kümedir) açık

kümesi için Lp(U) ya ait olan fonksiyonların uzayıdır ( [23]).

Tanım 2.4. u ∈ Lp
loc(Ω), p ≥ 1, ve α çoklu indis olsun. Eğer her vα ∈ C∞

0 (Ω) fonksiyonu

için ∫
Ω

uDαφdx = (−1)|α|
∫
Ω

vαφdx

olacak şekilde bir vα ∈ Lp
loc(Ω) fonksiyonu varsa u nun bir zayıf ( veya dağılımlar anlamında)

türevi vardır denir. vα fonksiyonu genellikle Dαu standart sembolü ile gösterilir ( [23]).

Tanım 2.5. Lp(Ω) daki k. mertebeye kadar zayıf türevlere sahip fonksiyonların Sobolev

uzayı W k,p(Ω) ile gösterilir. W k,p(Ω)

|| u ||Wk,p(Ω)=

( ∑
|α|≤k

∫
Ω

| Dαu |p dx

) 1
p

normu ile bir Banach uzayıdır ( [23]).

Tanım 2.6. W k,p
0 (Ω) ile C∞

0 (Ω) nın W k,p(Ω) normundaki kapanışı gösterilir. Diğer bir

deyişle, bir u fonksiyonu W k,p
0 (Ω) ya aittir ancak ve ancak limk→∞ || uk − u ||Wk,p(Ω)= 0

olacak şekilde bir uk ∈ C∞
0 (Ω) fonksiyonlarının bir dizisi vardır ( [23]).

Teorem 2.7. Ω,Rn de Lipschitz-sürekli sınırına sahip açık bir küme ve u ∈ W 1,p(Ω) olsun.

O halde:

(i) p < n ise p∗ = np
n−p

iken u ∈ Lp∗ olur. Ayrıca || u ||Lp∗ (Ω)≤ C || u ||W 1,p(Ω) sağlanır.

(ii) p > n ise, u ∈ C0,α(Ω̄), α = 1− n
p

ve || u ||α≤ c || u ||W 1,p(Ω) sağlanır ( [23]).

Aşağıda Rellich teoremi ifade edilmektedir.

Teorem 2.8. Ω , ∂Ω sınırı Lipschitz-sürekli olan Rn de sınırlı açık bir küme, 1 ≤ p < n ve

1 ≤ q < p∗ = np
n−p

ise W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) gömmesi kompakttır ( [23]).
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Rn de merkezi olmayan Hardy-Littlewood maksimal operatörü

Mf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)|dy

ile tanımlanır, burada supremum, verilen x noktasını içeren tüm Q küpleri (kenarları eksenlere

paralel olan) üzerinden alınır. Bu tanımda Q yerine x i içeren B yuvarı alınırsa operatör

MB ile gösterilir. Bu tanımlarda x, Q ve B nin merkezi ise sırasıyla M ′ ve M ′
B gösterimleri

kullanılır. Bu tanımların hepsi birbirleri ile noktasal olarak eşdeğerdir ( [16]).

Teorem 2.9. f , Rn de tanımlı bir fonksiyon ise aşağıdaki sonuçlar sağlanır:

(a) f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ ise Mf fonksiyonu h.h.y. sonludur.

(b) f ∈ L1(Rn) ise, her α > 0 için

|{x : Mf(x) > α}| ≤ C

α

∫
Rn

|f |dx

sağlanır, burada C, sadece n boyutuna bağlı olan bir sabittir.

(c) f ∈ Lp(Rn), 1 < p ≤ ∞, ise bu durumda Mf ∈ Lp(Rn) ve ||Mf ||Lp(Rn) ≤
C||f ||Lp(Rn) sağlanır, burada C sadece p ve n boyutuna bağlıdır ( [48]).

Tanım 2.10. Rn de verilen bir reel değerli f(x) fonksiyonu ve 0 < γ < n için Mγ kesirli

maksimal operatörü

Mγf(x) = sup
Q

1

|Q|1− γ
n

∫
Q

|f(y)|dy

ile tanımlanır, burada supremum x merkezli bütün Q küpleri üzerinden alınmaktadır ( [41]).

0 < α < n için Riesz potansiyeli

Iαf(x) =
1

γ(α)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

ile tanımlanır, burada γ(α) = πn/22αΓ(α/2)/Γ(n/2− α/2) biçimindedir ( [48]).

Teorem 2.11. 0 < α < n, 1 ≤ p < q < ∞, 1/q = 1/p− α/n olsun.

(a) f ∈ Lp(Rn) ise, bu durumda Iαf h.h. x için mutlak yakınsar.

(b) p > 1 ise, ||Iαf ||Lq(Rn) ≤ C(p, q)||f ||Lp(Rn) sağlanır.

(c) f ∈ L1(Rn) ise, her λ için |{x : |Iαf(x)| > λ}| ≤ C(q)
λq ||f ||qL1(Rn) sağlanır ( [48]).

Tanım 2.12. Ölçülebilir fonksiyonların bir vektör uzayından ölçülebilir fonksiyonların bir

vektör uzayına tanımlı bir T operatörü için

|T (f0 + f1)(x)| ≤ |Tf0(x)|+ |Tf1(x)|
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|T (λf)| = |λ||Tf |, λ ∈ C

sağlanıyor ise T ye bir alt lineer operatördür denir ( [16]).

Marcinkiewicz interpolasyon teoreminin ifadesi aşağıdaki gibidir:

Teorem 2.13. (X,µ) ve (Y, ν) ölçü uzayları olsun. 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ ve T , Lp0(X,µ) +

Lp1(X,µ) den, Y üzerinde ölçülebilir fonksiyonlara zayıf (p0, p0) ve zayıf (p1, p1) tipinde bir

alt lineer operatör olsun. Bu durumda T, p0 < p < p1 için güçlü (p, p) tiplidir ( [16]).

Vitali örtü lemması aşağıdaki gibidir:

Lemma 2.14. Sonlu yarıçaplara sahip yuvarların bir {Bj} ailesi Rn nin ölçülebilir bir

E alt kümesini örtsün. Bu durumda, bu aileden
∑

k |Bk| ≥ 5−n|E| olacak şekilde bir

B1, B2, ..., Bk, ...,(sonlu veya sonsuz) ayrık alt dizisi seçilebilir ( [48]).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tez hazırlanırken [20] deki sonuçlar kullanılarak ağırlıklı Sobolev-Poincaré

eşitsizliği ve bunun yardımıyla elde edilen dejenere eliptik denklemlerin çözümlerinin Hölder

sürekliliği ifade edilmiştir. [13] de ki sonuçlar yardımıyla ise parabolik Sobolev-Poincaré

eşitsizliği incelenmiştir. Bu sonuçların daha iyi anlaşılabilmesi için konulara temel oluşturacak

ağırlıklı eşitsizlikler ve Ap sınıfı gibi kavramlar çoğunlukla [16] ve [25] kaynaklarından

araştırılmıştır. Böylece veri toplama aracı olarak literatürde var olan makale ve kitaplar

kullanılmıştır. Kullanılan kaynaklardan elde edilen verilerin analizinde matematiksel metotlar

kullanılmıştır. Farklı kaynaklardan araştırılarak oluşturulan bu tezde, konuların bütünlük

içerisinde aktarılmasına, sembollerin ve kavramların uyum içerisinde olmasına dikkat

edilmiştir. Bu şekilde ilerlenilen sürecin sonunda literatürdeki konuların anlaşılabilir olmasına

yönelik matematiksel yöntemler benimsenmiştir.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda ağırlıklı eşitsizlikler, ikinci

kısımda ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizliği, üçüncü kısımda ise parabolik ağırlıklı

Sobolev-Poincaré tipli eşitsizlikler incelenmiştir.

4.1. Ağırlıklı Eşitsizlikler

Bu kısımda önemli bir ağırlık sınıfı olan Ap Muckenhoupt sınıfı geniş bir şekilde

tanıtılmıştır. Daha sonra ters Hölder eşitsizliğinden hareketle maksimal operatörün sınırlılığı

incelenmiştir. Son olarak ta A∞ koşulu tanıtılıp Riesz potansiyeli için ağırlıklı eşitsizlikler

incelenmiştir.

Ağırlıklı eşitsizlikler Fourier analizinde yer almakla birlikte çeşitli uygulamalarda

da önemli bir yere sahiptir. Örnek olarak Laplace denklemi için sınır değer problemleri,

ekstrapolasyon teorisi, vektör değerli eşitsizlikler ve lineer olmayan kısmi diferansiyel

denklemler verilebilir. Bir diğer örnek olarak kısım 4.2.2. de incelendiği gibi dejenere eliptik

denklemlerin çözümlerinin regülerlik çalışmaları için ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizlikleri

verilebilir.

1970’lerde B. Muckenhoupt’un Hardy-Littlewood maksimal operatörünün Lp
w(Rn)

uzayındaki sınırlılık çalışmasından elde ettiği pozitif w fonksiyonlarının karakterizasyonu

ile ağırlıklı eşitsizliklerin önemi daha da artmıştır. Bu karakterizasyon, Ap sınıfının

tanımlanmasına yol açmıştır ( [25]).

4.1.1. Ap Koşulu

Bir ağırlık, Rn de hemen her yerde (0,∞) da değerler alan, negatif olmayan, yerel

integrallenebilir bir fonksiyondur. Dolayısıyla, w bir ağırlıksa ve 1/w yerel integrallenebilirse,

1/w de bir ağırlıktır. Ölçülebilir E kümesi verildiğinde, E nin w-ölçüsünü tanımlamak için,

w(E) =

∫
E

w(x)dx

notasyonu kullanılır. Ağırlıklar yerel integrallenebilir fonksiyonlar olduğundan, bir yuvar

içinde bulunan her E için w(E) < ∞ olur. Ağırlıklı Lp uzayları, Lebesgue ölçüsünün yerine

wdx ölçüsünün alınmasıyla elde edilir ve Lp
w(Rn) veya sadece Lp(w) ile gösterilir [16, 25].

Bu kısımda kısalık açısından MB yerine M gösterimi kullanılacaktır.

Her f ∈ Lp(w), 1 < p < ∞, için∫
Rn

Mf(x)pw(x)dx ≤ Cp
p

∫
Rn

|f(x)|pw(x)dx (4.1)
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sağlansın, burada Mf(x)p = (Mf(x))p dir. Bir B yuvarı için fXB fonksiyonuna (4.1)

uygulanırsa; her x ∈ B için

1

|B|

∫
B

|f(y)|dy ≤ M(fXB)(x)

olduğundan

w(B)

(
1

|B|

∫
B

|f(y)|dy

)p

≤
∫
B

M(fXB)(x)
pw(x)dx

≤ Cp
p

∫
B

|f(x)|pw(x)dx (4.2)

elde edilir. Böylece bütün B yuvarları ve bütün f fonksiyonları için(
1

|B|

∫
B

|f(y)|dy
)p

≤
Cp

p

w(B)

∫
B

|f(x)|pw(x)dx (4.3)

elde edilir. İlk olarak bütün B yuvarları için infB w > 0 olsun. Bu durumda f = w− 1
p−1

alınırsa (4.3) ten

sup
B

(
1

|B|

∫
B

w(x)dx

)(
1

|B|

∫
B

w(x)−
1

p−1dx

)p−1

≤ Cp
p (4.4)

elde edilir. Eğer bazı B yuvarları için infB w = 0 ise (4.3) eşitsizliğinde f = (w + ε)−
1

p−1

alınırsa her ε > 0 için(
1

|B|

∫
B

w(x)dx

)(
1

|B|

∫
B

(w(x) + ε)−
1

p−1dx

)p(
1

|B|

∫
B

w(x)dx

(w(x) + ε)
p

p−1

)−1

≤ Cp
p(4.5)

elde edilir. (4.5) deki son integralde w(x)dx yerine (w(x) + ε)dx alınırsa eşitsizliğin sol

tarafı daha da küçülür. Böylece (4.5) den(
1

|B|

∫
B

w(x)dx

)(
1

|B|

∫
B

(w(x) + ε)−
1

p−1dx

)p−1

≤ Cp
p (4.6)

elde edilir. Burada ε → 0 iken Lebesgue monoton yakınsaklık teoreminden (4.4) elde edilir.

Böylece (4.1) i sağlayan her w ağırlığı ayrıca (4.4) koşulunu da sağlamak zorundadır.

Bu gerektirmenin tersi Teorem 4.15. de ifade edilmiştir.

Şimdi p = 1 durumu göz önüne alınsın: Bir w ağırlığı ve bütün f ∈ L1(Rn) fonksiyonları

için

w
(
{x ∈ Rn : Mf(x) > α}

)
≤ C

α

∫
Rn

|f(x)|w(x)dx (4.7)
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zayıf (1,1) tipinde eşitsizlik sağlansın. Benzer yöntemlerle bu eşitsizlikten h.h. x ∈ Rn için

Mw(x) ≤ Cw(x) (4.8)

koşuluna ulaşılır. (4.8), A1 koşulu olarak adlandırılır. Daha sonra (4.8) den (4.7) nin elde

edileceği gösterilecektir. Önceki tüm iddialarda yuvarlar küpler ile değiştirilebileceğinden,

aşağıdaki tanımlar küpler cinsinden verilecektir ( [25]).

Tanım 4.1. Eğer bir C sabiti ve h.h. x ∈ Rn için

Mw(x) ≤ Cw(x) (4.9)

ise w(x) ≥ 0 fonksiyonuna bir A1 ağırlığı denir. Eğer w bir A1 ağırlığı ise

[w]A1 = sup
Q⊂Rn

(
1

|Q|

∫
Q

w(t)dt

)
||w−1||L∞(Q) < ∞ (4.10)

ifadesine w nın A1(Muckenhoupt) karakteristik sabiti denir. w ∈ A1 ağırlıkları Rn deki bütün

Q küpleri için

1

|Q|

∫
Q

w(t)dt ≤ [w]A1essinfy∈Qw(y) (4.11)

eşitsizliğini sağlar ( [25]).

Uyarı 4.2. Ayrıca

[w]BA1
= sup

B⊂Rn

(
1

|B|

∫
B

w(t)dt

)
||w−1||L∞(B) (4.12)

tanımlanabilir ( [25]).

1 < p < ∞ için Ap ağırlıklarının tanımı aşağıdadır:

Tanım 4.3. 1 < p < ∞ olsun. Eğer

sup
Q⊂Rn

(
1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w(x)−
1

p−1dx

)p−1

< ∞ (4.13)

ise, w ağırlığı Ap sınıfındandır denir. (4.13) deki ifadeye w nin Ap (Muckenhoupt)

karakteristik sabiti denir ve [w]Ap ile gösterilir ( [25]).

Bir w ∈ Ap ağırlığı öteleme ve genişleme değişmezdir ( [49]).

Örnek 4.4. −n < a ≤ 0 ise |x|a ∈ A1 ve −n < a < n(p − 1) ise |x|a ∈ Ap dir. Bu aralık

kesindir çünkü bu aralığın dışında |x|a ve |x|−
a

p−1 yerel integrallenebilir değildir ( [16]).
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Uyarı 4.5. Tanım 4.1. ve 4.3. Rn deki tüm küpler kümesi yerine Rn deki tüm yuvarlar kümesi

kullanılarak verilebilir. (4.13) de küpler, yuvarlar ile değiştirilerek [w]BAp
nin tanımlanmasıyla

(vn2
−n)p ≤ [w]Ap

[w]BAp

≤ (nn/2vn2
−n)p olduğu görülür ( [25]).

Ap ağırlıklarının bazı temel özellikleri aşağıdaki önermede özetlenmektedir.

Önerme 4.6. Bir 1 ≤ p < ∞ için w ∈ Ap olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanır:

1. 1 < p < ∞ olduğunda, w− 1
p−1 fonksiyonu [w− 1

p−1 ]A p
p−1

= [w]
1

p−1

Ap
karakteristik sabiti

ile A p
p−1

ye aittir. Bu nedenle w ∈ A2 ancak ve ancak w−1 ∈ A2 dir ve her iki ağırlık ta

aynı A2 karakteristik sabitine sahiptir.

2. Tüm w ∈ Ap ler için [w]Ap ≥ 1 dir. Eşitlik, ancak ve ancak w sabit ise geçerlidir.

3. Ap sınıfları p ye göre artandır; yani 1 ≤ p < q < ∞ için [w]Aq ≤ [w]Ap olur.

4. Eğer w ∈ A1 ise, limq→1+[w]Aq = [w]A1 olur.

5. Q da h.h.y. |f | > 0 olmak üzere

[w]Ap = sup
Q⊂Rn

sup
f∈Lp

w(Q)

{
( 1
|Q|

∫
Q
|f(t)|dt)p

1
w(Q)

∫
Q
|f(t)|pw(t)dt

}
eşdeğer bir karakterizasyondur.

6. w(x)dx ölçüsü doublingdir: yani tüm λ > 1 ler ve Q küpleri için w(λQ) ≤
λnp[w]Apw(Q) olur ( [25]).

İspat.

1. Tanımdan

[w− 1
p−1 ]A p

p−1

= sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

w(x)−
1

p−1dx

)(
1

|Q|

∫
Q

(
w(x)−

1
p−1

)1−p

dx

) p
p−1

−1

= sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

w(x)−
1

p−1dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

) 1
p−1

= [w]
1

p−1

Ap

olduğu görülür.

2. Hölder eşitsizliğinden

1 =
1

|Q|

∫
Q

w(x)
1
pw(x)−

1
pdx ≤

(
1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

) 1
p
(

1

|Q|

∫
Q

w(x)−
1

p−1dx

) p−1
p

≤ [w]
1
p

Ap
(4.14)
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elde edilir. Eşitlik sadece bir C > 0 için w(x)
1
p = Cw(x)−

1
p olduğunda sağlandığından w bir

sabittir.

3. p = 1 iken(
1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w(x)−
1

q−1dx

)q−1

≤
(

1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

)
||w−1||L∞(Q)

ve p > 1 iken Hölder eşitsizliğinden(
1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w(x)−
1

q−1dx

)q−1

≤
(

1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w(x)−
1

p−1dx

)p−1

olduğundan istenilen elde edilir.

4. Bir p0 < ∞ için f ∈ Lp0 ise limp→∞ ||f ||Lp = ||f ||L∞ gerçeği göz önüne alınsın ( [24]).

(4.10) ve (4.13) dikkate alınırsa ispat görülür.

5. Hölder eşitsizliğinden(
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx
)p

=

(
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|w(x)
1
pw(x)−

1
pdx

)p

≤
(

1

w(Q)

∫
Q

|f(x)|pw(x)dx
)(

1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w(x)−
1

p−1dx

)p−1

≤ [w]Ap

(
1

w(Q)

∫
Q

|f(x)|pw(x)dx
)

elde edilir. Böylece p > 1 iken

[w]Ap ≥

(
1
|Q|

∫
Q
|f(x)|dx

)p

1
w(Q)

∫
Q
|f(x)|pw(x)dx

(4.15)

elde edilir. p = 1 durumunda benzer eşitsizlik

1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx =
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|w(x)w(x)−1dx

≤
(

1

w(Q)

∫
Q

|f(x)|w(x)dx
)
∥w−1∥L∞(Q)

w(Q)

|Q|

≤ [w]A1

(
1

w(Q)

∫
Q

|f(x)|w(x)dx
)

biçimindedir.

(4.3) eşitsizliğinde f = w− 1
p−1 alınarak [w]Ap ≤ Cp

p elde edildiğinden Q da h.h.y. |f | > 0

olmak üzere

[w]Ap ≤ sup
Q⊂Rn

sup
f∈Lp

w(Q)

( 1
|Q|

∫
Q
|f(x)|dx)p

1
w(Q)

∫
Q
|f(x)|pw(x)dx
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elde edilir, bu ise ispatı tamamlar.

6. (4.15) de f = XQ ve Q yerine λQ alındığında w(λQ) ≤ λnp[w]Apw(Q) elde edilir.

4.1.2. Ters Hölder Eşitsizliği ve Maksimal Operatörün Sınırlılığı

Bu kısımda önemli sonuçları olan ters Hölder eşitsizliği incelenecek olup, bunun

yardımıyla maksimal operatörün sınırlılığına yer verilecektir.

Tanım 4.7. R deki bir diyadik aralık m ve k tamsayılar olmak üzere [m2−k, (m + 1)2−k)

biçimindedir. Rn de bir diyadik küp, bazı m1, ...,mn, k tamsayıları için
n∏

j=1

[mj2
−k, (mj + 1)2−k)

biçiminde bir kümedir. Bu biçimdeki küplerin ailesi Qk ile gösterilirse diyadik küpler
⋃

k Qk

ailesinin bir elemanıdır ( [24]).

Bu yapıdan aşağıdaki özellikler elde edilir:

(1) x ∈ Rn verildiğinde, her Qk ailesinde x i içeren tek bir küp vardır.

(2) Herhangi iki diyadik küp ya ayrıktır ya da biri diğerini tamamen içerir.

(3) Qk daki bir diyadik küp her Qi, i < k ailesinden bir tek küpte bulunur ve Qk+1 in 2n

diyadik kübünü içerir ( [16]).

Teorem 4.8. Keyfi bir kapalı F ⊂ Rn kümesi verilsin. Bu durumda

(1)
⋃

k Qk = F c,

(2) Qk ikişerli olarak ayrıktır,

(3) diam (Qk) ≤ dist(Qk, F ) ≤ 4 diam (Qk)

olacak şekilde kenarları eksenlere paralel olan kapalı küplerin bir {Q1, Q2, ..., Qk, ...}
koleksiyonu vardır ( [48]).

Rn nin bir ayrılışı olan Calderón-Zygmund ayrılışı aşağıda ifade edilmiştir:

Teorem 4.9. İntegrallenebilir ve negatif olmayan bir f fonksiyonu ve pozitif bir λ sayısı

verildiğinde,

(i) hemen her x /∈
⋃

j Qj için f(x) ≤ λ

(ii)
∣∣∣∣⋃j Qj

∣∣∣∣ ≤ 1
λ
∥f∥1

(iii) λ < 1
|Qj |

∫
Qj

f ≤ 2nλ

olacak şekilde ayrık dyadic küplerden oluşan bir Qj dizisi vardır ( [16]).
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Lemma 4.10. Bir 1 ≤ p < ∞ için w ∈ Ap ve 0 < α < 1 olsun. Bu durumda S, |S| ≤ α|Q|
koşulunu sağlayan Q küpünün ölçülebilir bir alt kümesi olmak üzere, w(S) ≤ βw(Q) olacak

şekilde bir β < 1 vardır ( [25]).

İspat. (4.15) eşitsizliğinde f = XA alındığında(
|A|
|Q|

)p

≤ [w]Ap

w(A)

w(Q)
, A ⊂ Q (4.16)

elde edilir. S = Q \ A alınırsa(
1− |S|

|Q|

)p

≤ [w]Ap

(
1− w(S)

w(Q)

)
(4.17)

elde edilir. 0 < α < 1 iken β = 1− (1−α)p

[w]Ap
alınırsa (4.17) den sonuç görülür.

Ap ağırlıklarının temel sonuçlarından biri olan ters Hölder eşitsizliği aşağıdaki gibidir.

Teorem 4.11. Bir 1 ≤ p < ∞ için w ∈ Ap ise her Q kübü için(
1

|Q|

∫
Q

w(t)1+γdt

) 1
1+γ

≤ C

|Q|

∫
Q

w(t)dt (4.18)

sağlanacak şekilde sadece n, p ve [w]Ap ye bağlı olan C ve γ > 0 sabitleri vardır ( [16, 25]).

İspat. Bir Q kübü sabitlensin ve α0 = w(Q) / |Q| olsun. Ayrıca 0 < α < 1 de sabitlensin.

k ≥ 0 için αk = (2nα−1)kα0 alınarak bir artan α0 < α1 < α2 < ... < αk < ... skaler dizisi

tanımlansın ve her bir k ≥ 1 için w ye αk yüksekliğinde bir Calderón-Zygmund ayrışması

uygulansın. Bunun için R, Q nun dyadic alt küpleri olmak üzere

1

|R|

∫
R

w(x)dx > αk (4.19)

seçim kriteri olsun. Q seçim kriterini karşılamadığı için seçilmemiştir. Q kübü eşitkenar

uzunluğuna sahip 2n alt küplerden oluşacak şekilde bölünsün ve bu küpler arasından (4.19) u

sağlayanları seçilsin. Seçilmemiş her alt küp eşit kenar uzunluğuna sahip 2n tane kübe bölünür

ve bu şekilde sonsuza kadar devam edilir. Q nun seçilmiş tüm alt küplerinin koleksiyonu

{Qk,j}j ile gösterilsin. Aşağıdaki özellikler sağlanır:

(i) αk <
1

|Qk,j |

∫
Qk,j

w(t)dt ≤ 2nαk

(ii) Uk =
⋃

j Qk,j olmak üzere hemen her x /∈ Uk için w(x) ≤ αk sonucu elde edilir.

(iii) Her Qk+1,j bir Qk,l de yer alır.

Q nun tek dyadic doğuranı, seçim yönteminde seçilmediği için (i) sağlanmaktadır. Hemen her

x /∈ Uk için kapanışlarının kesişimi tekil {x} olan azalan uzunluklarda seçilmemiş küplerin
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bir dizisi mevcuttur. Böylece Lebesgue diferansiyelleme teoreminden (ii) elde edilir. Her

Qk+1,j , Q nun (4.19) u sağlayan maksimal alt küpü olduğu için, (iii) sağlanır. w nin Qk+1,j

üzerindeki ortalaması da αk dan büyük olduğundan, Qk+1,j nin bu özelliğe sahip bir maksimal

küp içinde yer alması gerekir.

Qk,l ∩ Uk+1, αk+1 yüksekliğindeki ayrılışa ait Qk+1,j lerin birleşimi olduğundan

2nαk ≥
1

|Qk,l|

∫
Qk,l∩Uk+1

w(t)dt

=
1

|Qk,l|
∑
j

|Qk+1,j|
1

|Qk+1,j|

∫
Qk+1,j

w(t)dt

>
|Qk,l ∩ Uk+1|

|Qk,l|
αk+1 =

|Qk,l ∩ Uk+1|
|Qk,l|

2nα−1αk

olur, buradan |Qk,l ∩ Uk+1| ≤ α|Qk,l| elde edilir. Dolayısıyla Lemma 4.10. uygulanırsa

w(Qk,l∩Uk+1) < βw(Qk,l) elde edilir, buradan tüm l ler üzerinden toplam alınırsa w(Uk+1) ≤
βw(Uk) elde edilir. Bu eşitsizliğin iterasyonu ile w(Uk) ≤ βkw(U0) olur. Benzer şekilde

|Uk| ≤ αk|U0| sonucu elde edilir. Dolayısıyla |
⋂

k Uk| = limk→∞ |Uk| = 0 elde edilir,

böylece Q = (Q\U0)
⋃
(
⋃∞

k=0 Uk \Uk+1) modülü Lebesgue ölçüsü sıfır olan bir küme olarak

yazılabilir. Q \Uk daki hemen her x için w(x) ≤ αk elde edilir ve bu nedenle (2nα−1)γβ < 1

sağlanacak şekilde γ > 0 ın yeterince küçük seçilmesiyle∫
Q

w(t)1+γdt =

∫
Q\U0

w(t)γw(t)dt+
∞∑
k=0

∫
Uk\Uk+1

w(t)γw(t)dt

≤ αγ
0w(Q \ U0) +

∞∑
k=0

αγ
k+1w(Uk)

≤ αγ
0w(Q \ U0) +

∞∑
k=0

((2nα−1)k+1α0)
γβkw(U0)

≤ αγ
0

(
1 + (2nα−1)γ

∞∑
k=0

(2nα−1)γkβk

)
w(Q)

=

(
1

|Q|

∫
Q

w(t)dt

)γ(
1 +

(2nα−1)γ

1− (2nα−1)γβ

)∫
Q

w(t)dt

elde edilir.

C = 1 +
(2nα−1)γ

1− (2nα−1)γ(1− (1−α)p

[w]Ap
)

ile ispat tamamlanır.

Teorem 4.12. Bir 1 ≤ p < ∞ için w ∈ Ap ise, w1+γ ∈ Ap olacak şekilde [w]Ap , p ve n ye

bağlı olan bir γ > 0 sayısı vardır ( [25]).
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İspat. p = 1 olduğunda, ters Hölder eşitsizliğinden Q kübündeki hemen her x için

1

|Q|

∫
Q

w(t)1+γdt ≤
(

C

|Q|

∫
Q

w(t)dt

)1+γ

≤ C1+γ[w]1+γ
A1

w(x)1+γ

elde edilir. Bu nedenle w1+γ , en fazla C1+γ[w]1+γ
A1

karakteristik sabitine sahip bir A1 ağırlığıdır

(burada C Teorem 4.11. in sabitidir). p > 1 olduğunda, ters Hölder eşitsizliği w ∈ Ap ve

w− 1
p−1 ∈ A p

p−1
ağırlıkları için geçerlidir, yani(
1

|Q|

∫
Q

w(t)1+γ1dt

) 1
1+γ1

≤ C1

|Q|

∫
Q

w(t)dt(
1

|Q|

∫
Q

w(t)−
1

p−1
(1+γ2)dt

) 1
1+γ2

≤ C2

|Q|

∫
Q

w(t)−
1

p−1dt

olacak şekilde γ1, γ2 > 0 ve C1, C2 > 0 vardır. γ = min(γ1, γ2) alındığında, her iki eşitsizlik

de γ1, γ2 yerine γ ile sağlanır. Buradan w1+γ ∈ Ap olur ve

[w1+γ]Ap ≤ (C1C
p−1
2 )1+γ[w]1+γ

Ap
(4.20)

sağlanır.

Sonuç 4.13. Herhangi bir 1 < p < ∞ için w ∈ Ap ise q < p olmak üzere w ∈ Aq olacak

şekilde bir q = q([w]Ap , p, n) vardır ( [25]).

İspat. Verilen w ∈ Ap için, γ, C1, C2 (4.20) eşitsizliğindeki gibi ve w1+γ ∈ Ap olsun.

0 < δ < 1 ve q = δp + 1 − δ olmak üzere [wδ]Aq ≤ [w]δAp
eşitsizliğinde δ = 1/(1 + γ)

alınırsa q = (p+ γ)/(1 + γ) olur. Böylece w ∈ Aq ve

[w]Aq = [(w1+γ)
1

1+γ ]Aq ≤ [w1+γ]
1

1+γ

Ap
≤ C1C

p−1
2 [w]Ap

olur, burada son eşitsizlik (4.20) den elde edilir. 1 < q = p+γ
1+γ

< p olduğundan ispat

tamamlanır.

Teorem 4.14. 1 ≤ p < ∞ için w ∈ Ap ise

w({x ∈ Rn : Mf(x) > λ}) ≤ C

λp

∫
Rn

|f(x)|pw(x)dx

zayıf (p, p) eşitsizliği sağlanır ( [16]).

İspat. f negatif olmasın ve f ∈ L1(Rn) olsun. (Eğer f ∈ L1(Mw) ise bu durumda

fj = fXB(0,j) artarak f ye noktasal yakınsayan integrallenebilir fonksiyonların bir dizisidir.)

{Qj}, f nin λ > 0 yükseklikteki Calderón-Zygmund ayrılışı olsun ve x /∈
⋃

j 2Qj olarak

sabitlensin, Q, x merkezli herhangi bir küp olsun. 2k−1 ≤ ℓ(Q) < 2k olacak şekilde k ∈ Z
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seçilsin. Bu durumda Q, Qk daki m ≤ 2n diyadik küple kesişir; bunlara R1, R2, ..., Rm

denilsin. Bu küplerin hiçbiri Qj lerin hiçbirinde yer almaz; çünkü aksi takdirde x ∈
⋃

j 2Qj

olurdu. Dolayısıyla f nin her bir Ri üzerindeki ortalaması en fazla λ dır ve buradan

1

|Q|

∫
Q

f =
1

|Q|

m∑
i=1

∫
Q∩Ri

f ≤
m∑
i=1

2kn

|Q|
1

|Ri|

∫
Ri

f ≤ 2nmλ ≤ 4nλ

olur. Böylece {x ∈ Rn : M ′f(x) > 4nλ} ⊂
⋃

j 2Qj olduğu görülür ve böylece∫
{x:M ′f(x)>4nλ}

w(x)dx ≤
∑
j

∫
2Qj

w(x)dx =
∑
j

2n|Qj|
1

|2Qj|

∫
2Qj

w(x)dx

≤ 2n

λ

∑
j

∫
Qj

f(y)

(
1

|2Qj|

∫
2Qj

w(x)dx

)
dy

≤ 2nC

λ

∫
Rn

f(y)Mw(y)dy

sağlanır. M ve M ′ eşdeğer olduğundan (4.9) eşitsizliğinden p = 1 durumu elde edilir. Şimdi

p > 1 olsun. f ∈ Lp(w) sabitlensin ve genelliği kaybetmeksizin f negatif olmasın. Ayrıca

f ∈ L1 olabilir; çünkü aksi takdirde f , fXB(0,k) ile değiştirilebilir ve sıradaki iddia sabitlerin

k den bağımsız olduğunu verecektir. (Önceki iddianın f nin lokal integrallenebilir olduğunu

gösterdiğine dikkat edilmelidir.) f(Qj) =
∫
Qj

f > 4−nλ|Qj| olacak şekilde ayrık {Qj}
küplerinden oluşan bir küme elde etmek için 4−nλ yükseklikte f nin Calderón-Zygmund

ayrılışı oluşturulsun. Şimdi x /∈
⋃

j 3Qj olarak sabitlensin ve Q, x i içeren herhangi bir küp

olsun. Yukarıdaki düşünce ile f nin her bir Ri üzerindeki ortalaması en fazla 4−nλ dır ve

buradan

1

|Q|

∫
Q

f =
1

|Q|

m∑
i=1

∫
Q∩Ri

f ≤
m∑
i=1

2kn

|Q|
1

|Ri|

∫
Ri

f ≤ 2nm4−nλ ≤ λ

olur. Böylece {x ∈ Rn : Mf(x) > λ} ⊂
⋃

j 3Qj elde edilir. Böylece

w({x ∈ Rn : Mf(x) > λ}) ≤
∑
j

w(3Qj) ≤ C3np
∑
j

w(Qj)

≤ C3np
∑
j

(
|Qj|
f(Qj)

)p ∫
Qj

|f |pw

≤ C3np
(
4n

λ

)p ∫
Rn

|f |pw

elde edilir, burada ikinci eşitsizlik (4.16) dan, üçüncüsü (4.15) den ve dördüncüsü Teorem

4.9.(iii) den elde edilmektedir.

Aşağıdaki teoremde maksimal operatörün Lp(w) sınırlılığı ifade edilmiştir.
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Teorem 4.15. 1 < p < ∞ ve w ∈ Ap ise her f ∈ Lp(w) için∫
Rn

Mf(x)pw(x)dx ≤ C

∫
Rn

|f(x)|pw(x)dx

sağlanır ( [49]).

İspat. Sonuç 4.13. den bir q < p için w ∈ Aq olur ve Teorem 4.14. den M maksimal operatörü

zayıf (q, q) tiplidir. Ayrıca (4.16) dan w(E) = 0 ancak ve ancak |E| = 0 olduğundan

normların eşitliği ile L∞(w) = L∞ olur. Böylece ||Mf ||L∞(w) ≤ ||f ||L∞(w) elde edilir [16].

Böylece Teorem 2.13. den M , Lp(w) üzerinde sınırlıdır.

4.1.3. Riesz Potansiyeli için Ağırlıklı Eşitsizlikler

Bu kısımda A∞ koşulu tanıtılıp Riesz potansiyeli için ağırlıklı eşitsizliklere yer

verilecektir.

Verilen bir ε > 0 için Q bir küp ve E ⊂ Q olmak üzere w(E) ≤ εw(Q) iken |E| ≤ δ|Q|
sağlayan bir δ > 0 var ise w ∈ A∞ dur denir ( [41]).

w ∈ Ap, 1 ≤ p < ∞ olsun. Q bir küp ve S ⊂ Q olsun. Bu durumda Hölder ve ters Hölder

(1 + ε üssü için) eşitsizliklerinden

w(S) =

∫
Q

XS(x)w(x)dx ≤
(∫

Q

w(x)1+εdx

) 1
1+ε

|S|
ε

1+ε

= |Q|
1

1+ε

(
1

|Q|

∫
Q

w(x)1+εdx

) 1
1+ε

|S|
ε

1+ε ≤
(
|S|
|Q|

) ε
1+ε

w(Q)

bulunur. Böylece verilen bir Q kübü ve ölçülebilir bir S ⊂ Q için w ∈ Ap, 1 ≤ p < ∞,

olmak üzere

w(S) ≤
(
|S|
|Q|

)δ

w(Q) (4.21)

olacak şekilde bir δ > 0 vardır. (4.21) koşulunu sağlayan bir w ağırlığı için w ∈ A∞ dur denir

( [16]), çünkü bu iki ifade birbirine eşdeğerdir ( [38]). Ayrıca A∞ =
⋃

p<∞ Ap biçiminde

ifade edilebilir ( [16]).

Lemma 4.16. 0 < γ < n, a > 0, d > 0, b ≥ B ve f(x) negatif olmasın. Q bir noktasında

Iγf(x) ≤ a olacak şekilde Rn de bir küp ve E = {x : Iγf(x) > ab,Mγf(x) ≤ ad} ⊂ Q ise

bu durumda |E| ≤ K|Q|[d/b]n/(n−γ) sağlayan γ ve n ye bağlı B ve K sabitleri vardır ( [41]).

İspat. İlk olarak

g(x) =

{
f(x), 2Q da

0, (2Q)c da
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olsun. Mγf(t) ≤ ad olacak şekilde Q da bir t olsun; aksi takdirde sonuç açıktır. Teorem

2.11. a göre, herhangi pozitif a ve b için

|{x : Iγg(x) > ab/2}| ≤ C

[
1

ab

∫
Rn

g(y)dy

]n/(n−γ)

(4.22)

sağlayan sadece n ve γ ya bağlı bir C sabiti vardır. P , merkezi t, kenarları Q ya paralel ve

kenar uzunluğu da Q nun 3 katı uzunluğunda bir küp olsun. 2Q ⊂ P olduğundan∫
Rn

g(y)dy ≤
∫
P

f(y)dy ≤ Mγf(t)|P |(n−γ)/n ≤ ad|3Q|(n−γ)/n

olur. Bu (4.22) de kullanılırsa

|{x : Iγg(x) > ab/2}| ≤ C3n|Q|[d/b]n/(n−γ) (4.23)

elde edilir. Şimdi s, Iγf(s) ≤ a olacak şekilde, Q nun bir noktası olsun. Eğer x, Q da ve y,

2Q da değilse, |s − y| ≤ L|x − y| sağlayan n ye bağlı bir L > 1 sabiti vardır. Bu nedenle,

h = f − g olmak üzere Q daki x için

Iγh(x) =

∫
Rn

h(y)dy

|x− y|n−γ
≤ Ln−γ

∫
Rn

h(y)dy

|s− y|n−γ
≤ LnIγf(s) ≤ Lna

olur. B = 2Ln olsun. Bu durumda eğer b ≥ B ise, Q daki tüm x ler için Iγh(x) ≤ ab/2 olur

ve buradan x ∈ E ise Iγg(x) > ab/2 sağlanır. Böylece E ⊂ {x : Iγg(x) > ab/2} olur ve

ispat (4.23) ile elde edilir.

Teorem 4.17. w ∈ A∞, 0 < q < ∞ ve 0 < γ < n olsun. Bu durumda∫
Rn

|Iγf(x)|qw(x)dx ≤ C

∫
Rn

Mγf(x)
qw(x)dx

sağlayan f den bağımsız bir C vardır [41].

İspat. f(x) fonksiyonunu |f(x)| ile yer değiştirmek, sonuçların sadece sol taraflarını artırıp

sağ taraflarını etkilemediğinden, f(x) in negatif olmadığı varsayılabilir. Ayrıca f(x) in yerel

integrallenebilir olduğu da varsayılabilir; çünkü aksi durumda sonuçlar açıktır. w(x) in yerel

integrallenebilirliği de varsayılabilir; aksi takdirde f(x) h.h.y. sıfır olmadıkça, sonuçların sağ

tarafları sonsuzdur.

f(x) kompakt desteğe sahip olsun. Teorem 4.8. den a > 0 verildiğinde {x : Iγf(x) > a} =⋃
j Qj olur, burada her j için 4Qj nin bir noktasında Iγf(x) ≤ a dır ve Qj küpleri ayrık iç

kısımlara sahiptir. B ve K, Lemma 4.16. daki gibi ve b = max(1, B) olsun. A∞ tanımında δ,

ε = 1
2
b−q a karşılık gelsin. δ = K4n[D/b]n/(n−γ) olacak şekilde D seçilsin. 0 < d ≤ D ve

Ej = {x : Iγf(x) > ab,Mγf(x) ≤ ad} ⊂ Qj olsun.
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Lemma 4.16. ya göre, |Ej| ≤ K|4Qj|[d/b]n/(n−γ) < δ|Qj| olur, dolayısıyla δ nın tanımından,

w(Ej) ≤ 1
2
b−qw(Qj) olur. j ye göre toplam alınırsa

w({Iγf > ab,Mγf ≤ ad}) ≤ 1

2
b−qw({Iγf > a})

elde edilir. Buradan 0 < d ≤ D yi sağlayan herhangi bir d için

w({Iγf > ab}) ≤ w({Mγf > ad}) + 1

2
b−qw({Iγf > a}) (4.24)

elde edilir. Şimdi Q, Q nun dışındaki x için f(x) = 0 olacak şekilde bir küp olsun. 3Q nun

dışında x verildiğinde, x0, Q da x e en yakın nokta olsun ve merkezi x olan ve kenarları Q

ya paralel olan ve Q yu içeren en küçük küp P ise |P | ≤ L|x− x0|n sağlayan n ye bağlı bir

L > 1 sabiti vardır. Ayrıca

Iγf(x) ≤ |x− x0|γ−n

∫
Q

f(y)dy ≤ |P |(n−γ)/n

|x− x0|n−γ
Mγf(x) ≤ LMγf(x)

olur. Şimdi d = min(D, 1/L) olsun, böylece

{Iγf > a} ∩ (3Q)c ⊂ {Mγf > ad} (4.25)

olur. (4.24) ve (4.25) den

w({Iγf > ab}) ≤ 2w({Mγf > ad}) + 1

2
b−qw({Iγf > a} ∩ 3Q)

olur. Buradan bir N > 0 için

b−q

∫ Nb

0

aq−1w({Iγf > a})da ≤ 2d−q

∫ Nd

0

aq−1w({Mγf > a})da

+
1

2
b−q

∫ N

0

aq−1w({Iγf > a} ∩ 3Q)da (4.26)

elde edilir. w yerel integrallenebilir olduğundan, (4.26) nın sağındaki 2. terim sonludur;

ayrıca b ≥ 1 olduğundan,

1

2
b−q

∫ Nb

0

aq−1w({Iγf > a})da ≤ 2d−q

∫ Nd

0

aq−1w({Mγf > a})da (4.27)

olur. N → ∞ iken (4.27) den

b−q

2q

∫
Rn

|Iγf(x)|qw(x)dx ≤ 2d−q

q

∫
Rn

Mγf(x)
qw(x)dx (4.28)

elde edilir. Kompakt desteğe sahip olmayan bir f(x) için (4.28) i ispat etmek için,

fm(x) =

{
f(x), |x| ≤ m

0, |x| > m
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olsun. Bu durumda (4.28) fm ye uygulanabilirdir; m → ∞ için monoton yakınsaklık teoremi

kullanılırsa, genel f(x) için (4.28) elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 4.18. a1, a2 ∈ A iken Ra1 ⊂ Ra2 veya Ra2 ⊂ Ra1 olacak şekilde Rn nin orjin

merkezli açık (veya kapalı) aralıklarının bir koleksiyonu {Ra}a∈A olsun. S, Rn nin sınırlı

bir kümesi ve i : S → A, S den A indis kümesine herhangi bir dönüşüm ve Rx = x+Ri(x)

olsun. Bu durumda; eğer Rk = xk +Ri(xk) ise

(a) S ⊂
⋃

Rk

(b) her y ∈ Rn, {Rk} kümelerinin en fazla ξ = ξ(n) tanesinde bulunur

(c) {Rk} dizisi θ = θ(n) ayrık ailelerine bölünebilir

olacak şekilde bir {xk} ⊂ S dizisi vardır ( [12]).

Teorem 4.19. Eğer 0 < γ < n, 1 < p < n/γ, 1/q = 1/p − γ/n, w ∈ Ar, r = 1 + q(p−1)
p

,

ise bu durumda(∫
Rn

|Iγf(x)|qw(x)dx
)1/q

≤ C

(∫
Rn

|f(x)|pw(x)
p
q dx

)1/p

olacak şekilde f den bağımsız bir C vardır ( [41]).

İspat. R > 0 sabitlensin. Bu durumda Eλ,R = {x : Mγf(x) > λ} ∩BR(0) daki her x için

|Q|−1+γ/n

∫
Q

|f(x)|dx > λ (4.29)

olacak şekilde x merkezli bir Q kübü vardır. Lemma 4.18. kullanılarak, Eλ,R ⊂
⋃
Qk olacak

şekilde bu küplerden bir {Qk} dizisi seçilebilir ve Rn nin hiçbir noktası, bu küplerden ξ(n)

den fazlasında yer almaz. Bu durumda p/q < 1 olduğundan(∫
Eλ,R

w(x)dx

)p/q

≤
(∑

k

∫
Qk

w(x)dx

)p/q

≤
∑
k

(∫
Qk

w(x)dx

)p/q

elde edilir. Qk (4.29) u sağlayan küpler olduğundan,(∫
Eλ,R

w(x)dx

)p/q

≤
∑
k

(∫
Qk

w(x)dx

)p/q(
λ−1|Qk|−1+γ/n

∫
Qk

|f(x)|dx
)p

elde edilir. Son integral üzerinde Hölder eşitsizliği kullanılırsa(∫
Eλ,R

w(x)dx

)p/q

≤ C

λp

∑
k

∫
Qk

|f(x)|pw(x)
p
q dx
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elde edilir ve Rn nin hiçbir noktası, Qk küplerinin sabit bir sayısından daha fazlasında yer

almadığından, (∫
Eλ,R

w(x)dx

)1/q

≤ C

λ

(∫
Rn

|f(x)|pw(x)
p
q dx

)1/p

elde edilir. Buradaki C, R ye bağlı olmadığından, monoton yakınsaklık teoreminden(∫
{x:Mγf(x)>λ}

w(x)dx

)1/q

≤ C

λ

(∫
Rn

|f(x)|pw(x)
p
q dx

)1/p

(4.30)

olduğu görülür. Sonuç 4.13. den w ∈ As olacak şekilde bir 1 < s < r vardır. O halde

1/q1 = 1/p1 − γ/n, 1 < p1 < p ve s = 1 + q1(p1−1)
p1

olacak şekilde p1 ve q1 sayıları vardır.

(4.30) eşitsizliğinden(∫
{x:Mγf(x)>λ)}

w(x)dx

)p1/q1

≤ C

λp1

∫
Rn

|f(x)|p1w(x)p1/q1dx (4.31)

sağlanır. Şimdi Tg(x) = Mγ(g(x)w(x)
γ
n ) ile bir T alt lineer operatörü tanımlansın. f(x) =

g(x)w(x)γ/n ile (4.31)∫
{x:Tg(x)>λ}

w(x)dx ≤ C

λq1

(∫
Rn

|g(x)|p1w(x)dx
)q1/p1

(4.32)

biçiminde yazılabilir. Benzer şekilde p < p2 < n/γ yı sağlayan bir p2 vardır. Bu durumda

1/q2 = 1/p2 − γ/n ile tanımlanan q2 ile Hölder eşitsizliğinden t > r olduğu için t =

1 + q2(p2−1)
p2

ile w ∈ At olur. Bu durumda p2 ve q2 ile (4.31) doğru olur. (4.32) yi sağlamak

için kullanılan yöntem∫
{x:Tg(x)>λ}

w(x)dx ≤ C

λq2

(∫
Rn

|g(x)|p2w(x)dx
)q2/p2

olduğunu göstermektedir. Marcinkiewicz interpolasyon teoreminden(∫
Rn

Tg(x)qw(x)dx

)1/q

≤ C

(∫
Rn

|g(x)|pw(x)dx
)1/p

olur. Burada g(x) = f(x)w(x)−γ/n alınmasıyla(∫
Rn

Mγf(x)
qw(x)dx

)1/q

≤ C

(∫
Rn

|f(x)|pw(x)
p
q dx

)1/p

elde edilir. w ∈ A∞ olduğundan Teorem 4.17. ile istenilen elde edilir.
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4.2. Ağırlıklı Sobolev-Poincaré Eşitsizliği

Bu kısımda ilk olarak klasik Sobolev-Poincaré eşitsizliği ele alınmış, daha sonra

ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizliği verilmiştir. Son olarak ta eliptik ve dejenere eliptik

denklemler üzerinde yapılan düzgünlük çalışmaları incelenmiştir.

İlk olarak Poincaré eşitsizliğini ifade edelim:

Teorem 4.20. Ω ⊂ Rn, ∂Ω sınırı Lipschitz-sürekli olan sınırlı, bağlantılı, açık bir küme olsun.

Her u ∈ W 1,p(Ω) için ∫
Ω

| u− uΩ |p dx ≤ C

∫
Ω

| Du |p dx, (4.33)

olacak şekilde bir C(n, p,Ω) sabiti vardır, burada uΩ = 1
|Ω|

∫
Ω
udx biçimindedir ( [23]).

İspat. Eğer u ya bir sabit eklenirse (4.33) değişmediği için, uΩ = 0 olduğu varsayılabilir.

Eğer teorem yanlış olsaydı, (uk)Ω = 0 ile∫
Ω

| uk |p dx = 1, (4.34)

∫
Ω

| Duk |p dx ≤ 1

k

olacak şekilde bir uk ∈ W 1,p(Ω) fonksiyon dizisi bulunabilirdi. Rellich teoremine göre bir

alt dizi, (4.34) den || u ||Lp(Ω)= 1 olmak üzere bir u ∈ Lp(Ω) ya yakınsar. Öte yandan

|| Duk ||Lp(Ω) dizisi sıfıra gider ve bu nedenle u ∈ W 1,p(Ω) ve Du = 0 dır. Ω bağlantılı

olduğundan u, Ω da sabit olacaktır ve sıfır ortalamaya sahip olduğu için aynı şekilde u sıfır

olacaktır. Bu durum || u ||Lp(Ω)= 1 gerçeğiyle çelişmektedir.

Önceki eşitsizlik ve Teorem 2.7. dan aşağıdaki Sobolev-Poincaré eşitsizliği elde edilir.

Teorem 4.21. Ω ⊂ Rn, ∂Ω sınırı Lipschitz-sürekli olan sınırlı, bağlantılı, açık bir küme olsun.

Her u ∈ W 1,p(Ω) için , eğer p < n ise, p∗ = np
n−p

iken

|| u− uΩ ||Lp∗ (Ω)≤ C(n, p,Ω) || Du ||Lp(Ω)

elde edilir ( [23]).

Tanım 2.10. da Q yerine Br(x) alınarak 0 < γ < n olmak üzere Mγ kesirli maksimal

operatörü

Mγf(x) = sup
r>0

1

|Br|1−
γ
n

∫
Br(x)

|f(y)|dy
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biçiminde ifade edilsin. Şimdi ağırlıklı Sobolev gömme teoremi için aşağıdaki lemmayı ifade

edelim.

Lemma 4.22. f ölçülebilir ve bir BR yuvarında desteğe sahip olsun. w ∈ Ap, 1 < p < ∞,

ise bu durumda 1 ≤ k ≤ n
n−1

+ δ olacak şekilde bütün k sayıları ve her f ∈ Lp
w(BR) için(

1

w(BR)

∫
BR

M1f(x)
kpw(x)dx

)1/kp

≤ CR

(
1

w(BR)

∫
BR

|f(x)|pw(x)dx
)1/p

(4.35)

olacak şekilde C ve δ > 0 sabitleri vardır ( [20]).

İspat. f negatif olmasın. Herhangi bir pozitif λ için Eλ = {x ∈ BR : M1f(x) > λ} olsun.

Her x ∈ Eλ için

1

s(x)n−1

∫
Bs(x)(x)

f(y)dy > λ

olacak şekilde bir Bs(x)(x) yuvarı vardır. r → 1
rn−1

∫
Br(x)

f(y)dy fonksiyonu r > 2R için

azalan ve x ∈ BR olduğundan her zaman s(x) < 2R olarak alınabilir. Lemma 2.14. den,

Eλ ⊂
⋃

j B5s(xj)(xj) olacak şekilde ayrık yuvarların bir Bj ≡ Bs(xj)(xj) dizisi seçilebilir,

burada tüm Bj yuvarları B3R de bulunur. w(B5s(xj)(xj)) ≤ Cw(Bj) (doubling koşulu)

olduğundan her k ≥ 1 için

w(Eλ) ≤ C
∑
j

w(Bj) ≤ C
∑
j

w(Bj)
1

λpk|Bj|(1−
1
n
)pk

(∫
Bj

f

)pk

≤ C

λpk

[∑
j

w(Bj)
1
k

1

|Bj|(1−
1
n
)p

(∫
Bj

f

)p]k
elde edilir. Böylece (4.15) eşitsizliğinden

w(Eλ)
1/k ≤ C

λp

∑
j

w(Bj)
1
k
−1|Bj|

p
n

∫
Bj

f(x)pw(x)dx

elde edilir. Sonuç 4.13. den w ∈ Ap olduğunda 1 < q < p olacak şekilde bir q için w ∈ Aq

olur. Buradan (ikinci eşitsizlik) ve (4.14) den (birinci eşitsizlik)(
1

|Bj|

∫
Bj

w− 1
q−1

)−(q−1)

≤ w(Bj)

|Bj|
≤ C

(
1

|Bj|

∫
Bj

w− 1
q−1

)−(q−1)

(4.36)

olur ve ilk eşitsizlikten

w(Eλ)
1/k ≤ C

λp

∑
j

|Bj|q(
1
k
−1)+ p

n

(∫
Bj

w− 1
q−1

)(q−1)(1− 1
k
) ∫

Bj

f(x)pw(x)dx
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elde edilir. Şimdi q( 1
k
−1)+ p

n
≥ 0 olacak şekilde k seçilsin. Bu k ≤ n

n− p
q

koşuluna eşdeğerdir

ve q < p olduğundan δ > 0 olmak üzere 1 ≤ k ≤ n
n−1

+ δ elde edilir. Şimdi böyle seçilen bir

k için

w(Eλ)
1/k ≤ C

λp
Rnq( 1

k
−1)+p

(∫
B3R

w− 1
q−1

)(q−1)(1−1/k) ∫
BR

f(x)pw(x)dx

elde edilir. w ∈ Aq olduğundan ve (4.36) daki ikinci eşitsizlikten

w(Eλ) ≤ C
Rkp

λkpw(BR)k−1

(∫
BR

f(x)pw(x)dx

)k

ve buradan da

w(Eλ)
1/kp ≤ C

λ
Rw(BR)

1
kp

− 1
p

(∫
BR

f(x)pw(x)dx

)1/p

(4.37)

olduğundan M1 operatörü, 1 ≤ k ≤ n
n−1

+ δp iken Lp
w(BR) den zayıf Lpk

w (BR) ye sınırlıdır.

Şimdi p, 1 < p < ∞, sabitlensin ve w ∈ Ap olsun. Bu durumda her q ≥ p− ε0 için w ∈ Aq

olacak şekilde ε0 > 0 vardır. Teorem 2.13. den 1 ≤ k ≤ n
n−1

+ δp, δp > 0, için M1, Lp
w(BR)

dan Lpk
w (BR) ya sınırlıdır. Ayrıca (4.37) eşitsizliğinden ispat elde edilir.

Uyarı 4.23. Kısım 4.1 deki maksimal operatör için verilen gerek koşul benzer biçimde burada

da geçerlidir: Negatif olmayan, yerel integrallenebilir bir w fonksiyonu, herhangi bir sabit

k ≥ 1 ve tüm BR yuvarları için (4.35) sağlansın. Herhangi bir BR yuvarı ve f ≥ 0 için

M1f(x) ≥
C

Rn−1

(∫
BR

f

)
XBR

(x)

olduğundan (4.35) den

w(BR)
1/p 1

Rn

∫
BR

f ≤ C

(∫
BR

f(x)pw(x)dx

)1/p

olur, burada f = w− 1
p−1 alınırsa w ∈ Ap elde edilir [20].

Aşağıdaki teoremde ağırlıklı gömme teoremi ifade edilmiştir.

Teorem 4.24. 1 < p < ∞ ve w ∈ Ap verildiğinde tüm BR yuvarları, tüm u ∈ C∞
0 (BR) ve

1 ≤ k ≤ n
n−1

+ δ yı sağlayan tüm k sayıları için,(
1

w(BR)

∫
BR

|u(x)|kpw(x)dx
)1/kp

≤ CR

(
1

w(BR)

∫
BR

|Du(x)|pw(x)dx
)1/p

(4.38)

olacak şekilde C ve δ > 0 sabitleri vardır ( [20]).
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İspat. İlk olarak

|u(x)| ≤ C

∫
BR

|Du(y)|
|x− y|n−1

dy (4.39)

eşitsizliğinden ( [52]) ve γ = 1 için Teorem 4.17. den

||u||Lkp
w (BR) ≤ C||I1(|Du|)||Lkp

w (Rn) ≤ C||M1(|Du|)||Lkp
w (Rn)

elde edilir.

||M1(|Du|)||Lkp
w (Rn) ≤ ||M1(|Du|)||Lkp

w (B2R) + C

∫
BR

|Du(y)|dy
(∫

|x|>R

w(x)|x|−(n−1)kpdx

)1/kp

ve ∫
|x|>R

|x|−(n−1)kpw(x)dx =
∞∑
j=1

∫
B

2jR
\B

2j−1R

|x|−(n−1)kpw(x)dx

≤
∞∑
j=1

(2j−1R)−(n−1)kp

∫
B

2jR
\B

2j−1R

w(x)dx

= C
∞∑
j=1

(2jR)−(n−1)kpw(B2jR \B2j−1R)

yazılabilir. Önerme 4.6. dan w− 1
p−1 ∈ A p

p−1
olduğundan (4.21) den∫

BR

w− 1
p−1dx ≤ C2−jnη

∫
B

2jR

w− 1
p−1dx

olacak şekilde bir η > 0 sayısı vardır. Dolayısıyla

w(B2jR) ≤ C|B2jR|p
(∫

B
2jR

w− 1
p−1dx

)−(p−1)

≤ C|B2jR|p2−jnη(p−1)

(∫
BR

w− 1
p−1dx

)−(p−1)

elde edilir. Buradan∫
|x|>R

w(x)

|x|(n−1)kp
dx ≤ C

(∫
BR

w− 1
p−1dx

)−(p−1)

Rnp−(n−1)kp

∞∑
j=1

2jp[n−(n−1)k−nη
(p−1)

p
]

olur. Yukarıdaki serinin yakınsaması için k > n
n−1

(
1− η(p−1)

p

)
olsun. Bu durumda (4.36)

dan ∫
|x|>R

w(x)

|x|(n−1)kp
dx ≤ Cw(BR)R

−(n−1)kp

elde edilir. Böylece

1

w(BR)1/kp
||u||Lkp

w (Rn) ≤
1

w(BR)1/kp
||M1(|Du|)||Lkp

w (B2R) + CR−(n−1)

∫
BR

|Du(y)|dy
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elde edilir. Doubling koşulu ve Lemma 4.22. den 1 ≤ k ≤ n
n−1

+ δ ve δ > 0 için

1

w(BR)kp
||M1(|Du|)||Lkp

w (B2R) ≤
1

w(B2R)kp
||M1(|Du|)||Lkp

w (B2R)

≤ C2R

(
1

w(B2R)

∫
B2R

|Du(x)|pw(x)dx
)1/p

≤ CR

(
1

w(BR)

∫
BR

|Du(x)|pw(x)dx
)1/p

elde edilir. (4.15) kullanılırsa

R−(n−1)

∫
BR

|Du(y)|dy ≤ CR

(
1

w(BR)

∫
BR

|Du(x)|pw(x)dx
)1/p

elde edilir. Böylece n
n−1

(
1− η(p−1)

p

)
< k ≤ n

n−1
+δ için teorem ispatlanır. Kalan k değerleri

için ispat, Hölder eşitsizliğinden görülür.

R, BR ⊃ Ω olacak şekilde yeterince büyük alınıp Teorem 4.24. uygulanırsa aşağıdaki teorem

elde edilir.

Teorem 4.25. Ω ⊂ Rn de açık, sınırlı ve w ∈ Ap, 1 < p < ∞, ise her u ∈ C∞
0 (Ω) ve

1 ≤ k ≤ n
n−1

+ δ sağlayan her k için,

||u||Lkp
w (Ω) ≤ CΩ|||Du|||Lp

w(Ω)

olacak şekilde CΩ ve δ pozitif sabitleri vardır, burada CΩ, sadece n ye, Ap sabitine, p ye ve Ω

nın çapına bağlıdır ( [20]).

Uyarı 4.26. Teorem 4.24. ün daha basit bir ispatı [6] da Chierenza ve Frasca tarafından şu

şekilde verilmiştir: (4.39) dan(
1

w(BR)

∫
BR

|u(x)|kpw(x)dx
)1/kp

≤
(

1

w(BR)

∫
BR

I1(Du)(x)kpw(x)dx

)1/kp

olur.

I1(Du)(x) =

∫
|x−y|≤ε

|Du(y)||x− y|1−ndy +

∫
|x−y|>ε

|Du(y)||x− y|1−ndy
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yazılsın. [27] deki düşünce ile∫
|x−y|≤ε

|Du(y)||x− y|1−ndy =
∞∑
k=0

∫
ε2−k−1≤|x−y|≤ε2−k

|Du(y)||x− y|1−ndy

≤ C

∞∑
k=0

(ε2−k)(ε2−k)−n

∫
|x−y|≤ε2−k

|Du(y)|dy

≤ CεM(Du)(x)
∞∑
k=0

2−k ≤ CεM(Du)(x)

elde edilir. Diğer taraftan 1
p
+ 1

p′
= 1 iken Hölder eşitsizliğinden∫

|x−y|>ε

|Du(y)||x− y|1−ndy =

∫
|x−y|>ε

|Du(y)|w(y)
1
p |x− y|1−nw(y)−

1
pdy

≤ C||Du||Lp
w(BR)

(∫
{|x−y|>ε}∩BR

|x− y|(1−n)p′w(y)−1/(p−1)dy

)1/p′

(4.40)

elde edilir. Sonuç 4.13. den w ∈ Aq olacak şekilde bir 1 < q < p, n− p/q > 0 olduğundan∫
|x−y|>ε

|Du(y)||x− y|1−ndy ≤ Cε1−nq/p||Du||Lp
w(BR)

(∫
BR

w(y)−1/(q−1)dy

)(q−1)/p

(4.41)

olur. (4.40) ve (4.41) den

I1(Du)(x) ≤ CεM(Du)(x) + Cε1−nq/p||Du||Lp
w(BR)

(∫
BR

w(y)−1/(q−1)dy

)(q−1)/p

(4.42)

olur.

I1(Du)(x) ≤ CM(Du)(x)1−p/nq||Du||p/nq
Lp
w(BR)

(∫
BR

w(y)−1/(q−1)dy

)(q−1)/nq

elde etmek için (4.40) ın sağ tarafı ε a göre minimize edilirse ve Teorem 4.15. kullanılırsa

||I1(Du)|||Lpk
w (BR) ≤ C||Du||Lp

w(BR)

(∫
BR

w(y)−1/(q−1)dy

)(q−1)/nq

elde edilir, burada k = nq/(nq−p) dır. İspatı tamamlamak için her iki taraf [w(BR)]
(nq−p)/npq

ile bölünür ve Aq koşulu kullanılır.

Lemma 4.27. u , BR üzerinde Lipschitz sürekli olsun. Bu durumda

1

|BR|

∫
BR

|u(x)− u(y)|dy ≤ C

∫
BR

|Du(z)|
|x− z|n−1

dz

sağlanır ( [20, 52]).
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İspat. u ∈ C1(BR) olarak alınabilir.

u(y)− u(x) =

∫ 1

0

d

dt
u(ty + (1− t)x)dt =

∫ 1

0

Du(ty + (1− t)x) · (y − x)dt

olduğundan

1

|BR|

∫
BR

|u(x)− u(y)|dy ≤ 1

|BR|

∫ 1

0

∫
BR

|Du(ty + (1− t)x)||x− y|dydt

elde edilir. z = ty + (1− t)x olsun. y, BR üzerinde değiştikçe; z, BRt((1− t)x) yuvarında

değişir. Dolayısıyla

1

|BR|

∫
BR

|u(x)− u(y)|dy ≤ 1

|BR|

∫ 1

0

1

tn+1

∫
|z−(1−t)x|<Rt

|Du(z)||z − x|dzdt

olur. x ∈ BR için BRt((1− t)x) ⊂ BR ve eğer |z − (1− t)x| < Rt ise |z − x| ≤ 2Rt olur.

Böylece

1

|BR|

∫
BR

|u(x)− u(y)|dy ≤ 1

|BR|

∫ 1

0

1

tn+1

∫
BR∩{|z−x|<2Rt}

|Du(z)||z − x|dzdt

≤ 1

|BR|

∫
BR

|Du(z)||z − x|
(∫

|z−x|<2Rt

dt

tn+1

)
dz

≤ C

∫
BR

|Du(z)|
|z − x|n−1

dz

elde edilir.

fB,w = 1
w(B)

∫
B
f(x)w(x)dx olsun. Aşağıda ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizliği ifade

edilmiştir.

Teorem 4.28. 1 < p < ∞ ve w ∈ Ap ise BR üzerinde tanımlı bütün Lipschitz sürekli u

fonksiyonları ve her 1 ≤ k ≤ n
n−1

+ δ için,(
1

w(BR)

∫
BR

|u(x)− uBR,w|kpw(x)dx
)1/kp

≤ CR

(
1

w(BR)

∫
BR

|Du(x)|pw(x)dx
)1/p

sağlanır. Aynı sonuç uBR,w yerine uBR
alınsa da geçerlidir ( [20]).

İspat. Lemma 4.27. den

|u(x)− uBR
| ≤ 1

|BR|

∫
BR

|u(x)− u(y)|dy ≤ C

∫
BR

|Du(z)|
|x− z|n−1

dz (4.43)

sağlanır. Teorem 4.24. ün ispatında 1 ≤ k ≤ n
n−1

+ δ iken

1

w(BR)1/kp

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
BR

|Du(z)|
|x− z|n−1

dz

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lkp
w (BR)

≤ CR

(
1

w(BR)

∫
BR

|Du(x)|pw(x)dx
)1/p

(4.44)
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olacak şekilde C ve δ > 0 ın varlığı gösterildi. Böylece uBR
için ispat tamamlanır.

|uBR
− uBR,w| ≤

1

w(BR)

∫
BR

|u(x)− 1

|BR|

∫
BR

u(y)dy|w(x)dx

≤
(

1

w(BR)

∫
BR

|u(x)− 1

|BR|

∫
BR

u(y)dy|pw(x)dx
)1/p

olduğundan uBR,w için istenilen sonuç uBR
için elde edilen sonuçtan görülür.

4.2.1. Eliptik Denklemlerin Çözümlerinin Hölder Sürekliliği

Bu kısımda eliptik denklemlerin tanımına ve literatürde yer alan önemli sonuçlarına

yer verilecektir.

Ω, Rn nin açık, sınırlı bir alt kümesi, u : Ω → R bilinmeyen ve f : Ω → R verilsin. Bu

durumda {
Lu = f, Ω da

u = 0, ∂Ω üzerinde
(4.45)

sınır değer problemi göz önüne alınsın, burada verilen aij , bi, c (i, j = 1, ..., n) katsayı

fonksiyonları için L

Lu = −
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi
)xj

+
n∑

i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u (4.46)

ya da

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

bi(x)uxi
+ c(x)u (4.47)

ikinci basamaktan kısmi diferansiyel operatördür. L nin (4.46) ile verilmesi durumunda

Lu = f kısmi diferansiyel denkleminin divergence biçiminde olduğu, (4.47) ile verilmesi

durumunda ise divergence biçiminde olmayan denklem olduğu söylenir. Eğer en yüksek

dereceli aij (i, j = 1, ..., n) katsayıları C1 sınıfından fonksiyonlar ise (4.46) dan

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

b̃i(x)uxi
+ c(x)u

divergence olmayan biçim elde edilir, burada b̃i := bi −
∑n

j=1 a
ij
xj

(i = 1, ..., n) dir. Böylece

(4.46) ve (4.47) nin birbirleri cinsinden yazılabileceği görülür. Ancak L nin iki farklı

gösterimini ayrı ayrı ele almanın avantajları vardır. Divergence biçimi kısmi integrasyona

dayanan enerji yöntemleri için en doğal olanıyken, divergence olmayan biçim maksimum

prensibi teknikleri için en uygun olanıdır ( [19]).
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Tanım 4.29. u ∈ W 1,2(Ω) (u ∈ W 1,2
loc (Ω)) olsun. Her φ ∈ C∞

0 (Ω) için∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)uxi
φxj

dx = 0

oluyorsa u ya Lu = 0 denkleminin bir çözümü (yerel çözümü) denir ( [29]).

Tanım 4.30. (4.46) ile tanımlanan divergence biçimli L eliptik operatörüne karşılık gelen

B[·, ·] bilineer formu u, v ∈ W 1,2
0 (Ω) için

B[u, v] =

∫
U

( n∑
i,j=1

aijuxi
vxj

+
n∑

i=1

biuxi
v + cuv

)
dx

biçiminde tamamlanır ( [19]).

H, || · || normu ile bir Hilbert uzayını ve ⟨·, ·⟩ de H ile onun dualinin eşlemesini göstermek

üzere aşağıdaki Lax-Milgram Teoremi’ni ifade edelim:

Teorem 4.31. u, v ∈ H olmak üzere B[·, ·] : H×H → R bilineer dönüşümü için |B[u, v]| ≤
α||u||||v|| ve β||u||2 ≤ B[u, u] olacak şekilde α, β > 0 sabitleri bulunsun. Ayrıca f : H → R,

H üzerinde sınırlı bir lineer fonksiyonel olsun. Bu durumda her v ∈ H için B[u, v] = ⟨f, v⟩
olacak şekilde bir tek u ∈ H vardır ( [19]).

Tanım 4.32. L kısmi diferansiyel operatörü, h.h. x ∈ Ω ve her ξ ∈ Rn için

λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2; aij = aji, i, j = 1, 2, ..., n

olacak şekilde λ ve Λ pozitif sayıları var ise eliptik olarak adlandırılır ( [19], [22]).

Dolayısıyla eliptiklik, her x ∈ Ω noktası için A(x) = (aij(x)) simetrik n × n matrisinin

pozitif tanımlı ve en küçük öz değerin ≥ λ olduğu anlamına gelir. Örnek olarak aij ≡ δij ,

bi ≡ 0, c ≡ 0 olarak alınırsa bu durumda L operatörü −△ olur, burada △ =
∑n

i=1
∂2

∂x2
i

Laplace operatörüdür. Aslında genel Lu = 0 ikinci basamaktan eliptik kısmi diferansiyel

denklemlerin çözümleri birçok açıdan harmonik fonksiyonlara benzerdir ( [19]).

Her v ∈ W 1,2
0 (Ω) için∫

U

( n∑
i,j=1

aijuxi
vxj

+
n∑

i=1

biuxi
v + cuv

)
dx =

∫
U

fvdx

sağlanıyorsa u ∈ W 1,2
0 (Ω), (4.45) sınır değer probleminin bir zayıf çözümüdür denir ( [19]).

E. De Giorgi ve J. Nash sırasıyla [11] ve [43] de aij(x) sınırlı ve ölçülebilir ve u ∈ W 1,2
loc (Ω)
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olmak üzere

Lu =
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi
)xj

= 0

lineer eliptik denklemlerin (zayıf) çözümlerinin yerel Hölder sürekliliğini elde etmişlerdir.

J. Moser ise bu sonucu Harnack prensibi yardımıyla [39] da elde etmiştir. Bu sonuç

De Giorgi-Nash-Moser teorisi olarak adlandırılmaktadır ve D. Hilbert’in 19. probleminin

çözümüdür. Ancak lineerliğin ispatlarda bir etkisi yoktur. Bu durum, bu sonuçların
a(x, u,Du) ·Du ≥ λ|Du|p − φ(x), h.h.y. ΩT , p > 1

|a(x, u,Du)| ≤ Λ|Du|p−1 + φ(x),

|b(x, u,Du)| ≤ Λ|Du|p−1 + φ(x),

yapısal koşulları ile {
u ∈ W 1,p

loc (Ω), p > 1

diva(x, u,Du) + b(x, u,Du) = 0, Ω da
(4.48)

quasilineer tipteki denklemlere genişletilmesine olanak sağlar, burada 0 < λ ≤ Λ verilen iki

sabittir ve φ ∈ L∞
loc(Ω) negatif değildir. Bir ilk örnek olarak, p > 1 iken

div|Du|p−2Du = 0, Ω da, (4.49)

p−Laplace denklemi (p = 2 iken ∆u = 0 Laplace denklemine indirgenir) alınabilir.

a(x, u,Du) esas kısmı |Du| ya göre lineer olmayan bir büyümeye sahiptir. Böylece (4.49)

daki denklem ya dejenere ya da singüler olabilir. (4.49) un eliptiklik modülü |Du|p−2 dir.

Bu nedenle |Du| = 0 olduğu noktalarda p > 2 ise kısmi diferansiyel denklem dejenere,

1 < p < 2 ise singülerdir. O.A. Ladyzhenskaja ve N.N. Ural’tzeva ( [34]), E. De Giorgi’nin

yöntemlerini kullanarak, (4.48) in zayıf çözümlerinin Hölder sürekli olduğunu, J. Serrin ( [46])

ve N. Trudinger ( [55]) ise J. Moser’ın yöntemlerini izleyerek negatif olmayan çözümlerin

Harnack ilkesini sağladığını kanıtlamıştır ( [10]).

4.2.2. Dejenere Eliptik Denklemlerin Çözümlerinin Hölder Sürekliliği

Bu kısımda dejenere eliptik denklemler tanıtılıp, bu denklemlerin çözümlerinin

düzgünlük sonuçları ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizliği yardımıyla incelenecektir.

Teorem 4.19. dan 1 < p < n/m iken u ∈ C∞
0 (Rn) için(∫

Rn

|u|qwdx
) 1

q

≤ C

(∫
Rn

|Dmu|pw1−mp
n dx

) 1
p
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elde edilir, burada 1
q
= 1

p
− m

n
dir. Bu eşitsizlik w ∈ Ap olmak üzere

||u||V m,p
w (Ω) =

( ∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|pw1− |α|p
n dx

)1/p

normlu V m,p
w (Ω) Sobolev uzayına ait fonksiyonlar için sağlanır. Böylece w ∈ Ap olmak üzere

w1−mp
n biçimindeki dejenerasyona sahip sınırsız bölgeler üzerindeki dejenere eliptik kısmi

diferansiyel denklemlerin çalışmasında V m,p
w (Ω) uzayları kullanılabilir ( [57]).

Şimdi bir çeşit dejenere eliptik denklemin tanımı için aşağıdaki tanım verilsin.

Tanım 4.33. Bir F : Rn → Rn, F = (f1, ..., fn) dönüşümü, eğer birebir, fi ler Ln
loc(Rn) e ait

dağılımsal türevlere sahip ve

(∑
i,j

(
∂fi
∂xj

)2)1/2

≤ C

∣∣∣∣ det( ∂fi
∂xj

)∣∣∣∣ 1n
ise quasi-konform olarak adlandırılır ( [20]).

F′(x) = ( ∂fi
∂xj

(x))i,j Jacobian matrisi ve |F′(x)| = | detF′(x)| olsun. F, Rn üzerinde

quasi-konform bir dönüşüm ve v, div(Ã(y)Dv(y)) = 0 denkleminin bir yerel çözümü olsun;

burada Ã(y) matrisi simetriktir ve her y ∈ Ω, ξ ∈ Rn ve y, ξ den bağımsız sabitlenmiş λ ve Λ

pozitif sabitleri için

Λ|ξ|2 ≥ Ã(y)ξ · ξ ≥ λ|ξ|2

eşitsizliğini sağlar. u = v ◦ F fonksiyonu (biçimsel olarak)

div(A(x)Du(x)) = 0

denkleminin bir yerel çözümüdür, burada A(x) = |F′(x)|(F′(x)−1)tÃ(F(x))F′(x)−1 (burada

t matrisin transpozunu göstermektedir) biçimindedir. Dolayısıyla

Λ|F′(x)||F′(x)−1ξ|2 ≥ A(x)ξ · ξ ≥ λ|F′(x)−1ξ|2

olur. F quasi-konform olduğundan F′(x)tF′(x) matrisinin λ1(x), ..., λn(x) özdeğerlerinin

hepsi eşdeğerdir, yani her i, j ve x için 1
C
≤ λi(x)

λj(x)
≤ C olacak şekilde C > 0 vardır. Bu da

|F′(x)η|2 ve |F′(x)|2/n|η|2 nin eşdeğer olduğunu gösterir. η = F′(x)−1ξ olarak alınırsa

Λ

C
|F′(x)|1−2/n|ξ|2 ≥ A(x)ξ · ξ ≥ Cλ|F′(x)|1−2/n|ξ|2

sonucu elde edilir ( [20]).

De Giorgi-Nash teoremi ve Moser’in Harnack prensibi [5] ve [37] de temel olarak ele

alınmıştır. Bu yaklaşım n > 2 iken uygulanırsa, L operatörü artık eliptik değildir. Gerçekten,
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Lu =div(A(x)Du) olur, burada A matrisi simetriktir ve

1

C
w(x)|ξ|2 ≤ A(x)ξ ≤ Cw(x)|ξ|2 (4.50)

eşitsizliğini sağlar, burada w(x) = |F′(x)|1− 2
n biçimindedir. Elbette, n > 2 olduğunda w(x)

sıfır veya sonsuz yada her ikisi de olabilir. Bu şekildeki klasik Dirichlet problemi ve (4.50) ile

Lu = div(A(x)Du) (4.51)

biçimindeki denklemlerin negatif olmayan çözümlerinin davranışı [20] de E. Fabes, C. E.

Kenig ve R. P. Serapioni tarafından incelenmiştir. Bu kısımda bu biçimdeki dejenere eliptik

denklemlerin (zayıf) çözümlerinin yerel Hölder sürekliliği ve negatif olmayan zayıf çözümler

için bir Harnack prensibi incelenecektir. Dejenere eliptik operatörü temsil etmek için L
sembolü kullanılacaktır.

De Giorgi-Nash sonuçlarının ve Moser’in Harnack eşitsizliğinin dejenere eliptik

denklemlere genişletilmesi ( [30], [42], [53], [54]) çalışmalarında yerel Hölder sürekliliği

ispatlamak için w ağırlığının sağladığı koşul, 1
t
+ 1

s
< 2

n
olmak üzere Rn deki tüm B yuvarları

için (
1

|B|

∫
B

wt

)1/t(
1

|B|

∫
B

w−s

)1/s

≤ C

dir. [18] de, bir Ω bölgesinde, 1
t
+ 1

s
< 2

n
ve w ∈ Lt(Ω), 1

w
∈ Ls(Ω) için(

1

|B|

∫
B

w

)(
1

|B|

∫
B

w−1

)
≤ C

ise (4.51) in tüm negatif olmayan u çözümleri için, B ⊂ Ω iken maxB u ≤ CB minB u

sağlandığı; ancak CB sabitinin Ω da bulunan sabitlenmiş bir yuvarda bulunan tüm B yuvarları

için düzgün olarak alınamayacağı gösterilmiştir. Bu kısıtlamanın nedeni w nın sağladığı

koşulun Ap sınıfının sağladığı genişleme değişmezlik özelliğine sahip olmamasıdır. Elde

edilen Harnack prensibinin düzgün olmayışı, ondan yerel Hölder sürekliliğinin elde edilmesini

imkansız kılmaktadır. Bu kısımdaki w ∈ A2 olduğunda elde edilen (4.51) dejenere eliptik

denkleminin çözümünün yerel Hölder sürekliliği ve negatif olmayan çözümler için Harnack

ilkesi [18], [30], [42], [53], [54] de karşılık gelen sonuçları genelleştirmektedir ( [20]).

A(x) = (aij(x)), Rn de tanımlı, en küçük öz değeri λ(x), ve en büyük öz değeri

Λ(x) ≤ Cλ(x) olan simetrik, negatif olmayan bir matris ve λ(x) = w(x) olsun. Bu kısımda

w ∈ A2 olduğu varsayılacaktır. W 1,2
w (Ω), C∞(Ω̄) nın

∫
Ω
|u|2wdx +

∫
Ω
|Du|2wdx normu

altındaki kapanışı ve W 1,2
0,w(Ω), C

∞
0 (Ω) nın

∫
Ω
|Du|2wdx normu altındaki kapanışını göstersin.
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Ayrıca her Ω′ ⊂⊂ Ω için u ∈ W 1,2
w (Ω′) ise u ∈ W 1,2

loc,w(Ω) ile gösterilsin. Bu durumda

u ∈ W 1,2
w (Ω) yada W 1,2

loc,w(Ω) için Lu =
∑n

i,j=1(a
ij(x)uxi

)xj
operatörü dikkate alınacaktır.

Tanım 4.34. Ω üzerinde |F|/w ∈ L2
w(Ω) olsun. Eğer her φ ∈ C∞

0 (Ω) için∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)uxi
φxj

dx =

∫
Ω

n∑
i=1

fiφxi
dx

ise, u ∈ W 1,2
w (Ω), Lu = −divF denkleminin bir çözümüdür denir ( [20]).

Yukarıdaki tanımda |F|/w ∈ L2
w(Ω) koşulu, her φ ∈ W 1,2

0,w(Ω) için sağ taraftaki integralin

yakınsamasını sağlar.

Aşağıdaki teorem, Teorem 4.31.’in bir sonucudur ( [20]).

Teorem 4.35. |F|/w ∈ L2
w(Ω) ve h ∈ W 1,2

w (Ω) olacak şekilde verildiğinde u−h ∈ W 1,2
0,w(Ω)

olacak şekilde W 1,2
w (Ω) de Lu = −divF denkleminin tek bir çözümü vardır ( [20]).

Teorem 4.36. u, Ω da bir yerel alt çözüm olsun. Bu durumda her BR(x0) ⊂ Ω için

max
BR/2(x0)

u(x) ≤ C

(
1

w(BR(x0))

∫
BR(x0)

u2wdx

)1/2

olacak şekilde C > 0 vardır ( [20]).

Tanım 4.37. f ve w, Rn de yerel integrallenebilir ve w ≥ 0 olsun. Eğer kenarları koordinat

eksenlerine paralel bütün Q küpleri için∫
Q

|f(x)− fQ,w|w(x)dx ≤ Cw(Q)

ise f ∈ BMO(w) dır denir ( [38]).

Sonuç 4.38. w ∈ A∞ ve f ∈ BMO(w) ise Q ⊂ Q0 için

w
(
{Q : |f − fQ,w| > λ}

)
≤ C1e

−C2λw(Q)

sağlanır, burada Q0 sabit bir küptür ( [38]).

Lemma 4.39. u,Ω da Lu = 0 denkleminin pozitif bir yerel çözümü ve 4ρ ≤ d(x0, ∂Ω)

olsun. Bu durumda maxBρ(x0) u≤ CminBρ(x0) u olur, burada C; ρ, u ve x0 dan bağımsızdır

( [20]).
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İspat. İspat Moser iterasyon tekniğine benzer olup [20] ve [47] den faydalanılmıştır. p ̸= 1/2,

v = up, φ ∈ C1
0(Ω) olsun. Bu durumda [47] çalışmasındaki benzer yolla∫

Ω

φ2|Dv|2wdx ≤ C(p)

∫
Ω

|Dφ|2v2wdx

elde edilir. Böylece Teorem 4.28. den

1

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

|v − vBρ(x0),w|2wdx ≤ C

elde edilir, dolayısıyla v ∈ BMO(w) olur. Pozitif bir q için(
1

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

uqwdx

)1/q

≤ C

(
1

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

u−qwdx

)−1/q

(4.52)

elde edilir. Gerçekten w ∈ A∞ olduğundan Sonuç 4.38. den

1

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

eq|v−vB,w|wdx =
1

w(Bρ(x0))

∞∑
n=0

qn

n!

∫
Bρ(x0)

|v − vB,w|nwdx

=
1

w(Bρ(x0))

∞∑
n=1

qn

n!

∫ ∞

0

ntn−1w({Bρ(x0) : |v − vB,w| > t})dt

≤ C
∞∑
n=1

qn

(n− 1)!

∫ ∞

0

tn−1e−Ctdt = C
∞∑
n=1

(q/C)n

(n− 1)!

∫ ∞

0

tn−1e−tdt

= C
∞∑
n=0

(q/C)n+1

n!
Γ(n) = CqΓ(n)eq/C = C

elde edilir. Böylece∫
Bρ(x0)

e−q(v−vB,w)wdx ≤ Cw(Bρ(x0)) ve

∫
Bρ(x0)

eq(v−vB,w)wdx ≤ Cw(Bρ(x0))

elde edilir. Bu eşitsizlikler taraf tarafa çarpılırsa∫
Bρ(x0)

eqvwdx

∫
Bρ(x0)

e−qvwdx ≤ Cw(Bρ(x0))
2

olur ve burada v = logu alınırsa (4.52) elde edilir. Teorem 4.36. v = up ye p < 0 veya p > 1

için uygulanırsa

max
Bρ(x0)

u ≤ C

(
1

w(B2ρ(x0))

∫
B2ρ(x0)

uqwdx

)1/q

; q ≥ 2 ise (4.53)
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ve

min
Bρ(x0)

u ≥ C

(
1

w(B2ρ(x0))

∫
B2ρ(x0)

uqwdx

)1/q

; q < 0 ise

olur. [47] deki Teorem 8.1 deki gibi iterasyon argümanı ile Teorem 4.24. kullanılırsa herhangi

bir α > 0 için(
1

w(Bρ(x0))

∫
Bρ(x0)

uqwdx

)1/q

≤ C

(
1

w(B2ρ(x0))

∫
B2ρ(x0)

uαwdx

)1/α

elde edilir. Böylece (4.52) ve (4.53) ile istenilen elde edilir.

Lemma 4.39. dan aşağıdaki teorem elde edilir.

Teorem 4.40. u, Ω da Lu = 0 denkleminin pozitif yerel çözümü ise her kompakt K ⊂ Ω

için, maxK u ≤ CminK u olacak şekilde u dan bağımsız bir C sabiti vardır ( [20]).

Şimdi yerel Hölder sürekliliği ifade edelim:

Teorem 4.41. u, Ω da Lu = 0 denkleminin yerel çözümü ise u, Ω da yerel Hölder süreklidir.

Daha açık bir ifadeyle eğer x0 ∈ Ω, 0 < ρ < R < 1
16
d(x0, ∂Ω) ise

max
Bρ(x0)

u− min
Bρ(x0)

u ≤ C(ρ/R)λ
(

1

w(BR)

∫
BR

u2wdx

)1/2

olacak şekilde C, λ, 0 < λ < 1 vardır ( [20]).

Teorem 4.42. u, Ω da Lu = −divF denkleminin bir yerel çözümü olsun, burada |F|/w ∈
Lp
w(Ω), p > 2 k

k−1
, k, (4.54) deki gibi ve p, w ∈ Ap/n olacak şekilde çok büyüktür. Bu

durumda u, Ω da yerel Hölder süreklidir. Yani x0 ∈ Ω, 0 < ρ < R < 1
16
d(x0, ∂Ω) ise

max
Bρ(x0)

u− min
Bρ(x0)

u ≤ C

((
1

w(BR)

∫
BR

u2wdx

)1/2

+ |||F|/w||Lp
w(BR)

)λ

olacak şekilde C, λ, 0 < λ < 1 vardır ( [20]).

Uyarı 4.43. w(x1, ..., xn) = |x1| log2 1/|x1| olsun. Bu durumda w ve 1
w

, n ≥ 2 için Rn de

yerel integrallenebilirdir ve her p > 2 için Ap sınıfına ait olup A2 sınıfına ait değildir. Ayrıca

u(x1, ..., xn) = signx1

log 1/|x1| olmak üzere u ∈ W 1,2
w (B1(0)) fonksiyonu göz önüne alınsın. Bu

fonksiyon 0 da Hölder sürekli olmayıp
∑

i(w(x)uxi
)xi

= 0 denklemini sağlar. Dolayısıyla

A∞ ağırlıkları arasında A2 sınıfı Hölder süreklilik sonuçlarının geçerli olduğu en iyi sınıftır

( [20]).

Örnek 4.44. α > −1 için fα(x) = |x|αx olsun. Bu durumda f ′
α(x) = |x|α(δij + α

xixj

|x|2 )

dir. |f ′
α(x)| ile |x|αn eş değerdir. Ayrıca her ξ ∈ Rn için, |f ′

α(x)ξ|2 ile |x|2α|ξ|2 eş değerdir.
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Bu nedenle fα(x), α > −1 için Rn üzerinde quasi-konform dur ve |f ′
α(x)|1−

2
n ile |x|α(n−2)

eş değerdir. α ≥ n
n−2

için |x|α(n−2) /∈ A2 olur, fakat div(A(x)Du(x)) = 0 dejenere eliptik

denklemlerinin çözümleri için uygundur, burada 1
C
|x|β|ξ|2 ≥ A(x)ξ · ξ ≥ C|x|β|ξ|2 ve

β > 2− n dir ( [20]).

Örnek 4.4. deki fonksiyon göz önüne alınsın. −n < β ≤ −(n − 2) ile w(x) = |x|β ∈ A2

olup bu nedenle bunlar tarafından belirlenen dejenere denklemler için yukarıdaki sonuçlar

geçerlidir ( [20]).

Uyarı 4.45. Lemma 4.22. ve Uyarı 4.23. te BR ⊂ Rn bir yuvar ve k > 1 olmak üzere her

φ ∈ C∞
0 (BR) için(

1

w(BR)

∫
BR

φ2kwdx

)1/2k

≤ CR

(
1

w(BR)

∫
BR

|Dφ|2wdx
)1/2

(4.54)

eşitsizliğinin benzerinin kesirli integraller için gerçeklenmesi için gerek ve yeter şartın

w ∈ A2 olduğu gösterilmişti. Buna rağmen, w /∈ A2 olup ta (4.54) ün geçerli olduğu

w ağırlıkları vardır. Bu ağırlıkların önemli örnekleri w = |F′(x)|1−2/n dir, burada F, Rn de

quasi-konformdur (ayrıca bakınız [28]). [20] de w(x) = |F′(x)|1−2/n ile çözümlerin yerel

Hölder sürekliliği ve (4.51) denkleminin negatif olmayan çözümleri için Harnack eşitsizliği

kanıtlanmıştır.

4.3. Parabolik Ağırlıklı Sobolev-Poincaré Tipli Eşitsizlikler

Bu kısımda öncelikle parabolik denklemler örneklerle tanıtılmıştır. Daha sonra

parabolik Ap sınıfının tanımı verilmiştir. Son olarak ta parabolik ağırlıklı Sobolev-Poincaré

tipli eşitsizlikler verilmiştir.

4.3.1. Parabolik Denklemler

Bu kısımda, Ω ⊂ Rn açık, sınırlı ve bir sabit T > 0 zamanı için ΩT = Ω × (0, T ]

olsun. İlk olarak,
ut + Lu = f, ΩT de

u = 0, ∂Ω× [0, T ] de

u = g, Ω× {t = 0} da

başlangıç (sınır) değer problemi göz önüne alınsın, burada f : ΩT → R ve g : Ω → R verilip

u = u(x, t), u : ΩT → R bilinmeyendir. L, her t zamanı ve verilen aij, bi, c (i, j = 1, ..., n)
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katsayıları için

Lu = −
n∑

i,j=1

(aij(x, t)uxi
)xj

+
n∑

i=1

bi(x, t)uxi
+ c(x, t)u

divergence biçiminde ya da

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x, t)uxixj
+

n∑
i=1

bi(x, t)uxi
+ c(x, t)u

divergence biçiminde olmayan ikinci basamaktan bir kısmi diferansiyel operatörü göstermektedir

( [19]).

Tanım 4.46. Her (x, t) ∈ ΩT , ξ ∈ Rn için

n∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ θ|ξ|2

olacak şekilde bir θ > 0 sabiti var ise ∂
∂t

+ L kısmi diferansiyel operatörüne (düzgün)

paraboliktir denir ( [19]).

Uyarı 4.47. L her sabit 0 ≤ t ≤ T zamanı için x uzaysal değişkenine göre düzgün eliptik bir

operatörüdür [19].

aij ≡ δij , bi ≡ c ≡ f ≡ 0 olduğu durumda L = −△ olup ∂u
∂t

+ Lu = 0 kısmi

diferansiyel denklemi ısı denklemi haline gelir. Aslında genel ikinci basamaktan parabolik

kısmi diferansiyel denkleminin çözümleri birçok yönden ısı denkleminin çözümlerine benzer.

Genel 2. basamaktan parabolik denklemler, fiziksel uygulamalarda Ω bölgesindeki bir u

niceliğinin, örneğin bir kimyasal konsantrasyonun yoğunluğunun zaman içindeki evrimini

tanımlar. Difüzyon süreçlerinin olasılıksal çalışmasından elde edilen Fokker-Planck ve

Kolmogorov denklemleri de ikinci basamaktan parabolik denklemlerdir ( [19]).

Harnack eşitsizliğinin ilk parabolik versiyonu, Hadamard ( [26]) ve Pini ( [44]) ye

aittir ve ısı denkleminin negatif olmayan çözümlerine uygulanmıştır: u, ΩT ≡ Ω × (0, T ),

0 < T < ∞ silindirik bölgesinde ısı denkleminin negatif olmayan bir çözümü olsun ve

(x0, t0) ∈ ΩT için Sρ ≡ Bρ(x0)× (t0 − ρ2, t0] silindiri göz önüne alınsın. Eğer S2ρ ⊂ ΩT ise,

bu durumda

u(x0, t0) ≥ γ sup
Bρ(x0)

u(x, t0 − ρ2) (4.55)

olacak şekilde sadece n ye bağlı bir γ sabiti vardır. Moser [40] daki çalışmasında V m,p(ΩT ),

||u||V m,p(ΩT ) = esssup 0<t<T ||u(·, t)||Lm(Ω) + ||Du||Lp(ΩT ) normuyla Banach uzayı olmak
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üzere {
u ∈ V 1,2(ΩT )

ut − (aij(x, t)uxi
)xj

= 0,ΩT de
(4.56)

denkleminin negatif olmayan zayıf çözümleri için (4.55) in geçerli olduğunu göstermiştir,

burada aij ∈ L∞(ΩT ) eliptiklik koşulunun benzerini sağlamaktadır. Bu sonuç, zayıf

çözümlerin ΩT de yerel Hölder sürekli olduğunu kanıtlar. (4.56) nın lineerliği ispat için

önemsiz olduğundan, eliptik durumunda olduğu gibi, bu sonuçların aşağıdaki tipteki

quasilineer denklemlere bir genişlemesi beklenebilir:{
u ∈ V 1,p(ΩT )

ut−diva(x, t, u,Du) = b(x, t, u,Du),ΩT de
(4.57)

burada yapı koşulu (4.48) daki gibidir. Ancak J. Moser’in ispatı yalnızca p = 2 durumu için

yani esas kısmı |Du| ya göre doğrusal bir büyümeye sahip denklemler için genişletilebilir.

Bu durum D.G. Aronson ve J. Serrin ( [1]) ve N.S. Trudinger ( [56]) in çalışmalarında

görülmektedir. E.De Gorgi’nin yöntemleri de genişletilememiştir. O.A. Ladyzenskaja,

V.A. Solonnikov ve N.N. Ural’tzeva ( [35]) (4.57) çözümlerinin esas kısımlarının |Du|
ya göre tam olarak lineer bir büyümeye sahip olması koşuluyla Hölder sürekli olduğunu

kanıtlamıştır. Benzer sonuçlar S.N. Kruzkov ( [31–33]) ve J. Nash ( [43]) tarafından tamamen

farklı yöntemlerle ortaya konmuştur. Bu nedenle eliptik durumdan farklı olarak esas kısmın

dejenerasyonu veya singülerliği kendine özgü bir rol oynar. Örneğin

ut − div|Du|p−2Du = 0, ΩT de, p > 1

lineer olmayan denklemi için, negatif olmayan zayıf çözümlerin Harnack eşitsizliğini sağlayıp

sağlamadığı veya bir çözümün yerel Hölder sürekli olup olmadığı belirlenememiştir ( [10]).

Kısım 4.2. de ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizliği ve bunun yardımıyla bir dejenere

eliptik denklemin çözümünün düzgünlük çalışmaları incelenmişti. Bu sonuçlardan sonra

dejenere parabolik denklemler için de düzgünlük çalışmaları yapılmıştır ( [7–9, 24, 51]).

Ancak, bu çalışmalarda ele alınan ağırlıklar zaman değişkeninden bağımsızdır veya zaman

yada uzay değişkenleri üzerinde ayrı ayrı Ap koşulunu sağlamaktadır. [13] de L. Diening,

M. Lee ve J. Ok tarafından parabolik kısmi türevli denklemlerden ortaya çıkan Sobolev

uzayları ve parabolik yapıda doğal bir Muckenhoupt sınıfı olan ve parabolik Ap sınıfı olarak

adlandırılan ağırlıklar ele alınmıştır ve bu parabolik yapıda Sobolev-Poincaré tipli eşitsizlikler

elde edilmiştir. Daha açık bir ifadeyle, u(·, t) ∈ W 1,1(Ω), Du ∈ L1(Ω× I) olmak üzere

ut = divxF, Ω× I da, (4.58)
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divergence biçimindeki lineer parabolik denklemlerin dağılımsal çözümü olan bir u

fonksiyonu göz önüne alınmıştır, burada (x, t) ∈ Ω× I ⊂ Rn × R, F ∈ L1(Ω× I,Rn) dir.

Burada (4.58) in u dağılımsal çözümü dendiğinde u nun her φ ∈ C∞
0 (Ω× I) için∫

Ω×I

uφtdx =

∫
Ω×I

F ·Dxφdx

eşitliğini sağladığı anlaşılacaktır. Bu durumda u, t ye göre diferansiyellenebilir olmayabilir,

ancak dağılımsal anlamda (4.58) i sağlar. Bu konuyla ilgili olarak, Lp uzayından daha geniş

bir sınıf olan Orlicz uzayı çerçevesinde u için parabolik Poincaré tipli bir eşitsizlik [14] de elde

edilmiştir. Bu bölümde u için [13] de elde edilen parabolik Ap sınıfından ω = ω(x, t) ağırlığı

ve p > 1 için F ∈ Lp
ω(Ω× I,Rn) ile Sobolev-Poincaré tipli eşitsizlikler incelenecektir.

Şimdi bu bölümdeki bazı gösterimler ifade edilsin. Rn × R = Rn+1 deki noktalar x =

(x, t) = (x1, ..., xn, t) ve y = (y, t̃) = (y1, ..., yn, t̃) biçiminde olsun. x ve y noktaları

arasındaki parabolik d uzaklığı

d(x, y) := max
{

| x− y |,
√
| t− t̃ |

}
ile tanımlanır, burada | · | Öklid metriğidir. x ∈ Rn+1 ve ri > 0, i = 1, ..., n + 1 ile

r := (r̃, rn+1) = (r1, ..., rn, rn+1) için Qr(x) parabolik dikdörtgeni Qr(x) := Kr̃(x) × (t −
r2n+1, t + r2n+1) ile tanımlanır, burada Kr̃(x) :=

{
y ∈ Rn :| xi − yi |< ri, i = 1, ..., n

}
,

n− boyutlu bir dikdörtgendir. r > 0 olmak üzere her i = 1, ..., n + 1 için ri = r ise

Qr(x) = Qr(x) yazılır. Qr(x) bir parabolik küp olarak adlandırılır. Qr = Qr(0) yazılacaktır.

U , Rn+1 de sınırlı açık ve v : U → R ise, v nin uzaysal gradienti Dv = (vx1 , ..., vxn) ile, v

nin uzaysal Hessian’ı D2v ile ve v nin zamana göre türevi vt ile gösterilecektir ( [13]).

4.3.2. Parabolik Ap Sınıfı

Bu kısımda, kısım 4.1. de tanıtılan Ap sınıfına benzer şekilde parabolik Ap

sınıfının tanımı verilip kalorik Riesz potansiyelinin yüksek mertebeden integrallenebilirliği

incelenecektir. İspatlarda Ap sınıfının sağladığı özellikler Ap için de kullanılacaktır.

1 < p < ∞ için Rn+1 de bir ω ağırlığı, yani Rn+1 de yerel integrallenebilir bir ω fonksiyonu,

eğer

[ω]Ap = sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx
)(

1

|Q|

∫
Q

ω(x)−
1

p−1dx
)p−1

< ∞

ise ω ∈ Ap ile gösterilen bir parabolik Ap ağırlığı olarak adlandırılır, burada supremum tüm

Q ⊂ Rn+1 parabolik küpleri üzerinden alınmaktadır. Ölçülebilir E ⊂ Rn+1 kümeleri için ω

ağırlığı ile ω(E) =
∫
E
ω(x)dx ölçüsü tanımlanır.
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U ⊂ Rn+1 sınırlı olsun. ω ∈ Ap verildiğinde, U üzerinde

|| u ||Lp
ω(U)=

(∫
U

| u(x) |p ω(x)dx
)1/p

< ∞

olacak şekilde tüm ölçülebilir u fonksiyonlarını içeren ağırlıklı Lebesgue uzayı Lp
ω(U)

ile gösterilecektir. W 2,1,p
ω (U) uzayı u, ut, Du, D2u, Lp

ω(U) ya ait olacak şekildeki u

fonksiyonlarının kümesi olarak tanımlanır. ω ≡ 1 olduğunda, W 2,1,p(U) yazılır ( [13]).

Parabolik maksimal operatörü

Mf(x) = sup
s>0

1

|Qs|

∫
Qs(x)

| f(y) | dy

şeklinde tanımlanır ve ω ∈ Ap iken parabolik yapıda Lp
ω(Rn+1) de sınırlıdır ( [4]). Son olarak,

Rn+1 de ölçülebilir bir f fonksiyonunun kalorik Riesz potansiyeli

Iαf(x) =
∫
Rn+1

f(y)
d(x, y)n+2−α

dy

ile tanımlanır, burada 0 < α ≤ n+ 2 dir ( [17]). α = 1 iken I1 = I olsun.

Aşağıda kalorik Riesz potansiyelinin yüksek mertebeden integrallenebilirliği kanıtlanmıştır.

Lemma 4.48. 1 < p < ∞ ve ω ∈ Ap olsun. Eğer f ∈ Lp
ω(Rn+1) ve Rn+1\Qr de f ≡ 0 ise

bir C = C(n, p, [ω]Ap) > 0 için(
1

ω(Qr)

∫
Qr

I | f | (x)pkω(x)dx
) 1

pk

≤ Cr

(
1

ω(Qr)

∫
Qr

| f(x) |p ω(x)dx
) 1

p

elde edilir, burada k > 1 (4.59) da verilmiştir ( [13]).

İspat. Sonuç 4.13. den bir q ∈ (1, p) için ω ∈ Aq dur ve [ω]Aq > 0 sadece n, p ve [ω]Ap ye

bağlıdır. Bundan başka q > p
n+2

olsun. Herhangi bir ε > 0 için

I | f | (x) =
∫
d(y,x)≤ε

| f(y) |
d(x, y)n+1

dy +

∫
d(y,x)>ε

| f(y) |
d(x, y)n+1

dy = I1 + I2

olsun. | Q2−jε(x) | = 2n+1(2−jε)n+2 olduğundan

I1 =
∞∑
j=0

∫
2−j−1ε<d(y,x)≤2−jε

| f(y) |
d(x, y)n+1

dy ≤
∞∑
j=0

2(j+1)(n+1)ε−(n+1)

∫
d(y,x)≤2−jε

| f(y) | dy

≤ C(n)ε
∞∑
j=0

2−j 1

|Q2−jε|

∫
Q

2−jε

| f(y) | dy ≤ C(n)εMf(x)
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olur. (Qr)
c de f ≡ 0 olduğundan Hölder eşitsizliği ve ω ∈ Aq ile

I2 ≤
(∫

Qr

| f(y) |p ω(y)dy
) 1

p
(∫

Qr

ω(y)−
1

q−1dy
) q−1

p
(∫

d(y,x)>ε

d(x, y)−
p(n+1)
p−q dx

) p−q
p

≤ C

(∫
Qr

| f(y) |p ω(y)dy
) 1

p
(∫

Qr

ω(y)−
1

q−1dy
) q−1

p

ε1−
q(n+2)

p

olur, son eşitsizlikte∫
d(y,x)>ε

d(x, y)−
p(n+1)
p−q dx = 2

∫ ε2

0

∫
|x|>ε

| x |−
p(n+1)
p−q dxdt+ 2

∫ ∞

ε2

∫
|x|>

√
t

| x |−
p(n+1)
p−q dxdt

+ 2

∫ ∞

ε2

∫
0<|x|≤

√
t

t−
p(n+1)
2(p−q) dxdt

≤ C

∫ ε2

0

ε−
p(n+1)
p−q

+ndt+ C

∫ ε2

0

t−
p(n+1)
2(p−q)

+n
2 dt = Cε−

p(n+1)
p−q

+n+2

kullanılmıştır. Şimdi ε > 0

ε = Mf(x)−
p

q(n+2)

(∫
Qr

| f(y) |p ω(y)dy
) 1

q(n+2)
(∫

Qr

ω(y)−
1

q−1dy
) q−1

q(n+2)

olarak alınırsa

I | f | (x) ≤ CMf(x)1−
p

q(n+2)

(∫
Qr

| f(y) |p ω(y)dy
) 1

q(n+2)
(∫

Qr

ω(y)−
1

q−1dy
) q−1

q(n+2)

elde edilir. Şimdi

k =
q(n+ 2)

q(n+ 2)− p
(4.59)

olsun. Böylece (∫
Qr

I | f | (x)pkω(x)dx
) 1

pk

≤ C

(∫
Qr

| f(y) |p ω(y)dy
) 1

q(n+2)
(∫

Qr

ω(y)−
1

q−1dy
) q−1

q(n+2)
(∫

Qr

Mf(x)pω(x)dx
) 1

pk

elde edilir. M nin sınırlılığından ve (Qr)
c de f ≡ 0 olduğundan(∫

Qr

I | f | (x)pkω(x)dx
) 1

pk

≤ C

(∫
Qr

| f(x) |p ω(x)dx
) 1

p
(∫

Qr

ω(x)−
1

q−1dx
) q−1

q(n+2)
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olur. Son olarak, ω ∈ Aq olduğundan(∫
Qr

I | f | (x)pkω(x)dx
) 1

pk

≤ C

(∫
Qr

| f(x) |p ω(x)dx
) 1

p

| Qr |
q−1

q(n+2)

(
ω(Qr)

| Qr |

)− 1
q(n+2)

≤ Cr

(
1

ω(Qr)

∫
Qr

| f(x) |p ω(x)dx
) 1

p

ω(Qr)
1
pk

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

4.3.3. Parabolik Denklemlerin Çözümleri İçin Ağırlıklı Sobolev-Poincaré Tipli

Eşitsizlikler

Bu kısımda önceki bölümün temel sonucu olan ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizliğinin

parabolik biçimi incelenecektir.

Divergence biçiminde olmayan ikinci mertebeden lineer parabolik

ut − aij(x, t)uxixj
= f, ΩT de (4.60)

denklemleri göz önüne alınsın, burada A = (aij), n× n matrisi uygun düzgün eliptiklik ve

sınırlılık koşullarını sağlar. Bu denklem için, eğer Ω, C1,1 de, A sürekli ve f ∈ Lp(ΩT ) ise

W 2,1,p(ΩT ) de güçlü bir u çözümü olduğu iyi bilinmektedir, yani ΩT nin parabolik sınırında

u = 0 olmak üzere Lp uzayında ut, Du, D2u zayıf türevleri mevcuttur. W 2,1,p uzayında

herhangi bir Qr parabolik kübü ve u ∈ W 2,1,p(Qr) fonksiyonu için(
1

|Qr|

∫
Qr

| Du− (Du)Qr |pk dx
) 1

pk

≤ Cr

(
1

|Qr|

∫
Qr

(| ut |p + | D2u |p)dx
) 1

p

(4.61)

Sobolev-Poincaré tipli eşitsizlik elde edilir ( [36]), burada p < n+ 2 ise k = n+2
n+2−p

> 1 dir.

Yukarıdaki eşitsizlikte sağ taraf t değişkenine göre Du nun türevini değil ut yi içermektedir.

Bu nedenle Lp düzgünlük teorisi (4.60) için incelendiğinde, ut ve D2u yu dikkate almak

yeterlidir. [2, 3, 15] çalışmalarında ağırlıklı uzaylarda kuvvetli çözümler üzerinde çalışılmıştır,

ancak (4.61) in ağırlıklı biçimi araştırılmamıştır. Bu kısımda (4.61) in ağırlıklı biçimi

incelenecektir. Ağırlıksız durumun aksine, temel zorluk her zaman diliminde(
1

ω(Br)

∫
Br

| f − fBr |pk ωdx

) 1
pk

≤ Cr

(
1

ω(Br)

∫
Br

| Df |p ωdx

) 1
p

klasik ağırlıklı Sobolev-Poincaré eşitsizliğinden yararlanılamamasıdır. Çünkü her zaman

diliminde parabolik Ap sınıfındaki bir ağırlık fonksiyonunun, x → ω(x, t), kısıtlaması genel

olarak Ap sınıfına ait değildir ( [13]).
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Divergence biçimindeki bir parabolik denklem için Poincaré tipli eşitsizlikler aşağıdaki

lemmada verilmiştir.

Lemma 4.49. Eğer h.h. t ∈ I için u(·, t) ∈ W 1,1(Ω), Du ∈ L1(Ω × I) ve r/2 ≤ r ≤ 2r

için F ∈ L1(Qr,Rn) ile Qr de ut =divF nin dağılımsal bir çözümü u ise, bu durumda bir

C = C(n) > 0 için ∫
Qr

| u− uQr | dx ≤ Cr

∫
Qr

(| Du | + | F |)dx (4.62)

elde edilir ( [14]).

Bu bölümün ana sonucu olan Sobolev-Poincaré tipli eşitsizlik aşağıdaki teoremde verilmiştir.

Eğer her i = 1, 2, ..., n+ 1 ve 0 < a < b için a ≤ ri ≤ b ise a ≤ r ≤ b yazılacaktır.

Teorem 4.50. 1 < p < ∞, ω ∈ Ap ve h.h. t ∈ (−r2, r2) için u(·, t) ∈ W 1,1(Kr), Du ∈
L1(Kr × (−r2, r2)), Du ∈ Lp

ω(Qr,Rn) ile Qr de ut =divF nin dağılımsal bir çözümü u ise

bu durumda bir k = k(n, p, [ω]Ap) > 1 için u ∈ Lpk
ω (Qr) dir, burada F ∈ Lp

ω(Qr,Rn) dir ve

bir C = C(n, p, [ω]Ap) > 0 için(
1

ω(Qr)

∫
Qr

| u− uQr |pk ωdx
) 1

pk

≤ Cr

(
1

ω(Qr)

∫
Qr

(| Du | + | F |)pωdx
) 1

p

elde edilir ( [13]).

İspat. uQr = 0 durumunda teoremi kanıtlamak yeterlidir, çünkü v = u−uQr ayrıca dağılımsal

anlamda vt =divF denklemini sağlamaktadır. y ∈ Qr

lim
ρ→0

1

|Qρ|

∫
Qρ(y)

| u(x)− u(y) | dx = 0

koşulunu sağlasın. Böyle bir y noktası u nun parabolik Lebesgue noktası olarak adlandırılır.

Parabolik Lebesgue noktası olmayan noktalar kümesinin Rn+1 de sıfır Lebesgue ölçüsüne

sahip olduğu kolayca görülebilir. rj = 21−jr, j = 0, 1, 2, ..., ve Q̃j = Qrj(y) ∩ Qr olsun.

Bu durumda Q̃0 = Qr ve Q̃j nin bir ξ ∈ Qr için rj/2 ≤ r ≤ rj ile bir Qr(ξ) parabolik

dikdörtgen olduğu görülür, buradan |Q̃j| ≈ |Qrj(y)| ≈ rn+2
j olur, burada ilgili sabitler sadece

n ye bağlıdır. (4.62) ile

| u(y) |≤
∞∑
j=0

| uQ̃j
− uQ̃j+1

| ≤ C
∞∑
j=0

1

|Q̃j|

∫
Q̃j

| u− uQ̃j
| dx

≤ C

∞∑
j=0

1

|Q̃j|

∫
Q̃j

rj(| Du | + | F |)dx
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elde edilir. Bu durumda, h.h. y ∈ Qr için Qrj(y) =
⋃̇∞

i=j(Qri(y)\Qri+1
(y)) olduğundan

| u(y) | ≤ C

∞∑
j=0

∞∑
i=j

∫
(Qri (y)\Qri+1 (y))∩Qr

|Du|+ |F|
rn+1
i

dx

= C
∞∑
i=0

( i∑
j=0

1

2(n+1)(i−j)

)∫
(Qri (y)\Qri+1 (y))∩Qr

|Du|+ |F|
rn+1
i

dx

≤ C

∫
Qr

| Du(x) | + | F(x) |
d(x, y)n+1

dx = CI(| Du | + | F |)XQr(y)

elde edilir. Son olarak, Lemma 4.48. f = (| Du | + | F |)XQr ile uygulanırsa(
1

ω(Qr)

∫
Qr

| u |pk ωdx
) 1

pk

≤
(

1

ω(Qr)

∫
Qr

(I(| Du | + | F |)XQr)
pkωdx

) 1
pk

≤ Cr

(
1

ω(Qr)

∫
Qr

(| Du | + | F |)pωdx
) 1

p

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Uyarı 4.51. k sabiti (4.59) da verilmiştir. Ağırlıklı olmayan durumda p < n+ 2 ile ω ≡ 1 ∈
A1 olduğundan k = n+2

n+2−p
seçilebilir ve dolayısıyla Lemma 4.48. ün ispatında q = 1 olarak

alınabilir ( [13]).

Teorem 4.50. den |u|p ω nın aşağıdaki yüksek integrallenebilirliğine ulaşılır.

Sonuç 4.52. Teorem 4.50. nin koşulları ile bir γ ∈ (1, k) için | u |p ω ∈ Lγ(Qr) olur ve bir

C = C(n, p, [ω]Ap) > 0 için(
1

|Qr|

∫
Qr

(| u− uQr |p ω)γdx
) 1

pγ

≤ Cr

(
1

|Qr|

∫
Qr

(| Du |p + | F |p)ωdx
) 1

p

elde edilir, burada γ sadece n, p ve [ω]Ap ye bağlıdır ve k > 1 (4.59) da verilmiştir ( [13]).

İspat. Hölder eşitsizliği ile

1

ω(Qr)

∫
Qr

(| u− uQr |pω)γdx ≤
(

1

ω(Qr)

∫
Qr

| u− uQr |pkωdx
) γ

k
(

1

ω(Qr)

∫
Qr

ω
(k−1)γ
k−γ dx

) k−γ
k

elde edilir. (
1

|Qr|

∫
Qr

ω1+ε0dx
) 1

1+ε0

≤ C
1

|Qr|

∫
Qr

ωdx (4.63)
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ters Hölder eşitsizliği göz önüne alınsın, burada ε0, C > 0 sadece n, p ve [ω]Ap ye bağlıdır.

γ ∈ (1, k), 1 < (k−1)γ
k−γ

< 1 + ε0 olacak şekilde seçilsin. (4.63) eşitsizliğinin kullanılmasıyla(
1

ω(Qr)

∫
Qr

ω
(k−1)γ
k−γ dx

) k−γ
k

=

(
|Qr|
ω(Qr)

) k−γ
k
(

1

|Qr|

∫
Qr

ω
(k−1)γ
k−γ dx

) k−γ
k

≤ C

(
|Qr|
ω(Qr)

) k−γ
k
(

1

|Qr|

∫
Qr

ωdx
) (k−1)γ

k

= C

(
ω(Qr)

|Qr|

)γ−1

elde edilir. Böylece Teorem 4.50. den(
1

ω(Qr)

∫
Qr

(|u− uQr |pω)γdx
) 1

pγ

≤ Cr

(
1

ω(Qr)

∫
Qr

(|Du|p + |F|p)ωdx
) 1

p
(
ω(Qr)

|Qr|

) γ−1
γp

elde edilir.

W 2,1,1 uzayındaki fonksiyonlar ele alınarak ve önceki kısımdaki sonuçlardan bir ω ∈ Ap,

1 < p < ∞ ağırlığı ile Du uzaysal gradienti için ağırlıklı Sobolev-Poincaré tipi eşitsizlik elde

edilecektir.

Teorem 4.53. 1 < p < ∞ ve ω ∈ Ap olsun. Eğer u ∈ W 2,1,1(Qr) ve ut,|D2u| ∈ Lp
ω(Qr) ise

bu durumda (4.59) da verilen k > 1 ile Du ∈ Lpk
ω (Qr,Rn) dir ve bir C = C(n, p, [ω]Ap) > 0

için(
1

ω(Qr)

∫
Qr

|Du− (Du)Qr |pkωdx
) 1

pk

≤ Cr

(
1

ω(Qr)

∫
Qr

(|D2u|p + |ut|p)ωdx
) 1

p

elde edilir ( [13]).

İspat. i = 1, 2, ..., n için vi = uxi
olsun. Bu durumda f i

i = ut ve her j ̸= i için f i
j = 0 ile

Fi = (f i
1, ..., f

i
n) iken Qr de h.h.y. (vi)t = (ut)xi

=divFi elde edilir. Bu nedenle Teorem 4.50.

ile her i = 1, ..., n için(
1

ω(Qr)

∫
Qr

|uxi
− (uxi

)Qr |pkωdx
) 1

pk

≤ Cr

(
1

ω(Qr)

∫
Qr

(|D(uxi
)|p + |Fi|p)ωdx

) 1
p

≤ Cr

(
1

ω(Qr)

∫
Qr

(|D2u|p + |ut|p)ωdx
) 1

p

elde edilir. Bu ispatı tamamlar.

Uyarı 4.54. Yukarıdaki teoremden |Du|pω nın yüksek integrallenebilirliği elde edilir. Bu

bölümdeki yöntemlere benzer argümanlar ile [21, 45] de homojen tipteki uzaylar için ağırlıklı

Sobolev-Poincaré tipli eşitsizlikler elde edilmiştir ( [13]).
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tezde ilk olarak kısmi diferansiyel denklemler teorisinde önemli bir yeri olan

Sobolev-Poincaré eşitsizliğinin ağırlıklı biçimi ve uygulama alanı ele alınmıştır. Daha

sonra bu eşitsizliğin parabolik yapıda elde edilen biçimi ele alınmıştır. Konuların daha

iyi anlaşılabilmesi için bazı ispatlar açıklayıcı hale getirilmiştir. Bu konuda araştırma yapmak

isteyenler için temel bilgiler ve son yıllarda yapılan araştırmalar birlikte verilmeye çalışılmıştır.

Bu tez ile konuların temelleri iyi bir şekilde anlaşılacağından literatürde var olan

ve bu tezdeki konulara yakın başka çalışmalar çok rahatlıkla incelenebilecektir. Böylece

araştırmacılar için yeni sonuçları elde edebilmelerini sağlayacak uygun bilgi alyapısı

sağlanmış olacaktır.
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KİŞİSEL BİLGİLER
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