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ONSOZ
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

HARMONIK ANALIZDE REEL HARDY UZAYLARI VE INTEGRAL
OPERATORLERI

Emre YILDIRIM

KIRSEHIR AHI EVRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Damsman: Prof. Dr. Ali AKBULUT

Bu yiiksek lisans tezinde, Hardy uzaylar1 ve harmonik analizin klasik operatorlerinin bu
uzaylardaki sinirliliklart hakkinda bilgi verilecektir.

Ik boliimde, literatiirde bu konu ile ilgili arastirmalar1 olan bir cok matematikci hakkinda
bilgi verilmis ve bu ¢alismanin amacindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, tez konusunda gegen bazi temel tanim ve 6zellikler verilecektir.
Uciincii boliimde, Hardy uzaylarinin karakterizasyonu, tanim ve 6zellikleri verilecektir.

Son boliimde ise harmonik analizin integral operatorlerinin Hardy uzaylarindaki sinirliliklar
ile ilgili sonuglara yer verilecektir.

May1s 2023, 88 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Teget olmayan maksimal fonksiyon, radyal maksimal fonksiyon,Grand

maksimal fonksiyon, singiiler integral operator, Riesz potansiyeli.
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ABSTRACT

MSc THESIS

REAL HARDY SPACES AND INTEGRAL OPERATORS ON
HARMONIC ANALYSIS

Emre YILDIRIM

KIRSEHIR AHI EVARAN UNIVERSITY
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor: Prof. Dr. Ali AKBULUT

In this thesis, we will inform you about Hardy spaces and the boundedness of classical
operators of harmonic analysis in these spaces.

In the first section, information is given about many mathematicians studying in this field in
the literature and also about the purpose of this study.

In the second section, some basic definitions and features of the thesis will be given.

In the third section, the characterization, definition and properties of the Hardy spaces will
be given.

In the last section, the results about the boundedness of integral operators of harmonic
analysis in Hardy spaces will be given.

May 2023, 88 Pages.

Keywords: Nontangential maximal function, radial maximal function,grand maximal function,

singular integral operator, Riesz potential.
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1. GIRIS

E. M. Stein ve G. Weiss [28] ve A.P. Calderén ve A. Zygmund [5] tarafindan verilen Re H?(R")
(reel Hardy) uzaylarinin ilk tanimi analitik fonksiyonlarla yakindan iligkilidir. 1970’1i yillarda
reel Hardy uzaylarinin reel de8iskenli karakterini ifade eden yeni gelismeler ortaya ¢ikmistir.
Aslinda, Hardy ve Littlewood daha 6nceki yillarda "f € ReHP(R) = Pi(f)(x) =
SUP|y_q<¢ |(f * P2)(y)| € LP(R)" 6nermesinin dogru oldugunu gostermislerdi. 1971 yilinda
D.L. Burkholder, R.F. Gundy ve M.L. Silverstein [4] bu 6nermenin tersinin de dogru oldugunu
gosterdi. Boylece, "f € ReHP(R) <« f € PL(f)(z)," (P5(f)(2); (f fonksiyonunun
Poisson teget olmayan maksimal fonksiyonu.) Acikcasi, ReH?(R) uzaymin bu karakteri,
analitik fonksiyonlarin 6zellikleri kullanilarak verilen yukaridaki tanimindan bagimsizdir.
Fakat bu karakterizasyon hala tam anlamiyla harmonik fonksiyonlara bagli olmaktan kurtula-
mamistir.  Ciinkii tamimda Poisson c¢ekirdegi kullanilmaktadir. Boylece ortaya "Poisson
cekirdegi birime yaklagik bagka bir ¢cekirdekle degistirilebilr mi?" sorusu ¢ikti. 1972 yilinda,
C. Fefferman, E.M. Stein [15] bu soruya olumlu cevap verdiler ve reel degiskenli metodlardan
n-boyutlu versiyonu i¢in yukaridaki karakterisazyonlar genislettiler ve Re H?(R") uzaylarimin

tanimina denk bir karakterizasyonu elde ettiler.

Bu yiiksek lisans tezinde, Hardy uzaylarinin ¢esitli karakterizasyonlar: verilerek, Riesz potan-

siyel ve singiiler integral operatorlerin bu uzaylardaki sinirliliklar: incelemistir.

Bu tez konusunu bir baslangig¢ kabul edilerek, "Integral Operatérlerin Reel Hardy Uzaylarinda
Sinirlilig1" konusunda daha ileri diizeyde ¢alismalar yapabilmek icin bir temel olusturulmasi

hedeflenmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, baz1 temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Normlu Uzaylar

Tanmim 2.1. X, K cismi {izerinde tanimli bir vektor uzayi olsun. Eger
=X =R, x— |

doniisiimii Vx,y € X ve a € Kicin

(V) flzlf =z 0ve |z =0 =z =0

(N2) Jla]| = |af |||

(Ns) |z +yll < llz]l + llyll (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||-||) ikilisine bir

normlu vektor uzayi denir. (X ||-||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir [2].

Teorem 2.2. X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor uzay1 olsun.
|-]: X—=R

seklinde taniml1 her norm doniisiimii X vektor uzayi tizerinde siireklidir [2].

Teorem 2.3. Bir K cismi iizerinde tanimli herhangi bir X normlu vektor uzayinda vektorel

toplama ve skalerle carpma doniisiimleri stireklidir [2].

Tanim 2.4. (Denk Norm) X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor uzayi olsun. Vo € X i¢in

cllzfly < llzllz < Cllzfl



olacak sekilde ¢, C' € R pozitif sayilart varsa X tizerinde tanimli || - ||; ve || - ||2 normlarina

denk normlar denir [24].

Tanmm 2.5. {z,} ~,, (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi ve zy € X olsun. Eger
lim ||z, — 20| =0
n—oo

olursa x,, dizisi z( noktasina yakinsiyor denir ve x,, — =z veya lim x, = x, seklinde
n—oo

gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama denir [24].

Tanim 2.6. (Cauchy Dizisi) (X, || - ||) normlu uzay: iginde {x,,} -, bir dizi olsun.
Ve > 0igin m,n > n. oldugunda ||z, — z,,|| < € olacak sekilde ¢ sayisina baglt bir n.

dogal say1s1 varsa {z, } _, , bir Cauchy dizisidir denir [24].

Tanim 2.7. (Banach Uzay1) Bir (X, ||-||) normlu uzay: i¢indeki her Cauchy dizisi X i¢indeki

bir noktaya yakinstyor ise bu (X, || - ||) normlu uzayina Banach Uzayi ad1 verilir [2].

Tamim 2.8. (Riesz-Fischer ozelligi) Eger

> luallx < oo 2.1)
n=1
ozelligine sahip her {u, }°°, i¢in Y u, = u olacak sekilde bir u € X varsa, yani
n=1
i [S ] =
k=1 D¢
oluyorsa (X, || - || x) uzayina Riesz-Fisher 6zelligini sagliyor denir [22].

Teorem 2.9. Bir normlu lineer uzayin tam olmasi icin gerek ve yeter sart Riesz-Fischer

ozelligine sahip olmasidir [22].



2.2. Operator Teorisi

Tanim 2.10. X ve Y iki lineer uzay ve 7' : Dy C X — Y bir fonksiyon olsun. 7T
fonksiyonuna operator denir. Burada D, T' nin tamim kiimesi ve R = T (Dr) C Y de

T' nin goritintii kiimesidir [2].

Tamm 2.11. R" iizerinde Olciilebilir fonksiyonlar kiimesinin bir lineer alt uzayr G olmak

tizere T : G — G operatori Vf, g € G ve VA € R igin

T(f+9)=T(f) +T(g) ve T(Af) = T(f)

sartlarini sagliyorsa lineer operator,

T(f + 9 < TN+ T ()] ve TS = AT

sartlarin1 sagliyorsa altlineer operator, bir C' > 0 sabiti icin

T(f+ 9l <CUTNI+IT (D) ve [T = AT

sartlarini saglhiyorsa quasilineer operator olarak adlandirilir [2].

Tanmm 2.12. 7' : X — X operatorii verilsin. Vo € X i¢in T'(x) = x ise T operatdriine

birim(veya 6zdeslik) operatorii denir. [x veya [ ile gosterilir [2].

Tanmm 2.13. X ve Y iki normlu uzay ve D (7)) C X olmak tizere 7 : D (T) — Y lineer
operator olsun. Eger Vo € D (T') i¢in,

ITz|| < €]

olacak sekilde bir C' reel sayist varsa, 1" operatoriine sinirlidir denir. Bir 7" operatoriiniin

normu

Tx
17l = sup 122
zeD(T) ||5l7||

x#0

seklinde tanimlanir [2].



Tanim 2.14. X ve Y iki normlu uzay ve 7' : D(T) — Y operatorii verilsin. Asagidaki

sartlar saglandiginda T operatorii zy € D(7T') noktasinda siireklidir denir.

(a) Ve > 0i¢in 30 > 0 5 Vz € D(T), ||z — zo|| < § iken

|Tx — Txo|| < e

(b) zo noktasina yakinsayan V(z,,) C D(T') dizisi i¢in

lim 7(z,) = T(zo)

n—oo

[2].

Tanmm 2.15. Eger 7' : X — Y operatorii D(T') nin her noktasinda siirekli ise 7" operatorii
D(T) iizerinde siireklidir denir [2].

Tanmm 2.16. X ve Y normlu uzaylar ve D (7)) C X olmak iizere T : D (T) — Y lineer
operator olsun. Bu durumda 7' operat6riiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7'

operatoriiniin sinirli olmasidir [2].

Tanim 2.17. (Gomme) X ve Y iki normlu lineer uzay ve X C Y olsun.

yani Va € X icin I(z) = x olacak sekilde Y de en az bir eleman olmak iizere

I:.X—Y

ile verilen operatore birim operatorii denir. Bu operator siirekli ise yani her z € X i¢in

z]ly < ellz|x

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti varise X uzay1 Y uzayina siirekli gomiiliir denir. I operatoriine

X uzayindan Y uzayina bir gomme operatorii denir. Alternatif olarak bazen X uzayinin Y



uzayina bir siirekli(veya sinirli) gommesi mevcuttur denir.

”IHX<—>Y = sup ||f||Y
20 | fllx

seklinde gosterilen bu sayiya da I nin operatér normu denir. Eger X ve Y iki normlu lineer

uzay olmak iizere X uzayindan Y uzayina bir siirekli gdmme mevcut ise
X =Y

seklinde gosterilir. Eger
X—=YveY =X

ayn1 anda oluyorsa,

Xa2Y

seklinde gosterilir ve eger bu gdmme operatorii kompakt ise de
X ==Y

seklinde gosterilir [22].

Tanim 2.18. (Konveks) Bir X vektor uzayinin bir Y alt kiimesi verilsin. Eger

Y1, Y2 € Y oldugunda
M={ye X y=dAn+(1-Ny, 0<A<1}CY

oluyorsa, Y alt kiimesi konvekstir(veya digbiikeydir) denir [2].

2.3. Olcii Teorisi

X bostan farkli bir kiime olmak iizere X kiimesinin biitiin alt kiimelerinden olusan kiime

P(X) ile gosterilmistir.

Tanim 2.19. (Cebir ve c—Cebir) X bostan farkl: bir kiime ve A C P(X) olsun.



)0, XeA
(i) VE€ A, E°=X\E € A

(i) Vk=1,2,....n, {Ei}i, € A= | JEc € A
k=1

sartlar1 saglaniyor ise bu durumda A sinifina X iizerinde bir cebirdir denir. Eger (iii) sart1

yerine

VneN, {E.}2, eA=|JE, €A (2.2)

n=1

sart1 alinirsa A cebirine bir o-cebir denir [23].

Teorem 2.20. () # K € X olsun. K simifin1 kapsayan o—cebirlerinin bir en kii¢iigii vardir

[23].

Tamm 2.21. (Borel Cebiri) Bir /C sinifin1 kapsayan o-cebirlerinin en kiigiigiine K nin iirettigi
(veya dogurdugu) o-cebiri denir ve D(K) ile gosterilir. R™ deki biitiin agik (a, b) araliklarinin
dogurdugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir. n = 1 olmasi halinde B(R*)

Borel cebiri B(R) ile gosterilir. 5(IR™) nin herbir elemanina Borel kiimesi denir [23].

Tamm 2.22. (Olcii) (X, A) bir &lciilebilir uzay olsun. A iizerinde tanimli genisletilmis reel
degerli bir 1 fonksiyonu

(i) p(@) =0
(i) VA € A, u(A) >0

(iii) Her ayrik {A,}>2 , icin pu(J An) = D u(Ay)
n=1 n=1
ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona 6l¢ii fonksiyonu(veya 6l¢ii) adi verilir. Egerher A € A
icin p(A) < oo oluyorsa u ye sonlu dl¢ii adi verilir. X kiimesi herbiri sonlu 6lgiiye sahip
sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p 6l¢iisiine o-sonlu denir. Eger

p(X) = 1 ise bu dlgiiye olasilik dlgiisii adi verilir [23].



Tamim 2.23. (Ol¢ii Uzay1) X, bostan farkli bir kiime, A C P(X) de X in bir o—cebiri
ve i : A — [0,00) de A tizerinde bir 6l¢ii olsun. (X, .A) ikilisine bir ol¢iilebilir uzay ve
(X, A, ) tgliisiine de bir 6l¢ii uzayi denir. A daki herbir eleman da ol¢iilebilir kiime olarak

adlandirilir [23].

Tamim 2.24. (Atomik Ol¢ii) (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 olsun. Eger (A) > 0 ve her B € A
kiimesi i¢in B C Aise ya u(B) = 0 yada u(A\B) = 0 olacak sekildeki bir A € A kiimesine
atom denir. Eger ;1(X\ M) = 0 olacak sekilde bir M C X kiimesi mevcutsa ve her z € M
icin pu({z}) # 0 ise bu (X, A, ) 6l¢ii uzay: biitiiniiyle atomik(veya sadece atomik veya
ayrik) diye adlandirilir. Sayet A da herhangi bir atom mevcut degil ise (X, A4, i) 6l¢ii uzay1

atomik olmayan diye adlandirilir [22].

Ornek 2.25. X bostan farkli bir kiime ve A := P(X) olsun. A € A igin

A nin elemanlarinin sayisi, A sonlu
p(A) =

00, A sonsuz

seklinde tanimlanan g bir 6l¢iidiir. Bu 6lciiye X iizerinde sayma Olciisii denir.

Teorem 2.26. (X, A, 1) bir 6l¢ii uzayi olsun.

1. {A,}>2,, A daki elemanlarin artan bir dizisi ise

n=1°
M(UAQZH@MM) (2.3)
n=1

2. {B,}>,, A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(B;) < oo ise

n=1>

M(ﬂBOZHPM&) (2.4)
n=1

[23].

Sonug 2.27. (X, A, i) bir 6l¢ii uzay1 olsun.
1. {A,}2,, A daki elemanlarin bir artan dizisi ise

p(lim A,) = lim p(A,). (2.5)

n—oo n—oo



2. {B,},, A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve p(B;) < oo ise

p(lim B,) = lim u(B,) (2.6)

n—oo n—o0
[23].

Teorem 2.28. (X, A, 1) bir 6l¢ii uzayi olsun. A ya ait kiimelerin herhangi bir dizisi { A, }22 ,

olmak iizere

p <G Ak) < iN(Ak) (2.7)

[23].
Tamm 2.29. (Di1s Olcii) X bostan farkl bir kiime olsun. P(X) iizerinde tanimli genisletilmis

reel degerli bir p* fonksiyonu icin

(i) p*(0) =0
(ii) VE € P(X), p*(E) >0
(i) AC B C X, u*(A) < u*(B)

(iv) Vn €N, 4, € P(X) > (UA) immn)

sartlar1 saglanirsa p* fonksiyonuna X {iizerinde bir dig 6l¢ii denir [23].

Tanim 2.30. (Lebesgue Dis Olgiisii) {7,}5°, , R nin sinurli ve agik alt araliklarinin bir dizisi

\(

TA = {(Ik)AC le}
k=1

olsun. P (R) iizerinde

mf{Zl (1) : (Ix) ETA}



seklinde tanimlanan \* bir dig Ol¢iidiir. Bu dis olciiye Lebesgue dis Olciisti adi verilir.
Lebesgue dis Olciisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dis Ol¢iisiinii tanimlamak icin
I={zx:0;<2;<0b;, i=1,...,n}

n—boyutlu kapal araliklarini goz 6niine alalim. Bu araliklarin hacimleri

v(I) =[]0 - a)

i=1

bicimindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dis dl¢iisii

A*(F) = inf {Zv (Iy) : E C U Iy, , I bir arahk}
k=1 k=1

ile tamimlanir. VA C R" i¢in eger
N(A) =X (ANE)+ X (AN(R"— E)) (Caratheodary Olgiimii)

ise E kiimesine Lebesgue Olciilebilirdir denir [23].

Teorem 2.31. R" iizerindeki Lebesgue dis Ol¢iisii her bir araliga onun hacmini kargilik getirir

[23].
Sonug 2.32. A sayilabilir bir kiime ise \* (A) = 0.
Sonug 2.33. [0, 1] kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tamm 2.34. (Lebesgue Olciisii) M (R, \*), \* dis 6lciisiine gore olciilebilen R nin alt kiimele-
rinin bir sinifi olsun. A* Lebesgue dis ol¢iisiiniin M (R, A\*) sinifina da B (R) sinifina da olan

kisitlanmasina Lebesgue ol¢iisii denir, A ile gosterilir [23].

Tanmm 2.35. (X, A, 1) bir o—sonlu 6l¢ii uzay1 ve A € A olsun. Eger,

E:={x e A: V(x)dogrudegildir}

10



ile gosterilen bir kiime

EcCAve u(E)=0

sartlarin1 saghiyorsa V'(z), A tizerinde (veya hemen her z € A i¢in) p ile baglantili olarak

hemen her yerde (veya h.h.y) dogrudur denir [22].

Teorem 2.36. (Levi Monoton Yakinsakhk Teoremi) {f,}2° ,, 6lciilebilir Q© C RY kiimesi
iizerinde integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Oyle ki ¥n € N ve hemen her
x € Qigin

fn(@) < fria ()

olmak tizere

Q/fl(x)dx > —00.

Bu durumda hemen her = € 2 i¢in

f(z) = lim f,(x)

n—o0

limiti mevcut olup f fonksiyonu integrallenebilirdir ve

/JL%fn dx—/f )dr = lim fn<>

Q

esitligi gerceklenir [22].

Teorem 2.37. (Radon-Nikodym) v € AC/|u] sonlu bir fonksiyon kiimesi olsun. Bu durumda
(2 tizerinde sonlu Lebesgue integraline sahip bir f fonksiyonu kesinlikle mevcuttur, dyle ki

her £ C 2 Lebesgue olciilebilir alt kiimeleri i¢in

_ /f(x)d:v

[22].

11



Tanim 2.38. (X, A) bir 6l¢iilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu 6l¢iilebilir olmasi
icin gerek ve yeter kosul Vo € R icin

(v, 40)={reX: flzr)>a}c A
olmasidir [23].

Simdi yukardaki tamimda gecen kiimelerin seklini degistirmeye olanak veren bir lemmay1

ifade edelim.

Lemma 2.39. (X, A) bir ol¢iilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu i¢in

(i) Va e R, Ay ={ze X : f(x) >a}e A
(i) Vo e R, By ={r e X : f(z) <a} e A
(i7i) Va e R,Cyo ={r € X : f(z) >a} € A

(v) Va e R, Dy ={r e X : f(zr)<a}lec A

onermeleri denktir [23].

Teorem 2.40. f ve g olciilebilir fonksiyonlar ve ¢ € R olsun.

cf, f? f+g, f.g, |f|

fonksiyonlar1 da ol¢iilebilirdir [23].

Tanim 2.41. (X, A) bir 6lgiilebilir uzay ve A € A olsun.

f: A = Roliilebilirdir & VYa € R, f'((a,+x]) ={z € A: f(x) >al € A

olmalidir. X kiimesi iizerinde tanimli, genisletilmis reel degerli .A 6l¢iilebilir biitiin fonksiyonlarin

12



kiimesi M (X, A) ile gosterilir. Eger f € M (X, A) ise
A={reX: f(zx)=+oo}

=z eX: flx)>n}

B={zeX: f(zr)=—o0}

o0

= ({zeX: flx) < —n}
= (ﬂ{xeX  f(x) > —n})

olacagindan A ve B olgiilebilirdir [23].

Teorem 2.42. f : A — R olgiilebilirdir <=
A={r e X : f(z) = +o0},
B={zeX: f(z) = —o0}
kiimeleri ve

filz) = fla), o ¢ AU B (2.8)
0,xre AUB

biciminde tanimlanan reel degerli f; fonksiyonu ol¢iilebilirdir [2].

Tanim 2.43. B(R") Borel cebirine gore dl¢iilebilen bir fonksiyona Borel dl¢iilebilir fonksiyon
(veya Borel fonksiyonu) adi verilir. M (R, \*) o—cebirine gore 6l¢iilebilen bir fonksiyona
Lebesgue ol¢iilebilir fonksiyon denir. R nin Borel kiimesi olmayan fakat Lebesgue ol¢iilebilir
alt kiimeleri mevcut oldugundan R iizerinde herbir Borel 0lciilebilir fonksiyon Lebesgue

oOlciilebilirdir [23].

Tanim 2.44. f : A — R olsun.

fT(x) = max{f(x),0}

13



f(z) = max{—f(x),0}

bi¢iminde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlar1 da X iizerinde tanimli ve negatif olmayan
fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna f nin pozitif pargasi, f~ fonksiyonuna da f nin negatif
parcasi denir.

Bu durumda, tanimdan

f=f=f fl=f+f,
1 _ 1
f+=§(|f|+f)7 / =§(|f|—f)

bagintilar1 mevcuttur [23].

Teorem 2.45. f : A — R 6lciilebilir olmas1 icin gerek ve yeter sart £+ ve f~ fonksiyonlarinin

oOlciilebilir olmasidir [23].

Teorem 2.46. (X, A) bir olciilebilir uzay ve A € A olsun. f,g : A — R olgiilebilir ise bu

durumda

{zeA:f(z) <g@)}, {zeA:flz) <gl@)} {zeA:flx)=yg(x)}
kiimeleri olciilebilirdir [23].

Teorem 2.47. (X, A) bir olciilebilir uzay ve A € A olsun. f,g : A — R olgiilebilir ise
(fV g) ve (f A g) fonksiyonlari Slgiilebilirdir [23].

Teorem 2.48. {f,}>,, A € A iizerinde tamimli R-degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir

dizisi ise sup f, ve ing fn fonksiyonlar da dl¢iilebilirdir [23].
neN ne

Teorem 2.49. (X, A) bir 6l¢ii uzay1 ve A € Aolsun. {f,}2 , A iizerinde tammli R-degerli
Ol¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise lim inf f,, ve lim sup f,, fonksiyonlar 6l¢iilebilirdir.
n—oo

n—oo
Ayrica tamim kiimesi Ay = {z € A : limsup f,(x) = liminf f,(z)} olan lim f, fonksiyonu
n—oo n—oo

n—oo
da olgiilebilirdir [23].

Tanim 2.50. (Karakteristik Fonksiyon) X bostan farkl bir kiime ve £/ C X olsun.

1, zekl

Xp(a) =
: 0, v¢F
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seklinde tanimlanan x ;) : X — [0, co) fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir [22].

Simdi, negatif olmayan 0lciilebilir basit fonksiyonlarin integrali, daha sonra da negatif olma-
yan, R-reel degerli, l¢iilebilir fonksiyonlarin integrali ile ilgili bilgiler verilecektir. Sonra
da R-degerli fonksiyonlarin integrali iizerinde durulacaktir. Once basit fonksiyonun tanimini

verelim.

Tanim 2.51. Goriintii kiimesi sonlu elemandan olusan ¢ fonksiyonuna basit fonksiyon adi

verilir [23].

¢ reel degerli bir basit fonksiyon ve x , , Ej, kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak tizere
© =Y arx, ax €R (2.9)
k=1

biciminde yazilabilir. Eger ¢ fonksiyonu X iizerinde tanimli ise

O B, = X.
k=1

Burada Ej, kiimelerinin segilisi tek olmadigindan ¢ nin (2.9) tipindeki gosterimi tek degildir.

Eger a4, as, ..., a,, sayilart ¢ nin X lizerinde aldig1 farkli degerler ve
Ex=2z¢€ X ve f(z)=ay

secilirse Ey, kiimeleri ayrik olur. Bu durumda

n

Y = Z CLkXEk

k=1

gosterimine ¢ fonksiyonunun standart gosterimi adi verilir. X {izerinde tanimli, reel degerli,
A 6lgiilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi S = S(X, .A), S deki negatif olmayan fonksiyonlarin

kiimesi ST ile gosterilir [23].
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Tanim 2.52. (X, A, p) bir 6l¢ii uzayi olsun. ay, sayilari negatif olmayan reel sayilar ve

A1, Ag, ..., A, ler A ya ait olmak iizere
U Ar=X wve = Z kX, (2.10)
k=1 k=1

gosterimine sahip bir ¢ € ST fonksiyonunun p 6lgiisiine gore integrali

/ pdp =Y ar(A) (2.11)
X k=1
[23].

Bu tanima gore ¢ nin y ye gore integrali ya negatif olmayan bir reel say1 ya da p Olgiisiiniin
sonlu olmayan bir 6l¢ii olmas1 haline karsilik gelen +-oco degeridir. Belirtelim ki, ¢ fonksiyonu-
nun 4 ye gore integrali ne a;, sayilarina ne de A;, kiimelerine baglidir. Bununla ilgili olarak
asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.53. (X, A, p) bir 6l¢ii uzayi ¢ € ST(X,.A) ve Ay, lar ayrik olmak iizere ¢ nin bir
gosterimi p = i kX a, olsun. ¢ nin g Olgiisiine gore integrali ne a; sayilarina ne de Ay

k=1
kiimelerine baglidir [23].

Simdi negatif olmayan basit fonksiyonlarin integraline ait temel 6zellikleri verelim.

Teorem 2.54. (X, A, 11) bir 6l¢ii uzayi, ¢ € ST, ¥ € ST ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda

(i) [cpdu=c[pdu
X X

(i) [(e+U)du= [ pdu+ [ Vdu
X X X

(iii) Vo € X, o(z) < V(z) = [@du < [Vdpu
X b

sartlar1 saglanir [23].
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Tanim 2.55. (X, A, i) bir 6l¢ii uzayi1ve f € M1 (X, A) olsun. f fonksiyonunun y Sl¢iisiine

gore integrali

/fd,u:sup/a,od,u:goeSJr vep < f (2.12)
b X

genisletilmis reel sayisidir.

E € Aolsun. f nin p ye gore £ tizerindeki integrali

/fduz /fXEdu (2.13)
X X

seklinde verilir [23].

Teorem 2.56. f,g € M+ (X, A) ve E,F' € Aolsun.

() Vz € X, f(z) < g(x) = [ fdu < [ gdp.
X X

() ECF= [ fdu< [ fdu
E F
sartlar1 saglanir [23].

Simdi integral teorisinin temel teoremlerinden birini ifade edelim.

Teorem 2.57. (Monoton Yakinsakhk Teoremi) (X, A, 1) bir ol¢ii uzay: ve {f,}>2, de
M (X, A) daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. f, dizisi f fonksiyonuna

yakinsak ise

ILm /fndu:/fd,u (2.14)
b's X
[22].

Teorem 2.58. (Lebesgue Baskin Yakinsaklhik Teoremi) (X, A, 1) bir 6l¢ti uzayi ve { f,, }°°
de M+ (X, A) daki fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Hemen her z € X i¢in

|[fn(2)] < g(2)
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olacak sekilde ¢ bir integrallenebilir fonksiyon olsun. f, — f ise Vn € Nicin f, ve f

integrallenebilirdir ve

lim / Fudyi = / fdu
X X
[22].

Lemma 2.59. (X, A) bir olciilebilir uzay, A € A ve f : A — R fonksiyonu 6lgiilebilir
olsun. Bu taktirde A iizerinde tanimli R-degerli, 6lciilebilir basit fonksiyonlarn Syle bir

artan ,, dizisi vardir ki lim ¢, = f olur. Eger f siirli ise bu yakinsama diizgiindiir [23].
n—oo

Teorem 2.60. () fe MTvec>0=cf € M" ve

/cfdu:cX/fdu.

X

(i) f,ge M = f+ge M* ve

/(f+g)du=/fdu+/gdu

i X X
[23].
Teorem 2.61. (Fatou Lemma) (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 ve f,, de M* (X, .A) daki fonksiyonlarin

bir dizisi ise

n—oo

/ lim inf f,dp < lim inf/fnd,u (2.15)
n—oo
X X

[23].

Teorem 2.62. (Beppo-Levi Teoremi) (X, A, 1) bir 6l¢ii uzayi ve Z fr da X tizerinde taniml

[0, +00] degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir serisi olsun. Bu durumda

/ (Z fk) dp=7 / fudp (2.16)
e k=1 E=1 \X

[23].
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Tamm 2.63. (X, A, ;1) bir 6l¢ii uzay1 ve f € M (X, A) olsun. Eger /f*du ve /f_du

X X
integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonu X iizerinde integrallenebilirdir denir. Bu

Zﬂw=!fmu—!fdu

reel sayisidir. X iizerinde p Ol¢giisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi

£ = £(X, A, ) ile gosterilir [23].

integral

Teorem 2.64. (X, A, ) bir 6l¢ii uzayi ve f € M (X, .A) olsun. Bu durumda
feLselflel

olur ve bunlarin biri ger¢eklendiginde

:ZMMSZUWL

olur [23].

Teorem 2.65. (Chebyshev Esitsizligi) (X, .A, 1) bir 6l¢ii uzay1 ve

f: X — [0, +o0] fonksiyonu 6lgiilebilir olsun. o > 0 i¢in
Ay ={z e X : f(z) > a}

olmak tizere

1 1
n(an) < 5 [ ran< [ s
o 0]
Ao X
[23].

Teorem 2.66. (X, A, 1) bir ol¢ii uzayi, f ile g X iizerinde integrallenebilen reel degerli

fonksiyonlar ve o herhangi bir reel say1 olsun. Bu durumda

) afeLlLvef+gel
an/@ﬁu:q/ﬂu
X X
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(iii) X/(f+g)du=)(/fdu=/fdu+/gdu

X X

sartlar1 saglanir [23].

2.4. Lebesgue Uzaylan

Fonksiyonel analizde, Banach uzayi ve topolojik vektor uzaylarinin 6nemli bir sinifin1 Lebesgue
uzay1 LP(R™) olusturur. Harmonik analizin 6nemli konularindan biri olan Lebesgue uzay1,
harmonik analizin i¢ problemlerinin ¢oziilmesinde oldugu gibi kismi tiirevli denklemler
teorisi ile fizik, istatistik, finans, miithendislik ve ayrica diger disiplinlerde de uygulamalara

sahiptir.

Tanim 2.67. R" ile n boyutlu Oklid uzaym gosterelim.

r=(x1,...,2), Y= (Y1,---,Yn) € R" ve

|z =y\/2?+ ...+ 22, 2 €R", |z| >0

olsun. Tiim R™ de veya R™ in bir alt kiimesinde taniml bir fonksiyon g(z) = g (z1,...,x,)
ve f, [0,00) da hemen her yerde tanimlh tek degigkenli fonksiyon olsun. Eger n-degiskenli
bir g fonksiyonu herhangi bir tek degiskenli f fonksiyonunun yardimiyla g(x) := f (|z|)

seklinde gosterilebiliyorsa g fonksiyonuna radyal fonksiyon denir. Yani

g(xl,...,xn):f( x%—i——i—x%)
[23].

Tanim 2.68. R" tizerinde dr = dz; ...dx, ile Lebesgue ol¢iisii ve R™ uzayi iizerinde f

fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

/f(x)dx:/---/f(xl,...,xn)dxl...dxn

seklinde gosterilir.
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Cok kath integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢ogu kez kullanish olmaktadir.

r = |z| olsun ve "' = {z : |2| = 1} ile birim kiire gosterilsin.

[ # el

integralinin hesabi icin

0<r<oo, 0<t,..,0, o<m, 0<6,_1 <27 olmak iizere
T, = 1 cos b
Lo = rsin by cos b,

T3 = rsin 0, sin 6, cos 5

T, =1sinf,sinb,...sin6,,_,

doniisiimii yapilir. Bu doniisiimiin Jakobiyeni

n—1

J (T, 91, ceey Hn_l) = Tn_l H (SiIl Qj)n_l_j
j=1
olarak hesaplanir.
co ™ T 2m
/f(\x])d:v = ///.../f(r)J(r,Q)drd@l...dGn1
Rn 00 0 0

[e.9]

. 21
= /r"_lf (1) dr///H (sind,)" " dfy ... db
0 0 0 J=1

0

=wn1 [ f(r)r" tdr
/

elde edilir. Burada w,,_, birim kiirenin yiizey alanidir. Genel olarak

/f(x)dx:/ / f(rsin@y,...,rsiné,...sinf,_,)r" *drdf,...do,_,

Rn 0 gn—1

o0

_ / / f (r,0) " \drdo

0 gn-—-1
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bi¢iminde yazilir. dz hacim elemam dz = r"~'drdo bigiminde yazilir. Burada do, S™!

izerinde dz tarafindan belirlenen yiizey olciisiidiir. Ayrica,

|B(x,r)|:/dy: / dy = / dz = | B(0,r)|

B(z,r) {z€R™;jz—y|<r} {z€R™ 2| <r}
ve
Bz, )| = / dz:/ / L dtdo
B(z,r) 0 gn-1
= / do / " tdt
Sn—1 0
= |S”_1|T— = wpr"
n
[25].

Tanim 2.69. 1 < p < oo olmak iizere {2 C X = R" bolgesinde tanimli ve
/|f(x)|pd:v < 00
Q

ozelligine sahip 6l¢iilebilir f : Q@ — R fonksiyonlar sinifina LP(2) uzay1 veya € bolgesinde

p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayi denir. L?({2) uzay1

1/p

1oy = 1 Flle = / Ff@Pdr| <o
Q

seklindeki norm ile tanimlanir. Buradaki || f||.» gosterimine f fonksiyonunun LP(£2)-normu

denir.

2 bolgesinde hemen her z i¢in f(x) < M olacak sekilde bir M sabiti varsa f fonksiyonuna

hemen heryerde sinirlidir denir. Boyle M sabitlerinin en biiyiik alt sinirina da |f| nin
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bolgesindeki esas supremumu (veya esasl sinir1) denir ve

ess sup |f(x)| :=essinf {K : |f(x)] < K hemen her z € Q}

e

seklinde gosterilir. () bolgesindeki hemen heryerde sinirli f fonksiyonlar: ile tanimlanan

uzay L>(2) seklinde gosterilir. Buna gore bir f fonksiyonunun L*°—normu

Il += ess inf | (2)]
seklinde tanimlanir [22].

Tamim 2.70. (Zayif Lebesgue Uzay1) 1 < p < oo, f : R” — R 6lgiilebilir bir fonksiyon ve

3 =

| fllwre :=sup A dz
A>0

{z€R™:|f(z)|>A}

olmak iizere zayif Lebesgue uzayi

WLP(R") :={f:R" - R: f — olgiilebilir ve || f||wrr < 00}
seklinde tanimlanir [13, 25].
Uyar1 2.71. 1 < p < oo i¢in LP(R™) — W LP(R"). Ayrica

[ fllwee < [ f]lz»

esitsizligi saglanir [13, 25].

Tanim 2.72. ((p, q) tipli operator) T bir quasi-lineer operator ve 1 < p, g < oo olsun. Eger
T operatorii LP(R™) uzayindan W L9(R") uzayina sinirl ise zayif (p, ¢) tipindendir denir.
Yani her bir A > 0 ve f € LP(R") i¢in

O q
{z € R : |TH00] > A} < (Xufnm)

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti var ise 7" operatérii zayif (p, ¢) tipindendir.
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Eger T operatorii LP(R™) uzayindan L?(R™) uzayina sinirli ise giiglii (p, ¢) tipindendir denir.
Yani her f € LP(R") i¢in

1T e < C|[f]|

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti var ise 7" operatorii giiclii (p, ¢) tipindendir [22].
Uyan 2.73. Her giiclii (p, ¢) tipli operator ayn1 zamanda zayif (p, ¢) tipli operatordiir [22].

Sonug 2.74. (Lebesgue Diferansiyelleme Teoremi) Eger f € L'(R™) ise bu durumda hemen

her z i¢in

ll—r>r(1)|er /f (z)

B(z,r)

[22].

Teorem 2.75. (Holder esitsizligi) p € (1, 00) ve % + z% = 1 olmak iizere f € [P ve g € L¥'

olsun. Bu durumda fg € L' olur ve

/ F@g(@)dz < [l 2.17)

esitsizligi saglanir [22].

Teorem 2.76. (Minkowski esitsizligi) p € [1,00) ve f,g € L olsun. Bu durumda
(f + g) € L? olmak iizere

1f+ gl < [ fllze + llgllr (2.18)
esitsizligi saglanir [22].

Lebesgue integralinin 6zellikleri ve Holder esitsizligi gézoniine alindiginda L” uzaymin 1 <
p < o0 i¢in bir vektor uzayi oldugu goriiliir. Bununla beraber bir f € L? olmak iizere || f|| .

normu altinda;

(L1) [[fllz» = 0O
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(L2) ||fller» =0=hhy f(z) =0
(L3) llewfllee = ll[[fll o, 2 € R

(L4) If + glle < W fllee + Mgl o

sartlart saglandigindan 1 < p < oo i¢in L bir normlu uzaydir.

Teorem 2.77. (Young esitsizligi) p € (1,00) ve ]lj - z% = 1 olsun. Va,b € Rigina,b > 0

ve p’ = L olmak iizere
p—1

/

p
w§1+i (2.19)

p p

esitsizligi saglanir [22].

Tanim 2.78. (L? uzayinda yakinsakhk) f,, f € L olmak iizere { f,,}°°, nin f fonksiyonuna
p. mertebeden yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart Ve > 0 icin en az bir np € N

mevcuttur 6yle ki her n > ng i¢in || f,, — f||z» < € olmasidir.

Burada

1o = fllr = /Ifn—flpdu  l<peos
Q

Buna gore, { f,}52, nin f fonksiyonuna L? de yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim || f, — fllze =0
n—oo

olmasidir [22].

Teorem 2.79. Q2 C R” olmak iizere L?(£2), 1 < p < oo uzay1

1/p

1l = / (@) Pz
Q

normu altinda tam ve dolaysiyla Banach uzayidir [23].
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Teorem 2.80. (Fubini) f, R™"" iizerinde 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve

= [ 17 )ldudy

IZZRZ [|f(x,y>|dw dy
fngl Zlf(x,yﬂdy di

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. /5 i¢cin bu R" {izerinde integrallenebilen
bir g fonksiyonu vardir 6yle ki ¢ (y) hemen her y i¢in igteki integrale esittir anlamindadir ve

I3 i¢in de aynist gecerlidir. Bu durumda

(a) Hemen her y € R™, f (-, y) € L' (R™)
(b) Hemen her z € R™, f (z,-) € L' (R™)

© [ f(.y)dye L' (R")
/

(d) /f (z,-)dr € L* (R™)
Rn
e L =L =13

sartlar elde edilir [22].

Tanim 2.81. (Homojen Fonksiyon) ) ve « iki reel say1 olmak iizere

fQz) = (A" f(2)

oluyorsa f fonksiyonuna «. dereceden homojen fonksiyon denir [22].

Tamm 2.82. (Ortii) Birlesimleri A kiimesini kapsayan | ] kiimeler ailesine A kiimesinin bir
ortiistidiir denir. Bu U kiimelerinin her biri agiksa bu haide U, A kiimesinin agik ortiisiidiir
denir. Birlesimleri AZ kiimesini kapsayan alt topluluklar ailelsine verilen Ortiiniin alt Ortiisii
ismi verilir. Eger bu topluluklar ailesi sonlu sayida kiimelerden olusuyorsa, bu ortitye sonlu

alt ortii denir [2].
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Tamm 2.83. (Kompakthk) X kiimesinin her ac¢ik ortiisiiniin sonlu sayida bir alt oOrtiisii
varsa, X kiimesine “kompakttir” denir. Kapali ve sinirli her kiimenin acik ortiistiniin sonlu

sayida bir alt ortiisii vardir. Yani, kapal1 ve sinirli her kiitme kompakttir [2].

Tamim 2.84. (Destek) (X, o) bir metrik uzay1 ve f : X — [0, 00] olsun. f (z) # 0 sartint

saglayan x noktalarinin kapanigina f fonksiyonunun destegi denir ve

supp f = {z € X : f(z) # 0}

ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi kompakt bir kiime ise bu durumda f kompakt

destekli fonksiyon adini alir [22].

Tanmm 2.85. (X, A, ;1) metrik ile verilen bir o—sonlu 6l¢ii uzayi olsun. Bu durumda bir
s : X — R fonksiyonunun basit olmasi icin gerek ve yeter kosul s fonksiyonunun goriintiisii

sonlu bir kiime ve desteginin sonlu 0l¢iilii olmasidir [22].

Teorem 2.86. Eger 1 < p < oo ise LP deki basit fonksiyonlarin kiimesi L” de yogundur
[23].

Tamim 2.87. (Lokal Integrallenebilme) f 6lciilebilir bir fonksiyon olmak iizere her /X kompakt

kiimesi lizerinde

K/\fldu<oo

ise f fonksiyonuna lokal(veya yerel) integrallenebilir ad1 verilir ve

1
Lloc

(R") =< f: /\f|du < o0, K C¢ R", K kompakt
K

seklinde ifade edilir. Ayrica,

LP

loc

1
(R") =< f: /|f|pdu < o0, K C R", K kompakt
K
seklinde tanimlanir [23].
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Teorem 2.88. 1 < p <oo= L, (R") C L}

loc

(R") C LL_(R") [23].

loc

Simdi, LP(2), 1 < p < oo uzaymin [LP(2)]* dual uzaym ifade eden tanimu verelim.

Tamm 2.89. (Dual Uzay1) g € L* olmak iizere f € LP(f) icin

Oy(f) = [ fla)g(x)de
/

gosterilsin. Bu durumda,

oy € [P

\

1Pl = llgll,

[22].

Lemma 2.90. €2, R" nin bir bosg olmayan sinirli agik alt kiimesi ve g de (2 {izerinde bir
Olciilebilir fonksiyon olsun. Kabul edelimki p > 1 ve M > 0 mevcuttur dyle ki keyfi bir
f € LP(Q) icin

f-9eLlNQ)

ve

/ F(@)g(x)dz| < M|l

Q

Bu durumda g € L¥ (Q2) ve ||g|,, < M [22].

Teorem 2.91. (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) (X, 1) ve (Y,v) 6lgii uzay1 1 <
po < p1 < oo, T LP(X,pu)+ LP(X, ) den Y ye zayif (pg, po) ve zayif (pq, p1) tipli alt
lineer operator olsun. O halde py < p < p; i¢in T kuvvetli (p, p) tiplidir [10].
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2.5. Maksimal Operatorii

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak Hardy ve Littlewood tarafindan bir boyutlu
durumda, kompleks analizin uygulamalarina yonelik olarak tanimlanmistir. Maksimal fonksiyon,
analizde pek cok operatoriin sinirliliginda ¢ok onemli bir role sahiptir. Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonunun farkli tanimlar1 asagidaki gibi verilebilir.

Tanim 2.92. f € L. _(R") olsun. Budurumda M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

loc

M f(z) = sup | B(O, )|~ /|fx— )ldy

r>0

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyon +o0 a esit olabilir [13]

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine kiip alinarak asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tanmm 2.93. f € L] _(R™)olsun. Eger Q,, [—r, r]" kiibii ise M’ f merkezli Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonu

(@) = sup i /|fas— )| dy

r>0
seklinde tanimlanir. n = 1 iken M ve M’ cakisir. Eger n > 1 ise bu durumda
enM'f(z) < Mf(x) < CoM'f(x)

olacak sekilde sadece n boyutuna bagh c,, ve C,, sabitleri vardir. Bu esitsizlikten dolay1 M

ve M’ operatorleri uygun kosullara gore degistirilebilir [16].

Tamm 2.94. f € L; (R") olsun. M"f merkezli olmayan Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

seklinde tanimlanir. Burada supremum z i iceren biitiin B C R" yuvarlar tizerinden alinmaktadir.

M ve M" noktasal olarak esdegerdir.
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M maksimal operatorii altlineer ve homojendir. Yani,
M(f+g) <Mf+Mg ve MAf)=XMf), YA>0
saglanir [27, 10].

Asagidaki teorem M Hardy-Littlewood maksimal operatdriiniin hemen her yerde sonlu,

zayif (1,1) ve 1 < p < oo igin (p, p) tipinden bir operator oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 2.95.

(1) f e LP(R™) ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda hemen her z € R" igin M f(z) < oc.

(2) p= 1ise budurumda VYA > 0 ve f € L'(R") i¢in
" C
{z eR": Mf(z) > A} < XHfHLl(R")

olacak sekilde bir C' = C'(n) > 0 sabiti vardir.

3) 1<p<oiseVf e LPicin
M fllee < C|fllze

olacak sekilde bir C' = C(n, p) > 0 sabiti vardir [13, 16].

2.6. Riesz potansiyeli

f yeterince diizgiin bir fonksiyon olmak iizere f fonksiyonunun Laplasyeni;

biciminde tanimlanir.
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f € S olmak iizere

P (#@)) = @) = 5 [ € fwy

(2m)*

R n

dir. e'@¥) = i1yt +anyn) olmak tizere

(y)

—~
|
S~—
s
—~
SN—
I
—_
NIE
—
>
—~
8
N
SN—
~h»

= 1 - / <_i26m1y1 _ %eiwzw _

1
(2m)*

R
/ ly|* €@ f(y)dy

R

I.f=F 'y “F, feS
oldugundan

= (-A) f=F |y’ Ff

o . A
.+ —e””y”) f(y)dy

Ox?

n

(2.20)

yazilabilir. Bilindigi gibi Laplace operatorii eliptik operatordiir. R. Seeley [26] gOstermistir

ki eger bir eliptik L operatorii i¢in

Lf = F'¢)Ff

formiilii mevcut ise o zaman onun istenilen kompleks kuvveti i¢in

L*f=F"'¢*(x)Ff
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gecerlidir. Dolayisiyla bu teoreme gore Laplace operatorii igin

(A f=F" " Ff
yazilabilir. Dolayisiyla gortintir ki z = —% igin
(~A) 3 f=F Tty Ff (2.21)

gecerlidir. Yani (2.20) ve (2.21) den goriiniir ki Riesz potansiyelinin ve —A nin negatif kesir

kuvvetinin genellesmis anlamda Fourier doniisiimleri aynidir. Bu durumda
IL,=(-A)"%, 0<a<n (2.22)

ifadesi yazilabilir. (2.22) formiilii Riesz potansiyelinin ne kadar 6nemli bir operator oldugunu
gosterir. Ciinkii (2.21) in yardimiyla Laplace operatoriiniin negatif kesir kuvvetleri tanimlanabilir,

burada 0 < a < n ve

olmak tizere

_ 1 fy)
(1of) (@) = / L Ly

1, operatoriine Riesz potansiyeli denir.

Teorem 2.96. (Riesz Potansiyeli Icin Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

o<a<nl<p<g<oovei=21_20sun.
q n

S =
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(i) Eger f € LP(R™) ise

() /| — 4 F)dy
integrali hemen her x icin mutlak yakinsaktir.

(i) Eger p > 1 ise bu durumda

Hofllze < Apgllfllze

esitsizligi gerceklenir.

(iii) Eger f € L'(R™) ise bu durumda

Al Sl
A

q
mAz | I.f(x)] > A} < ( ) , T im A lar i¢in

Yani, f — I, f doniisiimii (1, ¢) zayif tiptir (% =1- %) [25].

Ispat. K (x) = - ‘T, = olsun. f — [, * f doniisiimii yerine f — K * f doniistimiinii
g6z oniine alalm (iki doniisiim arasinda bir sab1tle< @ )> carpim kadar fark vardir). K y1
K, + K, olarak ayristiralim. Burada

K(z) , x| < p K(z) , |z > p

Ky(z) = Ks(z) =
0, lz|>p 0 ,lz[<p

bicimindedir. Burada p herhangi bir pozitif sabittir. Buradan
K*f:Kl*f—l—KQ*f

elde edilir. K * f ve K5 * f nin hemen her x i¢in mutlak yakinsak oldugu gosterilirse K * f
nin hemen her x i ¢in mutlak yakinsak oldugu, dolayisiyla I, f nin hemen her x i¢in mutlak

yakinsak oldugu gosterilmis olur.

f(t)
(K1 f)(z ||/K1 (x —t)f(t)dt = l/ —|x—t|"7adt
z|<p z|<p
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Young Teoreminden;

1
150 flly < 11 / B
T4

|| <pe
o

— il s [ 5710

0

ILL(X
= ||f||Lp wn—lg < 00

= K7 % f hemen her z i¢in mutlak yakinsaktir.

(Kg*f / K2 Qf—t )dt: / %dt

|| >p |z|>up
dir. p', p nin dualini belirtmek iizere % -+ ﬁ = 1 oldugundan, Holder esitsizliginden

1 P
Kes @ = [ ADa<| [ | sl
|z t! (Jo — ")
|z|>p |z >p

elde edilir. Parantez igindeki integralin yakinsak olmasi i¢in (n — «) p > n olmasi gerekir.

, , 1 1\ . 1 1\ . '
e = (12 = (12 D) (22— (142 o
n P q P q q

1
7

1
7

n—1 P
p / n—(n—o« /
=l (s [ o] = Wl (o)

o
1 1 1 =
{2—(71—04) n(——l—l————) __n}
p p P q q
< calfllpp e
= [[K2 % fll < e[| fll s poa
= || K3 * f]| ;1 < oo olup
= K x f hemen her x i¢cin mutlak yakinsaktir. O halde
= K * [ =K x f+ Ky * f oldugundan

= K x f hemen her x i¢in mutlak yakinsaktir.

Boylece I, f nin hemen her x icin mutlak yakinsak oldugu elde edilir.
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Dolayisiyla teoremin () ifadesi ispatlanmig olur. simdi (i7) yi ispatlayalim:

dy (y—z+y) (2.23)

f:r;+y fx+y
~ (@) ly |”a / ly|"”

ly|<a

= (Iay f) (x) + (Lo f) ()

elde edilir. (2.23) den

{z: [(Laf)(@)] > 20} CH{z - (L, f) (@) > A} U{z : [(La, [)(2)] > A}

gerceklenir. O halde yukaridaki kiimenin dl¢iisii

mA{z: [(Laf)(@)] > 20} <mdx: (Lo, f) (2)] > A} +mAz: [(ao, f)(z)| > A}

(2.24)
seklindedir. simdi bu ifadeleri ayr1 ayr1 hesaplayalim:
mAz :|(Io, f) ()| > A} = / 1Pdx
m{x| (Ialf)(x)|>)\}
P
. U @',
m{x Ialf) |>)\}
<% / (s ) ()7
_ = P
= 5 I fI
elde edilir. Young teoreminden
AP
mAiz (Lo, f) ()] > A} < HfalfH = —Ap||K1 * fllze < S G 111
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bulunur. Buradan

1 i pn—l
HKl“il = / mdl’ = / / — dpdl" (225)
|x| pn «
z|<p n=1 0
i ? pa p
= wnl/ﬁaldp = (wnl_ ’g)
o
0
p
_ wn;luap — cpMap
!
Cl,uap » Iua p
m o (o f) @) > A< 22 1718, = e (B 1)
elde edilir. Ayrica Holder esitsizliginden
A/
mA@ (Lo f)(@)] > A} < = (1Kl [1£]] 20
esitsizligi gerceklenir.
L]
1 _n
1Kol o = ﬁdﬂﬁ = Copt ¢
z|>p (|:E| )
oldugundan ve
1Kol o 1f Nl o = con™ o 1 fll e = A
secilirse || Ky * f||;1 < A ve boylece m {z : |[Ky * f| > A} = 0 elde edilir.
_a A C2 ”f“Lp)Z
o [1f 1l A
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(2.24), (2.25), (2.23) de kullanilir ve (2.24) de 1 nun yerine (2.26) daki ifadesi yazilirsa
[ndl 11\ )
C n
m{x:\(]af)(x)\>2)\}gcl< )\LP < 2 J Lp> )

I i <||f||Lp>"
e A

1 1
Lo _

b q n
_ . A (HfHLP)qp_C (||f||Lp)q
— ¥pq AP A B 2] Y

bulunur. Yukaridaki ifadede p = 1 i¢in f € L'(R") alindifinda I, f Riesz potansiyeli

3|e

% = 1 — 2 olmak iizere zayif (1,q) tipinde operatordiir. Boylece (44i) ifadesi ispatlanmus

olur.

Simdi (4) yi ispatlayalim. Ispat1 yaparken Marcinkiewicz Interpolasyon

Teoremi’ nden yararlanacagiz. (ii7) den dolay1 1,, zayif (1,qp) = (1, 1_%) tipli ope-

Pl n

ratordiir. (p1,q1) = <p1, %_a) tipli operator, (po, p1), (go,q1) sayilarini Marcinkiewicz
Interpolasyon Teoremi’ne uygun olarak secelim. I,, zayif (po, g,) ve (p1, q1) tipli
operatordiir. Bu durumda Marcinkiewicz Teoremi’ nden

1-6 6 I 1-0 0

1
0<f<lve—-= + — -
p Po D1 q qo q1

olmak iizere 1, kuvvetli (p, q) tipli operatordiir.

1 1-6 0 1
== +—=(—9>(1—9)+9<——9>
q qo0 q1 n h n
L LA
n n o pr n
n - pi

1 0
(_ =1—-0+ — oldugundan)
p h

1 « o 1
= - ——veya— = —
p n n p

1
q

37



oldugundan Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi’ nden

1
Hefllin < elfllens =

==
|
31e

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur. m
2.7. Singiiler Integral Operatorii

Tanim 2.97.

Tf(z) = / K(z.9)f(s)dy, =€ R™suppf

Calder6én-Zygmund operatorii 7' : C3° — Lj,.(R™) siirekli lineer operatordiir.

L?*(R™) uzayindan L?(R™) uzayina simrhdir. Ayrica

K(z,y) = {(x,y) eR" xR" . x:y}

disinda siirekli bir fonksiyondur ve ¢; > 0 ve 0 < € < 1 olmak lizere

(i) Vo,y € R", = # yigin

|K(z,y)| < cilz —y|™

(i) 2 |z — 2| < |z — y| i¢in

|K(z, y) = K(2', y)| + |[K(y, ) = K(y, )| < 01(

esitsizlikleri saglanir [3].
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Onerme 2.98. T Calderén-Zygmund operatorii LP(R") , 1 < p < oo iizerinde siirhdir ve
zayif (1, 1) tiplidir [11].

Teorem 2.99. 7' Calder6n-Zygmund operatorii olsun. Bu durumda p ye bagli olmayan ¢ > 0

sabiti i¢in

p p
1T f[| Lo @) o @m) < C(ﬁ + ﬂ) [fllr@ny, 1<p<2,

p
1T fllzr @y »rr@e) < C(p i m) 11| 2o n), p>2

gerceklenir [21].
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3. HP(R") UZAYLARI

Klasik /7”7 uzay1 1971 yilinda Duren [12] tarafindan bazi analitik fonksiyonlar i¢in tanimlandi.

HP(R?%) uzayi, R% iist yar diizlemde analitik ve

sup/ |F(z +iy)[Pde < 0o, 0 <p< o0

0<y<oo J -0
sartin saglayan F' fonksiyonlarini igeren uzay olarak adlandiriir. F' € HP(R?) ise bu
durumda F' nin reel kisminin sinir degerleri icin

lim ReF(z +iy) < 0.
y—0

(Genellikle, sinir deger, R de bir dagilim gibidir.) Boylece, H? (]Ri) deki fonksiyonlarinin
tiim siir degerleri toplamlarindan bir uzay tanimlanabilir dyle ki bu uzaya H?(R) (reel

Hardy) uzay1 denir. Yani
ReH?(R) = f: f(x) = lim ReF(z +iy), F € H’(R?).
y—0

ReHP(R) uzayi; p > 1 i¢in, LP(R) uzayi ile 6zdes ve 0 < p < 1 i¢in LP(R) uzayindan

tamamen farklidir.

n boyutlu Fourier analizin gelisimi ile birlikte, Re H?(R) uzaymin n boyutlu versiyonlari
dogal bir problem olmustur. E. M. Stein ve G. Weiss [28], H?(R?%) de Cauchy-Riemann
sartin1 saglayan fonksiyonun reel ve imajinel kistmlarinin oldugu gercegine dayanarak genelles-
tirilmis Cauchy-Riemann denklemlerinin kavramlarini onerdiler ve H? (RTI) uzaylarini

tanimladilar. R™ x (0, co) de harmonik fonksiyonlarinin bir sistemi olarak,

F<x17"' 7xn7y) - (u()(xl?'” JxTLJy)?'” Jun(‘rlv'” anay))a
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xro = y olmak iizere,

8Uj_6ui .
9o = oo, VS HISM,

(3.1)

n au]- o
Zj:(]%j =0,

genellestirilmis Cauchy-Riemann denklemlerini saglasin. Simdi, H” (Rﬁ“) uzaylari,

HP(RT™) ={F:F (3.1) saglasinve sup |F(x + y)|Pdz < oo}

O<y<oo JR"?

seklinde tanimlanir.

Benzer sekilde, H? (]R’}fl) deki elemanlarinin ilk birlesenlerinin sinir degerlerini kullanarak,

HP(R™) uzay: asagidaki gibi tanimlanir;

ReHP(R") = HY(R") = {f : f(z) = lim uo(a,y), F € HP(RLM)).

Burada sunu belirtelim ki Stein ve Weiss, yalmzca p > (n — 1)/n icin ReH?(R™) uzayin
tanimladilar. Daha sonra, A.P. Calderén ve A. Zygmund [5], tiim p ler icin ,
0 < p < oo, p nin limit durumunu kaldirarak Re H?(R"™) uzaylarmm bir tanimin1 verdiler

Oyle ki bu tanim giiniimiizde kullanilan reel Hardy uzaylar1 tanimudir.

E. M. Stein ve G. Weiss [28] ve A.P. Calderén ve A. Zygmund [5] tarafindan verilen Re H? (R")
reel Hardy uzaylarinin ilk tanimi analitik fonksiyonlarla yakindan iligkilidir. 1970’11 y1llarda
reel Hardy uzaylarinin reel degiskenli karakterini ifade eden yeni gelismeler ortaya ¢ikmugtir.
Aslinda, Hardy ve Littlewood daha 6nce ki yillarda "f € ReHP(R) = P.(f)(z) =
SUpj, 1< |(f * P)(y)| € LP(R)" 6nermesinin dogru oldugunu gostermislerdi. 1971 yilinda
D.L. Burkholder, R.F. Gundy ve M.L. Silverstein [4] bu Onermenin tersinin de dogru oldugunu
gosterdi. Boylece, "f € ReHP(R) <« f € PL(f)(x)," (P5(f)(); (f fonksiyonunun
Poisson teget olmayan maksimal fonksiyonu.) Agikcasi, Re H?(R) uzayinin bu karakteri,
analitik fonksiyonlarin 6zellikleri kullanilarak verilen yukaridaki tanimindan bagimsizdir.
Fakat bu karakterizasyon hala tam anlamiyla harmonik fonksiyonlara bagli olmaktan kurtula-

mamustir.  Ciinkii tammmda Poisson ¢ekirdegi kullanilmaktadir. Boylece ortaya "Poisson
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cekirdegi birime yaklagik bagka bir ¢cekirdekle degistirilebilr mi?" sorusu ¢ikti. 1972 yilinda,
C. Fefferman, E. M. Stein [15] bu soruya olumlu cevap verdiler ve reel degiskenli metodlardan
n-boyutlu versiyonu i¢in yukaridaki karakterisazyonlar genislettiler ve Re H?(R"™) uzaylarinin

tanimina denk bir karakterizasyonu elde ettiler.

3.1. HP(R") Uzaylarmn Karakterizasyonu

Bundan sonra tez konusunda ozellikle bir fonksiyon uzay1 olarak Schwartz fonksiyonlar
uzay1 gdzoniine alinacaktir. Gayri resmi olarak, bunlarin tiirevleri sonsuzdaki herhangi bir
polinomdan daha hizli bozulan sonsuz tiirevlenebilir fonksiyonlardir. R de bir¢ok fonksiyonun

entegre edilmesini saglayan bir 6zellik Schwartz fonksiyonu ile carpilir. .

Tanim 3.1. (Schwartz fonksiyonlari) Schwartz fonksiyonlari,

1 £llas = sup [z f P ()]
z€R

olmak tizere

SR) = {f € C*(R) : [[f[la,p < 00,Var, § € N}

seklinde tanimlanir [7].

||.lla.s < o0 normu, bir normun 6zelliklerinin ¢oguna sahip oldugu icin yari-norm olarak
adlandirilir, ancak sifir olmayan vektorlerin sifira eslenmesi miimkiin oldugundan bu doniisiim
gercek bir norm degildir. Schwartz fonksiyonlarinin bir bagka yararli 6zelligi, noktasal
toplama ve skaler carpmanin standart iglemleri altinda bir vektor uzay yapisi olusturmalaridir.
Bu ek yapi, bir¢ok lineer cebir teoreminden yararlanmamizi saglar, dzellikle S(R) tizerinde
tanimlanan lineer fonksiyonlar1 anlamlandirabilir. Ayrica belirtelim ki, S(R), polinomlar ve

sinirlt C*°(R) fonksiyonlar ile tiirev alma ve ¢arpma altinda kapalidir.

Ornek 3.2. R > 0 olsun. C>(R) iizerinde herhangi bir o(z) fonksiyonu ¢(z) = 0 ise bir

Schwartz fonksiyonudur [7].
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Bir¢ok uzay da oldugu gibi, bu fonksiyon uzaylari, iizerlerinde fonksiyonlar tantmlandiginda

daha ilging hale gelir.

Q2 bir fonksiyon uzay1 olmak iizere,

f: Q=R
doniistimii bir fonksiyonel doniisiim olarak adlandirilir.

Ornek 3.3. 1:C(R) — R, I[u] = [

o u(z)dx olsun. I bir fonksiyoneldir [7].

Lemma 3.4. S(R) fonksiyonlar uzayi,

d:SR)x SR) — R, d(f.g)= S gap Il —9les o
R)x S®) R dlf.g) = 3 2, S S®

seklinde tanimlanan metrige gore bir metrik uzaydir [7].
Tanim 3.5. (Tempered Dagilimlar)

T:SR)—R

doniisiimii bir fonksiyonel olsun. Eger 7', hem lineer hem de siirekli ise tempered dagilim

olarak adlandirilir [7].

Tanmim 3.6. f, R" de bir tempered dagilim fonksiyonu ve P Poisson ¢ekirdegi

r(*3) 1
P = il il
T2 (L4 ]x?) 2

olsun. Eger

PL(f)(x) = sup |(f=P)(y) € L (R")

ly—z|<t

Poisson teget olmayan maksimal fonksiyon ise bu durumda f € Re H?(R") , burada
{(y,t) : |y — x| < t} kiimesi,

R = {(y,t) : y € R", ¢ > 0} de bir koni,

P(z) =t"P(z/t)
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ve l(z) = {(y,t) € Ry 1 Jy — x| < t}.
Sadelik i¢in bundan sonra Re H?(R") yerine H?(R™) yazilacaktir [20].

Tamm 3.7. ¢ € S(R") ve [ p(z)dx = 1 olmak iizere

eS(f)(@) = sup |(f * @) (y)|

ly—z|<t

ile tammlanan o7 (f) fonksiyonu, f’nin ¢— teget olmayan maksimal fonksiyonu olarak

adlandirilir [20].

Tamm 3.8. ¢ € S(R") ve [ p(z)dx = 1 olmak iizere

P (@) = sup|(f = 00) (2)] € LP(R")
ile tanimlanan ¢ ( f) fonksiyonu, f’nin radyal maksimal fonksiyonu olarak adlandirilir [20].

Tanim 3.9. m € N ve

Kn={®eSR"): sup (I+ u))™"|D®u)| <1}

wER” |a|<m
olmak tizere

fm(x) = sup @G(f)(x)

PEK
ile tamimlanan f (z) fonksiyonu, f’nin Grand maksimal fonksiyonu olarak adlandirtlir.

Uygunluk i¢in, eger

1Nk, = sup (L [u)"""[D*O(u)|

u€R™ |a|<m

olarak alinirsa, f (=) fonksiyonu

fm(x) = sup  @G(f)(z)

@]l s, <1
olarak yeniden yazilabilir [20].
Asagida Fefferman ve Stein [15] tarafindan verilen teorem ve Onermeleri ispatsiz olarak

verelim.
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Teorem 3.10. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) f € HP(R")

) ¢ € SR ile [ @(x)dx = 1 vardir, Syle ki ¢ (f) € LP(R™).
3) ¢ € S(R") ile [ @(x)dx = 1 vardir, byle ki 0% (f) € LP(R™).
@) Pi(f) € LP(R").

5) fi € LP(R™).

Ek olarak, H?(R"™) uzaylar1 Lusin alan integralleri [15] tarafindan da karakterize edilebilir.

(6) S(f) € LP(R™) ve tli)m (f * P;)(z) = 0 dir. Burada

sn@={ [ [0 =R pe-rayar”

D(z) ={(y,t) eRY™" : [y —a| <t}

[15].

Lemma 3.11. p» € S(R") ile [ ¢(z)dz = 1ve 0 < p < oo olsun. Eger % (f) € LP(R")

ise bu durumda

I (Dlly < Conlle(Hllp-

Onerme 3.12.

(1) Eger1 < p < coise HP(R™) = LP(R").
(2) p = 1 oldugu zaman H' Hardy uzay: L! uzaymm 6z alt uzayidir.

(3) Eger0 <p <1lvel <¢q < ocise H?(R")NLY(R™) uzayr H?(R"™) uzayinda yogundur
[15].
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3.2. HP(R") Uzaylarinda Ayrisma Teorisi

Tanm 3.13. 0 < p <1 <g<oo,p#q,ves > n(i — 1)] olsun. Eger a(x) € LI(R™
p

fonksiyonu

(i) Supp a C B(xo, ),
(i) flally < [B(xo,r)[V/o172,

(iii) [a(z)z*dz =0,0<l|a| <s
sartlarin1 sagliyorsa xo merkezli (p, ¢, s)- atom olarak adlandirilir [20].

Buradan agiktir ki, eger p < ¢ < oo ise (p, 00, s)- atomu, (p, ¢, s)- atomu olmalidir. Simdi

atomlar tarafindan iiretilen bir fonksiyon uzaylar1 sinifim1 tanimlayalim.

Tanim 3.14. Atomik Hardy Uzay: H?%*(R") tanimi;
HPP(R™) = {f eSS f(z)= Z)\kak(a:), her bir ay bir (p,q,s) atom, & Z | A|P < oo}
k k
ile verilir. Bu uzay tizerindeki norm

1f llazae = ifCY M),
k

olarak tamimlanir. Burada infimum yukaridaki biitin f = ) Aga; ayrisgitmlarn tizerinden
k

alinmaktadir [20].

Ayrica,

p(f,9) = IIf = gllapa-

ile tanimlanan uzaklik fonksiyonu ile H?%*(R™) uzay1 bir tam metrik uzaydur.

Ozellikle, H}%*(R") bir Banach uzaydir.
R.R. Coifman [8], H?**(R") = HP(R) oldugunu ispatladi. Bu, H?(R) uzaymdaki her

elemanin belirli bir sekilde bir atom toplamina ayristirilabilecegini gosterir.
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Simdi Coifman’nin teoremini verebiliriz.

Teorem 3.15. 0 <p<1<¢q¢g<oo,pF#qves> [1—1) — 1] negatif olmayan tamsay1 olsun.

HE™(R) = HY(R)

veE

[ llzzges o~ A f 1o [8]-

Teorem 3.15.” in ispatinda kullanilacak asagidaki lemma ispatsiz olarak verilmistir.

Lemma 3.16. G D Q bolgesi {x +iy € C: zg <z < 29+ h,yo <y < yo + h}ile

tanimlansin. Eger u, G de harmonikse bu durumda

xo+h
/ {u(z + iyo) + ulx + i(yo + h)] }dx

Zo

yo+h
+ / {u(zo +iy) + u(xo + h + iy) }dy

Yo

=2 /h{u[:po +t+iyo + )] + ulro +t 4+ i(yo + h — t)]}dt20].

Ispat. (Teorem 3.15.’ in ispati)
Kolaylik i¢in teoremi sadece p = 1 ve s = 0 i¢in ispatlayalim. a(z), (1,¢,0) atom olsun.

Bagka bir deyisle, a(z)

(i) suppa C I ={z : |z —xo| <r};
(i) [lall, < (2r)1/97

(iii) [ a(z)dz = 0.

sartlarini saglar. a’nmin Hilbert doniisiimiinii @ olarak tanimlansin ve

[enae= [ e [
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Boylece Hilbert doniistimiiniin L¢(R)(1 < g < o) tizerindeki sinirliligindan

1/q+1/¢d =1

olmak tizere

/| <2 ja(2)|dz < Cr'/ ||all,
r—xg|<2r

<C

olur. Dolaysiyla, (iii)’den

[ @l |
|x—zo|>2r |z—x0|>2r

<[ mal([ -l
|z—x0|>27 ly—zo|<r

1 1
/|y_x0|>r {x = - To }a(y)dy‘d:c

<C

elde edilir. Boylece a € L'(R) ve [|a||; < C olup, burada C, a’da bagimsizdir. Simdi
f € HMOR) yani, f(z) = Z)\kak(m) olsun. Burada her a;, bir (1,q,0) atomdur ve
k

Z |Ak| < oo dir. @ i¢in yukarida elde edilen sonugtan,
k

1f1l < CZ|/\k|
k
elde edilir. Buise f € H'(R) olmasini gerektirir, (bkz. Y.Katznelson [18]). Bdylece
H,"" ¢ H'(R)

ve

||f||H1(R) S CHfHHClL'q’O(]R)
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elde edilir. Simdi H'(R) C H}*>°(R) oldugunu ispatlayalim. Kabul edelim ki f € H'(R)
olsun ve u(z,y) = (f*P,)(x),y > 0ile tanimlansin. Ek olarak Q}, = {z— P (f)(z) > 2*},
k € Z olsun. €2y, R uzayinda acik bir kiime oldugundan,

o =1,

J
olarak ifade edilebilir. Burada {Ij(k)} ayrik acik araliklarin bir dizisidir. Simdi f fonksiyonunu
f(@) = gi(x) + by(x)

seklinde yazilsin.

ge(x) = [f(w) - f,j(kﬂXIj(kn

J

ve
be(z) = f(:L‘)XQz + E fI_(k) XI.(k)
j J J

olarak tanimlanir. Xg, E’nin karakteristik fonksiyonunu ve f;, \%I / ; f(t)dt ortalamasini

gostermektedir. Ilk olarak

klg{lﬁgk(a:) = f(z), h.h. (3.2)

oldugunu ispatlayalim.

Aslinda, harmonik fonksiyonlarda teget olmayan fonksiyonun yakinsakligindan,

|F ()] < PS(f)(x), h.h.

elde edilir. Kolaylik i¢in, I](k) = I = (a,b) bigiminde gosterip ve alt kenar1 I, R? iist yar
diizleminde olan bir () kiipli yapalim. Sirasiyla @) kiipiiniin diger ii¢ kenar [y, [, l3 ve )

kiipiiniin iki kosegeni d;, ds olsun. Ek olarak, A, d;d, ve I’dan kapali olan ii¢ggensel bolge

49



olsun. a & Q, b & Qr ve Q\A C I'(a) UT'(b) olup, burada
L(a) ={(z,y) €RL : |z —a] <y}

ve
L) ={(z,y) Ryt |z — b <y}

seklinde tanimlay1p,

[ue, )] < max{Pa(f)(a), Po(/)(b)} < 2*

oldugu kolayca goriiliir. Yukaridaki esitsizlikten (z,y) € Q\A igin,

1
m‘/u‘ <9k j—1,23
I

elde edilir. ()., € tarafindan yukaridaki () doniisiimii ile elde edilen bir kiip olsun. Ayrica

s =1, 2 igin,
1 k
—| [ v <Vv22
111" Ja,

esitsizligi elde edilir. (). i¢in xo = a, h = b — a ve yy = € olmak iizere Lemma 3.16. den

dolay1,

/ju(x,e)dsz(/dlu—i-/dQu)—(/Zlu—f—/bu%—/l?)u)

elde edilir. Buradan

b
|/ a(, €)da| < 9.2¥1]

elde edilir. Ayrica, Lebesgue yakinsaklik teoreminden

1
m|/}f(x)dx\ <9.2"
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esitsizligi elde edilir. Boylece, bu esitsizlik ve by (x) tanimindan,
b ()] < 9.2

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla yukaridaki (3.2) esitsizligi, yani istenilen elde edilmis olur.

Diger yandan, Pg(f) € L' (R) igin,
Rl =0

elde edilir. Bu,
lim gx(x) = 0, h.h. (3.3)
k—8

oldugunu gosterilir. (3.2) ile (3.3) yararlanilarak, f(z) fonksiyonu

N
fl@)= lim > {ge(@) = g (@)}, heh. (3:4)
k=—M
seklinde yazilabilir.

Dolaysiyla, P5(f) € L'(R) ve

9@)| < S S @)] + o} @)
< SR @) + 920 (@)

< 10P5(f)(x), h.h.

dir. Boylece L' uzayinda, Lebesgue baskin yakinsaklik teoreminden (3.4) ifadesi elde edilir.
Simdi (3.4) ifadesini kullanilarak, f’nin atomik bir parcalanmasi kolayca elde edilir. Ayrica,

eger

1
@) (@) = (@) = gen (@)},

J
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ve
A = 27,1 1) 2%

ise bu durumda

f(z) = Z Zx\§k)a§k)(x).

k=—oc0 j

L' uzayinda (3.4) ifadesi gerceklestiginden dolay1 yukaridaki esitlik S’ de gergeklesir. Dahast,
supp af” C I\, |a{ ()| < |1{V|!

5 =

dogrulamak kolaydir ve

/aj(k) (x)dx =0
dir. Boylece f € H}*>(R) dir. Dolayisiyla
HY(R) C H>O(R).

Sonug olarak

DNy 2ty
4.k k

< C’/ PS(f)(x)dx
R
esitsizliginden
1 groeo < Cl|fl -

Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur. m
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Onerme 3.17. 0 < p < 1 < ¢ < o0, p # ¢, s ve m negatif olmayan tamsay1, s > [n(i —1)]

1
ve m > [n(— — 1)] + 1 olsun. Bu durumda her (p, ¢, s) atom igin,

llasllp < C

esitsizliginde siirekli bir C' = C(p, ¢, s, m) sabiti vardir ve burada a,, a’nin Grand maximal

fonksiyondur [19].

Ispat. Genelligi bozmadan, a, orijin merkezli bir (p, ¢, s) atom ve suppa C B(0,7) = B
oldugunu kabul edelim. B = B(0, 2r) olsun. Bu durumda iki durum s6z konusudur,
0 < p < 1veq > 1 oldugunda Holder esitsizliginden ve Onerme 3.26. (ii)’'den ® € K,,

olmak tizere

[ @ @@y < [ o )rde < g |E
B B

< Cllalp|BI'~*

<C

elde edilir.

0 < p < 1ve ¢ =1 oldugunda Onerme 3.26. (i) sart1 kullanilarak,
[ @ @@y < [ o @p
B B
:/ paP {zeB : al, (x) > a}|dx
0
|B|=/P
SC{/ | Blpa?'da
0

+ / pa?~(|lal/a)de}
|BI-1/p

<C
esitsizligi elde edilir. Boylece Lemma 3.11. ve Onerme 3.17. den
[ @ @@yasc (.5
B

esitsizligi kolayca gosterilir.
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Kabul edelim ki m = [n(z—lj —1)]+1olsun. P,,_4(2), zigin ®(w — z)’nin Taylor genislemesi

(m — 1) olsun. Bu durumda z € B(0,r) ve w € (B(0,2r))* i¢in,
[@(w = 2) = Ppa(2)] < Clu[7™772[™.

Boylece, x € B¢ oldugunda,

ex@)@] =1t [ alwieCY) = Pos()a

< Cla| / aly)ly™dy

< Cla| ™| B[+ 5"

esitsizligi elde edilir.

Dolayisiyla (3.5) esitsizligi saglanir. Boylece onermenin ispati tamamlanir. &

f e HP*(R") ve m = [n(I—I) — 1)] + 1 olsun. Bu durumda f, herbir a, bir (p, ¢, s) atomu

ve Y, |Ak|P < oo olmak iizere

f(x) = Awar(w)

seklinde yazilabilir. Onerme 3.17. den

/ Faldz < 3wl / () lrds < O3 Al
k k

kolayca elde edilir. Boylece, Teorem 3.10. den f € HP(R") oldugu goriiliir. Dolaysiyla son

elde edilen sonuctan asagidaki 6nermeyi verelim.

e 1
Onerme3.18. 0 < p <1< qg < o0, p # ¢, ve s > [n(— — 1)] negatif olmayan tamsay1
p

olsun. Bu durumda
HP9(R™) C HP(R")
ve

A lleze < ClF N g,
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burada C, f fonksiyonundan bagimsizdir [19].

HP(R™) C HP9*(R") tersini elde etmek amaciyla, oncelikle asagidaki lemmalart ispatsiz

olarak verelim.

Lemma 3.19. (Vitali-Wiener ortme lemmasi) (2 € R"™ bir agik kiime ve |2| < oo olsun.
Herhangi bir x €  igin bir 7(z) > 0 vardwr, oyleki B(z,r(z)) C  ise bu durumda
{B(z;,r(x;))}; nin bir serisi vardir, dyle ki tim B(z;, r(z;)) yuvarlan ikiser ikiser ayrik

ve Q C U;B(x;, 4r(z;)), [19].

Lemma 3.20. (Whitney 6rtme lemmasi) 2 C R” bir agik kiime ve |©2] < oo olsun. Bu

durumda {z; : z; € Q}; ve {r; : ; > 0}; serileri mevcuttur 6yle ki

(i) Q= U;B(x;,r;) ve {B(x;,1;/4)},; ikiser ikiser ayrik yuvarlardir.
(11) B(.CEZ, 187"1)‘ N = @, fakat B(xl, 547’}) N Qe 7& @,
(iii) Siirekli bir M = M (n) fonksiyonu vardir, dyle ki Vx € €2 i¢in,
Z B, sy () < M
dir [19].
Lemma 3.21. Asagidakiler dogrudur.
() B N BYr# ise ! < drk, ve BET € B(ak, 18rF);.
(ii) Her j i¢in bir M = M (n) vardir, 6yleki
pk+1 ~ Pk
BT N Bf # 0
B sayis1 M’den kiigiiktiir [19].
Lemma 3.22. j, k&’ dan bagimsiz siirekli bir C' vardir, oyle ki

sup (Pl Dem(y)| < ©

o] <m,ye B up
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veE

sup  (rF) | Dom(y)f T (y) < ©

|a|<m,yeRm

olacak sekilde esitsizlikleri vardir [19].

Asagida ilerde kullanacagimiz esitlikler verilmistir;

PF(z) € P, (tiim s- dereceden polinomlar) mevcut ise bu durumda

/ (F(x) — PH)}Qo)e (x)dz = 0, ¥Q € P, (3.6)

Ve

P! (x) € P, meveut ise bu durumda

[11@) - B e)QE)e ) s 3.7)
_ / PE(@)Q(x)E (2)dz, YQ € P,

Lemma 3.23. ;. £’ dan bagimsiz siirekli bir C' vardir, 6yle ki

sup |Pk+l< )l S 2k+10
yeBk+1

olacak sekilde esitsizligi vardir [19].

Lemma 3.24. i, j, k£’ dan bagimsiz siirekli bir C' vardir, dyle ki

sup [P (y)& (y)] < 2¢C
yEeR”

olacak sekilde esitsizligi vardir [19].

Lemma 3.25. Her k € Z; igin,

EE:EE:JPk+1 k+1 ) =0

olup, burada esitlik h.h. ve S iizerinde tanimlanir [19].
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Simdi, Onerme 3.18. nin tersini asagidaki 6nerme ile verelim.

Onerme 3.26. 0 < p < 1ve s > [n(% — 1)] negatif olmayan tamsay1 olsun. Bu durumda
HY(R") C HP™*(R")
ve

| f[|zzp.o.s < C|| 1] 10[20].

Ispat. ilk olarak, f € H?(R™) N L*(R") olsun.
g" = fXo, = ) P
=2 (/- PI&
ve

K k ek
b :fXQﬁ+ZPi€i

seklinde tanimlansin. Buradan

f=g"+0"

dir. M = M (n) den daha kiigiik herhangi bir € R" i¢in ve keyfi i € N igin £5(z) # 0 dir.

Bundan ve Lemma 3.23. kullanarak,
b(2)| < 2C
dir. Boylece, asagidaki baginti diizgiin yakinsar;
kli)r_noo g (z) = f(x). (3.8)

Diger yandan, supp g* C €, ve

(%l < (Cllfllp/2°) = 0, k= o0,

57



dikkate alirnirsa

lim g*(z) =0 h.h.

k—o0

elde edilir. (3.8) ve (3.9) kullanilarak, f fonksiyonu

fl@) =Y {g"(@) ="' (x)} h.h.

k=—m

seklinde yazilir. Fakat,

9" =g =D (= POEE =D (F - PR

? J

burada Z &F = X, ve suppﬁ‘;-ngl C Qi1 C Q. Boylece yukaridaki esitlik

g =g =) A(F - BOE = D (F - PFErg ),
@ j
seklinde yazilir. Tekrar Lemma 3.25. kullanilarak, yukaridaki esitlik
g" =g =3 A = BOEE - D[ - B - PETIET
-3

J

seklinde yazilir, burada

Wi = (f = PO = [(f = PPl — PEFebT.

i

Dolayisiyla f fonksiyonu

fla)y=>" Z hE(z) h.h.
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olarak ifade edilebilir. Acikcasi, supph® C BF dir. Ashnda, (3.6) ve (3.7) den, herhangi

Q € P, (tiim s-dereceden polinomlar) i¢in

[ Qs =0

esitligi kolayca goriilebilir. h}f’mn boyutunu tahmin etmek amaciyla,
_ fgszQz_H kg/c + kaPkakH + ZPk—H k+1

olacak sekilde yazilir. Onerme 3.18. kullanilarak
k * k
|f& Xag, | < Cfp Xy <2°C
dir. { B(z; A k“)} yuvarinin Lemma 3.20.(iii), Lemma 3.23. ve Lemma 3.24. kullanilarak,
| ()] < 2°Cy

esitsizligi elde edilir. Dolayistyla \¥ = 25Cy| B¥|'/? ve a{x) = h¥(z) f\* ise bu durumda
=> Ndaf(z), hh. (3.10)
i
Burada her af bir (p, 0o, s) atomdur. Sonrasinda,
YN <CY 2B < C) 290y
ki i k

ok
<CY [ por i fie) > a}lda
k

< Cllfally < o0

oldugu kolayca gosterilir. f € HP*(R") oldugunu gostermek amaciyla, S’ *de (3.10)

oldugunu gostermek yeterlidir. Aslinda,

|PH2)€f ()] < C2°¢{(2) < Oy (2)€] ()
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ve

IZP’“ z)| < Cfy ()
esitsizliklerinden

[* ()] < Cfy(2)
elde edilir. Boylece

9" (@)] = [f(z) = b(2)| < Oy (@)

dir. Bger f € HP(R") N L*(R") ise bu durumda f* € L'(R") oldugunu dikkate alalim.

Boylece, Lebesgue baskin yakinsaklik teoreminden, L' uzayinda

Z {g"(@) — g"(2)}

k=—00

elde edilir. Ek olarak

=) i)
ve {h¥} destekleri Lemma 3.20.(iii) 6zelligine sahip olup,
=2 ki)
koo
L' uzayinda oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla bu durumda S’ de (3.10) esitligi saglanir.

HP(R™) N L*(R™) € HP®(R™)

oldugu yukarida gosterildi. Onermenin isapatin1 tamamlamak icin H? uzaymda, H? N L?
yogun oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten de, en son elde edilen sonug gerceklesiyor

ise bu durumda herhangi bir f € HP i¢in, f; € HP(R™) N L*(R") vardir, dyle ki
Hf - kaHp — 07 k — oo.
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Genelligi bozmadan, uygun f; i¢in

3
[1fille < 5111

veE

| fesr — fellbe < 27574 fI1m, k€N,

g1 = f1, ve gx = fi — fr—1(k > 1) alinsin. Bu durumda, H® uzayinda

f= ng
k=1

esitligi saglanir. g, € HP(R™) N L*(R") oldugunda g, € H?>*(R™) olur. Dolayisiyla gy

fonksiyonu S’ izerinde herhangi bir aé?

= Y

J

, bir (p, 00, s) atomu olmak iizere

seklinde yazilabilir. O halde C, k ’dan bagimsiz olmak iizere
> NP < Clligally.
J
Simdi, f fonksiyonunu

Fa) = 37 Neab(a),

k.j

seklinde yazilabilir, burada esitlik S’ iizerinde tanimlidir ve
S INP <O gl < OIS -
khj k

Dolaysiyla f € HP*>>*(R") dir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m
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3.3. H'(R") nin Dual Uzay:

C.Fefferman [14] ve C.Fefferman-E.M. Stein [15] tarafindan Teorem 3.29. ile sirasiylap = 1
ve p > 1 i¢in sonuglar ifade edilmistir. F. John, L. Nirenberg [17] tarafindan H'(R"™) nin dual
uzay1 sinirli ortalama salinimli fonksiyon uzayr da eliptik kismi diferansiyel denklemlerin

regular ¢oziimlerini caligti.

Tanim 3.27. f(z) lokal integranebilir fonksiyon ve (), R™ de bir kiip olsun. ) da f(z) in

ortalama deger fonksiyonu

1
= — x)dx
fa |Q|/Qf()

ve 1 < ¢ < oo olsun. Eger f(x) fonksiyonu

sgp{@—, /Q (@) — foltdz}Yidr < oo

sagliyorsa, f(x) fonksiyonuna ¢- dereceden bir sinirli ortalama saliniml fonksiyonu olarak

adlandirilir. ¢- dereceden tiim sinirl ortalama salinimli fonksiyonlarinin olusturdugu uzaya
BMO, denir.
q = ligin BMO, nun kisaltmas1 BM O dur.

Sonu¢ 3.28. 1 < g < oo ise burumda BM O, = BMO [20].

H'(R™) nin dual uzayinda temel bir sonug asagida verilmistir.

Teorem 3.29. Eger ¢ € BMO(R") ise bu durumda

Lf= | f@gla)dr

H'(R") iizerinde bir smirli lineer fonksiyondur. Tersine L, H!(R") iizerinde herhangi bir

sinirl lineer fonksiyon i¢in
Lf= | f(z)g(x)de,Vf € H'(R")
RTL

olacak sekilde bir g € BMO(R") vardir [14, 15].
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Yukaridaki sonu¢ H'(R™) uzaymnin dualinin BM O(R™) uzay1 oldugunu ifade eder yani

(H(R™)) = BMO(R™).

Ispat. Teoremi yalmzca p = 1 ispatlamak yeterlidir. Teorem 3.15. den dolay1
(HY(R)) = BMO(R)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. ¢ € BMO(R) olsun.
BMO(R) C (H,*"(R))

oldugunu gostermek amaciyla,

Lf= / f(@)g(x)dz

lineer fonksiyonu, genellestirilmis Hahn-Banach teoremi tarafindan, H}°>°(R) nin bazi yogun

D altuzaylarinda sinirl oldugunu gostermek yeterlidir.

D = HX%R)NLE(R) olup, burada L2°(R), kompakt destegi ile 6lgiilebilir tiim fonksiyonlarin
siirliligindan olugmaktadir. ij:l Azax(z) formu ile tiim fonksiyon kiimeleri H!°>C(RR)

tizerinde yogun oldugu igin, D kiimesi, H}»*>°(R) uzayinin yogun bir alt kiimesidir.

Simdi
N ,g(x) >N
gn(z) = § g(z) , |g(z)| < N
—N , g(z) < —N

olsun. Eger N yeterince genis ise bu durumda

lgnlls < 4llgll--
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esitsizligi kolayca gosterilir. f(z) =), A\gax(z) € D almirsa,

‘/f x)gn (@ dl“ <Z|)\k ‘/ z){gn(x) = (9n)n}dz
< Zl/\legNH*

esitsizligi olup, burada supp a;, C I, dir. Dolayisiyla f € D igin,

‘/Rf(‘”)gNwdl" < 4|l gz=ollgll+

esitsizligi elde edilir. Eger f € D ve g € BM O alinir ise bu durumda

|[f(@)gn ()] < |f(@)g(x)] € LY(R)

olur. Bu nedenle, Lebesgue baskin yakinsaklik teoreminden

| [ #@at@de] < 4lllgmoligl., 7 € D

esitsizligi elde edilir. Boylece, BMO(R) C (H}*°{R))" oldugu gosterilir.

Ispatin tersini gostermek amaciyla (H14°(R)) ¢ BMO(R), 1 < q < oo gosterelim. L,
H}O(R) iizerinde sinirh lineer fonksiyon olsun. I € BMO(R) vardir, dyleki herhangi
f € HO(R) igin

Lf—/Rf(x)l(x)da:—AE?)OkZ:/B%ak(x)l(x)dx

elde edilir. Yukaridaki bu iddianin ispatinm ii¢c adimda yapalim.

(i) IIk olarak (H}4°)" (L) ispatlayalim, burada I bir aralik ve

L= {f e LA(I) / f(x)dz = 0}
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olsun. Bu durumda f € L{ i¢in,

a(x) = 1|57 £k £ (@)

bir (1, ¢,0) atomdur. Boylece, L} C H1% olur. Dolayisiyla, (i) gosterilmig olur. (¢)’nin
bir sonucu olarak, genellesmis Hanh-Banach teoremi ve Riesz teoreminin temsili olan [ €

LY(I),1/q+1/q = 1 vardr, 6yleki Vf € L igin,

Lf:/If(:c)l(a:)dx.

Yukaridaki gergekten ve /; T R alinarak, her /; i¢gin, bir [; € LY (1;) vardir, oyleki Vf € L?j

icgin,
Lf = /1 f(x)l;(x)dx, (3.11)

dir.

(ii) Bir [ alalim, oyleki Vf € L?j ve herhangi I; i¢in,

Lf— /I F@)i(x)da
elde edlir.

f € Ly, olsun. (3.11)den bir [; € LY (1) vardir, 6yleki
Lf= [ f(z)l(x)de.
I
Varsayalim ki f € Lc}l C L;‘z olsun. (3.11) kullanilarak, uygun bir I, € L% (1) igin,

Lf= i f(@)la(x)de = . f(@)lo(x)dx
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elde edilir. Yukaridaki iki esitlikten, Vf € L{ icin,
f@){lh(x) = la(z)}dr = 0
5
olur. f(z) = g(x) — gy, kullanirsak, g € L9(I;) olup,

/ g(@){[L(x) — o(@)] — (1l — L)1, Yz = 0,¥g € LU(1)
I
elde edilir. Buradan

ll(l’) — lg(l’) = Ol, x e Il

olur. Boylece

ll(ZE) ,ZL’E ]1,

[(z) =
lz(l’) +Ch ,x € IQ\[l

yazilabildigi i¢in, x € I5 icin
l(z) =l(x) + Cy
elde edlir. Bu uygun metodla elde edilen I(z) ve Vf € L7 , (j = 1,2) i¢in,

Lf =1, f(z)l(x)dx

oldugu goeterilir. Yukaridaki bu basit metodla, herhangi j € N i¢in gosterilir yleki bir [(z)

elde edlilir, Boylece, (ii) gosterilmis olur.

(iii) Nihayet, [(x)’in BM O, uzayina ait oldugunu ispatlandi ve Vf € H}%°(R) i¢in

Lf:/Rf(x)l(x)dx
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uygun bir esitlik elde edilir. Ger¢ekten yukaridaki esitlikten (ii) ve [ € BM O kolayca elde
edilir. O halde [ € BM O oldugu gostermek yeterldir. (i7) kullanilarak

La= / a(z)l(z)dz

esitligi herhangi bir (1, ¢,0) a(x) atom i¢in saglanir. [ bir aralik, supph C I, h € Li(1I) ve

||h|1, = 1 olsun. Bu durumda
a(z) = 2711V {h(x) — hi}Xi ()
fonksiyonu bir (1, ¢,0) atomdur. Boylece, L € (H4%) olup,

| [ atiteyis] < i

esitsizligi elde edilir. Buradan yeniden
111 [ b i) - o] < 20

olarak yazilabilir. Dahast ||.||, tanimindan,

millt(x) = b7 da}V e < 2|[L]]

esitsizligi yazilir. Dolaysiyla
le BMOy = BMO

olur. Boylece, Teorem 3.15. ispat1 tamamlanmig olur. m

Uyari 3.30. H?(R") uzaymin duali Campanato uzayidir [6].
p = 1i¢in R.R. Coifman ve G. Weiss [8, 9],
p > lig¢in S.Z. Lu [20] tarafindan gosterilmistir.

M. H. Taibleson ve G. Weiss [29] tarafindan verilen (p, ¢, a, €)- molekiil tanimin1 ve atomun

bir genellestirilmis hali olan molekiil yapi ile ilgili teoremi ispatsiz olarak asagida verilmistir.
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1
Tanim 3.31. 0 <p <1< ¢ < o0, s > [n(— — 1)] negatif olmayan tamsay,

1 1 1

e > max{s/n,— —1},a0 =1— — 4+ ¢ ve by =1 — — + € olsun. Eger M fonksiyonu,
D p q

M e L4(R™) olmak iizere

(i) M(z)|z|" € LIR"),

b || 1~ (a0/bo)
M() | _ x0| bo q

< 00,

(i) No(M) = [[M]||eo""

(i) [, M(x)zdx =0, |a|<s
sartlarini sagliyorsa xy merkezli bir (p, g, a, €)- molekiil olarak adlandirthir,  [29].
Teorem 3.32. p,q, s ve € Tanim 3.31. deki gibi olsunlar.
f e P (RY)
olmas icin gerek ve yeter sart S’ de
f(x) =) AeMy(o)
k

olmasidir, burada Y |\¢|” < oo, herbir My (p, g, s, €)- molekiil ve NV, (M) < C olacak
sekilde £’dan bagimsiz bir C' sabiti vardir. Dahasi,

nt {(S er) " s £ = St~ sl 91

Onerme 3.33. p; < p, < 1 olsun. Eger a, herhangi bir (p1, q1,s1)-atom, 7 bir lineer

operator olmak iizere T a, bir (p1, q1, $1, €)-molekiil ve
N, (Ta) < C

saglansin, burada C, a dan bagimsizdir. Bu durumda 7, (HP', H??) tiplidir, [20].
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4. HARDY UZAYLARINDA INTEGRAL OPERATORLER

Bu boliimde harmonik analizdeki integral operatorlerinden Riesz Potansiyel operatorii ve

singiiler integral operatoriiniin Hardy uzaylarinda simirliligi ile ilgili bazi sonuglar verilmistir.

4.1. Riesz Potansiyel Operatorii

LP(R™) uzaylarinda 1 < p < oo igin, Riesz Potansiyel Operatorleri

(Iaf) (z) = Ca,n/n %dy, 0<a<n,

ile tanimlanir, burada C, ,, uygun bir sabittir. Benzer sekilde bu operatorii Fourier doniistimii

yardimu ile

(1) (@) = (2r|2) ™ Fla) (.0

olarak da tamimlayabiliriz. Burada f yeterince diizgiin fonksiyondur. Sobolev teoremi
geregince 1 < p; < py < 00,0 < v < n/py ve 1/ps = 1/p1 — a/n kosullart saglandiginda,

I, operatorii (LP*, LP?) tipli olur. Yani bir C' = C,, , ,, » sabiti vardir, oyle ki

Hafll,, < C AL, 4.2)

olur. H?(R") uzayinda Fourier doniisiimii tanimlanabildiginden Riesz potansiyel operatoriinii

HP(R™) iizerinde (4.1) ile tanimlayabiliriz.

Teorem 4.1. (i) Egerp; <1 < ps,0 < <nvel/py =1/p; —a/nkosullart saglanirsa
I, operatorii (HP', LP?) tiplidir,

(ii)) Egerp; <1 <p9,0 <a <nvel/py=1/p; —«a/nkosullari sa8lanirsa I, operatorii
(H?, HP2) tiplidir, [29].
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Ispat. (i): Onerme 3.1 den,

H]aa/Hpg S Cav”,Pl,PQ

esitsizlikten tim a (p1, q1, s) atomlart, ispat i¢in yeterlidir. Burada ¢; > py, ve s > {n (— — 1)}
b1

1

dir. Teorem 3.15. kullanilarak, s+1 > n | — — 1 | tek sayisinin uygun oldugunu varsayabiliriz.
P1

Dahasi, 1 < ¢; < g <oovel/q —1/q2 = 1/p1 — 1/p, gibi ¢; ve ¢» kullanabiliriz. Ayrica

a, orijin merkezli bir (p1,q1, s)- atomdur. supp a C B olsun. E B’nin aym1 merkezli

genislemesi olsun. Buradan,

1/p2 1/p2
Mol < ( [ naap das) i ( [ hato) d:v)
B c

=Ji+Jy
oldugu agiktir. ¢ /py > 1 igin Holder esitsizligi kullanilarak,

1/pa—1

J, < ”Ia&HqQ | B| /p2—1/g2
1/p1—1

< C'all,, [B["~®

<C

elde edilir.

JQ - Ca,n </~
BC

oldugu dikkate alinirsa, z e gore |z — y|

P2 1/p2
dx)

/L)n—ady
BT —y|

~"* Taylor agilimu yapilarak ve atomlarin yok olma

an1 kullanilarak,

™\
J2 < Ca,n / —dy dx
{ E < B ’x|(n7a+8+l)
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elde edilir. Buradan,

d 1/P2
sl Ly z
Jy < C HCL||q1 |B| a1 (/éc x’(n—a—‘,-s—‘rl)pz)

<C

bulunur.

(ii) q1, g2 ve s (i)’deki gibi olsun. Onerme 3.33.’den, a, bir (p1, g1, s)- atomu ise bu durumda

1
I,a, bir (pg, q2, [n <— — 1>] ,5)— molekiil ve

D2
1

£ > max{s/n, — - 1}
D2

ve

s/n<e<(s+1—a)/n
olmak iizere

No(1a@) < Conpy o
oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

1 1
s+1>n<——1>>n<——1>
P1 D2

dikkate alirsak, istenilene uygun bir € mevcuttur.

1
aozl——+€
b2

veE

1
60:1———|—8
q2

seklinde tamimlansin. (i)’deki gibi, a, orijin merkezli bir (p;, ¢1, $)- atom ve

supp a C B olsun. Boylece I,a bir molekiildiir. .J; ve Jo, (i)’deki gibi benzer sekilde
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kullanilarak,

(]

b q2 1/Q2 b
Laa(z) 2™ dx) < 1B la],

veE

b q2 1/Q2 b
Laa(c) 2™ dx) < 1B la],

(:

elde edilir. Buradan,

ao /b nb 1=(ao/bo)
Ny (laa) = HIaqus/ "N laal) |- "
ao/b b\ 1~ (a0/b0)
< C g™ (llall,, 1BI")

<C.
Boylece yok olma am sartlarina gore

/Iaa(:v)x”d:c =0, |[v]<s.

Aslinda

Loa(-) [-[™

' 1/(]2/
. ( / (o2 dm)
a lz|>1

/ |l a(z)x’|dx <
|z|>1

< 00
esitsizligi vardir, dolayisiyla I,a(x)z¥ € L'(R™). Buradan
(Laa(t)t®) (z) = D* [(1aa) ()] € C(R").
Boylece

(La(t)t) (0) = / La(t)t’dt =0
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ispatlamak amaciyla

lim D" [(1,a) ()] = 0 (4.3)

|z|—0
oldugunu gostermek yeterlidir.

|v1]| + |v2| = |v] olacak sekilde v; ve vy alalim. Buradan

D (|2]*) = O (Jal ")

veE

D™a(x) = / a(€)(—2mig)*2e T dg
_ / a(€)(—2mi€)= [e~27E% — p(c)] de

dir. Béylece P € P;_,, dir. P(£), s— |vy|-dereceden e~2"¢* Taylor polinomlari gibi olmak

lizere
|D™a(x)| < C a7
elde edilir. Buradan
D" (|2 ~) D™a()] < C o~

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla bu (4.3)’ii gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

4.2. Singiiler Integral Operatorleri

Singiiler integral operator,

Tf(r) =lim fW) K (x —y)dy

e—0 lz—y|>e
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seklinde tanimlanir, burada K ¢ekirdegi,
/ K(x)dr =0, 0< Ry < Ry<
Ri<|z|<R2
sartin1 saglar. Singiiler integral operatorii genellikle
Tf(x) =po(f=K)

seklinde ifade edilecek.

Teorem 4.2.

Tf(x)=puo(f*K),

L?*(R™) de sinirl bir singiiler integral operator ve bazi ¢ (0 < § < 1) i¢in K,
Kz —y) = K@)| < Clyl o/ |a",  |a] > 2]y (4.4)

esitsizligi saglansin. Eger

<p<l1

n+o
ise T operatorii (H?, HP) tiplidir, [1].

Ispat. Onerme 3.33. kullanilarak, (p, 2,0) a- atomu i¢in Ta,
Ni(Ta) < C 4.5)

olacak sekilde bir (p, 2, 0, €)- molekiildiir, burada C, a’dan bagimsiz ve 1/p — 1 < e < §/n
dir.

p.v./K(x)dm ~0

oldugu dikate alinirsa,

/ Ta(z)dzx = 0
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oldugu kolayca goriiliir. Boylece (4.5)’in dogrulugu gosterilir. Kabul edelim ki a, (p, 2,0)-

atom ve suppa C B(xg, r) olsun. T', L? uzayinda simirl oldugu igin,
ITall, < C lall, < €%
ve

/ Ta(@)[* |& = wo[*™ dx < Cr"0+ | T3
|e—xzo|<2r

< 07‘2n(1_1/p+6) )

Simdi yok olma ani sartlari ve (2.19) kullanilarak, y € B(zo,7) ve x € R™\ B(zq, 2r) olmak

izere
Ta(z)| = ] [ G =)~ Ko = o)l atg)ay

<c/|x Loy dy

< Cr d+n(1-1/p) |I’ 0| (n+0) .

Buradan,

/ I Ta(z)| | — zo|*™ da
|z—x0|>27

< Cr2§+2n(11/p)/ |ZL’ _ xo‘anO_Q(n+5) dx

|x—x0|>2r

< CrQn(lfl/erE) )

Boylece

1—(ao/bo)

ITallz™ |[Ta() |- = o™

1

< O p)yw/b (e )L (ao/b)

<C.

Dolayisiyla yukaridaki esitsizligi (4.5) esitsizligi olup ispat tamamlanir. m
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