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Sayfa No

ÖNSÖZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

HARMONİK ANALİZDE REEL HARDY UZAYLARI VE İNTEGRAL
OPERATÖRLERİ

Emre YILDIRIM

KIRŞEHİR AHİ EVRAN ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

Danışman: Prof. Dr. Ali AKBULUT

Bu yüksek lisans tezinde, Hardy uzayları ve harmonik analizin klasik operatörlerinin bu
uzaylardaki sınırlılıkları hakkında bilgi verilecektir.

İlk bölümde, literatürde bu konu ile ilgili araştırmaları olan bir çok matematikçi hakkında
bilgi verilmiş ve bu çalışmanın amacından bahsedilmiştir.

İkinci bölümde, tez konusunda geçen bazı temel tanım ve özellikler verilecektir.

Üçüncü bölümde, Hardy uzaylarının karakterizasyonu, tanım ve özellikleri verilecektir.

Son bölümde ise harmonik analizin integral operatörlerinin Hardy uzaylarındaki sınırlılıkları
ile ilgili sonuçlara yer verilecektir.

Mayıs 2023, 88 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Teğet olmayan maksimal fonksiyon, radyal maksimal fonksiyon,Grand

maksimal fonksiyon, singüler integral operatör, Riesz potansiyeli.
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ABSTRACT

MSc THESIS

REAL HARDY SPACES AND INTEGRAL OPERATORS ON
HARMONIC ANALYSIS

Emre YILDIRIM

KIRŞEHİR AHİ EVARAN UNIVERSITY

INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor: Prof. Dr. Ali AKBULUT

In this thesis, we will inform you about Hardy spaces and the boundedness of classical
operators of harmonic analysis in these spaces.

In the first section, information is given about many mathematicians studying in this field in
the literature and also about the purpose of this study.

In the second section, some basic definitions and features of the thesis will be given.

In the third section, the characterization, definition and properties of the Hardy spaces will
be given.

In the last section, the results about the boundedness of integral operators of harmonic
analysis in Hardy spaces will be given.

May 2023, 88 Pages.

Keywords: Nontangential maximal function, radial maximal function,grand maximal function,

singular integral operator, Riesz potential.
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1. GİRİŞ

E. M. Stein ve G. Weiss [28] ve A.P. Calderón ve A. Zygmund [5] tarafından verilenReHp(Rn)

(reel Hardy) uzaylarının ilk tanımı analitik fonksiyonlarla yakından ilişkilidir. 1970’li yıllarda

reel Hardy uzaylarının reel değişkenli karakterini ifade eden yeni gelişmeler ortaya çıkmıştır.

Aslında, Hardy ve Littlewood daha önceki yıllarda "f ∈ ReHp(R) ⇒ P ∗5(f)(x) :=

sup|y−x|<t |(f ∗ Pt)(y)| ∈ Lp(R)" önermesinin doğru olduğunu göstermişlerdi. 1971 yılında

D.L. Burkholder, R.F. Gundy ve M.L. Silverstein [4] bu önermenin tersinin de doğru olduğunu

gösterdi. Böylece, "f ∈ ReHp(R) ⇔ f ∈ P ∗5(f)(x)," (P ∗5(f)(x); (f fonksiyonunun

Poisson teğet olmayan maksimal fonksiyonu.) Açıkçası, ReHp(R) uzayının bu karakteri,

analitik fonksiyonların özellikleri kullanılarak verilen yukarıdaki tanımından bağımsızdır.

Fakat bu karakterizasyon hala tam anlamıyla harmonik fonksiyonlara bağlı olmaktan kurtula-

mamıştır. Çünkü tanımda Poisson çekirdeği kullanılmaktadır. Böylece ortaya "Poisson

çekirdeği birime yaklaşık başka bir çekirdekle değiştirilebilr mi?" sorusu çıktı. 1972 yılında,

C. Fefferman, E.M. Stein [15] bu soruya olumlu cevap verdiler ve reel değişkenli metodlardan

n-boyutlu versiyonu için yukarıdaki karakterisazyonlar genişlettiler veReHp(Rn) uzaylarının

tanımına denk bir karakterizasyonu elde ettiler.

Bu yüksek lisans tezinde, Hardy uzaylarının çeşitli karakterizasyonları verilerek, Riesz potan-

siyel ve singüler integral operatörlerin bu uzaylardaki sınırlılıkları incelemiştir.

Bu tez konusunu bir baslangıç kabul edilerek, "İntegral Operatörlerin Reel Hardy Uzaylarında

Sınırlılığı" konusunda daha ileri düzeyde çalışmalar yapabilmek için bir temel oluşturulması

hedeflenmektedir.

1



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, bazı temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir.

2.1. Normlu Uzaylar

Tanım 2.1. X , K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun. Eğer

‖·‖ : X → R, x→ ‖x‖

dönüşümü ∀x, y ∈ X ve α ∈ K için

(N1) ‖x‖ ≥ 0 ve ‖x‖ = 0⇔ x = θ

(N2) ‖αx‖ = |α| ‖x‖

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Üçgen Eşitsizliği)

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşüme X üzerinde norm adı verilir. (X, ‖·‖) ikilisine bir

normlu vektör uzayı denir. (X, ‖·‖) normlu uzayı kısaca X ile gösterilir [2].

Teorem 2.2. X, K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun.

‖ · ‖ : X→ R

şeklinde tanımlı her norm dönüşümü X vektör uzayı üzerinde süreklidir [2].

Teorem 2.3. Bir K cismi üzerinde tanımlı herhangi bir X normlu vektör uzayında vektörel

toplama ve skalerle çarpma dönüşümleri süreklidir [2].

Tanım 2.4. (Denk Norm) X, K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun. ∀x ∈ X için

c‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C‖x‖1

2



olacak şekilde c, C ∈ R pozitif sayıları varsa X üzerinde tanımlı ‖ · ‖1 ve ‖ · ‖2 normlarına

denk normlar denir [24].

Tanım 2.5. {xn}∞n=1, (X, ‖ · ‖) normlu uzayında bir dizi ve x0 ∈ X olsun. Eğer

lim
n→∞

‖xn − x0‖ = 0

olursa xn dizisi x0 noktasına yakınsıyor denir ve xn → x0 veya lim
n→∞

xn = x0 şeklinde

gösterilir. Normlu uzayda tanımlanan bu yakınsamaya norma göre yakınsama denir [24].

Tanım 2.6. (Cauchy Dizisi) (X, ‖ · ‖) normlu uzayı içinde {xn}∞n=1 bir dizi olsun.

∀ε > 0 için m,n ≥ nε olduğunda ‖xn − xm‖ < ε olacak şekilde ε sayısına bağlı bir nε

doğal sayısı varsa {xn}∞n=1 , bir Cauchy dizisidir denir [24].

Tanım 2.7. (Banach Uzayı) Bir (X, ‖·‖) normlu uzayı içindeki her Cauchy dizisi X içindeki

bir noktaya yakınsıyor ise bu (X, ‖ · ‖) normlu uzayına Banach Uzayı adı verilir [2].

Tanım 2.8. (Riesz-Fischer özelliği) Eğer

∞∑
n=1

‖un‖X <∞ (2.1)

özelliğine sahip her {un}∞n=1 için
∞∑
n=1

un = u olacak şekilde bir u ∈ X varsa, yani

lim
n→∞

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

uk − u

∥∥∥∥∥
X

= 0

oluyorsa (X, ‖ · ‖X) uzayına Riesz-Fisher özelliğini sağlıyor denir [22].

Teorem 2.9. Bir normlu lineer uzayın tam olması için gerek ve yeter şart Riesz-Fischer

özelliğine sahip olmasıdır [22].
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2.2. Operatör Teorisi

Tanım 2.10. X ve Y iki lineer uzay ve T : DT ⊂ X → Y bir fonksiyon olsun. T

fonksiyonuna operatör denir. Burada DT , T nin tanım kümesi ve R ≡ T (DT ) ⊂ Y de

T nin görüntü kümesidir [2].

Tanım 2.11. Rn üzerinde ölçülebilir fonksiyonlar kümesinin bir lineer alt uzayı G olmak

üzere T : G→ G operatörü ∀f, g ∈ G ve ∀λ ∈ R için

T (f + g) = T (f) + T (g) ve T (λf) = λT (f)

şartlarını sağlıyorsa lineer operatör,

|T (f + g)| ≤ |T (f)|+ |T (g)| ve |T (λf)| = |λ| |T (f)|

şartlarını sağlıyorsa altlineer operatör, bir C > 0 sabiti için

|T (f + g)| ≤ C (|T (f)|+ |T (g)|) ve |T (λf)| = |λ| |T (f)|

şartlarını sağlıyorsa quasilineer operatör olarak adlandırılır [2].

Tanım 2.12. T : X → X operatörü verilsin. ∀x ∈ X için T (x) = x ise T operatörüne

birim(veya özdeşlik) operatörü denir. IX veya I ile gösterilir [2].

Tanım 2.13. X ve Y iki normlu uzay ve D (T ) ⊂ X olmak üzere T : D (T ) → Y lineer

operatör olsun. Eğer ∀x ∈ D (T ) için,

‖Tx‖ ≤ C ‖x‖

olacak şekilde bir C reel sayısı varsa, T operatörüne sınırlıdır denir. Bir T operatörünün

normu

‖T‖ = sup
x∈D(T )
x6=0

‖Tx‖
‖x‖

şeklinde tanımlanır [2].
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Tanım 2.14. X ve Y iki normlu uzay ve T : D(T ) → Y operatörü verilsin. Aşağıdaki

şartlar sağlandığında T operatörü x0 ∈ D(T ) noktasında süreklidir denir.

(a) ∀ε > 0 için ∃δ > 0 3 ∀x ∈ D(T ), ‖x− x0‖ < δ iken

‖Tx− Tx0‖ < ε

(b) x0 noktasına yakınsayan ∀(xn) ⊂ D(T ) dizisi için

lim
n→∞

T (xn) = T (x0)

[2].

Tanım 2.15. Eğer T : X → Y operatörü D(T ) nin her noktasında sürekli ise T operatörü

D(T ) üzerinde süreklidir denir [2].

Tanım 2.16. X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) ⊂ X olmak üzere T : D (T ) → Y lineer

operatör olsun. Bu durumda T operatörünün sürekli olması için gerek ve yeter koşul T

operatörünün sınırlı olmasıdır [2].

Tanım 2.17. (Gömme) X ve Y iki normlu lineer uzay ve X ⊂ Y olsun.

DT (I) = R(I) = X,

yani ∀x ∈ X için I(x) = x olacak şekilde Y de en az bir eleman olmak üzere

I : X → Y

ile verilen operatöre birim operatörü denir. Bu operatör sürekli ise yani her x ∈ X için

‖x‖Y ≤ c‖x‖X

olacak şekilde bir c > 0 sabiti var iseX uzayı Y uzayına sürekli gömülür denir. I operatörüne

X uzayından Y uzayına bir gömme operatörü denir. Alternatif olarak bazen X uzayının Y

5



uzayına bir sürekli(veya sınırlı) gömmesi mevcuttur denir.

‖I‖X↪→Y := sup
f 6≡0

‖f‖Y
‖f‖X

şeklinde gösterilen bu sayıya da I nın operatör normu denir. Eğer X ve Y iki normlu lineer

uzay olmak üzere X uzayından Y uzayına bir sürekli gömme mevcut ise

X ↪→ Y

şeklinde gösterilir. Eğer

X ↪→ Y ve Y ↪→ X

aynı anda oluyorsa,

X � Y

şeklinde gösterilir ve eğer bu gömme operatörü kompakt ise de

X ↪→↪→ Y

şeklinde gösterilir [22].

Tanım 2.18. (Konveks) Bir X vektör uzayının bir Y alt kümesi verilsin. Eğer

y1, y2 ∈ Y olduğunda

M = {y ∈ X : y = λy1 + (1− λ)y2, 0 ≤ λ ≤ 1} ⊂ Y

oluyorsa, Y alt kümesi konvekstir(veya dışbükeydir) denir [2].

2.3. Ölçü Teorisi

X boştan farklı bir küme olmak üzere X kümesinin bütün alt kümelerinden oluşan küme

P (X) ile gösterilmiştir.

Tanım 2.19. (Cebir ve σ−Cebir) X boştan farklı bir küme ve A ⊂ P (X) olsun.

6



(i) ∅, X ∈ A

(ii) ∀E ∈ A, Ec = X\E ∈ A

(iii) ∀k = 1, 2, . . . , n, {Ek}nk=1 ∈ A ⇒
n⋃
k=1

Ek ∈ A

şartları sağlanıyor ise bu durumda A sınıfına X üzerinde bir cebirdir denir. Eğer (iii) şartı

yerine

∀n ∈ N, {En}∞n=1 ∈ A ⇒
∞⋃
n=1

En ∈ A (2.2)

şartı alınırsa A cebirine bir σ-cebir denir [23].

Teorem 2.20. ∅ 6= K ∈ X olsun. K sınıfını kapsayan σ−cebirlerinin bir en küçüğü vardır

[23].

Tanım 2.21. (Borel Cebiri) BirK sınıfını kapsayan σ-cebirlerinin en küçüğüneK nın ürettiği

(veya doğurduğu) σ-cebiri denir veD(K) ile gösterilir. Rn deki bütün açık (a, b) aralıklarının

doğurduğu σ-cebirine Borel cebiri denir ve B(Rn) ile gösterilir. n = 1 olması halinde B(R1)

Borel cebiri B(R) ile gösterilir. B(Rn) nin herbir elemanına Borel kümesi denir [23].

Tanım 2.22. (Ölçü) (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tanımlı genişletilmiş reel

değerli bir µ fonksiyonu

(i) µ(∅) = 0

(ii) ∀A ∈ A, µ(A) ≥ 0

(iii) Her ayrık {An}∞n=1 için µ(
∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An)

özelliklerini sağlıyorsa bu fonksiyona ölçü fonksiyonu(veya ölçü) adı verilir. Eğer herA ∈ A

için µ(A) < ∞ oluyorsa µ ye sonlu ölçü adı verilir. X kümesi herbiri sonlu ölçüye sahip

sayılabilir adetteki kümelerin birleşimi olarak yazılabiliyorsa µ ölçüsüne σ-sonlu denir. Eğer

µ(X) = 1 ise bu ölçüye olasılık ölçüsü adı verilir [23].
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Tanım 2.23. (Ölçü Uzayı) X , boştan farklı bir küme, A ⊂ P (X) de X in bir σ−cebiri

ve µ : A → [0,∞) de A üzerinde bir ölçü olsun. (X,A) ikilisine bir ölçülebilir uzay ve

(X,A, µ) üçlüsüne de bir ölçü uzayı denir. A daki herbir eleman da ölçülebilir küme olarak

adlandırılır [23].

Tanım 2.24. (Atomik Ölçü) (X,A, µ) bir ölçü uzayı olsun. Eğer µ(A) > 0 ve her B ∈ A

kümesi içinB ⊂ A ise ya µ(B) = 0 yada µ(A\B) = 0 olacak şekildeki birA ∈ A kümesine

atom denir. Eğer µ(X\M) = 0 olacak şekilde bir M ⊂ X kümesi mevcutsa ve her x ∈ M

için µ({x}) 6= 0 ise bu (X,A, µ) ölçü uzayı bütünüyle atomik(veya sadece atomik veya

ayrık) diye adlandırılır. Şayet A da herhangi bir atom mevcut değil ise (X,A, µ) ölçü uzayı

atomik olmayan diye adlandırılır [22].

Örnek 2.25. X boştan farklı bir küme ve A := P (X) olsun. A ∈ A için

µ(A) :=

 A nın elemanlarının sayısı, A sonlu

∞, A sonsuz

şeklinde tanımlanan µ bir ölçüdür. Bu ölçüye X üzerinde sayma ölçüsü denir.

Teorem 2.26. (X,A, µ) bir ölçü uzayı olsun.

1. {An}∞n=1, A daki elemanların artan bir dizisi ise

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An). (2.3)

2. {Bn}∞n=1, A daki elemanların bir azalan dizisi ve µ(B1) <∞ ise

µ

(
∞⋂
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
µ(Bn) (2.4)

[23].

Sonuç 2.27. (X,A, µ) bir ölçü uzayı olsun.

1. {An}∞n=1, A daki elemanların bir artan dizisi ise

µ( lim
n→∞

An) = lim
n→∞

µ(An). (2.5)
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2. {Bn}∞n=1, A daki elemanların bir azalan dizisi ve µ(B1) <∞ ise

µ( lim
n→∞

Bn) = lim
n→∞

µ(Bn) (2.6)

[23].

Teorem 2.28. (X,A, µ) bir ölçü uzayı olsun. A ya ait kümelerin herhangi bir dizisi {An}∞n=1

olmak üzere

µ

(
∞⋃
k=1

Ak

)
≤

∞∑
k=1

µ(Ak) (2.7)

[23].

Tanım 2.29. (Dış Ölçü) X boştan farklı bir küme olsun. P(X) üzerinde tanımlı genişletilmiş

reel değerli bir µ∗ fonksiyonu için

(i) µ∗(∅) = 0

(ii) ∀E ∈ P(X), µ∗(E) ≥ 0

(iii) A ⊂ B ⊂ X , µ∗(A) ≤ µ∗(B)

(iv) ∀n ∈ N, An ∈ P(X)⇒ µ∗(
∞⋃
n=1

An) ≤
∞∑
n=1

µ∗(An)

şartları sağlanırsa µ∗ fonksiyonuna X üzerinde bir dış ölçü denir [23].

Tanım 2.30. (Lebesgue Dış Ölçüsü) {Ik}∞k=1 , R nin sınırlı ve açık alt aralıklarının bir dizisi

ve

τA =

{
(Ik) : A ⊂

∞⋃
k=1

Ik

}

olsun. P (R) üzerinde

λ∗ (A) = inf

{
∞∑
k=1

l (Ik) : (Ik) ∈ τA

}

9



şeklinde tanımlanan λ∗ bir dış ölçüdür. Bu dış ölçüye Lebesgue dış ölçüsü adı verilir.

Lebesgue dış ölçüsü R nin her bir alt aralığına onun uzunluğunu karşılık getirir.

n−boyutlu Rn uzayında Lebesgue dış ölçüsünü tanımlamak için

I = {x : ai ≤ xi ≤ bi , i = 1, ..., n}

n−boyutlu kapalı aralıklarını göz önüne alalım. Bu aralıkların hacimleri

v (I) =
n∏
i=1

(bi − ai)

biçimindedir. Keyfi bir E ⊂ Rn kümesinin Lebesgue dış ölçüsü

λ∗ (E) = inf

{
∞∑
k=1

v (Ik) : E ⊂
∞⋃
k=1

Ik , Ik bir aralık

}

ile tanımlanır. ∀A ⊂ Rn için eğer

λ∗ (A) = λ∗ (A ∩ E) + λ∗ (A ∩ (Rn − E))
(
Caratheodary Ölçümü

)
ise E kümesine Lebesgue ölçülebilirdir denir [23].

Teorem 2.31. Rn üzerindeki Lebesgue dış ölçüsü her bir aralığa onun hacmini karşılık getirir

[23].

Sonuç 2.32. A sayılabilir bir küme ise λ∗ (A) = 0.

Sonuç 2.33. [0, 1] kümesi sayılamayan bir kümedir.

Tanım 2.34. (Lebesgue Ölçüsü) M (R, λ∗), λ∗ dış ölçüsüne göre ölçülebilen R nin alt kümele-

rinin bir sınıfı olsun. λ∗ Lebesgue dış ölçüsününM (R, λ∗) sınıfına da B (R) sınıfına da olan

kısıtlanmasına Lebesgue ölçüsü denir, λ ile gösterilir [23].

Tanım 2.35. (X,A, µ) bir σ−sonlu ölçü uzayı ve A ∈ A olsun. Eğer,

E := {x ∈ A : V (x) doğru değildir}
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ile gösterilen bir küme

E ⊂ A ve µ(E) = 0

şartlarını sağlıyorsa V (x), A üzerinde (veya hemen her x ∈ A için) µ ile bağlantılı olarak

hemen her yerde (veya h.h.y) doğrudur denir [22].

Teorem 2.36. (Levi Monoton Yakınsaklık Teoremi) {fn}∞n=1, ölçülebilir Ω ⊂ RN kümesi

üzerinde integrallenebilir fonksiyonların bir dizisi olsun. Öyle ki ∀n ∈ N ve hemen her

x ∈ Ω için

fn(x) ≤ fn+1(x)

olmak üzere∫
Ω

f1(x)dx > −∞.

Bu durumda hemen her x ∈ Ω için

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

limiti mevcut olup f fonksiyonu integrallenebilirdir ve∫
Ω

lim
n→∞

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx = lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx

eşitliği gerçeklenir [22].

Teorem 2.37. (Radon-Nikodým) v ∈ AC[µ] sonlu bir fonksiyon kümesi olsun. Bu durumda

Ω üzerinde sonlu Lebesgue integraline sahip bir f fonksiyonu kesinlikle mevcuttur, öyle ki

her E ⊂ Ω Lebesgue ölçülebilir alt kümeleri için

v(E) =

∫
E

f(x)dx

[22].
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Tanım 2.38. (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. f : X −→ R fonksiyonu ölçülebilir olması

için gerek ve yeter koşul ∀α ∈ R için

f−1((α,+∞)) = {x ∈ X : f(x) > α} ∈ A

olmasıdır [23].

Şimdi yukardaki tanımda geçen kümelerin şeklini değiştirmeye olanak veren bir lemmayı

ifade edelim.

Lemma 2.39. (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. f : X → R fonksiyonu için

(i) ∀α ∈ R, Aα = {x ∈ X : f(x) > α} ∈ A

(ii) ∀α ∈ R, Bα = {x ∈ X : f(x) ≤ α} ∈ A

(iii) ∀α ∈ R, Cα = {x ∈ X : f(x) ≥ α} ∈ A

(iv) ∀α ∈ R, Dα = {x ∈ X : f(x) < α} ∈ A

önermeleri denktir [23].

Teorem 2.40. f ve g ölçülebilir fonksiyonlar ve c ∈ R olsun.

cf, f 2, f+g, f.g, |f |

fonksiyonları da ölçülebilirdir [23].

Tanım 2.41. (X,A) bir ölçülebilir uzay ve A ∈ A olsun.

f : A→ R ölçülebilirdir ⇔ ∀α ∈ R, f−1((α,+∞]) = {x ∈ A : f(x) > α} ∈ A

olmalıdır. X kümesi üzerinde tanımlı, genişletilmiş reel değerliA ölçülebilir bütün fonksiyonların
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kümesi M(X,A) ile gösterilir. Eğer f ∈M(X,A) ise

A = {x ∈ X : f(x) = +∞}

=
∞⋂
n=1

{x ∈ X : f(x) > n}

B = {x ∈ X : f(x) = −∞}

=
∞⋂
n=1

{x ∈ X : f(x) ≤ −n}

=

(
∞⋂
n=1

{x ∈ X : f(x) > −n}

)c

olacağından A ve B ölçülebilirdir [23].

Teorem 2.42. f : A→ R ölçülebilirdir⇐⇒

A = {x ∈ X : f(x) = +∞},

B = {x ∈ X : f(x) = −∞}

kümeleri ve

f1(x) =

 f(x), x 6∈ A ∪B

0, x ∈ A ∪B
(2.8)

biçiminde tanımlanan reel değerli f1 fonksiyonu ölçülebilirdir [2].

Tanım 2.43. B(Rn) Borel cebirine göre ölçülebilen bir fonksiyona Borel ölçülebilir fonksiyon

(veya Borel fonksiyonu) adı verilir. M(R, λ∗) σ−cebirine göre ölçülebilen bir fonksiyona

Lebesgue ölçülebilir fonksiyon denir. R nin Borel kümesi olmayan fakat Lebesgue ölçülebilir

alt kümeleri mevcut olduğundan R üzerinde herbir Borel ölçülebilir fonksiyon Lebesgue

ölçülebilirdir [23].

Tanım 2.44. f : A→ R olsun.

f+(x) = max{f(x), 0}
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f−(x) = max{−f(x), 0}

biçiminde tanımlanan f+ ve f− fonksiyonları da X üzerinde tanımlı ve negatif olmayan

fonksiyonlardır. f+ fonksiyonuna f nin pozitif parçası, f− fonksiyonuna da f nin negatif

parçası denir.

Bu durumda, tanımdan

f = f+ − f−, |f | = f+ + f−,

f+ =
1

2
(|f |+ f), f− =

1

2
(|f | − f)

bağıntıları mevcuttur [23].

Teorem 2.45. f : A→ R ölçülebilir olması için gerek ve yeter şart f+ ve f− fonksiyonlarının

ölçülebilir olmasıdır [23].

Teorem 2.46. (X,A) bir ölçülebilir uzay ve A ∈ A olsun. f, g : A → R ölçülebilir ise bu

durumda

{x ∈ A : f(x) < g(x)}, {x ∈ A : f(x) ≤ g(x)}, {x ∈ A : f(x) = g(x)}

kümeleri ölçülebilirdir [23].

Teorem 2.47. (X,A) bir ölçülebilir uzay ve A ∈ A olsun. f, g : A → R ölçülebilir ise

(f ∨ g) ve (f ∧ g) fonksiyonları ölçülebilirdir [23].

Teorem 2.48. {fn}∞n=1, A ∈ A üzerinde tanımlı R-değerli ölçülebilir fonksiyonların bir

dizisi ise sup
n∈N

fn ve inf
n∈N

fn fonksiyonları da ölçülebilirdir [23].

Teorem 2.49. (X,A) bir ölçü uzayı veA ∈ A olsun. {fn}∞n=1,A üzerinde tanımlı R-değerli

ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi ise lim inf
n→∞

fn ve lim sup
n→∞

fn fonksiyonları ölçülebilirdir.

Ayrıca tanım kümesiA0 = {x ∈ A : lim sup
n→∞

fn(x) = lim inf
n→∞

fn(x)} olan lim
n→∞

fn fonksiyonu

da ölçülebilirdir [23].

Tanım 2.50. (Karakteristik Fonksiyon) X boştan farklı bir küme ve E ⊂ X olsun.

χ
E(x) :=

 1 , x ∈ E

0 , x 6∈ E
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şeklinde tanımlanan χ
E(x) : X → [0,∞) fonksiyonunaE kümesinin karakteristik fonksiyonu

denir [22].

Şimdi, negatif olmayan ölçülebilir basit fonksiyonların integrali, daha sonra da negatif olma-

yan, R-reel değerli, ölçülebilir fonksiyonların integrali ile ilgili bilgiler verilecektir. Sonra

da R-değerli fonksiyonların integrali üzerinde durulacaktır. Önce basit fonksiyonun tanımını

verelim.

Tanım 2.51. Görüntü kümesi sonlu elemandan oluşan ϕ fonksiyonuna basit fonksiyon adı

verilir [23].

ϕ reel değerli bir basit fonksiyon ve χ
Ek

, Ek kümesinin karakteristik fonksiyonu olmak üzere

ϕ =
n∑
k=1

akχEk
, ak ∈ R (2.9)

biçiminde yazılabilir. Eğer ϕ fonksiyonu X üzerinde tanımlı ise

n⋃
k=1

Ek = X.

Burada Ek kümelerinin seçilişi tek olmadığından ϕ nin (2.9) tipindeki gösterimi tek değildir.

Eğer a1, a2, ..., am sayıları ϕ nin X üzerinde aldığı farklı değerler ve

Ek = x ∈ X ve f(x) = ak

seçilirse Ek kümeleri ayrık olur. Bu durumda

ϕ :=
n∑
k=1

akχEk

gösterimine ϕ fonksiyonunun standart gösterimi adı verilir. X üzerinde tanımlı, reel değerli,

A ölçülebilir basit fonksiyonların kümesi S = S(X,A), S deki negatif olmayan fonksiyonların

kümesi S+ ile gösterilir [23].
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Tanım 2.52. (X,A, µ) bir ölçü uzayı olsun. ak sayıları negatif olmayan reel sayılar ve

A1, A2, . . . , An ler A ya ait olmak üzere

n⋃
k=1

Ak = X ve ϕ =
n∑
k=1

akχEk
(2.10)

gösterimine sahip bir ϕ ∈ S+ fonksiyonunun µ ölçüsüne göre integrali

∫
X

ϕdµ =
n∑
k=1

akµ(Ak) (2.11)

[23].

Bu tanıma göre ϕ nin µ ye göre integrali ya negatif olmayan bir reel sayı ya da µ ölçüsünün

sonlu olmayan bir ölçü olması haline karşılık gelen +∞ değeridir. Belirtelim ki, ϕ fonksiyonu-

nun µ ye göre integrali ne ak sayılarına ne de Ak kümelerine bağlıdır. Bununla ilgili olarak

aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 2.53. (X,A, µ) bir ölçü uzayı ϕ ∈ S+(X,A) ve Ak lar ayrık olmak üzere ϕ nin bir

gösterimi ϕ =
n∑
k=1

akχAk olsun. ϕ nin µ ölçüsüne göre integrali ne ak sayılarına ne de Ak

kümelerine bağlıdır [23].

Şimdi negatif olmayan basit fonksiyonların integraline ait temel özellikleri verelim.

Teorem 2.54. (X,A, µ) bir ölçü uzayı, ϕ ∈ S+,Ψ ∈ S+ ve c ≥ 0 olsun. Bu durumda

(i)
∫
X

c.ϕdµ = c
∫
X
ϕdµ

(ii)
∫
X

(ϕ+ Ψ)dµ =
∫
X

ϕdµ+
∫
X

Ψdµ

(iii) ∀x ∈ X , ϕ(x) ≤ Ψ(x)⇒
∫
X

ϕdµ ≤
∫
X

Ψdµ

şartları sağlanır [23].
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Tanım 2.55. (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve f ∈M+(X,A) olsun. f fonksiyonunun µ ölçüsüne

göre integrali∫
X

fdµ = sup

∫
X

ϕdµ : ϕ ∈ S+ ve ϕ ≤ f (2.12)

genişletilmiş reel sayısıdır.

E ∈ A olsun. f nin µ ye göre E üzerindeki integrali∫
X

fdµ =

∫
X

fχ
E
dµ (2.13)

şeklinde verilir [23].

Teorem 2.56. f, g ∈M+(X,A) ve E, F ∈ A olsun.

(i) ∀x ∈ X , f(x) ≤ g(x)⇒
∫
X

fdµ ≤
∫
X

gdµ.

(ii) E ⊂ F ⇒
∫
E

fdµ ≤
∫
F

fdµ

şartları sağlanır [23].

Şimdi integral teorisinin temel teoremlerinden birini ifade edelim.

Teorem 2.57. (Monoton Yakınsaklık Teoremi) (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve {fn}∞n=1 de

M+(X,A) daki fonksiyonların monoton artan bir dizisi olsun. fn dizisi f fonksiyonuna

yakınsak ise

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ (2.14)

[22].

Teorem 2.58. (Lebesgue Baskın Yakınsaklık Teoremi) (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve {fn}∞n=1

de M+(X,A) daki fonksiyonların bir dizisi olsun. Hemen her x ∈ X için

|fn(x)| ≤ g(x)
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olacak şekilde g bir integrallenebilir fonksiyon olsun. fn → f ise ∀n ∈ N için fn ve f

integrallenebilirdir ve

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ

[22].

Lemma 2.59. (X,A) bir ölçülebilir uzay, A ∈ A ve f : A → R fonksiyonu ölçülebilir

olsun. Bu taktirde A üzerinde tanımlı R-değerli, ölçülebilir basit fonksiyonların öyle bir

artan ϕn dizisi vardır ki lim
n→∞

ϕn = f olur. Eğer f sınırlı ise bu yakınsama düzgündür [23].

Teorem 2.60. (i) f ∈M+ ve c ≥ 0⇒ cf ∈M+ ve∫
X

cfdµ = c

∫
X

fdµ.

(ii) f, g ∈M+⇒ f + g ∈M+ ve∫
X

(f + g)dµ =

∫
X

fdµ+

∫
X

gdµ

[23].

Teorem 2.61. (Fatou Lemma) (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve fn deM+(X,A) daki fonksiyonların

bir dizisi ise∫
X

lim
n→∞

inf fndµ ≤ lim
n→∞

inf

∫
X

fndµ (2.15)

[23].

Teorem 2.62. (Beppo-Levi Teoremi) (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve
∑

fk daX üzerinde tanımlı

[0,+∞] değerli ölçülebilir fonksiyonların bir serisi olsun. Bu durumda

∫
X

(
∞∑
k=1

fk

)
dµ =

∞∑
k=1

∫
X

fkdµ

 (2.16)

[23].
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Tanım 2.63. (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve f ∈ M(X,A) olsun. Eğer
∫
X

f+dµ ve
∫
X

f−dµ

integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonu X üzerinde integrallenebilirdir denir. Bu

integral ∫
X

fdµ =

∫
X

f+dµ−
∫
X

f−dµ

reel sayısıdır. X üzerinde µ ölçüsüne göre integrallenebilen fonksiyonların sınıfı

L = L(X,A, µ) ile gösterilir [23].

Teorem 2.64. (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve f ∈M(X,A) olsun. Bu durumda

f ∈ L⇔ |f | ∈ L

olur ve bunların biri gerçeklendiğinde∣∣∣∣∣∣
∫
X

fdµ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
X

|f |dµ

olur [23].

Teorem 2.65. (Chebyshev Eşitsizliği) (X,A, µ) bir ölçü uzayı ve

f : X → [0,+∞] fonksiyonu ölçülebilir olsun. α > 0 için

Aα := {x ∈ X : f(x) ≥ α}

olmak üzere

µ(Aα) ≤ 1

α

∫
Aα

fdµ ≤ 1

α

∫
X

fdµ

[23].

Teorem 2.66. (X,A, µ) bir ölçü uzayı, f ile g X üzerinde integrallenebilen reel değerli

fonksiyonlar ve α herhangi bir reel sayı olsun. Bu durumda

(i) αf ∈ L ve f + g ∈ L

(ii)
∫
X

αfdµ = α

∫
X

fdµ
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(iii)
∫
X

(f + g)dµ =

∫
X

fdµ =

∫
X

fdµ+

∫
X

gdµ

şartları sağlanır [23].

2.4. Lebesgue Uzayları

Fonksiyonel analizde, Banach uzayı ve topolojik vektör uzaylarının önemli bir sınıfını Lebesgue

uzayı Lp(Rn) oluşturur. Harmonik analizin önemli konularından biri olan Lebesgue uzayı,

harmonik analizin iç problemlerinin çözülmesinde olduğu gibi kısmi türevli denklemler

teorisi ile fizik, istatistik, finans, mühendislik ve ayrıca diğer disiplinlerde de uygulamalara

sahiptir.

Tanım 2.67. Rn ile n boyutlu Öklid uzayını gösterelim.

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn ve

|x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
n , x ∈ Rn, |x| ≥ 0

olsun. Tüm Rn de veya Rn in bir alt kümesinde tanımlı bir fonksiyon g(x) = g (x1, . . . , xn)

ve f , [0,∞) da hemen her yerde tanımlı tek değişkenli fonksiyon olsun. Eğer n-değişkenli

bir g fonksiyonu herhangi bir tek değişkenli f fonksiyonunun yardımıyla g(x) := f (|x|)

şeklinde gösterilebiliyorsa g fonksiyonuna radyal fonksiyon denir. Yani

g (x1, . . . , xn) = f

(√
x2

1 + . . .+ x2
n

)
[23].

Tanım 2.68. Rn üzerinde dx = dx1 . . . dxn ile Lebesgue ölçüsü ve Rn uzayı üzerinde f

fonksiyonunun (Lebesgue) integrali∫
f (x) dx =

∫
· · ·
∫
f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

şeklinde gösterilir.
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Çok katlı integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek çoğu kez kullanışlı olmaktadır.

r = |x| olsun ve Sn−1 = {x : |x| = 1} ile birim küre gösterilsin.∫
Rn

f (|x|) dx

integralinin hesabı için

0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ1, ..., θn−2 ≤ π, 0 ≤ θn−1 ≤ 2π olmak üzere

x1 = r cos θ1

x2 = r sin θ1 cos θ2

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3

...

xn = r sin θ1 sin θ2... sin θn−1

dönüşümü yapılır. Bu dönüşümün Jakobiyeni

J (r, θ1, ..., θn−1) = rn−1

n−1∏
j=1

(sin θj)
n−1−j

olarak hesaplanır.

∫
Rn

f (|x|) dx =

∞∫
0

π∫
0

π∫
0

. . .

2π∫
0

f (r) J (r, θ) drdθ1 . . . dθn−1

=

∞∫
0

rn−1f (r) dr

π∫
0

π∫
0

. . .

2π∫
0

n−1∏
j=1

(sin θj)
n−1−j dθ1 . . . dθn−1

= ωn−1

∞∫
0

f (r) rn−1dr

elde edilir. Burada ωn−1, birim kürenin yüzey alanıdır. Genel olarak

∫
Rn

f(x)dx =

∞∫
0

∫
Sn−1

f (r sin θ1, ..., r sin θ1... sin θn−1) rn−1drdθ1...dθn−1

=

∞∫
0

∫
Sn−1

f (r, θ) rn−1drdσ
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biçiminde yazılır. dx hacim elemanı dx = rn−1drdσ biçiminde yazılır. Burada dσ, Sn−1

üzerinde dx tarafından belirlenen yüzey ölçüsüdür. Ayrıca,

|B(x, r)| =
∫

B(x,r)

dy =

∫
{x∈Rn;|x−y|<r}

dy =

∫
{z∈Rn:|z|<r}

dz = |B(0, r)|

ve

|B(x, r)| =
∫

B(x,r)

dz =

r∫
0

∫
Sn−1

tn−1dtdσ

=

∫
Sn−1

dσ

r∫
0

tn−1dt

= |Sn−1|r
n

n
= ωnr

n

[25].

Tanım 2.69. 1 ≤ p <∞ olmak üzere Ω ⊂ X = Rn bölgesinde tanımlı ve∫
Ω

|f(x)|pdx <∞

özelligine sahip ölçülebilir f : Ω→ R fonksiyonlar sınıfına Lp(Ω) uzayı veya Ω bölgesinde

p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayı denir. Lp(Ω) uzayı

‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖Lp :=

∫
Ω

|f(x)|pdx

1/p

<∞

seklindeki norm ile tanımlanır. Buradaki ‖f‖Lp gösterimine f fonksiyonunun Lp(Ω)-normu

denir.

Ω bölgesinde hemen her x için f(x) ≤M olacak şekilde bir M sabiti varsa f fonksiyonuna

hemen heryerde sınırlıdır denir. Böyle M sabitlerinin en büyük alt sınırına da |f | nin Ω
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bölgesindeki esas supremumu (veya esaslı sınırı) denir ve

ess sup
x∈Ω

|f(x)| := ess inf {K : |f(x)| ≤ K hemen her x ∈ Ω}

seklinde gösterilir. Ω bölgesindeki hemen heryerde sınırlı f fonksiyonları ile tanımlanan

uzay L∞(Ω) seklinde gösterilir. Buna göre bir f fonksiyonunun L∞−normu

‖f‖L∞ := ess inf
x∈Ω

|f(x)|

şeklinde tanımlanır [22].

Tanım 2.70. (Zayıf Lebesgue Uzayı) 1 ≤ p <∞, f : Rn → R ölçülebilir bir fonksiyon ve

‖f‖WLp := sup
λ>0

λ

 ∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ}

dx


1
p

olmak üzere zayıf Lebesgue uzayı

WLp(Rn) := {f : Rn → R : f − ölçülebilir ve ‖f‖WLp <∞}

şeklinde tanımlanır [13, 25].

Uyarı 2.71. 1 ≤ p <∞ için Lp(Rn) ↪→ WLp(Rn). Ayrıca

‖f‖WLp ≤ ‖f‖Lp

eşitsizliği sağlanır [13, 25].

Tanım 2.72. ((p, q) tipli operatör) T bir quasi-lineer operatör ve 1 ≤ p, q ≤ ∞ olsun. Eğer

T operatörü Lp(Rn) uzayından WLq(Rn) uzayına sınırlı ise zayıf (p, q) tipindendir denir.

Yani her bir λ > 0 ve f ∈ Lp(Rn) için

|{x ∈ Rn : |T f(x)| > λ}| ≤
(
C

λ
‖f‖Lp

)q
olacak şekilde bir C > 0 sabiti var ise T operatörü zayıf (p, q) tipindendir.
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Eğer T operatörü Lp(Rn) uzayından Lq(Rn) uzayına sınırlı ise güçlü (p, q) tipindendir denir.

Yani her f ∈ Lp(Rn) için

‖T f‖Lq ≤ C‖f‖Lp

olacak şekilde bir C > 0 sabiti var ise T operatörü güçlü (p, q) tipindendir [22].

Uyarı 2.73. Her güçlü (p, q) tipli operatör aynı zamanda zayıf (p, q) tipli operatördür [22].

Sonuç 2.74. (Lebesgue Diferansiyelleme Teoremi) Eğer f ∈ L1(Rn) ise bu durumda hemen

her x için

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy = f(x)

[22].

Teorem 2.75. (Hölder eşitsizliği) p ∈ (1,∞) ve 1
p

+ 1
p′

= 1 olmak üzere f ∈ Lp ve g ∈ Lp′

olsun. Bu durumda fg ∈ L1 olur ve∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′ (2.17)

eşitsizliği sağlanır [22].

Teorem 2.76. (Minkowski eşitsizliği) p ∈ [1,∞) ve f, g ∈ Lp olsun. Bu durumda

(f + g) ∈ Lp olmak üzere

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp (2.18)

eşitsizliği sağlanır [22].

Lebesgue integralinin özellikleri ve Hölder eşitsizliği gözönüne alındığında Lp uzayının 1 ≤

p <∞ için bir vektör uzayı olduğu görülür. Bununla beraber bir f ∈ Lp olmak üzere ‖f‖Lp

normu altında;

(L1) ‖f‖Lp ≥ 0
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(L2) ‖f‖Lp = 0⇒ h.h.y f(x) = 0

(L3) ‖αf‖Lp = |α|‖f‖Lp , α ∈ R

(L4) ‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp

şartları sağlandığından 1 ≤ p <∞ için Lp bir normlu uzaydır.

Teorem 2.77. (Young eşitsizliği) p ∈ (1,∞) ve 1
p

+ 1
p′

= 1 olsun. ∀a, b ∈ R için a, b > 0

ve p′ = p
p−1

olmak üzere

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′
(2.19)

eşitsizliği sağlanır [22].

Tanım 2.78. (Lp uzayında yakınsaklık) fn, f ∈ Lp olmak üzere {fn}∞n=1 nin f fonksiyonuna

p. mertebeden yakınsak olması için gerek ve yeter şart ∀ε > 0 için en az bir n0 ∈ N

mevcuttur öyle ki her n ≥ n0 için ‖fn − f‖Lp < ε olmasıdır.

Burada

‖fn − f‖Lp :=

∫
Ω

|fn − f |pdµ

 1
p

, 1 ≤ p <∞.

Buna göre, {fn}∞n=1 nin f fonksiyonuna Lp de yakınsak olması için gerek ve yeter şart

lim
n→∞

‖fn − f‖Lp = 0

olmasıdır [22].

Teorem 2.79. Ω ⊂ Rn olmak üzere Lp(Ω), 1 ≤ p <∞ uzayı

‖f‖Lp :=

∫
Ω

|f(x)|pdx

1/p

normu altında tam ve dolaysıyla Banach uzayıdır [23].
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Teorem 2.80. (Fubini) f , Rm+n üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon ve

I1 =

∫
Rn+m

|f (x, y)| dxdy

I2 =

∫
Rm

∫
Rn

|f (x, y)| dx

 dy

I3 =

∫
Rn

∫
Rm

|f (x, y)| dy

 dx

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I2 için bu Rn üzerinde integrallenebilen

bir g fonksiyonu vardır öyle ki g (y) hemen her y için içteki integrale eşittir anlamındadır ve

I3 için de aynısı geçerlidir. Bu durumda

(a) Hemen her y ∈ Rm, f (·, y) ∈ L1 (Rn)

(b) Hemen her x ∈ Rn, f (x, ·) ∈ L1 (Rm)

(c)
∫
Rm

f (·, y) dy ∈ L1 (Rn)

(d)
∫
Rn

f (x, ·) dx ∈ L1 (Rm)

(e) I1 = I2 = I3

şartları elde edilir [22].

Tanım 2.81. (Homojen Fonksiyon) λ ve α iki reel sayı olmak üzere

f(λx) = |λ|α f(x)

oluyorsa f fonksiyonuna α. dereceden homojen fonksiyon denir [22].

Tanım 2.82. (Örtü) Birleşimleri A kümesini kapsayan
⋃
i

kümeler ailesine A kümesinin bir

örtüsüdür denir. Bu
⋃
i

kümelerinin her biri açıksa bu halde
⋃
i

, A kümesinin açık örtüsüdür

denir. Birleşimleri A kümesini kapsayan alt topluluklar ailesine verilen örtünün alt örtüsü

ismi verilir. Eğer bu topluluklar ailesi sonlu sayıda kümelerden oluşuyorsa, bu örtüye sonlu

alt örtü denir [2].
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Tanım 2.83. (Kompaktlık) X kümesinin her açık örtüsünün sonlu sayıda bir alt örtüsü

varsa, X kümesine “kompakttır” denir. Kapalı ve sınırlı her kümenin açık örtüsünün sonlu

sayıda bir alt örtüsü vardır. Yani, kapalı ve sınırlı her küme kompakttır [2].

Tanım 2.84. (Destek) (X, %) bir metrik uzayı ve f : X → [0,∞] olsun. f (x) 6= 0 şartını

sağlayan x noktalarının kapanışına f fonksiyonunun desteği denir ve

supp f = {x ∈ X : f(x) 6= 0}

ile gösterilir. Eğer f fonksiyonunun desteği kompakt bir küme ise bu durumda f kompakt

destekli fonksiyon adını alır [22].

Tanım 2.85. (X,A, µ) metrik ile verilen bir σ−sonlu ölçü uzayı olsun. Bu durumda bir

s : X → R fonksiyonunun basit olması için gerek ve yeter koşul s fonksiyonunun görüntüsü

sonlu bir küme ve desteğinin sonlu ölçülü olmasıdır [22].

Teorem 2.86. Eğer 1 ≤ p < ∞ ise Lp deki basit fonksiyonların kümesi Lp de yoğundur

[23].

Tanım 2.87. (Lokal İntegrallenebilme) f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere herK kompakt

kümesi üzerinde∫
K

|f | dµ <∞

ise f fonksiyonuna lokal(veya yerel) integrallenebilir adı verilir ve

L1
loc(Rn) :=

f :

∫
K

|f | dµ < ∞, K ⊂ Rn, K kompakt


şeklinde ifade edilir. Ayrıca,

Lploc(R
n) :=

f :

∫
K

|f |p dµ

 1
p

< ∞, K ⊂ Rn, K kompakt


şeklinde tanımlanır [23].
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Teorem 2.88. 1 ≤ p ≤ ∞⇒ Lp (Rn) ⊂ Lploc (Rn) ⊂ L1
loc (Rn) [23].

Şimdi, Lp(Ω), 1 < p <∞ uzayının [Lp(Ω)]∗ dual uzayını ifade eden tanımı verelim.

Tanım 2.89. (Dual Uzayı) g ∈ Lp′ olmak üzere f ∈ Lp(Ω) için

Φg(f) :=

∫
Ω

f(x)g(x)dx

gösterilsin. Bu durumda,

Φg ∈ [Lp(Ω)]∗

ve

‖Φg‖ = ‖g‖p′

[22].

Lemma 2.90. Ω, Rn nin bir boş olmayan sınırlı açık alt kümesi ve g de Ω üzerinde bir

ölçülebilir fonksiyon olsun. Kabul edelimki p > 1 ve M > 0 mevcuttur öyle ki keyfi bir

f ∈ Lp(Ω) için

f · g ∈ L1(Ω)

ve ∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤M‖f‖p.

Bu durumda g ∈ Lp′(Ω) ve ‖g‖p′ ≤M [22].

Teorem 2.91. (Marcinkiewicz İnterpolasyon Teoremi) (X,µ) ve (Y, v) ölçü uzayı 1 ≤

p0 < p1 ≤ ∞ , T Lp0(X,µ) + Lp1(X,µ) den Y ye zayıf (p0, p0) ve zayıf (p1, p1) tipli alt

lineer operatör olsun. O halde p0 < p < p1 için T kuvvetli (p, p) tiplidir [10].
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2.5. Maksimal Operatörü

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak Hardy ve Littlewood tarafından bir boyutlu

durumda, kompleks analizin uygulamalarına yönelik olarak tanımlanmıştır. Maksimal fonksiyon,

analizde pek çok operatörün sınırlılığında çok önemli bir role sahiptir. Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonunun farklı tanımları aşağıdaki gibi verilebilir.

Tanım 2.92. f ∈ L1
loc(Rn) olsun. Bu durumdaMf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0
|B(0, r)|−1

∫
B(0,r)

|f(x− y)|dy

şeklinde tanımlanır. Bu fonksiyon +∞ a eşit olabilir [13]

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine küp alınarak aşağıdaki gibi tanımlanabilir.

Tanım 2.93. f ∈ L1
loc(Rn) olsun. EğerQr, [−r, r]n kübü iseM ′f merkezli Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonu

M ′f(x) = sup
r>0

1

(2r)n

∫
Qr

|f(x− y)| dy

şeklinde tanımlanır. n = 1 iken M ve M ′ çakışır. Eğer n > 1 ise bu durumda

cnM
′f(x) ≤Mf(x) ≤ CnM

′f(x)

olacak şekilde sadece n boyutuna bağlı cn ve Cn sabitleri vardır. Bu eşitsizlikten dolayı M

ve M ′ operatörleri uygun koşullara göre değiştirilebilir [16].

Tanım 2.94. f ∈ L1
loc(Rn) olsun. M ′′f merkezli olmayan Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

M ′′f(x) = sup
B3x

1

|B|

∫
B

|f(y)|dy

şeklinde tanımlanır. Burada supremum x i içeren bütünB ⊂ Rn yuvarları üzerinden alınmaktadır.

M ve M ′′ noktasal olarak eşdeğerdir.
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M maksimal operatörü altlineer ve homojendir. Yani,

M(f + g) ≤Mf +Mg ve M(λf) = λ(Mf), ∀λ ≥ 0

sağlanır [27, 10].

Aşağıdaki teorem M Hardy-Littlewood maksimal operatörünün hemen her yerde sonlu,

zayıf (1, 1) ve 1 < p ≤ ∞ için (p, p) tipinden bir operatör olduğunu ifade etmektedir.

Teorem 2.95.

(1) f ∈ Lp(Rn) ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Bu durumda hemen her x ∈ Rn için Mf(x) <∞.

(2) p = 1 ise bu durumda ∀λ > 0 ve f ∈ L1(Rn) için

|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}| ≤ C

λ
‖f‖L1(Rn)

olacak şekilde bir C = C(n) > 0 sabiti vardır.

(3) 1 < p ≤ ∞ ise ∀f ∈ Lp için

‖Mf‖Lp ≤ C‖f‖Lp

olacak şekilde bir C = C(n, p) > 0 sabiti vardır [13, 16].

2.6. Riesz potansiyeli

f yeterince düzgün bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyonunun Laplasyeni;

∆f =
n∑
j=1

∂2f

∂x2
j

biçiminde tanımlanır.
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f ∈ S olmak üzere

F−1
(
f̂(x)

)
= f(x) =

1

(2π)
n
2

∫
Rn

ei(xy)f̂(y)dy

dir. ei(xy) = ei(x1y1+...+xnyn) olmak üzere

(−∆) f(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

(
−∆ei(xy)

)
f̂(y)

=
1

(2π)
n
2

∫
Rn

(
− ∂

∂x2
1

eix1y1 − ∂

∂x2
2

eix2y2 − ...+ ∂

∂x2
n

eixnyn
)
f̂(y)dy

=
1

(2π)
n
2

∫
Rn

|y|2 ei(xy)f̂(y)dy

Iαf = F−1 |y|−α F , f ∈ S (2.20)

olduğundan

⇒ (−∆) f = F−1 |y|2 Ff

yazılabilir. Bilindiği gibi Laplace operatörü eliptik operatördür. R. Seeley [26] göstermiştir

ki eğer bir eliptik L operatörü için

Lf = F−1φ(x)Ff

formülü mevcut ise o zaman onun istenilen kompleks kuvveti için

Lzf = F−1φz(x)Ff
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geçerlidir. Dolayısıyla bu teoreme göre Laplace operatörü için

(−∆)z f = F−1 |y|2z Ff

yazılabilir. Dolayısıyla görünür ki z = −α
2

için

(−∆)−
α
2 f = F−1 |y|−α Ff (2.21)

geçerlidir. Yani (2.20) ve (2.21) den görünür ki Riesz potansiyelinin ve −∆ nın negatif kesir

kuvvetinin genelleşmiş anlamda Fourier dönüşümleri aynıdır. Bu durumda

Iα = (−∆)−
α
2 , 0 < α < n (2.22)

ifadesi yazılabilir. (2.22) formülü Riesz potansiyelinin ne kadar önemli bir operatör olduğunu

gösterir. Çünkü (2.21) in yardımıyla Laplace operatörünün negatif kesir kuvvetleri tanımlanabilir,

burada 0 < α < n ve

γ(α) = π
n
2 2α

Γ
(
α
2

)
Γ
(
n
2
− α

2

)
olmak üzere

(Iαf) (x) =
1

γ(α)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

Iα operatörüne Riesz potansiyeli denir.

Teorem 2.96. (Riesz Potansiyeli İçin Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

o < α < n, 1 ≤ p < q <∞ ve 1
q

= 1
p
− α

n
olsun.
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(i) Eğer f ∈ Lp(Rn) ise

(Iαf) (x) =
1

γ(α)

∫
Rn

|x− y|−n+α f(y)dy

integrali hemen her x için mutlak yakınsaktır.

(ii) Eğer p > 1 ise bu durumda

‖Iαf‖Lq ≤ Ap,q‖f‖Lp

eşitsizliği gerçeklenir.

(iii) Eğer f ∈ L1(Rn) ise bu durumda

m {x : |Iαf(x)| > λ} ≤
(
A ‖f‖L1

λ

)q
, T üm λ lar için

Yani, f → Iαf dönüşümü (1, q) zayıf tiptir
(

1
q

= 1− α
n

)
[25].

İspat. K (x) = 1
|x|n−α olsun. f → Iα ∗ f dönüşümü yerine f → K ∗ f dönüşümünü

göz önüne alalım (İki dönüşüm arasında bir sabitle
(

1
γ(α)

)
çarpım kadar fark vardır). K yı

K1 +K2 olarak ayrıştıralım. Burada

K1(x) =

K(x) , |x| ≤ µ

0 , |x| > µ
K2(x) =

K(x) , |x| > µ

0 , |x| ≤ µ

biçimindedir. Burada µ herhangi bir pozitif sabittir. Buradan

K ∗ f = K1 ∗ f +K2 ∗ f

elde edilir. K1 ∗ f ve K2 ∗ f nin hemen her x için mutlak yakınsak olduğu gösterilirse K ∗ f

nin hemen her x i çin mutlak yakınsak olduğu, dolayısıyla Iαf nin hemen her x için mutlak

yakınsak olduğu gösterilmiş olur.

(K1 ∗ f) (x) =

∫
|x|≤µ

K1(x− t)f(t)dt =

∫
|x|≤µ

f(t)

|x− t|n−α
dt
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Young Teoreminden;

‖K1 ∗ f‖Lp ≤ ‖f‖Lp
∫
|x|≤µ

1

|x− t|n−α
dt

= ‖f‖Lp wn−1

µ∫
0

ρα−1dρ

= ‖f‖Lp wn−1
µα

α
<∞

⇒ K1 ∗ f hemen her x için mutlak yakınsaktır.

(K2 ∗ f) (x) =

∫
|x|>µ

K2 (x− t) f(t)dt =

∫
|x|>µ

f(t)

|x− t|n−α
dt

dir. p′ , p nin dualini belirtmek üzere 1
p

+ 1
p
′ = 1 olduğundan, Hölder eşitsizliğinden

(K2 ∗ f) (x) =

∫
|x|>µ

f(t)

|x− t|n−α
dt ≤

 ∫
|x|>µ

1(
|x− t|n−α

)p′ dt


1

p
′

‖f‖Lp

elde edilir. Parantez içindeki integralin yakınsak olması için (n− α) p
′
> n olması gerekir.

(n− α) p
′

= n
(

1− α

n

)
p
′
= n

(
1− 1

p
+

1

q

)
p
′
= n

(
1

p′
+

1

q

)
p
′
= n

(
1 +

p
′

q

)
> n

= ‖f‖Lp

wn−1

∞∫
µ

ρn−1

ρ(n−α)p,
dρ

 1

p
′

= ‖f‖Lp
(
c
′
wn−1µ

n−(n−α)p
′) 1

p
′

{
n

p′
− (n− α) = n

(
1

p′
− 1 +

1

p
− 1

q

)
=
−n
q

}
≤ c1 ‖f‖Lp µ

−n
q

⇒ ‖K2 ∗ f‖L1 ≤ c1 ‖f‖Lp µ
−n
q

⇒ ‖K2 ∗ f‖L1 <∞ olup

⇒ K2 ∗ f hemen her x için mutlak yakınsaktır. O halde

⇒ K ∗ f = K1 ∗ f +K2 ∗ f olduğundan

⇒ K ∗ f hemen her x için mutlak yakınsaktır.

Böylece Iαf nin hemen her x için mutlak yakınsak olduğu elde edilir.
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Dolayısıyla teoremin (i) ifadesi ispatlanmış olur. şimdi (iii) yi ispatlayalım:

(Iαf) (x) =
1

γ (α)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy (y → x+ y) (2.23)

=
1

γ (α)

∫
Rn

f (x+ y)

|y|n−α
dy

=
1

γ(α)

∫
|y|≤α

f (x+ y)

|y|n−α
dy +

1

γ(α)

∫
|y|>α

f (x+ y)

|y|n−α
dy

= (Iα1f) (x) + (Iα2f) (x)

elde edilir. (2.23) den

{x : |(Iαf)(x)| > 2λ} ⊂ {x : |(Iα1f) (x)| > λ} ∪ {x : |(Iα2f)(x)| > λ}

gerçeklenir. O halde yukarıdaki kümenin ölçüsü

m {x : |(Iαf)(x)| > 2λ} ≤ m {x : |(Iα1f) (x)| > λ}+m {x : |(Iα2f)(x)| > λ}

(2.24)

şeklindedir. şimdi bu ifadeleri ayrı ayrı hesaplayalım:

m {x : |(Iα1f) (x)| > λ} =

∫
m{x:|(Iα1f)(x)|>λ}

1pdx

≤
∫

m{x:|(Iα1f)(x)|>λ}

∣∣∣∣(Iα1f) (x)

λ

∣∣∣∣p dx
≤ 1

λp

∫
Rn

|(Iα1f) (x)|p dx

=
1

λp
‖Iα1f‖

p
Lp

elde edilir. Young teoreminden

m {x : |(Iα1f) (x)| > λ} ≤ 1

λp
‖Iα1f‖

p
Lp =

1

λp
Ap ‖K1 ∗ f‖pLp ≤

AP

λP
‖K1‖pL1 ‖f‖pLp
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bulunur. Buradan

‖K1‖pL1 =

 ∫
|x|≤µ

1

|x|n−α
dx


p

=

 ∫
Sn−1

µ∫
0

ρn−1

ρn−α
dρdx,

p

(2.25)

=

wn−1

µ∫
0

ρα−1dρ

p

=

(
wn−1

ρα

α
|µ0
)p

=
wpn−1

αp
µαp = cpµαp

m {x : |(Iα1f) (x)| > λ} ≤ c1µ
αp

λp
‖f‖pLp = c1

(
µα

λ
‖f‖Lp

)p
elde edilir. Ayrıca Hölder eşitsizliğinden

m {x : |(Iα2f)(x)| > λ} ≤ A
′

λ
‖K2‖Lp′ ‖f‖Lp

eşitsizliği gerçeklenir.

‖K2‖Lp′ =

 ∫
|x|>µ

1(
|x|n−α

)Lp′ dx


1

p
′

= c2µ
−n
q

olduğundan ve

‖K2‖Lp′ ‖f‖Lp = c2µ
−n
q ‖f‖Lp = λ

seçilirse ‖K2 ∗ f‖L1 ≤ λ ve böylece m {x : |K2 ∗ f | > λ} = 0 elde edilir.

⇒ µ−
n
q =

λ

c2 ‖f‖Lp
⇒ µ =

(
c2 ‖f‖Lp

λ

) q
n

(2.26)
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(2.24), (2.25), (2.23) de kullanılır ve (2.24) de µ nun yerine (2.26) daki ifadesi yazılırsa

m {x : |(Iαf)(x)| > 2λ} ≤ c1

(
‖f‖Lp
λ

(
c2 ‖f‖Lp

λ

) qα
n

)p

= cp,q
‖f‖pLp
λp

(
‖f‖Lp
λ

) qαp
n

α

n
=

1

p
− 1

q
⇒ αqp

n
= q − p

= cp,q
‖f‖pLp
λp

(
‖f‖Lp
λ

)q−p
= cp,q

(
‖f‖Lp
λ

)q
bulunur. Yukarıdaki ifadede p = 1 için f ∈ L1(Rn) alındığında Iαf Riesz potansiyeli
1
q

= 1 − α
n

olmak üzere zayıf (1, q) tipinde operatördür. Böylece (iii) ifadesi ispatlanmış

olur.

Şimdi (ii) yi ispatlayalım. İspatı yaparken Marcinkiewicz İnterpolasyon

Teoremi’ nden yararlanacağız. (iii) den dolayı Iα zayıf (1, q0) =
(

1, 1
1−α

n

)
tipli ope-

ratördür. (p1, q1) =

(
p1,

1
1
p1
−α
n

)
tipli operatör, (p0, p1), (q0, q1) sayılarını Marcinkiewicz

İnterpolasyon Teoremi’ne uygun olarak seçelim. Iα zayıf (p0, qo) ve (p1, q1) tipli

operatördür. Bu durumda Marcinkiewicz Teoremi’ nden

0 < θ < 1 ve
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

olmak üzere Iα kuvvetli (p, q) tipli operatördür.

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

= (1− θ)
(

1− α

n

)
+ θ

(
1

p1

− α

n

)
= 1− α

n
− θ + θ

α

n
+

θ

p1

− α

n
θ

= 1− θ − α

n
+

θ

p1(
1

p
= 1− θ +

θ

p1

olduğundan
)

=
1

p
− α

n
veya

α

n
=

1

p
− 1

q

37



olduğundan Marcinkiewicz İnterpolasyon Teoremi’ nden

‖Iαf‖Lq ≤ c ‖f‖Lp ,
1

q
=

1

p
− α

n

elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur.

2.7. Singüler İntegral Operatörü

Tanım 2.97.

Tf(x) =

∫
Rn

K(x, y)f(y)dy, x ∈ Rn\suppf

Calderón-Zygmund operatörü T : C∞0 → Lloc(Rn) sürekli lineer operatördür.

L2(Rn) uzayından L2(Rn) uzayına sınırlıdır. Ayrıca

K(x, y) =
{

(x, y) ∈ Rn × Rn : x = y
}

dışında sürekli bir fonksiyondur ve c1 > 0 ve 0 < ε ≤ 1 olmak üzere

(i) ∀x, y ∈ Rn, x 6= y için

|K(x, y)| ≤ c1|x− y|−n.

(ii) 2 |x− x′| ≤ |x− y| için

|K(x, y)−K(x′, y)|+ |K(y, x)−K(y, x′)| ≤ c1

(
|x− x′|
|x− y|

)
|x− y|−n

eşitsizlikleri sağlanır [3].
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Önerme 2.98. T Calderón-Zygmund operatörü Lp(Rn) , 1 < p < ∞ üzerinde sınırlıdır ve

zayıf (1, 1) tiplidir [11].

Teorem 2.99. T Calderón-Zygmund operatörü olsun. Bu durumda p ye bağlı olmayan c > 0

sabiti için

‖Tf‖Lp(Rn)→Lp(Rn) ≤ c

(
p

p− 1
+

p

2− p

)
‖f‖Lp(Rn), 1 < p < 2,

‖Tf‖Lp(Rn)→Lp(Rn) ≤ c

(
p+

p

p− 2

)
‖f‖Lp(Rn), p > 2

gerçeklenir [21].
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3. Hp(Rn) UZAYLARI

KlasikHp uzayı 1971 yılında Duren [12] tarafından bazı analitik fonksiyonlar için tanımlandı.

Hp(R2
+) uzayı, R2

+ üst yarı düzlemde analitik ve

sup
0<y<∞

∫ ∞
−∞
|F (x+ iy)|pdx <∞, 0 < p <∞

şartını sağlayan F fonksiyonlarını içeren uzay olarak adlandırılır. F ∈ Hp(R2
+) ise bu

durumda F nin reel kısmının sınır değerleri için

lim
y−→0

ReF (x+ iy) <∞.

(Genellikle, sınır değer, R de bir dağılım gibidir.) Böylece, Hp(R2
+) deki fonksiyonlarının

tüm sınır değerleri toplamlarından bir uzay tanımlanabilir öyle ki bu uzaya Hp(R) (reel

Hardy) uzayı denir. Yani

ReHp(R) = f : f(x) = lim
y−→0

ReF (x+ iy), F ∈ Hp(R2
+).

ReHp(R) uzayı; p > 1 için, Lp(R) uzayı ile özdeş ve 0 < p ≤ 1 için Lp(R) uzayından

tamamen farklıdır.

n boyutlu Fourier analizin gelişimi ile birlikte, ReHp(R) uzayının n boyutlu versiyonları

doğal bir problem olmuştur. E. M. Stein ve G. Weiss [28], Hp(R2
+) de Cauchy-Riemann

şartını sağlayan fonksiyonun reel ve imajinel kısımlarının olduğu gerçeğine dayanarak genelleş-

tirilmiş Cauchy-Riemann denklemlerinin kavramlarını önerdiler ve Hp(Rn+1
+ ) uzaylarını

tanımladılar. Rn × (0,∞) de harmonik fonksiyonlarının bir sistemi olarak,

F (x1, · · · , xn, y) = (u0(x1, · · · , xn, y), · · · , un(x1, · · · , xn, y));
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x0 = y olmak üzere,
∂uj
∂xi

= ∂ui
∂xj

0 ≤ i, j ≤ n,

∑n
j=0

∂uj
∂xj

= 0 ,

(3.1)

genelleştirilmiş Cauchy-Riemann denklemlerini sağlasın. Şimdi, Hp(Rn+1
+ ) uzayları,

Hp(Rn+1
+ ) = {F : F (3.1) sağlasın ve sup

0<y<∞

∫
Rn
|F (x+ y)|pdx <∞}

şeklinde tanımlanır.

Benzer şekilde, Hp(Rn+1
+ ) deki elemanlarının ilk birleşenlerinin sınır değerlerini kullanarak,

Hp(Rn) uzayı aşağıdaki gibi tanımlanır;

ReHp(Rn) = Hp(Rn) =: {f : f(x) = lim
y→0

u0(x, y), F ∈ Hp(Rn+1
+ )}.

Burada şunu belirtelim ki Stein ve Weiss, yalnızca p > (n − 1)/n için ReHp(Rn) uzayını

tanımladılar. Daha sonra, A.P. Calderón ve A. Zygmund [5], tüm p ler için ,

0 < p < ∞, p nin limit durumunu kaldırarak ReHp(Rn) uzaylarının bir tanımını verdiler

öyle ki bu tanım günümüzde kullanılan reel Hardy uzayları tanımıdır.

E. M. Stein ve G. Weiss [28] ve A.P. Calderón ve A. Zygmund [5] tarafından verilenReHp(Rn)

reel Hardy uzaylarının ilk tanımı analitik fonksiyonlarla yakından ilişkilidir. 1970’li yıllarda

reel Hardy uzaylarının reel değişkenli karakterini ifade eden yeni gelişmeler ortaya çıkmıştır.

Aslında, Hardy ve Littlewood daha önce ki yıllarda "f ∈ ReHp(R) ⇒ P ∗5(f)(x) :=

sup|y−x|<t |(f ∗ Pt)(y)| ∈ Lp(R)" önermesinin doğru olduğunu göstermişlerdi. 1971 yılında

D.L. Burkholder, R.F. Gundy ve M.L. Silverstein [4] bu önermenin tersinin de doğru olduğunu

gösterdi. Böylece, "f ∈ ReHp(R) ⇔ f ∈ P ∗5(f)(x)," (P ∗5(f)(x); (f fonksiyonunun

Poisson teğet olmayan maksimal fonksiyonu.) Açıkçası, ReHp(R) uzayının bu karakteri,

analitik fonksiyonların özellikleri kullanılarak verilen yukarıdaki tanımından bağımsızdır.

Fakat bu karakterizasyon hala tam anlamıyla harmonik fonksiyonlara bağlı olmaktan kurtula-

mamıştır. Çünkü tanımda Poisson çekirdeği kullanılmaktadır. Böylece ortaya "Poisson
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çekirdeği birime yaklaşık başka bir çekirdekle değiştirilebilr mi?" sorusu çıktı. 1972 yılında,

C. Fefferman, E. M. Stein [15] bu soruya olumlu cevap verdiler ve reel değişkenli metodlardan

n-boyutlu versiyonu için yukarıdaki karakterisazyonlar genişlettiler veReHp(Rn) uzaylarının

tanımına denk bir karakterizasyonu elde ettiler.

3.1. Hp(Rn) Uzaylarının Karakterizasyonu

Bundan sonra tez konusunda özellikle bir fonksiyon uzayı olarak Schwartz fonksiyonlar

uzayı gözönüne alınacaktır. Gayri resmi olarak, bunların türevleri sonsuzdaki herhangi bir

polinomdan daha hızlı bozulan sonsuz türevlenebilir fonksiyonlardır. R de birçok fonksiyonun

entegre edilmesini sağlayan bir özellik Schwartz fonksiyonu ile çarpılır. .

Tanım 3.1. (Schwartz fonksiyonları) Schwartz fonksiyonları,

‖f‖α,β = sup
x∈R
|xαf (β)(x)|

olmak üzere

S(R) = {f ∈ C∞(R) : ‖f‖α,β <∞,∀α, β ∈ N}

şeklinde tanımlanır [7].

‖.‖α,β < ∞ normu, bir normun özelliklerinin çoğuna sahip olduğu için yarı-norm olarak

adlandırılır, ancak sıfır olmayan vektörlerin sıfıra eşlenmesi mümkün olduğundan bu dönüşüm

gerçek bir norm değildir. Schwartz fonksiyonlarının bir başka yararlı özelliği, noktasal

toplama ve skaler çarpmanın standart işlemleri altında bir vektör uzay yapısı oluşturmalarıdır.

Bu ek yapı, birçok lineer cebir teoreminden yararlanmamızı sağlar, özellikle S(R) üzerinde

tanımlanan lineer fonksiyonları anlamlandırabilir. Ayrıca belirtelim ki, S(R), polinomlar ve

sınırlı C∞(R) fonksiyonlar ile türev alma ve çarpma altında kapalıdır.

Örnek 3.2. R > 0 olsun. C∞(R) üzerinde herhangi bir ϕ(x) fonksiyonu ϕ(x) = 0 ise bir

Schwartz fonksiyonudur [7].
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Birçok uzay da olduğu gibi, bu fonksiyon uzayları, üzerlerinde fonksiyonlar tanımlandığında

daha ilginç hale gelir.

Ω bir fonksiyon uzayı olmak üzere,

f : Ω→ R

dönüşümü bir fonksiyonel dönüşüm olarak adlandırılır.

Örnek 3.3. I : C(R)→ R, I[u] =
∫ 1

0
u(x)dx olsun. I bir fonksiyoneldir [7].

Lemma 3.4. S(R) fonksiyonlar uzayı,

d : S(R)× S(R) −→ R, d(f, g) =
∑
α,β∈N

2−α−β
‖f − g‖α,β

1 + ‖f − g‖α,β
, f, g ∈ S(R)

şeklinde tanımlanan metriğe göre bir metrik uzaydır [7].

Tanım 3.5. (Tempered Dağılımlar)

T : S(R) −→ R

dönüşümü bir fonksiyonel olsun. Eğer T , hem lineer hem de sürekli ise tempered dağılım

olarak adlandırılır [7].

Tanım 3.6. f , Rn de bir tempered dağılım fonksiyonu ve P Poisson çekirdeği

P =
Γ
(
n+1

2

)
π
n+1
2

1

(1 + |x|2)
n+1
2

olsun. Eğer

P ∗5(f)(x) := sup
|y−x|<t

|(f ∗ Pt)(y)| ∈ Lp(Rn)

Poisson teğet olmayan maksimal fonksiyon ise bu durumda f ∈ ReHp(Rn) , burada

{(y, t) : |y − x| < t} kümesi,

Rn+1
+ = {(y, t) : y ∈ Rn, t > 0} de bir koni,

Pt(x) = t−nP (x/t)
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ve Γ(x) = {(y, t) ∈ Rn+1
+ : |y − x| < t}.

Sadelik için bundan sonra ReHp(Rn) yerine Hp(Rn) yazılacaktır [20].

Tanım 3.7. ϕ ∈ S(Rn) ve
∫
ϕ(x)dx = 1 olmak üzere

ϕ∗5(f)(x) = sup
|y−x|<t

|(f ∗ ϕt)(y)|

ile tanımlanan ϕ∗5(f) fonksiyonu, f ’nin ϕ− teğet olmayan maksimal fonksiyonu olarak

adlandırılır [20].

Tanım 3.8. ϕ ∈ S(Rn) ve
∫
ϕ(x)dx = 1 olmak üzere

ϕ∗+(f)(x) := sup
t>0
|(f ∗ ϕt) (x)| ∈ Lp(Rn)

ile tanımlanan ϕ∗+(f) fonksiyonu, f ’nin radyal maksimal fonksiyonu olarak adlandırılır [20].

Tanım 3.9. m ∈ N ve

Km = {Φ ∈ S(Rn) : sup
u∈Rn,|α|≤m

(1 + |u|)m+n|DαΦ(u)| ≤ 1}

olmak üzere

f ∗m(x) = sup
Φ∈Km

Φ∗∇(f)(x)

ile tanımlanan f ∗m(x) fonksiyonu, f ’nin Grand maksimal fonksiyonu olarak adlandırılır.

Uygunluk için, eğer

‖Φ‖Km = sup
u∈Rn,|α|≤m

(1 + |u|)m+n|DαΦ(u)|

olarak alınırsa, f ∗m(x) fonksiyonu

f ∗m(x) = sup
‖Φ‖Km≤1

Φ∗∇(f)(x)

olarak yeniden yazılabilir [20].

Aşağıda Fefferman ve Stein [15] tarafından verilen teorem ve önermeleri ispatsız olarak

verelim.
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Teorem 3.10. Aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) f ∈ Hp(Rn)

(2) ϕ ∈ S(Rn) ile
∫
ϕ(x)dx = 1 vardır, öyle ki ϕ∗+(f) ∈ Lp(Rn).

(3) ϕ ∈ S(Rn) ile
∫
ϕ(x)dx = 1 vardır, öyle ki ϕ∗∇(f) ∈ Lp(Rn).

(4) P ∗+(f) ∈ Lp(Rn).

(5) f ∗m ∈ Lp(Rn).

Ek olarak,Hp(Rn) uzayları Lusin alan integralleri [15] tarafından da karakterize edilebilir.

(6) S(f) ∈ Lp(Rn) ve lim
t 7→∞

(f ∗ Pt)(x) = 0 dır. Burada

S(f)(x) =
{∫

Γ(x)

∫
|∇(f ∗ Pt)(y)|2t1−ndydt

}1/2

ve

Γ(x) = {(y, t) ∈ Rn+1
+ : |y − x| < t}

[15].

Lemma 3.11. ϕ ∈ S(Rn) ile
∫
ϕ(x)dx = 1 ve 0 < p < ∞ olsun. Eğer ϕ∗+(f) ∈ Lp(Rn)

ise bu durumda

‖ϕ∗∇(f)‖p ≤ Cp,n‖ϕ∗+(f)‖p.

Önerme 3.12.

(1) Eğer 1 < p <∞ ise Hp(Rn) = Lp(Rn).

(2) p = 1 olduğu zaman H1 Hardy uzayı L1 uzayının öz alt uzayıdır.

(3) Eğer 0 < p ≤ 1 ve 1 ≤ q <∞ iseHp(Rn)∩Lq(Rn) uzayıHp(Rn) uzayında yoğundur

[15].
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3.2. Hp(Rn) Uzaylarında Ayrışma Teorisi

Tanım 3.13. 0 < p ≤ 1 ≤ q ≤ ∞, p 6= q, ve s ≥ [n(1
p
− 1)] olsun. Eğer a(x) ∈ Lq(Rn)

fonksiyonu

(i) Supp a ⊂ B(x0, r),

(ii) ‖a‖q ≤ |B(x0, r)|1/q−1/p,

(iii)
∫
a(x)xαdx = 0, 0 ≤ |α| ≤ s

şartlarını sağlıyorsa x0 merkezli (p, q, s)- atom olarak adlandırılır [20].

Buradan açıktır ki, eğer p < q < ∞ ise (p,∞, s)- atomu, (p, q, s)- atomu olmalıdır. Şimdi

atomlar tarafından üretilen bir fonksiyon uzayları sınıfını tanımlayalım.

Tanım 3.14. Atomik Hardy Uzayı Hp,q,s
a (Rn) tanımı;

Hp,q,s
a (Rn) =

{
f ∈ S ′ : f(x) =

∑
k

λkak(x), her bir ak bir (p, q, s) atom, &
∑

k

|λk|p <∞
}

ile verilir. Bu uzay üzerindeki norm

‖f‖Hp,q,s
a

= inf(
∑
k

|λk|p)1/p,

olarak tanımlanır. Burada infimum yukarıdaki bütün f =
∑
k

λkak ayrışımları üzerinden

alınmaktadır [20].

Ayrıca,

ρ(f, g) = ‖f − g‖Hp,q,s
a

ile tanımlanan uzaklık fonksiyonu ile Hp,q,s
a (Rn) uzayı bir tam metrik uzaydır.

Özellikle, H1,q,s
a (Rn) bir Banach uzaydır.

R.R. Coifman [8], Hp,q,s
a (Rn) = Hp(R) olduğunu ispatladı. Bu, Hp(R) uzayındaki her

elemanın belirli bir şekilde bir atom toplamına ayrıştırılabileceğini gösterir.
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Şimdi Coifman’nın teoremini verebiliriz.

Teorem 3.15. 0 < p ≤ 1 ≤ q ≤ ∞, p 6= q ve s ≥ [1
p
− 1] negatif olmayan tamsayı olsun.

Hp,q,s
a (R) = Hp(R)

ve

‖f‖Hp,q,s
a
∼ ‖f‖Hp [8].

Teorem 3.15.’ in ispatında kullanılacak aşağıdaki lemma ispatsız olarak verilmiştir.

Lemma 3.16. G ⊃ Q bölgesi {x + iy ∈ C : x0 ≤ x ≤ x0 + h, y0 ≤ y ≤ y0 + h} ile

tanımlansın. Eğer u, G de harmonikse bu durumda

∫ x0+h

x0

{u(x+ iy0) + u[x+ i(y0 + h)]}dx

+

∫ y0+h

y0

{u(x0 + iy) + u(x0 + h+ iy)}dy

= 2

∫ h

0

{u[x0 + t+ i(y0 + t)] + u[x0 + t+ i(y0 + h− t)]}dt[20].

İspat. (Teorem 3.15.’ in ispatı)

Kolaylık için teoremi sadece p = 1 ve s = 0 için ispatlayalım. a(x), (1, q, 0) atom olsun.

Başka bir deyişle, a(x)

(i) suppa ⊂ I = {x : |x− x0| < r};

(ii) ||a||q ≤ (2r)1/q−1;

(iii)
∫
a(x)dx = 0.

şartlarını sağlar. a’nın Hilbert dönüşümünü ã olarak tanımlansın ve∫
R

|ã(x)|dx =

∫
|x−x0|≤2r

|ã(x)|dx+

∫
|x−x0|>2r

|ã(x)|dx.
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Böylece Hilbert dönüşümünün Lq(R)(1 < q <∞) üzerindeki sınırlılığından

1/q + 1/q′ = 1

olmak üzere∫
|x−x0|≤2r

|ã(x)|dx ≤ Cr1/q
′

||a||q

≤ C

olur. Dolaysıyla, (iii)’den∫
|x−x0|>2r

|ã(x)|dx =

∫
|x−x0|>2r

∣∣∣ ∫
|y−x0|>r

{ 1

x− y
− 1

x− x0

}
a(y)dy

∣∣∣dx

≤ C

∫
|x−x0|>2r

|x− x0|−2
(∫
|y−x0|<r

|y − x0||a(y)|dy
)
dx

≤ C

elde edilir. Böylece ã ∈ L1(R) ve ||ã||1 ≤ C olup, burada C, a’da bağımsızdır. Şimdi

f ∈ H1,q,0
a (R) yani, f(x) =

∑
k

λkak(x) olsun. Burada her ak bir (1,q,0) atomdur ve∑
k

|λk| <∞ dır. ã için yukarıda elde edilen sonuçtan,

||f̃ ||1 ≤ C
∑
k

|λk|

elde edilir. Bu ise f ∈ H1(R) olmasını gerektirir, (bkz. Y.Katznelson [18]). Böylece

H1,q,0
a ⊂ H1(R)

ve

||f ||H1(R) ≤ C||f ||H1,q,0
a (R)
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elde edilir. Şimdi H1(R) ⊂ H1,∞,0
a (R) olduğunu ispatlayalım. Kabul edelim ki f ∈ H1(R)

olsun ve u(x, y) = (f ∗Py)(x), y > 0 ile tanımlansın. Ek olarak Ωk = {x−P ∗∇(f)(x) > 2k},

k ∈ Z olsun. Ωk, R uzayında açık bir küme olduğundan,

Ωk =
⋃
j

I
(k)
j ,

olarak ifade edilebilir. Burada {I(k)
j } ayrık açık aralıkların bir dizisidir. Şimdi f fonksiyonunu

f(x) = gk(x) + bk(x)

şeklinde yazılsın.

gk(x) =
∑
j

[f(x)− f
I
(k)
j

]X
I
(k)
j
,

ve

bk(x) = f(x)XΩck
+
∑

j

f
I
(k)
j
X
I
(k)
j

olarak tanımlanır. XE , E’nin karakteristik fonksiyonunu ve fI , 1
|I|

∫
I
f(t)dt ortalamasını

göstermektedir. İlk olarak

lim
k→−ß

gk(x) = f(x), h.h. (3.2)

olduğunu ispatlayalım.

Aslında, harmonik fonksiyonlarda teğet olmayan fonksiyonun yakınsaklığından,

|f(x)| ≤ P ∗∇(f)(x), h.h.

elde edilir. Kolaylık için, I(k)
j = I = (a, b) biçiminde gösterip ve alt kenarı I , R2

+ üst yarı

düzleminde olan bir Q küpü yapalım. Sırasıyla Q küpünün diğer üç kenarı l1, l2, l3 ve Q

küpünün iki köşegeni d1, d2 olsun. Ek olarak, ∆, d1d2 ve I’dan kapalı olan üçgensel bölge
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olsun. a 6∈ Ωk, b 6∈ Ωk ve Q\∆ ⊂ Γ(a) ∪ Γ(b) olup, burada

Γ(a) = {(x, y) ∈ R2
+ : |x− a| < y}

ve

Γ(b) = {(x, y) ∈ R2
+ : |x− b| < y}

şeklinde tanımlayıp,

|u(x, y)| ≤ max{P ∗∇(f)(a), P ∗∇(f)(b)} ≤ 2k

olduğu kolayca görülür. Yukarıdaki eşitsizlikten (x, y) ∈ Q\∆ için,

1

|I|

∣∣∣ ∫
Ij

u
∣∣∣ ≤ 2k, j = 1, 2, 3

elde edilir. Qε, ε tarafından yukarıdaki Q dönüşümü ile elde edilen bir küp olsun. Ayrıca

s = 1, 2 için,

1

|I|
|
∫
ds

u| ≤
√

22k

eşitsizliği elde edilir. Qε için x0 = a, h = b − a ve y0 = ε olmak üzere Lemma 3.16. den

dolayı,

∫ b

a

u(x, ε)dx = 2(

∫
d1

u +

∫
d2

u)− (

∫
l1

u +

∫
l2

u +

∫
l3

u)

elde edilir. Buradan

|
∫ b

a

u(x, ε)dx| ≤ 9.2k|I|

elde edilir. Ayrıca, Lebesgue yakınsaklık teoreminden

1

|I|
|
∫
I

f(x)dx| ≤ 9.2k
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eşitsizliği elde edilir. Böylece, bu eşitsizlik ve bk(x) tanımından,

|bk(x)| ≤ 9.2k

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla yukarıdaki (3.2) eşitsizliği, yani istenilen elde edilmiş olur.

Diğer yandan, P ∗∇(f) ∈ L1(R) için,

lim
k→ß
|Ωk| = 0

elde edilir. Bu,

lim
k→ß

gk(x) = 0, h.h. (3.3)

olduğunu gösterilir. (3.2) ile (3.3) yararlanılarak, f(x) fonksiyonu

f(x) = lim
N,M→∞

N∑
k=−M

{gk(x)− gk+1(x)}, h.h. (3.4)

şeklinde yazılabilir.

Dolaysıyla, P ∗∇(f) ∈ L1(R) ve

|gk(x)| ≤
∑
j

{|f(x)|+ |f
I
(k)
j
|}X

I
(k)
j

(x)

≤
∑

j

{P ∗∇(f)(x) + 9.2k}X
I
(k)
j

(x)

≤ 10P ∗∇(f)(x), h.h.

dır. Böylece L1 uzayında, Lebesgue baskın yakınsaklık teoreminden (3.4) ifadesi elde edilir.

Şimdi (3.4) ifadesini kullanılarak, f ’nin atomik bir parçalanması kolayca elde edilir. Ayrıca,

eğer

a
(k)
j (x) =

1

λ
(k)
j

{gk(x)− gk+1(x)}X
I
(k)
j
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ve

λ
(k)
j = 27.|I(k)

j |.2k

ise bu durumda

f(x) =
∞∑

k=−∞

∑
j

λ
〈k)
j a

(k)
j (x).

L1 uzayında (3.4) ifadesi gerçekleştiğinden dolayı yukarıdaki eşitlik S ′ de gerçekleşir. Dahası,

supp a
(k)
j ⊂ I

(k)
j , |a(k)

j (x)| ≤ |I(k)
j |−1

doğrulamak kolaydır ve∫
a

(k)
j (x)dx = 0

dır. Böylece f ∈ H1,∞,0
a (R) dır. Dolayısıyla

H1(R) ⊂ H1,∞,0
a (R).

Sonuç olarak

∑
j,k

|λ(k)
j | ≤ C

∑
k

2k|Ωk|

≤ C

∫
R

P ∗∇(f)(x)dx

eşitsizliğinden

||f ||H1,∞,0
a

≤ C||f ||H1 .

Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur.
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Önerme 3.17. 0 < p ≤ 1 ≤ q ≤ ∞, p 6= q, s ve m negatif olmayan tamsayı, s ≥ [n( 1
p
− 1)]

ve m ≥ [n(
1

p
− 1)] + 1 olsun. Bu durumda her (p, q, s) atom için,

||a∗m||p ≤ C

eşitsizliğinde sürekli bir C = C(p, q, s,m) sabiti vardır ve burada a∗m, a’nın Grand maximal

fonksiyondur [19].

İspat. Genelliği bozmadan, a, orijin merkezli bir (p, q, s) atom ve suppa ⊂ B(0, r) = B

olduğunu kabul edelim. B̃ = B(0, 2r) olsun. Bu durumda iki durum söz konusudur.

0 < p ≤ 1 ve q > 1 olduğunda Hölder eşitsizliğinden ve Önerme 3.26. (ii)’den Φ ∈ Km

olmak üzere∫
B̃

{Φ∗+(a)(x)}pdx ≤
∫
B̃

|a∗m(x)|pdx ≤ ||aq
m||pq|B̃|

1− p
q

≤ C||a||pq |B|
1− p

q

≤ C

elde edilir.

0 < p < 1 ve q = 1 olduğunda Önerme 3.26. (i) şartı kullanılarak,∫
B̌

{Φ∗+(a)(x)}pdx ≤
∫
B̃

|a∗m(x)|pdx

=

∫ ∞
0

pαp−1|{xεB̃ : a∗m(x) > α}|dx

≤C{
∫ |B|−1/p

0

|B|pαp−1dα

+

∫ ∞
|B|−1/p

pαp−1(‖a‖1/α)dα}

≤ C

eşitsizliği elde edilir. Böylece Lemma 3.11. ve Önerme 3.17. den∫ c

B̃

{Φ∗+(a)(x)}pdx ≤ C (3.5)

eşitsizliği kolayca gösterilir.
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Kabul edelim ki m = [n(1
p
−1)]+1 olsun. Pm−1(z), z için Φ(w−z)’nin Taylor genişlemesi

(m− 1) olsun. Bu durumda z ∈ B(0, r) ve w ∈ (B(0, 2r))c için,

|Φ(w − z)− Pm−1(z)| ≤ C|u|−m−n|z|m.

Böylece, x ∈ B̃c olduğunda,

|(a ∗ Φt)(x)| = |t−n
∫
a(y){Φ(

x− y
t

)− Pm−1(
y

t
)}dy|

≤ C|x|−m−n
∫
B

|a(y)||y|mdy

≤ C|x|−m−n|B|
m
n
− 1
p

+1

eşitsizliği elde edilir.

Dolayısıyla (3.5) eşitsizliği sağlanır. Böylece önermenin ispatı tamamlanır.

f ∈ Hp,q,s
a (Rn) ve m = [n(1

p
− 1)] + 1 olsun. Bu durumda f , herbir ak, bir (p, q, s) atomu

ve
∑

k |λk|p <∞ olmak üzere

f(x) =
∑
k

λkak(x)

şeklinde yazılabilir. Önerme 3.17. den

∫
|f ∗m|pdx ≤

∑
k

|λk|p
∫
|(ak)∗m|pdx ≤ C

∑
k

|λk|p

kolayca elde edilir. Böylece, Teorem 3.10. den f ∈ Hp(Rn) olduğu görülür. Dolaysıyla son

elde edilen sonuçtan aşağıdaki önermeyi verelim.

Önerme 3.18. 0 < p ≤ 1 ≤ q ≤ ∞, p 6= q, ve s ≥ [n(
1

p
− 1)] negatif olmayan tamsayı

olsun. Bu durumda

Hp,q,s
a (Rn) ⊂ Hp(Rn)

ve

||f ||Hp ≤ C||f ||Hp,q,s
a

,
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burada C, f fonksiyonundan bağımsızdır [19].

Hp(Rn) ⊂ Hp,q,s
a (Rn) tersini elde etmek amacıyla, öncelikle aşağıdaki lemmaları ispatsız

olarak verelim.

Lemma 3.19. (Vitali-Wiener örtme lemması) Ω ∈ Rn bir açık küme ve |Ω| < ∞ olsun.

Herhangi bir x ∈ Ω için bir r(x) > 0 vardır, öyleki B(x, r(x)) ⊂ Ω ise bu durumda

{B(xi, r(xi))}i nin bir serisi vardır, öyle ki tüm B(xi, r(xι̌)) yuvarları ikişer ikişer ayrık

ve Ω ⊂ ∪iB(xi, 4r(xi)), [19].

Lemma 3.20. (Whitney örtme lemması) Ω ⊂ Rn bir açık küme ve |Ω| < ∞ olsun. Bu

durumda {xi : xi ∈ Ω}i ve {ri : ri > 0}i serileri mevcuttur öyle ki

(i) Ω = ∪iB(xi, ri) ve {B(xi, ri/4)}i ikişer ikişer ayrık yuvarlardır.

(ii) B(xi, 18ri)| ∩ Ωc = ∅, fakat B(xi, 54ri) ∩ Ωc 6= ∅;

(iii) Sürekli bir M = M(n) fonksiyonu vardır, öyle ki ∀x ∈ Ω için,

∑
i

XB(xi,18ri)
(x) ≤M

dir [19].

Lemma 3.21. Aşağıdakiler doğrudur.

(i) B̃k+1
i ∩ B̃k

1 ′ 6= ∅ ise rk+1
j < 4rki , ve B̃k+1

J′ ⊂ B(xki , 18rki )i.

(ii) Her j için bir M = M(n) vardır, öyleki

B̃k+1
j ∩ B̃k

i 6= ∅

B̃k
i sayısı M ’den küçüktür [19].

Lemma 3.22. j, k’ dan bağımsız sürekli bir C vardır, öyle ki

sup
|α|≤m,y∈B̃k+1

j up

(rk+1
j )|α||Dαπl(y)| ≤ C
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ve

sup
|α|≤m,y∈Rn

(rk+1
j )|α||Dαπl(y)ξk+1

j (y)| ≤ C

olacak şekilde eşitsizlikleri vardır [19].

Aşağıda ilerde kullanacağımız eşitlikler verilmiştir;

P k
i (x) ∈ Ps (tüm s- dereceden polinomlar) mevcut ise bu durumda∫

{f(x)− P k
i (x)}Q(x)ξki (x)dx = 0, ∀Q ∈ Ps, (3.6)

ve

P k+1
i.j (x) ∈ Ps mevcut ise bu durumda∫

{f(x)− P k+1
j (x)}Q(x)ξki (x)ξk+1

j (x)dx (3.7)

=

∫
P k+1
i,j (x)Q(x)ξk+1

j (x)dx, ∀Q ∈ Ps.

Lemma 3.23. j, k’ dan bağımsız sürekli bir C vardır, öyle ki

sup
y∈B̃k+1

j

|P k+1
j (y)| ≤ 2k+1C

olacak şekilde eşitsizliği vardır [19].

Lemma 3.24. i, j, k’ dan bağımsız sürekli bir C vardır, öyle ki

sup
y∈Rn
|P k+1
i,j (y)ξk+1

j (y)| ≤ 2k+1C

olacak şekilde eşitsizliği vardır [19].

Lemma 3.25. Her k ∈ Z1 için,

∑
i

∑
j

P k+1
i,j (x)ξk+1

j (x) = 0

olup, burada eşitlik h.h. ve S ′ üzerinde tanımlanır [19].
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Şimdi, Önerme 3.18. nin tersini aşağıdaki önerme ile verelim.

Önerme 3.26. 0 < p ≤ 1 ve s ≥ [n(1
p
− 1)] negatif olmayan tamsayı olsun. Bu durumda

Hp(Rn) ⊂ Hp,∞,s
a (Rn)

ve

||f ||Hp,∞,s ≤ C||f ||Hp [20].

İspat. İlk olarak, f ∈ Hp(Rn) ∩ L2(Rn) olsun.

gk = fXΩk −
∑
i

P k
i ξ

k
i

=
∑
i

(f − P k
i )ξki

ve

bk = fXΩc
k

+
∑
i

P k
i ξ

k
i

şeklinde tanımlansın. Buradan

f = gk + bk

dır. M = M(n)’den daha küçük herhangi bir x ∈ Rn için ve keyfi i ∈ N için ξk
i (x) 6= 0 dır.

Bundan ve Lemma 3.23. kullanarak,

|bk(x)| ≤ 2kC

dir. Böylece, aşağıdaki bağıntı düzgün yakınsar;

lim
k→−∞

gk(x) = f(x). (3.8)

Diğer yandan, supp gk ⊂ Ωk ve

|Ωk| ≤ (C||f ∗m||p/2k)p → 0, k →∞,
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dikkate alırnırsa

lim
k→∞

gk(x) = 0 h.h. (3.9)

elde edilir. (3.8) ve (3.9) kullanılarak, f fonksiyonu

f(x) =
∞∑

k=−m

{gk(x)− gk+1(x)} h.h.

şeklinde yazılır. Fakat,

gk − gk+1 =
∑
i

(f − P k
i )ξki −

∑
j

(f − P k+1
j )ξk+1

j ,

burada
∑
i

ξki = XΩk ve suppξk+1
j ⊂ Ωk+1 ⊂ Ωk. Böylece yukarıdaki eşitlik

gk − gk+1 =
∑
i

{(f − P k
i )ξki −

∑
j

(f − P k+1
j )ξki ξ

k+1
j }.

şeklinde yazılır. Tekrar Lemma 3.25. kullanılarak, yukarıdaki eşitlik

gk − gk+1 =
∑
i

{(f − P k
i )ξkṫ −

∑
j

[{f − P k+1
j }ξk

i − P k+1
i,j ]ξk+1

j }

=
∑
i

hki ,

şeklinde yazılır, burada

hki = (f − P k
i )ξki −

∑
j

[(f − P k+1
j )ξki − P k+1

i,j ]ξk+1
j .

Dolayısıyla f fonksiyonu

f(x) =
∑
k

∑
i

hk
i (x) h.h.
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olarak ifade edilebilir. Açıkçası, supphki ⊂ B̃k
i dir. Aslında, (3.6) ve (3.7) den, herhangi

Q ∈ Ps ( tüm s-dereceden polinomlar) için∫
hki (x)Q(x)dx = 0

eşitliği kolayca görülebilir. hk
ľ
’nın boyutunu tahmin etmek amacıyla,

hki = fξk
i XΩck+1

− P k
i ξ

k
i + ξki

∑
j

P k+1
j ξk+1

j +
∑

j

P k+1
i,j ξk+1

j

olacak şekilde yazılır. Önerme 3.18. kullanılarak

|fξki XΩck+1
| ≤ Cf ∗mXΩck+1

≤ 2kC

dir. {B(xk+1
j , rk+1

j )} yuvarının Lemma 3.20.(iii), Lemma 3.23. ve Lemma 3.24. kullanılarak,

|hki (x)| ≤ 2kC0

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla λki = 2kC0|B̃k
i |1/p ve ak

i {x) = hki (x)fλki ise bu durumda

f(x) =
∑
k,i

λki a
k
i (x), h.h. (3.10)

Burada her aki bir (p,∞, s) atomdur. Sonrasında,

∑
k,i

|λki |p ≤ C
∑
k,i

2kp|Bk
i | ≤ C

∑
k

2kp|Ωk|

≤ C
∑
k

∫ 2k

2k−1

pαp−1|{x : f ∗m(x) > α}|dα

≤ C‖f ∗m‖p <∞

olduğu kolayca gösterilir. f ∈ Hp,ß,s
a (Rn) olduğunu göstermek amacıyla, S ′ ’de (3.10)

olduğunu göstermek yeterlidir. Aslında,

|P k
i (x)ξki (x)| ≤ C2kξkṡ (x) ≤ Cf ∗m(x)ξki (x)
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ve

|
∑
i

P k
i (x)ξki (x)| ≤ Cf ∗m(x)

eşitsizliklerinden

|bk(x)| ≤ Cf ∗m(x)

elde edilir. Böylece

|gk(x)| = |f(x)− bk(x)| ≤ Cf ∗m(x)

dir. Eğer f ∈ Hp(Rn) ∩ L2(Rn) ise bu durumda f ∗m ∈ L1(Rn) olduğunu dikkate alalım.

Böylece, Lebesgue baskın yakınsaklık teoreminden, L1 uzayında

f(x) =
ß∑

k=−∞

{gk(x)− gk+1(x)}

elde edilir. Ek olarak

gk − gk+1 =
∑
i

hki (x)

ve {hki } destekleri Lemma 3.20.(iii) özelliğine sahip olup,

f(x) =
∑
k

∑
i

hki (x)

L1 uzayında olduğu görülmektedir. Dolayısıyla bu durumda S ′ de (3.10) eşitliği sağlanır.

Hp(Rn) ∩ L2(Rn) ⊂ Hp,ß,s
α (Rn)

olduğu yukarıda gösterildi. Önermenin isapatını tamamlamak için Hp uzayında, Hp ∩ L2

yoğun olduğunu göstermek yeterlidir. Gerçekten de, en son elde edilen sonuç gerçekleşiyor

ise bu durumda herhangi bir f ∈ Hp için, fk ∈ Hp(Rn) ∩ L2(Rn) vardır, öyle ki

‖f − fk‖Hp → 0, k →∞.
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Genelliği bozmadan, uygun fk için

||f1||pHp ≤
3

2
||f ||pHp,

ve

||fk+1 − fk||pHp ≤ 2−k−1‖f ||pHp , k ∈ N.

g1 = f1, ve gk = fk − fk−1(k > 1) alınsın. Bu durumda, Hp uzayında

f =
∞∑
k=1

gk

eşitliği sağlanır. gk ∈ Hp(Rn) ∩ L2(Rn) olduğunda gk ∈ Hp,∞,s
α (Rn) olur. Dolayısıyla gk

fonksiyonu S ′ üzerinde herhangi bir akj , bir (p,∞, s) atomu olmak üzere

gk =
∑
j

λkja
k
j

şeklinde yazılabilir. O halde C, k ’dan bağımsız olmak üzere

∑
j

|λkj |p ≤ C||gk||pHp .

Şimdi, f fonksiyonunu

f(x) =
∑
k,j

λkja
k
j (x),

şeklinde yazılabilir, burada eşitlik S ′ üzerinde tanımlıdır ve

∑
k,j

|λkj |p ≤ C
∑
k

||gk||pHp ≤ C||f‖pHp .

Dolaysıyla f ∈ Hp,∞,s
a (Rn) dır. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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3.3. H1(Rn) nin Dual Uzayı

C.Fefferman [14] ve C.Fefferman-E.M. Stein [15] tarafından Teorem 3.29. ile sırasıyla p = 1

ve p > 1 için sonuçlar ifade edilmiştir. F. John, L. Nirenberg [17] tarafındanH1(Rn) nin dual

uzayı sınırlı ortalama salınımlı fonksiyon uzayı da eliptik kısmi diferansiyel denklemlerin

regular çözümlerini çalıştı.

Tanım 3.27. f(x) lokal integranebilir fonksiyon ve Q, Rn de bir küp olsun. Q da f(x) in

ortalama değer fonksiyonu

fQ =
1

|Q|

∫
Q

f(x)dx

ve 1 ≤ q <∞ olsun. Eğer f(x) fonksiyonu

sup
Q
{ 1

|Q|

∫
Q

|f(x)− fQ|qdx}1/qdx <∞

sağlıyorsa, f(x) fonksiyonuna q- dereceden bir sınırlı ortalama salınımlı fonksiyonu olarak

adlandırılır. q- dereceden tüm sınırlı ortalama salınımlı fonksiyonlarının oluşturduğu uzaya

BMOq denir.

q = 1 için BMOq nun kısaltması BMO dur.

Sonuç 3.28. 1 < q <∞ ise burumda BMOq = BMO [20].

H1(Rn) nin dual uzayında temel bir sonuç aşağıda verilmiştir.

Teorem 3.29. Eğer g ∈ BMO(Rn) ise bu durumda

Lf =

∫
Rn
f(x)g(x)dx

H1(Rn) üzerinde bir sınırlı lineer fonksiyondur. Tersine L, H1(Rn) üzerinde herhangi bir

sınırlı lineer fonksiyon için

Lf =

∫
Rn
f(x)g(x)dx,∀f ∈ H1(Rn)

olacak şekilde bir g ∈ BMO(Rn) vardır [14, 15].
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Yukarıdaki sonuç H1(Rn) uzayının dualinin BMO(Rn) uzayı olduğunu ifade eder yani

(H1(Rn))
′
= BMO(Rn).

İspat. Teoremi yalnızca p = 1 ispatlamak yeterlidir. Teorem 3.15. den dolayı

(H1,∞,0
a (R))′ = BMO(R)

olduğunu göstermek yeterli olacaktır. g ∈ BMO(R) olsun.

BMO(R) ⊂ (H1,∞,0
a (R))

olduğunu göstermek amacıyla,

Lf =

∫
R

f(x)g(x)dx

lineer fonksiyonu, genelleştirilmiş Hahn-Banach teoremi tarafından,H1,∞,0
a (R)’nın bazı yoğun

D altuzaylarında sınırlı olduğunu göstermek yeterlidir.

D = H1,∞,0
a (R)∩L∞c (R) olup, buradaL∞c (R), kompakt desteği ile ölçülebilir tüm fonksiyonların

sınırlılığından oluşmaktadır.
∑N

k=1 λkak(x) formu ile tüm fonksiyon kümeleri H1,∞,0
a (R)

üzerinde yoğun olduğu için, D kümesi, H1,∞,0
a (R) uzayının yoğun bir alt kümesidir.

Şimdi

gN(x) =


N , g(x) ≥ N

g(x) , |g(x)| < N

−N , g(x) ≤ −N

olsun. Eğer N yeterince geniş ise bu durumda

‖gN ||∗ ≤ 4‖g||∗.
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eşitsizliği kolayca gösterilir. f(x) =
∑

k λkak(x) ∈ D alınırsa,

∣∣∣ ∫
R
f(x)gN(x)dx

∣∣∣ ≤∑
k

|λk| ·
∣∣∣ ∫

R
ak(x){gN(x)− (gN)Ik}dx

∣∣∣
≤
∑
k

|λk|||gN‖∗

eşitsizliği olup, burada supp ak ⊂ Ik dır. Dolayısıyla f ∈ D için,

∣∣∣ ∫
R
f(x)gN(x)dx

∣∣∣ ≤ 4||f ||H1,∞,0
a
||g||∗

eşitsizliği elde edilir. Eğer f ∈ D ve g ∈ BMO alınır ise bu durumda

|f(x)gN(x)| ≤ |f(x)g(x)| ∈ L1(R)

olur. Bu nedenle, Lebesgue baskın yakınsaklık teoreminden

∣∣∣ ∫
R
f(x)g(x)dx

∣∣∣ ≤ 4||f ||H1,∞,0
a
||g||∗, f ∈ D

eşitsizliği elde edilir. Böylece, BMO(R) ⊂ (H1,∞,0
a {R))

′ olduğu gösterilir.

İspatın tersini göstermek amacıyla (H1,q,0
a (R))′ ⊂ BMO(R), 1 < q < ∞ gösterelim. L,

H1,q,0
a (R) üzerinde sınırlı lineer fonksiyon olsun. I ∈ BMO(R) vardır, öyleki herhangi

f ∈ H1,q,0
a (R) için

Lf =

∫
R
f(x)l(x)dx = lim

m→∞

m∑
k=1

∫
R
ak(x)l(x)dx

elde edilir. Yukarıdaki bu iddianın ispatını üç adımda yapalım.

(i) İlk olarak (H1,q,0
a )′ ⊂ (LqI)

′ ispatlayalım, burada I bir aralık ve

LqI = {f ∈ Lq(I) :

∫
I

f(x)dx = 0}
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olsun. Bu durumda f ∈ Lq1 için,

a(x) = |I|
1
q
−1||f ||−1

Lq(I)f(x)

bir (1, q, 0) atomdur. Böylece, Lq
I ⊂ H1,q,0

a olur. Dolayısıyla, (i) gösterilmiş olur. (i)’nin

bir sonucu olarak, genelleşmiş Hanh-Banach teoremi ve Riesz teoreminin temsili olan l ∈

Lq
′
(I), 1/q + 1/q′ = 1 vardır, öyleki ∀f ∈ Lq

I için,

Lf =

∫
I

f(x)l(x)dx.

Yukarıdaki gerçekten ve Ij ↑ R alınarak, her Ij için, bir lj ∈ Lq
′
(Ij) vardır, öyleki ∀f ∈ Lq

Ij

için,

Lf =

∫
Ij

f(x)lj(x)dx, (3.11)

dir.

(ii) Bir l alalım, öyleki ∀f ∈ LgIj ve herhangi Ij için,

Lf =

∫
Ij

f(x)l(x)dx

elde edlir.

f ∈ LI1 olsun. (3.11)′den bir l1 ∈ Lq
′
(I1) vardır, öyleki

Lf =

∫
I1

f(x)l1(x)dx.

Varsayalım ki f ∈ Lq
I1
⊂ Lq

I2
olsun. (3.11) kullanılarak, uygun bir l2 ∈ Lq′(I2) için,

Lf =

∫
I2

f(x)l2(x)dx =

∫
I1

f(x)l2(x)dx
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elde edilir. Yukarıdaki iki eşitlikten, ∀f ∈ LqI1 için,∫
l1

f(x){l1(x)− l2(x)}dx = 0

olur. f(x) = g(x)− gI1 kullanırsak, g ∈ Lq(I1) olup,∫
I1

g(x){[l1(x)− l2(x)]− (l1 − l2)I1}dx = 0,∀g ∈ Lq(I1)

elde edilir. Buradan

l1(x)− l2(x) = C1, x ∈ I1

olur. Böylece

l(x) =

 l1(x) , x ∈ I1,

l2(x) + C1 , x ∈ I2\I1

yazılabildiği için, x ∈ I2 için

l(x) = l2(x) + C1

elde edlir. Bu uygun metodla elde edilen l(x) ve ∀f ∈ LqIj , (j = 1, 2) için,

Lf = lIjf(x)l(x)dx

olduğu göeterilir. Yukarıdaki bu basit metodla, herhangi j ∈ N için gösterilir öyleki bir l(x)

elde edlilir, Böylece, (ii) gösterilmiş olur.

(iii) Nihayet, l(x)’in BMO, uzayına ait olduğunu ispatlandı ve ∀f ∈ H1,q,0
a (R) için

Lf =

∫
R

f(x)l(x)dx
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uygun bir eşitlik elde edilir. Gerçekten yukarıdaki eşitlikten (ii) ve l ∈ BMO kolayca elde

edilir. O halde l ∈ BMO olduğu göstermek yeterldir. (ii) kullanılarak

La =

∫
a(x)l(x)dx

eşitliği herhangi bir (1, q, 0) a(x) atom için sağlanır. I bir aralık, supph ⊂ I, h ∈ Lq(I) ve

||h|1q = 1 olsun. Bu durumda

a(x) = 2−1|I|1/q−1{h(x)− hI}XI(x)

fonksiyonu bir (1, q, 0) atomdur. Böylece, L ∈ (H1,q,0
a )′ olup,

∣∣∣ ∫
I

a(x)l(x)dx
∣∣∣ ≤ ||L||

eşitsizliği elde edilir. Buradan yeniden

|I|1/q−1
∣∣∣ ∫

I

h(x){l(x)− lI}dx
∣∣∣ ≤ 2||L||

olarak yazılabilir. Dahası ||.||q′ tanımından,

{ 1

|I|
lI |t(x)− lt|q

′
dx}1/q′ ≤ 2|[L||

eşitsizliği yazılır. Dolaysıyla

l ∈ BMOq′ = BMO

olur. Böylece, Teorem 3.15. ispatı tamamlanmış olur.

Uyarı 3.30. Hp(Rn) uzayının duali Campanato uzayıdır [6].

p = 1 için R.R. Coifman ve G. Weiss [8, 9],

p > 1 için S.Z. Lu [20] tarafından gösterilmiştir.

M. H. Taibleson ve G. Weiss [29] tarafından verilen (p, q, a, ε)- molekül tanımını ve atomun

bir genelleştirilmiş hali olan molekül yapı ile ilgili teoremi ispatsız olarak aşağıda verilmiştir.
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Tanım 3.31. 0 < p ≤ 1 ≤ q ≤ ∞, s ≥ [n(
1

p
− 1)] negatif olmayan tamsayı,

ε > max{s/n, 1

p
− 1}, a0 = 1− 1

p
+ ε, ve b0 = 1− 1

q
+ ε olsun. Eğer M fonksiyonu,

M ∈ Lq(Rn) olmak üzere

(i) M(x)|x|nb0 ∈ Lq(Rn),

(ii) Nq(M) = ‖M‖a0/b0q

∥∥∥M(·) |· − x0|nb0
∥∥∥1−(a0/b0)

q
<∞,

(iii)
∫
RnM(x)xαdx = 0, |α| ≤ s

şartlarını sağlıyorsa x0 merkezli bir (p, q, a, ε)- molekül olarak adlandırılır, [29].

Teorem 3.32. p, q, s ve ε Tanım 3.31. deki gibi olsunlar.

f ∈ Hp,q,s
a (Rn)

olması için gerek ve yeter şart S ′ de

f(x) =
∑
k

λkMk(x)

olmasıdır, burada
∑
|λk|p < ∞, herbir Mk (p, q, s, ε)- molekül ve Nq(Mk) ≤ C olacak

şekilde k’dan bağımsız bir C sabiti vardır. Dahası,

inf

{(∑
|λk|p

)1/p

: f =
∑

λkMk

}
∼ ‖f‖Hp , [29].

Önerme 3.33. p1 ≤ p2 ≤ 1 olsun. Eğer a, herhangi bir (p1, q1, s1)-atom, T bir lineer

operatör olmak üzere T a, bir (p1, q1, s1, ε)-molekül ve

Nq2(T a) ≤ C

sağlansın, burada C, a dan bağımsızdır. Bu durumda T , (Hp1 , Hp2) tiplidir, [20].
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4. HARDY UZAYLARINDA İNTEGRAL OPERATÖRLER

Bu bölümde harmonik analizdeki integral operatörlerinden Riesz Potansiyel operatörü ve

singüler integral operatörünün Hardy uzaylarında sınırlılığı ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir.

4.1. Riesz Potansiyel Operatörü

Lp(Rn) uzaylarında 1 < p <∞ için, Riesz Potansiyel Operatörleri

(Iαf) (x) = Cα,n

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy, 0 < α < n,

ile tanımlanır, burada Cα,n uygun bir sabittir. Benzer şekilde bu operatörü Fourier dönüşümü

yardımı ile

(
Iαf̂
)

(x) = (2π |x|)−α f̂(x) (4.1)

olarak da tanımlayabiliriz. Burada f yeterince düzgün fonksiyondur. Sobolev teoremi

gereğince 1 < p1 < p2 <∞, 0 < α < n/p1 ve 1/p2 = 1/p1 − α/n koşulları sağlandığında,

Iα operatörü (Lp1 , Lp2) tipli olur. Yani bir C = Cα,p1,p2,n sabiti vardır, öyle ki

‖Iαf‖p2 ≤ C ‖f‖p1 (4.2)

olur. Hp(Rn) uzayında Fourier dönüşümü tanımlanabildiğinden Riesz potansiyel operatörünü

Hp(Rn) üzerinde (4.1) ile tanımlayabiliriz.

Teorem 4.1. (i) Eğer p1 ≤ 1 < p2, 0 < α < n ve 1/p2 = 1/p1−α/n koşulları sağlanırsa

Iα operatörü (Hp1 , Lp2) tiplidir,

(ii) Eğer p1 ≤ 1 < p2, 0 < α < n ve 1/p2 = 1/p1−α/n koşulları sağlanırsa Iα operatörü

(Hp1 , Hp2) tiplidir, [29].
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İspat. (i): Önerme 3.1 den,

‖Iαa‖p2 ≤ Cα,n,p1,p2

eşitsizlikten tüm a (p1, q1, s) atomları, ispat için yeterlidir. Burada q1 > p1, ve s ≥
[
n

(
1

p1

− 1

)]
dir. Teorem 3.15. kullanılarak, s+1 > n

(
1

p1

− 1

)
tek sayısının uygun olduğunu varsayabiliriz.

Dahası, 1 < q1 < q2 <∞ ve 1/q1 − 1/q2 = 1/p1 − 1/p2 gibi q1 ve q2 kullanabiliriz. Ayrıca

a, orijin merkezli bir (p1, q1, s)- atomdur. supp a ⊂ B olsun. B̃, B’nin aynı merkezli

genişlemesi olsun. Buradan,

‖Iαa‖p2 ≤
(∫

B̃

|Iαa(x)|p2 dx
)1/p2

+

(∫
B̃c
|Iαa(x)|p2 dx

)1/p2

= J1 + J2

olduğu açıktır. q2/p2 > 1 için Hölder eşitsizliği kullanılarak,

J1 ≤ ‖Iαa‖q2 |B|
1/p2−1/q2

≤ C ‖a‖q1 |B|
1/p1−1/q1

≤ C

elde edilir.

J2 = Cα,n

(∫
B̃c

∣∣∣∣∫
B

a(y)

|x− y|n−α
dy

∣∣∣∣p2 dx)1/p2

olduğu dikkate alınırsa, x e göre |x− y|−n+α Taylor açılımı yapılarak ve atomların yok olma

anı kullanılarak,

J2 ≤ Cα,n

{∫
B̃c

(∫
B

|a| |y|s+1

|x|(n−α+s+1)
dy

)p2

dx

}1/p2
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elde edilir. Buradan,

J2 ≤ C ‖a‖q1 |B|
s+1
n
− 1
q1

+1

(∫
B̃c

dx

|x|(n−α+s+1)p2

)1/p2

≤ C

bulunur.

(ii) q1, q2 ve s (i)’deki gibi olsun. Önerme 3.33.’den, a, bir (p1, q1, s)- atomu ise bu durumda

Iαa, bir
(
p2, q2,

[
n

(
1

p2

− 1

)]
, ε

)
- molekül ve

ε > max

{
s/n,

1

p2

− 1

}
ve

s/n < ε < (s+ 1− α)/n

olmak üzere

Nq2(Iαa) ≤ Cα,n,p1,p2

olduğunu göstermek yeterli olacaktır.

s+ 1 > n

(
1

p1

− 1

)
> n

(
1

p2

− 1

)
dikkate alırsak, istenilene uygun bir ε mevcuttur.

a0 = 1− 1

p2

+ ε

ve

b0 = 1− 1

q2

+ ε

şeklinde tanımlansın. (i)’deki gibi, a, orijin merkezli bir (p1, q1, s)- atom ve

supp a ⊂ B olsun. Böylece Iαa bir moleküldür. J1 ve J2, (i)’deki gibi benzer şekilde
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kullanılarak,

(∫
B̃

∣∣∣Iαa(x) |x|nb0
∣∣∣q2 dx)1/q2

≤ |B|b0 ‖a‖q1

ve (∫
B̃c

∣∣∣Iαa(x) |x|nb0
∣∣∣q2 dx)1/q2

≤ |B|b0 ‖a‖q1

elde edilir. Buradan,

Nq2(Iαa) = ‖Iαa‖a0/b0q2

∥∥∥Iαa(·) |·|nb0
∥∥∥1−(a0/b0)

q2

≤ C ‖a‖a0/b0q1

(
‖a‖q1 |B|

b0
)1−(a0/b0)

≤ C.

Böylece yok olma anı şartlarına göre∫
Iαa(x)xvdx = 0, |v| ≤ s.

Aslında∫
|x|>1

|Iαa(x)xv| dx ≤
∥∥∥Iαa(·) |·|nb0

∥∥∥
q2
·
(∫
|x|>1

|x|(|v|−nb0)q2
′

dx

)1/q
2
′

<∞

eşitsizliği vardır, dolayısıyla Iαa(x)xv ∈ L1(Rn). Buradan

(Iαâ(t)tv) (x) = Dv [(Iαâ) (x)] ∈ C(Rn).

Böylece

(Iαâ(t)tv) (0) =

∫
Iαa(t)tvdt = 0
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ispatlamak amacıyla

lim
|x|→0

Dv [(Iαâ) (x)] = 0 (4.3)

olduğunu göstermek yeterlidir.

|v1|+ |v2| = |v| olacak şekilde v1 ve v2 alalım. Buradan

Dv1
(
|x|−α

)
= O

(
|x|−α−|v1|

)
ve

Dv2 â(x) =

∫
a(ξ)(−2πiξ)v2e−2πiξ·xdξ

=

∫
a(ξ)(−2πiξ)v2

[
e−2πiξ·x − P (ξ)

]
dξ

dır. Böylece P ∈ Ps−|v2| dir. P (ξ), s−|v2|-dereceden e−2πiξ·x Taylor polinomları gibi olmak

üzere

|Dv2 â(x)| ≤ C |x|s−|v2|+1

elde edilir. Buradan

∣∣Dv1
(
|x|−α

)
Dv2 â(x)

∣∣ ≤ C |x|s−|v|−α+1

eşitsizliği bulunur. Dolayısıyla bu (4.3)’ü gösterir. Böylece ispat tamamlanır.

4.2. Singüler İntegral Operatörleri

Singüler integral operatör,

Tf(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

f(y)K(x− y)dy
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şeklinde tanımlanır, burada K çekirdeği,∫
R1<|x|<R2

K(x)dx = 0, 0 < R1 < R2 <∞

şartını sağlar. Singüler integral operatörü genellikle

Tf(x) = p.v(f ∗K)

şeklinde ifade edilecek.

Teorem 4.2.

Tf(x) = p.v(f ∗K),

L2(Rn) de sınırlı bir singüler integral operatör ve bazı δ (0 < δ ≤ 1) için K,

|K(x− y)−K(x)| ≤ C |y| δ/ |x|n+δ , |x| > 2 |y| (4.4)

eşitsizliği sağlansın. Eğer
n

n+ δ
< p ≤ 1

ise T operatörü (Hp, Hp) tiplidir, [1].

İspat. Önerme 3.33. kullanılarak, (p, 2, 0) a- atomu için Ta,

N2(Ta) ≤ C (4.5)

olacak şekilde bir (p, 2, 0, ε)- moleküldür, burada C, a’dan bağımsız ve 1/p − 1 < ε < δ/n

dır.

p.v.

∫
K(x)dx = 0

olduğu dikate alınırsa,∫
Ta(x)dx = 0
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olduğu kolayca görülür. Böylece (4.5)’in doğruluğu gösterilir. Kabul edelim ki a, (p, 2, 0)-

atom ve suppa ⊂ B(x0, r) olsun. T , L2 uzayında sınırlı olduğu için,

‖Ta‖2 ≤ C ‖a‖2 ≤ Crn( 1
2
− 1
p

)

ve ∫
|x−x0|<2r

|Ta(x)|2 |x− x0|2nb0 dx ≤ Crn(1+2ε) ‖Ta‖2
2

≤ Cr2n(1−1/p+ε).

Şimdi yok olma anı şartları ve (2.19) kullanılarak, y ∈ B(x0, r) ve x ∈ Rn\B(x0, 2r) olmak

üzere

|Ta(x)| =
∣∣∣∣∫ [K(x− y)−K(x− x0)] a(y)dy

∣∣∣∣
≤ C

∫
|y − x0|δ

|x− x0|n+δ
|a(y)| dy

≤ Crδ+n(1−1/p) |x− x0|−(n+δ) .

Buradan,∫
|x−x0|≥2r

|Ta(x)|2 |x− x0|2nb0 dx

≤ Cr2δ+2n(1−1/p)

∫
|x−x0|≥2r

|x− x0|2nb0−2(n+δ) dx

≤ Cr2n(1−1/p+ε).

Böylece

‖Ta‖a0/b02

∥∥∥Ta(·) |· − x0|nb0
∥∥∥1−(a0/b0)

2

≤ C(rn( 1
2
− 1
p

))a0/b0 · (rn(1− 1
p

+ε))1−(a0/b0)

≤ C.

Dolayısıyla yukarıdaki eşitsizliği (4.5) eşitsizliği olup ispat tamamlanır.
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