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OZET

Tezin amaci, harmonik analizin temel konularidan biri olan Maksimal fonksiyonu tanitmak,
Hardy-Littlewood Maksimal Operatoriiniin gegitli genellegtirmelerini vermektir. Bu tez ii¢ bolim-
den olugsmaktadir. Birinci boliim giris kismindan olugmaktadir. Girig kisminda temel tanim ve teo-
remlerle birlikte genellestirilmis 6teleme operatorii, y-dagilim fonksiyonu ve v-azalan yeniden diizen-
leme tamtilarak 6zelliklerine yer verilmistir. Ikinci béliimde Maksimal ve B-Maksimal fonksiyonlar
tamtilarak varlik ve simrhihk ozellikleri incelenmistir. Uciincii boliim ise Laplace-Bessel Diferensiyel

Operatériiniin dogurdugu genellestirilmis B-Maksimal fonksiyonun 6zelliklerine ayrilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Hardy-Littlewood Maksimal operatorii, Maksimal Fonksiyon, Bessel Maksimal

Fonksiyon, Laplace-Bessel Diferensiyel Operatorii, Bessel Konvoliisyon.



ABSTRACT

The aim of this thesis is to introduce maximal function, which is one of the fundamental
concept of harmonic analysis, and to give some generalizations of the Hardy-Littlewood Maximal
Operator. This thesis consists of three chapters. Fundamental definitions, theorem, generalized shift
operator, y-distribution function and y-decreasing rearrangement of the function are given in the first
chapter. The second chapter contains the definitions and basic properties of maximal function and
B-maximal function. The third chapter is devoted to the properties of B-maximal function associated

with Laplace-Bessel differential operator.

Keywords: Hardy-Littlewood Maximal Operator, Maximal Function, Maximal Bessel Function,

Laplace-Bessel Differential Operator, Bessel Convolution.
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

R™ : n- boyutlu Oklid uzay1

B(x,r) : x merkezli, r yaricaph yuvar

M f : Maksimal fonksiyon

M : Maksimal operator

» . p. mertebeden integrallenebilen fonksiyonlar uzay1

|E| : E nin Lebesgue 6lgiisii

Q (z,r) : merkezi x ve kenar uzunlugu r, kenarlar1 eksenlere paralel kiip

L}, : 1. mertebeden lokal integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi



1 GIRIS

Maksimal fonksiyon harmonik analizin énemli konular1 arasmdadir. Ozellikle
kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bir cok uygulama alanlar
vardir.

U R
st o5+ —
8 ox?  x, 0z,

Ap =

k=1
Laplace-Bessel diferensiyel operatorii tarafindan iiretilen integral operatorler B. Muck-
enhoupt [21] ve E.M. Stein (1985) [24], Kipriyanov (1967) [17], Trimeche (1997) [27],
Lyakhov (1997) [20], Stempak (1985) [26], Gadjiev ve Aliev (1988) [1], Serbet¢i ve
Ekincioglu (2004) [10,11,23|, Guliyev (2003) [4,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16| gibi bir ¢ok

matematik¢i tarafindan ¢aligilmaktadir.

Kipriyanov 1967 [5] yilinda R’y , n— boyutlu 6klid uzaymda ilk (n — 1) degiskene
gore adi ve n. degiskene gore (0, 00) arahgindaki genellegtirilmig 6telemeyi kullanarak

Ap Laplace-Bessel operatorii ile yakindan ilgili olan

TVf (z) = ¢, / f (x' — ', /22 — 22,y cosa + y,%) sin” ! ado
genellestirilmis 6telemeyi tanimlamigtir.

f ve g, R? iizerinde dl¢iilebilir iki fonksiyon olmak tizere 1% operatorii yardimiyla

B-konvoliisyon adi verilen yeni bir konvoliisyon operatorii

(f®g)l( /f )TYg (x) y)dy

seklinde tanimlanair.

Tezin amaci, harmonik analizin temel konularindan olan maksimal fonksiyonu
tanitmak, bu operatoriin gegitli genellestirmelerini vermektir. Ayrica, Laplace-Bessel
diferensiyel operatoriine karsilik gelen maksimal fonksiyon ve son olarak genellegtir-
ilmis B—maksimal fonksiyonunun varlik ve sinirlilik gibi 6nemli 6zelliklerini incelemek-
tir. Buradaki ispatlarda bir fonksiyonun yeniden diizenlemesi (rearrangement) kavrami
kullanilmigtir. Bir fonksiyonun yeniden diizenlemesi kavrami ilk defa sistematik olarak
Hardy-Littlewood tarafindan kullanilmig ve bir ¢ok esitsizligin elde edilmesinde anahtar

rol oynamigtir. Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliim girig kismindan olug-
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maktadir. Girig kisminda temel tanim ve teoremlerle birlikte genellestirilmig Steleme
operatorii, v-dagilim fonksiyonu ve y-azalan yeniden diizenleme tanitilarak ozellikler-
ine yer verilmistir. Ikinci boliimde Maksimal ve B-Maksimal fonksiyonlar tanitilarak
varlik ve siirlilik 6zellikleri incelenmistir. Uciincii boliim ise Laplace-Bessel Diferen-
siyel Operatoriiniin dogurdugu genellestirilmis B-Maksimal fonksiyonun 6zelliklerine

ayrilmigtir.



1.1 Temel Kavramlar

Tanim 1.1 X bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger bir

Il.]: X =R x— |z

doniigiimii Va,y € X ve Va € K igin
(N1) ||z]| >0 ve ||z|=0<2=40
(N2) [laz]| = |al [«

(N3) ||z +y| < ||z|| + ||y|| 6zelliklerini sagliyorsa bu doéniigiime X {izerinde
norm adi verilir. (X, ||.||) ikilisine bir normlu vektor uzayr denir. (X, |.||) normlu

uzay1 kisaca X ile gosterilir.
Tanim 1.2 Bir T lineer operatorii agagidaki 6zellikleri gercekleyen operatordiir:

(i) T nin D (T) tanim bolgesi bir vektor uzayr olup R (T') deger bélgesi, ayn

cisim tlizerinde bir vektor uzayidir.

(ii) Her 2,y € D (T') ve « skaleri igin,

Tx+y =Tx+Ty
T(ax) = aTx

gerceklenir.

Tamim 1.3 X ve Y normlu uzaylar ve D (T) C X olmak iizere, T': D (T') — Y lineer
operator olsun. Eger her x € D (T) igin, ||Tz|| < A ||z|| olacak sekilde bir A reel sayisi

varsa, 1" operatoriine simirhidir denir. Bir 7" operatériiniin normu ||7']] = sup 171l 56

o el
zeD(T)
x#0
tanimlanir.
Tanmim 1.4 X ve Y normlu uzaylar, D (T) C X olmak iizere, T : D(T) — Y bir
operator ve xg € D (T') olsun. Eger verilen her ¢ > 0 saywisina karsilik, ||z — zo]] <

kogulunu gergekleyen her x € D (7)) igin, ||Tz — Txo|| < € olacak gekilde bir 6 > 0

sayisi varsa 1’ ye xg da siireklidir denir.



Tanim 1.5 X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak {izere, T : D (T) — Y lineer
operator olsun. Bu durumda 7" nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul T nin sinirh

olmasidir.

Tanim 1.6 X bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir A simifi i¢in agagidaki

ozellikler saglaniyorsa bu durumda A sinifina X {izerinde bir cebirdir denir:
(i) ze A
(i) Her E € Aigin B = X\E € A
(ii6) k= 1,2, ...,n icin B}, € A ise kglEk cA
Eger (ii1) sart1 yerine
"Hern € N i¢in E, € A= :L;En e A”
sart1 konulursa A cebirine bir o— cebiri adi verilir.

Tanim 1.7 X bir kiime ve 4, X iizerinde bir o— cebiri olsun. Bu durumda (X, .A)
ikilisine bir Ol¢iilebilir uzay, A daki her bir kiimeye de A-6lgiilebilir kiime veya kisaca

Olciilebilir kiime ad1 verilir.

Tanmim 1.8 (X, .A) bir 6lgiilebilir uzay ve f : X — R bir fonksiyon olsun. Eger Vao € R
icin

(o, +c])={zeX:f(x) >ale A
oluyorsa f ye olgiilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki Ol¢iilebilir fonksiyonlarin ailesi

M (X, A) ile gosterilir.

Tanmim 1.9 (X, .A) bir dlgiilebilir uzay olsun. A {izerinde tamimh genisletilmis reel
degerli bir p fonksiyonu

(i) (@) =0

(i) Her A € Aigin p(A) >0

(iii) Her ayrik (A, ) dizisi i¢in u < Ej An) = i p(Ay)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyonﬁ:e: olcii der?i?.l Eger her A € A i¢in 1 (A) < oo ise p

ye sonlu 0Ol¢ii ad1 verilir.

Tanim 1.10 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri ve A iizerinde taniml

bir p olgiistinden olugan (X, A, ) tigliisiine bir 6l¢ii uzay1 adi verilir.
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Tanim 1.11 X bir kiime ve P (X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P (X) {izerinde

tanimli, genigletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu
(i) 4 (0) = 0

(ii) Her E € P (X) igin p* (E) >0

(ili) AC B C X igin pu* (A) < pu* (B)

(iv) Her bir n € N igin A,, € P (X) ise p* (Ej An) < §1 w(Ay)

sartlarim saglarsa p* fonksiyonuna X tizerinde bir dig 6l¢iidiir denir.

Tanim 1.12 (/;), R nin sinirh ve agik alt araliklarinin bir dizisi,

TA = {(Ik) A C Ufk}

olsun. P (R) iizerinde

A" (A) = inf {izuk) (I € TA}

bi¢giminde tanimlanan A* bir dig 6l¢iidiir. Bu dig 6l¢iiye Lebesgue dig 0Ol¢iisii denir.

Lebesgue dig 6l¢iisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dig 6l¢iisiinii tanimlamak igin
I={z:a;<a;<Vb;, i=1,..,n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 goz ontine alalim. Bu araliklarin hacimleri

v () :H(bi—ai)

i=1

bigimindedir. Keyfi bir £ C R™ kiimesinin Lebesgue dig 6lgiisii

A (F) = inf {ZU (Iy) : E C U Iy, , I bir arallk}
k=1 k=1

ile tanimlanir. VA C R” igin eger
N(A) =N (ANE)+ X (AN (R" - E))
ise I/ kiimesine Lebesgue olgiilebilirdir denir.

Tanim 1.13 M (R, \*), \* dig 6lglisiine gore Olgiilebilen R nin alt kiimelerinin simfi
olsun. \* Lebesgue dig dl¢iistiniin M (R, A*) sinifina da B (R) simfina da olan kisitlan-

masina Lebesgue 0Ol¢iisii denir, A ile gosterilir.



Tanmim 1.14 (X, A, ) bir 6l¢ii uzay: olsun. Eger bir 6nerme 6l¢iisti sifir olan bir kiime

disinda dogru ise, o énerme hemen her yerde dogrudur denir.

Tanim 1.15 (X, A, ) bir 6lgli uzay1 olsun. 0 < p < oo olmak iizere
LP = fGM(X,A):/\f|pdu<oo

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. L” uzayinda bir

f fonksiyonunun normu

Pd 1<
171, - (411 “) Spee

ess sup |f (x)], p=o0

ile tanumlanir.

Tanim 1.16 f Olgiilebilir bir fonksiyon olmak {izere her kompakt K kiimesi {izerinde

I[If!du<oo

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 1.17 p > 1 ve ]lJ +% = 1 olmak lizere f € LP, g € L9 olsun. Bu durumda
fg € L' ve
1 glly < ILFIL, gl

saglanir. Bu egitsizlige Holder esitsizligi denir (Neri 1971) [19].
Tanim 1.18 p > 1 i¢in eger f, g € LP ise (f + g) € L? ve

1f +gll, < [IfIl, + llgll,
dir. Bu esitsizlige Minkowski egitsizligi denir (Neri 1971) [19].

Tanim 1.19 z = (xq,...,2,) ve y = (y1,--,Yn), R" de vektorler olmak tizere R",

n—boyutlu Oklidyen uzay1 (z,7) = E x;y; i¢ carpimi ile donatilmig R™, n—boyutlu

j=1

P
reel uzayidir. Burada  in mutlak degeri |z| = (Z 1:2) ile tanimlanir.
j=1

R™ iizerinde dx = dx;...dz, ile Lebesgue olclisiinii gosterecegiz. R™ uzay iiz-

erinde f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

[raa= [ /f B2, e ) dy



ile gosterilir.

Cok kath integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢ogu kez kullanigh ol-
maktadir. 7 = |z| olsun ve S"7! = {z : |z| = 1} ile birim kiireyi gosterelim. dz hacim
elemanini dr = r"'drdo biciminde yazariz, burada do, S"~! iizerinde dz tarafindan
belirlenen yiizey 6l¢iistidiir. Bu durumda eger f (z) > 0 integrallenebilir bir fonksiyon

ise Fubini Teoremi’nden

/f(ﬂf) dz = 7}{5/ f(x)do pr"tdr = / 7]‘(95) r"tdr 3 do

Sn—1

elde edilir.

Tanim 1.20 f (z) ve g (x), x € R™ nin 6lgiilebilir fonksiyonlar: olsunlar.

[ f(y)g(z —y)dy integraline f ile g nin konvoliisyonu denir ve f * g ile gosterilir.
L

Teorem 1.21 Eger f, g € L! ise bu durumda h = f * g hemen her yerde vardir ve L!

e aittir. Ayrica
120y < {1£1] gl

saglanir (Neri 1971) [19].

Teorem 1.22 (W. H. Young Teoremi) 1 < p < oo olsun. Eger f € LP ve g € L

ise bu durumda h = f % g hemen her yerde vardir ve LP uzayina aittir. Ayrica

120, < A1 Mgl

gergeklenir (Neri 1971) [19].

Teorem 1.23 (Young Teoremi) f € LP ve g € L% olsun, burada
l:%—k%—ldir. Eger h = f * g ise bu durumda h € L" ve

r

120, < 11711, llgllg

saglanir (Neri 1971) [19].

Tanmim 1.24 f € L (R") olsun.




ile verilen f fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier doniigiimii olarak adlandirilir. Burada

(x,y) = 2191 + ... + T, Yy dir. Fourier déniigiimi

|3

f (2) = 2m) / f (y) e @ dy

veya

Fa) = [ ey
Ry
olarak da alnabilir. Eger n =1 ve f € L (R!) ise bu durumda
17

£ _ 7ixyd

Fo) =5 [ Freay
olur.
Lemma 1.25 Eger f () = f1(x1) fo (22) ... fr (z,,) ise

~ ~ ~ ~

f (@) = fu (@) fa (w2) oo S ()

saglanir (Neri 1971) [19].

Teorem 1.26 (Riemann-Lebesgue) Eger f € L(R’}) ise bu durumda smirh ve

diizgiin siireklidir. Ayrica |x| — oo iken f(z) — 0 dur.

Teorem 1.27 f,g € Lolsun. Eger h = f % g ise bu durumda h :fﬁ dir (Neri 1971)
[19].

Teorem 1.28 f, g € Lolsun. Bu durumda

[ Falgorts = [ g

dir (Neri 1971) [19].
Teorem 1.29 (Parseval-Plancherel) f € Ly(E™) olsun. Bu durumda

fla) = @) / F(y)e e dy

Fourier doniistimii vardir. Ayrica

|7], = emt i,



dir. Eger Fourier doniisimiini

= / fly)e > @¥d
Ry

ile tanumlarsak bu durumda
H]?HQ =|fll, (Parseval formiilii)

< f, g >=< f,g > (Plancherel formiilii)

olur. Burada < f,g >, f ile g nin i¢ carpimini gosterecektir ve

< f,g>= /fédx
dir.

Teorem 1.30 (Hausdorff-Young Teoremi) 1 <p <2ve ¢ = 1% icin f € L, (Ri)

= (217" [ f(y)e Yy
!

|7, < e s s,

olsun. Bu durumda

vardir ve

dir (Neri 1971) [19].

Tanim 1.31 Invers Formiilii f € L(R")ve

=(2m)™" f(x)e_i(x'y)dx
!

f nin Fourier doniigiimii olsun. Bu durumda

= /f(y)e‘ ¥d
Ry

formiiliine Fourier doniigiimleri i¢in invers formiilii denir.

Tamim 1.32 ) ve « reel sayilar olmak tizere f(Ax) = |A|” f(z) oluyorsa f ye a derece-

den homojen fonksiyon denir.

Tanim 1.33 Bir f: R” — R, (n > 1) fonksiyonu igin f (z) = f (|z|) ise f bir radyal
fonksiyondur (Neri 1971) [19].
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Teorem 1.34 £ C R", |E| < oo olsun. Eger r < s ise bu durumda L (E) C L, (F)
saglanir (Neri 1971) [19].

Tanim 1.35 Bir s fonksiyonunun goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana geliyorsa

s ye bir basit fonksiyondur denir.
Teorem 1.36 Eger 1 < p < oo ise LP deki basit fonksiyonlarin kiimesi L? de yogundur.

Tamm 1.37 Bir o = (ay, ..., ;) negatif olmayan «; tamsayilarinim sirali n-lisine kath-
indis denir.
la] = ag + ...+, dir. Eger a ve § iki kath-indis ise a+ 5 = (a1 + B4, ..., ay + (3,) dir.
Benzer sekilde, D; = % olmak ftizere

olal Hortont..tan

Da pu— pum—
aq a9 ai a2
0x7'0x5”..0x~  Ox'0x5?...0xon

I aq a2 Qn
— Do DS, Do

durumda D¢, % e indirgenir.
Tanim 1.38 (Schwarz uzay1) R" uzayinda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve iste-
nilen « ve 8 kath-indisleri igin

sup |z°D° f (z)| < o0

zERY

kogulunu saglayan fonksiyonlarin sinifina Schwarz uzayi denir. § ile gosterilir.

Eger f € S ise bu durumda f smirhdir, f € L, (R") ve f(z) €S dir.
Tanim 1.39 1 < p, g < oo olmak iizere
T:L,R")— L, (R")
bir operator olsun. Eger Vf € L, (R™) igin

ITfll, < AllfIl,

olacak bigimde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa T operatoriine “(p, ¢) tipindendir”

denir.

m bir 6l¢ii olmak tizere eger VA > 0 icin

A q
e [T @) > a) < ”f”p) g <00

«

olacak bi¢imde a ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa T' doniigtimiine zayif (p,q)

tipindendir denir.
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Lemma 1.40 (Vitali tipi 6rtme lemmasi) F.R" de 6l¢iilebilir kiime ve B d(B) < oo
olan ve F yi Vitali anlaminda 6rten B kiimelerinin bir kolleksiyonu olsun. Herbir
xr € F icin B, € B vardir 6yleki x € B,, o, > 0 n boyuta dayanan sabitler ve

Bi, By, ..., By, ..., B de ayrik yuvarlar olmak tizere

> Byl = BlE|.

k

Burada g = 57" almak yeterlidir.

Tanim 1.41 (Zay:if LPuzay1)

f, R™ iizerinde Ol¢iilebilir fonksiyon ve 1 < p < oo olsun. Zayif LP uzay1

L2 (R™) = {f : | fllp.oo < 00}
bi¢giminde tanimlanir.Burada, f nin yar1 normu C' > 0 sabiti igin
1
[fllpoo :=sup A[{z € R : | f (z) | > A} |[» < C
A>0
ile verilir.

Tanim 1.42 ((p,q) tipli operator)
T, altlineer operator ve 1 < p,q < oo olsun.Eger T', L, (R") den L, o (R") ye sirh bir
operator ise T', zayif (p,q) tipindendir denir. Yani herhangi bir A > 0 ve f € L, (R")
icin
C q

e R 177 @) > A < (1) (L)
olacak gekilde bir C' > 0 sabiti vardir. T, L, (R") den L, (R") ye smurh operatorii (p, q)
tipindendir. Bir C' > 0 sabiti vardir. Yani C' > 0 ve f € L, (R") igin

ITFllq < ClIf Nl (1.2)

olur.Burada || f[|, = || f|lzr(rn), f (2) in L normunu verir.

p = g oldugunda ve T operatorii (1.1) ile (1.2) i, tamimladigi zaman, T nin de (p, q) zayif
tipinden oldugu séylenir. Ayrica (p, ¢) tipli operatoriiniin zayif (p, ¢) tipinden oldugunu
gormek kolaydir. Fakat tersi tam olarak dogru degildir. Simdi ise M Hardy-Littlewood
maksimal operatoriiniin, zayif (1, 1) tipinden ve zayif (p, ¢) tipinden oldugunu gésteren

Teoremi verecegiz.

Teorem 1.43 f, R” {izerinde 6l¢iilebilir fonksiyon olsun.

(a) 1 <p<ooigin f € L, (R") ise hemen her z € R" igin M (f (x)) < oo olur.
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(b) Herhangi bir A > 0 ve f € L' (R") igin
C
e e R M7 @) > 4} < Sl

olacak gekilde bir C'= C'(n) > 0 sabiti vardir.
(c) Herhangi bir f € LP (R") ve 1 < p < oo,icin |[M f||, < C| f]|, olacak sekilde bir
C' = C(n,p) > 0 sabiti vardir.

Teorem 1.44 (Lebesgue diferensiyellenebilme teoremi) Eger f € L!'(R") ise

hemen hemen her x € R” igin

1
lim ———— — dy =
B BT o ) )y =0

Sonug 1.45 f € Lj, . (R") ve hemen her z € R" igin

im [ fydy=f()

T_>0|B (SL’, 7’) ’ B(z,r)

dir.Burada B (z,7), x merkezli ve r yarigaph yuvarlar1 géstermektedir.

Teorem 1.46 (Marcinkiewicz) py < qo, p1 < 1 Ve qo # ¢1 olmak iizere T operatorii
zayif (po, qo) ve zayif (p1,q1) tipli operator olsun. Ayrica p ve ¢

1 1-60 4 1 1—-60 6
= +— = +— (0<d<1)
p Po b1 q do q1

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda 7" operatorii (p, ¢) tipli operatordiir.
1.2 Genellestirilmis Oteleme Operatorii ve Ozellikleri

M. Levitan (1951) [1] (0,00) araligindaki 6telemenin Bessel diferensiyel oper-

atori ile iligkisini inceleyerek genellegtirilmis 6telemeyi tanimlamigtir.

I. Kipriyanov (1967) [17] yilimda R?, n—boyutlu Oklid uzayinda genellestirilmis
otelemeyi tammlamigtir. Bu 6telemenin (n — 1) degiskene gore adi ve n. degiskene gore
(0, 00) arahigindaki 6teleme olarak ele almig, daha sonrada Laplace-Bessel operatorleri

ile iligkisini incelemistir.

Tanim 1.47 (Bessel operatorii) v > 0 ve z > 0 olmak iizere;

> ~vd
B~ 412
dr?  xdx

13



seklinde ifade edilen B operatoriine Bessel diferensiyel operatorii denir.

Tanim 1.48 (Laplace-Bessel operatérii) v > 0 olmak {izere;

n—1
0? 0? 0
Ap=Y S5t st
k=1

ox2  0r2  x 0z,

seklinde tanimlanan operatore Laplace-Bessel diferensiyel operatorii denir.

Tanim 1.49 f : R — R bir fonksiyon ve y € R olsun. x noktasini x + y noktasina

oteleyen
Tf(x) = f(z+y)

seklinde tanmimlanan operatére R de adi 6teleme operatorii denir. Adi 6teleme ope-

ratoru
Ou(z,y) _ Ou(z,y)
oz dy
u(z,0) = f(z)
uy, (x,0) = 0

seklindeki baglangig deger probleminin ¢oéziimiidir (Ekincioglu 1994) [3].

Tanim 1.50 X bir topolojik uzay, f : X — C siirekli bir fonksiyon olsun. y € X

olmak tlizere
Fz,y) =T"f (v)

operatori agagidaki sartlar: sagliyorsa genellegtirilmis 6teleme operatori adini alir.

(i) Vf,g € C(X), a,be Cigin

TVlaf (x) + by ()] = aTVf (x) + bTVg (x)

dir.

(i) Vf € C(X) igin bir yg € X vardir > T% f () = f (x) saglanir.

(iii) Vf € C(X) ve x,y,z € X igin

T*TYf (x) =TYT*f (x)

esitligi saglanir.

(iv) Yo,y € X i¢in F' (x,y) = TY f (z) siireklidir.

14



B, Bessel diferensiyel operatorii olmak iizere

B,u = Byu
u(z,0) = f(x)
uy (x,0) = 0

baglangi¢ deger probleminin ¢éziimii

™

T 1
u(z,y) =Tf(v) = % / f (\/x2 + y? — 2zy cos a) sin? ! ada
2 0

olarak elde edilir. Bu &teleme (0, 00) araligindaki 6telemedir.
Simdi R {izerindeki 6telemeyi verelim.

= (2" 2,),y= (Y, yn), 2,y ER", &' = (21,29, ;T 1), ¥ = (Y1,Y2, - Yn1)
olsun. Bu durumda
(Ap),u(z,y) = (Ap),u(z,y)
u(z,0) = f(z)
uy (,0) = 0

baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii

T nor
u(z,y) =T"f(x) = % / / (“TI — ' Va2 — 2wy, cosa + ?/721) sin’! ada
2
0

fonksiyonudur. Bu 6teleme R tizerinde genellegtirilmis 6telemedir.

Simdi 7Y operatoriiniin genellestirilmis 6teleme 6zelliklerini sagladigini gostere-

lim. Basitlik olmasi i¢in (0, 00) araliginda tanmimh

T(y+1) 7
TVf (x) = %O/f (\/x2 + y2 — 2xy cos a) sin”! ada

opatoriiniin bu 6zellikleri sagladigini gostermek yeterlidir.

(i) Lineerlik 6zelligi

15



TY operatoriiniin tanimindan
TV (af (z) +bg (z)) = T ((af + bg) (x))

1 T
—2)) / (af + bg) (\/x2 + y? — 2xy cos a) sin” ! adex
0

—/af <\/x2 + y2 — 2xy cos 0z> sin” ! ade
()

elde edilir.
(ii) Pozitiflik 6zelligi
f, pozitif bir fonksiyon olsun.

D (y+1 7 N

Tvf(x) =

oldugunu biliyoruz. f pozitif fonksiyon oldugundan

f <\/a:2+y2 —2:17ycosa> >0

saglanir. 0 < 6 < 7 iken sin# > 0 oldugundan yukaridaki esitligin sag tarafi pozitiftir.
O halde
TYf(x) >0

oldugu goriiliir.
(ili) 7% operatoriiniin tanimi kullanilarak
V(1) =1

oldugu kolayca goriiliir.

16



(iv) TY operatori siirhdir.

yﬂfunzi%%%%%!}(¢ﬂ+g%—mwmagam*aay
<%%g%%va<¢ﬁ+y2mymMOSmVHMQ
<i£§é5_%}fv ¢ﬂ+y-—m@mughmvhma
< sl >r% / s’ ada

elde edilir. Buradan
Tf (@) < 7711 (&) < supf (2)

esitsizligi saglanir.
(v) TY operatorii stireklidir.
TY operatorii lineer ve siirli oldugundan stireklidir.
(vi) TY operatoriniin yer degigtirme 6zelligi
TVT* f (x) =T°TY f (x)
bi¢imindedir.

Simdi 7Y genellegtirilmis operatorii tarafindan tiretilen f ® g konvoliisyonunu

(B—konvoliisyon) tammlayip énemli 6zelliklerini verecegiz

Tanim 1.51 f ve g, RY} iizerinde ol¢iilebilir iki fonksiyon olmak iizere

(f®g)( /f )TYg (z) y,dy

seklinde tanimlanan konvoliisyona B—konvoliisyon denir (Guliyev 2003) [3].
Lemma 1.52 1 <p<oo, f € L,, (Ri) olsun. Bu durumda Vy € R i¢in

1725 (@)l < I£, (1.3)

esitsizligi saglanir.
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Ispat. Esitsizligi énce p = 1 durumu icin ispatlayalm.

TV f (%) = ¢y / f (l", — ', /72 — 23,y cos o + yfb) sin”! ada
0

oldugunu biliyoruz. Burada c, sabiti

™

I'(v+3
Cy, = sin? ! ado = —2c
! / I'(y)vr

~—

=)

0

esitligii ile verilir.

I17F @)y ) = [ 1770 @) 3
iy

= / Cy / f (w’ — ', /12 — 2y, cos o + y%) sin” ! ada| ) dw
0

LA

< e, // ‘f (x' — ', /22 — 22,y cos o + y%) sin” ! ax)dady
E? 0

=c, // ‘f <x’ — ', /22 — 22,y, cosa + yg) sin”! oz drda
0 B2

= cv/sinv_l ada/ ‘f <a:’ — ', /22 — 23,y cos a + y,%) x)dx
0 R?

= ”fHLM(Ri)

elde edilir.

p = oo igin ||TYf (')“LOO(JRQ) < ”fHLoo(Ri) oldugunu gosterelim.

IT5 ()l (my) = 55 sup |71 ()

z€RY

TV f ()| = cy/f (;E’ — ', /12 — 2wy, cos o + yﬁ) sin” ' ada
0

sin” ! ada

S Cy / ’f (.I/ - y/7 \/x% - 2$nyn cos o + y?%)
0

™
< e [ 151y 7" 0 = ] sy s [ sin7 o
0 0

= ||f||Loo(R1)
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1 <p<ooigin
177 Olly < 11,
ITf Ol < I

interpolasyon teoreminden

7% f Oll,., < 1£1l,,

olur.

Lemma 1.53 1 < p,r < ¢ < 0, ﬁ%—% = %, fekl,, (R’fr) , 9 € Ly, (]R’fr) olsun. Bu
durumda f ® g € Ly, (R?) ve

If@9l,, <, lgll,,

esitsizligi saglanir.
Ispat. ), [, V; % + l% + % = 1 olacak sekilde pozitif sayilar olsun.

I(f®g) ()] = /f(y)Tyg(:v)yZdy < [ 1fWITYg (z)|yady

+3

q(%f%) bl q l+l+%
F)E 1T @) F B gy

= [ wrG2 g @)

elde ederiz. A, u,v ye gore Holder esitsizligi uygulanirsa;

=

1_1
Aq v

(f®g) (z)] < / PG D g @) yay

T =
X =

/ WP ydy / g ()" 4 dy
iy

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

>l=

A

eg@l <, irs@ii, | [Pt myw™ ™ g
&

_1
v

elde edilir.



saglanir.

>l

(Fog) (@) < fIE T @5 / 7 )G g @) yay

/ £ )P 1T ()]

esitsizligi bulunur. Her iki tarafin r. kokii ahmrsa

b‘t\»@

(f@g) (@) < Hf||Lm 179 (

(f®g) (@) < Hin 1779 (@), /If(y)lp 79 ()" yady

oldugu goriiliir. Simdi her iki tarafin integrali alinirsa

/ (F @) @) a3de < |F1E 1TV @)F. / / 1 WP [T (@)% g dylde
J

R} RY

= [Ifllz,. IT"g (ﬂf)\|im/!f(y)!py2dy/!Tyg (2)[* 2 dx
R? R™
saglanir. Buradan

If@lly,., < IFIE 1T @I 1, 1T @)]F,

esitsizligini elde ederiz. Her iki tarafin r. kokii alindiginda

b g P 9
If @l < ||f||Zp7 1779 @Iz, , 1L, 1T%9 @)z, ,
=/ ‘L "|ITvg D5 = 1A, 1T @) < 1A, ol

elde edilir.

Lemma 1.54 A= (A, A,) CR?, A=A x ... x A,_1 C R"! herhangi dlgiilebilir
kiimeler, A,, C (0,00) ve y € R} olsun. Bu durumda agagidaki esitlik gerceklenir.
/Tyg (z) z)dz = ¢, / g (z', \/ 22+ z,2L+1) dp (2, 2ni1)
A (y,0)+A
Burada A = A" x (=m,m) x [0,m), m = sup.A, ve du (2, 2y41) = 2} 1dzdz,y, dir
(Guliyev, Serbetci and Safarov 2007) [12,13,14].

ispat. Genellestirilmis 6teleme operatoriiniin tanimindan;

TVf (%) = ¢y / f (I, — ', /72 — 23y, cos a + y,%) sin”! ada

20



oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin integralini alirsak;

/Tyf () z)dr = c, / / f (x/ — ', /22 — 22,y cos a + yg) sin? ! ax) dadxr
A 0

A
elde edilir.

/

7 = 2=y
Zn = Yp — Ty COS QX
Zntl =  TpSina
doniigiimiinii yapalim. Doniigiimiin Jakobiyeni j = —ﬁ dir.

2 2 _ 2, 2 .2
Zn+ 25 = (Yo — Tpcosa)” + x;, sin” a

2 2 02 2 (in2
=y, +x, cos” o — 2x,Yy, cos o + T, SIn” «

2 2
=z, — 2Ty, cosa + Yy,

bulunur.
1
/Tyf (x)z)dx = / f (z’, 22 + an) sin’ ' a—a)drda
Ty,
A At+(y,0)

— / v—1
= f (z : 22 + Zn—i—l) 2 idzdzn g4

+(y,0)

N

elde edilir.
1.3 y— Dagilim Fonksiyonu ve v— Azalan Yeniden Diizenleme

Bu kisimda y—dagilim fonksiyonu ve y—yeniden diizenlemeyi tanitip bunlarla

ilgili tamel ozellikleri verecegiz.

E C R? olgiilebilir bir kiime olsun. Bu durumda E nin y—dlgiisii

|E|, = /x%dx

E

ile tanimlanir.

Tanim 1.55 (y— dagilim fonksiyonu) f : R} — R 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.
fir 1 [0,00) = [0, 00),

For () = [{z € R < £ ()] > 1},
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seklinde tanimlanan f, , fonksiyonuna f fonksiyonunun y—dagilim fonksiyonu denir.
Asagidaki lemma ile y—dagilim fonksiyonunun bazi 6zelliklerini verecegiz.

Lemma 1.56 f,g : R} — R &lciilebilir iki fonksiyon olsun. Asagidaki 6zellikler

gerceklenir.
(i) [fl., (&) = fiy (), 120
(i) h.hy. f=gise foy = gi, dir.

(iii) Vo € RY icin |f (z)| < |g (x)| ise VE € [0,00) igin fi (1) = g« (1) esitsizligi

saglanir.

(iv) f.~ azalan ve sagdan siireklidir.
(v) (f + 9)*,7 (t1 +1t2) < fury (t1) + Gupy (t2) 5 t1,22 20

(Vi) (f9). (tit2) < firy (1) + Gupy (t2) 5 t1, 12 > 0

Ispat. (i) [f].,=[{z € R} :|f (@) > t}], = fur (1)
(i) for () = [z € RY: |f @) > )], = [{o € RL: (g (@)] > £}], = guy ()
(iii) Yz € R7 i¢in | f (z)] < |g (z)| oldugundan
{z eR}:|f(z)| >t} Cc{zeR} :|g(x) >t}
oldugu goriiliir. Buradan her iki tarafin ~ 6l¢iisii alinirsa
{zeRL:|f (@) >t} < [{z €RY g (@)] >t}
oldugundan

fer () < gy (1)

esitsizligi elde edilir.

(iv) f.~ fonksiyonunun azalan oldugunu gosterelim. t1,t, € [0, 00) icin ¢1 > to

olsun. Bu durumda f, , (t1) < f., (t2) oldugunu gostermeliyiz.

t; > to oldugundan

{zeR}:|f(@) >t} Cc{zeR}:|f(z)] >t}
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dir. Her iki tarafin v 6l¢iisii alindiginda

[{z e Ry |f @) >0}, < {o eRY:[f (@) >t}

elde edilir. Buradan
f*,'y (tl) S f*,'y (t2)

oldugundan f, . azalandir.

f+ min sagdan siirekli oldugunu gosterelim. t; >ty > ... > ¢,... > t, lim ¢, =t
n—oo

olsun. f., (t,) = f« (t) oldugunu gosterecegiz.
E,={z eR} :|g(x)| >t}

olsun. t; >ty > ... > t,... > t oldugundan F;, C E;, C ... C F; dir. Buradan

EOJ E,=F;
n=1

olur.

Tim f. (1) = lim [{z € BY < |f ()] > .},
= lim |E,|, = |E], = [{z € R} : |f ()] > £},

= fer (1)
oldugundan ispat tamamlanir.
(V) t1,t2 > 0 igin
(f+9)., (L +1t2) < fiy (t) + gy (2)
oldugunu gosterecegiz.
(f +9)., (1 +t2) = {z € RL:[(f + ) (2)] > ta + Lo}
bi¢imindedir. Ayrica
{zeR}:|f(@)+g@)|>t+t} C{zeR}:|f(z)>t}u{z R} |g(@)] >t}
oldugu goriiliir. Her iki tarafin ~ 6lgiisii alindiginda

{z eRL:|f(z)+g(2)] >t1+t2}|7§ {z eRL:|f(z)| >t1}]7



elde edilir. Buradan
(f+9)., (ti+1t2) < fiy (t) + gy (2)

oldugu goriiliir.

(vi) t1,t5 > 0 igin

(f9). (tit2) < iy (02) + guy (£2)
oldugunu gosterecegiz.
(f9)., (tit2) = [{z € R} : [(fg) ()] > tita}]
bi¢imindedir. Ayrica
{z eR}:|f(2)g(x)]>tita} C{zeRY | f ()] >t} U{z eRY :[g(2)] >t}

oldugu goriiliir. ~ Olclisiine gectigimiz taktirde

{z eRL:|f (@) g ()] > tata}| < {z € R :|f (2)] >t}

+[{z eR} g ()| > tg}‘7

elde edilir. Buradan
(f9).., (tit2) < firy (1) + Guy (t2)

elde edilir.

Tamim 1.57 f: R’} — R odlgiilebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun y—yeniden
diizenlemesi

fr)=inf{s>0:f.,(s) <t} Vte]|0,00)

Y

seklinde tanimlanir.
Simdiki teorem y—yeniden diizenlemenin temel 6zelliklerini vermektedir.

Teorem 1.58 f: R} — R dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Asagidaki ozellikler gercek-

lenir.
(i) s,t > 0igin fX (t) > s & fu, (s) >t dir.
(ii) f ve fr es olgiilebilirdir. Yani VA > 0 igin

{z e Ry [f ()] > A} =m({t=0: f(t) > A})
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dir. Burada m Lebesgue ol¢iistidiir.

(ili) V£ > 0 igin | f[7 (t) = f5 (t) saglanir.

(iv) R} iizerinde h.h.y f = g ise [0, 00) iizerinde f = g% gergeklenir.

(v) f; azalan ve sagdan siireklidir.

(vi) t > 0igin (fF), (t) = fuq (t) esitligi saglanr.,

(vii) 0 < p < oo igin (|f[")" () = (f; ()" dir,

(viii) A élgiilebilir bir kiime ve f > 0 olmak fizere (fxa); (t) < f5 () Xjo,ja1,) (1),
t >0 dir.

Ispat. (i) ilk olarak fi(t) >s=1< f.,(s) oldugunu gosterelim.

P =inf{z20: fuy () <1} > s
dir. f,, azalan fonksiyon oldugundan
t<inf{z>0:f.,(2) <s}=1t<f(s)

dir. Karsgit olarak
t< funy(8)= f1(t) >s

oldugunu gosterelim. ¢ < |{a: eRY :|f(x)] > s} ‘7 ve f. . azalan bir fonksiyon oldugun-
dan

s<inf{z: fi,(2) <t} = s < f1(t)

dir.

(i)
m({t>0:f5 (1) >A}) =[{z €RY: fu, (V) <t}

oldugu goriiliir.

(iii) y—azalan yeniden diizenlemenin tanimindan ve (i) den

F) =inf{s = 0: foy(s) <t} =inf {s 201 7], (5) <t} = |f[; 1)

oldugu goriiliir.
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(iv)
fi(s)=inf{t >0: f.,(t) <s}=inf{t >0:g.,(t) < s} =g} (s)

gerceklenir.

(v) f; n azalan oldugunu gésterelim. #;,%; € [0, 00) igin #; > ¢; olsun.
f5 (1) < f7 (t2) oldugunu gosterecegiz. t; >ty ise fi, (t1) < fi (t2) oldugunu biliy-
oruz.
[ () =it {s > 0: foy (s) < 12}
ve

{s>0:firy(s) <t} C{s>0:fir(s) <tq1}

oldugu goriiliir. Kiime biiylidiikce infimum degeri kiicilileceginden
inf{s >0: f.,(s) <t1} <inf{s >0: f., (s) <t}

elde edilir. Buradan f7 (t1) < f7 (t2) saglanir.

Simdi f;‘ in sagdan siirekli oldugunu gosterelim. t; > ty > ... > t,... > t,

lim ¢, =t olsun. f (t,) — f () oldugunu gosterecegiz.

n—oo

lim f7 (t,) = T}Lrgo inf{s>0:f.,(s) <t} =inf{s>0:f.,(s) <t} = f7(t)

n—oo

oldugu goriiliir ve istenilen elde edilir.

(vi) t > 0 i¢in ( f;)* (t) = fi~ (t) oldugunu gosterecegiz. m, Lebesgue 0l¢iisii

olmak fizere;

(7). (0 =m({s20: () > 1))
m({s>0:s<fiy()}) =m0, firy () = firy ()

dir.
(vii) 0 < p < oo igin (|f[")" (t) = (f2 (t))” oldugunu gdsterelim.
(U7 (&) = imf fA >0 P () <t}
- inf{)\zo: [z eRL: | @) > A}, St}, AP =0
_ inf{v” >0: [{z €RY :|f (2)] > v}|, < t} — (17 (1)
elde edilir.
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(vii) (fxa); (t) < f3(¢) X[o,/4],) (£) , t = 0 oldugunu gosterecegiz.

Vo € RY icin (fxa) (z) < f (x) dir. Buradan (fxa),, (t) < fuq (1), ¢ > 0 olur.
Diger taraftan
[{z e Ry :|(fxa) (@) > A}, <AL (1.4)

(fxa)" () =0, t>]A] (1.5)
oldugu goriiliir. (1) ve (2) den V¢t > 0 igin
(fxa);, () < £5 () xpar,) ()

elde ederiz.

Tanim 1.59 (** operatorii) f : (0,00) — [0, 00) fonksiyonu

bi¢iminde tanimlanir. Burada

fi(s)=inf{t>0: f. () < s}

bigimindedir (Kristiansson 2002) [18].

Teorem 1.60 f,g : R} — R7 Olgiilebilir fonksiyonlar olsun. Asagidaki ¢zellikler

gerceklenir.
(i) f7*, (0,00) iizerinde azalan ve siireklidir.
(ii) V& > 0 i¢in f> (¢) < f2* (t) dir.

(iii) Hemen her z € R} igin |f (z)] < |g ()| ise V¢ > 0 igin f3* (¢) < g3* (¢) dir.

ispat.

t
(i) 11k olarak [ m siirekliligini gosterelim. 1 € C'(0,00), [¢(s)ds € C(0,00)
0

1
t

ve siirekli iki fonksiyonun ¢arpimida siirekli oldugundan 2 [ ¢ (s)ds € C (0,00) dur.

Buradan da f>* () € C (0, 00) dur.

o
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Simdi de f3* m azalan oldugunu gosterelim. 0 < ¢; < ¢ keyfi sabitler olsun.

to

1 17 17
frie = [fods= [reas s [ e
0 0 t1
L 1. L 11\, .
o ECEEREE Y HCE (1-)usw

IN

Sl/f;(s)ds+(l__)/f;(s)ds—%/f;(s)ds—f;*(tl)
0 0

1
12 1ty
0
oldugu goriiliir ve buradan istenilen elde edilir.

(ii) f» fonksiyonu azalan oldugundan

1 t . t
=7 [ ez [fwas=5o
0 0
elde edilir.

(iii) V¢ > 0 igin f7 (t) < g% (¢) dir. Buradan da

t t
=7 [redsg [ged=gn
0 0
elde edilir.

Teorem 1.61 ¢ > 0 olmak iizere ff_(t) = f., (t%) elde edilir.

Ispat. f, R? de olgiilebilir bir fonksiyon olsun. ¢ > 0 i¢in

p

P(t) = / ridr | = / zydz, (|f))" = (f2)" oldugundan
ol f(@)|>t} {a:|f ()" >t}

= / r)dr = f., (t%>
{s1r@r>eh }

S

elde edilir.

Lemma 1.62 0 < p < oo olmak {izere

e 9]

/|f(x)|pg;gdx:/(f; ()" dt (2.3.3)

esitligi saglanir (Kristiansson 2002) [18].
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ispat.

(1 @) @)

inf{)\ZO:erRﬁ:|f(x)|p>)\H7§t}, A = v
:inf{l/pZO:’{x€R1:|f(x)|>y}|7§t}
= (f; )"

[ir@raa- [, 0n
R% 0

ispat tamamlanir.

elde edilir.
(f2 ()" at

Lemma 1.63 Herhangi ¢t > 0 icin

wpﬂﬂmmmzjﬁ@w (2.3.4)

|E|., =t
T E

esitligi gegerlidir (Kristiansson 2002) [18].

Lemma 1.64

esitsizligi gecerlidir (Kristiansson 2002) [18].

Ispat. Bu egitsizligi basit fonksiyonlar i¢in ispatlayip basit fonksiyonlarin
yogunlugundan yararlanarak tiim fonksiyonlara genellestirecegiz.

k
S(x) = ZochAj, o > > ..o >a >0
=1

olsun. Burada A; ler ayrik kiimelerdir.

Bi=JA, Bi=aj—aj, =0

olmak tlizere

k
T) = Z Bixs,
j=1
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yazabiliriz. Gercekten

S (x) = Bixs, + BaxB, + - + BrXB,
= (a1 — aa) X4, + (@2 — a3) Xa,04, + (@3 — ) Xa,0404,
+ + (Al U AQ U Ak) XA1UA2U...Ak

- alXAl - aQXAl + OQXAluAg - agXAlUAQ _'_ &3XA1UA2UA3 +
k

= 1XA; T 02X4; T X3XA; T - T QnXa, = Z AjXA;
j=1
elde edilir.

/b yﬂm—/

Z/BJXB

lg (x \w”dr—ZBJ/!g )| a7 da

k 1851, . 151,
<35 [g0a=Y (@ -an) [ g
j=1 0 Jj=1 0

Vi
O‘j/Q: /ZO‘JX% ) (D) g5 (1) dt

o J=1

elde edilir. Burada '
j

= Z ‘A’L’»y ) Yo = 0
i=1

dir.

Asagidaki lemmada TV f genellegtirilmis 6teleme operatorii ve f nin y—yeniden

diizenlemesi arasindaki iligki verilmektedir.

Lemma 1.65 Herhangi 6l¢iilebilir A C R ve y € R} i¢in

sup /Ty |f (x)| x)dx = ¢, / [l (s)ds
0

[Al,=t
7oA

dir (Guliyev, Serbet¢i and Safarov 2007) [12,13,14].

ispat. Lemma 2.3.3 ten

/Ty |f ()| ) dx = Cy ’JF(Za Zn+1>‘ dp (2, Zn41) (1.6)
A (y,0)+A
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esitligi saglanir. Burada

f(zazn+l) =f (Z/> V ZEL + Z721+1) s Zn1 >0
dp (2, zpe1) = 2 dzdz,

ile verilir. f(z, z,41) fonksiyonu i¢in (2.3.4) esitligini yazarsak

o)

esitligini elde ederiz. Burada
(f)“(s) = inf {t >0: ,u(f)u (t) < s}
= inf {t >0:pu ({(z,znﬂ) : |f(z,zn+1)’ > t}) < s}

i ((.0)+ A) =14l ve () (s) = fi(s)

0

Feomen)|dn e z) =, [ (7)) (5)ds (1.7)

ile verilir.

Zp = Xy COSK
Zpt1 = TpsSina

doniistimiinii uygularsak;

2 ({(Z7Zn+1) € Rifrl : ‘f(zvszrl)l > t})

= / alde =p{z e Ry : |f (2)] >t} = f. (t)
{x€R1:|f(x)|>t}
elde edilir. Sonug olarak;

(f);(s):inf{t>0:f*(t) <s}=fI(s)

dir. (5.1.3) esitliginin her iki tarafindan supremum almirsa,

sup /Ty \f (z)] z]}dx = ¢, sup / |f (2, 2ns1) | dpi (2, 241)

A4l =t A “<K):t(y 0)+A
e (s =e, [ 145
/ &

esitligini (5.1.4) esitligini kullanarak elde ederiz. Boylece Lemmanin ispat1 tamamlan-

mis olur.
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Teorem 1.66 1 <p < oo, f € L,, (Rﬁ) olsun.

||f||Lm(R1) - ’ Y Ly(0,00)
dur.
ispat.
150y = [ £ G @ = [ 001 0

0

0
= [ 1@ ads =171 )
iy

Teorem 1.67 f c L, , (R’}r) , 1 < p < oo olsun. Bu durumda

for (8) < ~ / f @) Palde, >0

y4
{zern:|f(x)|>t}

~+

esitsizligi gergeklenir.

ispat.

/ |f ()P ande > ¢ / ) dw
{zern:|f(2)|>t} {eery:|f(2)|>t}
= tP |{.:1: e R% : |f ()] > tH'y = f,. (1)

dolayisiyla )
ﬁwmséwwmz(y¥ﬂ),t>o
oldugu goriiliir. Agikca yazilirsa;
p
‘{x eRY :[f(2)] > t}|,7 < (%)
elde edilir.
Bu kesimde son olarak zayif L, , yani W L, , uzaymi tanimlayalim.

Tamim 1.68 1 < p < oo olmak iizere zayif L, - uzayi

WLy (B) = { £ Uflhs,, = supts £5 () < o |
seklinde tamimlanir (Guliyev, Serbet¢i and Safarov 2007) [12,13,14].

32



Lemma 1.69 0 <p < oo olsun. Vf € L, , (Rﬁ) i¢in

1w, ey < 1S, o)

esitsizligi saglanir.

ispat. Teorem 2.15 ten ve f> fonksiyonunun azalanhigindan

000 = 5l = | [ @as) = | [y as) =500
0 0

elde edilir. Buradan
Hf“Lm(Ri) 2 ”fHWLp,.Y(Rﬁ)

elde edilir.
Lemma 1.70 0 < p; < p <ps <00, 0 € (0,1) ve % = 119;19 -+ p% olmak {izere

1-6 6
HfHWLpﬂ(Ri) < ”fHWLmn(Ri) HfHWLpzw(Ri)

saglanir.

Ispat. WL, uzaymdaki norm tanmndan

1 1 1-6 1 0
1l o) = S0 6565 (0) = sup [t f ()] |1 f; ()]

t€[0,00) t€[0,00)

1-6 0
||f||WLp1N(R1) HfHWLsz’Y(Ri)

elde edilir.
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2 MAKSIMAL FONKSIYON VE B-MAKSIMAL FONKSIYONLAR

Maksimal fonksiyon harmonik analizin énemli konular1 arasmdadir. Ozellikle

kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygulamalar: vardir.

Burada klasik maksimal fonksiyon tanimlanip bunun varlik ve siirhilik 6zellik-

leri incelenecektir.
2.1  Maksimal fonksiyon

f, R™ iizerinde hemen her x igin integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Temel

Lebesgue Teoremi'ne gore

alnl—r}(l)mB:Ur /f 1)

ifadesi hemen her z igin gecerlidir, burada
B(z,r) ={yeR": |z —y| <r}

x merkezli r yarigapl acik yuvardir. Yukaridaki limit yerine supremum ve f yerine |f|

alinarak f nin maksimal fonksiyonu tanimlanir.

Maksimal fonksiyon R™ nin standart kiimelerinde n = 1 igin Hardy Little-
wood tarafindan tanimlanmig ve Wiener tarafindan n > 1 icin R® Oklid uzaymna

genigletilmigtir.

Tanim 2.1 f:R" — R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. f nin maksimal fonksiy-

onu;

Mf (@) =sup s [ 17 )l

r>0 MM
B(z,r)

biciminde tanimlanir.

Simdi R tizerinde bir g fonksiyonunun m {z € R™ : |g (z)| > a} dagilhm fonksiy-

onunu goéz 6niine alalim ve bu kiimenin 6lgtisiini de g, («) ile gosterelim. Yani

mAz:|g(x)] > a} = g. (a)
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olsun. g € L, iken

o0

/ lg (WP dy = — / a’dg, (@)

oo
saglanir. Gergekten [ adg, (o) integraline kismi integrasyon uygularsak;
0
o o o

[ g (@) = 1 a%g. @) [ 9. (@) partda =~ [ g. (@)partda

a—00
0 0

_ _7/X{xeR" g (2)] > A} deda”

0 R%}

= —//X{xER":]g(x)|>)\}dapdx
R? 0

lg(2)]

= —/ / dapdx:—/ / doPdx
Ri{xeRi:|g(x)|>)\} R% 0
lg()]
Oép
= —/ / pa? tdadr = —/{p— Lg(w)l}d:cz —/|9 (2)[” dz
R? 0 R P R?

oldugu goriiliir ve istenilen esitsizlik elde edilir.
Teorem 2.2 R" iizerinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in

i) f e L,(R"), 1 < p < oo ise M f maksimal fonksiyonu hemen her yerde

sonludur.
(i) Eger f € Ly (R™) ise Va > 0 i¢in
A
mia: Mf @) > a) <5 [ 1f (@)]do
Q
R"
saglanir, burada A sadece boyuta bagl bir sabittir ve m Lebesgue ol¢iisiidiir.
(i) fe L,(R"),1<p<ooise Mf e L, (R") ve

IMf, < Ap 1,

gerceklenir.

Ispat. Oncelikle teoremin (ii) ifadesini ispatlayahm. E, = {z : M f () > a}
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olsun. Vx € E, i¢in B, = B (z,r),  merkezli yuvar1 F, da bulunsun. Bu durumda
MY () =sup s /|f ) dy

oldugundan

MF () >oz:>/|f(y)|dy>ozm(Bz) (3.1.1)

Bq
elde edilir. Buradan m (B,) < L || f||, elde ederiz. {By}, E, da bulunan ayrik yuvar-

larin bir dizisi olsun. Bu durumda

> m(By) > cm (E.) (3.1.2)

olur. (3.1.1) esitsizliginde B, yerine U By, alinirsa bu durumda

/|f |dy>ozZm (By) > acm (E,)

UBk

elde edilir. Bu egitsizlikten

/ 1 @)l dy > acm (E.)

elde edilir ki buradan E, = {z : M f (z) > a} yerine yazilirsa

m{o: Mf (@) > a} < o [ I Wldy

oldugu goriiliir. Burada A = 1/c¢ segilirse (ii) ispatlanir.

Simdi 1 < p < oo i¢in (i) ve (iii) ifadelerini ispatlayalim. [ |M f|” dz in sonlu
RY
oldugunu gosterelim. R" {izerinde taniml bir ¢ (z) fonksiyonunun dagilim fonksiyonu
g« (@) =m{x € R" : [g ()] > a}

ile tamimlanir. g € L, (R™) iken

/Ig(y)|dy = —7ozpdg* (a)

m(Eq) =mA{xz: |[Mf(x)] > a} = g. (a)

dir. Simdi

alinirsa

paslg= [ @appar=p [orim e (3.13)
R? 0
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elde edilir. Bu integrali hesaplayabilmek igin m (E,) igin bir egitsizlik elde edelim.

Bunun i¢in f; fonksiyonunu

=

—

8

SN—

I
IN][SI T fe)

bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda
Q@ o
P @IS @]+ 5 = Mf (@) < MA () +5
saglanir. Buradan
Q@
m(Ey) =m{x: |Mf(x)] >a}C m{x : M fy () > 5}

elde edilir. Dolayisiyla

m(Ba) <mfe: M () > 3} g%/fl(x)dx

oldugu goriiliir. Sonug olarak

2A
m(E) <22 [ if @]
lf1>5
esitsizligi saglanir. Bu son esitsizligi (3.1.3) te yerine yazarsak

o0 o0

IMFIE = p / o 'm (B, da < p / o] / (@) de | da

0 0 fI>5
elde edilir. Bu iki integralin degerini hesaplamak i¢in integrasyon sirasini degistirelim.
Ik integrali o ya gore alirz. Icteki integral p > 1 oldugundan
2|f(x)| .
P2da = —— 2f ()P
[ o= g i2f @)

0

olur. Katl integralin degeri

2A _
b 1 e =y [ 17 ds
R? R%

p —_—
olarak elde edilir. Boylece teoremin (iii) ifadesi ispatlanmig olur. Burada A,;

oFp >
Ap:2(p_1> , l<p<oo

ile verilir.
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2.2 B—Maksimal Fonksiyon

Bu boliimde n = 1 i¢in Stempak (1991) [25] ve n > 1 igin de Guliev (1998)
[7] tarafindan tanmimlanan M., f B—maksimal fonksiyonu tanimlanip varlik ve smirlilik

ozellikleri incelenecektir.

E’'nin v olgiisti,

|E(O,r)|7 :/ x)dx
E(0,r)

seklindedir.

Tamim 2.3 f: R} — RY olgiilebilir bir fonksiyon olmak {izere

1
M, f (z) = Supm / TY[f (z)| yndy

r>0
E(0,r)

bigiminde tanimlanan fonksiyona B—maksimal fonksiyon denir (Guliyev 1998) [7].
Teorem 2.4 (i) f € L1, (R?) ve Vo > 0 i¢in

{z: M, f (x) >0z}\ /]f )| ) dx

dir. Burada ¢ > 0 dir ve f den bagimsizdir.
(ii) f € Ly (R7), 1 <p < oo igin M, f € L, (R%) ve

||M7f||Lpﬁ(Ri) < ||f||Lp,'y(R1) ) ¢ >0

esitsizligi gergeklenir.

Ispat. Ilk olarak homojen tipli bir uzay iizerinde taniml bir maksimal
fonksiyon tanimlayacagiz. Teoremin ispatini bu fonksiyonun simirliligini kullanarak
elde edecegiz. (X, p, ) homojen tipli bir topolojik uzay olsun. Bu durumda p bir
stirekli bir psedo metriktir ve p u(E(z,2r)) < Cu(E(x,r) duble kogulunu saglayan bir

Sleiidiir.

X homojen uzay1 lizerinde maksimal fonksiyon £ (z,7) = {y € R} : |z—y| <1}

olmak tlizere

M, f (z) = sup —————~ X /If ) dp(y

r>0 ,u
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ile tanimlanir.

M, operatériiniin zayif (1, 1) tipinden oldugu ve L, (X, du) tizerinde smirli oldugu
bilinmektedir. Bu sonucu X = R%, p = |z — y| ve du(x) = z)dr durumu i¢n kul-
lanacagiz. Eger M, f (x) < cM,f (x) oldugunu gosterirsek M, fonksiyonunun (1,1)

zayif tipinden oldugu ve ayni sekilde L, (R ) tizerinde smirh oldugu gériiliir.

Asagida teoremin ispatinda kullanacagimiz bazi esitsizlikler elde edilmistir.
pE@) =B, = [ gdy<ommac{r (%))
{yern :|z—y|<r}
elde edilir. Buradan

"
B (2,7)], < er™™ max{l, (ﬁ> }
”

elde ederiz. Simdi TYx g, (0, (*) i¢in bir esitsizlik elde edecegiz.

LT (y+3) 7
TVf (z) = W;%/f (x’ — s V22 — 22,y COS vy + y%) sin? ! ado
Y
0

den dolay1

TYXEe@on () < c / sin” ! adev

{aE(O,n):(x%+...+xi71+m%—21nyn cos a+y%)<7’2}

n

=c | | / sin”2 avd cos a

=1
{aG(O,Tr) : (z%+...+a:3171 +22 —22pyn cos oz-l—y%) <r? }

— ¢ (/) (1—2)% " ar

24,2 .2
maux{fl,ac’ﬁ_yn r }

2Tnyn

r3(r = low —yal)® AN
< cmin < 1, - Wyn < cmin«{ 1, (—)
(Tnyn)? Tn

dir. Sonug olarak, ¢ >0, x € R}, r > 0vey € E(x,7)

: r\’
TYXEoy) () <cming 1, (| —
Tn

-1
Mf@ < sw EOOL [ 17T @) dy
r>x;,7=1k
r<z;,j=k+1,n
ij#jpmj#p

bulunur.

E(z,r)
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burada

Myof @)= sw (B0 [ 1 @I T @) 5y

r<zj,j=Ln
E+(SE,T‘)

ile verilir.

My @)= swp [E O [ 1 @I T80 ()

r>x;,,j=1,n
’ E(x,r)

Genelligi kaybetmeden i; = 7, j = 1,2, ...,n oldugunu varsayalim. Bu durumda

Mf(z)=  sup  |E(0,)] / 1 W) T (2) y7dy

'f'>27] )’j:ﬁ
r<a;,j=k+1n E(a,r)

oldugu goriiliir. Bu durumda
p(E (7)) <er™™ |E(0,7)], ="
ve
TYXEor () <1

oldugundan
p(E(x,r) < er™ max {1, (x—n>7} ="t (ﬁ)7
r

b Yi
P e (2)} - ()
Tn X

T\ [ T 1

M. f(zx) <c  sup E(0,r _1r”+7(—”> (—)— / F@W)ly)dy

vy ( ) f,«>zj”j:ﬁ | ( )|'y r T M(E(JZ,T)) | ( )|
r<z;,j=k+1,n

< cM,f (x)

dir. Buradan

oldugundan

elde ederiz. Boylece teoremin ispati tamamlanmaig olur.
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3 LAPLACE-BESSEL DIiFERENSIYEL
OPERATORUNUN DOGURDUGU GENELLESTIRILMIS
B-MAKSIMAL FONKSIYONUNUN

OZELLIKLERI

Bu boliimde B—konvoliisyon i¢in O’Neil tipinden bir esitsizlik ispat edilecek bu
esitsizlik yardimiyla Laplace-Bessel diferensiyel operatoriine kargilik gelen (rough) kaba
gekirdekli kesirli maksimal fonksiyon (genellestirilmis kesirli B—maksimal fonksiyon)
ve kesirli integral (genellegtirilmis B—kesirli integral) operatorlerinin sinirliligh ispat

edilecektir.

Asagidaki Hardy esitsizlikleri ana sonuclarimizin ispati i¢in 6nemli bir role

sahiptir.

Lemma 3.1 1 < p < ¢ < oo olsun. Asgagidaki esitsizligi saglayacak sekilde ¢ fonksiy-

onundan bagimsiz bir ¢ sabiti vardir.

7 /tSO(S)ds qw(t)dt qgc 790(t)pv(t)dt ' (5.1)
o R 7;@Mt; j”@kﬂﬁ ﬂ<u> (5.2)

Burada p + p' = pp’ dir. Ayrica (5.2) yi saglayan en iyi ¢ sabiti ise
K<c<k(pqK (5.3)

dir. (5.4) teki k (p, q¢) sabiti,

1 S 1 N q . P\ ¥
E(.g) = v ()7, k(pvg) = qt ()7 veya k(p,q>=(1+;) (1+3)

gibi ¢esitli bigimlerde verilir (Guliyev, Serbetci and Safarov 2007) [12,13,14].

Lemma 3.2 1 < p < g < o0, v ve w oOlgiilebilir, (0,00) tizerinde pozitif iki fonksiyon
olsun. Bu durumda agagidaki esitsizlik saglanacak gekilde ¢ fonksiyonundan bagimsiz

bir ¢ sabiti vardir.

/ /gp(s)ds w () dt oy /go(t)py(t)dt (5.4)



1 1
r q oo p’

& Ky =sup /w(t)dt /V(t)lp/dt < oo
>0

(5.5) 1 saglayan en iyi ¢ sabiti K7 < ¢ < k(p, q) K; araligindadir (Guliyev, Serbetci
and Safarov 2007) [12,13,14].

3.1 B— Konvoliisyonun y— Yeniden Diizenlemesi I¢in O’Neil Tipli Esitsizlik

Asagidaki teoremde B— konvoliisyonun «y—yeniden diizenlenmesi i¢in O’Neil

tipli esitsizlik elde edilmistir.

Teorem 3.3 f ve g, R iizerinde pozitif dl¢iilebilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda

0 <t < o0 igin,

fog™®<e | £70) / g (u) du + / £ () g7 (u) du (3.1)

esitsizligi saglanir (Guliyev, Serbetci and Safarov 2007) [12,13,14].

Ispat. ¢ > 0 icin bir E, kiimesi secebiliriz 6yleki,

{zeRy:[f(x)> i)} CE C{zeR:|f(zx)]> (1)}
kapsama bagintisi gerceklenir.
filz) = (f (@) = f5 (1) x&. (@)
fa(x) = [ () = fi (z)

ile verilsin. Herhangi 6l¢iilebilir A C R kiimesi i¢in |A] ., =t olsun.

Jwenwad = [ [ 101 @0
A

A R?

= / / fr(y) Tg (x) ypa) dady

R" A

- / f1 () vldy / Tvg (z) 2)da
R A
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elde edilir. Lemma 5.1.4 ten;

/(g ® f1) (z) x)dx < ¢,

A

oldugu goriiliir. f; degeri yerine yazildiginda;

gi*CU)duu/P(f(y)-—fﬁ(tD:er(y)yldy

R}

=@jwwMu/}@w@—ﬁwt

0

o

/@@ﬁﬂ@ﬂwﬁw
A

elde edilir. Boylece (5.1.2) esitliginden,

o) = s [(9eh) @)ds

|Al =t
T A

t
*ok 1 o o opx
< Sflitc”o/g”’ (u) du (tE[f(y) Yndy — f3 (t))

elde edilir. Lemma 5.1.4 ve (5.1.2) esitligini kullanarak,

t

(Tg (@) (s) < (Tg ()™ = %M?'ug / TYg (x) ypdy = %Cv / g5 (s)ds = c\g5" (s)
’Y_tA 0

(5.1.2)

elde edilir. Lemma 5.1.3 ten,

[e.e]

(9@ f) ( /ﬁ )TV /f% Tg”udus/?Q w) du
0

—¢, ﬁ@/gwwm+?ﬁwm

elde edilir. Sonug olarak (5.1.2) esitliginden,
t 00
we " O<e (50 oW [ 1w
0 t
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ve

oldugundan,

t 00
Go ) O <e 50 [ @ [ £ w6 @
0 t
esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.4 g c WL, , (RZ’;) , 1 <r < oo olsun.

(P00 <@g O <aloy,, |7 [ £6ds+ [ ds
0

t

esitsizligi saglanir. Burada ¢; = ¢’ (1 +1’) esitligi ile verilir.

ispat.
l *
l9llwr,., = sup v f7 (t)
bi¢imindedir. Buradan
L o4
trgy (t) < llgllwy,
oldugu goriiliir. Dolayisiyla

% _1
g @) <t lgllwr,,

elde edilir. Son buldugumuz esitsizlikte her iki tarafin integralini alirsak,

t t

1 . I [, 1
L [g0a <, 7 [

0 0

oldugundan
*k r 1
95" (1) < p— gllwe, t
saglanir. Buradan
kk —l
gy @) <7 llgllwe,  t

esitsizligini elde ederiz. Teorem 5.1.1 den
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t

(Fog)™ (1) <c (fi;* () [ o5 )+ (g5 du)

0

t t [e’s)
1 . 1 . 1
<o (1[5 ds [ ol wtdut [ 500 g, w
0 0 t
t o0

t
1 N _1 S
<o |5 [ 5@ ol [t dut s g, , [o £ ) du
0

0 t
00

t
1 1
gl |7 [ £ s+ [uis;
0

t

IN

istenilen egitsizlik elde edilir.
3.2 B— Konvoliisyon I¢cin O'Neil Tipli Esitsizlik

Bu kisimda B—konvoliisyon i¢in O’Neil tipli esitsizlik ispatlayacagiz.

Teorem 3.5 (i) 1 < p < ¢ < o0, % + 5 = %, fely, (]Ri) vege WL,, (]Ri) olsun.
Bu durumda f ® g € L, (]R’}r) ve

If @9l <AlflL,, lgllwe, (3.2)
esitsizligi gergeklenir. Burada
, N[ 1 L ALl L
Ay = ey’ (1+1) (pig? + ()7 (4)7)
ile verilir.
)p=11<gqg<oo, fe L, (R’}r), g€ WLy, (R’}r) olsun. Bu durumda
f®geWL,, (]R’}r) ve

15 gllwe,, < A1 11, ) Nl ) (3.3
esitsizligi gergeklenir. Burada
Ay =2¢,r" (141")
ile verilir (Guliyev, Serbet¢i and Safarov 2007) [12,13,14].
Ispat. (i) (5.1.1) esitligini kullanarak,

1£ @9l = 1 @9 sy = | [ (G0 07) (Ot
0
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elde ederiz. (5.1.7) esitsizliginde her iki tarafin ¢. kuvvetini alalim. Bu durumda

t

(Fo9) 0 < ol 17 [ £t [ (0)ds
0

elde ederiz. Simdi her iki tarafin integralini alalim.

0o % 0o Lt oo q q
(Jrearoa) <cloy,, [ (4] 6+ Jo it 0ds)
0 0 0 t
S t q 7 oo [ oo q ¢
_4q ” _1
<clolws,, | [tF| [fds| dt| selol, | [ ][5 6as] a
0 0 0o Lt
esitsizligini Holder egitsizligini kullanarak elde ederiz. (5.1.1) ve (5.1.7) esitsizliklerini
kullanarak,
1F &gl =1/ © )00
) t q i oo [ oo q q
< /ti /f;‘ (s)ds | dt| +ac / /sifj: (s)ds | dt
0 0 0\t
elde ederiz.
Lemma 5.4 te w (t) =t ve v (t) = 1 alahm.
00 t q % 00 >
_1 . «
/t v /f7 (s)ds | dt| < e /(f7 ()" dt
0 0 0
0o % t i
& ey = sup /S_st /ds
>0
t 0
s\ "
= Su p
o \1— 11
elde edilir.
Oncelikle 2> 1 oldugunu gosterelim.
1 1 1 1 1 1 1
—,—i——:—:>1——+—=—:>q—g+g=g:>q(1——)—i—lzg
p qa T p q T p q T p r

q <1 — %) > 0 oldugundan £ > 1 dir. Ohalde c; yi yeniden yazarsak,

_1 1 _1 _1
Cy = sup (g - ) ! (tl_%> ! tﬁ = (g — 1> ! suptéf%Jri = (g — 1) !
r r t>0 r

esitligi ¢ nin kuvvetinin sifir olmasiyla elde edilir. Ayrica Lemma 5.5 % ten,

46



N
o3
VRS
Hg
CD\
Sl=
%
—~
W
S—
QL
V)
~~
=)
QL
~
~~__
Q=
A
Q
w
N\
0%8
%
S
N~—
]
QU
~
~_
I
0]
[wry
=
V
o
N\
—_
QL
)
~
=]

Burada L
/ v
ez < (g - 1) " () =pig”
r

esitsizligini saglar ve 1—1) — % = % dir.

Son olarak bulunan bu esitsizlikler yerlerine yazilirsa,

If@gl.,, <ale+ce)lfl,, lglwe,,

elde edilir.
i)p=1,1<qg<oo, f€ L, (Rﬁﬁ) veg€e WL, (R:ﬁ) olsun.

1 *
1f @ gllwr, , = supsots (f ®9)" (1)
t [o%e)
< supts  c1 gl . ti/f; (s) czs+/sif; (s)ds
t>0 ’

t
00

0
t
1 _1 % N
= i lglhes, st (¢ [ a5+ [5h(s)ds
>
0
t

t

t>0

11 .
= allgllwr, . stl>1103/fj (s)ds +suptat q/]{y (s) ds
0 t

f;

= 201 ||9||WLM | L1(0,00) 2c1 ||g||WL¢m ||f||L1(0,oo)

elde edilir.

3.3 L, Uzaylarinda Genellestirilmis B—Maksimal Operatorlerinin Sinirhihig

Qel,, (Sﬁfl) ;s> 1,87 = {x eRY 2| = 1} ve (2, R" {izerinde sifirinc

dereceden homojen yani, V¢ > 0, Vo € R icin Q (tz) = Q (z) olsun.

Tanim 3.6 Genellestirilmis kesirli B—maksimal operator

1
Mg aqf () = sup ——— / Q)| TY|f ()| ypdy
r>0 T

B(0,r)
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olarak tanimlanir (Guliyev, Serbet¢i and Safarov 2007) [12,13,14].

Tanim 3.7 Genellestirilmis B—Riesz potansiyeli veya B—kesirli integral operatorii

Q
Ioaqf (2) = /Hn%z)_aTyf (@) yady (5.3.2)
R Y
ile tanimlanir (Guliyev, Serbet¢i and Safarov 2007) [12,13,14].

Yukarida 2 = 1 oldugu zaman Mg, , -, B—maksimal operatori M, ., kesirli mak-

simal fonksiyonu ve Iq .., B—Riesz Potansiyeli I, . olur. Kolayca gosterilebilir ki

g(x)=1z|"""7 € WL _nty W(Ri), O<a<n

nty—a’
dir. Ayrica bu durum icin;
g (1) = wln)t s
1) =mye)
lollws ., = (@)

nty—a’?

olur. Burada w (n,v) = |B(0,1)

L ve B(0,1) = {z € R} : |z] < 1} bigimindedir.

Egerg(x)zlx‘g%,o<a<n,

Burada 2, R’ iizerinde sifirma dereceden homojen ve @ € L niy (Sﬁ_l)
nty—a’

olarak alinirsa

__nty
Gur () = At
(1) = A 1_%+7
95 (6) = ey
g7 (t) = g ()
n+vy
oldugu kolayca goriiliir. Burada A = HQHZ*”‘" (s171) bi¢imindedir. Ayrica
n+vy +
nty—a”

g c WLnij—/zaﬁ (Ri) ve

A\
o ey = ()

esitligi saglanir.

Lemma 3.8 0 < o < n + 7 olmak iizere €2, R"} iizerinde sifirinci dereceden homojen

ve Q) € Lniﬂaﬁ (Sﬁ_l) olsun. Bu durumda

To,an f)" () < (Toaqf)™ (1)

o0

t
S Cy ||QHL e 7(5171) tni'v_l/f; (S) ds—i—/sniw_lf: (3) ds
0

nty—o’
t

48



esitsizligi gergeklenir. Burada

a=a2(m+y) e,

ile verilir (Guliyev, Serbetc¢i and Safarov 2007) [12,13,14].

Ispat. Teorem 5.1.2 de g (x) = Ix‘%ﬁ)ﬂ olarak secelim.

n+1—o¢
n+ nTy
y (4 ) il 7 I .,
g Wm0 \n+y B n+ I
Burada
(T—v)
= el
nty—a”
dir. Teorem 5.1.2 de yerine yazarsak,
(IQ,aﬁf)* (t) S (IQ,a,'yf)** (t)
t 0
el R, |6 [ Bt (65 0
nfy—a
0 t

elde edilir.

Lemma 3.9 Q¢ L, (Sﬁ’l) ,$>1,0<a<n+volsun. Bu durumda

n+vy—ao

Moo f (2) < ooz Ditan (1)) (2)

esitsizligi vardir (Guliyev, Serbet¢i and Safarov 2007) [12,13,14].

ispat.
Q(y)|
s 1)) = #T F (@) 2y
B(O,2j)\B(O,2j*1)
ve
Q)
T (1) @) = [ 217 )
&
olsun.

Igpan (1) (@) = Tajan, (1f]) (@)

Jj€EZ
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Lot (D) (@) = (@) [ 1Q )| TV |f ()] y3dy

B(0,27)
B(0,27—1)

— (7)) / QW) TV 1f ()] yidy — / QW) TV If (2)] vidy
B(0,29) B(0,27-1)

1
— s | 12017 @)y

B(0,29)
ga—n—7y

s | 12T @)y

B(0,29-1)
oldugundan

ga—n—ry
Dgl.ams (IF1) (@) + S=5mm—a / QI TS ()] yndy
B(0,2i-1)

1
> s | 19IPT @)y

B(0,29)

elde edilir. j € Z tizerinden supremum alirsak,

a—n—y
sup 1io).a..j a:+su.—/ Q TV f (x)|y,.d
up Ty (1) () jegz“”("”“)mom’ W) T 1f (@) ydy
1
- Y 2l
> swp e [ RGN @)y
B(0,29)
a—n— 1
sup T (1) ) 2 (1= 20" ) swp s [ RWITYIF @) 3dy (534)
JEZ JEZ BOY)
elde edilir. Diger taraftan,
1
Moo f (@) = sp s [ 19T 1 @)l a3l
B(0,27)
. 1
<2 sy [ R@ITIf @l (59)
jez (27) )

elde ederiz.

Sonug olarak (5.3.3) ve (5.3.5) esitliklerinin kullanilmasiyla
2n+y—a n+y—ao
Migr.anf () < 7oz suP Digan (1) (2) < === intan (1f]) (2)
€z

1— 20—

elde ederiz.
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Sonug 3.10 €2, R tizerinde sifirmar dereceden homojen ve 2 € L niy (Sﬁ‘l) ,0<

n+y—a’
a < n+ v olsun. Bu durumda her 0 < ¢ < oo igin;

o)

t
(Moof) () < (Maan )" () < 757 [ £ (st [[s75572 1 (5)ds
0 t
esitsizligi gecerlidir. Burada
, 2n+'y—oz

ile verilir.

Sonug 3.11 Q, R iizerinde sifirmci dereceden homojen ve 2 € L ntn (Sﬁ‘l) , 0 <
n+y—a

a < n olsun. Bu durumda

()1<p<™ felL,, (R vel— % = -2 ise Ioanf € Lqy (R1) ve

1
P n+y

Moarfls,, < A9, . (o) £,

n+y—a

esitsizligi saglanir. Burada
-2 o411 1 NT (N
Ay =cya™" (n47)" (pqqp’ + ()7 (¢ )P’)
ile verilir.

(i)p=1,fe€Liy(R:)vel—21=-2iselg,.f € WLy, (R?) ve

q  nty

Moarflhwr,, < A€y . (sony 11l

nty—a’?

esitsizligi saglanir. Burada

ile verilir.

Ispat. (i) Lemma 5.3.1 den,

(Toan f)" () < (Toaqf)™ (1)

o0

t
<callel, |, (s tnifl/f;‘ (s) ds—l—/sniw_lf;‘ (s)ds
0

nt+y—a’

t

elde edilir. Bu esitsizlikte 6nce her iki tarafin p. kuvveti alinip integre edilirse ve daha

sonra da Lemma 5.4 ve Lemma 5.5 kullanilirsa,

_nty
nty—a’”

(T Unanf) OF dt) "< el

0

ol



(;f Oﬁ_w_l)p (bf 3 (s) dS)pdt>; + <:fo Cfosniw—lf; (s) ds)pdt) i]

<alol, {(7 (: <t))pdt>; (o <s>>pds);}

'rr,#»'yfoz”y 0 0

—oclQly . 8, =209l o Il
ty—aY P nty—ay

elde ederiz.

(ii) Lemma 5.3.1 den,

(IQ,a,'yf)* (t> < ([Q,a,vf)** (t)
t )

<alol, ., (# [eds [ ds
n+y—a’”

0 t

egitsizligi vardir. Bu esitsizligin her iki tarafim ta ile garpip supremum alirsak,

o0

t
£ (nanf)" (1) < e |92, e [ s [ s
0

n+y

nfy—a?
t
t o)
<allly ., | [f@dss [ 0 ds
n+y—a
0 t
<2alQll .. WAL, =2l . Il
n+'yfa”\/ 7 n+’yfa”y ’

elde edilir.
Sonug 3.12 0 < a < n olsun.

i)l<p< "Tﬂ, f €Ly, (Ri) ve = — % =—ise Iof € Ly, (R:ﬁ) ve

1
p n+y

Mandlly, < AslIfl, .

esitsizligi saglanir. Burada

ile verilir.

(i)p=1, f €L, (R) ve 1—% = .55 olsun. Budurumda I, f € WL, (R7)

ve

Hloz,vf”WLqW < Ag HfHLM
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esitsizligi saglanir. Burada

Q=

As =c,(pg+q—p) (ﬁ) w(n,y)7*

ile verilir.

Teorem 3.13 0 < a < n++ olmak iizere, €2, R"} {izerinde sifirmci dereceden homojen

n—1
ve () € Lnﬂzaﬂ (577", olsun. Bu durumda

(i) 1 < p < ™2 olsun. Bu durumda %—% = 55 kosulu L, (R7}) den Ly, (R7)
ye giden Iq o, nin smirhhg igin gerek ve yeter kosuldur.

(ii) p = 1 olsun. Bu durumda 1 — 1 = -2 kogulu Ly, (R7%) den WL, (R%) ye

q n+y
giden I nin simrhlig icin gerek ve yeter kosuldur.

Ispat. 1<p< 2 1_ =

1
s T e = olsun. Sonug 5.3.3 ten

loanflly, < Al ],

nty—a’

esitsizligl saglamr. Eger f € Ly, ise [[f|[, =~ < oo oldugundan |Ioa,fll,, —< o0
olacaktir. Bu da bize Ig., € L4, oldugunu gosterir. Yani Iq,, operatori L,

uzaymdan L, . uzayimna giden siirh bir operatordiir.

Simdi tersini gosterelim. Kabul edelim ki Iq ., operatdrii L, (R7) uzaymdan
Ly (R?) uzayma giden siurh bir operatér ve 1 < p < 22 olsun. ¢ > Oicin f; (z) f (tz)
fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan kolayca goriilebilir ki

_(nty
15l =5 NAL,,
(IQ,a,'yft) (m) = t_aIQ,owf (tx)
ve
gnty
||[Q,o¢;yft||Lq’,Y =t 4 ||[Q,Oc,’yf||[,q’W

esitlikleri vardir. Ilk olarak

nty
P

I, = 0fl,
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esitliginin saglandigini gosterelim.

=

1fellg,, = | [ fe@Paidz | = | [ [f ()] zdx
/ /

pVa) d (nt7)
= /|f tf t: — /|f () [P udu
R

3=
3=

( +w)

1,
elde edilir.
Simdi de
(Unanft) (x) =t o f (t2)
oldugunu gosterelim.
Q (u) u? du
_ an+vy—«o
(Uo,anfi) (z / " |n+~, aTyft( ) ypdy = """ /WTyf (W) %
R%
=t / WTyf (U) wdu = tia[Q’aﬂf (tl’)
R u
elde edilir.
Son olarak;
1 1
loandill,, = | [Moaafi@Pads | = | [ (£ tons @) sz
R™ R
1
o u” du Y
=1 /(Iﬂ,a,’yf (u>)q t_,yt_n =t « HIQ,a,'nyLq’,Y

R
elde edilir. Iq ., Ly, (Ri) uzaymndan L, (Rﬁ) uzayina sinirli bir operator oldugun-

dan

Voo filly, < cllfl,, .

esitsizligi saglanir. Burada ¢, f den bagimsiz bir sabittir.

n+y n+’Y

nty nty _nty nty _ nty
Howqflly, =t [Hoaqfill,, , <ct™ ot HfHL =ct™ £,

elde edilir. Tki durum séz konusudur.
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L durum: § < o+ 5 ise Vf € Ly, (R%) icin ¢ — oo iken Hoaqnfllp, =0

olacaktir. Ciinkii

1
e} >0:>n+7_n+a

1
l +a>0
q p n+vy q p

oldugundan ¢ nin kuvveti pozitiftir.

2. durum: 119 > %—1— T Ise Vf € Ly, (R%) igin ¢t — oo iken Hoaqnfllp,, =0

olacaktir. Ciinkii

1 1
o <0:>n+’y_n+

+ a+a<0
q p n+vy q

oldugundan ¢ nin kuvveti negatiftir.
1 _ l o qewe . .
Sonug olarak = T e esitligini elde ederiz.

i)p=1,1- % = .15 olsun. Sonug 5.3.3 ten

Hoanfllwe,, <Al . WL,

nty—a’

egitsizligi vardir. Eger f € L1, ise [|f||;, < oo oldugundan |[Igaf|lyp, < oo olur.
Yani Ig o~ € WL, dir. Bunu her f i¢in yazabilecegimizden Iq 4 operatorii L , (Ri)

uzaymdan WL, . (Ri) uzayina giden sinirl bir operator olur.

Aksine, kabul edelim ki Iq ,, operatorii Ly , (Ri) uzaymdan WL, , (R?r) uza-

yina sinirli bir operator olsun. Kolayca goriilebilir ki,

1 fellp,, =t g,
Uo.anfi) (x) = 7 (Inanf) (t2)
ve
Cq_nty
||IQ,a,Wft||WLW =t a ||IQ,0<1’Yf||WLq7,Y

esitlikleri saglanir. L, (]R’}r) uzaymdan WL, (R?r) uzayma lq o, operatoriniin siir-

lihgindan;
HIQa,’nyWLm <c HftHLM

esitsizligi saglanir. Burada ¢, f den bagimsiz bir sabittir.

Uoanft), (1) =777 (Iganf), (t77)

oty
HIQ,OM)'ftHWLqW =t " HIQ,O&,'YJC“WL%W

%)



ve

m
HIQ,OWJCHWLIm =" HIQ,a,’thHWLM

niy ndy
™ fillg,, =™ TS,

IN

esitsizligi saglanir.

Eger 1 < % + 55 ise Vf € Ly, (R%) i¢in ¢ — 0 iken ||]Q,aﬁf||WLW = 0 elde
edilir.

Eger 1 > %+ o se Vf € Ly, (R%) igin t — oo iken ||IQ,a,yf||WLM =0 elde
edilir.

+ -2 elde ederiz.

Sonug olarak 1 = e

1
q
Sonug 3.14 0 < a < n + 7y olsun.

(i) 1 < p < ™2 olsun. Bu durumda é - % = .4 kosulu L, (R%) uzaymdan

Ly~ (R”}r) uzayna giden /, , nin smirhiligr icin gerek ve yeter kosuldur.

(ii)) p = 1 olsun. Bu durumda 1 — % = 55 kosulu Ly, (Rﬁ) uzayindan

WL, (Ri) uzayma giden [, mmn smirhlig icin gerek ve yeter kosuldur (Guliyev,
Serbet¢i and Safarov 2007) [12,13,14].

Sonug 3.15 0 < o < n + v, Q, R} iizerinde sifirinci dereceden homojen ve €2 €

L nty (Si_l) olsun.

nty—a’l

(i) 1 < p < " olsun. Bu durumda % - % = .55 kosulu L, (R%) uzaymdan

Ly~ (Ri) uzayma giden M , - operatoriiniin simirlihgr i¢in gerek ve yeter kosuldur.

(ii) p = 1 olsun. Bu durumda 1 — % = no‘? kosulu L, (R’}r) uzayindan

WL, (R?F) uzayma giden Mg, operatoriiniin smirhligr icin gerek ve yeter kosul-

dur.

Ispat. ) 1<p<r, é—é = ﬁy olsun. Mg, operatériiniin siirh oldugunu

gosterecegiz. Teorem 5.3.2 (i) den Iq, . operatoriiniin simirh oldugu goriiliir. Lemma
5.3.2 den

n+y—o

o liotan (1) (@)

MQ,a,wf (l‘) S 1
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esitsizligi saglanir. Iq -, operatorii sinirh oldugundan Mg -, operatoriiniin de yukari-

daki esitsizlikten dolay1 sinirli oldugu goriiliir.

Karsit olarak, Mg, operatori Ly . (Rﬁ) uzaymdan L (Rﬁ) uzayina giden
smirh bir operatér ve 1 < p < ' olsun. ¢t > 0 i¢in f; (z) = f (tx) fonksiyonunu

tanimlayalim. Buradan
Moan i (2) = =M (1)

ve

n+y

”Mﬂ,aﬁft”[,m T H]wﬂa’nyLpW

oldugu kolayca goriiliir. Mg . operatorii L, , (Ri) uzaymdan L (Ri) uzayina giden

sinirli bir operator oldugundan

| Moanfill, < ellfll,,.

esitsizligi gerceklenecek gekilde f den bagimsiz bir ¢ sabiti vardir.

ﬁ nty
1Ma,0n fll,,, =t ||MQa’th||L <t £y,

n+y _ nty m_m
=ct*at ||f||L = ™" ||JC||LM

oldugu
_niy
1fell,, =t 7 [Ifll,

esitliginin saglanmasiyla kolaylikla goriiliir.

Eger =< = + 4 1se ozaman her f € L, , (Rﬁ) igin ¢ — 0 iken

5
||MQ,oc,7f||Lm =0

oldugu goriiliir. Ciinkii 1 i —i— m > ( iken "Tﬂ — ”+°‘ + a > 0 oldugundan ¢ nin

kuvveti pozitiftir.

o 1 1 . .. .
Eger 5>t # ise ozaman her f € L, (Ri) icin t — oo iken

|Moanflly, . =
olur. Ciinkii % — = —i— a5 < 0 iken % — ”*O‘ + a < 0 oldugundan ¢ nin kuvveti
negatiftir. Bu nedenle 5= % + == e§1thg1 saglamr

(ii)p=1ve 1—% = ;5 olsun. Gdsterecegiz ki Ly, (R) uzaymdan WL, (R%)

uzayina giden Mg , , operatoriiniin sinirhdir. Teorem 5.3.2 (ii) den Iq 4 , operatoriniin

o7



sinirli oldugu gorilir. Lemma 5.3.2 deki
n+vy—a

Mg anf () < I T——

Lajay (I11) ()

esitsizliginin kullamlmasiyla Mg,  operatoriiniin de sirh oldugu kolayca gortiliir.

Tersine Mg, operatori Ly (Rﬁ) uzaymdan WL, . (Rﬁ) uzayina giden sinirh

bir operator olsun.
MQ,O‘:’th ('r) = tiaMS,oc,’yf (tx>
ve

—a—"ty
||MQ,anft||WLM =1 HMQ,anJCHWLW

esitlikleri saglanir. L . (Ri) uzaymdan WL, (Ri) uzayia giden Mg , , operatoriiniin

sinirliligindan
HMQ,a,'nyWLm <c Hf”Lm

esitsizligi saglanir.

nty nty nty
||M97aﬁf||WLm e ||MQ7a,'yft||WLq,,y < ot 1 fillp, ., = ct“t Nl

oldugu goriiliir. Eger 1 < % + ﬁ ise her f € Ly, (Rﬁ) i¢in t — 0 iken

HAﬂla =0

e,
olur. Eger 1 > % + ﬁ ise her f € Ly, (R’}r) icin t — oo iken
HMQ,O&,WJCHWL%W =0

olur. Bu nedenle 1 = = + # esitligi gerceklenir.

1
q

a8
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