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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRAL OPERATORLERIN
KOMUTATORLERININ ORLICZ UZAYLARINDA SINIRLILIGI

Alpgiray TEKIN

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Doc. Dr. Fatih DERINGOZ

Beg boliimden olusan bu ¢alismanin birinci boliimiinde, literatiirde bu konu ile ilgili arastirmalari
olan bir¢cok matematik¢i hakkinda bilgi verilmis ve bu ¢alismanin amacindan bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, Young fonksiyonlari ve Orlicz uzaylar ile ilgili gerekli bilgiler verilmistir.
Uciincii boliimde, genellestirilmis kesirli maksimal operatoriin Orlicz uzaylaridaki sinirlihig:
ile ilgili elde edilmis sonuglara yer verilmistir. Dordiincii boliimde, sharp maksimal operator
ile verilen noktasal ve norm esitsizlikleri incelenmistir. Calismamizin sonuncu boliimil
olan besinci boliimde, sembol fonksiyonlar1 Campanato uzayina ait genellestirilmis kesirli
integral operatdrlerin komiitatorlerinin Orlicz uzaylarindaki sinirlilify icin gerekli ve yeterli

kosul arastirilmistir.
Nisan 2021, 33 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Orlicz Uzaylari, Campanato Uzaylari, Kesirli integral, Komiitator.
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ABSTRACT
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This thesis consists of five chapters. In the first chapter, information is given about many
mathematicians studying in this field in the literature and also about purpose of this study.
In the second chapter, some basic definitions and theorems related to Young functions and
Orlicz spaces are given. In the third chapter, the results obtained about the boundedness of
generalized fractional maximal operator in Orlicz spaces are presented. In the fourth chapter,
pointwise and norm estimates by sharp maximal operator are investigated. In the fifth chapter
which is last part of this study, necessary and the sufficient condition for the boundedness
of commutators of generalized fractional integral operator with symbol functions belong to

Campanato spaces on Orlicz spaces is investigated.
April 2021, 33 Pages.
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1. GIRIS

R" n-boyutlu Oklid uzay1 ve o € (0, n) olmak iizere I,, kesirli integral operatorii

I,lf(x):/]R Ld(y, r e R"

n r —ylne

biciminde tanmimlanir. Iyi bilinen Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi, I,, operatdriiniin o €
(0,n),p,q € (1,00) ve —n/p + a = —n/q sartlan altinda LP(R") uzayindan L?(R")
uzayina sinirli oldugunu sdylemektedir. Bu simirlilik sonucu cesitli yazarlar tarafindan Orlicz
uzaylarina genigletilmistir. Bu ¢alismalara ornek olarak [3, 5, 12, 17, 22, 23, 24] verilebilir.
Chanillo [2] ise b € BMO igin

[bv [a]f — b[af - [a(bf)

komiitatoriinii ele alarak [b, I,,] operatoriiniin [, operatorii ile ayn1 sinirhilia sahip oldugunu
ispatlamigtir. Bu sonug¢ Orlicz uzaylarina ise Fu vd. [6] ve Guliyev vd. [8] tarafindan

genisletilmistir.

Bir p : (0,00) — (0,00) fonksiyonu i¢in genellestirilmis kesirli integral operator olarak

adlandirilan 7, operatorii

:E‘ J—
ni = [ A=W )0y, sere (.
Rn \x - y\
olarak tanimlanir. Bu tanimda her zaman

1
/@dt«n (1.2)
o t

kosulunun saglandig1 varsayilir. Ciinkii bu sart dahilinde en azindan (1.1) esitligindeki
integral, kompakt destege sahip sinirli f fonksiyonlar i¢in yakinsak olur. Eger p(r) =
r®, 0 < a < n segilirse 1, adi kesirli integral operator /, olur. Ayrica bu ¢alisma boyunca
her zaman
Kor
t
sup p(t) < C’/ #dt r >0 (1.3)

r<t<2r Kir



esitsizliginin gerceklendigi C' > 0 ve K; < K, olmak iizere K, Ky > 0 sabitlerinin var

oldugu varsayilacaktir.

I, operatorii ilk olarak Hardy-Littlewood-Sobolev teoremini Orlicz uzaylarina genisletmek
amaciyla Nakai [15] tarafindan tamtilmigtir. Yakin zamanda Deringoz vd. [4] tarafindan [,

operatdriiniin Orlicz uzaylarinda siirliligi icin gerekli ve yeterli kosullar verilmistir.

Bu tezde b fonksiyonu genellestirilmis Campanato uzayina ait olmak iizere [b, /,] komiitatorleri
g6z Oniine alinacak ve bu operatorlerin Shi vd. [14] tarafindan elde edilen Orlicz uzaylarindaki
sinirhilig1 sistematik bir sekilde incelenecektir. Bu sinirlilik sonucunun ispatlanabilmesi i¢in
tanimlar agagida (1.4) ve (1.5) ile verilecek olan M* sharp maksimal operatoriine ve M,

genellestirilmis kesirli maksimal operatorlerine ihtiyag vardir.

Simdi sirast ile genellestirilmis Campanato uzayi, sharp maksimal ve genellestirilmis kesirli
maksimal operatorlerin tanmimlarini verelim. B(x,r)ile x € R™ merkezli r > 0 yarigaph agik
yuvarl, G C R™ 6lgiilebilir bir kiime olmak iizere |G| ile bu kiimenin Lebesgue 6l¢iisiinii
ve X¢ ile de bu kiimenin karakteristik fonksiyonunu gosterecegiz. Ayrica f € Li (R")

fonksiyonunun B yuvari tizerindeki ortalamasi i¢in

fB:]ifz]{Bf(ybﬁ/Bf(y)dy

notasyonu kullanilacaktir.

p € [1,00) ve ¥ : (0,00) — (0,00) i¢in £, ,(R™) genellestirilmis Campanato uzayi

asagidaki fonksiyonelin sonlu oldugu tiim f fonksiyonlarinin kiimesidir:

1/p
1 fllz, . ,ny = sup ][\f fB\pdy) :
*B(zr)w

Egerp = 1ve ¢ = 1 alinursa £, ,(R") = BMO(R") elde edilir. Egerp =1ve 0 < a <1
olmak iizere ¢ (1) = r* olarak segilirse £, ;,(R™) ve Lip, (R") uzaylar ¢akisir.

Sharp maksimal operator M*

M () —sup][|f ~ foldy, zeR" (1.4)

B3z



ile tanimlanir. Burada supremum x noktasini iceren biitiin 5B yuvarlar: tizerinden alinmaktadir.

Bir p : (0,00) — (0, 0o0) fonksiyonu i¢in M, genellestirilmis kesirli maksimal operatdrii

Mf(@) = sup plr) ]i( MO (15)

B(z,r)3z

olarak tanimlanir. M, operatdriiniin tamminda (1.2) veya (1.3) kosuluna ihtiya¢ duyulmamaktadir.
Eger p(r) = |B(0,7)|*/" segilirse M, adi kesirli maksimal operator M,, olur. Eger p = 1

ise M, iyi bilinen Hardy-Littlewood maksimal operator M/ yani

Mf(x) = sup ][ F@)ldy, @€ R"

z€eB

olur. M, ve I, operatorleri arasinda her x € R" i¢in M, f(z) < CI,|f|(x) iligkisi vardir.
Boylelikle M, operatoriiniin sinirliligi 7, operatoriiniin sinirlili§inin direkt bir sonucudur.
Fakat temel amacimiz olan [b, /] operatoriiniin sinirliligini ispatlamak icin M), igin I, i¢in
elde edilmis sonugtan daha iyisine ihtiya¢c duyulmaktadir. Bu sonug bu tezde ayri1 bir boliim
olarak detayli sekilde incelenecektir. Hemen belirtelim ki [14] ¢alismasinda elde edilmis
bu sonug¢ ayrica M, operatoriiniin Orlicz uzaylarinda simirhiligi igin [4] caligmasinda elde

edilmis sonucun bir iyilestirmesidir.

Bu tezin igerigi su sekildedir. 2. Boliimde Young fonksiyonlart ve genellesmelerinin tanimi
verilecek ve Orlicz uzaylar1 bu genellesmis Young fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanacaktir.
3. Boliimde M, operatoriiniin Orlicz uzaylarinda sinirliligr i¢in gerekli ve yeterli kosullar
verilecektir. 4. Boliimde sharp maksimal operator ile verilen noktasal ve norm esitsizlikleri
incelenecektir. Son bolim olan 5. Boélimde ise [b, [,] operatoriiniin Orlicz uzaylarinda

stnirliligr ispatlanacaktir.



2.  YOUNG FONKSIYONLARI VE ORLICZ UZAYLARI

Bu boliimde Young fonksiyonlar1 ve genellesmelerinin tanimi verilecek ve Orlicz uzaylari

bu genellesmis Young fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanacaktir.

Artan bir ® : [0, 0o] — [0, co] fonksiyonu igin
a(®) =sup{t >0:®(t) =0}, b(P)=1inf{t >0: D(t) = o0}

olsun. Burada sup () = 0 ve inf ) = oo olarak kabul edilmektedir. Agiktir ki 0 < a(®) <

b(®) < oo esitsizligi dogrudur. ® kiimesi

0<a(®) <oo, 0<bP)< oo,

tllrg@@(t) =®(0) =0, (2.1)

® fonksiyonu [0, b(P)) tizerinde soldan siirekli , (2.2)
Eger b(®) = oo, ise tlglolo O (t) = P(00) = o0, (2.3)
Eger b(®) < oo, ise H})i(g;_ﬂ@(t) =O(b(P))(< o0) (2.4)

kosullarini saglayan artan biitiin ® : [0, co] — [0, oo] fonksiyonlarinin kiimesi olsun.

® ¢ @ fonksiyonu icin bu fonksiyonun O’Neil [17] anlaminda genellesmis tersi asagidaki

gibi tanimlanir:

Tamm 2.1. & € ® ve u € [0, 00] igin

() = inf{t > 0: ®(t) > u}, egeru € [0, 0),

00, eger u = o0.



P € ® olmak iizere ! sonlu, artan ve [0, co) iizerinde sagdan siirekli ve pozitiftir. Eger
®, [0, oo] kiimesinden yine bu kiimeye birebir 6rten ise ®~*, ® fonksiyonunun adi tersinden

bagka bir sey degildir [14]. Ayrica genellesmis ters fonksiyon icin asagidaki 6zellik dogrudur.

Onerme 2.2. ® € @ olsun. Bu durumda her v € [0, oc] igin
(@ (u) < u< > H(D(u)) (2.5)
esitsizlikleri gergceklenir [14].
Ispat. Ik olarak her ¢, u € [0, o] igin
Pt)<u=t< ® '(u) (2.6)

onermesinin dogru oldugu gosterilecektir. Eger ®(¢) < uwise ®(s) > u = &(s) > d(t) =

s>tve
{s>0:P(s)>u}C{s>0:5>t}
olur. Boylece
O (u) =inf{s >0:P(s) >u} >inf{s >0:s>t} =t

olur ki bu da (2.6) 6nermesinin dogru oldugunu gosterir. ¢(¢) = u alinir ve (2.6) kullanilirsa

t < ® u) = d71(D(t)) elde edilir. Bu ise (2.5) esitsizliklerinden ikincisidir.

Simdi ise her ¢ € (0, 00] ve u € [0, 00] igin

O(t) >u=t>d '(u), (2.7

t<d(u) = d(t)<u (2.8)

oldugu gosterilecektir. (2.8) 6nermesi (2.7) 6nermesine denk oldugundan sadece (2.7) dnermesinin

dogrulugu gosterilecektir. Eger ®(¢) > w ise (2.2)-(2.4) ozelliklerinden bir s < t i¢in



®(s) > u olur. 7! tammindan s > &~ !(u) elde edilir. Yani ¢t > ®~!(u) olur ki bu da (2.7)
demektir. Eger ®(u) = 0 ise (2.5) esitsizliklerinden birincisi (2.1) 6zelligi yardimiyla
gergeklenir. Eger t = @7 !(u) > 0 ise (2.8) kullamlarak ®(®~!(u)) = ®(¢) < u oldugu

goriiliir ki bu da (2.5) esitsizliklerinden birincisidir. m

®, ¥ € ® fonksiyonlari i¢in ® ~ W notasyonu
O(C™H) < U(t) < O(C1), t €10, 0]

esitsizlikleri saglanacak sekilde pozitif bir C' sabiti vardir anlaminda kullanilacaktir. P, Q) :

[0, 00] — [0, o] fonksiyonlart i¢in P ~ () notasyonu ise
CT'P() < Q) < CP(),  te0,00)

esitsizlikleri saglanacak sekilde pozitif bir C' sabiti vardir anlaminda kullanilacaktir. Asagida

ispat1 verilecek Lemma yardimiyla bu tanimlar arasinda ®, U € ® olmak iizere
PV o~y (2.9)

iligkisinin oldugunu sdyleyebiliriz.

Lemma 2.3. ®, ¥ € & ve C pozitif bir sabit olsun.
O(t) < ¥(Ct), t € [0, 0]

olmasi icin gerek ve yeter kosul

olmasidir [14].

Ispat. Hert € [0, 00] icin ®(t) < W(Ct) olsun. Eger t = ¥~'(u) alimrsa Onerme 2.2.
yardimiyla ¥(¢) = U (¥~ (u)) < u elde edilir ve dolayisiyla

U (w)/C = t/C < dH@(/C)) < @ H(U(E) < & (u)



olur. Tersine, kabul edelim ki her u € [0, 00| igin ¥~ (u) < C®~!(u) olsun. Eger u = ¥(t)
ise Onerme 2.2. yardimiyla t < U—1(U(¢)) = U1 (u) elde edilir ve dolayisiyla

O(t/C) < (T (u)/C) < (O (u)) < u=T(t)

olur. m
Simdi ise Young fonksiyonu ve genellesmesinin tanimlar1 verilecektir.

Tamm 2.4. Eger ® € ® fonksiyonu [0, b(®)) iizerinde konveks ise Young fonksiyonu olarak

adlandiriir.

® Young fonksiyonu konveks olmast hasebiyle [0,b(P)) iizerinde siirekli ve [a(P),b(P)]
tizerinde kesin artandir. Dolayisiyla @, [a(®P), b(P)] kiimesinden [0, (b(P))] kiimesine
birebir ve orten bir fonksiyondur. Ayrica ® Young fonksiyonu [0, b(®)) araligimin her alt

aralig1 iizerinde mutlak siireklidir. Yani ¢’ tiirevi hemen her yerde mevcuttur ve
t
B(t) = / '(s)ds, 1€ [0,b(®)) 2.10)
0
esitligi gerceklenir [14].
Tanim 2.5.
(i) @y ile biitiin Young fonksiyonlarinin kiimesi gosterilecektir.

(ii) Bir U € ®y icin ® ~ ¥ olacak sekildeki biitiin ® € ® fonksiyonlarmnin kiimesi ®y ile

gosterilecektir.

(iii) Y ile de a(®) = 0 ve b(P) = oo kosullarini saglayan biitiin Young fonksiyonlarinin

kiimesi gosterilecektir.

Simdi ® € ® fonksiyonu icin L®(R") Orlicz uzay1 ve wL® (R™) zayif Orlicz uzay1 tanimlanacaktir.
Asagidaki tanimlarda kullanilan L°(R™) notasyonu R" iizerinde 6l¢iilebilir biitiin kompleks
degerli fonksiyonlar kiimesini gostermektedir. Ayrica m(f,t) = [{z € R™ : |f(z)| > t}|

olarak tanimlanacaktir.



Tamim 2.6. Bir ® € ®y fonksiyonu igin

n

J
Hme:inf{)\>0:/nq)< f(z)] ) }
<00},

wL®(Q) = {f € L°R™) : 3e >0, sup ®(t)mlef,t)

te(0,00)

| fllwre = inf{)\ >0: sup @(t)m(i,t) < 1}

te(0,00) A

L*(R") = {f € L°(R™) : 3e > 0, / O(e| f(x)])dz < o0

olarak tanimlanir.

|| ||ze ve || - ||wre quasi-normlardir ve L*(R™) C Li _(R™) kapsamasi vardir. Eger ® € ®y
ise || - || e bir normdur ve L®(R") bir Banach uzayidir. ®, ¥ € ®y olmak iizere ® ~ W ise
denk normlar ile L*(R") = L¥(R") ve wL*(R") = wLY(R") olur. Orlicz uzaylari Orlicz
tarafindan [18, 19] calismalarinda tamtilmistir. Orlicz uzaylar1 hakkinda daha detayli bilgi
icin Bkz. [13, 21]. Zay1f Orlicz uzayi icin ise Bkz. [9].

Dikkat ¢cekelim ki herhangi bir Young fonksiyonu i¢in

sup ®(t)m(f,t) = sup tm(®([f]),1)

t€(0,00) t€(0,00)

olur. Dolayisiyla

\|f\|wL¢:inf{A>O: sup @(t)m({,t) gl}

te(0,00)
= inf{)\ >0: sup tm(@(m>,t> < 1}
te(0,00) A

esitligi dogrudur [11].

Tanim 2.7.
(i) Eger

(2t < CD(H), t>0



esitsizligi gerceklenecek bicimde C' > 0 sabiti var ise ® € @ fonksiyonu Ay,— kosulunu

sagliyor denir. Bu durum ® € A, ile gosterilir.
(i1) Eger
1
o) < 5 @k, >0 @.11)

esitsizligi gerceklenecek bicimde k& > 1 sabiti var ise ® € ® fonksiyonu V,— kosulunu

sagliyor denir. Bu durum ® € V, ile gosterilir.

(iii) Ay = &y N A, ve Vo = &y N V5, olarak tanimlanur.

Uyan 2.8.
(i) Ay C Y veVy C Oy kapsamalarn gecerlidir [12].

(i) ® € ®y olsun. Bu durumda "® € A, ancak ve ancak bir ¥ € A, icin ® ~ U" ve

"® € V, ancak ve ancak bir ¥ € V, icin & ~ U" 6nermeleri dogrudur [14].

(iii) ® € @y olsun. Bu durumda "® € A, ancak ve ancak Oy, (R™) uzayr L*(R") uzayinda

yogundur" ve "® € V, ancak ve ancak M Hardy-Littlewood maksimal operatorii L (R™)

uzayinda sinirhidir" onermeleri dogrudur [12].

(iv) ® € ®y olsun. ! fonksiyonu konkav olmasi sebebiyle "doubling" kosulu olarak da

adlandirilan
O (u) < P71 (2u) <207 (u), u € [0, o0]
esitsizliklerini saglar [4].

Asagidaki teorem Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin Orlicz uzaylarindaki zayif ve

giiclii tipli sinirlilig ile ilgilidir.



Teorem 2.9. & € @y olmak iizere M operatorii L®(R") uzayindan wL?®(R") uzayina

simirlidir, yani dyle pozitif bir Cj sabiti vardir ki, her f € L*(R") i¢in

M fllwre < Collfl|Le

esitsizligi gerceklenir. Ayrica eger ® € V5 ise M operatorii L® (R™) uzayinda sinirhdir, yani

oyle pozitif bir Cyy sabiti vardir ki, her f € L*(R") i¢in
IM fl|re < Coll fl[e

esitsizligi gerceklenir [12].

Tanim 2.10. & bir Young fonksiyonu olmak iizere, ¢ fonksiyonunun tiimleyeni

B(r) = sup{rs — ®(s) : s € [0, 00)} , r € [0, 00)

00 , T =00

ile tamimlanir [21].

o fonksiyonunun da bir Young fonksiyonu oldugu ve Young esitsizligi olarak adlandirilan
tu < () + ®(u), t,uel0,00)

esitsizliginin gerceklendigi iyi bilinmektedir [21].

Ornek 2.11. Asagida tiimleyen Young fonksiyon ciftlerine bazi 6rnekler verilmistir [20]:

(i)@(t):%, d(s) = &, 1<p<oo, %4—%:1
.. ~ 0,0<s<1
(ii) @(t) =1, D(s) =

o, s>1

(i) ®(t) =e'—t—1,  ®(s) = (1+s)log(l+s) —s

0 ,t<1 ~ s ,s58<1
D(s) =

(iv) ®(t) = ,
tlogt,t>1 el s>1
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Onerme 2.12. ® bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olsun. Bu durumda her ¢ > 0

icin

t< O )P H(t) <2 (2.12)
esitsizlikleri gerceklenir [17].
Young esitsizligi yardimiyla
[ @gtelde <20 sllol 5 @.13)

genellesmis Holder esitsizliginin saglandig goriilebilir [17].

Lemma 2.13. ® € ®y olsun. G C R" sonlu dl¢iiye sahip 0Ol¢iilebilir bir kiime olmak iizere

1
Ixellee = lIxellvie = 7770
o-1(1/]GT)

olur [20].
Dikkat ¢cekelim ki (2.12) yardimiyla B yuvarimin karakteristik fonksiyonu olan x5 icin
hesllys = == < Ble~"1/]5) 214
XBll3 = = > .
o-1(1/]B])
esitsizliginin dogrulugu elde edilir.

Lemma 2.14. ¢ € A, ise ¢’ tiirev fonksiyonu i¢in
P'(2t) < Cp®'(t) hh.te€[0,00)
esitsizligi gegerlidir. Burada C's sabiti ¢ degiskeninden bagimsizdir [14].

Ispat. ® fonksiyonunun konvekslik ve ®(0) = 0 6zelliklerinden hemen her ¢ € [0, oo) igin

@’ () sag tiirevinin varlig1 ve artanlig1 elde edilir. Hemen her yerde ' = @/, (¢) oldugundan
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(2.10) esitligi de goz Oniine alinarak

oldugu goriiliir. Bu durumda her ¢ € (0, 00) i¢in

3t

1 1

2t

olur ki bu da gosterilmek istenen esitsizliktir. m

Lemma 2.15. ® € V, olsun. Bu durumda bir 6 € (0, 1) igin ®((-)?) € V5 olur [14].
Ispat. ® € V, ise
B(t) < = (ki)
- 2k

esitsizligi dogru olacak sekilde k > 1 sabiti vardir. § € (0,1) alalim 6yle ki £>(1/0=1) < 2

olsun. Bu durumda &% < (2k2)% ve

1

i) =

1
() < —d(kt?) <
(1) < 5-0(kt") <

olur ki bu da ®((-)?) € V, olmas1 demektir. m

Uyari 2.16. Herhangibir @ € (0, 1) i¢in ®((-)?) ¢ ®y olacak sekilde bir ® € V, bulunabilir.
Gercekten,

r? fo<r<i,
O(r) = max(r’,3r —2) =4 3r —2if 1 <r < 2,

r? if2<r

olsun. O zaman ® fonksiyonu konvekstir ve £ = 8 i¢in (2.11) esitsizligini saglar. Oysa ki,

higbir 6 € (0,1) igin 3rY — 2 konveks olmaz [14].

Asagidaki teorem genellestirilmis kesirli integral operatoriin Orlicz uzaylarindaki sinirhiligin

gostermektedir ve Deringoz vd. [4] tarafindan ispatlanmustir.
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Teorem 2.17. p: (0,00) — (0, 00) fonksiyonu (1.2) ve (1.3) kosullarini saglasin ve ¢, ¥ €

®y olsun. Kabul edelim ki her 7 € (0, 00) igin

[ Pty [T gy < awrn 2.15)

esitsizligi saglanacak sekilde bir A pozitif sabiti olsun. Bu durumda her pozitif Cj, sabiti igin

oyle bir pozitif C| sabiti vardir ki her f # 0 olacak bigimdeki f € L®(R") igin

1,/(2) Mf(x)
(&) < (&)

olur. Sonug olarak I,, L®(R") uzayindan wL¥(R") uzayina siirlidir. Ayrica eger ® € V,

ise 0 zaman I,, L®(R™) uzayindan LY (R") uzayina sinirh olur.

® € Y fonksiyonu eger

lim %:O, lim@:oo
t—+0 ¢ t—soo ¢

sartlarini sagliyorsa /N —fonksiyon olarak adlandirilir.

Egerr, s € (0,00) i¢in
O(r) < CO(s) (0(s) <CO(r)) egerr < s.

esitsizligi gerceklenecek sekilde bir pozitif C' sabiti varsa 6 : (0, 00) — (0, 00) fonksiyonuna

neredeyse artan (neredeyse azalan) denir.
Bu tanimlardan sonra Teorem 2.17.’in bir sonucu olarak asagidaki dnerme verilebilir.

Sonug2.18. 1 < s < oo ve p : (0,00) — (0,00) olsun. p (1.2) kosulunu saglasin
ve bir pozitif € sabiti icin r + p(r)/r"/*~¢ neredeyse azalan olsun. Bu durumda bir ¥

N —fonksiyonu ve pozitif C' sabiti vardir ki her » > 0 i¢in

Cqul(i)< L /OT@dtgcml(i) (2.16)

m) = 7””/5 rn

olur. Ayrica I, operatorii L*(R") uzayindan L¥ (R™) uzaymna simrhidir [14].
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3. M, OPERATORUNUN ORLICZ UZAYLARINDAKI SINIRLILIGI

Bu béliimde daha nce (1.5) ile tammmlanan M, genellestirilmis kesirli maksimal operat6riin
Orlicz uzayinda simirlihig: detayl bir sekilde incelenecektir. i1k olarak bu teoremin ispatinda

kullanilacak olan asagidaki yardimci 6nermeyi verelim.

Lemma 3.1. p: (0,00) — (0,00) olsun. Her z € R" ve r € (0, c0) i¢in

( sup p(t)) X () < (M,xpon)(T) 3.1)

0<t<r

olur [14].

Ispat. = € B(0,r) olsun. Egert < rise # € B(z,t) C B(0,r) olacak bicimde B(z,1)

yuvari secebiliriz. Boylece

p(t) = p<t) f( )XB(O,?") (y)dy S (MPXB(O,T)>(x)
B(z,r
olur ve istenilen gosterilmis olur. m

Shi vd. [14] tarafindan elde edilmis asagidaki sonu¢ M, operatoriiniin Orlicz uzaylarinda
stnirhiligt icin Deringoz vd. [4] tarafindan elde edilmis sonucun bir iyilestirmesidir. Daha
acik yazacak olursak, [4] ¢alismasinda &, U € ®y, p fonksiyonunun artan ve r — p(r)/r"
fonksiyonunun azalanlig: sartlar1 altinda A/, operatoriiniin sinirhilig: igin bir gerek ve yeter

kosul verilmisgtir.

Teorem 3.2. p: (0,00) — (0,00) ve ®, ¥ € y olsun.
(i) Kabul edelim 6yle bir A sabiti vardir ki her r € (0, 00)

((sup p(t)) @' (1/r") < AW (1/r") (3.2)

o<tr
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esitsizligi saglansin. Bu durumda her pozitif Cj sabiti i¢in dyle bir pozitif C sabiti vardir ki

her f # 0 olacak bigimdeki f € L*(R") igin

(eris) =*@it,.) 6

olur. Sonug olarak M,, L®(R") uzayindan wL" (R"™) uzayma smirhidir. Ayrica eger ® € V,

ise 0 zaman M,, L*(R") uzaymdan L" (R") uzayina sirli olur.

(ii) Tersine, eger M, operatorii L® (R™) uzaymdan wL" (R") uzayna sinirli ise (3.2) esitsizligi

belli bir A ve her € (0, 00) igin saglanir.

Ispat. (i) (2.9) dolayisiyla ®, ¥ € ®y kabul edebiliriz. f € L®(R") olsun. Ayrica || f|| e =
1 ve her x € R" igin M f(x) > 0 oldugunu da kabul edelim. Herhangi x € R" ve B =

B(z,r) > x yuvari igin, eger

(55 2%

oluyorsa (2.13), || f||ze = 1, (2.14), ®~! fonksiyonunun doubling 6zelligi ve (3.2) kullanilarak

ptr) 111 < 258 el < 25 1o ()
o () < avt () < v (a( ML)

elde edilir. Tersine eger

Co rn
ise
("8 =%



olacak sekilde ¢ty > r secilirse ve (3.2) ile (2.5) kullanilirsa

v (o(M40))  w(a(ME)
p(r) < oi?gto p(t) < Aq)_1<q)<]\/[f(:v)>> <4 Mf(x)

Co

Co

elde edilir ki bu da

1P M
) f 111 < AC <M<f(g° ) £ 11 < acuw (a(FE2))

olmasini gerektirir. Boylece

M, f(z) < C O (‘P(Mé,sx)))

olur. (2.5) kullanilirsa (3.3) elde edilmis olur.

Simdi ikinci kismu ispatlayalim. Lemma 3.1. ve M, operatériiniin L (R") uzayindan wL" (R™)

uzayina sinirlt olmasindan

(592 (1)) Il |y < 11Mpx500 e < X500 s

<t<

elde edilir. Boylece Lemma 2.13. ve ® ! ile ¥ ~! fonksiyonlarinin doubling 6zelligi kullanilarak

sonuca ulagilir. m

Ornek 3.3. Eger p(r) = r*, p,q € [1,00) olmak iizere ®(¢) = t? ve U(t) = t9ve 0 < a <

n/p alinirsa
p(r)® L1 /™) ~ TP ye W1 /r) = A
elde edilir. Bu durumda

(3.2) <= r* P <y € (0,00) <= a —n/p=—n/q
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olur. Bu drnekte eger o = 0 ise M, Hardy-Littlewood maksimal operator M olup

(3.2) <= p = g olur. Eger o — n/p = 0 ise M, kesirli maksimal operator M, olur ve

0 egerr € |0,1], 1 egerr € |0,00),
U(r) = & 0,1 and U l(r) = 8 0, ) (3.4)
oo egerr € (1, 00] oo eger r = o0

alinabileceginden bu operatériin LP(R™) uzayindan L*°(R™) uzayina sinirhlid1 elde edilir.
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4. YARDIMCI ONERMELER

Bu boliimde ana teoremin ispatinda énemli bir rol oynayan sharp maksimal operator M ile

iligkili iki yardimc1 onerme detayl bir sekilde incelenecektir.

Simdi bu 6nermelerin ispatlarinda ihtiya¢ duyacagimiz bazi bilinen sonuclar verilecektir. Ik

olarak Campanato uzaylari i¢in John-Nirenberg tipli teoremi ifade edelim.

Teorem 4.1. p € (1,00) ve ¢ : (0,00) — (0,00) olsun. ¢ fonksiyonunun neredeyse artan

oldugu kabul edilsin. Bu durumda esdeger normlar ile £, ,,(R™) = £; ,,(R") olur [1, 16].

Simdi ise yine yardimci1 6nermenin ispatinda kullanilacak olan ve [1] calismasinda ispatlanan

asagidaki sonucu verelim.

Lemma 4.2. p € [1,00) olsun. ¢ fonksiyonunun neredeyse artan oldugunu kabul edelim.
Bu durumda &yle bir pozitif C' sabiti bulunabilir ki her f € £; 4,2 € R" ve ;s € (0,00)

icin
1/p s
(f 1@~ foenldy) "< (14108, )o@ e, r<s
B(z,s) r

esitsizligi gerceklenir.

Ana teoremin ispatinda kullanilacak olan birinci Onerme ve ispati asagidaki gibidir. Bu

onermede kullanilan p*(r) fonksiyonu

p*(r):/ P2 at (4.1)
0
olarak tanimlanmustir.

Onerme 4.3. p : (0,00) — (0, 00) fonksiyonu (1.2) kosulunu saglasimn. Kabul edelim ki
1 neredeyse artan, bir ¢ > 0 igin r — p(r)/r"~° neredeyse azalan olsun ve (5.3) kosulu

saglansin. Bu durumda n € (1, 00) keyfi olmak iizere dyle pozitif bir C' sabiti vardir ki her
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be Lyy(R"), f € Conp(R™) vex € R™ igin

ML) () < I, o (a1 DY+ (ML) ()7

esitsizligi gergeklenir [14].
Ispat. B = B(x,t) keyfi yuvari icin f; = 25, f = f1 + fo ve y € B olmak iizere

Fi(y) = (b(y) — be) 1, f(y), Faly) = I,((b = bap) f1)(y), F3(y) = L,((b — b2s) f2)(y) — Cx

olsun. Burada Cz = 1,((b — ba) f2)(x) ve

L= b)) = [ P =2 gy by p()de e B

no |y — 2"

ile verilmigtir. Bu durumda
b, 1,]f +Cp =[b—bop,I,)|f +Cp=F — F, — F}
olur.

F I < Clble,  (an (L)@ 7+ (M (@), = 1,282
esitsizliginin gerceklendigi gosterilirse sonuca ulagilir.

Simdi 1/n + 1/n" = 1 i¢in Holder esitsizligi ve Teorem 4.1. kullanilarak

, 1/77’ l/n
f|F1<y>|dys f|b<y>—b23|”dy ][Ilpf(y)l"dy
B
/’ 1/n
5 (f 1) = banlan) ™ (w07 £ 1,017

S ||b|!clﬁw(M¢n(|Ipf| ) ()7

elde edilir. n/v — €/2 > n — € olacak sekilde v € (1,7) se¢ilsin. O zaman r +— p(r)/r" ¢
fonksiyonunun neredeyse azalanligindan r — p(r)/r/v=/2 fonksiyonunun neredeyse azalan
oldugu goriiliir. Boylece Sonug 2.18. bize I, operatorii LV(R") uzayindan LY (R") uzayina

sinirli olacak sekilde bir ¥ N —fonksiyonunun varligini soyler. (2.13) genellestirilmis Holder
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esitsizligi, (2.14), (2.16) ve I, operatdriiniin sinirhligindan

2
£ 1Py < ol 1Pl e
“(|BI) |6 — bas) ]

P (1)
N |B|1/v||(b — bap) fl|Lv@8)

Lv (Rn)

olur. 1/v = 1/u + 1/n olmak tizere Holder esitsizligi ve Teorem 4.1. kullanilarak

f Rty o0 £ 1) ~basldn) (£ 1lay)”"

S s (o —tanlan) (i tweny 1wy

S blly o Mgy (1 £17) ()

elde edilir. Son olarak y € B ve z ¢ 2B i¢in

< ly—=l

<2
=Te—2]

l\l)l»—l

olmasi ve (5.3) yardimiyla

|F3(y)| = [L,((b = bap) f2)(y) — I,((b— bap) f2) (z)]
‘/ p(ly — z|) (Ix—z|)>(b(z)—b2B)f2(z)dZ

o Je—aP
2 = ylo* 1z 2]
b(z) —b d
S [ e ) ~ bl Sl
= r—ylp*(lr—=z
= D ) e
‘Co0 /2t B\2 1B |z — 2|
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elde edilir. p* fonksiyonunun doubling kosulunu saglamasindan, Holder esitsizliginden ve

Lemma 4.2.’den

z—ylp(lr — =z
/ el =) oy (2
2i+2B\2i+1 B

|z — 2|+
tp*(27121)
S (2L /sz\gmB [6(2) = bal[ f(2)|d=

p*(2772t) L\ 1/n
<t 7 _ n n
<P (1) = basl"dz) (o Ip()lz)

. o /
< L Mley (02 ][ Fe)paz)

2i+2B

oldugu goriiliir. Bu durumda

RIS bl > 50 (@ 2gee oy £ i)

S bl (Mg (117 @)

olur ki bu da

F 1Py < 1l (Moo (7))
olmas1 demektir. Boylece (4.2) ve dolayisiyla istenilen gosterilmis oldu. m

Ana teoremin ispatinda kullanilacak olan ikinci 6nermeyi vermeden dnce bu Onermenin

ispat1 i¢in gerekli olan tanim ve sonuclar1 verelim.

Tamm 4.4. M% dyadic maksimal operatorii

MO f@) = s | |fldy. o R
ReQ,R3>x J R

ile tammlanir. Burada supremum z noktasim igeren biitin R € Q% kiipleri iizerinden
almmaktadir ve Q% ise biitiin dyadic kiiplerin kiimesi olup
oW = {QM = T2k 279 (ki + 1))+ j € Zok = (uy--- ko) € Z"}

i=1

ile verilmektedir.
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Lemma 4.5. Her v > 0, A > 0, lokal integrallenebilir f i¢in
[z € R": MY f(x) > 2\, MPf(z) < 4A} < 2"y|{x € R" : MY f(x) > \}|.
esitsizligi gerceklenir [7].
Ana teoremin ispatinda kullanilacak olan ikinci onerme ve ispati asagidaki gibidir.
Onerme 4.6. ® € A, olsun. Eger MY f € L®(R") ise
MY f[[ e < Ol MEf||a (4.3)

olur. Burada C pozitif sabiti yalnizca n sayist ve ® fonksiyonuna baghdir [14].
Ispat. N pozitif reel sayis1 igin

N

Iy = /0 BN {z € R" : MY f(z) > A}|dA

tammini yapalim. Iy < [, ®(MY f(x))dz < oo olduguna dikkat ¢ekelim. Lemma 2.14.

kullanilarak

N/2
Iy = 2/ B'(20)|{x € R : M¥ f(z) > 27} |d\
0
N/2
< 2%/ &) [{x € R" : MY f(z) > 2\}|dA
0
elde edilir. Simdi ise Lemma 4.5. kullanilirsa
N/2
Iy < ch)/ B [{z € R : MY f(z) > 2\, M f(z) < 7A}|dA
0
N/2
+ 20q>/ (N {z € R : M*f(x) > y\}d\
0
N/2
< 21y / BN [{z € R" : M® f(2) > A}dA
0
N/2
4 2@/ BN [{z € R™ : MEf(z) > 7A}dA
0

1 N2
< 2Oy + 20@5/ O'(N/7){x € R™: M¥f(z) > A}|dA
0
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olur. Bu noktada 2"*1Cy~y = 1/2 olsun. Iy sonlu oldugundan esitsizligin her iki tarafindan

In /2 ¢ikartilarak

N/(2"+3Cq>)
Iy < 2mHC2 / B'(22C )| {z € R” : MEf(z) > A|}|dA
0
<Coo [ Tz € R M) > A}
0

elde edilir. Buradan ise

/ (MY f())dr < Cr / B(M f(z))da

n

olur. Bu ise (4.3) esitsizliinin dogrulugu demektir. m
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5. TEMEL SONUCLAR

Bu boliimde tezin temel arastirma alani olan agagidaki teorem yani [b, I,| operatdriiniin

Orlicz uzaylarinda sinirlilig1 incelenecektir. Bu teorem [14] calismasinda ispatlanmustir.

Teorem 5.1. p, ) : (0,00) — (0,00) ve ®, ¥ € ®y olsun. Kabul edelim ki p (1.2) kogulunu

saglasin ve b € L{ _(R™) olsun.

loc

(i) ®, ¥ € AyNVy, 1 neredeyse artan ve bir € € (0,n) igin r +— p(r)/r" ¢ neredeyse azalan
olsun. Yine kabul edelim ki her r € (0, c0)

/7" @dtq)’l(l/r”) + /OO p(t)q)_—l(l/tn)dt < A0 /r), (5.1)
o W . t
P(r)O~H(1/r") < AUTH(1/r") (5.2)

olacak sekilde A sabiti ve © € V, fonksiyonu ve her r, s € (0, 00) igin

p(r) _ p(s)

T.n S’I'L

pf(ry _ 1 _r
S Op|7’ — 8|m eger 5 S g S 2 (53)

olacak sekilde C, pozitif sabiti var olsun. Eger b € £, ,(R") ise [b, I,] operatorii L®(R™)

uzayindan LY (R™) uzayma simirhidir ve her f € L®(R") igin
10, L) flle < ClIblle, ,I1f]] e (5.4)
esitsizliginin gerceklendigi bir C pozitif sabiti vardir.
(ii) Tersine, kabul edelim ki 6yle bir A pozitif sabiti vardir ki her r € (0, 00) i¢in
U1/ < Ar®p(r)®@ (1 /r™)

esitsizligi gerceklenir. Eger [b, I,] iyi tammli ve L®?(R") uzayindan LY (R") uzayna sinirh

ise bu durumda b fonksiyonu £, ,(R™) uzayina aittir ve b fonksiyonundan bagimsiz dyle bir
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A pozitif sabiti vardir ki
10llz, ., < ClIIb, L]l Lo v

olur. Burada ||[b, I,]||e_, v ile L®(R™) uzayindan LY(R") uzayma [b, I,] operatoriiniin

operator normu gosterilmektedir.

Ornek 5.2. o € (0,n), 3 €[0,1] ve p,q € (1, 00) olmak iizere

olsun. Kabul edelim ki —n/p + a + 8 = —n/q esitlidi gegerli olsun. —n/q = —n/p + «
olmak iizere O(r) = 9 alinsin. Bu durumda (5.1), (5.2) ve (5.3) kosullart saglanir yani [b, I,,]
operatorii LP(R") to L(R™) uzayma simirlidir. Burada eger 8 € (0, 1] ise b € Lipz(R") ve
eger § = 0ise b € BMO(R") uzayina aittir.

Detayli incelemeye gegmeden once 6 € (0, 00) igin

0
1g/%l|ze = (Ilgllze(yo) (5.5)

olduguna dikkat cekelim.
Asil teoremin ispatinda asagidaki 6nermeye ihtiya¢ duymaktayiz.

Lemma 5.3. Teorem 5.1. (i) hipotezleri altinda eger f € Lg,,,(R") ise [, f € LY(R™) olur
[14].

Ispat. Lo (R™) € L*(R™) oldugundan eger f € L, (R")ise f € L*(R") olur. (5.1)
ve Teorem 2.17.’den I,, L*(R") uzayindan L®(R") uzaymna simrlidi. Bu durumda I,f
fonksiyonu L®(R") uzayina aittir. Diger yandan r — p(r) /7" neredeyse azalan oldugundan

eger f fonksiyonunun destegi B(0, R) yuvarinda ise

xr — R
L@ < Iflm= [ HE= Wy < i [ < o0

Bo.R) |T—y" t

elde edilir. Boylece I, f fonksiyonu L®(R") N L>°(R") kiimesine aittir.
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Devam edersek (5.2) ve ¢ fonksiyonunun neredeyse artanligindan

olur. Dolayisiyla

esitsizligi gergeklenir. Sonug olarak

O(Ct) ,egert <1

oo ,egert>1
elde edilir ki bu da L®(R™) N L>°(R") C LY(R") olmasi demektir. m

Teorem 5.1. (i) Ispati: &,V € Ay NV, ve © € Ay oldugunu kabul edebiliriz. [b, I,]f, b
fonksiyonuna gore lineer ve [|[R(b)||z, . |S(b)]|z,.,, < [|0]lz,., oldugundan b fonksiyonunu

da reel degerli kabul edebiliriz.

ko, ifb(z) >k,
be(z) = § b(z) ,if —k <b(z) <k,
—k , ifb(x) < —k

olsun.

Bu durumda by € L>(R") ve |bllz,,, < (9/4)[bllc,, olur. f € Cg,,(R™) igin by f
L35 np (R™) uzaymndadir boylece Lemma 5.3. sebebiyle I,,(by. f) fonksiyonu LY (R") uzaymdadr.

Aymi sekilde by ], f fonksiyonu da LY (R") uzayina aiitir. ¥ € V5 oldugundan M%[b, I, f
yine LY (R") uzayindadir. Bu gergek ve Onermeler 4.3. ve 4.6. kullanilarak

w1l < I o T e ML, L
S0hes (| @) | )+ (|| tironimy

)
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elde edilir ki burada Lemma 2.15. yardimtyla ®((-)'/7), U((-)'/7) ve ©((-)*/") fonksiyonlar
V, kosulunu saglayacak sekilde 1 € (1, 00) segebiliriz. Simdi

S I
LY

H (Mynl L, £1) """

i H (Mg (L£17) "

LY

oldugunu gosterecegiz. Isleme baslamadan dnce 1" ve (p*1)" fonksiyonlarinin neredeyse

artan olduguna dikkat cekelim.

Teoremler 2.17. ve 3.2. yardimiyla sirastyla I, operatoriiniin L®(R™) uzayindan L®(R")
uzayna ve M, operatdriiniin L)"') (R™) uzaymndan L¥(©"")(R") uzayima simrli oldugu

goriilebilir. Bu durumda (5.5) kullanilarak

1/
LY B (“Mwn(upﬂn)“L“P((»)l/")) !

1/
5 (Hupf’nHLe((-)l/n)) " = H[pf”L@ ,S Hf”%

|11

elde edilir. (5.1) ve (5.2) kosullarindan

(" () (r)"(@71 (/)" < A*(TH (1 /™))"

olur. Teorem 3.2. kullanilarak M., operatoriiniin L*(©)"") uzayindan L¥()"") uzayma

stnirhilig1 elde edilir. Yani
M n\\ 1/ — (IM n 1n " 1/n
[ (Mo (1) N o = (Mepriyr LA rrmy) ™ S WL pwcerom ) = £l
olur. Béylece her f € Cgy,,(R") igin
Tbx: LI fllzw S 10l].y ol f 1]

elde etmis olduk. Bu asamadan sonra standart yol izlenirse (Bkz. [7]) tamsayilarin bir k;
altdizisi i¢in hemen her yerde [by,, I,]f — [b, I,]f sonucu elde edilir. j — oo igin limite

gegilir ve Fatou lemmasi kullamlirsa her f € Cgy5,,(R") igin

11 LI N w < 102y g 1Ll 2
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elde edilir. C°_(R"), L*(R™) uzayinda yogun oldugundan komiitatoriin (5.4) esitsizligini

comp

saglayan L*(R") uzayinda simirh bir geniglemesi vardir.

Teorem 5.1. (ii) Ispati: Janson [10] ¢alismasindaki metot kullamlacaktir. |z|"~® bir agik
kiimede her mertebeden diferansiyellenebilir oldugundan |z|"~%, |z—zo| < 20 komgulugunda
mutlak yakinsak bir Fourier serisi ile temsil edilecek sekilde yani |z|"~® = >~ a;e™* olacak

sekilde zy # 0 ve 0 > 0 secebiliriz. (v; vektdrlerinin net formu bizi ilgilendirmemektedir.)

21 = 29/ olarak alinsin. Eger |z — 21| < 2 ise
|Z|n—a — 5—n+a|52|n—o¢ — g nta Z a]61v7 0z

acilimi vardir. Simdi keyfi B = B(xg,r) yuvar segilsin. yo = xo — rz; ve B’ = B(yo, )

olarak tanimlansin. Bu durumda eger x € B vey € B’ ise

r—y
r

T — Xo Y —Yo

r

— 2| <
r

i

elde edilir. sgn(f(z) — fp/), s(x) ile gosterilsin. O zaman

[ @) =bwde = [ (b@) = bm)stelis = [ [ (b@) = bw)s(a)as

ST RCCE b<y>>T—TWLSMXB(@XB,@MWI
=T [ [ S ety )i

elde edilir. C' = 6| B(0,1)|~*

x
;-0

9i(y) = e xp(y),  hi(x) = "0 s(x)yp(2)
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olarak alinirsa

/|b ) —bp|dx = Cr=* Zaj/ / |x—y|” - j( Yhi(x)dydx
=Y [ () @hy(e)ds
e Y lasl [ 1 Llap)@)lh(a)ids
= ol [ 1 Lolgs)(@)lds
<2073 Jallxs e I, Tulgsl oo
< 207b, L)l | BIZ T (BI) S lasllgsl oo
olur. ||g;|lze = |Ixpllze = 1/~ (|B'|7') ~ 1/®'(r~™) oldugundan

Ul (r)
()

1
- ! = £ o < ® .
¢<B>7i'b<x) b ldz S b, Lo]ller A

esitsizligi gergeklenir. Yani ||b][z, , < [|[b, Io]||re— v olur ve istenilen gosterilmistir.
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