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1. GIRIS
Genellestirilmis Orlicz uzaylar ya da Orlicz-Nakano uzaylar olarak da adlandirilan
Musielak-Orlicz uzaylarmin teorisi 1931 yilinda Orlicz [45] tarafindan yapilan su tespite

dayanmaktadir: “LP uzaylarindaki p kuvveti, teorinin o6ziinii kaybetmeden bir fonksiyonla

degistirilebilir”” Daha acik bir ifadeyle, Orlicz bahsi gegen ¢alismada

1
/ (@) P@dr < oo
0

kosulunu saglayan o6lg¢iilebilir f fonksiyonlar sinifin1 tanitmistir. Nitekim bu sinif, son 20
yildir aktif arastirma konusu olan ve literatiirde binlerce makaleye esin kaynagi olan degisken
tislii Lebesgue uzaylaridir. Ne var ki Orlicz, bu tek makalenin ardindan degisken {islii uzaylar
alanindaki ¢alismalarini terk ederek, giiniimiizde kendi adiyla bilinen fonksiyon uzaylari
teorisine yogunlagmustir [46, 47]. Orlicz uzaylari, klasik L” uzaylarinin bir genellemesidir.
Bu uzaylarda, L? uzaylarinin taniminda kullanilan |-|P fonksiyonunun yerini Orlicz fonksiyonu
(Bkz. Tanim 2.1 olarak adlandirilan bir ®(-) fonksiyonu alir. (X, A, 1) 6l¢ii uzay: olmak

iizere verilen bir Orlicz fonksiyonu ® i¢in L?® Orlicz uzay1, bazi A > 0 degerleri icin

(M) = /X By < oo (L)

sartint saglayan Olciilebilir f : X — R fonksiyonlarinin kiimesi olarak tanimlanir. Musielak-
Orlicz fonksiyon uzaylari, Orlicz uzaylarinin dogal bir genellemesi olarak ortaya ¢ikmistir.
Soyle ki, (I.1) esitligindeki Orlicz fonksiyonu ®(-) yerine bir z € X parametresine bagli olan
Musielak-Orlicz fonksiyonu ¢(x, -) alinarak Musielak-Orlicz uzaylari tanimlanir. Matematikte
ortak konulardan biri soyutlastirmadir. Diger bir deyisle belli bir durumda s6z konusu olan bir
kavramin temel 6zelliklerini koruyarak onu daha genel bir duruma genisletmektir. Bu amag
dogrultusunda ifadesindeki p fonksiyonelinin belirli temel 6zellikleri soyutlanilarak
modiiler fonksiyon uzaylar1 adi1 verilen daha genis bir sinif Nakano [43] 44] tarafindan
sistematik bir bicimde calisilmistir. Musielak-Orlicz uzaylar ilk olarak Nakano’nun bu
calismasinda modiiler uzaylar baglaminda sunulmus ve Musielak ve Orlicz [38] tarafindan
geligtirilmistir. Musielak [37], 1983’te yayinlanan kitabinda Musielak-Orlicz uzaylarina dair
temel sonuclar1 derlemistir. Bu uzaylarla ilgili daha fazla bilgi i¢in genellestirilmis Orlicz
uzaylarinin modern teorisi ve harmonik analiz iligkisini kapsamli sekilde ele alan Harjulehto
ve Histo [27] tarafindan yazilan kitap ve bu kitaptaki referanslar incelenebilir.

Morrey uzaylarinin tarihsel gelisimine bakildiginda, ilk olarak Morrey [36] tarafindan
quasilineer eliptik diferansiyel denklemlerin ¢6ziim analizi icin tanimlandig1 goriilmektedir.
Daha sonra Guliyev, Mizuhara ve Nakai [15,135,139] bu uzaylarin genellestirilmis versiyonlarini

ortaya koymuslardir. Orlicz-Morrey uzaylar1 Dering6z vd. [6] tarafindan, klasik Orlicz



uzaylari ile genellestirilmis Morrey uzaylarinin yapisal 6zelliklerini birlestiren bir ¢erceve
olarak tanimlanmustir.

Literatiirde, Orlicz-Morrey uzaylarinin farkli tanimlar1 mevcuttur. [21]] numarali
caligmada kullanilan terminolojiye gore, [6] daki tanim “iiciincii tiir”, [40]’daki “birinci tiir”
ve [50]]’deki ise “ikinci tiir” olarak siniflandirilmaktadir. [[14] kapsamindaki 6rnekler, birinci
ve ikinci tiir ile ikinci ve ii¢iincii tiir uzaylarin farkli yapilar oldugunu agikca gostermektedir.
Bununla birlikte, birinci ve {i¢iincii tiir uzaylar arasindaki kesin iligki halen agik bir problem
olarak durmaktadir.

Temel bir ayrim olarak, iiciincii tiir tanim yalmzca L® Orlicz uzayinimn normlu lineer
uzay olma ozelligine dayanmakta ve modiiler yapidan bagimsizdir. Buna kargilik, birinci ve
ikinci tiir tanimlar modiiler aileler kullanilarak insa edilmistir.

Bu tez, temel olarak iigiincii tiir uzaylar ¢ercevesinde ilerlemektedir. Maksimal
operatorler, singiiler operatorler ve potansiyel operatorler gibi harmonik analizin klasik
operatorlerinin bu uzaylarda ve agirlikli versiyonlarinda sinirli oldugu bilinmektedir. Tlgili
sonuglar icin [6, 8, (9, 104 [11}, 112, 18}, 19, 20] numaral1 caligmalar kaynak gdsterilebilir. Dikkat
cekelim ki sinirlilik ¢alismalari, hem teorik derinlik hem de uygulama genisligi nedeniyle
modern analizin canl bir aragtirma alanidir.

[32, 34, 41]] numaral1 ¢caligmalarda cesitli Musielak-Orlicz-Morrey uzay versiyonlari
tamtilmastir. [34} 41]]°deki uzaylar birinci tiir, [32] deki uzaylar ise ikinci tiir Musielak-Orlicz-
Morrey uzaylari olarak goriilebilir. Ugiincii tiir Musielak-Orlicz-Morrey uzaylari ise simdiye
kadar incelenmemigtir.

Bu tezde iigiincii tip Orlicz-Morrey uzay1 bakis acisiyla yukarida bahsedilen tiim
fonksiyon uzaylarim kapsayacak sekilde Musielak-Orlicz-Morrey uzaylari1 tanitilmis bu
uzaylarda harmonik analizin klasik operatorlerinden Hardy-Littlewood maksimal operatdriin,
kesirli maksimal operatdriin ve Riesz potansiyelinin sinirliliklart arastirilmigtir. Matematiksel
analizde, Ozellikle fonksiyon uzaylar teorisinde, bircok temel norm esitsizliginin ispati
Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin sinirlilik 6zelligine dayanmaktadir (Bkz. Uyari
[2.14). Calismamizda ele aldigimiz kesirli maksimal operatoriin ve Riesz potansiyelinin
sinirhiliklar da esas olarak Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin sinirlili§ina dayandigin-
dan, 6ncelikle bu operatoriin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki davranigi incelenmis
ve elde edilen sonuclarin bir uygulamasi olarak da kesirli maksimal operatoriin ve Riesz
potansiyelinin siirliliklar icin gerek ve yeter kosullar elde edilmis ve elde edilen bu

sonuglarin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarinin bazi 6zel hallerindeki yansimalar1 incelenmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu kisimda, calismamizin teorik altyapisini olusturan temel tanimlar, ilgili fonksiyon
uzaylari ve operatorler hakkinda literatiir bilgisi sunulmakta, ayn1 zamanda ana teoremlerimizin

ispatinda ihtiya¢ duyulan yardimci sonuglara da deginilmektedir.

2.1. Temel Kavramlar

B(x,r) ile R* Oklid uzayinda z € R" merkezli ve r > 0 yaricapli yuvar ve B ile
de tiim bu yuvarlarin kiimesi gosterilecektir. Olgiilebilir bir £ C R™ kiimesinin (Lebesgue)
olgiisii igin |F| ve bu kiimenin karakteristik fonksiyonu i¢in xp gosterimi kullanilacaktir.
L°(R™), R™ iizerindeki biitiin (Lebesgue) 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesidir. Bu ¢alisma
boyunca, C' > 0 mutlak bir sabit olmak iizere A < B notasyonu ile A < C'B esitsizligini
ifade edecegiz. Benzer sekilde, hem A < B hem de B < A saglaniyorsa, bu durum A = B
seklinde gosterilecektir. "Neredeyse L-artan" ifadesi ile belli bir L > 1 sabiti ve her s < ¢ i¢in
f(s) < Lf(t) esitsizligini gercekleyen bir fonksiyonu anlayacagiz. "Neredeyse L-azalan"
deyimi ile belli bir L > 1 sabiti her s < ¢ igin f(s) > Lf(t) esitsizligini gercekleyen bir
fonksiyonu anlayacagiz.

2.2. Musielak-Orlicz Fonksiyonlar:

Simdi Musielak-Orlicz uzaylarini tanimlamak i¢in kullanilan Musielak-Orlicz (M O)
fonksiyonlarinin tanimi verilerek temel 6zellikleri incelenecektir. Bu boliim [27] numarali

kaynak temel alinarak hazirlanmistir.

Tanim 2.1. Eger bir ¢ : R” x [0, 00) — [0, oo] fonksiyonu,
e Keyfibir f : R” — R fonksiyonu i¢in = — ¢(x, | f(x)|) fonksiyonu 6l¢iilebilir,
e Her x € R"i¢in t — ¢(x,t) fonksiyonu artan,
e Her x € R" i¢in ¢(x,0) = lim;_ o+ p(x,t) ve limy_,o, p(z,t) = o0,

e 1z noktasindan bagimsiz bir L sabiti ile ¢ —> @ fonksiyonu (0, 0o) iizerinde neredeyse

L-artan

kosullarini sagliyorsa Musielak-Orlicz (M O) fonksiyonu olarak adlandirilir. Eger ¢ (MO)

fonksiyonu x de8iskeninden bagimsiz ise Orlicz fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim 2.2. ¢ bir MO fonksiyonu olmak iizere, ¢ fonksiyonunun (genellestirilmis) tersi
o o, 7):=1inf{t > 0: @(x,t) > 7}

ile tanimlanir.



Tamm 2.3. ¢ bir M O fonksiyonu olmak iizere, ¢ fonksiyonunun tiimleyeni

©*(x,t) = sup(st — p(z,u))

s>0

ile tammmlanir. Ayrica ¢ fonksiyonunun tiimleyeni tantmindan her ¢, u > 0 i¢in
tu < p(x,t) + ¢*(z,u)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Young esitsizligi ad1 verilir.

Asagida tanimlanan kogsullar maksimal operatoriin sinirliligini ve diizgiin fonksiyonlarin

yogunlugunu garanti etmektedir.

Tanmm 2.4. ¢ : R™ x [0,00) — [0, c0) fonksiyonu asagidaki kosullari sagliyor denir:

(aInc), Bir L, > 1 ve hemen her z € R igin efer t — %(p > 0) fonksiyonu (0, co)

lizerinde neredeyse L,-artan oluyorsa.

(aDec), Bir L, > 1 ve hemen her x € R" i¢in e8er ¢ — ‘P(fq’t) (¢ > 0) fonksiyonu (0, c0)

lizerinde neredeyse L -azalan oluyorsa.
(A0) Eger hemen her x € R™ igin § < ¢~'(x, 1) < 5 olacak sekilde 8 € (0, 1] varsa.

(A1) Hert € [1, ﬁ], hemen her x,y € B, |B| < 1 olacak sekildeki her B yuvari i¢in

Bz, t) <o (y,t)

olacak sekilde 5 € (0, 1) varsa.

(A2) Sirasiyla oo (t) € [0, s] ve p(x,t) € [0, s] oldugunda hemen her x € R” i¢in

o, Bt) < @oo(t) +h(x) Ve  pu(ft) < @(,1) + h(z)
olacak gekilde bir MO fonksiyonu .., h € L*(R™) N L=(R"), € (0,1] ve s > 0
varsa.

Eger ¢ fonksiyonu bir p > 1 i¢in (alnc), kosulunu saghyor ise ¢ fonksiyonu (aInc) kosulunu
saglar denir. Benzer olarak ¢ fonksiyonu bir ¢ < oo igin (aDec), kosulunu sagliyor ise ¢

fonksiyonu (aDec) kosulunu saglar denir.

Tamim 2.5. ¢ bir M O fonksiyonu olmak iizere olmak iizere

(i) Eger hert > 0 i¢gin

p(2t) < cp(t)



esitsizliginin saglandigi pozitif bir ¢ sabiti varsa ¢, A, kosulunu saglhiyor denir. Bu

durum ¢ € A, ile gosterilir.
(ii) Eger o* € Ay ise ¢, V; kosulunu sagliyor denir. Bu durum ¢ € V5 ile gosterilir.

Uyari 2.6. (aInc) ve (aDec) kosullari, sirasiyla, klasik Orlicz uzay teorisindeki Va ve Ay
kosullarina kargilik gelmekte olup siklikla problematik L' ve L> uzaylarim diglamak igin

kullanilir.

2.3. Musielak-Orlicz Uzaylar:

Musielak-Orlicz uzaylari; klasik Lebesgue uzaylari, Orlicz uzaylar1 ve degisken iislii
uzaylar gibi yaygin olarak calisilan fonksiyon uzaylarini 6zel durum olarak icermektedir. Bu
uzaylar hem degisken iislii hem de Orlicz uzaylarinda elde edilen sonuglar1 kapsayan dogal
bir genelleme olmasinin yani sira, lineer olmayan diferansiyel denklemler, goriintii isleme ve

akigkanlar dinamigi gibi genis uygulama alanlarina sahiptir.

Tamim 2.7. ¢ bir MO fonksiyonu olmak iizere Musielak-Orlicz uzayr L?(R™), belli bir
A > 0 igin
[ elaf@)his < o

kosulunu saglayan f € L°(R") fonksiyonlarinin sinifi olarak tanimlamr. L#(R"), iizerinde

tanimlanan

Il = sy = inf{r > 05 [ ot EPdn < 1)

n

(quasi) normu ile bir (quasi) Banach uzayidir [27].

Uyan 2.8. Yukaridaki tamim, £ C R" alt kiimelerine

1/ llze ey = I xelle
anlaminda kolaylikla kisitlanabilir.

Lemma 2.9. ¢ bir MO fonksiyonu olmak iizere f € L?(R") ve g € L (R") olsun. Bu

durumda

/ F@)lg(@)ldz < 201l o @19l o o

esitsizligi saglanir [27, Lemma 3.2.11].



Lemma 2.10. ¢ bir M O fonksiyonu olmak iizere (A0), (A1) ve (A2) kosullarini saglansin.

Bu durumda biitiin B C R" yuvarlar icin

IxsllcelxsllLe =~ | Bl

elde edilir [27, Onerme 4.4.8].

Simdi bu tezde simirlilik 6zellikleri incelenecek olan maksimal, kesirli maksimal,

kesirli integral (Riesz potansiyeli) operatorler hakkinda bilgi verilecektir.

Tamm 2.11. f lokal integrallanebilir bir fonksiyon olmak tizere, Hardy-Littlewood maksimal

operatorii M,

r>0

1 n
M) = sup e / Wiy, weR

biciminde taniml1 operatordiir.

Hardy-Littlewood maksimal operatoriin Musielak-Orlicz uzaylarindaki smirlilig:

Haisto 28] tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 2.12. ¢ bir M O fonksiyonu olmak iizere (A0), (A1), (A2) ve (alnc) kosullarini
saglasin. Bu durumda her f € L¥(R") i¢in

M fllee SN fllze
elde edilir.

Tamm 2.13. f, R" iizerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < @ < n i¢in /, kesirli

integral operatorii (Riesz potansiyeli) asagidaki sekilde tanimlanir:

Li@= [ -y )y, aern

Uyar 2.14. Literatiirde Hedberg esitsizligi olarak bilinen ve I, ile M operatdrlerini iligkilendi-
ren asagidaki noktasal esitsizlik, ilk kez [29] da ispatlanmugtir:

If(@) S M@)oy @R

Bu esitsizligin 6nemli bir avantaji, /,, operatoriiyle iligkili problemleri, genellikle ¢6ziimii daha
kolay olan Hardy-Littlewood maksimal operatorii M ile iliskili problemlere indirgeyebilmesidir.
Ornegin, M operatoriiniin LP(R") uzaylarinda sinirli olmasi ve Hedberg esitsizligi kullanilarak,

I, operatoriiniin LP(IR™) tizerindeki sinirliligt kolaylikla elde edilebilir.



Tanim 2.15. R" iizerinde lokal integrallenebilir bir f fonksiyonu ve 0 < o < n parametresi

icin M, kesirli maksimal operatorii s0yle tanimlanir:

r>0

Maf(z) = sup | Bz, )| % / Wy, R
B(z,r

Ozellikle a = 0 alindifinda M, operatorii Hardy-Littlewood maksimal operatorii M ile

cakisir.

Uyari 2.16. I, ve M, operatorleri arasinda 0 < o < n, f € L (R") ve x € R™ olmak

loc

uzere

Mo (f)(x) S La(|f)() 2.1)

iligkisi vardir [33]].

Asagida M, I, ve M, operatorlerine iligskin ana teoremlerin ispatinda onemli rol
oynayan standart esitsizlikler sunulmaktadir. Literatiirde yaygin olarak bilinen bu sonuglar,

calismanin biitiinliigiinii saglamak amaciyla basit ispatlariyla birlikte verilecektir.

Lemma 2.17. Her z € R" i¢in

XB(x,Qr) (Z) 5 MXB(I,T) (Z)

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. z € B(z,2r) olmak iizere B(x,r) C B(z,3r) oldugu aciktir. Maksimal operatoriin
tanim1 ve B(x,r) C B(z, 3r) oldugu dikkate alinirsa

1 | B(z,r)|
MXB:E,T (3)2—/ XB(x,r (y)dy:—:3
o) 1B(2,3r)] Jpean 7" |B(z,3r)|

-—-n

elde edilir ve boylece istenilen esitsizlik ispatlanmig olur. m

Lemma 2.18. B, C R" keyfi fakat sabit bir yuvar olsun. Her z € B,
Ma(x5,)(®) Z | Bol*'"

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. By = B(zg,7) olmak iizere € By icin By C B(x,2ry) olur. Kesirli maksimal

operatoriin tanimi ve bu kapsama dikkate alinirsa



1

S | By
- |B(m,2r0)|1_%

/ Xao(Y)dy = — g = 27 By "
B(z,2r9)

MO( [y
X530 () |B(x,2r0)|'

elde edilir ve boylece istenilen esitsizlik ispatlanmig olur. m

Lemma 2.19. B, C R" keyfi fakat sabit bir yuvar olsun. Her z € B,

La(x8,) (%) Z | Bol*/"

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. .y € By := B(w,7) olmak iizere |z — y| < |z — zo| + |20 — y| < 2rp olur.
|ro|*™™ < |x — y|* ™ esitsizliginin her iki tarafi integre edilerek istenilen esitsizlik ispatlanmisg

olur. m

2.4. Zayif Musielak-Orlicz Uzaylar:
Tanim 2.20. ¢ bir M O fonksiyonu olmak iizere W L (R™) ile gosterecegimiz zayif Musielak-

Orlicz uzay1
WL?(R") := {f € L"(R") : [| fllwre < o0}

seklinde tanimlanir. Burada || f |y .+ normu
[fllwre = sup [[txg >0l e
>0

seklinde verilir [27]].

Uyan 2.21. txq s> < |f| esitsizligi dikkate alindiginda ¢ bir A/ O fonksiyonu olmak iizere
L?(R™) € WL?(R") olur. Bunun yani sira || f||wre < ||f]|ze esitsizligi saglanir.

Asagida maksimal operatoriin Musielak-Orlicz uzaylarindaki zayif sinirliligs ile ilgili sonug

verilmisgtir.

Teorem 2.22. ¢ bir M O fonksiyonu olmak iizere (A0), (A1) ve (A2) kosullarin1 saglasin.
Bu durumda her f € L?(R") i¢in

| M fllwee S N fllze

elde edilir 27, Teorem 4.3.10].



3. MATERYAL VE METOT

Harmonik analizin klasik operatorlerinin Morrey tipli uzaylarda sinirliliginin arastiril-
masi1 ¢alismalarinda kullanilan metotlardan birisi ilk olarak ilgili operatoriin Morrey tipli
uzayin temelini olusturan normu iizerine lokal bir esitsizlik elde edilmesi ve bu esitsizlik
yardimiyla sinirhilikla ilgili sonucun ispatlanmasidir. Ornegin MP¢(R") genellestirilmis
Morrey uzayinda maksimal operatoriin sinirliligr icin ilgili esitsizlik ||M f||.»(p) igin elde
edilirken M®¢(R™) Orlicz-Morrey uzayinda bu esitsizlik || M f|| ;g i¢in elde edilir. Ayrica
bu lokal esitsizligin ispatinda ilgili operatdriin Morrey tipli uzayin temelini olusturan uzaydaki
stnirhiligl kullanilmaktadir. Yukaridaki ornekler i¢in konusacak olursak genellestirilmis
Morrey uzaylarindaki ¢alismalarda maksimal operatoriin L uzaylarindaki sinirliliina, Orlicz-
Morrey uzaylarindaki ¢alismalarda ise maksimal operatoriin L® Orlicz uzaylarindaki smirliligi-
na ihtiya¢ duyulur. Bu ispat yontemi Guliyev [15] tarafindan 1994 yilindaki doktora tezinde
ortaya konulmus ve LP Lebesgue normu iizerinden lokal esitsizlikler elde edilerek sonuca
ulagilmigtir. Sonrasinda 2015 yilinda Dering6z [7]] doktora tezinde bu yontemi L” Lebesgue
normundan L? Orlicz normuna genellestirilmis ve bu sayede klasik operatdrlerin Orlicz-Morrey
uzaylarindaki sinirliklart elde edilmistir. Bu tezde de bu ispat yontemi baz alinacaktir.
Daha acik yazacak olursak yukaridaki tezlerde elde edilen sonuglari da kapsayacak sekilde
| M f|| o3y Musielak-Orlicz normu iizerine lokal bir esitsizlik elde edilecek ve bu sayede
maksimal operatoriin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki sinrlilig1 elde edilecektir. Bu
esitsizlik elde edilirken mevzubahis teknik geregi maksimal operatoriin Musielak-Orlicz
uzayindaki sinirliligina ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu sinirlilik sonucu farkli yazarlar tarafindan
farklh yollar izlenerek elde edilmistir. Bu konuda daha detayl bilgi i¢in [27] numarali
kaynaktaki Boliim 7.3 incelenebilir. Biz bu tez ¢alismasinda gercevesi Histo [28] tarafindan
belirlenen yolu takip edecegiz.

Morrey tipli uzaylarda kesirli integral operatdriiniin sinirlilig1 konusunda 6ne ¢ikan
iki onemli sonu¢ bulunmaktadir. Bunlardan birincisi Spanne [48] tarafindan, ikincisi ise
Adams [1] tarafindan ortaya konmustur. Adams’1n elde ettigi sonu¢, Spanne’ninkine kiyasla
daha giiclii olmakla birlikte, Spanne tipi sonuglarin uygulama alan1 daha genistir. Ozellikle,
Adams tipi sonuglar, Hedberg tipi noktasal esitsizliklere (Uyar1[2.14.]) dayandigindan, lokal
Morrey uzaylari gibi bazi durumlarda kullanima uygun degildir. Bu tezde kesirli integral
operatorlerin Adams tipli sinirhiliklart arastirllmistir. Daha kesin bir dille ifade edecek
olursak genellestirilmis Morrey uzaylarinda Riesz potansiyelinin sinirlilig: i¢in elde edilmis
3 farkli Adams tipli simirlilik vardir. Bunlar literatiirde Adams-Guliyev, Adams-Gunawan
ve Adams-Ding tipli sonuglar olarak adlandirilmaktadir [[17]. Bu tezin odak noktasi ise
Adams-Gunawan tipli sonuclar olacaktir. Bu sonuclar Riesz potansiyelinin maksimal operatorle
kontrol edilebilecegi gercegine dayanmaktadir. Genellestirmis Morrey uzaylarinda uygulanan

bu teknik Deringoz vd. [8] tarafindan Orlicz-Morrey uzaylarina genisletilmistir. Bu tezde ise



yukarida elde edilen sonuglar1 kapsayacak sekilde bahsi gecen teknik Musielak-Orlicz-Morrey
uzaylarina tasinarak Riesz potansiyelinin bu uzaylardaki Adams-Gunawan tipli sinirlilig:
arastirllmustir.

Son olarak Uyar1[2.16] geregince kesirli maksimal operator M, ve Riesz potansiyeli

1, arasindaki

Mao(f)(2) S La(lfD ()

iligkisinden /,, i¢in elde edilmis bu sonuclar M, icin de gegerlidir. Fakat M, operatoriiniin
Morrey tipli uzaylardaki sinirliligin1 daha zayif kosullar altinda incelemek miimkiindiir [3].
Bu gercek goz oniinde bulundurularak kesirli maksimal operatoriin Musielak-Orlicz-Morrey
uzaylarindaki davranisi ayr bir boliimde incelenmis ve elde edilen sonug¢ Riesz potansiyeli
i¢in elde edilmis sonucla mukayese edilmistir.

Kullanilan makale ve kitaplar Kaynaklar boliimiinde belirtilmistir. Ek olarak, bu tezin

yazimi i¢in LaTeX programi kullanilmistir.
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4. BULGULAR TARTISMA

Bu boliimde literatiirde daha 6nce tanimlanmamisg olan iigiincii tip Musielak-Orlicz-
Morrey uzaylarinin ve zayif Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarimin tanimlar verilecek ve
bu uzaylarda Hardy-Littlewood maksimal operator, kesirli maksimal operatdr ve Riesz
potansiyelinin sinirhiliklar ile ilgili elde edilen sonuglar sunulacaktir. Daha sonra elde edilen
bu sonuglarin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarinin 6zel hali olan genellestirilmis degisken

tislit Morrey ve Musielak-Orlicz uzaylarindaki yansimalari incelenecektir.

4.1. Musielak-Orlicz-Morrey Uzaylari

Simdi M¥?(R") Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarmin tamimi verilerek bu uzaylarin

yapisi incelenecektir.

Tanmim 4.1. ¢ bir MO fonksiyonu ve ¢(z, ), R" x [0, co) izerinde taniml pozitif Slciilebilir
bir fonksiyon olsun. f, R™ iizerinde lokal integrallenilir bir fonksiyon olmak iizere M#¢(IR™)

ile gosterecegimiz Musielak-Orlicz-Morrey uzayi

1l Bery
f s = ||f #(R7) = Sup 7
I lire = W llseomn = S0  aomllor

sonlu normuna sahip tiim 6l¢iilebilir f fonksiyonlarinin sinifidur.

Tanim 4.2. ¢ bir M O fonksiyonu olmak iizere G, ile

inf  ¢(B) 2 ¢(Bo), VByeDB

BGB;T'BSTBO

ve
inf  &(B)|Ixallre 2 ¢(Bo)llxs,llLe, YBo € B,

BeB; TB>TB,

olacak sekilde tim ¢ : R™ x (0, 00) — (0, 0o) fonksiyonlarinin kiimesi gosterilecektir. Burada

rp Ve rp, sirastyla B ve By yuvarlarinin yaricaplaridur.

Asagida sunulan lemma, ¢ € G, sinifinin teorik ¢aligmalardaki dnemine ve pratik

degerine 151k tutmaktadir.

Lemma 4.3. ¢ bir MO fonksiyonu ve B, := B(x¢,79) € B olsun. Eger ¢ € G, ise

C
¢(Bo)

1
——== < Ixaolmee <

¢(Bo)

olacak bigimde bir C' > 0 sabiti vardir.

11



Ispat. Uzayin tanimi geregince

HXB HMwaﬁ = sup 1 HXBOHBHIM
) BeB Cb(B) ||XB||L¢

esitligi gecerlidir. Boylece esitsizligin sol tarafinin ispat1 agiktir.
Simdi sag taraftaki esitsizligin de gergeklendigini gosterelim. B = B(x,r) keyfi bir
yuvar olsun. Eger r < rg ise ¢(By) < C¢p(B) olur ve

U lIxgonsllee 1 1
o(B) lxsllee — ¢(B) ~ #(Bo)

esitsizlikleri saglanir.

Diger yandan eger r > 1 ise bu durumda ¢(By)|| x5, ||ze < Co(B)||x5| e olur ve

U Ixsonsllee o lIxsllee lIxsolle o1
¢(B) llxslle ™ &(Bo)llxs,llre [Ixsllee ™ ¢(Bo)

esitsizlikleri gerceklenir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

Ornek 4.4. ® : [0,00) — [0, 00] Orlicz fonksiyonu, p : R* — [1,00], a : R" — (1, 00)
ol¢iilebilir fonksiyon ve w bir agirlik fonksiyonu olsun.

s Eger ¢(z,t) = ®(t) ise M*?(R") Orlicz-Morrey uzayim gostermek iizere M*?¢(R") =
M®?(R") olur.

Eger p(x,t) = w(x)®(t) ise ME¢(R") agirlikli Orlicz-Morrey uzayini gdstermek
tizere M#?(R") = M2?(R") olur.

s Eger p(x,t) = tP@) ise MP()?(R") degisken iislii genellestirilmis Morrey uzayini
gostermek iizere M#¢(R") = MPO)?(R™) olur.

o Bger ¢(z,t) = || XB(an || e ise MPP(R") = L#(R") olur.

o Bger ¢(z,1) = ||[XBayllze ve o(x,t) ="+ a(z)t!, 1 <r < g < oo ise M#?(R")

"double phase" uzayi olur.

e Eger ¢(2,t) = ||[XByllze ve p(z,t) = tP@w(z) ise L:ZJ(')(R") agirhikli degisken iislii
uzay1 gostermek iizere M#¢(R") = LA (R") olur.

4.2. Maksimal Operatoriin Musielak-Orlicz-Morrey Uzaylarindaki Simirhilhig

Bu kisimin temel amaci, maksimal operatoriin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki
sinirlilik kosullarini belirlemektir. Bu incelemede, asagidaki lemmada ortaya konan lokal

esitsizlik kritik bir rol tistlenmektedir.
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Lemma 4.5. ¢ bir MO fonksiyonu olmak tizere (A0), (A1), (A2) ve (alnc) kosullarini
saglasin. Bu durumda her f € L (R"), 2z € R” and r > 0 i¢in

loc
I fllev@eny < e s 30 [ 28 1 o e @

esitsizliginin saglandig1 pozitif bir C' sabiti vardir. Burada C' > 0, f, x ve r den bagimsiz bir

sabittir.

Ispat. f fonksiyonunun

f:f1+f27 flIfXB($,27‘)7 f2:fXCB(x,27,)
gosterimi goz Oniine alinsin. Bu durumda
IM fllee@ern S IMfillesen) + 1M fallLe s

olur. M operatoriiniin L¥ (R") uzayi tizerindeki sinirhilifindan (Bkz. Teorem [2.12.),

IM fillesry < IMfillee@n S | fillee@n = 1 Fllze 52

elde edilir. || f|| o (B(z,1)) fonksiyonunun monotonlugu kullanilarak

X B || Lo sup IXB@s | e | fllLe B

2 fllze B2 | XB@m || Le tS;12p IXB @0 L

) ||XB(a:,r) ||L‘P
X B2 || e

2 e B,2r) 4.2)

= | fllzeB2r

elde edilir. Son esitsizlikte iyi bilinen "y25(2) < Mxp(z),Vz € R™" noktasal esitsizligi
kullanilmistir (Bkz. Lemma [2.17)). Sonug olarak

M filleBar) S IXB@m e sup IXB@n | e | fI Lo (B (4.3)

esitsizliginin gergeklendigi goriiliir.
y € B(x,r) ve B(y,t) N B(B(x,Zr)) # () kabulleri altinda asagidaki sonuglar
gecerlidir:

e t >rveB(y,t)N (B(z,2r)) C B(z,2t): Gergekten keyfi z € B(y,t) N (B(z, 2r))
icin

t>ly—z>le—z2—|zv—y|>2r—r=r
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ve ayni z i¢in
lz—z|<|ly—z|+|z—y| <t+r<2t

olur. Dolayisiyla

1
Mfy:sup—/ f(2)|dz
2< ) t>0 |B(y7t)‘ B(y,t)ﬁC(B(ﬂC727"))| ( )|
1
c o ep b d

su dz
t>£|Bmt|/xt |

elde edilir. Boylece her y € B(z, ) i¢in

1
Mfa(y) S sup 77— f(2)|dz
2< ) t>2r |B(l‘,t>| B(z,t)| ( )|

olur. Dolayistyla Holder esitsizligi ve Lemma[2.10] kullanilarak

M£(y) S sp Bl | fllus sy ool oo

< sup || fll e IXBEny I 22
t>2r

elde edilir. Yani M f,(y) fonksiyonu, y degiskeninden bagimsiz bir ifade ile iistten sinirlanmak-

tadir. Elde edilen esitsizligi B(x,r) tizerinden integre edersek
1M Pallesry) S lIxpenlleesup llf Ize B IXB@olze (4.4)

olur. Boylece (4.1)) esitsizliginin dogrulugu @.3) ve (4.4)’ten goriiliir. m

Teorem 4.6. ¢ bir MO fonksiyonu olmak iizere (A0), (Al), (A2) ve (alnc) kosullarin
saglasin. Kabul edelim ki C' > 0 sabiti x ve r den bagimsiz olmak iizere (¢1, o) ve ¢

fonksiyonlari

< .
sup. (Ogstgslgf é1(, 8) || X B(a,s) Hm) IXB@y e < C ¢a(x,r) (4.5)

kosulunu saglasm. Bu durumda M operatérii M¥ 1 (R™) uzayindan M¥?2(R") uzayma

sinirhdir.

Ispat. A iizerinde 6l¢iilebilir her f fonksiyonu icin

e\ 1
<esxs€1An f(x)) es:es;p @)
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esitliginin dogrulugundan ve || f|| L+ (B(2,+)) nin t degiskeninin azalmayan bir fonksiyonu olmasi

gerceginden
Wlemen oo Wl
ess inf ¢u(2, 8)l[XBas e oct<s<oo 1(2, 8)|[XB@s) Lo

sup | f1l Lo (B(a.5)

=/ b1 -
G S s e P A

olduguna dikkat ¢cekelim. (¢1, ¢2) ve ¢ fonksiyonlar1 (4.5]) kosulunu sagladigindan

sup || fllze e | XBen | e

r<t<oo
11z (¢
< f
sup it (s S)HXB T i inf 1@ 9)lPxss ol nllze

<l sup ( essing o1(25)Ixpallis ) Ixpeolz:

5 ng(l’, T) ||f||./\/l¢,¢1

olur. Boylece (4.1) lokal esitsizligi de kullanilarak

M fllpeee S sup oz, 7)™ StupHf\|w<B(x,t))HXB(z,wHZi
>r

zeR™,r>0

S [l avesn

elde edilir. m

Sonug 4.7. ¢ bir MO fonksiyonu olmak tizere (A0), (A1), (A2) ve (alnc) kosullarini
saglasin. Eger ¢ € G, ise M operatdrii M#¢(R") uzaymnda sinirhdur.

4.3. Riesz Potansiyelinin Musielak-Orlicz-Morrey Uzaylarindaki Simirhihigi

Bu kisimda Riesz potansiyelinin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki sinirliligi i¢in

gerek ve yeter kosullar arastirilacaktir.

Teorem 4.8. ¢ bir MO fonksiyonu olmak iizere (A0), (Al), (A2) ve (alnc) kosullarini
saglasin. 3 € (0,1) olmak iizere n(z,t) = ¢(x,t)° ve (x,t) = @(x,t'/%) olsun. Bu
durumda @.5) kosulu ile x € R™ ve t > 0 i¢in
(67 > [0} dr
t

kosulu I,, operatériiniin M¥?(R™) uzaymdan M¥""(R") uzayma smirh olmast igin yeterlidir.

15



Ispat. = € R" keyfi fakat sabit bir nokta olmak iizere genelligi bozmadan f fonksiyonunu

negatif olmayan bir fonksiyon ve I, f(z) < oo varsayabiliriz. Dikkat ¢cekelim ki

Iaf(:c)=2/B f) dy:2/ f(y)_ p

S Bate)) 1T — Y["

mto |x_y|n @

olacak sekilde ¢, > O vardir. Hedberg [29] yontemi kullanilarak

Iof(z) =2 / W) <venrp)

wto) ‘x - y‘n o

elde edilir.
Holder esitsizligi ve Lemma[2.10] tatbik edilirse

S Bt 1T — Y["°

o dr
z/ ()l mdy
(z lz—y| "

to))
|fWldy———
/ /15;)<x yl<r Tn—l—l «a

< / (T PP

to

olur. Sonug olarak (#.6) kosulu kullanilirsa
Lof(x) StEMf(x) S d(x,t0)" ™" M f(2)

Ve

If(x) < / B 72 Lo e dr

to

o d
S flaes [ 16(wn)

to

S 1l mesd(z. t0)?

elde edilir. Buradan (4.7)) ve (4.8)) esitsizlikleri kullanilirsa

Lo f(2) S min {(z, )" "M f(x), ¢(2, t0)" || f paes }

< supmin {s” M f (), 5| | age0 }
s>0

= (Mf ()" | fljges
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olur. Boylece her z € R" i¢cin

Iof(z) S (MF(@)? 1 £ ss 4.9)

noktasal esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla (4.9)) esitsizligi kullanilarak keyfi bir B yuvart i¢in

Haf ey S NPy | F 1o

esitsizligi gerceklenir. L¥(R™) uzaymnin norm tanimindan (Bkz. [27, s.108])

1) ey = 1Mo ) (4.10)

olur. Sonug olarak (.10) kullanilarak

Haf zoemy S NM Lo 11 e (4.11)

esitsizligi gerceklenir. Teorem 4.6 ve (@.11)) esitsizligi kullanilarak

||]af||Mw,n = sup 77(96 t) 1||Xth ||Lw||] f”Lw B(z,t))
z€R™ t>0

N ”f“/vlwf> ?Rlili>0n(l‘7t)_1||XB($7t)||Zle||Mf||§<ﬁ(B(x7t))

e

B8
1— _ _
2, ( s oo t) 1||><B<x,t>||L;||Mf||m3<x,t>>)
z€R™ t>0

= Hf”}\jlgqb ”Mfuﬁ/ﬁm 5 Hf”M%¢

elde edilir. m
Lemma.3] yardimiyla Riesz potansiyelinin simirliligini karakterize eden asagidaki
teorem ispatlanabilir.

Teorem 4.9. ¢ bir MO fonksiyonu olmak iizere (A0), (Al), (A2) ve (alnc) kosullarini
saglasin ve ¢ € G, olsun. 8 € (0,1) olmak iizere 1(z,t) = ¢(x,t)? ve (x,t) = @(x, t+/9)

olsun ve
o dr
/ P 3 ) L < 1 (e, 1) 4.12)
t T
kosulu saglansin. Bu durumda

t*¢(z,t) S nlz,t) (4.13)
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kosulu 1, operatdriiniin M¥?(R") uzayimdan M¥"7(R") uzayima simirli olmast i¢in gerekli

ve yeterlidir.

Ispat. (@.13) kosulunun yeterliligi Teorem de ispatlandi. Simdi gerekliligini ispatlayacagiz.
Keyfi bir By = B(xo, ) yuvari ve € By i¢cin Lemma ve Lemmaf4.3] yardimi ile

tg‘ < H[aXBo”Lw(Bo)

< 7’ B) _[0 B M < ” B“ B @, P <

elde edilir. B, keyfi secildiginden istenilen sonug elde edilmistir. m

4.4. Kesirli Maksimal Operatoriin Musielak-Orlicz-Morrey Uzaylarindaki Sinirhihig

Bu kisimda kesirli maksimal operatoriin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki Adams-tipli

stirliligr icin bir karakterizasyon verilecektir.

Teorem 4.10. ¢ bir M/ O fonksiyonu olmak iizere (A0), (A1), (A2) ve (alnc) kosullarint
saglasm. 3 € (0, 1) olmak iizere n(x, t) = ¢(z,t)? ve ¥(x,t) = p(z,t"/?) olsun. Eger @.3)
ve (#.13) kosullar1 gergekleniyorsa M, operatorii M*¥?(R") uzayindan M¥""(R") uzayina

sinirhdir.

Ispat. z € R", ¢t > 0 ve f € M®¥ olsun. Maksimal operatériin tanimi ve (#.13) kosulu
yardimiyla

|B .t |/ Y 2)|dz <M f(x) < (e, )7 M f(x)

olur. Musielak-Orlicz-Morrey normu ile Lemma [2.9] Lemma [2.10] ve (4.13) kosulu goz

oniinde bulundurularak

/ |d <to<HfHL“P (z,t))
|B T, t ’ B(z,t) ||XB (z,t) ||L“”

<t o2, ) [ fll e
S 6@, )| fllagewo

elde edilir.

Sawano vd. [49] s. 6492] tarafindan verilen teknik goz 6niine alinirsa

|B 1 |/ , 7 (@)ldz 5 mino(r, 87 M f (), ()71 f || age}
< supmin{s” M f(z), s°|| fl| pee }
s>0

= (M f(2))" | flljiZeo
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olur. Buradan her z € R" i¢in

Mof(x) S (MF@)? 1 £ ne (4.14)

olur. Béylece her B yuvari i¢in (.14) esitsizliginden

1Mo fllom) S N oy I1F |l

elde edilir. Sonug olarak (4.10) kullanilarak

1M flloy S UML) 1 g (4.15)

esitsizligi gerceklenir. Teorem 4.6 ve (.13 esitsizligi kullanilarak
[Mafllpgen = sup 02, )" IXBaoll e | Mafll Lo
zeR™,t>0

Sl sup (e, t) ixseoll s IM e (5w
R™, >0

S

8
= |1 £l s ( sup ¢($,t)_1||XB(x,t)||ZiIIMf||Lv<B(x,t)))

= 1 lxeee 1M fllges S N llagee

elde edilir. m

Teorem 4.11. ¢ bir MO fonksiyonu ve ¢ € G, olmak iizere (A0), (Al), (A2) ve (alnc)
kosullarini saglasin. 3 € (0, 1) olmak iizere n(x,t) = ¢(x, )’ ve ¥(z,t) = ¢(z, /%) olsun.
Bu durumda (@.13)) kosulu M,, operatériiniin M*??(R™) uzayindan M¥"7(R™) uzayina sinirh

olmasi icin gerekli ve yeterlidir.

Ispat. (#13) kosulunun yeterliligi Teorem da ispatlanmigtir. Simdi gerekliligini
ispatlayacagiz. Keyfi bir By = B(xo, o) yuvari ve x € By i¢in Lemma ve Lemmaf4.3]

yardimi ile

| MaxsollLe (s
OB LETED) <y (Bo) | Maxsoll asn S 1(Bo)llx ol ptee S

te <
0 lIxBo |l v ©(Bo)

~

elde edilir. B, keyfi secildiginden istenilen sonug elde edilmistir. m

Uyar 4.12. (2.1)) esitsizliginde verilen M, ve I, operatorleri arasindaki iligkiden dolay1 /,,
icin elde edilen sonuglar M, i¢in de gegerlidir. Fakat Teorem {.10.Jdan goriildiigii tizere M,

operatoriiniin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki sinirliligini daha zayif kosullar altinda
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incelemek miimkiindiir. Daha agik bir ifadeyle, M, operatoriiniin bu uzaylardaki sinirlilig1

icin (4.12)) integral kosuluna ihtiya¢ duyulmamaktadir.

4.5. Zayif Tipli Sonuclar

Bu kisimda, tanitilan Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarinin zayif hali incelenerek bu
uzaylarda maksimal operatoriiniin, kesirli maksimal operatoriiniin ve Riesz potansiyelinin

zayif tipli simirliliklar ile ilgili sonuclar verilecektir.

Tanim 4.13. ¢ bir M O fonksiyonu olmak iizere ¢(x,r), R" x [0, 00) tizerinde tanimli pozitif
olciilebilir bir fonksiyon olsun. f, R" {izerinde lokal integrallenilir bir fonksiyon olmak iizere

W M#?(R") ile gosterecegimiz zayif Musielak-Orlicz-Morrey uzay1

| fllwrem )
f o =||f G(Rny =  SUp ’
|| ||WM‘P || ||W_/Vl9° (R™) 2ER™, 150 ¢($’ T) ||XB(I77«) ||L<P

sonlu normuna sahip tiim dl¢iilebilir f fonksiyonlarin sinifidir.

Dikkat gekelim ki M#?(R") C WM#¢(R™) kapsamasi gegerlidir. Bunun yani sira

I llwates@ny < A1f 1 ves @) (4.16)

esitsizligi saglanir (Bkz. Uyar1[2.21.).

Lemma 4.14. ¢ bir MO fonksiyonu ve B := B(xg, 1) € B olsun. Eger ¢ € G, ise

C
¢(Bo)

1
——~ < IxBy lwatee <

¢(Bo)

olacak bigimde bir C' > 0 sabiti vardir.

Ispat. Lemmal4.3] ve (@16) kullamlarak

1
HXBOHWM“”“’ < HXBOH,M%¢ S m

elde edilir. Sonrasinda W M%¢(R") uzayinin tammindan her ¢ € (0, 1) i¢in

X B || Aere > 8o l[wre t||X{xB0>t}HLw ot
. - —_ =
0 d(Bo)xBolle ~ (Bo)llxmollze  ¢(Bo)

olur. Boylece ||x 5, || pe¢ > @ olur ki bu da ispati1 tamamlar. m

Maksimal operatdriin zayif sinirliligina iliskin olan Teorem [4.16. asagida sunulan

Lemma4.I5]te elde edilen lokal esitsizlik tizerine inga edilmistir.
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Lemma 4.15. ¢ bir MO fonksiyonu olmak iizere (A0), (A1) ve (A2) kosullarin1 saglasin.
Bu durumda her f € WL (R™), z € R" ve r > 0 i¢in

1M Fllwrewen < Clixpen e suplixs eollzz 1 f e B (4.17)
esitsizliginin saglandig1 pozitif bir C' sabiti vardir. Burada C' > 0, f, x ve r den bagimsiz bir

sabittir.

Ispat. f fonksiyonunun

f=h+foo fi=FfxBe), fo= fXCszr)

gosterimi goz Oniine alinsin. Bu durumda

M fllwreBen) S 1M Allweeser) + 1M fallwre )

olur. M operatdriiniin L¥(R™) uzaymdan W L#(R") uzayina olan sinirlihigindan (bkz. Teorem

2.22)

M fillwresy < (IM fillwee@ny S L fillze@ny = | fllLeB@2n)

elde edilir. Boylece (.17)) esitsizliginin dogrulugu (4.2)), (4.4) ve Uyari den goriiliir. m
Siradaki teorem maksimal operatoriin zayif Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki

stirliligr i¢in yeterli kosullar ifade etmektedir.

Teorem 4.16. ¢ bir M O fonksiyonu olmak iizere (A0), (A1) ve (A2) kosullarin1 saglasin.
Kabul edelim ki (¢1, ¢2) ve ¢ fonksiyonlari (4.5]) kosulunu saglasin. Bu durumda M operatdrii
M®?91(R") uzayindan W M#?2(R") uzayma smirlidir.

Ispat. Maksimal operatoriin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki simrlilig: (Bkz. Teorem
gosterilirken uygulanan teknige benzer olarak ispatta kilit bir rol oynayan Lemma[.5]
yerine Lemma .15 kullanilarak maksimal operatoriin zayf tipli stnirlilig: elde edilir. m

Bir sonraki teoremde M, operatoriiniin zayif Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki

siirlilig1 icin gerek ve yeter kosul verilecektir.

Teorem 4.17. ¢ bir MO fonksiyonu ve ¢ € G, olmak iizere (A0), (Al), (A2) ve (alnc)
kosullarini saglasin. 3 € (0, 1) olmak iizere n(x, t) = ¢(x, )’ ve ¢(z,t) = ¢(z, /%) olsun.
Bu durumda (@.13)) kosulu M,, operatdriiniin M#?(R") uzayindan W M¥""(R") uzayina

sinirli olmasi icin gerekli ve yeterlidir.

Ispat. Yeterlilik: B = B(x,t) yuvari i¢in (#.14) esitsizligi yardimiyla

1Mo fllw oz S N Nl ey | 1o
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olur. Daha sonra (.10) esitligi yardimiyla

1M F)Y lw o) = 1M F 1 Loy (4.18)

elde edilir. Sonug olarak (4.18)) kullanilirsa

1Mo fllweos) S IMF Iy e 1 e (4.19)

olur. Teorem4.16 ve (4.19) kosulu goz alinirsa

IMafllwasn = sup 0z, 8) " IXBEoll Lol Mafllwremsen

zeR™,t>0

5 ||f||/v(¢<f> Sup 77(95 t) 1||XB z,t ||L¢||Mf||WLs0 B(z,t))

xE

B
= 1/l xre ( Sup ¢(fﬂ,t)_1||xB(x,t>||ZiIIMfllme(x,m)

= Hf||Mw> HMf”WMw ~ ||f||Ms0¢

elde edilir. Boylece istenilen gosterilmisg olur.

Gereklilik: Teorem .11 Jin ispatinda kullanilan teknige benzer olarak Lemma 4.3
yerine Lemma .14 ] kullanilarak ispat tamamlanir. m

Simdi Riesz potansiyelinin zayif Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarindaki sinirliligini

ifade eden teorem verilecektir.

Teorem 4.18.  bir MO fonksiyonu ve ¢ € G, olmak iizere (A0), (A1) ve (A2) kosullarini
saglasm. 3 € (0, 1) olmak iizere n(z,t) = ¢(z,t)° ve (z,t) = ¢(x,t"/?) olsun. Eger (#.12)
kosulu saglamyor ise (#.13) kosulu I, operatdriiniin M*¥?(R") uzayindan W M¥"7(R")

uzayina sinirl olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir.

Ispat. Yeterlilik: B = B(x,t) olmak iizere her x € R" igin I, f(z) < (M f(x))? ||f||M¢ s

oldugu gercegi gdz Oniine alinirsa

[ afllwrem S “(Mf)ﬁ”WLw ||f“Mw

elde edilir. Dikkat edelim ki (4.10) esitliginden

M) wrosy = 1M Fllgy o)

olur. Sonug olarak son esitlik yardimi ile

H[af“WLw < HMfHWLw(B Hf“Mwb (4.20)
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esitsizligi gerceklenir. (4.20) esitsizligi g6z oniine alinir ve Teorem [4.16. kullanilirsa

H]afHWMwm: sup 7](%t)_1||XB(a:,t)HZ$||Iaf||WLw(B)
zeR™,t>0
1— _ _
S sup 0@ ) M xses Lo IM Yy e s
ER™ t>0

B
= || £ll v < sup ¢(x,t)1H><B<w,t>HZiHMfHWLv(m)
2ER™ t>0

S 1 llaee

elde edilir.
Gereklilik: Teorem .9 ]un ispatinda kullanilan teknige benzer olarak Lemma [4.3.
yerine Lemma .14 kullanilarak ispat tamamlanir. m

4.6. Ozel Durumlar

Bu kisimda Musielak-Orlicz-Morrey M#¢ uzaylarinda elde edilen sonuglarin, bu
uzaylarm ¢ (z,t) = tP(*) 6zel hali olan genellestirilmis degisken iislii Morrey uzaylarindaki ve
¢(x,t) = ||XB(n || 7+ Ozel hali olan Musielak-Orlicz uzaylarindaki yansimalari incelenecektir.

Simdi LP()(Q) degisken iislii Lebesgue uzaylarinda iyi bilinen baz1 kavramlar1 hatirlatalim:

Olgiilebilir bir p : © — [1, co] fonksiyonu igin

p~ :=essinfp(xr) ve p" :=esssupp(x)

olarak tanimlanir.

Birbirinden farkli her z, y € €2 i¢in

<
~ log (e + |x—iy|)

esitsizligi saglaniyorsa 117 fonksiyonuna log-Holder siireklidir denir ve }D € C'¢ ile gosterilir.
Simdi verecegimiz kosul Nekvinda’nin decay kosulu olarak adlandirilir ve ifadesi su
sekildedir:

1

/ ¢ 7= dz < 0o
{p(x)#poo}

olacak sekilde ¢ > 0 ve py, € [1, 00] vardir. Bu kosul ilk olarak Nekvinda [42] tarafindan
ortaya konulmustur.

Degisken iislii Lebesgue uzaylar1 hakkinda daha fazla bilgi i¢in [, [13] numaral
calismalar ve bu calismalardaki referanslar incelenebilir.

Asagidaki tablo ¢(z,t) = t?(®) 6zel durumu igin (A0), (A1), (A2), (aInc) ve (aDec)
kosullarinin nasil davrandigina iligkin sonuclar1 6zetlemektedir [27].

23



Tablo 4.1. Degisken iislii durumunda kosullar
p(x,t) | (A0) | (A1) (A2) (aInc) | (aDec)
@ | Dogru ]lo € C" | Nekvinda | p~ >1 | p"¥ <0

Bu calismada ulagilan sonuglar, 6zel bir durum olarak o(xz,t) = tP*) secimiyle elde

edilen genellestirilmis degisken iisli Morrey uzaylarina asagidaki sekilde uygulanabilir:

Sonug 4.19. Kabul edelim ki ]lj log-Holder siirekli olsun ve Nekvinda’nin decay kosulu

saglansin. Bu durumda C' > 0 sabiti = ve r den bagimsiz olmak iizere (¢, ¢-) fonksiyonlar

i : -l< ,
sup. (Ogsig inf é1(z, )X lze >> IXB@nllpe < Cd2(x,r) (4.21)
kosulunu sagliyorsa M operatorii MP()?1(R™) uzayindan W MP)92(R™) uzayina simrlidir.,
flave olarak eger p~ > 1ise M operatdrii MPC)91(R™) uzayma MP)-#2(R™) siirhidir.

Sonuc¢ 4.20. Kabul edelim ki % log-Holder siirekli olsun ve Nekvinda’nin decay kosulu

p()
saglansin. Yine kabul edelim ki ¢(z) > p(z) olsun. n(z,t) = ¢(x,t)® olarak tanimlansin.
Eger (#.6) ve (#.21) kosullar1 saglaniyorsa I,, operatorii MP():?(R™) uzayindan W M) (R™)
uzayma simrhdir. Tlave olarak eger p~ > 1 ise bu durumda I, operatorii MPO)¢(R™)

uzayindan M9)7(R™) uzayma siirhdir.

Sonuc 4.21. Kabul edelim ki % log-Holder siirekli olsun ve Nekvinda’nin decay kosulu

(@)
saglansin.Yine kabul edelim ki ¢(x) > p(x) olsun. n(z,t) = ¢(z, t)% olarak tanimlansin.

Eger (#13) kosulu ve (#21) kosulu saglaniyorsa M, operatorii MP()¢(R") uzayindan
W M1 (R™) uzayina simrhidir. Tlave olarak eger p~ > 1 ise bu durumda M,, operatorii
MPLS(R™) uzayindan M40-1(R™) uzayina sinrlidr.

Tamm [{.2]de verilen Gy() = G4 - sinifi goz Oniine alinirsa ilave ¢ € Gy
kosulu altinda (4.13) kosulunun sinirlilik icin ayn1 zamanda gerekli oldugu da asagidaki

sekilde verilebilir.

Sonuc¢ 4.22. Kabul edelim ki % log-Holder siirekli olsun ve Nekvinda’nin decay kosulu
saglansin. Yine kabul edelim ki ¢(z) > p(x) ve ¢ € G,y olsun. n(z,t) = ¢(x, t)% olarak
tammlansin. Eger (#.12) kosulu saglaniyorsa (@#.13) kosulu I, operatoriiniin MP()¢(R™)
uzaymdan W M?0)7(R™) uzayina sinirh olmast icin gerekli ve yeterlidir. flave olarak eger
p~ > 1 ise bu durumda (#.13) kosulu I,, operatoriiniin MP()¢(R") uzayindan M4C)7(R™)
uzayina sinirlt olmasi igin gerekli ve yeterlidir.

Sonuc¢ 4.23. Kabul edelim ki 119 log-Holder siirekli olsun ve Nekvinda’nin decay kosulu
p(x)
a()

saglansin. Yine kabul edelim ki ¢(x) > p(z) ve ¢ € Gy olsun. n(z,t) = ¢(x,1)

24



olarak tanimlansin. Bu durumda @.13) kosulu M, operatoriiniin MP():?(R™) uzayindan
W M) (R™) uzayia simirl olmast icin gerekli ve yeterlidir. lave olarak eger p~ > 1 ise bu
durumda (@.13) kosulu M,, operatériiniin MP0)¢(R") uzaymdan M0 (R™) uzayina simrh
olmasi icin gerekli ve yeterlidir.

Uyar 4.24. Sonug ve Sonug Guliyev ve Samko [16] tarafindan ispatlanmistir.
Sonuglar 4.21.] 4.22] ve 4.23] ise genellestirilmis degisken iislii Morrey uzaylarinda elde

edilmis yeni sonuglardir.

Elde edilen bulgular, ¢(x,t) = ||Xp(s || 7+ 6zel fonksiyonu igin yani Musielak-Orlicz

uzaylarinda asagidaki sonuglar verir:

Sonug 4.25. ¢ bir MO fonksiyonu olmak iizere (A0), (A1) ve (A2) kosullarini saglasin.
3 € (0, 1) olmak iizere 1(x, t) = p(x,t'/?) olsun ve

< _,dr o _
| e [ S 6 el “22)
t
kosulu saglansin. Bu durumda

t*IxBanlliee S IXB@ollLe (4.23)

kosulu I, operatériiniin L¥(R") uzaymdan W L¥(R") uzayma sinirl olmasi igin gerekli
ve yeterlidir. Eger ilave olarak ¢ fonksiyonu (alnc) sartim da sagliyorsa (#.23) kosulu I,
operatoriiniin L¥(R") uzaymdan L¥(R") uzayma sinirli olmast i¢in gerekli ve yeterlidir.

Sonug 4.26.  bir M O fonksiyonu olmak iizere (A0), (A1) ve (A2) kosullarini saglasmn. 5 €
(0,1) olmak iizere 1(x, ) = (x,t'/?) olsun. Bu durumda kosulu M, operatoriiniin
L?(R™) uzayindan W L¥(R™) uzayma simirh olmasi igin gerekli ve yeterlidir. Eger ilave
olarak ¢ fonksiyonu (alnc) sartin1 da sagliyorsa (4.23) kosulu M,, operatoriiniin L¥(R™)

uzayindan LY (R") uzayina sinirh olmasi igin gerekli ve yeterlidir.

Uyan 4.27. [25] ve [31] calismalarinda, Musielak-Orlicz uzaylarinda Riesz potansiyeli ve
kesirli maksimal operatoriin sinirlilik kogullari incelenmistir. Bizim burada elde ettigimiz
Sonug¢ ve Sonug ise s0z konusu ¢alismalardan farkli nitelikte olup, bu alandaki
mevcut literatiire yeni bir perspektif kazandirmaktadir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, iigiincii tip Orlicz-Morrey uzaylari temel alinarak, Musielak-Orlicz
uzaylari ile genellestirilmis Morrey uzaylarini birlestiren yeni bir yap1 olan M¥%(R")
Musielak-Orlicz-Morrey uzaylar1 tanmitilmistir. Harmonik analizin 6nemli arastirma problemle-
rinden biri olan "klasik operatorlerin farkli fonksiyon uzaylarindaki sinirlilik 6zelliklerinin
incelenmesi" goz Oniine alinarak, bu kapsamda maksimal operator, kesirli maksimal operator
ve potansiyel operator gibi temel operatorlerin s6z konusu uzaylardaki sinirlilik kosullarina
iliskin sonuglar elde edilmistir. Ancak, 6nemli bir eksik olarak, singiiler integral operatorlerin
bu uzaylardaki sinirlilik problemi ag¢ik kalmugtir.

Morrey uzaylari, kismi diferansiyel denklemler (KDD) alaninda Schrodinger denklem-
leri, potansiyel teorisi ve KDD ¢o6ziimlerinin diizenlilik (regularity) analizlerinde yaygin
uygulamalara sahiptir [51}152]. Musielak-Orlicz uzaylar (diger adiyla genellestirilmis Orlicz
uzaylar1), fonksiyon uzaylar teorisinde giderek onem kazanan bir aragtirma alanidir. Bu
uzaylar, degisken iislii Lebesgue uzaylar ve klasik Orlicz uzaylarin1 kapsayan dogal bir
genisleme sunmanin yani sira, lineer olmayan diferansiyel denklemler, goriintii isleme ve
akigkanlar dinami8i gibi ¢esitli uygulama alanlarina sahiptir [2, 4}, 22} 23 24| 26/ 30, 53].
Dolayisiyla, bu tezde ele alinan problemlerin etkisi yalnizca analizle sinirli kalmayip matemati-
gin diger disiplinlerine de uzanmaktadir.

Ayrica ulagilan genel sonuglarin, Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarinin 6zel durumlarina
indirgenmesiyle elde edilen 6zgiin bulgular sunularak literatiire yeni katkilar saglanmusgtir.
Ancak Musielak-Orlicz-Morrey uzaylar1 6zel durumlarda agirlikli uzaylari icermesine ragmen
(Ornek , calismada izlenen yontem geregi, elde edilen sonuclarin agirlikli 6zel durumlara
yansimalari incelenememistir. Daha acik ifadeyle, maksimal operatoriin Musielak-Orlicz
uzaylarindaki simirliligi icin Hésto’ niin [28] belirledigi kosullar temel alinmistir (Teorem
. Ornegin, agirlikli degisken iislii Lebesgue uzayina karsilik gelen ¢(z,t) = tP@w(x)
se¢iminde, (A0) kosulunun saglanmasi ancak ve ancak w =~ 1 olmasiyla miimkiindiir. Bu
da mevcut yontemle yalnizca "agirliksiz" durumlarin ele alinabilece8i anlamina gelir. Bu

kisitlamay1 agmak i¢in daha kapsayici yeni yaklagimlar gelistirilmesi gerekmektedir.
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