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BAZI KLASİK OPERATÖRLERİN
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Bu tezde, üçüncü tip Orlicz-Morrey uzaylarından hareketle, Musielak-Orlicz uzayları
ile genelleştirilmiş Morrey uzaylarını bütünleştiren ve Musielak-Orlicz-Morrey uzayları olarak
adlandırılan yeni bir fonksiyon uzayı sınıfı tanımlanmıştır. Tanıtılan bu yapı çerçevesinde,
harmonik analizin klasik operatörlerinden maksimal operatör, kesirli maksimal operatör ve
kesirli integral operatörlerin bu uzaylardaki sınırlılık davranışları sistematik olarak incelenmiştir.
Ayrıca ulaşılan genel sonuçların, Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarının özel durumlarına
indirgenmesiyle elde edilen özgün bulgular sunularak alana bu yönüyle de yeni katkılar
sağlanmıştır.
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M : Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü

Mα : Kesirli Maksimal Operatörü

Mp,λ(Rn) : Morrey Uzayı

Mφ,ϕ(Rn) : Musielak-Orlicz-Morrey Uzayı

Lφ(Rn) : Musielak-Orlicz Uzayı

MΦ,ϕ(Rn) : Orlicz-Morrey Uzayı

LΦ(Rn) : Orlicz Uzayı

L0(Rn) : Ölçülebilir Fonksiyonlar Sınıfı

Iα : Riesz Potansiyeli
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1. GİRİŞ

Genelleştirilmiş Orlicz uzayları ya da Orlicz-Nakano uzayları olarak da adlandırılan
Musielak-Orlicz uzaylarının teorisi 1931 yılında Orlicz [45] tarafından yapılan şu tespite
dayanmaktadır: “Lp uzaylarındaki p kuvveti, teorinin özünü kaybetmeden bir fonksiyonla

değiştirilebilir.” Daha açık bir ifadeyle, Orlicz bahsi geçen çalışmada∫ 1

0

|f(x)|p(x)dx <∞

koşulunu sağlayan ölçülebilir f fonksiyonlar sınıfını tanıtmıştır. Nitekim bu sınıf, son 20
yıldır aktif araştırma konusu olan ve literatürde binlerce makaleye esin kaynağı olan değişken
üslü Lebesgue uzaylarıdır. Ne var ki Orlicz, bu tek makalenin ardından değişken üslü uzaylar
alanındaki çalışmalarını terk ederek, günümüzde kendi adıyla bilinen fonksiyon uzayları
teorisine yoğunlaşmıştır [46, 47]. Orlicz uzayları, klasik Lp uzaylarının bir genellemesidir.
Bu uzaylarda, Lp uzaylarının tanımında kullanılan |·|p fonksiyonunun yerini Orlicz fonksiyonu
(Bkz. Tanım 2.1.) olarak adlandırılan bir Φ(·) fonksiyonu alır. (X,A, µ) ölçü uzayı olmak
üzere verilen bir Orlicz fonksiyonu Φ için LΦ Orlicz uzayı, bazı λ > 0 değerleri için

ρ(λf) =

∫
X

Φ(|λf |)dµ <∞ (1.1)

şartını sağlayan ölçülebilir f : X → R fonksiyonlarının kümesi olarak tanımlanır. Musielak-
Orlicz fonksiyon uzayları, Orlicz uzaylarının doğal bir genellemesi olarak ortaya çıkmıştır.
Şöyle ki, (1.1) eşitliğindeki Orlicz fonksiyonu Φ(·) yerine bir x ∈ X parametresine bağlı olan
Musielak-Orlicz fonksiyonuφ(x, ·) alınarak Musielak-Orlicz uzayları tanımlanır. Matematikte
ortak konulardan biri soyutlaştırmadır. Diğer bir deyişle belli bir durumda söz konusu olan bir
kavramın temel özelliklerini koruyarak onu daha genel bir duruma genişletmektir. Bu amaç
doğrultusunda (1.1) ifadesindeki ρ fonksiyonelinin belirli temel özellikleri soyutlanılarak
modüler fonksiyon uzayları adı verilen daha geniş bir sınıf Nakano [43, 44] tarafından
sistematik bir biçimde çalışılmıştır. Musielak-Orlicz uzayları ilk olarak Nakano’nun bu
çalışmasında modüler uzaylar bağlamında sunulmuş ve Musielak ve Orlicz [38] tarafından
geliştirilmiştir. Musielak [37], 1983’te yayınlanan kitabında Musielak-Orlicz uzaylarına dair
temel sonuçları derlemiştir. Bu uzaylarla ilgili daha fazla bilgi için genelleştirilmiş Orlicz
uzaylarının modern teorisi ve harmonik analiz ilişkisini kapsamlı şekilde ele alan Harjulehto
ve Hästö [27] tarafından yazılan kitap ve bu kitaptaki referanslar incelenebilir.

Morrey uzaylarının tarihsel gelişimine bakıldığında, ilk olarak Morrey [36] tarafından
quasilineer eliptik diferansiyel denklemlerin çözüm analizi için tanımlandığı görülmektedir.
Daha sonra Guliyev, Mizuhara ve Nakai [15, 35, 39] bu uzayların genelleştirilmiş versiyonlarını
ortaya koymuşlardır. Orlicz-Morrey uzayları Deringöz vd. [6] tarafından, klasik Orlicz

1



uzayları ile genelleştirilmiş Morrey uzaylarının yapısal özelliklerini birleştiren bir çerçeve
olarak tanımlanmıştır.

Literatürde, Orlicz-Morrey uzaylarının farklı tanımları mevcuttur. [21] numaralı
çalışmada kullanılan terminolojiye göre, [6]’daki tanım “üçüncü tür”, [40]’daki “birinci tür”
ve [50]’deki ise “ikinci tür” olarak sınıflandırılmaktadır. [14] kapsamındaki örnekler, birinci
ve ikinci tür ile ikinci ve üçüncü tür uzayların farklı yapılar olduğunu açıkça göstermektedir.
Bununla birlikte, birinci ve üçüncü tür uzaylar arasındaki kesin ilişki halen açık bir problem
olarak durmaktadır.

Temel bir ayrım olarak, üçüncü tür tanım yalnızca LΦ Orlicz uzayının normlu lineer
uzay olma özelliğine dayanmakta ve modüler yapıdan bağımsızdır. Buna karşılık, birinci ve
ikinci tür tanımlar modüler aileler kullanılarak inşa edilmiştir.

Bu tez, temel olarak üçüncü tür uzaylar çerçevesinde ilerlemektedir. Maksimal
operatörler, singüler operatörler ve potansiyel operatörler gibi harmonik analizin klasik
operatörlerinin bu uzaylarda ve ağırlıklı versiyonlarında sınırlı olduğu bilinmektedir. İlgili
sonuçlar için [6, 8, 9, 10, 11, 12, 18, 19, 20] numaralı çalışmalar kaynak gösterilebilir. Dikkat
çekelim ki sınırlılık çalışmaları, hem teorik derinlik hem de uygulama genişliği nedeniyle
modern analizin canlı bir araştırma alanıdır.

[32, 34, 41] numaralı çalışmalarda çeşitli Musielak-Orlicz-Morrey uzay versiyonları
tanıtılmıştır. [34, 41]’deki uzaylar birinci tür, [32]’deki uzaylar ise ikinci tür Musielak-Orlicz-
Morrey uzayları olarak görülebilir. Üçüncü tür Musielak-Orlicz-Morrey uzayları ise şimdiye
kadar incelenmemiştir.

Bu tezde üçüncü tip Orlicz-Morrey uzayı bakış açısıyla yukarıda bahsedilen tüm
fonksiyon uzaylarını kapsayacak şekilde Musielak-Orlicz-Morrey uzayları tanıtılmış bu
uzaylarda harmonik analizin klasik operatörlerinden Hardy-Littlewood maksimal operatörün,
kesirli maksimal operatörün ve Riesz potansiyelinin sınırlılıkları araştırılmıştır. Matematiksel
analizde, özellikle fonksiyon uzayları teorisinde, birçok temel norm eşitsizliğinin ispatı
Hardy-Littlewood maksimal operatörünün sınırlılık özelliğine dayanmaktadır (Bkz. Uyarı
2.14.). Çalışmamızda ele aldığımız kesirli maksimal operatörün ve Riesz potansiyelinin
sınırlılıkları da esas olarak Hardy-Littlewood maksimal operatörünün sınırlılığına dayandığın-
dan, öncelikle bu operatörün Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki davranışı incelenmiş
ve elde edilen sonuçların bir uygulaması olarak da kesirli maksimal operatörün ve Riesz
potansiyelinin sınırlılıkları için gerek ve yeter koşullar elde edilmiş ve elde edilen bu
sonuçların Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarının bazı özel hallerindeki yansımaları incelenmiştir.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Bu kısımda, çalışmamızın teorik altyapısını oluşturan temel tanımlar, ilgili fonksiyon
uzayları ve operatörler hakkında literatür bilgisi sunulmakta, aynı zamanda ana teoremlerimizin
ispatında ihtiyaç duyulan yardımcı sonuçlara da değinilmektedir.

2.1. Temel Kavramlar

B(x, r) ile Rn Öklid uzayında x ∈ Rn merkezli ve r > 0 yarıçaplı yuvar ve B ile
de tüm bu yuvarların kümesi gösterilecektir. Ölçülebilir bir E ⊂ Rn kümesinin (Lebesgue)
ölçüsü için |E| ve bu kümenin karakteristik fonksiyonu için χE gösterimi kullanılacaktır.
L0(Rn), Rn üzerindeki bütün (Lebesgue) ölçülebilir fonksiyonların kümesidir. Bu çalışma
boyunca, C > 0 mutlak bir sabit olmak üzere A ≲ B notasyonu ile A ≤ CB eşitsizliğini
ifade edeceğiz. Benzer şekilde, hem A ≲ B hem de B ≲ A sağlanıyorsa, bu durum A ≈ B

şeklinde gösterilecektir. "Neredeyse L-artan" ifadesi ile belli bir L ≥ 1 sabiti ve her s < t için
f(s) ≤ Lf(t) eşitsizliğini gerçekleyen bir fonksiyonu anlayacağız. "Neredeyse L-azalan"
deyimi ile belli bir L ≥ 1 sabiti her s < t için f(s) ≥ Lf(t) eşitsizliğini gerçekleyen bir
fonksiyonu anlayacağız.

2.2. Musielak-Orlicz Fonksiyonları

Şimdi Musielak-Orlicz uzaylarını tanımlamak için kullanılan Musielak-Orlicz (MO)

fonksiyonlarının tanımı verilerek temel özellikleri incelenecektir. Bu bölüm [27] numaralı
kaynak temel alınarak hazırlanmıştır.

Tanım 2.1. Eğer bir φ : Rn × [0,∞) → [0,∞] fonksiyonu,

• Keyfi bir f : Rn → R fonksiyonu için x 7→ φ(x, |f(x)|) fonksiyonu ölçülebilir,

• Her x ∈ Rn için t 7→ φ(x, t) fonksiyonu artan,

• Her x ∈ Rn için φ(x, 0) = limt→0+ φ(x, t) ve limt→∞ φ(x, t) = ∞,

• x noktasından bağımsız bir L sabiti ile t 7→ φ(x,t)
t

fonksiyonu (0,∞) üzerinde neredeyse
L-artan

koşullarını sağlıyorsa Musielak-Orlicz (MO) fonksiyonu olarak adlandırılır. Eğer φ (MO)

fonksiyonu x değişkeninden bağımsız ise Orlicz fonksiyonu olarak adlandırılır.

Tanım 2.2. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere, φ fonksiyonunun (genelleştirilmiş) tersi

φ−1(x, τ) := inf{t ≥ 0 : φ(x, t) ≥ τ}

ile tanımlanır.
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Tanım 2.3. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere, φ fonksiyonunun tümleyeni

φ∗(x, t) = sup
s≥0

(st− φ(x, u))

ile tanımlanır. Ayrıca φ fonksiyonunun tümleyeni tanımından her t, u ≥ 0 için

tu ≤ φ(x, t) + φ∗(x, u)

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Young eşitsizliği adı verilir.

Aşağıda tanımlanan koşullar maksimal operatörün sınırlılığını ve düzgün fonksiyonların
yoğunluğunu garanti etmektedir.

Tanım 2.4. φ : Rn × [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyor denir:

(aInc)p Bir Lp ≥ 1 ve hemen her x ∈ Rn için eğer t 7→ φ(x,t)
tp

(p > 0) fonksiyonu (0,∞)

üzerinde neredeyse Lp-artan oluyorsa.

(aDec)q Bir Lq ≥ 1 ve hemen her x ∈ Rn için eğer t 7→ φ(x,t)
tq

(q > 0) fonksiyonu (0,∞)

üzerinde neredeyse Lq-azalan oluyorsa.

(A0) Eğer hemen her x ∈ Rn için β ≤ φ−1(x, 1) ≤ 1
β

olacak şekilde β ∈ (0, 1] varsa.

(A1) Her t ∈ [1, 1
|B| ], hemen her x, y ∈ B, |B| ≤ 1 olacak şekildeki her B yuvarı için

βφ−1(x, t) ≤ φ−1(y, t)

olacak şekilde β ∈ (0, 1) varsa.

(A2) Sırasıyla φ∞(t) ∈ [0, s] ve φ(x, t) ∈ [0, s] olduğunda hemen her x ∈ Rn için

φ(x, βt) ≤ φ∞(t) + h(x) ve φ∞(βt) ≤ φ(x, t) + h(x)

olacak şekilde bir MO fonksiyonu φ∞, h ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn), β ∈ (0, 1] ve s > 0

varsa.

Eğer φ fonksiyonu bir p > 1 için (aInc)p koşulunu sağlıyor ise φ fonksiyonu (aInc) koşulunu
sağlar denir. Benzer olarak φ fonksiyonu bir q < ∞ için (aDec)q koşulunu sağlıyor ise φ
fonksiyonu (aDec) koşulunu sağlar denir.

Tanım 2.5. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere olmak üzere

(i) Eğer her t ≥ 0 için

φ(2t) ≤ cφ(t)
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eşitsizliğinin sağlandığı pozitif bir c sabiti varsa φ, ∆2 koşulunu sağlıyor denir. Bu
durum φ ∈ ∆2 ile gösterilir.

(ii) Eğer φ∗ ∈ ∆2 ise φ, ∇2 koşulunu sağlıyor denir. Bu durum φ ∈ ∇2 ile gösterilir.

Uyarı 2.6. (aInc) ve (aDec) koşulları, sırasıyla, klasik Orlicz uzay teorisindeki ∇2 ve ∆2

koşullarına karşılık gelmekte olup sıklıkla problematik L1 ve L∞ uzaylarını dışlamak için
kullanılır.

2.3. Musielak-Orlicz Uzayları

Musielak-Orlicz uzayları; klasik Lebesgue uzayları, Orlicz uzayları ve değişken üslü
uzaylar gibi yaygın olarak çalışılan fonksiyon uzaylarını özel durum olarak içermektedir. Bu
uzaylar hem değişken üslü hem de Orlicz uzaylarında elde edilen sonuçları kapsayan doğal
bir genelleme olmasının yanı sıra, lineer olmayan diferansiyel denklemler, görüntü işleme ve
akışkanlar dinamiği gibi geniş uygulama alanlarına sahiptir.

Tanım 2.7. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere Musielak-Orlicz uzayı Lφ(Rn), belli bir
λ > 0 için ∫

Rn
φ(x, λ|f(x)|)dx <∞

koşulunu sağlayan f ∈ L0(Rn) fonksiyonlarının sınıfı olarak tanımlanır. Lφ(Rn), üzerinde
tanımlanan

∥f∥Lφ ≡ ∥f∥Lφ(Rn) := inf{λ > 0 :

∫
Rn
φ(x,

|f(x)|
λ

)dx ≤ 1}

(quasi) normu ile bir (quasi) Banach uzayıdır [27].

Uyarı 2.8. Yukarıdaki tanım, E ⊂ Rn alt kümelerine

∥f∥Lφ(E) ≡ ∥fχE∥Lφ

anlamında kolaylıkla kısıtlanabilir.

Lemma 2.9. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere f ∈ Lφ(Rn) ve g ∈ Lφ
∗
(Rn) olsun. Bu

durumda ∫
Rn

|f(x)||g(x)|dx ≤ 2∥f∥Lφ(Rn)∥g∥Lφ∗ (Rn)

eşitsizliği sağlanır [27, Lemma 3.2.11].

5



Lemma 2.10. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1) ve (A2) koşullarını sağlansın.
Bu durumda bütün B ⊂ Rn yuvarları için

∥χB∥Lφ∥χB∥Lφ∗ ≈ |B|

elde edilir [27, Önerme 4.4.8].

Şimdi bu tezde sınırlılık özellikleri incelenecek olan maksimal, kesirli maksimal,
kesirli integral (Riesz potansiyeli) operatörler hakkında bilgi verilecektir.

Tanım 2.11. f lokal integrallanebilir bir fonksiyon olmak üzere, Hardy-Littlewood maksimal
operatörü M ,

Mf(x) := sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy, x ∈ Rn

biçiminde tanımlı operatördür.

Hardy-Littlewood maksimal operatörün Musielak-Orlicz uzaylarındaki sınırlılığı
Hästö [28] tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 2.12. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1), (A2) ve (aInc) koşullarını
sağlasın. Bu durumda her f ∈ Lφ(Rn) için

∥Mf∥Lφ ≲ ∥f∥Lφ

elde edilir.

Tanım 2.13. f , Rn üzerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < α < n için Iα kesirli
integral operatörü (Riesz potansiyeli) aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Iαf(x) =

∫
Rn

|x− y|α−nf(y)dy, x ∈ Rn.

Uyarı 2.14. Literatürde Hedberg eşitsizliği olarak bilinen ve Iα ileM operatörlerini ilişkilendi-
ren aşağıdaki noktasal eşitsizlik, ilk kez [29]’da ispatlanmıştır:

Iαf(x) ≲Mf(x)1−
αp
n ∥f∥

αp
n

Lp(Rn), x ∈ Rn.

Bu eşitsizliğin önemli bir avantajı, Iα operatörüyle ilişkili problemleri, genellikle çözümü daha
kolay olan Hardy-Littlewood maksimal operatörüM ile ilişkili problemlere indirgeyebilmesidir.
Örneğin,M operatörününLp(Rn) uzaylarında sınırlı olması ve Hedberg eşitsizliği kullanılarak,
Iα operatörünün Lp(Rn) üzerindeki sınırlılığı kolaylıkla elde edilebilir.
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Tanım 2.15. Rn üzerinde lokal integrallenebilir bir f fonksiyonu ve 0 ≤ α < n parametresi
için Mα kesirli maksimal operatörü şöyle tanımlanır:

Mαf(x) = sup
r>0

|B(x, r)|−1+α
n

∫
B(x,r)

|f(y)|dy, x ∈ Rn.

Özellikle α = 0 alındığında M0 operatörü Hardy-Littlewood maksimal operatörü M ile
çakışır.

Uyarı 2.16. Iα ve Mα operatörleri arasında 0 < α < n, f ∈ L1
loc(Rn) ve x ∈ Rn olmak

üzere

Mα(f)(x) ≲ Iα(|f |)(x) (2.1)

ilişkisi vardır [33].

Aşağıda M , Iα ve Mα operatörlerine ilişkin ana teoremlerin ispatında önemli rol
oynayan standart eşitsizlikler sunulmaktadır. Literatürde yaygın olarak bilinen bu sonuçlar,
çalışmanın bütünlüğünü sağlamak amacıyla basit ispatlarıyla birlikte verilecektir.

Lemma 2.17. Her z ∈ Rn için

χB(x,2r)(z) ≲MχB(x,r)(z)

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. z ∈ B(x, 2r) olmak üzere B(x, r) ⊂ B(z, 3r) olduğu açıktır. Maksimal operatörün
tanımı ve B(x, r) ⊂ B(z, 3r) olduğu dikkate alınırsa

MχB(x,r)(z) ≥
1

|B(z, 3r)|

∫
B(z,3r)

χB(x,r)(y)dy =
|B(x, r)|
|B(z, 3r)|

= 3−n

elde edilir ve böylece istenilen eşitsizlik ispatlanmış olur.

Lemma 2.18. B0 ⊂ Rn keyfi fakat sabit bir yuvar olsun. Her x ∈ B0

Mα(χB0)(x) ≳ |B0|α/n

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. B0 = B(x0, r0) olmak üzere x ∈ B0 için B0 ⊂ B(x, 2r0) olur. Kesirli maksimal
operatörün tanımı ve bu kapsama dikkate alınırsa
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MαχB0(x) ≥
1

|B(x, 2r0)|1−
α
n

∫
B(x,2r0)

χB0(y)dy =
|B0|

|B(x, 2r0)|1−
α
n

= 2−n+α|B0|α/n

elde edilir ve böylece istenilen eşitsizlik ispatlanmış olur.

Lemma 2.19. B0 ⊂ Rn keyfi fakat sabit bir yuvar olsun. Her x ∈ B0

Iα(χB0)(x) ≳ |B0|α/n

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. x, y ∈ B0 := B(x0, r0) olmak üzere |x − y| ≤ |x − x0| + |x0 − y| < 2r0 olur.
|r0|α−n ≲ |x−y|α−n eşitsizliğinin her iki tarafı integre edilerek istenilen eşitsizlik ispatlanmış
olur.

2.4. Zayıf Musielak-Orlicz Uzayları

Tanım 2.20. φ birMO fonksiyonu olmak üzereWLφ(Rn) ile göstereceğimiz zayıf Musielak-
Orlicz uzayı

WLφ(Rn) := {f ∈ L0(Rn) : ∥f∥WLφ <∞}

şeklinde tanımlanır. Burada ∥f∥WLφ normu

∥f∥WLφ = sup
t>0

∥tχ{|f |>t}∥Lφ

şeklinde verilir [27].

Uyarı 2.21. tχ{|f |>t} ≤ |f | eşitsizliği dikkate alındığında φ bir MO fonksiyonu olmak üzere
Lφ(Rn) ⊂ WLφ(Rn) olur. Bunun yanı sıra ∥f∥WLφ ≤ ∥f∥Lφ eşitsizliği sağlanır.

Aşağıda maksimal operatörün Musielak-Orlicz uzaylarındaki zayıf sınırlılığı ile ilgili sonuç
verilmiştir.

Teorem 2.22. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1) ve (A2) koşullarını sağlasın.
Bu durumda her f ∈ Lφ(Rn) için

∥Mf∥WLφ ≲ ∥f∥Lφ

elde edilir [27, Teorem 4.3.10].
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3. MATERYAL VE METOT

Harmonik analizin klasik operatörlerinin Morrey tipli uzaylarda sınırlılığının araştırıl-
ması çalışmalarında kullanılan metotlardan birisi ilk olarak ilgili operatörün Morrey tipli
uzayın temelini oluşturan normu üzerine lokal bir eşitsizlik elde edilmesi ve bu eşitsizlik
yardımıyla sınırlılıkla ilgili sonucun ispatlanmasıdır. Örneğin Mp,ϕ(Rn) genelleştirilmiş
Morrey uzayında maksimal operatörün sınırlılığı için ilgili eşitsizlik ∥Mf∥Lp(B) için elde
edilirken MΦ,ϕ(Rn) Orlicz-Morrey uzayında bu eşitsizlik ∥Mf∥LΦ(B) için elde edilir. Ayrıca
bu lokal eşitsizliğin ispatında ilgili operatörün Morrey tipli uzayın temelini oluşturan uzaydaki
sınırlılığı kullanılmaktadır. Yukarıdaki örnekler için konuşacak olursak genelleştirilmiş
Morrey uzaylarındaki çalışmalarda maksimal operatörün Lp uzaylarındaki sınırlılığına, Orlicz-
Morrey uzaylarındaki çalışmalarda ise maksimal operatörünLΦ Orlicz uzaylarındaki sınırlılığı-
na ihtiyaç duyulur. Bu ispat yöntemi Guliyev [15] tarafından 1994 yılındaki doktora tezinde
ortaya konulmuş ve Lp Lebesgue normu üzerinden lokal eşitsizlikler elde edilerek sonuca
ulaşılmıştır. Sonrasında 2015 yılında Deringöz [7] doktora tezinde bu yöntemi Lp Lebesgue
normundanLΦ Orlicz normuna genelleştirilmiş ve bu sayede klasik operatörlerin Orlicz-Morrey
uzaylarındaki sınırlıkları elde edilmiştir. Bu tezde de bu ispat yöntemi baz alınacaktır.
Daha açık yazacak olursak yukarıdaki tezlerde elde edilen sonuçları da kapsayacak şekilde
∥Mf∥Lφ(B) Musielak-Orlicz normu üzerine lokal bir eşitsizlik elde edilecek ve bu sayede
maksimal operatörün Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki sınrlılığı elde edilecektir. Bu
eşitsizlik elde edilirken mevzubahis teknik gereği maksimal operatörün Musielak-Orlicz
uzayındaki sınırlılığına ihtiyaç duyulmaktadır. Bu sınırlılık sonucu farklı yazarlar tarafından
farklı yollar izlenerek elde edilmiştir. Bu konuda daha detaylı bilgi için [27] numaralı
kaynaktaki Bölüm 7.3 incelenebilir. Biz bu tez çalışmasında çerçevesi Hästö [28] tarafından
belirlenen yolu takip edeceğiz.

Morrey tipli uzaylarda kesirli integral operatörünün sınırlılığı konusunda öne çıkan
iki önemli sonuç bulunmaktadır. Bunlardan birincisi Spanne [48] tarafından, ikincisi ise
Adams [1] tarafından ortaya konmuştur. Adams’ın elde ettiği sonuç, Spanne’ninkine kıyasla
daha güçlü olmakla birlikte, Spanne tipi sonuçların uygulama alanı daha geniştir. Özellikle,
Adams tipi sonuçlar, Hedberg tipi noktasal eşitsizliklere (Uyarı 2.14.) dayandığından, lokal
Morrey uzayları gibi bazı durumlarda kullanıma uygun değildir. Bu tezde kesirli integral
operatörlerin Adams tipli sınırlılıkları araştırılmıştır. Daha kesin bir dille ifade edecek
olursak genelleştirilmiş Morrey uzaylarında Riesz potansiyelinin sınırlılığı için elde edilmiş
3 farklı Adams tipli sınırlılık vardır. Bunlar literatürde Adams-Guliyev, Adams-Gunawan
ve Adams-Ding tipli sonuçlar olarak adlandırılmaktadır [17]. Bu tezin odak noktası ise
Adams-Gunawan tipli sonuçlar olacaktır. Bu sonuçlar Riesz potansiyelinin maksimal operatörle
kontrol edilebileceği gerçeğine dayanmaktadır. Genelleştirmiş Morrey uzaylarında uygulanan
bu teknik Deringoz vd. [8] tarafından Orlicz-Morrey uzaylarına genişletilmiştir. Bu tezde ise
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yukarıda elde edilen sonuçları kapsayacak şekilde bahsi geçen teknik Musielak-Orlicz-Morrey
uzaylarına taşınarak Riesz potansiyelinin bu uzaylardaki Adams-Gunawan tipli sınırlılığı
araştırılmıştır.

Son olarak Uyarı 2.16. gereğince kesirli maksimal operatör Mα ve Riesz potansiyeli
Iα arasındaki

Mα(f)(x) ≲ Iα(|f |)(x)

ilişkisinden Iα için elde edilmiş bu sonuçlar Mα için de geçerlidir. Fakat Mα operatörünün
Morrey tipli uzaylardaki sınırlılığını daha zayıf koşullar altında incelemek mümkündür [3].
Bu gerçek göz önünde bulundurularak kesirli maksimal operatörün Musielak-Orlicz-Morrey
uzaylarındaki davranışı ayrı bir bölümde incelenmiş ve elde edilen sonuç Riesz potansiyeli
için elde edilmiş sonuçla mukayese edilmiştir.

Kullanılan makale ve kitaplar Kaynaklar bölümünde belirtilmiştir. Ek olarak, bu tezin
yazımı için LaTeX programı kullanılmıştır.
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4. BULGULAR TARTIŞMA

Bu bölümde literatürde daha önce tanımlanmamış olan üçüncü tip Musielak-Orlicz-
Morrey uzaylarının ve zayıf Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarının tanımları verilecek ve
bu uzaylarda Hardy-Littlewood maksimal operatör, kesirli maksimal operatör ve Riesz
potansiyelinin sınırlılıkları ile ilgili elde edilen sonuçlar sunulacaktır. Daha sonra elde edilen
bu sonuçların Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarının özel hali olan genelleştirilmiş değişken
üslü Morrey ve Musielak-Orlicz uzaylarındaki yansımaları incelenecektir.

4.1. Musielak-Orlicz-Morrey Uzayları

Şimdi Mφ,ϕ(Rn) Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarının tanımı verilerek bu uzayların
yapısı incelenecektir.

Tanım 4.1. φ bir MO fonksiyonu ve ϕ(x, r), Rn× [0,∞) üzerinde tanımlı pozitif ölçülebilir
bir fonksiyon olsun. f , Rn üzerinde lokal integrallenilir bir fonksiyon olmak üzere Mφ,ϕ(Rn)

ile göstereceğimiz Musielak-Orlicz-Morrey uzayı

∥f∥Mφ,ϕ ≡ ∥f∥Mφ,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

∥f∥Lφ(B(x,r))

ϕ(x, r)∥χB(x,r)∥Lφ

sonlu normuna sahip tüm ölçülebilir f fonksiyonlarının sınıfıdır.

Tanım 4.2. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere Gφ ile

inf
B∈B; rB≤rB0

ϕ(B) ≳ ϕ(B0), ∀B0 ∈ B

ve
inf

B∈B; rB≥rB0

ϕ(B)∥χB∥Lφ ≳ ϕ(B0)∥χB0∥Lφ , ∀B0 ∈ B,

olacak şekilde tüm ϕ : Rn×(0,∞) → (0,∞) fonksiyonlarının kümesi gösterilecektir. Burada
rB ve rB0 sırasıyla B ve B0 yuvarlarının yarıçaplarıdır.

Aşağıda sunulan lemma, ϕ ∈ Gφ sınıfının teorik çalışmalardaki önemine ve pratik
değerine ışık tutmaktadır.

Lemma 4.3. φ bir MO fonksiyonu ve B0 := B(x0, r0) ∈ B olsun. Eğer ϕ ∈ Gφ ise

1

ϕ(B0)
≤ ∥χB0∥Mφ,ϕ ≤ C

ϕ(B0)

olacak biçimde bir C > 0 sabiti vardır.

11



İspat. Uzayın tanımı gereğince

∥χB0∥Mφ,ϕ = sup
B∈B

1

ϕ(B)

∥χB0∩B∥Lφ
∥χB∥Lφ

eşitliği geçerlidir. Böylece eşitsizliğin sol tarafının ispatı açıktır.
Şimdi sağ taraftaki eşitsizliğin de gerçeklendiğini gösterelim. B = B(x, r) keyfi bir

yuvar olsun. Eğer r ≤ r0 ise ϕ(B0) ≤ Cϕ(B) olur ve

1

ϕ(B)

∥χB0∩B∥Lφ
∥χB∥Lφ

≤ 1

ϕ(B)
≲

1

ϕ(B0)

eşitsizlikleri sağlanır.
Diğer yandan eğer r ≥ r0 ise bu durumda ϕ(B0)∥χB0∥Lφ ≤ Cϕ(B)∥χB∥Lφ olur ve

1

ϕ(B)

∥χB0∩B∥Lφ
∥χB∥Lφ

≲
∥χB∥Lφ

ϕ(B0)∥χB0∥Lφ
∥χB0∥Lφ
∥χB∥Lφ

≲
1

ϕ(B0)

eşitsizlikleri gerçeklenir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Örnek 4.4. Φ : [0,∞) → [0,∞] Orlicz fonksiyonu, p : Rn → [1,∞], a : Rn → (1,∞)

ölçülebilir fonksiyon ve w bir ağırlık fonksiyonu olsun.

• Eğerφ(x, t) = Φ(t) ise MΦ,ϕ(Rn) Orlicz-Morrey uzayını göstermek üzere Mφ,ϕ(Rn) =

MΦ,ϕ(Rn) olur.

• Eğer φ(x, t) = w(x)Φ(t) ise MΦ,ϕ
w (Rn) ağırlıklı Orlicz-Morrey uzayını göstermek

üzere Mφ,ϕ(Rn) = MΦ,ϕ
w (Rn) olur.

• Eğer φ(x, t) = tp(x) ise Mp(·),ϕ(Rn) değişken üslü genelleştirilmiş Morrey uzayını
göstermek üzere Mφ,ϕ(Rn) = Mp(·),ϕ(Rn) olur.

• Eğer ϕ(x, t) = ∥χB(x,t)∥−1
Lφ ise Mφ,ϕ(Rn) = Lφ(Rn) olur.

• Eğer ϕ(x, t) = ∥χB(x,t)∥−1
Lφ ve φ(x, t) = tr + a(x)tq, 1 ≤ r < q < ∞ ise Mφ,ϕ(Rn)

"double phase" uzayı olur.

• Eğer ϕ(x, t) = ∥χB(x,t)∥−1
Lφ ve φ(x, t) = tp(x)w(x) ise Lp(·)w (Rn) ağırlıklı değişken üslü

uzayı göstermek üzere Mφ,ϕ(Rn) = L
p(·)
w (Rn) olur.

4.2. Maksimal Operatörün Musielak-Orlicz-Morrey Uzaylarındaki Sınırlılığı

Bu kısımın temel amacı, maksimal operatörün Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki
sınırlılık koşullarını belirlemektir. Bu incelemede, aşağıdaki lemmada ortaya konan lokal
eşitsizlik kritik bir rol üstlenmektedir.
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Lemma 4.5. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1), (A2) ve (aInc) koşullarını
sağlasın. Bu durumda her f ∈ Lφloc(Rn), x ∈ Rn and r > 0 için

∥Mf∥Lφ(B(x,r)) ≤ C∥χB(x,r)∥Lφ sup
t>2r

∥χB(x,t)∥−1
Lφ ∥f∥Lφ(B(x,t)) (4.1)

eşitsizliğinin sağlandığı pozitif bir C sabiti vardır. Burada C > 0, f , x ve r den bağımsız bir
sabittir.

İspat. f fonksiyonunun

f = f1 + f2, f1 = fχB(x,2r), f2 = fχ ∁B(x,2r)

gösterimi göz önüne alınsın. Bu durumda

∥Mf∥Lφ(B(x,r)) ≲ ∥Mf1∥Lφ(B(x,r)) + ∥Mf2∥Lφ(B(x,r))

olur. M operatörünün Lφ(Rn) uzayı üzerindeki sınırlılığından (Bkz. Teorem 2.12.),

∥Mf1∥Lφ(B(x,r)) ≤ ∥Mf1∥Lφ(Rn) ≲ ∥f1∥Lφ(Rn) = ∥f∥Lφ(B(x,2r))

elde edilir. ∥f∥Lφ(B(x,t)) fonksiyonunun monotonluğu kullanılarak

∥χB(x,r)∥Lφ sup
t>2r

∥χB(x,t)∥−1
Lφ ∥f∥Lφ(B(x,t))

≳ ∥f∥Lφ(B(x,2r))∥χB(x,r)∥Lφ sup
t>2r

∥χB(x,t)∥−1
Lφ

= ∥f∥Lφ(B(x,2r))

∥χB(x,r)∥Lφ
∥χB(x,2r)∥Lφ

≳ ∥f∥Lφ(B(x,2r)) (4.2)

elde edilir. Son eşitsizlikte iyi bilinen "χ2B(z) ≲ MχB(z),∀z ∈ Rn" noktasal eşitsizliği
kullanılmıştır (Bkz. Lemma 2.17.). Sonuç olarak

∥Mf1∥Lφ(B(x,r)) ≲ ∥χB(x,r)∥Lφ sup
t>2r

∥χB(x,t)∥−1
Lφ ∥f∥Lφ(B(x,t)) (4.3)

eşitsizliğinin gerçeklendiği görülür.
y ∈ B(x, r) ve B(y, t) ∩ ∁

(B(x, 2r)) ̸= ∅ kabulleri altında aşağıdaki sonuçlar
geçerlidir:

• t > r ve B(y, t) ∩ ∁
(B(x, 2r)) ⊂ B(x, 2t): Gerçekten keyfi z ∈ B(y, t) ∩ ∁

(B(x, 2r))

için
t > |y − z| ≥ |x− z| − |x− y| > 2r − r = r
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ve aynı z için
|x− z| ≤ |y − z|+ |x− y| < t+ r < 2t

olur. Dolayısıyla

Mf2(y) = sup
t>0

1

|B(y, t)|

∫
B(y,t)∩ ∁(B(x,2r))

|f(z)|dz

≤ 2n sup
t>r

1

|B(x, 2t)|

∫
B(x,2t)

|f(z)|dz

= 2n sup
t>2r

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz

elde edilir. Böylece her y ∈ B(x, r) için

Mf2(y) ≲ sup
t>2r

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz

olur. Dolayısıyla Hölder eşitsizliği ve Lemma 2.10. kullanılarak

Mf2(y) ≲ sup
t>2r

|B(x, t)|−1∥f∥Lφ(B(x,t))∥χB(x,t)∥Lφ∗

≲ sup
t>2r

∥f∥Lφ(B(x,t))∥χB(x,t)∥−1
Lφ

elde edilir. YaniMf2(y) fonksiyonu, y değişkeninden bağımsız bir ifade ile üstten sınırlanmak-
tadır. Elde edilen eşitsizliği B(x, r) üzerinden integre edersek

∥Mf2∥Lφ(B(x,r)) ≲ ∥χB(x,r)∥Lφ sup
t>2r

∥f∥Lφ(B(x,t))∥χB(x,t)∥−1
Lφ (4.4)

olur. Böylece (4.1) eşitsizliğinin doğruluğu (4.3) ve (4.4)’ten görülür.

Teorem 4.6. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1), (A2) ve (aInc) koşullarını
sağlasın. Kabul edelim ki C > 0 sabiti x ve r den bağımsız olmak üzere (ϕ1, ϕ2) ve φ
fonksiyonları

sup
r<t<∞

(
ess inf
0<t<s<∞

ϕ1(x, s)∥χB(x,s)∥Lφ
)
∥χB(x,t)∥−1

Lφ ≤ C ϕ2(x, r) (4.5)

koşulunu sağlasın. Bu durumda M operatörü Mφ,ϕ1(Rn) uzayından Mφ,ϕ2(Rn) uzayına
sınırlıdır.

İspat. A üzerinde ölçülebilir her f fonksiyonu için(
ess inf
x∈A

f(x)
)−1

= ess sup
x∈A

1

f(x)
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eşitliğinin doğruluğundan ve ∥f∥Lφ(B(x,t)) nin t değişkeninin azalmayan bir fonksiyonu olması
gerçeğinden

∥f∥Lφ(B(x,t))

ess inf
0<t<s<∞

ϕ1(x, s)∥χB(x,s)∥Lφ
= ess sup

0<t<s<∞

∥f∥Lφ(B(x,t))

ϕ1(x, s)∥χB(x,s)∥Lφ

≤ sup
s>0,x∈Rn

∥f∥Lφ(B(x,s))

ϕ1(x, s)∥χB(x,s)∥Lφ
= ∥f∥Mφ,ϕ1 .

olduğuna dikkat çekelim. (ϕ1, ϕ2) ve φ fonksiyonları (4.5) koşulunu sağladığından

sup
r<t<∞

∥f∥Lφ(B(x,t))∥χB(x,t)∥−1
Lφ

≤ sup
r<t<∞

∥f∥Lφ(B(x,t))

ess inf
0<t<s<∞

ϕ1(x, s)∥χB(x,s)∥Lφ
ess inf
0<t<s<∞

ϕ1(x, s)∥χB(x,s)∥Lφ∥χB(x,t)∥−1
Lφ

≤ ∥f∥Mφ,ϕ1 sup
r<t<∞

(
ess inf
0<t<s<∞

ϕ1(x, s)∥χB(x,s)∥Lφ
)
∥χB(x,t)∥−1

Lφ

≲ ϕ2(x, r)∥f∥Mφ,ϕ1

olur. Böylece (4.1) lokal eşitsizliği de kullanılarak

∥Mf∥Mφ,ϕ2 ≲ sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(x, r)
−1 sup

t>r
∥f∥Lφ(B(x,t))∥χB(x,t)∥−1

Lφ

≲ ∥f∥Mφ,ϕ1

elde edilir.

Sonuç 4.7. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1), (A2) ve (aInc) koşullarını
sağlasın. Eğer ϕ ∈ Gφ ise M operatörü Mφ,ϕ(Rn) uzayında sınırlıdır.

4.3. Riesz Potansiyelinin Musielak-Orlicz-Morrey Uzaylarındaki Sınırlılığı

Bu kısımda Riesz potansiyelinin Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki sınırlılığı için
gerek ve yeter koşullar araştırılacaktır.

Teorem 4.8. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1), (A2) ve (aInc) koşullarını
sağlasın. β ∈ (0, 1) olmak üzere η(x, t) ≡ ϕ(x, t)β ve ψ(x, t) ≡ φ(x, t1/β) olsun. Bu
durumda (4.5) koşulu ile x ∈ Rn ve t > 0 için

tαϕ(x, t) +

∫ ∞

t

rα ϕ(x, r)
dr

r
≲ η(x, t) (4.6)

koşulu Iα operatörünün Mφ,ϕ(Rn) uzayından Mψ,η(Rn) uzayına sınırlı olması için yeterlidir.
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İspat. x ∈ Rn keyfi fakat sabit bir nokta olmak üzere genelliği bozmadan f fonksiyonunu
negatif olmayan bir fonksiyon ve Iαf(x) <∞ varsayabiliriz. Dikkat çekelim ki

Iαf(x) = 2

∫
B(x,t0)

f(y)

|x− y|n−α
dy = 2

∫
∁(B(x,t0))

f(y)

|x− y|n−α
dy

olacak şekilde t0 > 0 vardır. Hedberg [29] yöntemi kullanılarak

Iαf(x) = 2

∫
B(x,t0)

f(y)

|x− y|n−α
dy ≲ tα0Mf(x)

elde edilir.
Hölder eşitsizliği ve Lemma 2.10. tatbik edilirse

Iαf(x) = 2

∫
∁(B(x,t0))

|f(y)|
|x− y|n−α

dy

≈
∫

∁(B(x,t0))

|f(y)|
∫ ∞

|x−y|

dr

rn+1−αdy

≈
∫ ∞

t0

∫
t0≤|x−y|<r

|f(y)|dy dr

rn+1−α

≲
∫ ∞

t0

∥χB(x,r)∥−1
Lφr

α−1∥f∥Lφ(B(x,r))dr

olur. Sonuç olarak (4.6) koşulu kullanılırsa

Iαf(x) ≲ tα0Mf(x) ≲ ϕ(x, t0)
β−1Mf(x) (4.7)

ve

Iαf(x) ≲
∫ ∞

t0

∥χB(x,r)∥−1
Lφr

α−1∥f∥Lφ(B(x,r))dr

≲ ∥f∥Mφ,ϕ

∫ ∞

t0

rαϕ(x, r)
dr

r

≲ ∥f∥Mφ,ϕϕ(x, t0)
β (4.8)

elde edilir. Buradan (4.7) ve (4.8) eşitsizlikleri kullanılırsa

Iαf(x) ≲ min
{
ϕ(x, t0)

β−1Mf(x), ϕ(x, t0)
β∥f∥Mφ,ϕ

}
≲ sup

s>0
min

{
sβ−1Mf(x), sβ∥f∥Mφ,ϕ

}
= (Mf(x))β ∥f∥1−βMφ,ϕ
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olur. Böylece her x ∈ Rn için

Iαf(x) ≲ (Mf(x))β ∥f∥1−βMφ,ϕ (4.9)

noktasal eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla (4.9) eşitsizliği kullanılarak keyfi bir B yuvarı için

∥Iαf∥Lψ(B) ≲ ∥(Mf)β∥Lψ(B) ∥f∥1−βMφ,ϕ

eşitsizliği gerçeklenir. Lφ(Rn) uzayının norm tanımından (Bkz. [27, s.108])

∥(Mf)β∥Lψ(B) = ∥Mf∥βLφ(B) (4.10)

olur. Sonuç olarak (4.10) kullanılarak

∥Iαf∥Lψ(B) ≲ ∥Mf∥βLφ(B) ∥f∥
1−β
Mφ,ϕ (4.11)

eşitsizliği gerçeklenir. Teorem 4.6. ve (4.11) eşitsizliği kullanılarak

∥Iαf∥Mψ,η = sup
x∈Rn,t>0

η(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1
Lψ
∥Iαf∥Lψ(B(x,t))

≲ ∥f∥1−βMφ,ϕ sup
x∈Rn,t>0

η(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1
Lψ
∥Mf∥βLφ(B(x,t))

= ∥f∥1−βMφ,ϕ

(
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1

Lφ∥Mf∥Lφ(B(x,t))

)β

= ∥f∥1−βMφ,ϕ ∥Mf∥βMφ,ϕ ≲ ∥f∥Mφ,ϕ

elde edilir.
Lemma 4.3. yardımıyla Riesz potansiyelinin sınırlılığını karakterize eden aşağıdaki

teorem ispatlanabilir.

Teorem 4.9. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1), (A2) ve (aInc) koşullarını
sağlasın ve ϕ ∈ Gφ olsun. β ∈ (0, 1) olmak üzere η(x, t) ≡ ϕ(x, t)β ve ψ(x, t) ≡ φ(x, t1/β)

olsun ve ∫ ∞

t

rα ϕ(x, r)
dr

r
≲ tα ϕ(x, t) (4.12)

koşulu sağlansın. Bu durumda

tαϕ(x, t) ≲ η(x, t) (4.13)
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koşulu Iα operatörünün Mφ,ϕ(Rn) uzayından Mψ,η(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli
ve yeterlidir.

İspat. (4.13) koşulunun yeterliliği Teorem 4.8.’de ispatlandı. Şimdi gerekliliğini ispatlayacağız.
Keyfi bir B0 = B(x0, t0) yuvarı ve x ∈ B0 için Lemma 2.19. ve Lemma 4.3. yardımı ile

tα0 ≲
∥IαχB0∥Lψ(B0)

∥χB0∥Lψ
≲ η(B0)∥IαχB0∥Mψ,η ≲ η(B0)∥χB0∥Mφ,ϕ ≲

η(B0)

φ(B0)

elde edilir. B0 keyfi seçildiğinden istenilen sonuç elde edilmiştir.

4.4. Kesirli Maksimal Operatörün Musielak-Orlicz-Morrey Uzaylarındaki Sınırlılığı

Bu kısımda kesirli maksimal operatörün Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki Adams-tipli
sınırlılığı için bir karakterizasyon verilecektir.

Teorem 4.10. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1), (A2) ve (aInc) koşullarını
sağlasın. β ∈ (0, 1) olmak üzere η(x, t) ≡ ϕ(x, t)β ve ψ(x, t) ≡ φ(x, t1/β) olsun. Eğer (4.5)
ve (4.13) koşulları gerçekleniyorsa Mα operatörü Mφ,ϕ(Rn) uzayından Mψ,η(Rn) uzayına
sınırlıdır.

İspat. x ∈ Rn, t > 0 ve f ∈ MΦ,φ olsun. Maksimal operatörün tanımı ve (4.13) koşulu
yardımıyla

tα

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz ≤ tαMf(x) ≲ ϕ(x, t)β−1Mf(x)

olur. Musielak-Orlicz-Morrey normu ile Lemma 2.9., Lemma 2.10. ve (4.13) koşulu göz
önünde bulundurularak

tα

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz ≲ tα
∥f∥Lφ(B(x,t))

∥χB(x,t)∥Lφ

≤ tα ϕ(x, t) ∥f∥Mφ,ϕ

≲ ϕ(x, t)β∥f∥Mφ,ϕ

elde edilir.
Sawano vd. [49, s. 6492] tarafından verilen teknik göz önüne alınırsa

tα

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz ≲ min{ϕ(x, t)β−1Mf(x), ϕ(x, t)β∥f∥Mφ,ϕ}

≲ sup
s>0

min{sβ−1Mf(x), sβ∥f∥Mφ,ϕ}

= (Mf(x))β ∥f∥1−βMφ,ϕ
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olur. Buradan her x ∈ Rn için

Mαf(x) ≲ (Mf(x))β ∥f∥1−βMφ,ϕ (4.14)

olur. Böylece her B yuvarı için (4.14) eşitsizliğinden

∥Mαf∥Lψ(B) ≲ ∥(Mf)β∥Lψ(B) ∥f∥1−βMφ,ϕ

elde edilir. Sonuç olarak (4.10) kullanılarak

∥Mαf∥Lψ(B) ≲ ∥Mf∥βLφ(B) ∥f∥
1−β
Mφ,ϕ (4.15)

eşitsizliği gerçeklenir. Teorem 4.6. ve (4.15) eşitsizliği kullanılarak

∥Mαf∥Mψ,η = sup
x∈Rn,t>0

η(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1
Lψ
∥Mαf∥Lψ(B(x,t))

≲ ∥f∥1−βMφ,ϕ sup
x∈Rn,t>0

η(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1
Lψ
∥Mf∥βLφ(B(x,t))

= ∥f∥1−βMφ,ϕ

(
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1

Lφ∥Mf∥Lφ(B(x,t))

)β

= ∥f∥1−βMφ,ϕ ∥Mf∥βMφ,ϕ ≲ ∥f∥Mφ,ϕ

elde edilir.

Teorem 4.11. φ bir MO fonksiyonu ve ϕ ∈ Gφ olmak üzere (A0), (A1), (A2) ve (aInc)

koşullarını sağlasın. β ∈ (0, 1) olmak üzere η(x, t) ≡ ϕ(x, t)β ve ψ(x, t) ≡ φ(x, t1/β) olsun.
Bu durumda (4.13) koşulu Mα operatörünün Mφ,ϕ(Rn) uzayından Mψ,η(Rn) uzayına sınırlı
olması için gerekli ve yeterlidir.

İspat. (4.13) koşulunun yeterliliği Teorem 4.10.’da ispatlanmıştır. Şimdi gerekliliğini
ispatlayacağız. Keyfi bir B0 = B(x0, t0) yuvarı ve x ∈ B0 için Lemma 2.18. ve Lemma 4.3.
yardımı ile

tα0 ≲
∥MαχB0∥Lψ(B0)

∥χB0∥Lψ
≲ η(B0)∥MαχB0∥Mψ,η ≲ η(B0)∥χB0∥Mφ,ϕ ≲

η(B0)

φ(B0)

elde edilir. B0 keyfi seçildiğinden istenilen sonuç elde edilmiştir.

Uyarı 4.12. (2.1) eşitsizliğinde verilen Mα ve Iα operatörleri arasındaki ilişkiden dolayı Iα
için elde edilen sonuçlar Mα için de geçerlidir. Fakat Teorem 4.10.’dan görüldüğü üzere Mα

operatörünün Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki sınırlılığını daha zayıf koşullar altında
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incelemek mümkündür. Daha açık bir ifadeyle, Mα operatörünün bu uzaylardaki sınırlılığı
için (4.12) integral koşuluna ihtiyaç duyulmamaktadır.

4.5. Zayıf Tipli Sonuçlar

Bu kısımda, tanıtılan Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarının zayıf hali incelenerek bu
uzaylarda maksimal operatörünün, kesirli maksimal operatörünün ve Riesz potansiyelinin
zayıf tipli sınırlılıkları ile ilgili sonuçlar verilecektir.

Tanım 4.13. φ birMO fonksiyonu olmak üzere ϕ(x, r), Rn× [0,∞) üzerinde tanımlı pozitif
ölçülebilir bir fonksiyon olsun. f , Rn üzerinde lokal integrallenilir bir fonksiyon olmak üzere
WMφ,ϕ(Rn) ile göstereceğimiz zayıf Musielak-Orlicz-Morrey uzayı

∥f∥WMφ,ϕ ≡ ∥f∥WMφ,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

∥f∥WLφ(B(x,r))

ϕ(x, r)∥χB(x,r)∥Lφ

sonlu normuna sahip tüm ölçülebilir f fonksiyonların sınıfıdır.

Dikkat çekelim ki Mφ,ϕ(Rn) ⊂ WMφ,ϕ(Rn) kapsaması geçerlidir. Bunun yanı sıra

∥f∥WMφ,ϕ(Rn) ≤ ∥f∥Mφ,ϕ(Rn) (4.16)

eşitsizliği sağlanır (Bkz. Uyarı 2.21.).

Lemma 4.14. φ bir MO fonksiyonu ve B0 := B(x0, r0) ∈ B olsun. Eğer ϕ ∈ Gφ ise

1

ϕ(B0)
≤ ∥χB0∥WMφ,ϕ ≤ C

ϕ(B0)

olacak biçimde bir C > 0 sabiti vardır.

İspat. Lemma 4.3. ve (4.16) kullanılarak

∥χB0∥WMφ,ϕ ≤ ∥χB0∥Mφ,ϕ ≲
1

ϕ(B0)

elde edilir. Sonrasında WMφ,ϕ(Rn) uzayının tanımından her t ∈ (0, 1) için

∥χB0∥Mφ,ϕ ≥ ∥χB0∥WLφ

ϕ(B0)∥χB0∥Lφ
≥
t∥χ{χB0

>t}∥Lφ
ϕ(B0)∥χB0∥Lφ

=
t

ϕ(B0)

olur. Böylece ∥χB0∥Mφ,ϕ ≥ 1
ϕ(B0)

olur ki bu da ispatı tamamlar.
Maksimal operatörün zayıf sınırlılığına ilişkin olan Teorem 4.16., aşağıda sunulan

Lemma 4.15.’te elde edilen lokal eşitsizlik üzerine inşa edilmiştir.
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Lemma 4.15. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1) ve (A2) koşullarını sağlasın.
Bu durumda her f ∈ WLφloc(Rn), x ∈ Rn ve r > 0 için

∥Mf∥WLφ(B(x,r)) ≤ C∥χB(x,r)∥Lφ sup
t>2r

∥χB(x,t)∥−1
Lφ ∥f∥Lφ(B(x,t)) (4.17)

eşitsizliğinin sağlandığı pozitif bir C sabiti vardır. Burada C > 0, f , x ve r den bağımsız bir
sabittir.

İspat. f fonksiyonunun

f = f1 + f2, f1 = fχB(x,2r), f2 = fχ ∁B(x,2r)

gösterimi göz önüne alınsın. Bu durumda

∥Mf∥WLφ(B(x,r)) ≲ ∥Mf1∥WLφ(B(x,r)) + ∥Mf2∥WLφ(B(x,r))

olur. M operatörününLφ(Rn) uzayındanWLφ(Rn) uzayına olan sınırlılığından (bkz. Teorem
2.22.)

∥Mf1∥WLφ(B) ≤ ∥Mf1∥WLφ(Rn) ≲ ∥f1∥Lφ(Rn) = ∥f∥Lφ(B(x,2r))

elde edilir. Böylece (4.17) eşitsizliğinin doğruluğu (4.2), (4.4) ve Uyarı 2.21.’den görülür.
Sıradaki teorem maksimal operatörün zayıf Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki

sınırlılığı için yeterli koşulları ifade etmektedir.

Teorem 4.16. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1) ve (A2) koşullarını sağlasın.
Kabul edelim ki (ϕ1, ϕ2) ve φ fonksiyonları (4.5) koşulunu sağlasın. Bu durumdaM operatörü
Mφ,ϕ1(Rn) uzayından WMφ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır.

İspat. Maksimal operatörün Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki sınırlılığı (Bkz. Teorem
4.6.) gösterilirken uygulanan tekniğe benzer olarak ispatta kilit bir rol oynayan Lemma 4.5.
yerine Lemma 4.15. kullanılarak maksimal operatörün zayıf tipli sınırlılığı elde edilir.

Bir sonraki teoremde Mα operatörünün zayıf Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki
sınırlılığı için gerek ve yeter koşul verilecektir.

Teorem 4.17. φ bir MO fonksiyonu ve ϕ ∈ Gφ olmak üzere (A0), (A1), (A2) ve (aInc)

koşullarını sağlasın. β ∈ (0, 1) olmak üzere η(x, t) ≡ ϕ(x, t)β ve ψ(x, t) ≡ φ(x, t1/β) olsun.
Bu durumda (4.13) koşulu Mα operatörünün Mφ,ϕ(Rn) uzayından WMψ,η(Rn) uzayına
sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir.

İspat. Yeterlilik: B = B(x, t) yuvarı için (4.14) eşitsizliği yardımıyla

∥Mαf∥WLψ(B) ≲ ∥(Mf)β∥WLψ(B) ∥f∥1−βMφ,ϕ
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olur. Daha sonra (4.10) eşitliği yardımıyla

∥(Mf)β∥WLψ(B) = ∥Mf∥βWLφ(B) (4.18)

elde edilir. Sonuç olarak (4.18) kullanılırsa

∥Mαf∥WLψ(B) ≲ ∥Mf∥βWLφ(B) ∥f∥
1−β
Mφ,ϕ (4.19)

olur. Teorem 4.16. ve (4.19) koşulu göz alınırsa

∥Mαf∥WMψ,η = sup
x∈Rn,t>0

η(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1
Lψ
∥Mαf∥WLψ(B(x,t))

≲ ∥f∥1−βMφ,ϕ sup
x∈Rn,t>0

η(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1
Lψ
∥Mf∥βWLφ(B(x,t))

= ∥f∥1−βMφ,ϕ

(
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1

Lφ∥Mf∥WLφ(B(x,t))

)β

= ∥f∥1−βMφ,ϕ ∥Mf∥β
WMφ,ϕ ≲ ∥f∥Mφ,ϕ

elde edilir. Böylece istenilen gösterilmiş olur.
Gereklilik: Teorem 4.11.’in ispatında kullanılan tekniğe benzer olarak Lemma 4.3.

yerine Lemma 4.14. kullanılarak ispat tamamlanır.
Şimdi Riesz potansiyelinin zayıf Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarındaki sınırlılığını

ifade eden teorem verilecektir.

Teorem 4.18. φ bir MO fonksiyonu ve ϕ ∈ Gφ olmak üzere (A0), (A1) ve (A2) koşullarını
sağlasın. β ∈ (0, 1) olmak üzere η(x, t) ≡ ϕ(x, t)β ve ψ(x, t) ≡ φ(x, t1/β) olsun. Eğer (4.12)
koşulu sağlanıyor ise (4.13) koşulu Iα operatörünün Mφ,ϕ(Rn) uzayından WMψ,η(Rn)

uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir.

İspat. Yeterlilik: B = B(x, t) olmak üzere her x ∈ Rn için Iαf(x) ≲ (Mf(x))β ∥f∥1−βMφ,ϕ

olduğu gerçeği göz önüne alınırsa

∥Iαf∥WLψ(B) ≲ ∥(Mf)β∥WLψ(B) ∥f∥1−βMφ,ϕ

elde edilir. Dikkat edelim ki (4.10) eşitliğinden

∥(Mf)β∥WLψ(B) = ∥Mf∥βWLφ(B)

olur. Sonuç olarak son eşitlik yardımı ile

∥Iαf∥WLψ(B) ≲ ∥Mf∥βWLφ(B) ∥f∥
1−β
Mφ,ϕ (4.20)
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eşitsizliği gerçeklenir. (4.20) eşitsizliği göz önüne alınır ve Teorem 4.16. kullanılırsa

∥Iαf∥WMψ,η = sup
x∈Rn,t>0

η(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1
Lψ
∥Iαf∥WLψ(B)

≲ ∥f∥1−βMφ,ϕ sup
x∈Rn,t>0

η(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1
Lψ
∥Mf∥βWLφ(B)

= ∥f∥1−βMφ,ϕ

(
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−1∥χB(x,t)∥−1

Lφ∥Mf∥WLφ(B)

)β

≲ ∥f∥Mφ,ϕ

elde edilir.
Gereklilik: Teorem 4.9.’un ispatında kullanılan tekniğe benzer olarak Lemma 4.3.

yerine Lemma 4.14. kullanılarak ispat tamamlanır.

4.6. Özel Durumlar

Bu kısımda Musielak-Orlicz-Morrey Mφ,ϕ uzaylarında elde edilen sonuçların, bu
uzayların φ(x, t) = tp(x) özel hali olan genelleştirilmiş değişken üslü Morrey uzaylarındaki ve
ϕ(x, t) = ∥χB(x,t)∥−1

Lφ özel hali olan Musielak-Orlicz uzaylarındaki yansımaları incelenecektir.
ŞimdiLp(·)(Ω) değişken üslü Lebesgue uzaylarında iyi bilinen bazı kavramları hatırlatalım:
Ölçülebilir bir p : Ω → [1,∞] fonksiyonu için

p− := ess inf
x∈Ω

p(x) ve p+ := ess sup
x∈Ω

p(x)

olarak tanımlanır.
Birbirinden farklı her x, y ∈ Ω için∣∣∣∣ 1

p(x)
− 1

p(y)

∣∣∣∣ ≤ c

log
(
e+ 1

|x−y|

)
eşitsizliği sağlanıyorsa 1

p
fonksiyonuna log-Hölder süreklidir denir ve 1

p
∈ C log ile gösterilir.

Şimdi vereceğimiz koşul Nekvinda’nın decay koşulu olarak adlandırılır ve ifadesi şu
şekildedir: ∫

{p(x)̸=p∞}
c

1

| 1
p(x)

− 1
p∞ |

dx <∞

olacak şekilde c > 0 ve p∞ ∈ [1,∞] vardır. Bu koşul ilk olarak Nekvinda [42] tarafından
ortaya konulmuştur.

Değişken üslü Lebesgue uzayları hakkında daha fazla bilgi için [5, 13] numaralı
çalışmalar ve bu çalışmalardaki referanslar incelenebilir.

Aşağıdaki tablo φ(x, t) = tp(x) özel durumu için (A0), (A1), (A2), (aInc) ve (aDec)
koşullarının nasıl davrandığına ilişkin sonuçları özetlemektedir [27].
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Tablo 4.1. Değişken üslü durumunda koşullar
φ(x, t) (A0) (A1) (A2) (aInc) (aDec)

tp(x) Doğru 1
p
∈ C log Nekvinda p− > 1 p+ <∞

Bu çalışmada ulaşılan sonuçlar, özel bir durum olarak φ(x, t) = tp(x) seçimiyle elde
edilen genelleştirilmiş değişken üslü Morrey uzaylarına aşağıdaki şekilde uygulanabilir:

Sonuç 4.19. Kabul edelim ki 1
p
log-Hölder sürekli olsun ve Nekvinda’nın decay koşulu

sağlansın. Bu durumda C > 0 sabiti x ve r den bağımsız olmak üzere (ϕ1, ϕ2) fonksiyonları

sup
r<t<∞

(
ess inf
0<t<s<∞

ϕ1(x, s)∥χB(x,s)∥Lp(·)
)
∥χB(x,t)∥−1

Lp(·)
≤ C ϕ2(x, r) (4.21)

koşulunu sağlıyorsa M operatörü Mp(·),ϕ1(Rn) uzayından WMp(·),ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır.
İlave olarak eğer p− > 1 ise M operatörü Mp(·),ϕ1(Rn) uzayına Mp(·),ϕ2(Rn) sınırlıdır.

Sonuç 4.20. Kabul edelim ki 1
p
log-Hölder sürekli olsun ve Nekvinda’nın decay koşulu

sağlansın. Yine kabul edelim ki q(x) > p(x) olsun. η(x, t) ≡ ϕ(x, t)
p(x)
q(x) olarak tanımlansın.

Eğer (4.6) ve (4.21) koşulları sağlanıyorsa Iα operatörü Mp(·),ϕ(Rn) uzayındanWMq(·),η(Rn)

uzayına sınırlıdır. İlave olarak eğer p− > 1 ise bu durumda Iα operatörü Mp(·),ϕ(Rn)

uzayından Mq(·),η(Rn) uzayına sınırlıdır.

Sonuç 4.21. Kabul edelim ki 1
p
log-Hölder sürekli olsun ve Nekvinda’nın decay koşulu

sağlansın.Yine kabul edelim ki q(x) > p(x) olsun. η(x, t) ≡ ϕ(x, t)
p(x)
q(x) olarak tanımlansın.

Eğer (4.13) koşulu ve (4.21) koşulu sağlanıyorsa Mα operatörü Mp(·),ϕ(Rn) uzayından
WMq(·),η(Rn) uzayına sınırlıdır. İlave olarak eğer p− > 1 ise bu durumda Mα operatörü
Mp(·),ϕ(Rn) uzayından Mq(·),η(Rn) uzayına sınırlıdır.

Tanım 4.2.’de verilen Gp(·) ≡ Gφ(x,t)=tp(x) sınıfı göz önüne alınırsa ilave ϕ ∈ Gp(·)
koşulu altında (4.13) koşulunun sınırlılık için aynı zamanda gerekli olduğu da aşağıdaki
şekilde verilebilir.

Sonuç 4.22. Kabul edelim ki 1
p
log-Hölder sürekli olsun ve Nekvinda’nın decay koşulu

sağlansın. Yine kabul edelim ki q(x) > p(x) ve ϕ ∈ Gp(·) olsun. η(x, t) ≡ ϕ(x, t)
p(x)
q(x) olarak

tanımlansın. Eğer (4.12) koşulu sağlanıyorsa (4.13) koşulu Iα operatörünün Mp(·),ϕ(Rn)

uzayından WMq(·),η(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir. İlave olarak eğer
p− > 1 ise bu durumda (4.13) koşulu Iα operatörünün Mp(·),ϕ(Rn) uzayından Mq(·),η(Rn)

uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir.

Sonuç 4.23. Kabul edelim ki 1
p
log-Hölder sürekli olsun ve Nekvinda’nın decay koşulu

sağlansın. Yine kabul edelim ki q(x) > p(x) ve ϕ ∈ Gp(·) olsun. η(x, t) ≡ ϕ(x, t)
p(x)
q(x)
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olarak tanımlansın. Bu durumda (4.13) koşulu Mα operatörünün Mp(·),ϕ(Rn) uzayından
WMq(·),η(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir. İlave olarak eğer p− > 1 ise bu
durumda (4.13) koşulu Mα operatörünün Mp(·),ϕ(Rn) uzayından Mq(·),η(Rn) uzayına sınırlı
olması için gerekli ve yeterlidir.

Uyarı 4.24. Sonuç 4.19. ve Sonuç 4.20., Guliyev ve Samko [16] tarafından ispatlanmıştır.
Sonuçlar 4.21., 4.22. ve 4.23. ise genelleştirilmiş değişken üslü Morrey uzaylarında elde
edilmiş yeni sonuçlardır.

Elde edilen bulgular, ϕ(x, t) = ∥χB(x,t)∥−1
Lφ özel fonksiyonu için yani Musielak-Orlicz

uzaylarında aşağıdaki sonuçları verir:

Sonuç 4.25. φ bir MO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1) ve (A2) koşullarını sağlasın.
β ∈ (0, 1) olmak üzere ψ(x, t) ≡ φ(x, t1/β) olsun ve∫ ∞

t

rα ∥χB(x,r)∥−1
Lφ
dr

r
≲ tα ∥χB(x,t)∥−1

Lφ (4.22)

koşulu sağlansın. Bu durumda

tα∥χB(x,t)∥Lψ ≲ ∥χB(x,t)∥Lφ (4.23)

koşulu Iα operatörünün Lφ(Rn) uzayından WLψ(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli
ve yeterlidir. Eğer ilave olarak φ fonksiyonu (aInc) şartını da sağlıyorsa (4.23) koşulu Iα
operatörünün Lφ(Rn) uzayından Lψ(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir.

Sonuç 4.26. φ birMO fonksiyonu olmak üzere (A0), (A1) ve (A2) koşullarını sağlasın. β ∈
(0, 1) olmak üzere ψ(x, t) ≡ φ(x, t1/β) olsun. Bu durumda (4.23) koşulu Mα operatörünün
Lφ(Rn) uzayından WLψ(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir. Eğer ilave
olarak φ fonksiyonu (aInc) şartını da sağlıyorsa (4.23) koşulu Mα operatörünün Lφ(Rn)

uzayından Lψ(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir.

Uyarı 4.27. [25] ve [31] çalışmalarında, Musielak-Orlicz uzaylarında Riesz potansiyeli ve
kesirli maksimal operatörün sınırlılık koşulları incelenmiştir. Bizim burada elde ettiğimiz
Sonuç 4.25. ve Sonuç 4.26. ise söz konusu çalışmalardan farklı nitelikte olup, bu alandaki
mevcut literatüre yeni bir perspektif kazandırmaktadır.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu çalışmada, üçüncü tip Orlicz-Morrey uzayları temel alınarak, Musielak-Orlicz
uzayları ile genelleştirilmiş Morrey uzaylarını birleştiren yeni bir yapı olan Mφ,ϕ(Rn)

Musielak-Orlicz-Morrey uzayları tanıtılmıştır. Harmonik analizin önemli araştırma problemle-
rinden biri olan "klasik operatörlerin farklı fonksiyon uzaylarındaki sınırlılık özelliklerinin
incelenmesi" göz önüne alınarak, bu kapsamda maksimal operatör, kesirli maksimal operatör
ve potansiyel operatör gibi temel operatörlerin söz konusu uzaylardaki sınırlılık koşullarına
ilişkin sonuçlar elde edilmiştir. Ancak, önemli bir eksik olarak, singüler integral operatörlerin
bu uzaylardaki sınırlılık problemi açık kalmıştır.

Morrey uzayları, kısmi diferansiyel denklemler (KDD) alanında Schrödinger denklem-
leri, potansiyel teorisi ve KDD çözümlerinin düzenlilik (regularity) analizlerinde yaygın
uygulamalara sahiptir [51, 52]. Musielak-Orlicz uzayları (diğer adıyla genelleştirilmiş Orlicz
uzayları), fonksiyon uzayları teorisinde giderek önem kazanan bir araştırma alanıdır. Bu
uzaylar, değişken üslü Lebesgue uzayları ve klasik Orlicz uzaylarını kapsayan doğal bir
genişleme sunmanın yanı sıra, lineer olmayan diferansiyel denklemler, görüntü işleme ve
akışkanlar dinamiği gibi çeşitli uygulama alanlarına sahiptir [2, 4, 22, 23, 24, 26, 30, 53].
Dolayısıyla, bu tezde ele alınan problemlerin etkisi yalnızca analizle sınırlı kalmayıp matemati-
ğin diğer disiplinlerine de uzanmaktadır.

Ayrıca ulaşılan genel sonuçların, Musielak-Orlicz-Morrey uzaylarının özel durumlarına
indirgenmesiyle elde edilen özgün bulgular sunularak literatüre yeni katkılar sağlanmıştır.
Ancak Musielak-Orlicz-Morrey uzayları özel durumlarda ağırlıklı uzayları içermesine rağmen
(Örnek 4.4.), çalışmada izlenen yöntem gereği, elde edilen sonuçların ağırlıklı özel durumlara
yansımaları incelenememiştir. Daha açık ifadeyle, maksimal operatörün Musielak-Orlicz
uzaylarındaki sınırlılığı için Hästö’nün [28] belirlediği koşullar temel alınmıştır (Teorem
2.12.). Örneğin, ağırlıklı değişken üslü Lebesgue uzayına karşılık gelen φ(x, t) = tp(x)w(x)

seçiminde, (A0) koşulunun sağlanması ancak ve ancak w ≈ 1 olmasıyla mümkündür. Bu
da mevcut yöntemle yalnızca "ağırlıksız" durumların ele alınabileceği anlamına gelir. Bu
kısıtlamayı aşmak için daha kapsayıcı yeni yaklaşımlar geliştirilmesi gerekmektedir.
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