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Bu yiiksek lisans tezinde harmonik analizde, klasik Morrey, modified Morrey ve
Total Morrey-Guliyev uzaylarinin tanimlari, bazi1 temel 6zellikleri ve Total Morrey-Guliyev
uzaylarinda bazi gomme teoremleri, bu uzaylarda integral operatorlerinden maksimal operator
ve kesirli maksimal operatorlerinin sinirhiliklari ile ilgili baz1 sonuclara yer verilmistir. Ilk
boliimde, arastirmanin onemi, kapsami ve amaci ifade edilmis, ¢calismamizin bilime sagladigi
katkilar hakkinda bilgi verilmistir. ikinci boliimde, ¢alismamuz ile ilgili bazi temel tanimlara ve
harmonik analizdeki baz1 fonksiyon uzaylarmin tanim ve 6zelliklerine yer verilmistir. Uciincii
boliimde, tez konusu ile ilgili materyal ve metotlar hakkinda kisa bilgi verilmigtir. Dordiincii
boliimde, Total Morrey-Guliyev uzaylarinin tanim ve 6zellikleri ve bu uzaylarda maksimal,
kesirli maksimal operatorlerinin sinirliliklar ile ilgili bazi sonuglar verilmistir. Son boliimde
ise tez konusunun arastirilmasindaki amag ve hedefi hakkinda kisaca bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Morrey uzayi, Total Morrey-Guliyev uzay1, Maksimal operator, Kesirli

maksimal operator.
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This master’s thesis covers the definitions of classical, modified, and Total
Morrey-Guliyev spaces in harmonic analysis, some basic properties of them, some embedding
theorems on Total Morrey-Guliyev spaces, and some results on the boundedness of the maximal
and fractional maximal operators among the integral operators on these spaces. The first section
outlines the importance, scope, and purpose of the research, and provides information on the
contributions of our work to science. The second section provides some basic definitions
related to our work, along with the definitions and properties of some function spaces in
harmonic analysis. The third section provides brief information on the materials and methods
used in the thesis. The fourth section provides some results on the definitions and properties
of Total Morrey-Guliyev spaces and the boundedness of maximal and fractional maximal
operators on these spaces. The final section briefly discusses the purpose and objectives of the
thesis.

Keywords: Morrey space, Total Morrey-Guliyev space, Maximal operator, Fractional maximal

operator.

v



SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler
M,

LPA (R™)
LP(R™)

M

L (R™)
(X, A, 1)
1o

LPAH (R™)

WLP(RY)

Aciklama

Kesirli Maksimal Operator
Klasik Morrey Uzay1
Lebesgue Uzay1

Maksimal Operator
Modified Morrey Uzayi
Ol¢ii Uzayi

Riesz Potansiyeli

Total Morrey-Guliyev Uzay1

Zay1if Lebesgue Uzay1



1. GIRIS

Klasik Morrey uzaylar1 1938 yilinda Morrey [27] tarafindan bazi yar lineer eliptik
kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin incelenmesi sonucunda ortaya ¢ikmigstir. Morrey
uzaylarinin kismi diferensiyel denklemler iizerinde ©6nemli bir yeri vardir.  Harmonik
analizdeki bir¢cok onemli sonuglar yeni tipli bazi Morrey uzaylarina genellestirilmesine sebep
olmustur. 1994 yilinda Guliyev tarafindan doktora tezinde, [10] homojen Lie gruplarinda
lokal genellestirilmis Morrey tipli uzaylarim tanimlamis ve bu uzaylarda kesirli integral ve
singiiler integral operatorlerinin sinirliligimi aragtirmistir.  Son yillarda, Morrey uzaylar ile
ilgili calismalar, G. Mingione [26] ve D.R. Adams [1]] tarafindan Morrey-Lorentz uzaylari,
E. Nakai (28], Y. Sawano ve ark. [36] ve V.S. Guliyev ve ark. [8] tarafindan 1. tip, 2. tip
ve 3. tip Orlicz-Morrey uzaylarinda harmonik analizin integral operatorlerinin sinirliliklari
incelenmistir. Ayn1 zamanda A. Almeida ve ark. [6], V.S. Guliyev ve ark. [|18}|19] tarafindan
degisken iislii Morrey uzaylari gibi seklinde genellestirmislerdir. Bu tiir Morrey tipli uzaylarin
kismi diferensiyel denklemler iizerinde uygulamalari vardir. Ornegin, J. Zhang ve S. Zheng [40]
tarafindan tamamen dogrusal olmayan bazi eliptik denklemlerin viskozite (bir akigkanin, yiizey
gerilimi altinda deforme olmaya kars1 gosterdigi direncin Ol¢iisii) coziimleri bu alanda 6nemli
bir uygulama olarak yer almaktadir.

2010 yilinda V.S. Guliyev ve ark. [18}/19] tarafindan degisken iislii Morrey uzaylari ve
genellestirilmis Morrey uzaylarini ele alarak bu uzaylar {izerinde bazi integral operatorlerinin
stnirhiliklart incelenmigtir. 2012 yilinda A. Akbulut ve ark. [3] tarafindan genellestirilmis
Morrey uzaylar1 iizerinde maksimal ve singiiler integral operatorlerinin sinirliliklarini
incelemiglerdir. Morrey uzaylarinin bir versiyonu olan LP** (R™) Total Morrey-Guliyev
uzaylari, 2022 yilinda V.S. Guliyev tarafindan; f lokal integrallenebilir fonksiyonlarinin tiim

siniflarinin kiimesinden ve normlarin sonlu olmasi durumunda sirasiyla;

0<p<oo, N€R, peR, [ty =min{l,t},¢ > 0 olmak lizere

_A
| fllzer = sup ¢ 2| f|lo(Ba)
z€R™ >0

_2
1fllzon = sup [th " [1f]lr(Ban)

z€R™,t>0

_2A ©
[fllorw = sup [ty " [L/87 | f] o (B

z€R™ t>0

LPA(R") klasik Morrey uzayi, LP*(R") Modified Morrey uzayi, LP**(R") Total
Morrey-Guliyev uzay1 tammmlanmistir [[13[](ayrica bkz. [4}5,/15,16,29.38.,39]).



2022 ve 2024 yillarinda V.S. Guliyev tarafindan yapilan arastirmalarda Total
Morrey-Guliyev uzaylarinda bazi harmonik analiz operatorlerinin sinirliliklart incelenmistir.
Harmonik analiz operatorlerinin  Total Morrey-Guliyev uzaylarindaki simirliliklarinin
incelenmesi kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziilebilmesinde onemli bir yeri vardir.
Total Morrey-Guliyev uzaylar aslinda klasik Morrey uzaylarimin yani LP** (R™) = LP* (R)
ve modified Morrey uzaylarmn yani LPM(R") = [L[P*(R") olacak sekildeki bir
genellestirilmesidir. Morrey uzaylarinin bir versiyonu olan 0 < p < oo, A € R ve
p € R olmak iizere LP*#(R") total Morrey-Guliyev uzaylari, 2022 yilinda V.S. Guliyev [13]
tarafindan arastirilmigtir.

Bu yiiksek lisans tezinde, LP*(R") klasik Morrey, LP* (R") modified Morrey ve
LPAH(IR™) total Morrey-Guliyev uzaylarinin tammlari, bazi temel dzellikleri ve LM (R™) total
Morrey-Guliyev uzaylarinda bazi gomme teoremleri, bu uzaylarda integral operatorlerinden
maksimal operator ve kesirli maksimal operatorlerinin sinirliliklart ile ilgili bazi sonuglara yer
verilmistir.

Bu tez konusunu bir baglangic kabul edilerek, " Total Morrey-Guliyev uzaylar1 ve
bu uzaylarda maksimal ve kesirli maksimal operatorlerinin sinirlilif1" konusunda daha ileri

diizeyde calismalar yapabilmek icin bir temel olusturulmasi hedeflenmektedir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde, tez arastirma konusu ile ilgili klasik analiz, fonksiyonel analiz, reel analiz,
topoloji ile ilgili baz1 temel kavramlara ve harmonik analizdeki bazi fonksiyon uzaylar ile ilgili

bilgiler yer verilmistir.

2.1. Lebesgue Uzaylar

Tanim 2.1. X, K cismi iizerinde tanimli bir vektor uzayi olsun. Eger
Il X = R, 2 — ]

doniisiimii Vo, y € X ve a € Kicin

(M) [z = 0velz[| =0 2z=0

(N2) lJez]| = [e [|]]

(N3) llz +yll < ll=ll + [lyll (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime X iizerinde norm adi verilir. (X ||-]|) ikilisine bir normlu

vektor uzay1 denir. (X, ||-||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir [7].

Bir X vektor uzayinda bir 6n-norm veya yari-norm, dejenerasyon olmamasi diginda bir normun
ozelliklerine sahip bir p fonksiyonu gibi tanimlanir:

p(z) = 0 olmast durumu z # 0 olmasim gerektirmez. dim X < oo ise bu durumda
p(AB) < p(A)p(B) kosuluna bagl olarak L(z) iizerinde p sifir olmayan bir 6n-normu
gercekten ortaya ¢ikan bir norm olmasidir (¢iinkii bu durumda L(x) 6nemsiz olmayan iki tarafli
iddialara sahip degildir). Ancak sonsuz boyutlu normlu uzaylar i¢in bu boyle degildir. Eger X,

(' iizerinde bir Banach cebiri ise bu durumda
|z| = lim Hx"”l/” 2.1
n—oo

spektral yarigapin bir yari-norm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X de diizgiin siirekli olmasidir
ve bu kosul, radikal degismeli oldugundan boliim cebirinin gercekligine esdegerdir.
Bir F vektor uzayinda Vz,y € E ve keyfi A skalerleri i¢in sonlu negatif olmayan bir p

fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglar:

p(Az) = [Ap(z),  plz+y) <plz) +p(y) (2.2)



[23]. Eger p(z) = 0 < x = 0 ise bu durumda yari-norma norm denir, fakat x # 0 ise bu
durumda yar1 norm denir. Bir p yari-normu bir vektor uzayinda tanimlanmig ve f fonksiyonu
|f(xz)] < p(x) kosulunu saglayan bir alt uzayinda lineer bir fonksiyon ise bu durumda f
fonksiyonu her uzaya genisletilebilir, bodylece Hanh-Banach teoremi ile ayni kosulu saglar.

Matematiksel analizde, elemanlar1 konveks kiimeler olan bir O0-komguluk temelinin
bulundugu ayrilabilir topolojik vektor uzaylariyla (bkz. topolojik vektor uzayi) siklikla
kargilagilir. Bu tiir uzaylarin yerel olarak digbiikey oldugu soylenir. Yerel konveks bir
uzayda acgik konveks O-komgsuluk {z : p(z) < 1)} bicimindedir, burada p siirekli
bir yari-normdur. Bununla birlikte, matematiksel analizde, iizerinde Onemsiz olmayan
yart-normlarin bulunmadigi topolojik vektor uzaylari (metriklenebilir topolojiye sahip uzaylar
dahil) ile de karsilagilir. Bu tiir uzaylarin en basit 6rnekleri L,(0,1),0 < g < 1.

X bostan farkli bir kiime olmak iizere X kiimesinin biitiin alt kiimelerinden olusan kiime
P(X) ile gosterilmigtir.

Fonksiyonel analizde, Banach uzayi’nin ve topolojik vektor uzaylarinin énemli bir
sinifin1 Lebesgue uzay1 (LP(R™) uzay1) olusturur. LP(R™) uzayinin, harmonik analizin 6nemli
konularindan biri olmakla beraber hem harmonik analizin i¢ problemlerinin ¢6ziilmesinde, hem
de kismi tiirevli denklemler teorisi ile fizik, istatistik, finans, mithendislik ve diger disiplinlerde
uygulamalari vardir.

LP uzayi, sonlu boyutlu vektor uzayr i¢in p-normlu genellesmesi kullanilarak
tanimlanmig fonksiyon uzayidir. Bourbaki grubuna gore, ilk olarak 1910 yilinda Frigyes Riesz
[31] tarafindan ¢alisilmasina ragmen 1958 yilinda Fransiz matematik¢i Henri Lebesgue’nin [[25]]
adim1 alir ve Lebesgue uzaylar olarak ifade edilir. LP uzay1 fonksiyonel analiz’de Banach
uzay1’nin ve topolojik vektor uzaylarinin 6nemli bir sinifin1 olusturur. Lebesgue uzayi nin fizik,

istatistik, finans, mithendislik gibi 6nemli uygulamalarinda kullanilmaktadir.

2.1.1. LP(R") Uzayr

Tanmm 2.2. = = (21, ...,2,) ve y = (Y1, ..., Yn) , R" de vektorler olmak iizere
R™, n—boyutlu Oklidyen uzayi (z,y) = Y z;y; i¢ carpimu ile donatilmig R™,
=1

2

n
n—boyutlu reel uzayidir. Burada x vektoriiniin mutlak degeri [z| = [ > x? ile tanimlanir.
j=1

R" tizerinde dx = dx;...dz, ile Lebesgue Ol¢iisii ve R™ uzayi iizerinde f fonksiyonunun

/f(x)dx:/---/f(xl,...,xn)dwl...dxn

(Lebesgue) integrali



ile gosterilir.
Cok kath integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢cogu kez kullanish olmaktadir.

r = |z| olsun ve S"7! = {x : |x| = 1} ile birim kiireyi gdsterelim.

[ # el

integralinin hesabi i¢in;

0<r<oo, 0<64,..,0, 5<m 0<60,_1 <27 olmak iizere
T1 = 1 cos b
To = rsin 6, cos O

23 = rsin #; sin Oy cos O3

T, = 1rsinfysinfsy...sinf,_;

doniistimii yapilir. Bu doniistimiin Jakobiyeni

n—1
J(r,01, ..., 0, 1) =r""" H (sing;)" '~
j=1
olarak hesaplanir.
co T 2m
/f(|a:|)dx = ///.../f(r)J(T,H)deQl...dGn_l
R” 000 0

™ 2 1

= /Tn_lf (T) dr/// (Sin8j>n_1_j del-..den—l
0 0 0

0 J=1
= wn_l/f(r) rldr
0
elde edilir. Burada w,,_1, birim kiirenin yiizey alanidir.
Genel olarak
/f (|x]) dz = / / f(rsinfy, ...,rsiné;...sin6,_,) r" ‘drdé,...do,_,
R" 0 Sn—l
_ / / £ (r,8) " drdo
0 gn-—-1



bi¢iminde yazilir. dz hacim eleman1 dz = r"“!drdo bigiminde yazilir. Burada do, S™!

izerinde dz tarafindan belirlenen yiizey ol¢iisiidiir.

Ayrica;
Qeni= [a- [ a- [ e-le0n)
Q(z,r) {zeR™;|z—y|<r} {z€R™:[2|<r}
ve
|Q(x,r)| = /dz://t”_ldtda
Q(z,r) 0 gn-1
= /da/t"—ldt
Sn—1 0
= |5
n
= w,r"
dir [35]).

Tanim 2.3. (X, A, i) bir 6l¢ii uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere 2 C X = R” bolgesinde

taniml1 ve

[1r@rds < oc

ozelligine sahip ol¢iilebilir f : 0 — R fonksiyonlar sinifina LP(R™) uzay1 veya 2 bolgesinde

p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayi denir. LP(R™) uzay1

1/p

1oy = I Flle = / F)fdr | < oo
Q

seklindeki norm ile tanimlanir. Buradaki || f||,» gosterimine f fonksiyonunun LP(R™)-normu
denir.
) bolgesinde hemen hemen her x igin f(x) < M olacak sekilde bir M sabiti varsa

f fonksiyonuna hemen hemen her yerde sinirlidir denir. Boyle M sabitlerinin en biiyiik alt



sinirma da | f| nin €2 bolgesindeki esas supremumu (esaslt sinirt) denir ve

esssup |f(x)| :=inf {K : |f(z)| < K hh. x€Q}

e

seklinde gosterilir. €2 bolgesindeki hemen hemen her yerde sinirli f fonksiyonlari ile tanimlanan

uzay L>(2) seklinde gosterilir. Buna gére bir f fonksiyonunun L*°-normu
| fllLe = ess sup | f(z)]
€

olarak tanimlanir [30].

Tamm 2.4. (Zayif Lebesgue Uzay1) 1 < p < oo, f : R® — R 6lgiilebilir bir fonksiyon ve
1
[fllwer := sup Al{z € R - [f(x)[ > A}[>
A>0
olmak iizere zayif Lebesgue uzay1 W LP(R™) asagidaki sekilde tanimlanur:
WILP(R") :={f:R" - R: f — olgiilebilir & || f||wrr < o0}

[35].
Asagida Young, Holder, Minkowski esitsizlikleri ispatsiz olarak verilmistir.

Lemma 2.5. (Young esitsizligi) 1 < p,q < oo, % + % = 1ve Va,b > 0i¢in

p q
<Y 2.3)
P q

olur [30].

Lemma 2.6. (Holder esitsizligi) 1 < p,q < oo, % + % =1lvefell ge Liise fg € L' olur

Ve

[ 15@g(@)ds < 111l e
Q

esitsizligi saglanir [30].

Teorem 2.7. (Minkowski esitsizligi) 1 < p < oo igineger f,g € LPise (f + g) € LP ve

If+ 9l < 1Fllze + llgllze (2.5)

7



dir [30].

Holder esitsizligi ve Lebesgue integralinin 6zellikleri géz oniinde bulunduruldugunda 1 < p <
00, LP uzayinin bir vektor uzayi oldugu goriiliir. Bununla birlikte f fonksiyonunun L uzayinin

| f|| » normu altinda;
I |[fllr =0
2. ||fllzr = Oise h.hh. f(z) =0
3. lafllee = ||| flle, @ €R
4N f+gllee <N fllze + 1 flze

ozellikleri saglandigindan 1 < p < oo, LP bir normlu uzaydir.

Tanmm 2.8. f, ve [ fonksiyonlar1 LP uzaymin elemanlart olmak iizere; (f,) dizisi f
fonksiyonuna p. mertebeden yakinsaktir (L de yakinsaklik)< Ve > 0 i¢in dng € N oyle
ki Vn > ) 1gln ||fn — f”Lp < E.

Burada

Ifr = fllzr = /\fn—f!pdu ., 1<p<oo.

Q

Buna gore,

(fn) dizisinin f fonksiyonuna L? de yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Tim [ fo = fllr =0 (2.6)

olmasidir [33]].

Teorem 2.9. Q2 C R™ olmak iizere LP(2), 1 < p < 0o, uzayi

1/p

Il o= | [ V)P
Q
normu altinda tam ve dolayisiyla Banach uzayidir [30].
Uyar1 2.10. 1 < p < oo igin LP(R™) C. W LP(R™). Ayrica

I fllwee < || fllze

8



esitsizligi saglanir [35].

Tamm 2.11. (Lokal Integrallenebilme) f ol¢iilebilir bir fonksiyon olmak iizere her K kompakt

kiimesi tiizerinde

K/|f|du<oo

ise [ fonksiyonuna lokal (veya yerel) integrallenebilir ad1 verilir ve
L (R") =X f: /|f|du < oo, K C R", K kompakt
K

seklinde ifade edilir. Ayrica,

1
P

P (R"):=< f: /|f|pdu < o0, K C R", K kompakt
K

loc

seklinde tanimlanir [32]].

Asagidaki teorem ispatsiz olarak verilmisgtir.

Teorem 2.12. Her f € L? (R") i¢in

loc

lim HfXB(:B,T) HLP

— |f(2)], hhh. 7R
r—0 ||XB(90,T)||L”

esitligi gerceklenir [9].

2.1.2. (p,q) Tipli Operator

Tanim 2.13. ((p, ¢) tipli operator) T bir quasi-lineer operatér ve 1 < p, ¢ < oo olsun. Eger T’
operatorii LP(R™) uzaymdan W L?(R™) uzayina sirhi ise zayif (p, ¢) tipindendir denir. Yani
her bir A > 0 ve f € LP(R") i¢in

o e RS 77| > A < (Sl

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti var ise T operatorii zayif (p, ¢) tipindendir.



Eger T operatorii LP(R™) uzayindan L?(R™) uzayina smrl ise giiglii (p, ¢) tipindendir
denir. Yani her f € LP(R™) i¢in

ITfllze < C|Ifllze

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti var ise 7" operatorii giiclii (p, ¢) tipindendir [30].

Uyar 2.14. Her giiclii (p, ¢) tipli operator ayn1 zamanda zayif (p, ¢) tipli operatordiir [30].

Asagidaki teoremi ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 2.15. (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) T alt toplamsal operator ve p, < qo,
p1 < q1 Ve qo # qq olsun. Ayrica T operatorii zayif (pg, qo) ve zayif (p1, ¢1) tipli operator olsun
ve pile g

I 1-6 0 1 1-6 4

+ = —-= +— (0<0<1
p Do P1 q qo0 qi1

bi¢ciminde tanimlansin. Bu durumda 7" operatorii (p, ¢) tipli operatordiir [35].

Uyar12.16. 0 < pg < p < p1 < oo ve T operatorii, Teorem de tanimlanan ve ayni
zamanda her f € L + LP' i¢in

(NI < T(If])

sartin1 saglayan bir operator olsun. Burada Ay ve A; sabit sayidir.

1. py = 1ve p; = oo ise bu durumda T operatdriiniin L uzayindan L* uzayina doniisiimiin
normundaki sabit
D 1 41
P _qrale,
p—1

2. Genellikle, py < p < p; = oo ise bu durumda 7" operatoriiniin L* uzayindan L* uzayina

doniisiimiin normundaki sabit

Po PO

PO 1—
P1 p
AgtA,

B =

1
p+

3=

=

3.0 < pyp < p1 < oo iken T operatériiniin LY uzaymndan L? uzayina doniisiimiin

normundaki sabit

10



[9].

2.1.3. Baz Integral Operatorleri

Bu kisimda harmonik analizdeki bazi integral operatorleri ile ilgili bilgilere yer

verilmistir.

Tamm 2.17. (Maksimal Operatér) f : R®* — R ve f € LL.(R") olmak iizere M

loc

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(2) = sup|B(a, )| / Wl

r>0

olarak tanimlanir [37]].

Tanim 2.18. (Kesirli Maksimal Operator) 0 < o < n, f : R" = Rve f € Li.(R") olmak

tizere M, kesirli maksimal operatorii

Mo f() = sup | B(z,r)| == /B Wl

r>0

olarak tanimlanir [37]].

Teorem 2.19. (Hardy-Littlewood-Winer Teoremi) f, R” iizerinde 6lg¢iilebilir fonksiyon olsun.

1. 1 <p<ooigin f € LP(R™) ise hemen hemen her x € R™ i¢in

2. Herhangi bir A > 0 ve f € L'(R") i¢in

o e B2 MF@)] > M < Sl

olacak sekilde bir C' = C(n) > 0 sabiti vardr.

3. Herhangi bir f € LP(R") ve 1 < p < oo igin
1M flle < C|lfllze

olacak sekilde bir C' = C'(n,p) > 0 sabiti vardir [35].

11



Teorem 2.20. (Riesz Potensiyeli) f € L. .(R") ve 0 < a < n olmak iizere, I, Riesz

loc

N e =

n o — gyl

potansiyeli

olarak tanimlanir [37]].

Teorem 2.21. 1 <p<g<o00,0<a<nvef e L,(R") olsun. Bu durumda p > 1 i¢in

[ aflzy@ny < CllfllL,@m
ve p = 1igin
o fllLgoo@) < CllfllL@n)

olacak sekilde C' = C'(n, a, p) < oo sabiti vardir ve burada o« = n(1/p — 1/q) bigimindedir [9].

2.2. Morrey Uzaylari

Bu kisimda, Morrey uzaylarinin tanimlar1 ve bazi 6zelliklerine yer verilmistir.

Tamim 2.22. 0 < p < 0o, A € Rvet > 0 olmak iizere L»*(R") Morrey uzay1

_A
[fller = sup t7 7| fllLr(Bas)
zeR™,t>0

sonlu normu ile f lokal integrallenebilir fonksiyonlarin tiim siiflarinin kiimesi olarak

tamamlanir [|13]].

Tanim 2.23. 0 < p < 00, X € R vet > 0 olmak iizere W LP*(R") zayif Morrey uzay1

_a
[ fllweer = sup 77 || fllwrr(Ba)
z€R™,t>0

sonlu normu ile f lokal integrallenebilir fonksiyonlarin tiim siniflarinin kiimesi olarak

tamamlanir [[13]].

Klasik Morrey ve Lebesgue uzaylar1 arasinda V.S. Guliyev [13] tarafindan elde edilen

bazi sonuglar asagida ispatsiz olarak verilmistir.
Sonug 2.24. 0 < p < oo olmak iizere A = 0 i¢in
LPO(R™) = LP(R™)
W LPO(R™) = W LP(R™)

12



[13].

Sonuc¢ 2.25. 0 < p < oo ve A € R olmak iizere
I fllwrer < || f]|er ve bundan dolayr LPA(R™) € W LPA(R™)

[13].

Sonug¢ 2.26. 0 < p < oo olmak iizere A < 0 veya A > n esitsizliklerinden herhangi biri i¢in
LPAR™) = WLPMR™) = ©.
Burada © = O(R"), R iizerinde sifira esit olan tiim fonksiyonlarin kiimesidir [|13]].

2.2.1. Modified Morrey Uzaylari

Bu kisimda D’”\(]R") modified Morrey Uzaylarinin tanimina, ilgili baz1 teoremlere ve

sonuglara yer verilmistir.

Tamm 2.27. 0 < p < 00, A € R, [t]; = min{1,¢} ve t > 0 olmak iizere L”*(R") modified

Morrey uzay1

_A
| fllzon = sup [t]y " [ fllze (B

z€R™,t>0

sonlu normu ile f lokal integrallenebilir fonksiyonlarin tiim smiflarinin kiimesi olarak

tanimlanir [20].

Tanim 2.28. 0 < p < 00, A € R, [t]; = min{1,¢} ve t > 0 olmak iizere W LP*(R") zayif

modified Morrey uzayi

_A
1 fllwiea = sup  [t] " fllwee By
£ERM >0

sonlu normu ile f lokal integrallenebilir fonksiyonlarin tiim siiflarinin kiimesi olarak

tanimlanir [[20].

V.S. Guliyev ve ark. [20] tarafindan elde edilen bazi teoremler ve sonuglar asagida

ispatsiz olarak verilmistir.
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Sonug 2.29. 0 < p < oo olmak iizere A = 0 i¢in
IPOR") = LPOR") = L'(R"),
W ILPY(R™) = WLPO(R™) = W LP(R™)
[20].
Sonuc¢ 2.30. 0 < p < oo ve A € R olmak iizere

| fllwisr < [Ifll7on ve bundan dolay1 LPAR™) € WLPANRY)

ve

LPAR™) o LP(R™) ve ||l < [1f 1o

[20].

Sonug 2.31. 0 < p < oo olmak iizere A < 0 veya A > n esitsizliklerinden herhangi biri i¢in
LPAR™) = LPA(RY) = WILPAR™) = WLPAR™) = ©.
Burada © = O(R"), R iizerinde sifira esit olan tiim fonksiyonlarin kiimesidir [20].

Teorem 2.32. (Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

1. f e LiA(R"),0< A< nisebudurumda M f € WL ,(R") igin

1M fllyz,, < Coallfllz,,

Burada (' , sabiti sadece A ve n’e baghdur.

2. f€LyA(R™), 1 <p<o0,0<\< nisebudurumda Mf € L, (R") igin
IMFl; L < Conllfllz,,

Burada C), ) sabiti sadece p, A ve n’e baghdir [20].

Teorem 2.33. O<04<n,()§/\<n—ozvelgp<”T_’\olsun.

14



1.1 <p< 22 A ise bu durumda I, operatoriiniin L, (R") uzayindan L, \(R") uzayima

stirliligr icin gerek ve yeter sart

a 1 1 Q
Sl _Z<
n-—p q n—A
2. p=1 < =2 ise bu durumda I, operatériiniin L ,(R") uzaymdan W L, ,(R") uzayina
stirhilidr icin gerek ve yeter sart
@yt oo
n g n—2A

[20].
Sonuc2.34. 0<a<n0<A<n—avel <p< 2=2olsun.

1.1 <p< 22 A ise bu durumda M, kesirli maksimal operatoriiniin Lp A(R™) uzayindan

qu, A(R™) uzayina simirhilig1 icin gerek ve yeter sart

«
_)\'

< <

S e)

"CSH—‘
»QI»—t
3

2 p=1< 2= A ise bu durumda M,, kesirli maksimal operatériiniin L, A(R™) uzayindan

W L, A(R™) uzayma smirlihigt icin gerek ve yeter sart

(07

3Ie

<l--<

>~

n —

=

[20].
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3. MATERYAL VE METOT

2010 yilinda V.S. Guliyev ve arkadaglar1 [18,19] tarafindan degisken iislii Morrey
uzaylar1 ve genellestirilmis Morrey uzaylarini ele alarak bu uzaylar iizerinde bazi integral
operatorlerinin siirliliklart incelenmistir. 2012 yilinda A. Akbulut ve arkadaglar [3]
tarafindan genellestirilmis Morrey uzaylari iizerinde maksimal operatoriin ve singiiler integral
operatoriiniin simirhiliklarim incelemislerdir. Morrey uzaylarmin bir versiyonu olan LM (R™)
total Morrey-Guliyev uzaylari, 2022 yilinda V.S. Guliyev tarafindan; f lokal integrallenebilir

fonksiyonlarinin tiim siniflarinin kiimesinden ve normlarin sonlu olmasi durumunda sirasiyla;

0<p<oo,XA€R,pueR,[t]; =min{l,t}, ¢ > 0 olmak lizere

_A
[fllzon = sup 7| fllre(Bp)
z€R™,t>0
_A
[fllzer = sup [ty " fllee By
zER™ t>0
2 I3
[flleaw = sup [t]y "1/ (| fll 2oty
zERM™ >0

LPA(R") Klasik Morrey uzayi, LP*(R") modified Morrey uzayi, LP**(R") total
Morrey-Guliyev uzayr tanimlanmugtir [13]. 2022 ve 2024 yillarinda V.S. Guliyev tarafindan
yapilan arastirmalarda total Morrey-Guliyev uzaylarinda bazi harmonik analiz operatorlerinin
stnirliliklart incelenmistir. Harmonik analiz operatorlerinin total Morrey-Guliyev uzaylarindaki
sinirhiliklarinin incelenmesi kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziilebilmesinde 6nemli
bir yeri vardir. Total Morrey-Guliyev uzaylart aslinda klasik Morrey uzaylarinin yani
LPA (R™) = LP (R™) ve modified Morrey uzaylarmm yani LPA0 (R?) = LP* (R") olacak
sekildeki bir genellestirilmesidir. Morrey uzaylarinin bir versiyonu olan 0 < p < oo, A € R ve
1 € R olmak iizere LP**(R") total Morrey-Guliyev uzaylari, 2022 yilinda V.S. Guliyev [13]
tarafindan arastirilmistir.  Total Morrey-Guliyev uzaylar1 aslinda klasik Morrey uzaylariin
yani LPAA(R") = LPA(R™) ve modified Morrey uzaylarmin yani LPAO(R™) = LPA(R™)
olacak sekildeki bir genellestirmesidir. Bu yiiksek lisans tezinde, LP*(IR™) klasik Morrey ve
LPAH(R™) total Morrey-Guliyev uzaylarmin tamimlari, bazi temel dzellikleri ve LP*#(R™) total
Morrey-Guliyev uzaylarinda bazi gomme teoremleri, bu uzaylarda integral operatorlerinden
maksimal operator ve kesirli maksimal operatorlerinin sinirliliklar ile ilgili bazi sonuglarinin

incelenmesi amag¢lanmaktadir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Morrey uzaylarinin bir versiyonu olan LP# (R™) total Morrey-Guliyev uzaylari, 2022
yilinda V.S. Guliyev tarafindan; f lokal integrallenebilir fonksiyonlarinin tim smiflarinin

kiimesinden ve normlarin sonlu olmasi durumunda sirasiyla;

0<p<oo,XA€R, pueR,[t]; =min{l,t}, ¢ > 0 olmak lizere

A
[fllzer = sup 72| fllze(Be.)

zeR™ t>0

_A
[fllzor = sup [thy " flleo (Bt
zER™ >0

>

S

_ 23
| fllerw = sup  [t]y " [1/7 | fll e (B2

z€R™ >0
LPA (R") Klasik Morrey uzayi, LP>*(R") modified Morrey uzayi, LP**(R") total
Morrey-Guliyev uzay1 tanimlanmastir [13[]. 2022 ve 2024 yillarinda V.S. Guliyev [14] tarafindan
yapilan arastirmalarda total Morrey-Guliyev uzaylarinda bazi harmonik analiz operatorlerinin
stnirliliklart incelenmistir. Harmonik analiz operatorlerinin total Morrey-Guliyev uzaylarindaki
sinirhiliklarinin incelenmesi kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziilebilmesinde 6nemli
bir yeri vardir. Total Morrey-Guliyev uzaylari aslinda klasik Morrey uzaylarinin yani
LPA (R™) = LP (R™) ve modified Morrey uzaylarmm yani LPA0 (R?) = LP* (R") olacak
sekildeki bir genellestirilmesidir. Morrey uzaylarinin bir versiyonu olan 0 < p < oo, A € R ve
1 € R olmak iizere LP**(R") total Morrey-Guliyev uzaylari, 2022 yilinda V.S. Guliyev [13]

tarafindan arastirilmagtir.

4.1. Total Morrey-Guliyev Uzaylar: ve Ozellikleri

Bu kistmda, LPAH(R™) total Morrey-Guliyev uzaylarinin tanimina, ilgili bazi gomme

teoremlerine ve yardimci sonuglara yer verilmistir.

Tamim 4.1. (Total Morrey-Guliyev Uzay1) 0 < p < oo, A € R, u € R, [t]; = min{1,¢} ve
t > 0 olmak iizere LP**(R") total Morrey-Guliyev uzay1

_A B
[fllorw = sup [ty " [L/87 (| f] e (B

zER™ t>0

sonlu normu ile f lokal integrallenebilir fonksiyonlarin tiim siniflarinin kiimesi seklinde

tanamlanir [[13]].
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Tanim 4.2. (Zayif Total Morrey-Guliyev Uzay1) 0 < p < oo, A € R, pp € R, [t]; = min{1, ¢}
ve t > 0 olmak iizere W LPM(R™) zayif total Morrey-Guliyev uzayi

_A K
[ fllweesw = sup [t]y "[1/t]7 | fllwerBe.)-
zeR™,t>0

sonlu normu ile f lokal integrallenebilir fonksiyonlarn tiim simiflarinin kiimesi seklinde

tanimlanir [|13]].

Klasik Morrey, modified Morrey ve total Morrey-Guliyev uzaylar arasinda V.S. Guliyev

[13] tarafindan elde edilen baz1 sonuclar asagida ispatsiz olarak verilmistir.
Sonuc¢ 4.3. 0 < p < oo olmak tizere A = 0 ve u = 0 i¢in
LPOO(R") = IPO(R™) = LPO(R") = LP(R"),
W LPOO(R™) = WLPO(R™) = W LPO(R™) = W LP(R™)
[13].

Sonu¢ 4.4. 0 < p < oo olmak iizere A = p i¢in

Lp,)\,A(Rn> — LP’A(RTL>.
1 = 0igin
LPM(R") = LPAR™)

[13].

Sonu¢4.5. 0 <p<oo,Ae€RvepeRigin

||f||WLP»A’# < ||f||Lp,>\,#

oldugundan dolay1
LPAH(R™Y) C WLPM(R™)
ve
LPMR™) Co LPMR™) ve || fllor < [ Fll oo,
LPAH(R™) Co LPH(R™) ve || fllzow < || f] o
IR € DPRY) ve | flln < 1l
(13].
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Lemma4.6. 0 <p < 00,0 <A< nvel < p < ndurumunda 1 < p < oo igin LPAH(RM)
Banach uzay ve 0 < p < 1 igin LP*#(R") yari-Banach uzayidir [[13].

Ispat. 1 < p < oo ise bu durumda LP*#(R") normlu bir uzaydir. 0 < p < 1 durumunda ise
f.g € LP(B(z,r)) igin

1_
I+ glleaer) <28 (1 fllze ey + 119l LeBe))

burada 27" bir sharp sabitidir. Boylece 0 < p < 1, f,g € LPM*(R™) igin

1_
If + gllzornqny < 27 (|| £l oom@ey + |91 Lo @) 4.1)

Ayn1 zamanda burada 257" > 1 bir sharp sabittir.

Ornegin; bu denklem

= XBoyrrR?, 9= XB0O,1)NR" 3

icin
R} ={zeR":2z, >0}, R'={zeR":z,<0}

olmak iizere elde edilir. Boylece 0 < p < 1, LPM*(R™) igin bir yari-normlu uzay olup normlu
uzay degildir.
fr € LPAM(RY), k €N, ve

i i full o =0

olsun. Bu durumda herhangi bir ¢ > 0 icin ky € N vardir 6yle ki her k,m € N, k, m > kj icin

ve her x € R" 7 > 0i¢in
_2 7
L "I s = Fnll sy < e = Fnll porw <& (4.2)
Boylece her x € R™ ve r > 0 i¢in

k}ggloo ||fk - meLP(B(x,T)) =0

LP

loc

(R™) uzayinin tam olmasi nedeniyle bir f € L (R") vardir 6yle ki her z € R" ve r > 0

icin
Jim 1fe = Fllzo sy =0
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(4.2) esitsizliginin m — oo i¢in limiti alinirsa her z € R™ ve r > 0 i¢in

A u
[l P I/71E W e = Fllor sy < €

elde edilir, boylece
1fe = fllpoon <€

yani

kharrolo ka - f||LzM,u = 0.
Boylece LPMH tamdir. m

Lemma4.7. 0 < p < 00,0 < g < A < nise budurumda

LPM(R™Y) = LPAR™) N LPH(R™)
ve

[ £l zorn@ny = max {{| fll ox, [| £l zoa
[13].
Sonu¢ 4.8. 0 < p < 00,0 < A < nise bu durumda

LPA(R™) = LPA(R™) N LP(R™)
ve

1 llzea = max {{[fllzoxs || fllze}
[13].

Lemma4.9. 0 < p < 00,0 < pu < A< nise budurumda

W LPM(R™) = WLPAR™) N W LPH(R™)
Ve

1w zrron ey = mas { fllyw oo, [ f lwze }

[13].
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Uyar14.10. 0 < p < ocise A <0, XA >n,u < 0ve pu > n esitsizliklerinden herhangi biri

icin

LPAH(R™) = WLPMH(R™)
= O(R")

[13].

Ornek 4.11. o > —%,O <p<oovel <A< p < nise budurumda

- —
| e PR & — 2 <ag 2 F
p p
Y
’ : ’aXB((),l) € Lp,)\,uaRn) S a2 _n »
ve
| [“Xepon € PR & a < —2 > a
Aslinda,
_A I3
110 s, = sup L/ 191N sy

r>0,z€R

_A =2
= suplry " (/717 1917 | o 50,

a 7
— suplrl; P [1/7] ( / |y|apdy)
r>0 B(0,r)
1
_A © T P
= sup[r], " [1/r]? (an/ tap+"_1dt>
r>0 0

_A I3 n
= (= et

e

» su
ap+n) r>IgH

= ( On )% max{ sup ta+n%, sup ta+n;M}
ap+n 0<t<1 t>1
= ( )

On
ap+n

B =

Burada v,,, R™deki birim kiirenin hacmi ve o,, = nv,, R™"’deki birim kiirenin yiizey
alanidir [|13]].
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Lemmad4.12. 0 <p < 00,0 < Ay <A <nvel < py < po < nise budurumda

LP,M,M (Rn) C. Lp,)\g,,uQ (Rn)
ve
1 fllzorzms < Fllzpanim
[13].

ispat. felPM 0<p<oo,0< <A €<n,0< 1y < o < nolsun. Bu durumda

Ilf\!Lp,A2,u2:max{ sup (P h / )Py
B(z,t

zeR",0<t<1

s (e [Py
z€RM £>1 B(x.t)

||f||Lp,A1,u1-

IN

Lemma4.13. 0 < p < 00,0 < A< nvel < p < nise budurumda
LPm(R™) Co L°(R™) Cy LPA(R™)

ve

1Fllzoon < 0PI f e < N flloms
[13].

Ispat. f € L°(R") olsun. Bu durumda her z € R” ve 0 < ¢ < 1 igin

1/p
([ ) <l o<
B(zx,t

ve herx € R" ve t > 1icin

1/p
(t—" / |f(y)\”dy) < 0P|l
B(z,t)

Dolayisiyla f € LPA(R") ve

1 llzprn < o/P]Lfll 2o
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f € LP™*(R™) olsun. Lebesgue teoreminden

t—0

lim | B(z, 1) / L Wy = 1P

elde edilir (bkz. [40]). Bu durumda
. 1/p
fx:(limB:r;,t/ fypdy)
= (miaeol™ [ 156

1/p
SN G Ny
z€R™ 0<t<1 B(z,t)

< 0 2| fll
Dolayisiyla f € L>(R"™) ve
1Fllzee < v, Pl fll o

elde edilir. m

Sonuc¢ 4.14. 0 < p < oo ise bu durumda

LP" c. L®(R") = LP"(R")
ve

1l znn < 0321 fllzoe = | fllom
[13].

Lemmad4.15. 0 < A <n, 0< pu<n0<a<n—Ave0 < <n— puisebudurumda

~\ — s
5T Sp <t icin

Lp,)\,u(Rn) C. Ll,n—a,n—ﬂ(Rn)
ve f € LPMH(R™) igin

1Fllpin-an-s < 0| fll oo

[13].
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Ispat. 0 < a < n,0 < A <n, feLPM(RY) ve 2 < p < "4 olsun. Holder esitsizliginden

«

I llimans = sup [(3[1/0" / F)ldy
ZER >0 Bl(z,t)
=2 n—
< oY1 osup ([t gy
2ER™ >0

(m;*u/t]'f / y If(y)|pdy> "

n— _n=X
< 0 f e sup (077 7
£>0
1\ "=E_g a—n=A a_n=A J
sup([tht™") » "[t]; * = max{ sup t* 7 ,supt’ #
>0 0<t<1 t>1
< o0
n—A n—pu
<= <p<
a B

oldugundan dolay1 f € L~ *"=F(R") ve

£l n-am-s < OF Y| fl| oo

Sonuc¢ 4.16. 0 < < A <n,0 < a <n— \ise bu durumda

S p < icin

Lp,)\,uGRn) C> Ll,nfa(Rn)
ve f € LPMH(R™) igin

1 f 1l zrn-o < 0p/ 9| f1l Lo

[13].
Sonu¢ 4.17. 0 < A <nve0 < a < n— Aise budurumda

p = "2 igin

Lp,)\(Rn) C Ll,nfa (Rn)
ve

1Fllzrn-a < 0 91 f ]| o

[13].
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Sonu¢ 4.18. 0 < A <nve0 < a <n— \ise budurumda

222 < p < Bigin

zp,)\(Rn) C Ll,n—a(Rn)
ve

1l z2n—e < v/l fll g

[13].

4.1.1. Total Morrey-Guliyev Uzaylarinda Maksimal Operator

Bu kistmda, LP*#(IR™) total Morrey-Guliyev uzaylarinda maksimal operatoriiniin bazi

ozelliklerine yer verilmistir.

Lemma 4.19. (Guliyev Lokal Estimate) 1 < p < oo ve B(x,r) , R" lizerinde herhangi bir
yuvar olsun. p > 1 ise bu durumunda her f € L{ (R") i¢cin

loc
IMfllrBary S 77 tsuzpfgllf||Lp(B(x,t)>- (4.3)
>2r

Ayrica p = 1 ise bu durumda her f € L} (R") igin

loc
IMfllwerey S re sup 2 || fll 2By 4.4)
>2r

[3]].

Teorem 4.20. [. f € LY (R"),0 < A < nve0 < p < nise budurumda M f € W LV M#(IR™)

i¢in
M fllwrire < Cipullfllpiae. 4.5)

Burada C  ,,, f den bagimsizdir.

2. feLPMMR),1 <p<o00,0<A<nvel< pu<nisebudurumda M f € LPAH(R™)

icin
1M fllzore < Coppll Fllrr (4.6)
Burada C), » ,,, sadece p, A, u ve n’e baghdir [[13]].
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Ispat. p = 1 olsun. (#.4) esitsizliginden

1M fllwprow = sup [T /8 IM fllwr s

z€R™ t>0
< sup [N/ sup T fll By
z€R™ t>0 >2t
S fllperw sup [/ sup T )31/ 7] "
z€R™ t>0 T>t
= Ifllgerw sup [F AL/ sup[r]y " [1/7]T "
zeR™,t>0 T>t
= [[fllprrn

elde edilir. Yani M operatoriiniin L*#(R™) uzayindan W L*#(R™) uzayina sinirh oldugunu
gosterir.

1 < p < oo olsun . @.3) esitsizliginden

>

bS]

1M fllzoan = sup [th *[L/t]{ M fllLosen)

zER™,t>0

_A L n
S osup [t]; P[1/t]7te sup 77 || fll Lo (B
Z€ERM >0 >0t

_A s, A _u
S flleaw sup [ty 7 [L/t)7 tr sup TP [7]7 [1/7] 7

zeR™ t>0 T>t

n—XA u=n A—n n—p

= [lfllzorw sup [t]y" [1/8]," sup[r],” [1/7],"
zeR™ t>0 T>t

= [ fllzprs

elde edilir. Yani M operatoriiniin L (R™) uzayinda siirli oldugunu gosterir. m

Teorem de A =y veya p = 0 olmast durumunda agagidaki sonuglar elde edilir.

Sonuc 4.21. 1. f € L'*(R") ve 0 < X\ < nise bu durumda M f € W L'*(R") igin

M fllwrin < Cipllfllzia.

Burada C;  , f den bagimsizdur.

2. felPMR"),1 <p<oovel<\<nisebudurumda M f € LPA(R™) igin

M fllzrr < Coallfllzes-

Burada C), ) , sadece p, A ve n’e baghdir [13].
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Sonuc 4.22. 1. f e L'**(R") ve 0 < A < n ise bu durumda M f € W L'*(R™) igin

IM fllwzia < Coall Fllpea-

Burada (' », f den bagimsizdir.

2. feIPR"),1 < p<oovel <A< nisebudurumda Mf € LP*(R") igin

IM Fllzo s < Coall fllzon-

Burada C), , , sadece p, A ve n’e baghdir [13].

4.1.2. Total Morrey-Guliyev Uzaylarinda Kesirli Maksimal Operator

Bu kisimda, LP*#(R") total Morrey-Guliyev uzaylarinda M, kesirli maksimal
operatoriiniin sinirliligr i¢in gerek ve yeter sartlarina yer verilmistir. Ayrica Guliyev ve ark.

[12}/17] tarafindan elde edilen sonuclar asagida ispatsiz olarak verilmistir.

Lemmad4.23. 0 <a <n,1<p<Zve
ve f € Lt (R™) igin

loc

% — % = 2 olsun. p > 1 ise bu durumda her B(z, )

1Mo fllincoery S 7 supt™F | oo @7
>2r

Ayrica p = 1 ise bu durumda her B(z,7) ve her f € Li (R") i¢in

loc
Mo fllwes (B S tsuzpt_% 1f Il Lt (B0 (4.8)
>2r

(7).

Total Morrey-Guliyev uzaylarindaki kesirli maksimal operatorler icin Spanne tipli sonug

asagida verilmistir.

Teorem 4.24. (Spanne tiplisonug) 1 <p <00, 0 <A\ u<n,0<a< L ve —é = Z olsun.

1
p

Hq

1. p>1, f € LP**(R") ise bu durumda herhangi bir M,,f € Lq’%’T(R”) icin
HMafHLq,%,fg < Cp«\,u ||f||LPML
Burada C), » , sabiti sadece p,\,;. ve n’e baghdur.
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2. p=1, f € LY *(R") ise bu durumda herhangi bir M f € W L%*4+4(R") i¢in
HMafHWLq)\qM < 01,)\7# ||f||L1,)\,u.

Burada C » , sabiti f den bagimsizdir [14].

Ispat. 1 < p < oo olsun . @7) esitsizliginden

_A M
| M, f|| sa g = sup [r]y " [1/r]] [[Maf || Lo(Br)

z€R™, r>0

%

< sup [T] [1/r] ra supt Q||f||Lp B(.t))
z€R™, r>0

= n a—"n A 3
S [ fllzers suplr RV sup £ [t [L/1], 7
>r

n—>A n—p n—A

= [1f Lz suplrly ™ (117 supldy ™ (171

t>r
= [[fllzors

PV ol 13

elde edilir ki bu da M, f operatoriiniin LP**(R™) uzayindan Lq’f’%(R”) uzaymna sinirlt
oldugunu gosterir.

p = 1 olsun . (4.8) esitsizliginden

[ Mo fllwrarans = sup  [r]7 [1/r) (| Mo fllwraser)

TER™, >0
< sup [N/l Supt_%llfHLl(B(m,t))
z€R™ r>0
S v sup[r]y A [1/r)f 7= sup e [¢]} [1/8])1"

r>0 t>r

a+n— — a—(n—A —a+(n—
= [| £l g suplr]yet = [1/r)7 77 suple)y Y (1)

r>0 t>r

= [ llprrs,

elde edilir. Bu da M, f operatoriinin LM*(R™) uzayindan W L% %#4(R™) uzayma sinirh
oldugunu gosterir. m

Teorem[4.24] de v = 0 olmas1 durumunda asagidaki sonuglar elde edilir.
Sonuc¢4.25. 1 <p<oo,0<A<nvel < pu<nolsun.

1. p>1, f € LPM(R") ise bu durumda M f € LPM#(R™) igin

I M £ orn < Coxp Lfll Lo
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Burada C), » , sabiti sadece p, A, it ve n e baghdir.

2. p=1, f € LY*(R") ise bu durumda herhangi bir M f € W LY #(R™) igin

M fllwriaw < Coap || Fllpra.

Burada ('  , sabiti sadece p, A, ;1 ve n’e baghdir [[14].

Teorem de A = p veya p = 0 seklinde secildiginde asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonuc 4.26. 1§p<oo,0§)\<n,0§oz<%ve —%zzolsun.

1
p

Ag

1. p>1, f € LP*(R") ise bu durumda herhangi bir M, f € L% (R") icin

IMafll 420 < Coxllfllzea-

Burada C), ) sabiti sadece p, A ve n’e baghdir.

2. p=1, f € LY*(R") ise bu durumda herhangi bir M, f € W L%*(R") i¢in
Mo fllwrars < Ciallfllpes.

Burada ('  sabiti f den bagimsizdir [14].

Sonu¢4.27. 1<p<oo,0<A<n0<a<2ve —%:—olsun.

1
p

Aq

1. p>1, f € LP*(R") ise bu durumda herhangi bir M, f € L% (R™) i¢in
IMafll 30 < Con 150

Burada C), ) sabiti sadece p, A ve n’e baghdir.

2. p=1, f € L**(R") ise bu durumda herhangi bir M, f € W L%(R") i¢in
Mo fllwzors < Crallfllzan-

Burada (', sabiti f den bagimsizdir [14]].

Total Morrey-Guliyev uzaylarinda kesirli maksimal operatorler i¢cin Adams tipli sonu¢

asagida verilmistir (6rnek i¢in bkz. [[12]).
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Teorem 4.28. (Total Morrey-Guliyev Uzayinda Adams Teoremi)

1<p<o00,0< < A<n,0<a< 2 olsun.

n
p

1. 1 < p < =2 ise bu durumda

«

(e
n—p

Q

<

Q|
IN
N
|
>

D=

sarti, M, operatoriiniin LPM*(R™) uzaymdan L9 (R™) uzayma simrlihdn icin gerekli ve

yeterlidir.

2.p=1< % ise bu durumda

sarti, M, operatoriiniin L *(R") uzaymdan L9 (R") uzayma smmrlihgr icin gerekli ve

yeterlidir.

3. 22 < p < "Fise bu durumda M, operatdrii LP#(R™) uzaymdan L>(R") uzayma

(&7 [e7

sinirhidar [[14]].

ispat. Yeterlilik:1§p<oo,0§u§)\<n,0§a<%,L§

f € LPME(R™) olsun.

Mo f()

Q

IA

IN

IN

IN

sup 7" || fll L1 (B@r)
r>0

sup min { M), HfHLP(B(m))}

r>0

sup min { M f(x),r 3 F [ ||f||w}

r>0

sup i { Mf@), 7 ||f||m,m}

r>0

max{ sup min {r* M f(z), P £l Lo }s

0<r<1

sup i {1 M (2)r™ 5 o} .

r>1

7 nin minimum degerleri sirastyla

(P N Vi AV
Mf(z) Mf(z)
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seklinde alinirsa;

Maf(x)imaX{(Mf(l’)) ”*HfHpr( f(@))' ””HfHme}

Burada supremum degeri, minimum degerlerinin dengelenmesi yontemi ile elde edilmistir.
Sonu¢[@.25] ve @.9) esitsizliginden,

1-2 P
[Mafllpanse S NFI oS 1M f) ] o
1-2 P
= [[fll ol IM I

S N llzere

elde edilir. 1 <p < g<oovep=1< g < oodurumunda ise

11 1
”MafHWLfm»u 5 ||f||L1,;1\,u ”MfH;VLLA,u

S Il
Gereklilik: 1 < p < ”T”\, nau < %—% < -5, f € LPAH(R™) olsun ve M,

operatoriiniin LP(R™) uzaymdan L9 (IR™) uzayina siirl oldugu kabul edilsin.

fi(x) =: f(tz), [t]1+ = max{1,t} olarak segilirse bu durumda

_2 ©
Hft”LPJvH = sup [ry " [1/7]] ([ fill o (B

z€R™,r>0

n

_A B
=t » sup [r]y " [1/7]7 [[flle o)
zeR", r>0

n 2 1/7’ &
pf}iﬁ’ /()]

n

P

1

sup [tr] [1/(757“)] Hme Bla.tr))
z€R™, >0

A

=t [t]lg,—&- [1/t]1_§ ||f||LP,ML
elde edilir ve

Maft(z) = t_a Maf(tx)7
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_A B
HMaft =t sup [r]y " [1/7]] [[Maf(t)|lLoBr)
Lam Z€R™, >0
Ca_n [t’f’]l Mg [1/7‘]1 n/a
=t qsup(—) sup(—)
r>0 \ 7)1 r>0 \1/(tr)]
_2A i
sup  [tr]y " [1/(¢r)]] ([ Ma S La(s(tam)
z€R™, r>0
A
— S q
= T | Mag]

M, operatoriiniin LP(R™) uzaymdan L9*#(R™) uzayina stmirlihigindan

A ©
4ot T g ‘T
| =05 2 0 Ml o,
n _2 =3
St D/t It IIftHLW
n_n A
A aa TP
n—X\_ n—X\ n—p_n—p

« +=" B
= [thy” [y e

esitsizligi elde edilir.

]lj < % + 2 ise bu durumda ¢ — 0 iken her f € LPAE(R™) igin
[ Mo f]parn =0

elde edilir.

Benzer sekilde, % > % + —2 ise bu durumda ¢ — oo iken her f € LPM#(R™) igin
HMaf“Lq%u =0

elde edilir.
Dolayisiyla,

—_

«Q 1
<Z_--<

n—ATp q - n—pu
p=1< =& f e LP*(R") olsun ve M, operatdriiniin L'**(R") uzayindan

«

W LA (R™) uzayia sinirli oldugu kabul edilsin. Bu durumda

[ £ell o = 77 [0 L/ £l
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veE

2 u
=t sup [r];" [1/r]7 HMaf(t’)”WLq(B(J»‘,T))

= sap (F2) sap ()

_A 22
sup [tr]y " [L/(tr)]] | Mafllwrs(Bestm)
z€R™,r>0

— R [ L

s

W LAk

M, operatérii, L (R™) uzaymdan W L4*#(R™) uzayma simirl oldugundan

| = 5[, AL M

W LaAn |hVL%NM

-nh:

ST L 1/1?

A

q

+

A

H ‘ft”uw

=t [t]l,f L/t o
—nA AR

@ q n—p—=gk
=1 [t]1,+ [1/t]1,+ Nl L
1< % + ~= ise bu durumda ¢ — 0 iken her [ € LM (R™) igin
”MOéf”WLq,)\,p. = O

elde edilir.
Benzer sekilde, 1 > é + ;% ise bu durumda ¢ — oo iken her f € LYMH(R™) igin

HA4@f”wqﬂAM =0

elde edilir.
Dolayisiyla,

222 < p < Hjse bu durumda M, operatérii LP*#(R™) uzayindan L (R") uzayina

stnirhiliginin ispati;

35



ot < p < =2 ve f € LPM(R™) olsun. Bu durumda

Mo f(z) ~ supr® ™| fllo (@)
r>0
< supr® e || fll s
r>0
A
< supr® [ [1/r] " Hf||Lw»u
r>0
a—n=2 —at "k
< suplr]; " O[/rly 7 | fllpeaw
r>0
< max{ sup Pt ||f||pr,Sup ret ||f||LPM}
0<r<1
S flleon
— A n—pu
= <a<
p p

elde edilir boylece M, operatorii LP#(R™) uzayindan L°°(R")uzayina simirhidir. m

Theorem .28 den A = i veya p1 = 0 olmasi durumunda asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.29. (Adams sonucu) 1 <p <00, 0 <A <n, 0 <a< 2 A olsun.

n/\

1.1 <p< ise bu durumda M, operatoriiniin LP*(R") uzaymdan L?*(R"™) uzayina

stnirhilig1 icin gerek ve yeter sart

n)\

2.p=1< ise bu durumda M, operatériiniin L**(R") uzayindan L%*(R"™) uzaymna

stirliligr icin gerek ve yeter sart

3. p = =2 ise bu durumda M, operatdrii LP*(R") uzayindan L*°(R") uzaymna simrhdir
[14].

Sonuc 4.30. 1§p<oo,0§)\<n,0§a<"%olsun.

n/\

1.1 <p< ise bu durumda M, operatériiniin LP*(R") uzayindan L¢*(R™) uzayina

stnirhiligl icin gerek ve yeter sart

|
IN
3
| |2
>

S
IA
SR



2. p =1 < "2 ise bu durumda M, operatoriiniin L“*(R™) uzaymndan L?*(R™) uzayma

stirliligr icin gerek ve yeter sart

Q

3|e
IN
—_
|
IN

Q| =
S
|
>

3. 22 < p < Zise bu durumda M, operatorii LPA(R™) uzayindan L*(R") uzayma

siurhidir [14]).
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5. SONUCLAR

Morrey uzaylarinin bir versiyonu olan 0 < p < oo, A € Rve up € R
olmak iizere LP**(R") total Morrey-Guliyev uzaylari, 2022 yilinda V.S. Guliyev [13]
tarafindan arastirilmistir.  Total Morrey-Guliyev uzaylar1 aslinda klasik Morrey uzaylarinin
yani LPAMR™) = LPA(R") ve modified Morrey uzaylarimin yani LPAO(R?) = LPA(R™)
olacak sekildeki bir genellestirmesidir. Bu tez konusunu bir baglangi¢ kabul edilerek, "Total
Morrey-Guliyev uzaylar1 ve bu uzaylarda bazi integral operatorlerinin sinirlili1" konusunda

daha ileri diizeyde ¢alismalar yapabilmek icin bir temel olusturulmasi hedeflenmektedir.
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