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Jiiri: Prof. Dr. Akin Osman ATAGUN
Prof. Dr. Ashhan SEZGIN
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Bu calismada bir Pawlak yaklasim uzayinin karakteristik matrisleri tanitilmig ve
birlesim, kesisim, tiimleyen, fark ve simetrik fark gibi islemlerle desteklenmistir. Yaklagim
matrisi, kabalik matrisi, iist ve alt yaklasim matrisleri ve sinir matrisi karakteristik matrislerin
Ozel tiirleri olarak tanimlanmis ve bu sayede kaba kiime belirleme ve bilgisayar ortaminda
cok sayida girdi iceren problemleri ¢cozme gibi bir cok kullanigli sonug elde edilmistir. Bir
problemin ¢oziimiinde direkt olarak etkili olan kiimeleri veren etki kiimeleri tanitilmis ve bu
sayede bir kiimenin dis ve i¢ Olgiileri ile yaklagim dogrulugu tamimlanmugtir. Yeni bir kavram
olan denk matris tamtilmig ve denk matrisleri kullanarak benzerlik dl¢iileri ile kaba kiimelerin
yeni karakterizasyonlar:1 sunulmustur. Ayrica yeni benzerlik yontemlerini kullanarak bir
sirketin bagvurdugu ihale i¢in isi tamamlamak iizere sunacagi zaman ¢izelgesinin tahmini
degerinin nasil hesaplanacagina iligkin bir uygulamaya yer verilmistir. Son olarak kaba
matrislere ve agirlikli benzerlik Ol¢iilerine dayali yeni bir karar verme metodu 6nerilmis ve
hesaplama siireglerini gostermek icin giinliik hayata dair uygulama ile desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Belirsizlik modelleme, Kaba kiimeler, Yaklasim matrisleri, Benzerlik

Olciisii, Karar verme
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In this study, characteristic matrices of a Pawlak approximation space are introduced
and supported by operations such as union, intersection, complement, difference and symmetric
difference. We define special types of characteristic matrices: approximation matrix, roughness
matrix, upper and lower approximation matrices and boundary matrix and obtain many useful
results such as rough set determination and solving problems involving many data entries in
computer environment. We introduce effect sets that give the effective set in solving a problem
and using this concept we define external and internal measures of a set and accuracy of the
approximation. We present a new concept of equivalent matrices and a novel characterizations
of rough sets with similarity measures using equivalent matrices. In addition, we give an
application about how a company will calculate the estimated value of the timeline it will
submit to complete the work for the tender it is applying for using new similarity methods.
Finally, we propose a new decision-making method based on the rough matrices and weighted
similarity measures and then followed by real-life application to illustrate the computational
processes.

Keywords: Uncertainty modelling, Rough sets, Approximation matrices, Similarity measure,

Decision-making
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZiINi

Simgeler

Aciklama
A iizerindeki tiim bulanik kiimelerin kiimesi
Pawlak yaklasim uzay1
Karakteristik matrisler kiimesi
A ve X e bagl yaklagim karakteristik matrisi
X kiimesinin iist yaklagimi
X kiimesinin alt yaklagimi
X in A daki simirt
Denklik bagintisi
Ust etki kiimesi
Alt etki kiimesi
Etki kiimesi
j inci denklik sayis1

M-benzerlik ol¢iisii



1. GIRIS

Pawlak [27], 1982°de belirsizlik iceren problemlerle basa ¢cikmak icin kiimelerin
baz1 yaklagimlarini tanitan kaba kiime teorisini 6nermistir. Kaba kiime teorisi, giiniimiizde
teknolojik gelisimin insa edildigi yapay zeka ve biligsel bilimler basta olmak iizere makine
ogrenmesi, akill sistemler, timevarimsal muhakeme, Oriintii tanima, bilgi sistemleri, karar
verme ve uzman sistemler gibi bir ¢ok aragtirma alaninda temel bir 6neme sahiptir [27, 28],
29,130, 31].

Kaba kiimelere bagl cebirsel yapilar bir¢cok arastirmaci tarafindan incelenmistir.
[16] da kaba kiimelere cebirsel bir yaklasim getirilmistir. [2] de Pawlak yaklasim uzayina
gore ve genellestirilmis yaklasim uzayina gore hemiringlerde kabalik ¢aligsmasi baslatilmus,
ayrica alt ve iist kaba alt hemiringleri ve idealleri incelenmisgtir. [8] de yazarlar kaba
kiimelerin bazi cebirsel ve kiime teorik 6zelliklerini ele almiglardir. [9] da yazarlar, kaba
3-degerli Lukasiewicz cebiri ile ilgili yaklasgim uzayimn tiim kesin kiimeleri tarafindan
olusturulan Boole cebiri arasindaki iligskiyi incelemislerdir. [10] da, yazar kaba kiimeler
ve halka teorisi arasindaki iliskiyle ilgilenmis ve bir halkadaki alt halka (ideal) kavraminin
genigletilmis bir kavrami olan bir halkanin idealine gore kaba alt halka (ideal) kavramini
tanitmugtir. [[11] de yazar kaba kiimeler, bulanik kiimeler ve halka teorisi arasindaki iligkiyi
incelemistir. Ayrica aymi yazar [12] de cebirsel sistemler, kaba kiimeler ve bulanik kaba
kiime modelleri arasindaki iligkiyi tartigsmistir. [[19] da, [[10} [11] tarafindan sunulan fikirlerin
devami olarak yazarlar bir halkada kaba asal (birincil) idealler ve kaba bulanik asal (birincil)
idealler kavramlarini tanitmiglar ve bu ideallerin bazi1 6zelliklerini vermiglerdir. [10, [11]
makalelerinden sonra yazarlar, bir halkanin kiime degerli homomorfizmi ve kuvvet kiime
degerli homomorfizm kavramlarimi ve [39] daki bir halkanin alt ve iist yaklagimi kavraminin
bir genellemesi olan kiime degerli bir esleme vasitasiyla insa edilen genellestirilmis alt ve
ist yaklagim operatorleri kavramlarini sunmuslardir. [20] de yazar, bir yar1 gruptaki kaba
sol [sag] ideal kavramini, bir yar1 gruptaki sol [sag] idealin genisletilmis bir kavrami olarak
tanitmistir. [38]] de yazarlar, bir yar1 gruptaki kaba asal idealler ve kaba bulanik asal idealler
kavramlarini ele almislardir ve bu tiir ideallerin baz1 6zelliklerini vermislerdir. [21] de yazar
kaba kiimeler ve hipergrup teorisi arasinda bir iligki sunmustur. Ayrica kaba alt grup ve
bulanik kaba alt grup kavramlarini tanitmigtir. [21] makalesinden sonra, yazarlar [22] de
kaba kiimeleri degismeli n-li hipergruplar baglaminda incelemeyi amaclamiglardir. [24] de
yazarlar, keyfi ikili bagintilara dayali alt ve iist yaklasimlarin yapilarim sunmus ve kaba
kiime arka planlarinda belief fonksiyonlarinin yorumlanmasi ile ilgili bazi mevcut sonuglari
genisletmiglerdir. Ayrica kaba kiime teorisindeki tanimlanabilir kiime kavramlarina dayanarak
genellestirilmis kaba kiimelerdeki iki Boole alt cebirini incelemiglerdir.

Pawlak’1n kaba kiime teorisinde denklik bagintisinin gerekliliginin sinirlayici oldugu

diistiniilerek bir¢ok arastirmaci tarafindan genellestirme teorileri ortaya atilmistir [[1} (14} 115,



17,124,132, 134} 140, 142, 144]]. Kaba kiime teorisinin uygulamalar1 giiniimiize kadar genellikle
kaba bulanik kiimeler ve bulanik kaba kiimeler [[14], [3], esnek kaba kiimeler ve esnek kaba
bulanik kiimeler [[15], gelistirilmis esnek kaba kiimeler [34], [4], [S] ve strait bulanik kaba
kiimeler [6] gibi hibrit yapilar yardimiyla problemleri ¢ézmiigtiir.

[35]] makalesinde yazarlar, Pawlak [27] tarafindan tanimlanan kaba iiyelik fonksiyonu
ve RMmDM (Rough Maxmin Decision Making) yontemini kullanarak kaba matris teorisini
tanitmiglardir. Bu tez calismasinda ise kaba matris teorisi tamamen farkli bir bakis agisiyla
denklik siniflarinin etkin bir sekilde kullanildig: farkl bir teknikle olusturulmustur.

Benzerlik 6l¢timii, belirsizlik iceren bilgilerin dl¢iilmesinde kullanilan etkili yontemler-
den biridir. Piyasa tahmini, oriintii tanima, karar verme, makine 68renimi ve tibbi teshis gibi
bircok uygulama alaninda yaygin olarak kullanilmaktadir. Literatiirdeki farkli benzerlik
Olciileri aciklanmis ve farkli bulanik kiime ikilileri arasinda karsilagtirmali bir ¢aligma
sunulmustur. [25} 36, [37]] de yazarlar bulanik kiimelerin benzerlik ol¢iilerini aksiyomatik
olarak tanimlamis ve temel 6zelliklerini ortaya koymuglardir. [7] de yazarlar, [0, 1] araliginda
bir degere sahip belirli bir evrenin iki bulanik alt kiimesi arasindaki benzerligi bir oran veya
Olcii olarak veren bir dizi aksiyom sunmuslardir. Yazarlar [26] da bulanik kiimelerin benzerlik
Olciileri iizerinde toplama ve ¢arpma islemlerini incelemislerdir. Etkili benzerlik olgiileri
sezgisel bulanik kiimeler [18]], bulanik kaba kiimeler [33,'4 1] ve aralik degerli bulanik kiimeler
[23.113] gibi ¢esitli hibrit yapilar iizerinde de tanimlanmisgtir.

Bu ¢alismanin temel amaci Pawlak yaklagim uzayini ve bu yaklagim uzayinin iist
alt yaklasimlar1 gibi bilesenlerini matrislerle ifade etmek ve bu sayede hibrit yapilara ihtiyag
duymadan kaba kiimelerin giinliik hayat ve cebirsel uygulamalarin1 yapabilmektir. Ayrica tiim
bilesenleri 0 ve 1 sayilarindan olusan matrislerin kullanim amaci verileri bilgisayar ortamina
aktarilmak ve ek olarak cok sayida veri girisi gerektiren karmagik ve belirsiz problemlerin
coziilmesidir.

Bu calismada, ilk olarak bilegenleri sadece O ve 1 sayilar1 olan bir Pawlak yaklasim
uzaymnin karakteristik matrisleri tanitilmistir. Karakteristik matrislerin 6zel tiirleri olan
yaklasim matrisi, kabalik matrisi, iist ve alt yaklasim matrisleri ve sinir matrisi tanimlanmisg
ve bu sayede kaba kiime belirleme ve cok sayida veri girisi iceren problemlerin bilgisayar
ortaminda ¢6ziilmesi gibi bircok faydali sonug elde edilmistir. Daha sonra etki kiimeleri, bir
kiimenin dis ve i¢ Ol¢iileri ve yaklagimin dogrulugu tanimlanmugtir. Ayrica, denk matrisler
tanitilmig ve denk matrisler kullanilarak kaba kiimelerin yeni bir karakterizasyonu ve benzerlik
Olciimleri sunulmustur. Son olarak, agirlikli benzerlik dl¢timleri kullanilarak, yeni bir karar
verme yontemi Onerilmis ve belirli bir isin tamamlanmasi i¢in gereken siirenin hesaplanmasi
ve uygun personelin secilmesi lizerine gercek hayat uygulamalar1 yapilmistir.

Kaba Matris Teorisi Hakkinda Otantik Yasam Motivasyonu:
Girig boliimiiniin bu kisminda kaba matris teorisinin giinliik hayatta kullanilmasinin

uygun oldugu bir 6rnek iizerinde duralim. Burada verilen bir alternatifler kiimesinin dogal
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olarak olusan parcalaniglarini iceren ve ayni zamanda ¢ok fazla veri girisi gerektiren asagidaki
ornek sunulmaktadir.

Milli Egitim Bakanlig1 farkli branglarda egitim vermek tizere 2000 6gretmen atamay1
planlamaktadir. Bu branglarin ve alinacak personel sayisinin matematik (700), edebiyat (800),
cografya (150), tarih (250) ve beden egitimi (100) oldugunu varsayalim. Matematik alaninda
ogretmen olmak isteyenlerden 1000 bagvuru, edebiyat alaninda 1700 bagvuru, cografya
alaninda 600 bagvuru, tarih alaninda 800 basvuru ve beden egitimi alaninda 400 bagvuru
olsun. Istihdam edilecek dgretmenler igin kriterler su sekilde belirlenmistir: C;: merkezi smav
puani, Cy: liniversite mezuniyet puani, C5: 6zel sektorde is deneyimi olanlar, Cy: yas aralig1
ve C5: merkezi yabanci dil puani. Bu durumda, kriterler se¢ilen kiimelerin pargalaniglarin
da belirler. Ornegin, U,; = {u1,ug, ..., u1000} matematik alani i¢in bagvuranlarin kiimesi
olsun. (' kriteri icin alt kriterler ve agirlik degerleri su sekilde belirlenmistir: C';: merkezi
not aralig1 [90, 100], wy; = 0.4; Cio: merkezi not araligi [85,90), wis = 0.35; C'3: merkezi
not aralig [75,85), w3 = 0.15 ve Cp4: merkezi not aralig: [70,75), w4 = 0.1. Burada
merkezi sinav puanm1 70’in altinda olanlarin bagvuramayacagini belirtmeliyiz. Dolayisiyla
{C11, C12, C13, C14} kiimesi Uy, nin bir par¢alanmisidir. Eger Ry, bu boliime karsilik gelen
denklik bagintis1 ise Ay, = (U; Ryy) bir Pawlak yaklagim uzayidir. Ayni durumun diger
dallar ve kriterler i¢cin de yapilmasi gerektiginden, bu kadar biiyiik veriler lizerinde kiime
islemleri yapmak neredeyse imkansizdir. Giinliik hayattan alinan bu 6rnekte ¢ok fazla veri
girigi gerektiginden bunlarin matrisler yardimiyla bilgisayar ortamina aktarilmasi kolaylig
vazgecilmezdir.

Bu calismanin geri kalan1 asagidaki gibi boliimlere ayrilmistir: Bolim 2 de bu
calismanin ana sonuclarim gelistirmek i¢in kaba kiimeler iizerine birka¢ temel aciklama ve
islem sunulmaktadir. Boliim 3, Pawlak [27] tarafindan verilen tiim kavramlarin matrisler
araciligiyla ifade edilmesini aciklamaktadir. Boliim 4, yeni bir kavram olan denk matrisleri
tanitmakta ve bir¢ok énemli sonucla birlikte kaba kiimelerin basitlestirilmis ve kullanigh bir
karakterizasyonunu saglamaktadir. Boliim 5, denk matrisleri kullanarak benzerlik ol¢iisii
fikrini ortaya koymaktadir. Boliim 6, benzerlik ve karar verme algoritmalarini ve bunlarin
gercek hayattaki uygulamalarin kapsamaktadir. Boliim 7 de bu yapilan ¢caligmanin, tartisma

ve degerlendirmesidir.






2. ONCEKI CALISMALAR

2.1. Temel Bilgiler

Tamm 2.1. [43]] A # () evrensel bir kiime olsun. Bu durumda A iizerinde ; bulanik kiimesi,
= {(z, p(x)|z € A} ikililerin kiimesidir. Burada, i : A — [0, 1] bulanik kiimesinin iiyelik

fonksiyonudur.

A tizerindeki tiim bulanik kiimelerin kiimesi ﬁ(A) ile gosterilecektir. Bulanik kiime

islemlerinden bazilar1 agsagida verilmistir:

Tamim 2.2. [43] u, v € f(A) olsun.
a) Vo € Aicin u(x) < v(x) ise bu durumda v, p yii igerir denir ve . C v ile gosterilir.

b) 1 ve v niin kesigimi, Vo € Aigin (uNv)(z) = p(x) Av(z) = min{p(x), v(z)} olarak

tanimlanir.

¢) p ve v niin birlesimi Vo € A icin (uUv)(z) = p(z) Vr(z) = max{u(z), v(x)} olarak

tanimlanir.
d) p niin tuimleyeni Vz € A i¢in u¢(z) = 1 — p(z) olarak tanimlanir.

Tanmm 2.3. [27] U evrensel olarak adlandirilan belirli bir kiime ve R, U iizerinde bir denklik
bagintist olsun. Bu durumda A = (U; R) ikilisine bir yaklasim uzay1 denir. U nun R
bagintisina gore denklik siniflar1 A da elementer kiimeler (atomlar) olarak adlandirilir. A
daki tiim atomlarin kiimesi U/ R = {[z|gr|x € U} ile gosterilir. A daki elementer kiimelerin

her sonlu birlesimine A da bir birlesik kiime (composed set) ad1 verilir.

Tanmim 2.4. [27] A = (U; R) bir yaklasim uzay1 ve X C U olsun. R*X = {z € U |
[z]r N X # 0} X in A daki en iyi iist yaklasimi ve R.X = {z € U | [z]gp C X} X in A
daki en iyi alt yaklasimu olarak adlandirilir. Burada [x]g, © € U nun bir denklik sinifidir.
Bnda(X) = R*X \ R.X kiimesine X in A daki smir1 denir. Eger Bnda(X) = () ise U
nun bir X alt kilmesine yani X C U ya A da tammmlanabilir denir. Tersi durumda yani
Bnd(X) # () ise X in A da bir kaba kiime oldugu sdylenir.

Tamm 2.5. [27] A = (U; R) bir Pawlak yaklagim uzay1 ve X C U olsun. p, (2)(fis(2)) ile
R, X (R*X) in igerisindeki atomlarin sayis1 gosterilir ve X in A daki i¢ (dig) dl¢iisii olarak
adlandirilir. Eer p (z) = fi4(z) ise X, A da 6lgiilebilirdir denir. Boylece X in A da
birlesik kiime olmas: i¢in gerek ve yeter sart X in A da 6lgiilebilir olmasidir. 74 (z) # 0
olmak tizere (X)) = %ﬁg; sayisina X in A daki yaklasim dogrulugu denir. Herhangi bir

A = (U; R) yaklasim uzay1 ve X C U i¢in 0 < p4(X) < 1 oldugu agiktir. A daki herhangi
bir 6lgiilebilir X kiimesi i¢in p14(X) = 1 seklindedir.







3. MATERYAL VE METOT

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak literatiir calismasi yapilmistir. Ayrica ¢alisma siiresince
tez konusu ile ilgili tim kaynak kitaplar ve makalelerden yararlanilmistir. Bu ¢alismada ilk
olarak cebirsel metot kullanilarak kaba matris teorisinde ifade edilen tiim yapilarin matris
karsilig1 inga edilmistir. Insa ettigimiz matrisler yardim ile yiiksek veri girisi gerektiren

problemlerin ¢dziimii i¢in yeni ve etkili yontemler kullanilmigtr.






4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Pawlak Yaklasim Uzayinda Matris Yapisi1 ve Kaba Kiimelerin Belirlenmesi

Bu bolum Pawlak [27] tarafindan verilen tiim kavramlarin matrislerle ifadesinin
tanimlanmasina ayrilmistir. Verilen kavramlar, yapisi geregi kaba kiime teorisinin insasina
benzemektedir. Bu sayede Pawlak yaklasim uzayinda yer alan kavramlar ile tanitilan matris
yapilar1 karsilikli olarak birbirlerini ifade edebilmektedir.

U ={uy,us,...,u,} ve A= (U; R) bir Pawlak yaklagim uzay1 olsun. U nun R ye
karsilik gelen parcalamsi U/R = {C;|j = 1,2,...,r}. Buradar = |U/R|, U lizerinde R ye

karsilik gelen farkli denklik siniflarinin sayisidir.

Tanim 4.1. Bilegenleri tamamen 1 ler ve 0 lardan olusan tiim n x 7 tipindeki matrislerin
kiimesine A nin Karakteristik Matrisler Kiimesi denir ve C'M A ile gosterilir, yani CM A =
{laijlnxrlai; =1V 0,Vi e {1,2,...,n},j € {1,2,...,r}} ile gosterilir.

Tanmmm 4.2. [b;],xr, [Cijlnxr € CM A olsun.

a) Vi € {1,2, R ,n},j € {1,2, - ,T’} icin bij < Cij ise, [bij]a [Cij} nin C'M A da alt

matrisidir ve [b;;] C [¢;;] ile gosterilir.

b) Vi e {1,2,...,n},j € {1,2,...,r}icin b;; < ¢;; fakat en az bir terimi i¢in b;; < ¢;;
ise, [b;;], [ci;] nin C' M A da 6z alt matrisidir ve [b;;] C [c;;] ile gosterilir.

c) Vie{l1,2,...,n},5 € {1,2,...,r}i¢in b;; = ¢;; ise [b;;| ve [c;;] matrislerine C'M A

da esit matrisler denir ve [b;;] = [¢;;] ile gosterilir.

d) Vi € {1,2,...,n},7 € {1,2,...,r} i¢in b;; = 0 ise, [b;;] matrisine CM A da sifir

matrisi denir ve [0] ile gosterilir.

e) Vie {1,2,...,n},5 €{1,2,...,r}icin b;; = 1 ise, [b;;] matrisine C' M A da evrensel

matris denir ve [1] ile gosterilir.

CM A da baz1 matris iglemleri asagida verilmistir:

Tanmim 4.3. [b;],xr, [Cijlnxr € CM A olsun.

a) [b;j] ve [c;;] nin CM A da birlesimi [d;;| = [b;;] U [¢;;] ile gosterilir. Burada d;; =

max{b;j, c;;} seklinde tanimlanr.

b) [b;;] ve [c;;] nin CM A da kesisimi [d;;] = [b;;] N [c;;] ile gosterilir. Burada d;; =

min{b;;, c;;} seklinde tanimlanir.

¢) [bi;] nin [¢;;] den CM A da farky [d;;] = [bi;] \ [c;;] ile gosterilir. Burada d;; =

min{b;;, 1 — ¢;;} seklinde tanimlanir.



d) [b;;] nin C' M A da evrensel tiimleyeni [d;;] = [b;;]° ile gosterilir ve d;; = 1 — b;; olarak
tanimlanir.

e) [bi;] ve [c;;] nin C'M A da simetrik farka [b;;] A [c;;] ile gosterilir ve
[bi5] A [ei] = ([big] U [eiz]) \ ([big] N [eij])
olarak tanimlanir.

Bunlar C'M A da islem oldugundan dogal olarak kapalilik saglanmig olur. Tanim §.3

ile C'M A da tanimlanmis islemlerin bazi temel 6zellikleri sunlardir:

Onerme 4.4. [bi5]nxr € CM A olsun.
a) Birlesim, kesigim ve simetik fark C'M A da degisme 6zelligine sahip islemlerdir.
b) [bi;] U [0] = [by] ve [by] U [1] = [1].

) [bij] N [0] = [0] ve [bi;] M [1] = [by;].

h) Birlesim, kesisim ve simetrik fark C'M A da birlesme 6zelligine sahip islemlerdir.
Ispat. [bij]nxr € CM A olsun.

a) [b;;] U [0] = [d;;] olsun. Bu durumda d;; = maz{b;;,0} = b;; oldugundan [d;;] = [b;;]
elde edilir. Diger taraftan [b;;] U [1] = [e;;] ise e;; = max{b;;, 1} = 1 olup [e;;] = [1]

sonucuna varilir.

b) [b;;]N[0] = [d;;] olsun. Bu durumda d;; = min{b;;,0} = 0 oldugundan [d;;] = [0] elde
edilir. Benzer sekilde [b;;] N [1] = [e;;] ise e;; = min{b;;, 1} = b;; olup [e;;] = [biy]

sonucuna varilir.

©) [by] A[0] = ([bi;] V0] \ ([b3;]N[0]) = [bi;]\ [0] = [di;] oldugundan d;; = min{b;;, 1 —
0} = by; ise [d;;] = [bij] elde edilir. Benzer sekilde [b;;] A [1] = ([bi;] U [1]) \ ([bi;] N
[1]) = [1]\ [bij] = [es;] ise e;; = min{1,1—b;;} = 1 —b;; olup [e;;] = [b;;]° sonucuna
varilir.
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d) [b”] U [bij]o = [d”] olsun. Bu durumda dij = max{bij, 1-— bl]} =1 Oldugundan
[dU] = [1] elde edilir. Diger taraftan [bw] N [bij]O = [eij] ise €ij = mm{b,], 1— bU} =0

olup [e;;] = [0] sonucuna varilr.

e) [bi] Alby]° = ([bi]U[bi] )\ ([bs5]N[b35]°) = [L\[0] = [dyj]ise dij = min{l,1-0} = 1
oldugundan [d;;] = [1] elde edilir.

) [bij] A [big] = ([bi] U [bis]) \ ([big] O [big]) = [big] \ [bis] = [dis] ise dij = min{bi;, 1 —
b;;} = 0 oldugundan [d;;] = [0] elde edilir.

g) ‘v’[aij], [bij]7 [Cij] e CMA lgll’l [aij} U ([blj] U [Cz’j]) = ([aij] U [b’ﬁﬂ]) U [Cij] oldugunu
gostermeliyiz. O halde [a;;] U ([b;;] U [c;5]) = [as;] U [dij] = [ei;] ise

e;j = max{a;;,d;;} = max{a;;, max{b;;, c;j}} = max{max{a;;,b;;},ci;}.
Benzer §ek11de ([aij] U [sz]) U [Cij] = [fzj] U [Cij] = [glj] iS@
9i; = max{ fij, c;j} = maz{maz{a;;, bi;}, cij}.

Dolayisiyla [e;;] = [g;;], yani birlesim igleminin birlesme 6zelligi vardir.

[ai;] N ([bi;] N [ciz]) = ([aiz] N [bij]) N [cij] oldugunu gosterelim. Bunun igin [a;;] N
([bi5] N leis]) = lagg] N [dig] = [es;] ise

eij = mm{aij, le} = min{aij, mm{bw, Cij}} = min{mm{azj, bij}7 Cz‘j}'
Diger taraftan ([a;;] N [bi;]) N [e5] = [fij] N [ey] = [g35] ise
9ij = man{ fij, ci;} = min{min{a;;, bi;}, c;; }.

Dolayistyla [e;;] = [g;;], yani kesisim isleminin birlesme 6zelligi vardir.
[ai;] A ([bij] A [ciz]) = ([ai;] & [bij]) A [eiz] oldugunu gosterelim. Bunun igin ilk olarak
[ai;] 2 ([bij] D [eij]) = Jag] A [dij] = ([ai;] U [dig]) \ (lagg] N [dij]) = [es;] ise
€ij = min{maw{aij, dij}a 1— min{aij, dU}}
= min{max{a;;, min{mazx{b;;, c;;},1 — min{b;;, c;;} },1 — min{a;;,

min{maz{bi;, c;;}, 1 — min{bi;, ci;}}}}}-
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Benzer sekilde ([a;;] A [by]) A [cij] = [fij] & [ei] = [945] ise

9i; = man{max{ fij, ci;}, 1 — min{ fi;, cij } }
= main{mazx{min{max{a;;, bi; },1 — min{a;;, bi; },ci;},
1 — min{min{maz{a;;, b;j; },1 — min{a;;, b;; },ci; } } }}.
Dolayistyla [e;;] = [g;;], yani simetrik fark isleminin birlesme 6zelligi vardur.

h) V{ai;], [bij], [ci;] € CMA igin [a;;] U [bi;] = [bij] U [a;;] oldugunu gosterelim. Eger
[aij} U [b”] = [Cij] ise Cij = max{aij, sz} = maw{bij, CL,‘J'} oldugundan [b”LJ] U [aij] =
[ci;]. Dolayistyla birlesim isleminin CMA da degisme 6zelligi vardr.

[CLZ‘]‘} N [bl]] = [bU] N [aij] gésterelim. [aij] N [b’U] = [dlj] ise dij = min{aij,bij} =
min{b;;, a;;} oldugundan [b;;] N [a;;] = [d;;]. Dolayisiyla kesisim igleminin CMA da
degisme ozelligi vardir.

[ai;] A [bij] = [bij] A [a;;] oldugunu gosterelim. Birlesim ve kesisim iglemlerinin

degisme 6zelligi oldugundan

Dolayisiyla simetrik fark isleminin CMA da de8isme 6zelligi vardir. m

Klasik cebirsel yapilara benzer sekilde asagidaki sonuglar elde edilir:

Onerme 4.5. C'M A iizerindeki cebirsel yapilar asagidaki gibidir:
a) (CM A, A) abelyen bir gruptur.
b) (C'MA,U) bir abelyen monoiddir.

¢) (CMA,N) bir abelyen monoiddir.
Ispat. [a;;], [b;j] € C M A olsun.

a) [a;;] A [bij] € CM A giinkii simetrik fark tanimindan [a;;] A [b;;] n X r tipinde ve tim
bilesenleri 1 ve 0 lardan olusan matristir. Onerme h) den dolay1 birlesme 6zelligi
vardir. Onerme d) den [a;;] A [0] = [a;;] = [0] A [a;;] olacak sekilde [0] € CM A
simetrik fark islemine gore C'M A nin birim elemandir. Diger taraftan Onerme g)
den [a;;] A [a;j] = [0] oldugundan C'M A daki her bir elemanin simetrik fark islemine
gore tersi kendisidir. Ardindan Onerme a) den dolay1 degisme 6zelligi vardir ve
sonug olarak (C'M A, AA) bir abel grubudur.
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b) [ai;] U [b;j] € CMA ciinkii birlesim tanimindan [a;;] U [b;;] n x r tipinde ve tim
bilesenleri 1 ve 0 lardan olusan matristir. Onerme h) den dolay1 birlesim 6zelligi
vardir. Onerme [4.4)b) dan [a;;] U [0] = [a;;] = [0] U [a,;] olacak sekilde [0] € CM A
birlesim islemine gore C'M A nin birim elemanidir. Diger taraftan V[0] # [a;;] € CM A
icin [a;;]U[b;;] = [0] olacak sekilde [b;;] € C'M A karakteristik matrisi bulunmadigindan
C'M A da birlesme iglemine gore [0] € C'M A dan bagka hig bir elemanin tersi yoktur.
Ardindan Onerma) den dolay1 degisme 6zelligi vardir ve sonug olarak (C'M A, U)

bir abelyen monoiddir.

¢) [aij] N [b;;] € CMA ¢unkii kesisim tanimindan [a;;] N [b;;] n x 7 tipinde ve tiim
bilesenleri 1 ve 0 lardan olusan matristir. Onerme h) den dolay1 birlesim 6zelligi
vardir. Onerme c) den [a;;] N [1] = [a;;] = [1] N [a;;] olacak sekilde [1] € CM A
kesisim islemine gore C'M A nin birim elemanidir. Diger taraftan V[1] # [a;;] € CM A
i¢in [a;;]N[b;;] = [1] olacak sekilde [b;;] € C'M A karakteristik matrisi bulunmadigindan
C'M A da kesigim iglemine gore [1] € C'M A dan bagka hi¢ bir elemanin tersi yoktur.
Ardindan Onerme a) den dolay1 degigsme 6zelligi vardir ve sonug olarak (C'M A, N)

bir abelyen monoiddir.

Pawlak [27] tarafindan ortaya atilan kaba kiime teorisi, asagidaki tanim sayesinde yeni
bir yaklagimla matrislere aktarilmigtir. Kiimeler iizerinde tanimli karakteristik fonksiyonlar
kullanilarak elde edilen bu yeni matris tamimlar ile iist yaklagim kiimesi, alt yaklagim kiimesi,
sinir kiimesi ve kaba kiime gibi 6zel tanimli kiimelerin matrisler ile karsilikli olarak ifade

edilmesi amag¢lanmustir.

Tanmm 4.6. X C U = {uy,us,...,u,} ve A = (U; R) bir Pawlak yaklasim uzay1 olsun.

a) n x r tipindeki [a,;] matrisine,

1, u; GCj
;5 =
! O,Ui¢0j

ise A nin yaklasim matrisi denir ve [A] ile gosterilir.

b) n x r tipindeki [x;;] matrisine,

B 1,u; € Cj Nnx
v 0 ,diger durumlar
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ise X in A daki kabalik matrisi denir ve [X] ile gosterilir.

¢) n X r tipindeki [p;;] matrisine,

_ 1,Ui€CjBCjQX7é®
P = 0 ,diger durumlar

ise X in A daki iist yaklagim matrisi denir ve [A~] ile gosterilir.,

d) n x r tipindeki [g;;] matrisine,

- 1,UZ’€C]’BCJ‘§X
i 0 , diger durumlar
ise X in A daki alt yaklagim matrisi denir ve [Ax]| ile gosterilir.
e) X in A daki simr matrisi [BX] = [AX] \ [Ax] seklinde tanimlanir.

f) Tanimlar1 b)-e) ile verilen bu matrisler A ve X e bagh Yaklasim Karakteristik
Matrisleri olarak adlandirilir ve ACM (A, X) ile gosterilir.

Tanm 4.7. X C U = {uy,us,...,u,} ve A = (U; R) bir Pawlak yaklasim uzay1 olsun.
[b;;] nin C'M A da timleyeni [b;;]¢ ile gosterilir ve [b;;]¢ = [A] \ [b;;] seklinde tanimlanir.

Lemma4.8. XY C U = {uy,us,...,u,} ve A= (U; R) bir Pawlak yaklagim uzay1 olsun.
Eger X C Y ise bu durumda

a) [X] C[Y].

b) [A¥] C [AY].

c) [Ax] C [Ay].
Ispat.

a) X C Y oldugundan Vj € {1,2,...,7}icin C; N X C C; NY olur. Dolayisiyla
[(X] = [Tijlnxrs [Y] = [Yislnxr i5€ 745 < yiy, yani [X] C [Y] dir.

b) [A*] = [p;y] ve [AY] = [t;] olsun. X C Y oldugundan j € {1,2,...,r} icin
C; N X # 0 olacak sekilde u; € C; ise C; N'Y # 0 olur. Dolayisiyla p;; < ¢, yani
[AX] C [AY] dir.
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¢) [Ax] = [q;j] ve [Ay] = [k;;] olsun. X C Y oldugundan j € {1,2,...,r}icinC; C X
olacak sekilde u; € C; ise C; € X C Y olur. Dolayisiyla ¢;; < k;j, yani [Ax] C [Ay]
dir.

Lemma [4.8] de goriildiigii iizere X C Y iken [X] C [Y], [A¥] C [AY] ve [Ax] C [Ay]
olmasina ragmen [BX] C [BY] olmak zorunda degildir. Ornek[4.9] ile bu ifade ispatlanmistir.

Ornek 49. U = {Ul, Uz, U3, U4, U5} evrensel kiime ve {Cl = {Ul, U,4}, CQ = {UQ}, 03 =
{us, us}} U nun bir parcalamgt olsun. X = {uy,uz,us} ve Y = {uy, us, ug, ug, us} ise bu
durumda ACM (A, X) ve ACM(A,Y) asagidaki gibi elde edilir:

(100]
000 010 000 010
(X]=1001], [Y] 001, [AY] 001|, [AY]=|001
000 100 100 100
001 001 001 001
(000] [100] (100] [000]
000 010 000 000
[Ax]=1001], [Ay] 001, [BX] 000 [BY]=1000
000 100 100 000
001 001 000 000

(100]

[100]

[100]

Buradan [X] C [V, [4A¥] C [AY], [Ax] C [Ay], fakat [BX] € [BY] oldugu goriiliir.

Tanim 4.6 ile verilen matrislerin agagidaki dzellikleri vardir:

Onerme 4.10. X,Y C U = {uj,us,...,u,}, X¢ = U\ X ve A = (U; R) bir Pawlak

yaklagim uzay1 olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir:

a) [Ax] C [X] € [A7].

b) [BX] = [A¥] N [Ax]".

o) [Av] = [A"] = [A].

d) [XUY]=[X]U[Y].

e) [XNY]=[X]N[Y].

f) [AX] = [A%] U [AY].

9 [Axnyv] = [Ax] N [Ay].
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h) [A%] = [Ax]"
D) [Ax] = [AX].
D [AT]U [Ax] = [A]
k) [A¥]U[AY] = [A].
D [Ax] U [AY] = [A].
m) [Ax] U [Ax<] = [BX].
n) [AX]N[Ax] = [0].
0) [A¥]N[AY] = [BX].
6) [Ax] N [Ax] = [0].
p) [Ax] N [AX] = [0].
r [AY] A[Ax] = [BX].

* Ayrica asagida verilen De Morgan kurallar1 gecerlidir.
s) [[Ax] U [Ay]]c = [A¥]N[AT].
0 [[Ax] N [Ay]]e = [AYTU[A].
) [[AXJUAY]]® = [Axe] N [Aye].
V) [[AX] N [AY])° = [Axe] U [Aye].
y) [XUY) = [X]°n[Y]

2) [XNY]e = [X]°U Y]
Ispat.

a) [AX] = [pi], [Ax] = [g;], [X] = [z] olsun. Oncelikle [Ax] C [X] oldugunu
gosterelim. Herhangi ¢ € {1,2,...,n}vej € {1,2,...,r}igin¢; = 0ise 0 < w;;
oldugundan ¢;; = 1 i¢in bakmak yeterlidir. ¢;; = 1 ise u; € C; > C; C X buradan
u; € C; = C; N X yani z;; = 1. Dolayisiyla [g;;] C [z;;], yani [Ax] C [X] saglanir.
Benzer sekilde [X] C [Ax] oldugunu gosterelim. x;; = 0 ise 0 < p;; oldugundan
z;; = 1 i¢in bakmak yeterlidir. x;; = lise u; € C;NX buradanu; € C; 5 C;NX # 0
oldugundan p;; = 1 olur. Dolaystyla [z;;] C [p;;], yani [X] C [A¥X] saglanir.
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b) [4%] = [pi] [Ax] = [g5] ve [BX] = [4¥]\ [Ax] = [py] \[g5] = [ds] lsun. Buradan
dij = min{pij,1 — q;;}. Ardindan [AX] N [Ax]® = [pi;] N [g:;]® = [es;] olsun ve

e;j = min{p;;, 1 — ¢;;} oldugundan [d;;] = [e;;] olur.

¢) [Au] = [gij] olsun. ¢;; = lisew; € C; > C; C U ve Vj igin C; C U oldugundan
u; € Cjise ¢;; = 1 diger durumlarda ¢;; = 0. O halde [Ay] = [A] elde edilir.
Benzer sekilde [AY] = [p;] olsun. p;; = liseu; € C; 2 C;NU # 0 ve Vj igin
0 # C; = C; NU oldugundan u; € C; ise p;; = 1 diger durumlarda p;; = 0 olur. O
halde [AY] = [A] elde edilir.

d) [XUY] = [e;], [X] = [z4] ve [Y] = [i;] olsun. O halde e;; = 1iginu; € C;N(XUY)
isew; € (C;NX)U(C;NY)). Ardindan w; € C; N X V u; € C; NY oldugundan
z;; = 1Vy; = 1. Boylece 1 = e;; = max{z;;,y,;;} elde edilir. Benzer sekilde
eij = 0icinu; ¢ C;N(XUY)isew; ¢ ((C;NX)U(C;NY)) olur. Boylece
u; ¢ C;NX Au; ¢ C;NY oldugundan z;; = 0Ay;; = 0. Yani 0 = e;; = max{w;j, vi; }
elde edilir. Dolayisiyla [X U Y] = [X] U [Y] sonucuna ulagilir.

e) [XNY] = [ey], [X] = [xi] ve [Y] = [yi;] olsun. O halde e;; = 1iginu; € C;N(XNY)
iseu; € ((C;NX)N(C;NY)). Ardindan w; € C; N X Aw; € C; NY oldugundan
z;; = 1 ANy;; = 1. Boylece 1 = e;; = min{x;;,y;;} elde edilir. Benzer sekilde
ei;j =0i¢inu; ¢ C;N(XNY)iseu; ¢ (C;NX)N(C;NY)) olur. Ardindan
u; ¢ C;NXVu; ¢ C;NY oldugundan x;; = 0Vy,;; = 0. Yani 0 = e;; = min{x;;, y;; }
elde edilip [X NY] = [X] N [Y] sonucuna ulagilir.

f) [AYYY] = [t;;], [AX] = [pi;] ve [AY] = [kij] olsun. Buradan [AX] U [AY] = [p;;] U
[kij] = [es;] ise e;; = max{pij, kij}. [AXYY] = [t;;] oldugundan u; € C; > C; N (X U
Y) # Dise t;; = 1diger durumlardat;; = 0. C;N(XUY) = (C;NX)U(C;NY) # 0
olmasti¢cin C; N X # 0V C; NY # () olur. Budurumda u; € C; 5 C; N X # 0 ise
tij=1veyau; € C; 2 C;NY #Bisety; =1 u; € C;2C,NX #Disep; =1
veyau; € C; 5 C; NY # Dise k;; = 1 oldugundan e;; = ¢;; olur.

2) [Axny] = [tij], [Ax] = [@ij] ve [Ay]| = [kij] olsun. Buradan [Ax| N [Ay]| = [gi;] N
[ki;] = [ei;] ise e;; = min{q;, kij}. [Axny] = [ti;] oldugundan w; € C; 5 C; C
(X NY)iset;; = 1 diger durumlarda ¢;; = 0 olur. Bu durumda ¢,; = 1 ise u; € C; 3
C; C Xveu; € C; 5C; CYisek;; = 1 oldugundan ¢;; = e;; sonucuna ulagilir.

h) [A%] = [py], [Axe] = [ki] ve [Ax<]® = [kij]¢ = [ti;] olsun. Buradan [AX] = [p;;]
oldugundan u; € C; 5 C; N X # (0 ise p;; = 1 diger durumlarda p;; = 0 olur.
[Axe] = [ki;] oldugundan u; € C; > C; C X°ise k;; = 1, diger durumlarda k;; = 0.
Ardimndan [k;;]° = [t;;] oldugundan k;; = 1ise t;; = 0 ve k;; = O ise t;; = 1. Bdylece
uw € C; 2C; C Xeiset;; =0ve (v, € C; 2 C; C X9 iset;; = 1. Yani
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(’LLi € Oj = CjﬂXc 7& @)’isetij = OVCUZ' € Cj = ijXc 7é (Z)isetij = 1 olur.
Dolayisiyla

fo 1,U¢EC'jBCjﬂX7E®
Y 0, diger durumlar
= Pij

oldugundan ispat tamamlanir.

D) [Ax] = [ai], [AY] = [ky], [A]¢ = [ky]® = [t;y] olsun. Bu durumda [Ax] = [g;;]
oldugundan u; € C; 5 C; C X ise ¢;; = 1, diger durumlarda ¢;; = 0. [A*"] = [k;;]
oldugundan u; € C; > C; N X # 0 ise k;; = 1, diger durumlarda k;; = 0 olur.
Ardindan [k;;]¢ = [t;;] oldugundan k;; = 1ise t;; = 0 ve k;; = O ise t;; = 1. Boylece
u, € C;5C;,NX#Piset;; =0ve (u; € C; 2 C;NX# () iset;; = 1 olur. Yani
u € C;30;NX#Piset;; =0veu; € C; 5C; N X = (iset;; = 1. Buradan
u € C;5C;,NX#Piset;; =0veu; € C; 5 C; C X iset;; = 1 olur. Dolayisiyla

B 1,Ui€CjBngX
Yo , diger durumlar
= Gij

oldugundan ispat tamamlanir.

i) [A%] = [pij], [Ax<] = [ti;], [A] = |ai;] olsun. Budurumda [AX|U[Ax<] = [pi;]U[Li;] =
;] ise e;; = max{py, ti;} dir. w; € C; 5 C;NX #0 = (u; € C; 5 C; C
X¢) oldugundan u; € C; 5 C; N X # 0 veyaw; € C; 5 C; € X° ayn anda
saglanmadigindan e;; < (pi; = 1 At;; = 0) V (p;j = 0 Aty; = 1) olmalidir. Oyle
kKipi; =1At; =0ise (u; € C; 2 C;NX #0)ve (u; € C; 5 C; C X olur.
Dolayisiyla u; € C; 5 C; N X # () ise e;; = 1 olur. Diger yandan p;; = 0 A t;; = Lise
(w; € C; 2C;NX #0) ve (u; € C; 5 C; C X Dolayisiylau; € C; 5 C; C X©
ise ¢;; = 1. Buradan u;, € Cj ise ¢;; = 1 olur. Son olarak p;; = 0 At;; = 0 ise
(v, € C; 3C,NX # 0) ve(u; € C; 5C; € X9, Yani (v, € C; 3 C; C
XN (u; € C; 2 C; € X9 iseu; ¢ C; oldugundan e;; = 0 olur. Dolayistyla

1,’U,iECj
Cii —
! O,Ui§éCj

sonucu elde edilir.

k) j nin ispat1 ile benzer sekilde elde edilir.
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1) j nin ispat1 ile benzer sekilde elde edilir.

m) (h) den [A*]¢ = [Ax.] di
(b) ile verilen [BX]| =
[BX]e = ([A*] N ]Ax]

r. [[Ax]¢] = [Ax] oldugundan (i) den X yerine X ¢ yazarak
[AX] N [Ax]¢ esitliginin her iki tarafinin tiimleyeni alinarak
)¢ = [Axe] U [Ax] elde edilir.

n) (i) de X yerine X € yazarak [Ax.] = [A%]¢ buradan [AX]|N[Ax.] = [AX]N[AX]¢ = [0]

olur.

o) (h) den [AX] = [Ax<|° oldugundan [AX"] = [Ax]¢. Dolayistyla (b) ile verilen [BX] =
[AX] N [Ax] esitligini kullanarak [BX] = [A¥X] N [Ax<] elde edilir.

6) (i) de X yerine X¢ yazarak [Ax:] = [A%]° ve (a) dan [Ax] C [A¥] oldugundan
[Ax] N [Axe] = [Ax] N [AX]¢ C [AX] N [A%]¢ = [0] oldugundan [Ax] N [Ax<] = [0]
olur.

p) (h) de X yerine X¢ yazarak [AX‘] = [Ax] elde edilir. Buradan [Ax] N [AX"] =

[Ax] N [Ax]¢ = [0] sonucuna ulagilir.
r) [AY] A [Ax] = ([AYTU[Ax])\ ([A¥] N [Ax]) = [A¥]\ [Ax] = [BX] olur.

s) (h) de sirasiyla X yerine X¢ ve Y yerine Y alinirsa [AX"] = [Ax]¢ ve [AY"] = [Ay]°
olur. Buradan [[Ax]| U [Ay]]¢ = [Ax]¢ N [Ay]¢ = [AX] N [AY"] elde edilir.

t) (h) de sirasiyla X yerine X¢ ve Y yerine Y alinirsa [AX"] = [Ax]¢ ve [AY"] = [Ay]°
olur. Buradan [[Ax] N [Ay]]¢ = [Ax]¢ U [Ay]¢ = [AX] U [AY"] elde edilir.

u) (i) de sirasiyla X yerine X¢ ve Y yerine Y alimirsa [Ax.| = [A%]¢ ve [Ay.] = [AY]°
olur. Buradan [[AX] U [AY]]¢ = [AX]e N [AY]¢ = [Axc] N [Ay<] elde edilir.

v) (i) de sirasiyla X yerine X¢ ve Y yerine Y alimirsa [Ax.| = [A¥]¢ ve [Ay.] = [AY]°
olur. Buradan [[AX] N [AY]]¢ = [AX]c U [AY]¢ = [Ax] U [Ay<] elde edilir.

y) [Al = lay], [X] = [zl [Y] = [yy] ve [XUY] = [dy] olsun. [X UY] = [X]U[Y] den
dolay1 d;; = max{z;j,y;; }. Budurumda [X UY'|¢ = [A]\ [XUY] = [a;;]\ [di;] = [ei]]
ise e;; = min{a;j,1 — d;;} olur. Ardindan [X|® = [A] \ [X] ve [Y]® = [A] \ [Y]
oldugundan [X|° N [Y]® = ([as] \ [%i;]) N ([ai;] \ [vi5]) = [fi;] olur. Buradan biitiin

durumlari igeren tablo asagida verilmistir:
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Q5 | Tij | Yij dij €ij fij
1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 0 0 |0 1 1
0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 |0 0 0

Dolayistyla tiim durumlar goz 6niine alindiginda [f;;] = [e;;] elde edilir.

2) [A] = [ay], [X] =[], [Y] = [yy] ve [X Y] = [dy] olsun. [X NY] = [X]N[Y] den
dolay1 d;; = min{x;;,y;;}. Budurumda [X NY|¢ = [A]\ [XNY] = [a;]\ [di;] = [em]
ise e;; = min{a;j,1 — d;;} olur. Ardindan [X]° = [A] \ [X] = [a;] \ [zi] v
[Y]¢ = [AI\[Y] = [ai;] \ [y;5] oldugundan [X]° U [Y]* = ([ai;] \ [25]) U ([ai;] \ [yw])-
Yani bu esitligin sag tarafi i5’inci bileseni max{min{a;;, 1 — x;; }, min{a;;,1 — y;;} }

olan bileseni verir. Buradan biitiin durumlari iceren tablo asagida verilmistir:

Qij | Tij | Yij | dij || €5 || fij
1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 1
1 0 0 |0 1 1
0 1 1 1 0 0
0 1 0 |0 0 0
0 |0 1 0 0 0
0 0 0 |0 0 0

Dolayistyla tiim durumlar goz 6niine alindiginda [f;;] = [e;;] elde edilir.
Onerme daki baz1 6zellikler i¢in A nin [A] yaklagim matrisi, ACM (A, X) ve
ACM (A,Y) matrisleri sunlardir:

Ornek 4.11. U = {u1,us, ..., u2} evrensel kiimesini ele alalim. Burada U nun pargalanist
Cl - {Ul,U12}, 02 - {Ug, u97u11}9 C3 - {u27u47 Uy, ul(]}’ C'4 = {U/5,U6, Ug} §ekhndedlr

Boylece X = {uy, ug, uy, ug, ury, w12}, Y = {ug, uy, us, ur, us, u1g, u12}, XUY = {uq, ug, uy, us,
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— c __ c __
Uz, Ug, Ug, Utg, U1, Ur2}, X NY = {ug,ur,uin}, X = {ug, us, us, ug, ug, urp}, Y° =

{uy,us, ug, ug, u11 } kilmelerine karsilik gelen karakteristik yaklagim matrisleri sunlardir:

(1000 [0000] (0000 (1000

0000 0010 0010 0000
0000 0000 0100 0100
0010 0010 0000 0000
0000 0001 0001 0000
0000 0000 0001 0001

[X] = , o [Y]= . X = , Y= :
0010 0010 0000 0000
0000 0001 0001 0000
0100 0000 0100 0100
0000 0010 0010 0000
0100 0000 0100 0100
1000 1000 0000 0000

(1000 ] (0000 ]
0010 0000
0000 0000
0010 0010
0001 0000
xuvi— |2000)  rqyyo|0000
0010 0010
0001 0000
0100 0000
0010 0000
0100 0000
1000 1000

Bu durumda [ X, [Y], [X€], [Y¢], [X U Y] ve [X NY] kabalik matrisleri kullanilarak
asagidaki matrisler ve esitliklerin Onerme u destekledigi goriiliir:

10007 r100 07 10007 10007 00007
0010 0010 0010 0000 0010
0100 0100 0000 0000 0000
0010 0010 0010 0000 0010
0001 0000 0001 0000 0000
0001 0000 0001 0000 0000

M=10010 (4%] = 0010 (a¥] = 0010 AxT=16000 Myvl=15010
0001 0000 0001 0000 0000
0100 0100 0000 0000 0000
0010 0010 0010 0000 0010
0100 0100 0000 0000 0000
L1000] L1000] l1000] l1000] Loooo]
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Dolayisiyla ([Ax] N [Ay])¢ = [AX] U [AY] elde edilir.

[0 00 0]
000O0
000O0
000O0
000O0
0000
0000
0000
000O0
000O0
000O0
000O0

[A]\ (14X u [AY])

([AXJu[aY)e

[1 0007

0010

0100
0010

0001

0001

0010

0001

0100
0010

0100
1000

[AX]uaY)

[0 00 0]

0000O0
0000O0
000O0
0000O0
0000
0000
0000
000O0
0000

0000O0

0000

[Axc]N[Ayc] =

Dolayisiyla ([AX] U [AY])¢ = [Ax<] N [Ay<] elde edilir.
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Dolayisiyla [X UY]¢ = [X]°N[Y]ve [X NY]¢ = [X]°U [V] elde edilir.

Simdi ACM (A, X) matrisleri kullanilarak, bir kiimenin kaba kiime olup olmadig1
belirlenebilir. Asagidaki teorem kaba kiimelerin bazi karakterizasyonlarin1 vermektedir:

Teorem 4.12. X C U = {uy,uy,...,u,} ve A = (U; R) bir Pawlak yaklagim uzay1 olsun.

Bu durumda agagidakiler birbirlerine denktir:
a) X, A uizerinde bir kaba kiimedir.
b) [BX] # [0].
o) [Ax] & [X] & [AY].
d) [Ax] € [X].
e) [X] G [A%].

Ispat. Tamm egore X C Uigin R*X = {z € Ul[z]gN X # 0} ve R.X = {x €
Ullz]g € X} burada [x]g, € U nun bir denklik sintfidir. [X] = [z;5], [A¥] = [pi;] ve
[Ax| = [gi] olsun.

a)= b) X, A iizerinde bir kaba kiime olsun. Bu durumda R*X \ R.X # () oldugundan
r € R*X \ R.X vardir. z € U oldugundan ¢ € {1,2,...,n}icin x = u; ve [z]gr = C;
olacak sekilde en az bir j € {1,2,...,7} vardir. Buradan u; € C; 5 C; N X # (0 ve
C; C X. Bu durumda [A*] in p;; bileseni 1 ve [Ax] in ¢;; bilegeni 0 olur. Dolayisiyla
[BX] smnir matrisinin 4j-inci bileseni min{p;;,1 — ¢;;} = min{l,1 — 0} = 1 ve
buradan [BX] # [0] elde edilir.
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b)=a) [BX] = [A¥]\ [Ax] # [0] olsun. Bu durumda en az bir ij i¢in [A*] in ij-inci bilegeni
pij = 1 ve [Ax] in ij-inci bileseni ¢;; = 0 olur. Dolayisiylaw; € C;, C; N X # () ve
C; ¢ X olacak sekilde u; € U vardir. [z]g = C; oldugundan u; € R*X \ R, X yani
R*X \ R.X # () ve buradan X, A iizerinde bir kaba kiimedir.

b)=c¢) [BX] = [A¥]\[Ax] # [0] ise [BX] in en azindan ij-inci bilesen min{p;;, 1 —q;;} = 1.
Bu durumda C; N X # () ve C; € X olacak sekilde en az biru; € Uve C; € U\ R
vardir. Buisez = u, € X s =wy, € Cjvey =uw € X 2y =w ¢ C
olmasim gerektirir. Buradan x; = 1, py; = 1 ve g; = 0 olur. ()nerme (a) dan
[Ax] C [X] C [Ax] oldugunu biliyoruz. z;; = 1 ve ¢;; = 0 oldugundan [Ax| C [X]
gorilii. Diger yandan [X] C [A*] oldugunu gostermek i¢in us € C; \ X olacak
sekilde Jus € U oldugunu gostermek yeterlidir. Aksini kabul edelim, yani C; \ X =0
olsun. Bu durumda X N C; # 0 oldugundan C; C X olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde
us € C;\ X, C;NX # (0 ve X\ C; # 0 oldugundan p,; = 1 ve x,; = 0 elde edilir.
Dolayisiyla [X] C [A¥] olur.

c)=b) [Ax] C [X] € [A¥] oldugundan [A¥] \ [Ax] = [BX] # [0] elde edilir.
c)=d) Aciktir.

d)= ¢) [Ax] € [X] olsun. Ispati tamamlamak igin [X] C [A*] oldugunu gostermek yeterlidir.
Kabul edelim ki [X] = [A¥] olsun. Bu durumda Vi € {1,2,...,n} ve Vj €
{1,2,...,r} icin [z;;] = [pi;] ve buradan Vi € {1,2,...,n} veVj € {1,2,...,r}
icinu, € Cjveu; € C;NX 5 C;NX # 0olur. Buise baz1 j; € {1,2,...,r}
icin X = U;,C,. Yani X elementer kiimelerin herhangi bir sonlu birlesimi oldugunda
saglanir. Fakat bu durumda j; € {1,2,...,r}i¢in Cj, C X olur. Buise [Ax] = [X]

olmasini gerektirir ki bu bir celiskidir.
c)=e) Aciktir.

e)=c) [X] € [A¥] olsun. Ipati tamamlamak igin [Ax] € [X] gostermek yeterli olur. [X] C
[AX] oldugundan en az bir ij i¢in p;; = 1 ve z;; = 0 olur. Bu durumda u; € Cj,
C;NX # 0veu; ¢ C; N X olacak sekilde Ju; € U vardir. Buradan uy, # u; ve
[uk]r = [u;]r = C} olacak sekilde x = uj, € X vardir. Dolayisiyla v, € X N C};. Yani
zy; = 1 ve gi; = 0 oldugundan [Ax] C [X] elde edilir.

Ornek 4.13. Ornek de [BX] # [0] oldugundan X bir kaba kiimedir fakat [BY] = [0]
oldugundan Y tanimlanabilir bir kiimedir. Dolayisiyla Tanim[2.4] den R*X = {uq, us, us, us }
ve R.X = {us, us} oldugundan Bnda(X) = {uy,us} # 0 olur. R*Y = {uy, ug, ug, us} =
R.Y oldugundan Bnd,(Y') = () elde edilir.
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Pawlak [27] makalesinde bir kiimenin i¢ ve dis 6l¢iisii ile yaklagim uzayinin dogrulugu
tanimlamistir. Bu kavramlarin matrislere aktarilmasi, asagidaki tanimla saglanmis ve bunun
icin oncelikle yeni bir kavram olan etki kiimeleri tanitilmigtir. Kavramsal olarak etki kiimeleri,
verilen bir kitmenin (U; R) yaklagim uzayinin denklik bagintisina karsilik gelen pargalanigt

ile etkilesimini veren kiimeler olarak ifade edilebilir.

Tanm 4.14. () # X C U = {uy,us,...,u,}, A = (U; R) bir Pawlak yaklagim uzayi,
[X] = [zi], [A¥] = [pij] ve [Ax] = [gi;] olsun ve herhangi bir S kiimesinin eleman sayist
|S] ile gosterilsin.

a) Jax)={j €1{1,2,...,7}|p; # 0} X in iist etki kiimesi olarak adlandirilir.
b) Jia = {7 €{1,2,...,7r}|g; # 0} X in alt etki kiimesi olarak adlandirilir.
o) Jix)=1{j€{L,2,...,r}x;; # 0} X in etki kiimesi olarak adlandirilr.

d) X in dag dl¢iisii ([AX] = | Jj x| sayisidur.

e) X inic oliisii pu[Ax] = |Jja,| sayisidir.

A

f) X in A daki yaklasim dogrulugu v[X] = Z[ X ile tamimlanr.

[AX]

) # X C U oldugundan Tan1m (c) geregince u[AX] # 0 olur. Eger v[X] = 1, yani
plAx] = u[AX] ise X, A da 6lgiilebilirdir denir.

Asagidaki Onerme ile Tanim de verilen i¢ ve dig Ol¢ii ile yaklasimin dogrulugu
kavramlarinin Pawlak [27] tarafindan verilen tanimlarin matris karsiliklar1 oldugu ve benzer
amaglarla kullanilabilecegi gosterilmistir. Ayrica Jx] ve Jj4x) birbirinin yerine kullanilabilir.
Elbette matrisler bilgisayar ortamina aktarma kolaylig1 sagladigindan, daha ¢ok veri girisi

gerektiren problemlerin ¢oziimiinde Tanim 4.14.|ile verilen ol¢iiler daha kullaniglidir.

Onerme 4.15. () # X, Y C U = {uy,us,...,u,} ve A = (U; R) bir Pawlak yaklasim uzay1
olsun.

a) Jiax) € Jix) = Jpax).
b) X g Y ise bu durumda J[AX] g J[Ay} veE J[X] g J[y] dir.

¢) v[X] (sirasiyla u[A¥] ve p[Ax]) Pawlak’in yaklasim dogruluguna esittir (sirastyla
Pawlak’1n dis olgiisii ve i¢ Ol¢iisii).

d) X in A iizerinde kaba kiime olmast igin gerek ve yeter sart 0 < v[X| < 1 olmasidur.
e) X in A iizerinde tanimh kiime olmast i¢in gerek ve yeter sart v[X] = 1 olmasidir.
f) plAY] = p[Ay] ve v[U] = 1.
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Ispat.
a)-b) Tanim{.6]ve Tanim[4.14] dan ispat elde edilir.

¢)-d)-e) Tanim den u[AX] ve u[Ax] sirasiyla X in iist ve alt yaklagiminda kullanilan
atomlarm sayisim verdigi i¢in pu[AX] = 7i,(X) ve p[Ax] = p 4(X). Dolayistyla
v[X] = pu(X) elde edilir. Buradan b) ve ¢) ninde ispati elde edilmis olur.

) Jiay) = {1,2,...,7} = Jpa,) oldugundan pu[AY] = r = p[Ay], buradan da v[U] =

—z %ﬁg} = 1 olur.

Asagidaki ornekle etki kiimeleri, i¢ ve dig Olciileri ve dogruluk kavramlarinin kaba

kiime teorisiyle benzer 6zelliklere sahip oldugu gosterilmektedir:

Ornek 4.16. U = {uy,uy,...,u1g} ve R C U x U bagmtisi her4,j € {1,2,...,18} icin
u;Ru; <= b|i — j ile tamimlansin. Bu durumda R, U tizerinde bir denklik bagintisidir.
A = (U; R) Pawlak yaklagim uzay1 olsun. Tiim denklik simflar Cy = {1,6, 11,16}, Cy =
{2,7,12,17}, C5 = {3,8,13,18}, Cy = {4,9,14} ve C5 = {5,10, 15} seklindedir. X =
{1,4,5,9,11, 14,18} C U alalim. Bu durumda A nin [A] yaklagim matrisi ve ACM (A, X)

matrisleri sunlardir:

o o o o

1

o © o oo
o O O

o = O o

O OO0 0000000000000 OO oo
O OO0 000000000000 OO oo

o O = oo
OO0 00O OO0OO0OO0O OO OoOOo oo o

o O = O O O

[Ax] = [BX] =

OH OO0 Q0O0OH+HOOOOHOOOORO
O 0O 0O OO0OO0OO0O=OOOO®OOOoOOo
L |
O O OO0 0000000000 oo oo
O OO0 000000000000 OO oo
H O OO0, OOOO*OOoOOoOOo*r oo
OO0 00O H+H OO0OO0OO0OH+-HOOOoOOoHr o oo
OO0 O OO0OO0OO0OHHOOOOKROOOO
L '
©O OO0 000000000000 o oo
L )
O O 0000000000 o000 oo o
O OOk OO0OO0OO0OOOOOOOOO

r 1
OO OO0OO0OO0OHOOOOOOoOOoO O =

OO0 0O O0OHHOOQOOHHOOOOHROOO
OO 0000000 OoOO0CO0OoOH+HOOOoOOo
L |
r 1
OO OO0OO0OO0OOODOOOOO O =

r 1
O 0O 00000+ OO0OO0OO0OO0OO0O OO OO O =

r 1
OO H OO0 O0OH+HOOOOHEOOO O
H O OO0~ OOOOoO®ROO

H OO O0OO0OO0OO0OOoOOoOoO oo oo o

O OO0 0000000000 oo

H O OO O0oOH+HOOOOoOH+=OoO oo

O 00O~ OOO0OO=OoOOo
r
(==l ol = =iel-hehfolole)

[BX] # [0] oldugundan Teorem e gore X, A tizerinde bir kaba kiimedir.
Gergekten R*X = C,UC3 U CLUCs, R.X = Cyve R*X \ R.X # () dir. Ayn1 zamanda
[Ax] € [X] € [A¥] oldugu goriilmektedir. Jia,) = {4}, Jiax; = {1,3,4,5} ve Jiy]
{1,3,4,5}. plAX] = |Jax)| = 4, p[Ax] = |Jayy| = 1 ve sonra v[X] = Z{iﬂ =
X =U = {uy, ug, ..., ug} igin u[AY] = 5, u[Ay] = 5 oldugundan v[U] = 1 olur.

|

4.2. CMA Uzerinde Denk Matrisler ve Kaba Kiimelerin Yeni Karakterizasyonlar:

Bu boliimde, oncelikle bir matrisin j-inci denklik sayisi tanimlanmig ve bu say1

kullanilarak yeni bir kavram olan denk matrisler tamitilmistir. Denk matrisler; kaba kiimelerin
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belirlenmesinde, benzerlik 6l¢iilerinin tanimlanmasinda ve karar verme yontemlerinin olusturulmasinda
yararli birer aragtir.
0 # X, Y Cc U = {u,ug,...,u,} ve A = (U; R) bir Pawlak yaklagim uzay1
olsun. U nun R ye karsilik gelen parcalamisi U/ R = {C}|j = 1,2, ..., r} seklindedir, burada
r = |U/R| U iizerinde R ye karsilik gelen farkli denklik siniflarinin sayisidir. [X] = [x;;] ve
Y] = [yi;] A daki X ve Y nin sirasiyla kabalik matrisleri olsun. | X |, X kiimesinin eleman

sayisini ifade eder.

Tamm 4.17. [X] = [z,;] matrisinin j inci denklik sayis1 F/, . ile gosterilirve j € {1,2,...,7}

. [X]
icin E[JX] = > | x;; ile tanimlanir.

Tamm 4.18. Her bir j € {1,2,...,r} igin By, = B}, ise [X] = [Y] ile gosterilir ve [X],

[Y] matrislerinin C'M A’da denk matrisler oldugu sdylenir.

Onerme 4.19. () # X, Y C U = {u1,us,...,u,} ve A = (U; R) bir Pawlak yaklagim uzay1

olsun. Bu durumda

a) [X] = [Y]ise Jix) = Jy) dir. Tersi genelde dogru degildir.

b) [X] = [Y] olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir j € Jpy) igin E[JX} = Efy] ve
Jix) = Jy] olmasidir.

< E’ .

¢) X CYiseherbirje {1,2,...,r}i¢in E[]X Y]

]
d) Y5 By = 1X.
ispat.

(a) [X] = [Y] olsun. Bu durumda her bir j € {1,2,...,7}i¢in E[JX] =Y Ty = E[]y] =
> 1 yi;- Buradan [X] ve [Y] matrislerinde tamamu sifir olan siitunlar ayni numaralidir.
Dolayistyla sifirdan farkli bilegen igeren siitunlarda ayni numarahdir, yani Jix) = Jy;
olur. Tersine genelde dogru olmadigini gostermek igin Ornek yeterlidir.

(b) [X] = [Y] olsun. Bu durumda Tanim4.18.| den her bir j € {1,2,...,r} i¢in E[]X] =

E[Jy} Dolayisiyla her bir j € Jixj i¢in E[JX] = E[Jy} ve (a) dan Jix| = Jjy) olur. Simdi

kabul edelim ki her bir j € Jix) i¢in Jix) = Jyy) ve E[J)q = E[Jy} olsun. Tamim 4.14.
(C) den J[X} = {j S {1,2,. .. ,7"}|xij 75 O} = J[y] = {j € {1,2, R ,T}’yij 7& 0}
oldugundan j € {1,2,...,7} \ Jix i¢in By, = EY,, = 0. Buradan her bir j €
{1,2,...,r} igin E[JX} = E[JY] yani Tamm4.18.{den [X] = [V] olur.

[Y]

(¢c) X C Y ise Lemma[4.8] (a) dan [X] C [Y]. [X]| C [Y] oldugundan her i, j icin

x;; < y;; ise her bir j i¢in E[JX] < E[Jy} olur.
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(d) E[]X} = > i Tijoldugundan 7%, Z? L a:ij say1s1 [ X | matrisinde bulunan 1 bilesenlerinin

sayisim verir. Dolayisiyla [X| =377 | E ' olur.

Ornek 4.20. A = (U; R) Ornek da verilen Pawlak yaklagim uzayi olsun. X =
{1,4,5,9,11,14,18}, Y = {4,5,6,9,13,14,16} ve Z = {3,4,6,9,10, 13, 14} bu durumda
karsilik gelen kabalik matrisleri sunlardir:

[10000] [00000] [00000]
00000 00000 00000
00000 00000 00100
00010 00010 00010
00001 00001 00000
00000 10000 10000
00000 00000 00000
00000 00000 00000
00010 00010 00010
XI=150000 M=160000 Z1=100001
10000 00000 00000
00000 00000 00000
00000 00100 00100
00010 00010 00010
00000 00000 00000
00000 10000 00000
00000 00000 00000
Loo10o0| L0000 O] looooo]

Jix) = Jiy) = {1,3,4,5} oldugu goriilmektedir.
=Yl za=1+1=2= By = S i
j = 2i¢in E? =30 2 =0= Ef = S Yo,

j_llng[ | =
_ 18 18
Jj= 31(;1nE[X} =) i Tz=1= E[Sy] = D i1 Vi3
]
I

X
X
j—4lglnE[ 2381x14—1+1+1—3—E[‘§/]—Zglyﬂve

j =5 igin E} =S s =1= By = S vise

Buradan [X] = [Y] olur. Yani [X] matrisi ile [Y'] matrisi C M A da denk matrislerdir.

Jix) = Jiz1 = {1,3,4,5} ve j = 1 igin,

Bl =2 o0 =1+1=2#EL = > 2y = 1 oldugundan, [X] ve [Z] CM A da
denk matrisler degildir. Dolayisiyla, Onerme (a) nin tersi genelde dogru degildir.

X
X

Lemma 4.21. = bagintis1t C'M A da bir denklik bagintisidir.

Ispat. V[X] € CMAigin [X] = [X | oldugunu gosterelim.

Vje{1,2,...,r}igin E[j ) = E  oldugundan [X] = [X] dir. Dolayisiyla yansima 6zelligi

saglanir.

X| = [Y] sartim1 saglayan V| X |, [Y] € CM A i¢in [Y] = | X] oldugunu gosterelim.

[ $ glay ¢ gunu g

[X] = [Y] olsun. Bu durumda Tanim |4.18.| den her bir j € {1,2,....r} i¢in E[X} =
" oxio= FL. ="y olur. Dolayisiyla [Y] = [X] elde edilir ve simetri 6zelligi
i=1ij [Y] i=1Yij yisty g

saglanir.
[(X] = [Y] ve [Y] = [Z] sartin1 saglayan V[X], [Y], [Z] € CM A i¢in [X] = [Z] oldugunu

gosterelim.
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[X] = [Y] ve [Y] = [Z] olsun. ¥y € {1,2,...,r}icin [X] = [Y] ise E[]X] =5, Tij =
By =3 Yig Ve Y] = [Z]ise Epyy = > 1, yiy = Eiy = >i, 2 oldugundan EYy) =

> i1 Tij = By = Y7L, % dir. Dolayisiyla [X] = [Z] ve gecisme Ozelligi saglanir. m

Matrislerde denklik, karsilik gelen kiimelerin kaba olup olmamasiyla dogrudan
iligkilidir.

Onerme 4.22. () # X,Y C U = {uy,us,...,u,}, A = (U; R) bir Pawlak yaklagim uzay1
ve CM A da[X] = [Y] olsun. Bu durumda X in A iizerinde bir kaba kiime olmas i¢in gerek

ve yeter sart Y nin A iizerinde bir kaba kiime olmasidir.

Ispat. X kaba kiime ve [X] = [V] olsun. Bu durumda Tanim den her bir j €

{1,2,...,7} igin E[JX} = Y wiy = By = 300 vy [AY] = [pyy] ve [AY] = [t;;] olsun.
jge{l,2,...,r}igcinpy; = lisew; € C; 5 C;NX # Qolur. 7wy = Y0 Y
oldugundan w; € C; vardir 3 C; N X # (. Dolayisiyla t;; = 1 olur. p;; = 1 ise j- inci
siitundaki tiim 1’lerin sayist |C;| oldugundan j-inci siitundaki diger bilesenler de esittir. Yani
[AX] = [AY]. [Ax] = [gi;] ve [Ay] = [kij] olsun. j € {1,2,...,r}i¢ing; = liseu;, € C; 3
C; CX. >0 iy = >~ y;; oldugundan u; € C; vardir 5 C; C Y. Dolayisiyla k;; = 1
olur. ¢;; =0iseu; € C; 5 C; € X. Y7 @yj = >, yij oldugundan u; € C; 5 C; € X.
Dolayisiyla k;; = 0. Dolayisiyla [Ax] = [Ay] olur. [BX] = [A¥]\ [Ax] # [0]. [A*] = [AY]
ve [Ax] = [Ay] oldugundan [AY]\ [Ay] # [0] ise [BY] # [0] elde edilir. Dolayistyla Teorem
(b) den dolay1 Y, A iizerinde bir kaba kiimedir. Lemma den = CM A’da bir
denklik bagintis1 oldugundan simetriktir. Dolayisiyla [Y] bir kaba kiime ve [X] = [Y] ise
yukaridaki ispata benzer sekilde X de A tizerinde bir kaba kiimedir. m

C'M A’daki denk matris kavramini kullanarak bir X kiimesinin kaba kiime olup
olmadigin belirlemek icin alt ve iist yaklagimlart kullanmaya gerek yoktur. Asagidaki teorem

kaba kiimelerin yeni bir karakterizasyonunu vermektedir:

Teorem 4.23. ) # X C U = {uy,ug,...,u,} ve A = (U; R) bir Pawlak yaklagim uzay1
olsun. X, A iizerinde bir kaba kiime olmast i¢in gerek ve yeter sart [X| # [Y] ve [X]| = [V]
olacak sekilde en az bir Y C U vardr.

ispat. [X] = [r,)]. [V] = [y,]. [4¥] = [py] ve [Ax] = [g,] olsun. [X] = [V] ve [X] # [Y]
olacak sekilde bir Y C U oldugunu varsayalim. Bu durumda Onerme (b) den her bir
J € Jixyi¢in Jix) = Jys E[JX] =y my = E[]Y] = >, y;; ve en az bir ij icin x;; # y;;
dir. En az bir ij igin z;; = 1 ve y;; = 0 olsun. Buradan v, € C; N X veu; ¢ C;NY ve
ur & C; N X veu, € C; NY olacak sekilde en az bir Uy, € U vardir, ¢iinkii her bir j € Jix;
i¢in X" x;; = >, y;;. Budurumda py; = 1 ve gx; = 0 buise [BX] = [0] olmasin
gerektirir. Teorem [#.12] den X bir kaba kiimedir. En az bir ij i¢in z;; = 0 ve y;; = 1 ise
yukaridakiyle benzer sekilde Y, A iizerinde bir kaba kiimedir. [X] = [V] oldugundan Onerme

den X kiimeside A iizerinde bir kaba kiimedir. Simdi kabul edelim ki X, A lizerinde
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bir kaba kiime olsun. Teorem de [Ax] € [X] € [A¥]. Budurumda p;; = 1 ve ¢;; =0

=

olacak sekilde ij vardir. Buradan C; N X # () ve C; € X olacak sekilde bir u; € C; vardr.
Buna gore uy, ¢ X olacak sekilde uy, € C; vardir. [Y| = [y;;] matrisi asagidaki sekilde inga
edilsin: z;; = 1 oldugundan y;; = 0 ve x; = 0 oldugundan y;; = 1 ve 75 ve kj bilesenleri
digindaki [X] ve [Y] matrislerinin tiim bilesenleri esit olsun. Bu durumda Jjx| = Jjy; ve her

bir j € Jixigin Y, @ij = > i, y;; olur. Onerme b) den [X] # [Y] ve [X] = [V]
elde edilir. Buradan [Y'] matrisine karsilik gelen Y C U istenilen kiimedir. m

4.3. CMA Uzerinde Benzerlik Olciimleri

Denk matris kavrami uygulamada da kullanishdir. Asagidaki tanimla denk matrisler

kavrami kullanilarak yeni bir benzerlik dlciisti tanitilmagtir.

Tannm 4.24. XY, Z C U = {uy,us,...,u,} ve A = (U; R) bir Pawlak yaklasim uzay1

olsun. Bu durumda
Sy CMAXCMA — [0,1]

doniisiimii altinda Sy, ([X], [Y]) degeri, V[X], [Y],[Z] € CM A igin,
sl. 0 < Sy([X],[Y]) <1

2. [X] = [Y] & Su([X],[Y]) =1

sd. [X] C [Y] C [Z] ise bu durumda Sy ([X], [Z]) < Su([X],[Y]) ve Sm([X],[Z]) <
Su([Y],[2]).

aksiyomlarini sagliyorsa S); fonksiyonuna bir M -benzerlik ol¢iisiisii denir.

Bir M - benzerlik metodu:
p:CMAxCMA — 0, 1] fonksiyonu, V[X], [Y] € CM A igin,

- maz{|§(\,|y_|} Z;:1 \E[]X} - Efyﬂ , X #(DveyaY # ()

p([XL[Y]):{l 1 X=0veY =0

ile tanimlansin.
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Teorem 4.25. p, C'M A iizerinde bir M - benzerlik ol¢iisiidiir.
Ispat. [X], [Y],[Z] € CM A olsun.

|_1 vl

Ul

sl.s2. p([U],[0]) = WZ; 1|Ej [0]

[X]
olmasidir. Bu durumda

Xl=Y] & p(X][Y]) =1~

0 ?éX SY S U olsun. Onerme|4.19.den her bir j = 1,2,....r

E[Jy} < |Y] oldugundan 0 < p([X], [Y]) < 1 elde edilir.

s3. p fonksiyonunun tanimindan simetriklik agiktir.

[Y] olmasi igin gerek ve yeter sart her bir j € {1,2,.

1 L
mazX], 17} 2=/ P
) j=1

= (. Tanmm ¥4.18.

Ej -1~
il = e (IXT YT}

., T} i¢in EX] = F/

0

den

[Y]

icin E[]X] < E[jy] ve

s4. [X] C [Y] C [Z] olsun. Bu durumda Onerme (c)denherbir j =1,2,...,7i¢in
E[ ) < E[JY] < E[jZ] olur. Buradan
p((X],[2]) =1 - WZ; 1 ’Ej [z]| =1- \Z\ Z] 1 |E[z] [X]|
_ J J
=1- |Z| > B E[ }*Em Eix)
=1- |Z| A (E[] 2] )+ Z] 1(E] ]~ E[]X])]
=1- |Z| 21 (B m) 71 2= 1< v] E[JX}) .
> 1- |Z| ZJ (B, E[Jy]) I+1- |Y| > (B [y] - Ely) |
— T J
=1- max{\Yl |21} EJ 1 ‘E [Z]‘ 1+1-— maw{|X\,|Y|} ijl ‘E[X}
= p([Y], [2]) = 1+ p([X], [Y])
Dolayisiyla

L+ p(1X], 12]) = p(IX], [Y]) + p([Y], [2])

elde edilir.

0 < p([X,[Y]) < 1,0 < p([Y],12])
p([X],[Z]) < p([X], [Y]) ve p([X], [Z])

Agirhikh bir M - benzerlik metodu:

1ve 0 < p([X],[Z]) < 1 oldugundan
o([Y],[Z]) saglanir.

Bu metotta, U iizerindeki bir R denklik bagintisina gore U kiimesinin par¢alanisindaki her

bir denklik sinifina bir agirlik degeri atanir. C'; denklik sinifinin agirligi w; ise bu durumda

0<wj<lve) w;=1saglanmr
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pw : CMA x CMA — |0, 1] fonksiyonu, V[X], [Y] € CM A i¢in,

—mwj,X#wveyaY#@

pw([X]7[Y]>={1 1 X=0veY =10

ile tanimlansin.

Teorem 4.26. p,, , C'M A tizerinde bir M -benzerlik 6l¢iisiidiir.
Ispat. [X], [Y],[Z] € CM A olsun.

sl. s2.
pu([U],[0]) =1 — WZJ 1w By — By
L= 7 2= wi By
> 1- |U\(Zr 1“&)(2; 1 [U])
1— ‘\U\ =0.
Tamm4.18] den [X

E[]X] = E[Jy} olmasidir. Bu durumda

| = [Y] olmast i¢in gerek ve yeter sart her bir j € {1,2,...,r} igin

XI=[YT < pu([X],[Y]) =1 -

0# X S Y S U olsun. Onerme 419, da her bir j = 1,2, ..
Ejy} < |Y| oldugundan 0 < p,,([X],[Y]) < 1 elde edilir.

, 7 1¢in E[ ¥ < E[Y] ve

s3. p, fonksiyonunun tanimindan simetriklik agiktir.

s4. [X] C [Y] C [Z] olsun. Bu durumda Onerme (c) den her bir j = 1,2, ..., 7 i¢in

E[ ] < E[]y] < E[ 7] olur. Buradan

1 ; ; 0
max{|X|, ]Y|}Z wj| [X] [Y]‘ max{|X|,|Y|}
J=1

pu([X],[Z]) =1 - Wzg 1wJ’E — By
1— |Z| Zj 1w]|E] ]|
=1 -7 25 wi(Ey E[jYﬁE[YJ Ely)
=1- |Z|[Z 1wJ(E[Jz] [Y]>+Z le( E[JX])]
=1- |Z|Z _ wj(E] [Z] ) \Z\ Zj=1wﬂ( [Y] E[jX})
> 1= 2 wi(Ey Ef 1) L 1= 57 250wy (Bly) = Ely)
= 1= ey Lo Wil By — Bl =1
+1- WZJ le|E[X] [Y]|
= pu([Y],[Z]) = 1+ pu([X], [Y])
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Dolayisiyla

L+ pu([X], [Z]) Z pu(IX], [Y]) + pu([Y], [Z])

elde edilir.

4.4. Uygulamalar: Benzerlik olciilerine dayal karar verme sistemleri

Benzerlik Algoritmasi:

Adiml: A = (U; R) Pawlak yaklasim uzayinda U = {uy, us, ..., u,} elemanlarinin siralart

belirlenerek yazilir. Bagka bir deyisle u; nin hangi elemani temsil ettigi belirlenir.
Adim2: U nun R ye karsilik gelen U/R = {C}|j = 1,2, ...,r} pargalanisi elde edilir.
Adim3: U nun verilen X ve Y alt kiimelerinin [X] ve [Y] matrisleri yazilir.

Adimm4: p([X],[Y]) (veya p,([X], [Y])) hesaplanir. p([X], [Y]) (veya p,([X], [Y])) 1 sayisina
ne kadar yakinsa X ve Y arasindaki benzerlik o kadar biiyiiktiir.

Uyar14.27. U nun elemanlarinin yazilis siras1 dnemli degildir. Onemli olan hesaplama

islemine baglandiginda belirtilen siray1 degistirmemektir.

Asagidaki ornek ile bir sirketin bagvurdugu ihale icin igi tamamlamak iizere sunacagi
zaman cizelgesinin tahmini degerini (agirlikli) M - benzerlik yontemini kullanarak nasil

hesaplanacagi sunulmaktadir.

Ornek 4.28. Teknoloji ve yazilim alaninda faaliyet gosteren bir firma almak istedigi bir
ihale de calistirmak iizere personel alimi yapmak istemektedir. Ihtiyac duyulan beceriler su
sekildedir: Yazilim miihendisi, makine miihendisi, teknisyen, elektrikci, tasiyici ve siiriicii.
Ihaleyi alabilmek igin isin zamaninda yapilmasi 6énemlidir. Bu nedenle sirket is yiikiinii
dagitmak igin personelinden ekipler olusturmak istemektedir. Isin 40 giinde tamamlanabilmesi
icin en az 5 ekibe ihtiyaclar1 oldugunu ve her ekipte 2 yazilim miihendisi, 1 makine miihendisi,
1 teknisyen, 1 elektrikgi, 2 tastyic ve 1 siiriicii olmasi gerektigi 6ngoriilmektedir. Ise alim
sonucunda istedikleri kriterlere uygun personel 8 yazilim miihendisi, 5 makine miihendisi, 4

teknisyen, 3 tagiyici ve 2 siiriicii olarak belirlenmistir. Ardindan
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C1 = {uy,us,...,us} yazihm mithendislerinin kiimesi,
Cy = {ug, ujp, - . . , u13 } makine miihendislerinin kiimesi,
C3 = {u14, u15, 16, u17} teknisyenlerin kiimesi,

Cy = {u1s, u19, ugo } tastyicilarin kiimesi,

C's5 = {ua1, ug } siiriiciilerin kiimesi

olacak sekilde yeteneklere gore denklik siniflar elde edilir. Bu durumda evrensel kiime tiim
personelin kiimesidir. U = {uy,us,...,un} ve U/R = {C;|j = 1,2,...,5} U nun bir
parcalanigidir.

En uygun kiime 40 giinde isin % ini tek bagina tamamlanmasi beklenen personelden olusan
X = {uy, ug, ug, uy4, u1s, gy } kitlmesidir. Kalan personelden asagidaki 4 takim olugturulmustur.
Y = {us, u4, w10, U1s, Urg, Uga }»

Z = {us, ug, U1, U16, U0}

T = {uz, ura, w17},

W = {us, u13}.

Bunlara karsilik gelen kabalik matrisleri sunlardir:

rLooood 000007 000007 000007 000007
10000 00000 00000 00000 00000
00000 10000 00000 00000 00000
00000 10000 00000 00000 00000
00000 00000 10000 00000 00000
00000 00000 10000 00000 00000
00000 00000 00000 10000 00000
00000 00000 00000 00000 10000
01000 00000 00000 00000 00000
00000 01000 00000 00000 00000
00000 00000 01000 00000 00000

Kl=150000]|" M=160000]" @1=150000]" M=1o1000]|" WI=1606000
00000 00000 00000 00000 01000
00100 00000 00000 00000 00000
00000 00100 00000 00000 00000
00000 00000 00100 00000 00000
00000 00000 00000 00100 00000
00010 00000 00000 00000 00000
00000 00010 00000 00000 00000
00000 00000 00010 00000 00000
00001 00000 00000 00000 00000
Loooo ol loooo 1] Loooo o] loooool Loooo ol

Bu durumda, matrislerin j-inci denklik sayilar1 agsagidaki tabloyla verilmistir.

Kabalik matrisi [kiime] | Efme; | Eiiimer | Eikime] | Eikime) | Eiime]
X] o |1 [ 1 1|1
V] 2 11 [
Z] o | 1 [ 1| 1] o
7] 1 | 1| 1] 0] o
il 1 | 1] 0| 0] o

ve asagidaki hesaplamalar yapilirsa
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Kabalik Matrisi [kiime]|p([X], [kiime])|[kiime] i¢in beklenen zaman
Y] 1 40 giin
[Z] 2 48 giin
[T % 80 giin
(W] 3 120 giin
pulXLIYVD) = 1= b S B — B
:1_WZ? 1’Ej [y]|
=1- %(lE[IX] Eyl + ’E Ef | + 1By — Ejy + | By — Byl + |Efy — Ejyl)
:1—§(|2—2|+|1—1\+|1—1|+|1—1|+|1—1y)
=1
pu([X],[2]) = 1_WZ] 1|E[X] [Z]| _%
pw([X],[T]) = 1_m2j:1|E E[]Tﬂ :%

pu([X], [W]) = 1—WZ§:1IE[X] [W]|
Bu durumda ekipler bu sekilde olusturulursa isin tamamlanma siiresi 120 giin olacaktir.
Bu problemde agirlik katsayisinin yeteneklerin is yiikiine katkisina gore belirlenmesi uygun
olur. Denklik siniflarina verilen igin tiiriine gore agirlik degerleri atanirsa sonug farkli olabilir.
wy = 0.4, wy = 0.25, w3 = 0.15, wy = 0.1 ve w; = 0.1 in swrastyla {C}|j = 1,2,...,5}
denklik siniflarinin atanmis agirlik degerleri oldugunu varsayalim. Bu durumda

Kabalik Matrisi [kiime]|p([X], [kiime])|[kiime] i¢in beklenen zaman
Y] 1 40 giin
[Z] 0.98 41 giin
[T 0.9 44 giin
W] 0.875 46 giin
pu([X],[Y]) = 1_WZJ lw]’E []y]|

=1- maac{66} Z] le’EX] [Y]|

=1 - g(w|Elx) — Bl +w2| By — Byl + ws| By — Efyj| + wal By — Byl + ws| B
= 1— 10412 = 2/ + 0.25]1 — 1| + 0.15[1 — 1| + 0.1]1 — 1| + 0.1]1 — 1])

=1
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pu([X],12]) =1 - W Z;:1 wle[Jx] - Eﬁz]’ =0.98
pu([X],[T]) =1 - e T TY 2 =1 Wi By — By = 0.9
pu (X, (W) =1 — sy 2= Wil Blxy — Byl = 0.875

Bu durumda ekipler bu sekilde olusturulursa isin tamamlanma siiresinin 46 giin olacagi

goriilmektedir.

Benzerlik ol¢iilerine dayali karar verme sistemleri
Birbirinden bagimsiz kriterler iceren belirsizliklerle basa ¢ikmak icin yeni bir karar verme
yontemi sunulmustur. Tiim kriterleri miikemmel bir sekilde karsiladig1 varsayilan hayali
bir eleman wuy, tim alternatiflerin kiimesi olan U’ = {us,...,u,} kiimesine eklenir ve
ardindan U = U’ U {u;} olusturulur. Karar vericiler tarafindan belirlenen s adet kriter
iceren bir problemde Oncelikle her bir kriter i¢in bir Pawlak yaklagim uzay1 belirlenir, yani
Ay = (U;Ry), Ay = (U;Ry), ..., Ay = (U; R,) Pawlak yaklagim uzaylar elde edilir.
X; = {u;} mikkemmel se¢im kiimesi ve diger kiimeler X, = {us}, X3 = {us}, ...,
X, ={u,}almirvei € {1,2,...,s}, k € {2,...,n}icin Sy, ([X;], [X]) elde edilir. Son
olarak, her bir k € {2,...,n} i¢in > ;_; Su, ([X1], [Xk]) sayilar elde edilip siralanir. En
biiyiik say1ya karsilik gelen eleman tercih edilecek olandir. Buna gore karar verme algoritmasi
asagidaki gibi diizenlenir.

Karar Verme Algoritmasi:

Adiml: U = U’ U {u;} kiimesi tim alternatiflerin U’ = {us,...,u,} kiimesine hayali

miikemmel alternatifin eklenmesiyle olusturulur.

Adim?2: s adet kriter ve bunlarin bagimsiz alt kriterleri ile agirlik oranlar1 her bir kriter i¢in karar

vericiler tarafindan belirlenir.
Adim3: A = (U, Ry), As = (U, Ry), ..., As = (U, R,) Pawlak yaklasim uzaylari belirlenir.

Adim4: X; = {u;} mikemmel se¢im kiimesi ve Xy = {us}, X5 = {us}, ..., X;, = {u,},
kiimeleriigin ¢ € {1,2,...,s}, k € {2,...,n} icin py, ([X1], [Xk]) hesaplanir.

Adim5: Her bir k£ € {2,...,n} icin >, pu,([X1],[Xx]) sayilan elde edilir ve siralanir.
En biiyiik sayiya karsilik gelen eleman tercih edilecektir. Bu siralama birden fazla

alternatifin secilmesi i¢inde kullanilabilir.

Ornek 4.29. Bir teknoloji sirketi makine miihendisi istihdam etmek istemektedir. 10 makine
miihendisi girket tarafindan verilen is ilanina bagvurmaktadir. Bu durumda U’ = {us, ..., us; }
kiimesi is ilanina bagvuran adaylarin kiimesidir. Karar vericiler kriterleri belirler ve U =
{uq,us, ..., us;} kiimesini olusturur. Burada u, tiim kriterleri mitkemmel gekilde karsiladig1

varsayilan hayali bir adaydir. 11k kriteri su sekilde belirlemislerdir:
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C,: 1s deneyimine sahip olmak.

Bu kriter asagidaki gibi bagimsiz kriterlere ayrilmistir:

C} = Hig is deneyimi olmayanlar,

C? =1 yildan az is deneyimine sahip olanlar,

C? = 1ila 3 y1llik is deneyimine sahip olanlar,

C} = 31ila 5 yillik is deneyimine sahip olanlar,

C? =5 yil veya daha fazla ig deneyimine sahip olanlardir.

Bu durumda {C}, C?,C3, C}, C?} kiimesi U nun bir pargalanisidir ve A; = (U; R;) Pawlak
yaklagim uzayidir. Burada R; bu pargalanisa karsilik gelen denklik bagintisidir. Bu durumda
karar vericiler her bir kriter i¢in belirledikleri agirliklarla birlikte asagidaki tabloya sahip

olacaktir:

Pawlak yaklagim uzayi|Kriterler| Elemanlarin parcalaniglari| Agirlik
A = (Ui Ry) C} Cl = {us, ur,up1 } wi =0.1
C? C? = {us, us} w?=0.15
C} C? = {us, ug} wi =0.2
Ct Ct = {uy,uo} wi = 0.25
c? C? = {uy,uio} w) =0.3

X7 ={ui}, Xo ={us}, ..., X;, = {u, } kiimeleri i¢in kabalik matrisleri sunlardir:

d
o O O O o
o O O o o

[X1] = [X2] = [X3] = [X4] =

1
© O o o o oo
S O o o o oo

O 0O 0O 00000 o oo
O OO0 0000 oo oo
O OO0 0000 oo oo
O 0O 0 000000 o -
L )
(==l ool =Nl R =l =i=)
[=l=lelol ol =Rl
O 0O 0O 00000 o oo
O OO0 0000 oo oo
L s
O OO0 0000 oo oo
o O O O oo

(==l olol =Nl R =l =i=)
© OO0 o0 o0 o000 o oo
L s
O OO0 00000 o oo

r 1
O 0O 000000 ~=OoOOo

r 1
(=M=l ool =Nl =l =i-)

S © © o

O 0O 00000 ~O oo
O OO0 00000 o oo
L '

r
o O O O o o

r
o © © o

[X5] =

O 0O 0000 ~=OOoO OO
O OO0 000 oo o oo
O OO0 0000 o0 oo oo
==l R ==}

)

r 1
[=l=llelol el -N-B=l-h 2"

o O O
L
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[00000] [00000O0 00000O0] [00000O0
00000 00000 00000 00000
00000 00000 00000 00000
00000 00000 00000 00000
00000 00000 00000 00000
[Xe]=]00100 [X7]=]00000|, [Xg]=]00000 [X9]=|00000
00000 10000 00000 00000
00000 00000 01000 00000
00000 00000 00000 00010
00000 00000 00000 00000
10000 O | 0000 0] L0 00O O] L0 00O O]

[00000]

00000

00000

00000

00000

[X10]=]00000

00000

00000

00000

00001

L0 00O O]

[00000]

00000

00000

00000

00000

[X11]=]00000

00000

00000

00000

00000

L1000 0|

Karar vericiler ikinci kriteri su sekilde belirlemistir:
Cy: Adaylarin yas aralig.
Bu kriter asagidaki gibi bagimsiz kriterlere ayrilmistir:
C5 =20 ile 25 yas arasindaki adaylar,
C2 =25 ile 28 yas arasindaki adaylar,
C3 = 28 yas ve iizeri adaylardir.
Bu durumda {C}, C%, C3} kiimesi U nun bir pargalamigidir ve Ay = (U; Ry) Pawlak yaklagim
uzayidir. Burada 75 bu parcalanisa karsilik gelen denklik bagintisidir. Bu durumda karar

vericiler her bir kriter i¢in belirledikleri agirliklar1 iceren asagidaki tabloya sahip olacaktir:

Pawlak yaklasim uzay1 | Kriterler | Elemanlarin pargalaniglari Agirlhik

Ay = (U; Ry) Cs Cy = {uy, us, us, uy, ug, u11 | wy = 0.45
C3 C2 = {ug, ug, w10} w3 = 0.35
s C3 = {ug, ug} ws = 0.2

X; =A{w}, Xo ={us}, ..., X;, = {u, } kiimeleri i¢in kabalik matrisleri sunlardir:
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[100] [0 0 0] 000 00 0] [00 0]
000 010 000 000 000
000 000 100 000 000
000 000 000 001 000
000 000 000 000 100
[X1]=]000 [X2]=]000 [X3]=|000], [X4]=]000 [X5]=]000
000 000 000 000 000
000 000 000 000 000
000 000 000 000 000
000 000 000 000 000
L0 0 0] L0 0 0] L0 0 0] L0 0 0] L0 0 0]

[0 0 0]

000

000

000

000

[X¢]=]010

000

000

000

000

L0 0 0]
[00 0] [0 0 0] [000] [000] [00 0]
000 000 000 000 000
000 000 000 000 000
000 000 000 000 000
000 000 000 000 000
[X7]=]000 [Xg]=]000 [Xo]=]000 [X10]=]000 [X11]=|000
100 000 000 000 000
000 100 000 000 000
000 000 001 000 000
000 000 000 010 000
L0 0 0] L0 0 0] L0 0 0] L0 0 0] L1 0 0]

Karar vericiler son kriteri su sekilde belirlemistir:
Cs: Py, P, P; bilgisayar programlarini bilenler.
Bu kriter asagidaki gibi bagimsiz kriterlere ayrilmistir:
C3 = Bu programlardan sadece birini bilenler,
C? = Bu programlardan sadece ikisini bilenler,
C3 = Tiim bu programlar bilenlerdir.
Bu durumda {C3, C%, C3} kiimesi U nun bir pargalamgidir ve A3 = (U; R3) Pawlak yaklagim
uzayidir, burada R3 bu pargalanisa karsilik gelen denklik bagintisidir. Bu durumda karar

vericiler her bir kriter i¢in belirledikleri agirliklar1 iceren asagidaki tabloya sahip olacaktir:

Pawlak yaklagim uzay1 | Kriterler | Elemanlarin parcalanislar Agirhik

Az = (U; R3) Cs CL = {uy, us, us, ug, us, up} | wl = 0.2
3 C3 = {us, uz, ug} wi=0.3
3 C5 = {uy, un } wi =0.5

X; =A{uwi}, Xo ={us}, ..., X;, = {u, } kiimeleri i¢in kabalik matrisleri sunlardir:

40



(001
000
000
000
000
000
000
000
000
000

(000 ]

(000 ]
000
000
000
100
000
000
000
000
000

(000 ]

(000 ]
000
000
000
000
000
000
000
010
000

000

Bu bilgiler 1s181nda gerekli hesaplamalar yapilarak asagidaki tablo elde edilir:

[000]
100
000
000
000
000
000
000
000
000

1000 ]

[000]
000
000
000
000
100
000
000
000
000

1000 ]

(000 ]
000
000
000
000
000
000
000
000
100

000
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[000]
000
010
000
000
000/,
000
000
000
000

1000 ]

[000]
000
000
000
000
000/,
010
000
000
000

1000 ]

[000]
000
000
000
000

=1000

000
000
000
000

1001

(000 ]
000
000
100
000
000
000
000
000
000

1000 ]

(000 ]
000
000
000
000
000
000
100
000
000

1000 ]



K[ o (200, X) | (X2 X)) | (Xl (X)) | 2,y (X, (5]
2 105 0.2 0.3 1
3 10.6 1 0.2 1.8
4 1045 0.35 0.3 1.1
5 0.55 1 0.3 1.85
6 |05 0.2 0.3 1
7 10.6 1 0.2 1.8
8 |0.55 1 0.3 1.85
9 | 045 0.35 0.2 1
10 | 1 0.2 0.3 1.5
11 | 0.6 1 1 2.6

Yukaridaki tablonun ilk siitunu i¢in yapilan islemler sunlardir:

pu ([X1], [Xa]) =1 - mzj 1w1|E[x] [j)<21|
=1-1(w ]E E[ |+wf\E[X1 E[X |+w:1)’|E[X] Ef}(2]|
+ wﬂE[Xl] [X2]| + wi’|E 1]| })
=1—(0.1/0 — 0] + 0.15]0 — 0] + ().2\() — 1] +0.25|0 — 0] + 0.3|]1 — 0|)
=1-05=05
pwl([Xl]’[X?’])_l_mZ] , wi| By, )| = 0.6
Pw1<[X1]a[X4]):1_mZJ 1w1|E[X] [X]| = 0.45
Pm([Xl]a[XE)]):l_mz 1w1|E[X] [X]|—055
Pwl([Xl],[Xes])_l—mZ] | wil Ely, X6| =0.5
Pwl([Xl]a[Xﬂ):l—mZ] L wil By, | = 0.6
Pm([Xl]a[XS]):l_ng 1w1|E[X] [X]| 0.55
Pw1<[X1]a[X9]):1_mz 1w1\E[X] [X]‘—045
pus ([X1], [X10]) = 1_m23 1w1|E[x] [X10]| =
pu ([X1], [Xu]) =1 - m Z; 1w1|E[X ] E[anﬂ =06
Yukaridaki tablonun ikinci siitunu i¢in yapilan iglemler sunlardir:
P ([X1), [Xo]) = 1 = iy Logmt WhI By, — E[szﬂ
=1- (w2|E[X ] [X2]| + w2|E EZX ]| + w2|E3 EEXQ}D
=1—(0.45]1 — 0|+ 0.35|0 — 1] + 0.2|O 0|)
=1-0.8=02
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pus ([X1], [X5]) =1 — maac{|X11| [X5[} Z 1w2|E[X] [X ]|
pr([X1]7 [X4]) =1- max{|X1| | X4|} Z] 1 w2|E[X] [X ]| 0.35

pr([Xl], [X5]) =+ maz{|X1| | X5} ZJ 1w2|E[X ] [X ]| -
pw2<[X1],[ ]) =47 max{|X1|\X6|} Z] 1w2‘E [X]‘ =02

Pus ([X1], [X7]) =1 — —max{|X_1| [X7[} Z 1w2|E[X] [X ]| =1

pr([Xl] [ ]) - maz{|X1| | X} Z] 1w2|E[X] [X ]| =1
Pus ([X1], [Xo]) =1 — max{|X1| [Xol} Z] 1 w2‘E[X] [X ]| =0.35
Pus ([X1], [Xi10]) =1 — _mam{\xl\ X100} Zy 1w2|E[X] E[]X ol =02
P ([X0) [X01)) = 1 = e ey oyt Whl By, — Byl =

Yukaridaki tablonun tigiincii siitunu i¢in yapilan islemler sunlardir:

c .
pus([X1], [Xo]) = 1 — sy 201 Wil By — Byl

=1- 1<w%|E[1X1] - E[1X2]| T w§|E[2X1] N E[2X2]’ + w§|E[3X1} B E[?’Xﬂ‘)

=1—(0.2(0— 1]+ 0.3]0 — 0] + 0.5[1 — 0])

—1-0.7=03

pwg([Xl],[X3]>=1—mzy 103l By = Blyy| =
pwg([Xl],[de):l—mZ W By — [X]‘—O?’
pwg([Xl],[Xs])Zl—mZ Wi By — [X1|—03
pus ([ X], [Xs]) = 1 = WZ w3l By = Bl =
pr([Xﬂ,[X?]):l—mzj 1w3‘E[X1} [X]‘ =0.2
pws([Xl],[XsD:l—ng LW By, — Byl =03
puy (X)L [X0]) = 1 = gy 2o whl By, — By, = 02
pw3([X1],[X10]) :1_ng 1w3|E[X] [X0| =0.3
Pua([Xa], [Xu1) = 1 = sy g1 W Bl — Byl = 1

Bu durumda adaylarin miikemmel secenege yakinliklarina gore siralamasi soyledir:

U1l > U = U > U7 = U3 > Uig > Ug > Ug = Ug = U2.

Elbette ayni siralama birden fazla personel se¢imi i¢in de kullanilabilir.

43






5. SONUC VE ONERILER

Kiime teorisinin matrislere aktarilmasi, hem bilgisayar ortaminda ¢ok sayida veri
girisi gerektiren problemlerin incelenmesinde hem de ¢oziilebilecek problem cesitliliginin
arttirllmasinda onemli rol oynamaktadir. Bu nedenle, bu calismada kaba kiime teorisinde
kullanilan hemen hemen tiim yap1 ve islemlerin matrislere aktarilmasi saglanmaktadir. Pawlak
yaklagim uzayr A nin karakteristik matrisleri kiimesi olan C'M A tanitilmig ve yaklagim
matrisi, kabalik matrisi, iist ve alt yaklasim matrisleri ve sinir matrisi gibi C'M A nin 6zel
elemanlar1 tanimlanmig ve kaba kiimelerin karakterizasyonu ve ¢oziimii gibi bir¢cok faydal
sonug iiretilmistir. Bilgisayar ortaminda bir¢ok veri girigini igeren problemler artik bu
sayede ele alinmistir. Birlesim, kesisim, tiimleyen, fark ve simetrik fark gibi bir¢ok yeni
islem tanimlanmig ve bu islemler kullanilarak degismeli grup ve degismeli monoid gibi
cebirsel yapilar elde edilmistir. C'M A daki 6zel matrisler yardimiyla etki kiimeleri, bir
kiimenin i¢ ve dis Olciileri ve yaklasimin dogrulugu tanimlanmistir. Yeni bir kavram olan
denk matrisler tamtilmistir ve kaba kiimelerin karakterizasyonlar1 ve ayrica denk matrisler
kullanilarak (agirliklandirilmis) benzerlik dl¢timleri sunulmustur. Son olarak “bir firmanin
bagvurdugu ihaleye iligkin isi tamamlamak i¢in sunacagi zaman cizelgesinin tahmini degerini
nasil hesaplayacagina” iliskin bir benzerlik uygulamasina yer verilmigtir. Bundan sonraki
caligmalar i¢in Onerilerimiz iki yonlidiir: Birincisi islem kapsaminin genisletilerek cebirsel
uygulamalarin yapilmasi, ikincisi ise coklu karar verme problemlerine yonelik ¢oziim yontemle-

rinin gelistirilmesidir.

45






KAYNAKLAR

[1] Alcantud, J.C.R., Feng, F., & Yager, R. R. (2020). An N-soft set approach to rough
sets, IEEE Trans. Fuzzy Syst. 28(11), 2996-3007.

[2] Ali, M. L., Shabir, M., & Tanveer, S. (2012). Roughness in hemirings, Neural Comput.
Appl. 21, 171-180.

[3] Atagiin, A. O. (2025). Novel characterizations of rough soft sets; Equivalent soft sets
in Pawlak approximation space with applications, Expert Syst. Appl. 128462.

[4] Atagiin, A. O. (2025). Strait and product operations on strait soft sets and their reduced
soft matrices with decision-making applications, FILOMAT 39(30).

[5] Atagiin, A.O., & Kamaci, H. (2023). Strait soft sets and strait rough sets with
applications in decision making, Soft Comput. 27, 14585-14599.

[6] Atagiin, A.O., & Kamaci, H. (2023). Strait fuzzy sets, strait fuzzy rough sets and their
similarity measures-based decision making systems, Int. J. Syst. Sci. 54, 2519-2535.
[7] Beg, L., & Ashraf, S. (2009). Similarity measures for fuzzy sets, Appl. Math. Comput.
8(2), 192-202.
[8] Bonikowaski, Z. (1995). Algebraic structures of rough sets. In: Ziarko,W.P. (ed.) Rough
Sets, Fuzzy Sets and Knowledge Discovery, pp. 242-247. Springer, Berlin.
[9] Dai, J.H. (2008). Rough 3-valued algebras, Inf. Sci. 178, 1986-1996.
[10] Davvaz, B. (2004). Roughness in rings, Inf. Sci. 164, 147-163.
[11] Davvaz, B. (2006). Roughness based on fuzzy ideals, Inf. Sci. 176, 2417-2437.
[12] Davvaz, B. (2008). Approximations in n-ary algebraic systems, Soft Comput. 12,
409-418.
[13] Deng, G., Song, L., Jiang, Y., & Fu, J. (2017). Monotonic similarity measures of
interval-valued fuzzy sets and their applications, Int. J. Uncertain Fuzz. 25(4), 515-544.
[14] Dubois, D., & Prade, H. (1990). Rough fuzzy sets and fuzzy rough sets, Int. J. General
Syst., 17, 191-209.
[15] Feng, F., Li, C., Davvaz, B., & Ali, M.I. (2010). Soft sets combined with fuzzy sets
and roughsets: a tentative approach, Soft Comput. 14, 899-911.
[16] Iwinski, T. (1987). Algebraic approach to rough sets. Bull. Polish Acad. Sci. Math. 35,
673-683.
[17] Ji, W., Pang, Y., Jia, X., Wang, Z., Hou, F., Song, B., Liu, M., & Wang, R. (2021).
Fuzzy rough sets and fuzzy rough neural networks for feature selection: A review.
WIREs Data Mining and Knowledge Discovery. 11(3).

47



[18] Kang, Y., Wu, S., Cao, D., & Weng, W. (2018). New hesitation based distance and
similarity measures on intuitionistic fuzzy sets and their applications, Int. J. Syst. Sci.
49(4), 783-799.

[19] Kazanci, O., & Davvaz, B. (2008). On the structure of rough prime (primary) ideals
and rough fuzzy prime (primary) ideals in commutative rings, Inf. Sci. 178, 1343-1354.

[20] Kuroki, N. (1997). Rough ideals in semigroups, Inf. Sci. 100, 139-163.

[21] Leoreanu-Fotea, V. (2008). The lower and upper approximations in a hypergroup, Inf.
Sci. 178, 3605-3615.

[22] Leoreanu-Fotea, V., & Davvaz, B. (2008). Roughness in n-ary hypergroups, Inf. Sci.
21,4114-4124.

[23] Li, Y., Qin, K., He, X., & Meng, D. (2015). Similarity measures of interval-valued
fuzzy sets, J. Intell. Fuzzy Syst. 28(5), 2113-2125.

[24] Liu, G., & Zhu, W. (2008). The algebraic structures of generalized rough set theory,
Inf. Sci. 178, 4105-4113.

[25] Liu, X. (1992). Entropy, distance measure and similarity measure of fuzzy sets and
their relations, Fuzzy Sets Syst. 52(3), 305-318.

[26] Omran, S., & Hassaballah, M. (2007). Operations on the similarity measures of fuzzy
sets, Int. J. Fuzzy Log. Intell. Syst. 7(3), 205-208.

[27] Pawlak, Z. (1982). Rough sets, Int. J. Inf. Comp. Sci. 11, 341-356.

[28] Pawlak, Z., & Skowron, A. (2007). Rough sets and Boolean reasoning, Inf. Sci. 177,
41-73.

[29] Pawlak, Z. (2002). Rough sets and intelligent data analysis, Inf. Sci. 147, 1-12.
[30] Pawlak, Z., & Skowron, A. (2007). Rudiments of rough sets, Inf. Sci. 177, 3-27.
[31] Pawlak, Z. (1981). Classification of Objects by means of Attributes, Institute for

Computer Science, Polish Academy of Sciences, Report 429.

[32] Pourpanah, F., Wang, D., Wang, R., & Lim, C. P. (2021). A semisupervised learning
model based on fuzzy min-max neural networks for data classification, Appl. Soft
Comput. 112.

[33] Qi, N., & Chengyi, Z. (2008). A new similarity measures on fuzzy rough sets, Int. J.
Pure Appl. Math. 47(1), 89-100.

[34] Shabir, M., Ali, M. 1., & Shaheen, T. (2013). Another approach to soft rough sets,
Knowl. Based Syst. 40, 72-80.

[35] Vijayabalaji, S., & Balaji, P. (2013). Rough matrix theory and its decision making, Int.
J. Pure Appl. Math. 87, 845-853.

48



[36] Wang, W. J. (1997). New similarity measure on fuzzy sets and on elements, Fuzzy Sets
Syst. 85(3), 305-309.

[37] Wang, X., Baets, B. D., & Kerre, E. E. (1995). A comparative study of similarity
measures, Fuzzy Sets Syst. 73(2), 259-268.

[38] Xiao, Q. M., & Zhang, Z.L.. (2006). Rough prime ideals and rough fuzzy prime ideals
in semigroups, Inf. Sci. 176, 725-733.

[39] Yamak, S., Kazanci, O., & Davvaz, B. (2010). Generalized lower and upper
approximations in a ring, Inf. Sci. 180, 1759-1768.

[40] Yao, Y. Y., & Deng, X. (2014). Quantitative rough sets based on subsethood measures,
Inf. Sci. 267, 306-322.

[41] Ye, Q. H., & Wu, W. Z. (2009). Similarity measures of fuzzy rough sets based on the
Lp metric, In 2009 Int. Conf. on Machine Learning and Cybernetics, IEEE 811-816.

[42] Yuan, Z., Chen, H., Xie, P, Zhang, P., Liu, J., & Li, T. (2021). Attribute reduction
methods in fuzzy rough set theory: An overview, comparative experiments, and new

directions. Applied Soft Comput. 107.
[43] Zadeh, L. A. (1965). Fuzzy sets, Information and Control, 8, 338-353.
[44] Zhang, X. H., Dai, J., & Yu, Y. (2015). On the union and intersection operations of

rough sets based on various approximations spaces, Inf. Sci. 292, 214-229.

49






6. EKLER

51



Ek 1. Kongre Katilim Belgesi.

This Certificate is Proudly Presented to

Assiye Canan GUNES

of participation in oral and technical presentation, recognition and appreciation of research contributions to
12™ INTERNATIONAL ATLAS CONGRESS ON ADVANCED SCIENTIFIC STUDIES AND INTERDISCIPLINARY RESEARCH
held on July 1-3, 2024 / Paris - France
with the paper entitled

MATRIX STRUCTURE IN PAWLAK APPROXIMATION SPACE
WITH SIMILARITY APPLICATION

|
T
Prof. Petra PELLLI:;I’IEH

Organizing Board Member

52



OZGECMIS

KISISEL BILGILER
Ad1 Soyadu: Assiye Canan GUNES
Uyrugu : T.C.
Orcid Numarast: 0009-0002-3079-1731

EGITIM BILGILERI

Lisans
Universite Kirsehir Ahi Evran
Fakiilte Fen Edebiyat
Boliim Matematik
Mezuniyet Y1l 2020
Yiiksek Lisans

Universite Kirsehir Ahi Evran
Enstitii Fen Bilimleri
Anabilim Dali Matematik
Mezuniyet Y1l 2026

Tezden Uretilen Makaleler ve Bildiriler

Atagiin, A. O. & Giines, A. C. (2024). Rough matrix theory: Matrix structure in Pawlak
approximation space and characterization of rough sets with applications, submitted
(SCI-E).

Giines, A. C. (2024). Martis structure in Pawlak approximation space with
similarity applications. ATLAS 12th international on Advenced Scientific Studies and
Interdisciplinary Research, Paris, FRANCE, (July, 01-03)

53



	İÇİNDEKİLER DİZİNİ
	TEŞEKKÜR
	ÖZET
	ABSTRACT
	SİMGE VE KISALTMA DİZİNİ
	GİRİŞ
	ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR
	Temel Bilgiler

	MATERYAL VE METOT
	BULGULAR VE TARTIŞMA
	Pawlak Yaklaşım Uzayında Matris Yapısı ve Kaba Kümelerin Belirlenmesi
	CMA Üzerinde Denk Matrisler ve Kaba Kümelerin Yeni Karakterizasyonları
	CMA Üzerinde Benzerlik Ölçümleri
	Uygulamalar: Benzerlik ölçülerine dayalı karar verme sistemleri

	SONUÇ VE ÖNERİLER
	KAYNAKLAR
	EKLER
	Ek 1. Kongre Katılım Belgesi.

	ÖZGEÇMİŞ
	İ
	Sayfa 1


