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AYKANATa ve beni bu giinlere sonsuz sevgi ve destekleriyle getiren aileme sonsuz saygi ve

tesekkiirlerimi sunuyorum.
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Bu tezde, Gal ve Niculescu tarafindan lineer olmayan operatorler icin verilen sonuclar
cok degiskenli formda kuvvet serisi metodu kullanilarak genisletilmistir. Ayrica modiiler
uzaylarda tamiml lineer olmayan operator dizileri i¢in cesitli toplanabilme yontemlerine
dayali yeni bir Korovkin tipi yaklasim teoremi gelistirilmistir. Elde edilen sonuglar, s6z
konusu operatorlerin yakinsaklik davraniglarinin incelenmesinde klasik norm yakinsaklig1
veya noktasal yakinsaklik gibi kisitlayict varsayimlara ihtiya¢ duyulmadan da gii¢li ve
genellestirilmis yakinsaklik sonuglarina ulasilabilecegini gostermektedir. Bu ¢alisma, modiiler
analiz, toplanabilme teorisi ve yaklasim teorisi arasindaki etkilesimi giiclendirerek, gelecekte
hem lineer olmayan hem de daha karmasik yapiya sahip operatorlerin incelenmesinde
kullanilabilecek yeni ve kapsamli bir metodolojik ¢ergeve sunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Lineer olmayan operator, Modiiler uzaylar, Istatistiksel yakinsaklik
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In this thesis, the results previously established by Gal and Niculescu for nonlinear
operators are extended to the multivariate setting by employing the power series method.
Moreover, a new Korovkin-type approximation theorem based on various summability
methods is developed for sequences of nonlinear operators defined on modular spaces. The
obtained results demonstrate that strong and generalized convergence conclusions can be
achieved without relying on restrictive assumptions such as classical norm convergence
or pointwise convergence when analyzing the convergence behavior of these operators.
This study enhances the interaction among modular analysis, summability theory, and
approximation theory, thereby providing a new and comprehensive methodological framework
that can be utilized in future investigations of both nonlinear and more intricate classes of

operators.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

Simgeler Aciklama

C(X) : X iizerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesi

Cp(X) : X iizerinde sinirl ve siirekli fonksiyonlarin kiimesi

F(X) : Vektor latis

C>(I) : I iizerindeki tiim sonsuz mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlarin kiimesi
P : Modiiler

st —lim : Istatistiksel limit
op(K) : K kiimesinin P-yogunlugu

@ : Choquet integrali



1. GIRIS

Weierstrass teoremi, yaklasim teorisinin gelisiminde dnemli bir role sahiptir. Weierstrass
1885 yilinda sonlu aralikta siirekli olan her fonksiyona bu aralikta polinomlarin bir dizisi ile
yaklagilabilecegini ispat etmistir. Fakat bu ispat oldukca uzun ve karmagik olup bir¢ok
matematik¢i daha kisa ve anlasilir bir ispat verebilmek i¢in calismistir. Bernstein [7]
1912 yilinda Bernstein polinomlarini kullanarak bu teoremin kisa ve anlasilir bir ispatin
vermistir. Daha sonra Bernstein polinomlar: yerine daha genel operatorler konulabilir mi
sorusu akla gelmistir. Bu baglamda pozitif lineer operator dizilerinin yaklasim ozellikleri
iizerine galigilmigtir. Popoviciu, Bohman ve Korovkin birbirinden bagimsiz olarak {7}
operator dizisinin siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerekli kosullar nedir
sorusuna cevap vermiglerdir. Bununla birlikte bircok matematikci bu bakis agilarini farkl
uzaylara genigletmistir. Boylece pozitif lineer operatorlerle yaklasim teorisinde 6nemli bir
yer tutan Korovkin tipi yaklagim teorisi ortaya ¢ikmuistir.

Oncelikle Korovkin teoremini hatirlayalim.

[0, 1] aralig1 tizerinde reel degerli siirekli tiim fonksiyonlarin uzayr C'[0, 1] olmak

iizere bu uzay her f € C'[0, 1] i¢in

[fI}:= max [f ()]

0<zx<1

bi¢iminde tanimli norm ile Banach uzayidir. 1953 yilinda Korovkin eq (z) = 1, €1 (z) = z,

ez (x) = x* olmak iizere {Tje, } dizisi £ = 0,1, 2 i¢in [0, 1] aralig1 tizerinde e;, fonksiyonuna
diizgiin yakinsak ise C [0, 1] uzaymdaki her f fonksiyonu i¢in {7} f} dizisinin [0, 1] aralig
tizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugunu ispatlamistir. Bu teoremin ¢ok sayida
versiyonu ¢alisiimistir. Bunlar arasinda Korovkin teoreminin lineer olmayan genellesmesi
ozellikle dikkate deger olarak goze ¢carpmaktadir. Lineer olmayan operatorler, lineer operatdrlerden
daha karigik olup lineer muadillerinin 6zellikleri olan siiperpozisyon ve homojenlik ilkelerine
uymayan bir matematiksel operator sinifini temsil eder. Son zamanlarda, lineer olmayan
operatdrlerin yaklasim sonuglari tizerine cesitli caligmalar yapilmistir. Bunlardan bazilart su
sekildedir: [1], [2], [13], [15], [16], [22].

Diger yandan modiiler uzaylar, bazi kisitlamalari rahatlatarak vektor uzaylarini genellestiren
matematiksel yapilardir ve bu onlar1 ¢ok ¢esitli fonksiyonel analiz problemlerini incelemek
icin uygun hale getirir. Modiiler uzaylar, Orlicz uzaylar1, Musielak-Orlicz uzaylari ve klasik
normlarin yetersiz oldugu diger uzaylarin incelenmesinde etkili olmus ve matematikte hem
teorik hem de uygulamali alanlarin ilerlemesini saglamistir [6], [17], [29], [30], [32]. Modiiler
yakinsakligin ortaya atilmasi, fonksiyonel analizde arastirma i¢in yeni yollar acmistir. Bu
tezde hem Gal ve Nicelescu [15] tarafindan verilen Korovkin teoreminin ([8], [19], [20]) bir
lineer olmayan genislemesi kuvvet serisi metodu kullanilarak incelenecek hem de modiiler

uzaylarda lineer olmayan operatorler aracilifiyla Korovkin tipi teoremler tanitacagiz ve

1



teoremlerimizi saglayan ornekler verecegiz, ayrica toplanabilme teorisinde 6nemli bir yer
tutan istatistiksel yakinsaklik, kuvvet serisi anlaminda yakinsaklik ve kuvvet serisi anlaminda
istatistiksel yakinsaklik metotlar1 kullanilarak modiiler uzaylarda lineer olmayan Korovkin

tipli sonuglar elde edecegiz.



2. ONCEKI CALISMALAR

2.1. Temel Kavramlar

Bu tezde, Korovkin teoreminde operatoriin lineerlik kosulu kaldirilarak farkli bir
versiyonu verilecektir. Bu amagla ilk olarak bazi temel tanim ve 6zellikleri verelim.

X Hausdorff topolojik uzayi olmak iizere F' (X) ile noktasal siralama ile donatilan
X tizerinde tanimli reel degerli tiim fonksiyonlarin vektor latisini gosterelim. F'(X) in iki

onemli vektor alt latisi
C(X)={f€F(X): fsirekli}
ve
Cy(X)={f € F(X): f sirekli ve sinirl1 }

bicimindedir. Cj, (X), sup normu ile birlikte bir Banach uzayidir. Bu uzaylarin teorisi i¢in
[24] incelenebilir.

X ve Y iki Hausdorff topolojik uzay1 ve ayrica F ve F sirastyla C'(X) ve C(Y')
uzaylarinin vektor alt latisleri olsun. Bir 7" : £ — F' operatori,

* eger operator alttoplamsal yani,
T(f+9) <T(f)+T(g) her f,g € Eigin,
ve pozitif-homojen yani,
T (af)=aT (f) hera > 0ve f € F igin,
ise altlineer
* eger F iizerinde f < g olmas1 T (f) < T (g) olmasini gerektiriyorsa monoton
e eger [, g € IY komonoton yani,
(f(s)—f(#).(g(s)—g(t)) > Ohers,t € X icin
olmak tizere 7' (f + g) =T (f) + T (g) ise komonoton toplamsal olarak adlandirilir.

Buradaki temel teoremimiz Korovkin teoremini ¢cok degiskenli fonksiyonlarin vektor

latisleri tizerinde taniml alttoplamsallik, monotonluk ve komonoton toplamsallik 6zelliklerini



saglayan operatorler yardimiyla genisletmektedir. R" {izerinde
pri (21, .., xn) = x, k=1,..., N

izdiisiim doniisiimlerini iceren test fonksiyonlarmin ailesini kullanacagiz.
Diger taraftan tez boyunca kullanacagimiz bazi temel sonuglart hatirlatalim.
T alttoplamsal ise her f, g icin

() =T (g <T(f = gl) 2.1)

esitsizligi gerceklenir. Gergekten f < g+ |f — glise T'(f) < T (g)+ 1 (|f — g|) olur. Yani,
T(f)=T (g9) <T(|f— g|) ifadesinde f ve g nin rolleri degistirilirse — (17" (f) — T (g)) <
T (|f — g|) elde edilir. Bu da istenilendir.

T lineer ise monotonluk 6zelligi, her f > 0 i¢in
T(f)=0

biciminde ifade edilen pozitiflik 6zelligine denktir.

T operatorii, monoton ve pozitif-homojen ise
T(0)=0

olur.
T pozitif-homojen ve komonoton toplamsal bir operator olmak tizere her f ve her

a € [0, 00) i¢in
T(f+al)=T(f)+aT (1) 2.2)

formiiliinii gercekler. Yani f, herhangi bir sabit fonksiyona komonotondur.

Simdi modiiler uzaya ait bazi temel tanim ve dzellikleri verelim.

I = |[a,b], n Lebesgue Ol¢iisityle donatilan R kitmesinin sinirlt bir alt aralii olsun.
X (I)ile I uizerindeki tiim reel degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlarin uzayini, C' (I) ile I tizerindeki
tim siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzaymi ve C'* (1) ile I iizerindeki tim sonsuz

mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayini gosterelim.

Tamim 2.1. Asagidaki kosullar saglandig taktirde p : X (I) — [0, oo| fonksiyoneli X (1)

tizerinde bir modilerdir denir:
1. plg] =0« g =0, [ iizerinde

2. p[—g] = ply]. her g € X(I) i¢in



3. Herg,h € X(I)icin p[ag + Bh| < p[g] + p[h] veher a, 8 > Oigina + 3 = 1.

Ayricaher g, h € X (I) ve a + = 1 esitligini gergekleyen her «v, 5 > 0 igin

plag+ Bh] < Qap[Qg] + QBp [Qh]

esitsizligini saglayacak sekilde () > 1 sabiti varsa, p modiileri ()—quasi konvekstir denir.
Ozel olarak eger () = 1 ise p konveks olarak adlandirilir [4].
Her g € X (I),g > 0ve a € (0,1] i¢in

plag] < Qap[Qy]

olacak sekilde bir () > 1 sabiti varsa p modiileri ()—quasi yar1 konvekstir denir. Her () —quasi
konveks modiilerin (Q—quasi yar1 konveks oldugu aciktir.

Her g,h € X(I) ve |g| < |h| icin p[|g|] < p[|h]] ise p modiileri monoton olarak
adlandirilir.

Simdi X (I) uzayinin bazi alt uzaylarini verelim [5]:

v (0= {7 € X(1) s lim plrf1 =0}
EP(I):={feL’(I): p[Af] <ooveher A > Oigin}.

Modiilerler hakkindaki bazi1 tanimlar1 hatirlatalim [5]:
e 1€ LP(I)ise p sonludur. Burada 1 () = 1, her t € [ ile tanimhidur.
* 1 € E*(I) ise p kuvvetli sonludur.

* plg] < +oo olacak sekildeki her g € X (I) ve her e > 0 igin ve i (B) < § olan
herhangi bir dlgiilebilir B C I alt kiimesi igin p [agy ] < € olacak sekilde 6 > 0 sayisi

ve bir o > 0 var ise p mutlak siireklidir.

* p,sonluve here > 0,7 > 0igin 0 > 0 sayis1 vardir 6yle ki 1 (E) < J olacak bigimdeki
herhangi bir ol¢iilebilir £ C [ altkiimesi i¢in p (rxz) < € ise p mutlak sonludur.

Modiiler uzaylarin klasik ornekleri bir p—fonksiyonu tarafindan olusturulan Orlicz
uzaylar1 veya daha genel olarak bir parametreye bagh ¢—fonksiyonu tarafindan olugturulan
herhangi bir Musielak-Orlicz uzayi tarafindan verilebilir ve parametreye gore bazi biiytime
kosullarmi karsilar. Yukaridaki uzaylar tireten modiiler fonksiyoneller, dnceki tiim varsayimlari

kargilar.



Tamm 2.2. Eger

lim p[A(f;— f)] =0

i——+00

olacak bigimde bir A > 0 sayis1 var ise (f;);cy C L” (/) fonksiyon dizisi bir f € L? (1)
fonksiyonuna modiiler yakinsaktir denir. Bu kavram L” uzaylarindaki norm yakimsakligimi
genisletmektedir.

Her A > 0 i¢in

lim p[A(fi—f)]=0

1—~00

ise (fi);eny € L* (I) fonksiyon dizisi bir f € L? (I) fonksiyonuna kuvvetli modiiler yakinsaktir

denir.

Acikga goriildiigii gibi modiiler yakinsaklik kavrami kuvvetli modiiler yakinsaklik kavramindan
daha zayif olup, p modiileri A,- kosulu olarak adlandirilan, her f € X (1) igin p[2f] < Mpl[f]

olacak sekilde en az bir M > 0 vardir, kosulunu sagliyorsa bu iki kavram birbirine denktir
[3].

Simdi de istatistiksel yakinsaklik kavramini hatirlatalim.

Tamm 2.3. Eger

1
O(K)=lim —|{k<n:ke K}
n—oo M,
limiti mevcutsa, 0 (K) degerine K C N kiimesinin dogal yogunlugu denir. Burada |.|,

kardinaliteyi gosterir.

Her ¢ > Oi¢gin K (¢) = {k € N : |z, — L| > ¢} kiimesinin dogal yogunlugu sifirsa ya
da baska bir deyisle her ¢ > 0 i¢in lim = |[{k < n : |z, — L| > €}| = 0 olacak bigimde bir L
sayisi varsa, © = (xy) dizisi L saylsﬁla istatistiksel yakimsaktir denir.

Bu yakinsakligr st — limz = L veya x;, — L (st) seklinde gosteririz [11]. Eger
burada L = 0 ise x = (x,) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir [10]. Istatistiksel alt ve
tist limit kavramlarini hatirlatalim [12]. x bir dizi ve A, ve B, sirasiyla asagidaki kiimeleri

gostersin:

{beR:6({k: x> 0b}) #0},
{a e R:6({k:xp <a})#0}.

B
st—limsupx =
B



ifadesine z dizisinin istatistiksel iist limiti ve

inf A,, A, #0
st—liminf x =

00, A, =0

ifadesine x dizisinin istatistiksel alt limiti denir.

Simdi istatistiksel yakinsaklig1 daha iyi anlayabilmek i¢in baz1 drnekler verelim.

Ornek 2.4.

seklinde tanimlanan x = (x) dizisini gozoniine alalim. Her € > 0 i¢in
Hk<n:|og] > el < H{k<n:x #0} <+n

oldugundan

1
lim — {k <n:xp # 0} Slim@ =0
n n n n
elde edilir. Demek ki {k € N : |x;, — 0] > ¢} kiimesinin elemanlar1 hari¢ diger biitiin & lar

icin |z, — 0| < €, (Ve > 0) oldugundan z; — 0 (st) olur.
Ornek 2.5.

VE, k=m? (m=12,.),
T =

2,  k#m2

seklinde tanimlanan x = (xy) dizisi i¢in st — limz = 2 dir.

Burada, istatistiksel yakinsaklik ile klasik (Cauchy) yakinsaklik arasinda nasil bir
iliski olabilecegi akla gelebilir. Hemen belirtelim ki klasik anlamda yakinsak olan her dizi
istatistiksel yakisaktir. Fakat yukaridaki 6rneklerden de goriilecegi gibi smirli iraksak ya da
siirsiz 1raksak bazi diziler de istatistiksel yakinsak olabilmektedir.

Bu tez calismamizda kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklig1 da kullanarak,
modiiler uzaylar cercevesinde lineer olmayan operatorler i¢in Korovkin tipi bir yaklasim
teoremi kurarak aragtirma hattin1 biraz daha genigletelim. Burada da kuvvet serisi anlaminda

istatistiksel yakinsama ile ilgili tamimlart hatirlayalim.



Tamm 2.6. (p;), tim j > 1 degerleri icin p, > 0 ve p; > 0 olan bir reel say1 dizisi olsun ve

p(t) yi yakimsaklik yarigap1 R € (0, oo] olacak sekilde
p(t) = Ypit’
=0
ile tantmlayalim. Eger

1 & ,
lim —> s;p;t’' =L
t—R~ p(t)J;) 7
limiti varsa, s = (s;) dizisi kuvvet serisi anlaminda L degerine yakinsaktir denir [18], [23],
[25].

Bir kuvvet serisi metodunun regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart herhangi bir j € Ny i¢in

olmasidir [9].

Kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik, klasik yakinsamanin bir genellemesidir.
Aslinda bir dizi normalde yakinsak olmamasina ragmen kuvvet serisi anlaminda istatistiksel
yakinsak olabilir. Buradaki amag istatistiksel yakinsamay1 kuvvet serisi yontemleriyle

birlestirerek giiclii ve belirgin bir yakinsama kavram iiretmektir.

Tanim 2.7. [31] P bir regiiler kuvvet serisi metodu ve K C Nj olsun. Eger

1 .
= J— pt]
t—R~ p(t)]g;( J

limiti mevcutsa, 0p (K) ya K kiimesinin P-yogunlugu denir.

s = (s;) dizisi, herhangi bir € > 0 i¢in
K.:={j€eNy:|s; —L| > ¢}

olmak iizere dp (K,) = 0 ise L degerine kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaktir denir.
Bu yakinsaklik stp — lim s; = L ile gosterilir.

Fridy ve Orhan [12] tarafindan kullanilan yontemi izleyerek, toplanabilme teorisinde
onemli araclar olan kuvvet serisi anlaminda istatistiksel alt ve tist limit kavramlarimi simdi

tanitacagiz.



Tamm 2.8. s = (s;) reel bir dizi ve
Ko={beR:0p({j eNy:|s; —L| >€})}

olarak tanimlansin. O halde kuvvet serisi istatistiksel tist limiti

sup K, , K, # 10

stp — limsup s =
P p { oo L K.=0)

seklinde tanimlanir. Benzer sekilde
Li={aeR:6p({jeNy:s; <a})#0}

olarak tanimlansin. Kuvvet serisi istatistiksel alt limiti

; i i inf Ly, Ly #0
stp — liminf s =

P oo ,Li=10
seklinde tanimlanir.

dp (K) # 0 ifadesi dp (K) > 0 veya dp (K) sayisinin var olmadigr anlamina
gelmektedir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu tezde, modiiler uzaylarda lineer olmayan operatorlerin yaklasim davraniglarini
incelemek amaciyla cesitli toplanabilme metotlarina dayanan Korovkin tipi teoremler gelistiril-
mistir. Oncelikle, (X, p) bir modiiler uzay olarak ele alinmig ve bu uzay iizerinde tanimlanan
pozitif, altlineer veya genel anlamda lineer olmayan operator dizilerinin yakinsaklik 6zellikleri
arastirilmistir. p modiilerinin uygun kosullar1 saglamasi, operatorlerin davraniglarinin analizi
icin temel yapi tagini olusturmustur. Yaklagim sonuclarinin elde edilmesinde klasik yakinsaklik,
istatistiksel yakinsaklik, kuvvet serisi anlaminda yakinsaklik ve kuvvet serisi anlaminda
istatistiksel yakinsaklik kavramlari temel ara¢ olarak kullanilmigtir. Bu yontemlerle, operator
dizilerinin yalnizca geleneksel anlamda degil, ayn1 zamanda genisletilmis bir yakinsaklik
anlayis1 alinda da davranislar1 degerlendirilmistir. Bu tezde ayrica, Korovkin tipli sonuglar
icin gerekli olan test fonksiyonlar1 kiimesi belirlenmis ve bu fonksiyonlarin operatorler
altindaki yakinsakliklarinin p-modiiler metrik altinda kontrol edilmesiyle genel yaklasim
teoremi ispatlanmigtir. Teoremin kullaniglhiligini géstermek amaciyla, modiiler uzayda tanimli
uygun bir lineer olmayan operator dizisi iizerinden temsil edici bir 6rnek sunulmustur. Bu
yaklasim; hem modiiler yapinin esnekligini hem de toplanabilme metotlarinin genellestirici
etkisini bir araya getirerek, klasik Korovkin teoreminin lineer olmayan ve modiiler yapidaki

operatorlere uygulanabilirligini saglamistir.

11
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4. BULGULAR TARTISMA

Bu boliimde, tezde elde ettigimiz yeni sonuclarimizi verecegiz.

4.1. Korovkin Teoreminin Lineer Olmayan Genislemesi

Bu kisimda, kuvvet serisi metodu yardimiyla tantmlayacagimiz lineer olmayan U,
operatorii icin Korovkin tipli bir teorem verecegiz.

L;: Cy(X) — Cp (X) lineer olmayan operatdr dizisini goz Sniine alalim.

(fa :LZ f T pztl

operatorii

10 (Al < sup — ZHL ot < o0

o<t<r P

kosulu altinda U, : Cy, (X)) — C} (Y) iyi tamimli lineer olmayan bir operatordiir. N sabit bir
dogal say1 olsun.

Teorem 4.1. X, R nin kompakt bir altkiimesi olsun.

(@) L;: C(X)— C(X)tum: € N i¢cin monoton ve altlineer oldugunu varsayalim. Eger

lim [|U; (9) — 9l =0 4.1)
t—R

limiti g € {1, +pry, ..., £pry, Z,ivzl pr,%} test fonksiyonlar1 icin saglaniyorsa,
C' (X)) uzaymdaki herhangi bir negatif olmayan f igin

lim [[U; (f) = fllo =
t—R
elde ederiz; burada pry, , k = 1, ..., N icin R" nin bir izdiisiimiidiir.

(b) Eger L, : C(X) — C (X), herhangi bir i € N i¢in monoton, altlineer ve komonoton
toplamsal ise ve ayrica (4.1), yukaridaki test fonksiyonlar: i¢in gerceklenirse, her
f € C(X)i¢in

li — =

(U (F) = fllo
saglanir.

ispat.
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(@) f € C(X) olsun. Dolayisiyla herhangi bir ¢ > 0 ve herhangi bir z,s € X igin
|t —s|| < o iken |f (x) — f(s)] < € olacak sekilde bir > 0 sayisi mevcuttur.
Diger taraftan ||z — s|| > ¢ oldugunda,

|/ (2) = f (s)] <

2
o — s

2|/l
52

yazabiliriz. Dolayisiyla M = max {pry (s),...,prn (s),0} iken x, s € X igin

£(@) — F) < e+ Dloeyp g2

||f||oo

N N N

Z (@) + 2 pri(x) (M — pre(s)) +2M Y _(—pre(z)) + ||s]°

k= k=1 k=1

elde edilir. L; operatoriiniin monotonlugunu ve altlineerligini kullanarak, f > 0 icin

%2 s)pztl—%z I (s)pit

=0

= Li(f(s) 1)+ f(s).Li (1) = f () pit’
t) ZL It = 1
<eUy (1) + 2 H({QHOO |}% Z (Zprk) pit’ +2 Z (M —pri (s)) m ZZ:; L; (prk)piti]

=0

i
=
=
gl
X
h
—
~
V)
S~—

|Li (f) () = Li (£ (5) D) pit" + | f (5)

oo

N e’}
+2||;"2lloo [QMZ]%ZL( —pri) pit' + |3 %Z (D pit ]

k=1 i=0 i—0
f(s) U (1) =1

elde ederiz. Hipotezi kullanarak istenilen sonuca ulagiriz.

(b) Herbir L; monoton, altlineer ve komonoton toplamsal olsun. (a) dan dolay1
U (f+Iflle) = f+1Iflle,t = R elde edilir. Diger taraftan her sabit fonksiyon,
herhangi bir f fonksiyonu ile bir komonoton cift olusturur. L; pozitif homojen ve
komonoton toplamsal oldugundan her f ve 8 > 0 i¢in

Li(f +B.1) = Ly () + BL: (1) (4.2)

elde edilir. (4.1) esitligi kullanilarak

Ui (f +[fllo) = U () + 1 Fllo Ue (1)

14



yazilabilir. Diger taraftan lil}? |\U: (1) — 1|, = 0 oldugundan lir}g WU (f) = flloo =
t—R~ t—R~
0 elde edilir.

Simdi Teorem 4.1. in kompakt metrik uzaylar i¢in versiyonunu verelim. Bunun i¢in

ilk olarak Niculescu’nun verdigi asagidaki sonucu hatirlatalim [22].

Lemma 4.2. J, bir kompakt metrik uzay, o : J x J — R bir ayirma fonksiyonu ve ayrica
f + J — R siirekli bir fonksiyon olsun. Her x, s € J i¢in

|f (@)= f(s)| <e+d(e)o(x,s)
elde edilir [22].

Teorem 4.3. J bir kompakt metrik uzay ve o, .J i¢in bir ayirma fonksiyonu olsun. Ayrica
herbiri € Nigin L; : C' (J) — C (J) komonoton toplamsal, altlineer ve monoton operatorlerin

bir dizisi olsun. Eger
li U (1) =1 =
Jim [0 (1) = 1l
ve

lim {|U; (o)l = 0

t—R~

ise bu durumda her f € C' (J) i¢in

T U, (f) ~ . =

gerceklenir.

Ispat. Her i € N icin L; altlineer ve monotonik bir operator oldugundan ve her f > 0 icin

U (f) (5) — £ (5)] < %Z L () () — L (F () 1) patt + 1 ()] |0 (1) (5) — 1.(s)|
1=0
< S L (If = £ () () pit 4 F ()] 10 (1) (5) = 1 (5)]
p(t) =
< e, (1) (5) + 6 (¢ ;ﬁzb S pitt + £ (5)] U (1) (5) = 1(5)]

= €U (1) (s) +0(e) Ur (0) (s) + [f ()] |U: (1) (5) = 1 (s)]



elde edilir. Bu durumda

10U (f) = fllse < €llU (Wl + () U1 ()l + [1F 1o 1U2 (1) = Tl

ve dolayisiyla her f > 0 icin

T U () = fll.. =0

saglanir. Teorem 4.1. (b) i¢in kullanilan ispat teknigi ile L; komonoton toplamsal oldugundan
her f € C'(J) i¢in

T U () = /.. =0

elde edilir. m

Simdi teoremimizin [15] ¢calismasindaki elde edilen sonuglart N = 1, 2 i¢in genislettigini
gosteren Ornekler verelim.

(s;), sifira kuvvet serisi anlaminda yakinsayan bir dizi olsun. Gal [14] tarafindan

verilen C' ([0, 1]) tizerinde tanimlanan Bernstein-Kantorovich-Choquet operatorlerini dikkate

alalim:
e
i (©) [ f(z)dv ,
B =Sy 7 2 — i—m )
i (1) (2] = Zw([m/<i+1>,<m+1>/<z'+m>(m) e

m=0

Burada kullanilan integral Choquet integralidir ve ayrica A, R tizerindeki Lebesgue Sl¢iisiinii
belirtmek tizere ¢ (E) = \/m , R nin kompakt alt araliklar1 iizerinde bir alt modiiler
kapasitedir. Choquet integraline kapsamli bir genel bakis [15] de bulunabilir. Bu operatorii
kullanarak [N(W (f) () = (1+s;) Kiy (f) (x) bigiminde tanimlanan [N(W operatoriiniin
Teorem 4.1." in kosullarin1 sagladig1 agiktir. Ancak Gal ve Niculescu tarafindan verilen [15]
calismadaki Teorem 2’ nin hipotezlerini saglamaz.

f (2) = 1iken,

m—+1
i+1

@) J 1-@2291?({»26 (m/ (i +1), (m+1) /(i +1)]: 1(z) 27}) dy

i+1

o

vz elm/(i+1),(m+1)/(i+1)]:1279})dy
1

vi+1

16



veE

elde edilir.

f(2) = pr1 (2) oldugunda,

(C) leﬁ(z)dl/)::fow({ze[m/(z’+1),(m+1)/(z’+1)]:zZA/})Ch

ve dolayisiyla

17



saglanir. f (z) = (—pry) (z) oldugunda ise,

3

+1

(C)Zl(_pﬁ)(z)dlﬁz :fo¢({z em/G+1),(m+1)/(GE+1)]:—2>~})dy
0 ‘ ‘ | .
+_{o [1/1({z6 [m/(i+1),(m+1)/(i+1)]: _227})__21'4—1] dr
0 . . | ) ) )
:;[’; [w({ze m/(i+1),(m+1)/(i+1)]:2<—7}) 2”1} dy
+4%[¢q26MW@+&%@n+D/@+Dkz§—WD_2i+Jd7
. —3m+1
OB+ 1(i+1)
ve
=
(©) [ (=) (2)de
Kiy (=pr1) () = i: s 1 "am (1 gy
= ¢([(1T1)’((1+1))}> (m)
—4 1
SRy
elde edilir.

f(2) = pra (2) olmasi halinde

41

3

(C)Iprg(z)dw::fozb({ze[m/(i+1),(m+1)/(i+1)]:2227})617
w5
= Of v({zem/(i+1),(m+1)/(i+1)]:2>7})dy
(&)
= g<vemmuﬁxm+numﬁmzzﬂm7
()’
+ f ({rem/(+1),(m+1)/(GE+1)]:2>7})dy
(&)
- m? —I—é m+1 41
Y16+ 3G+ E+1) 5 (i4+1)
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veE

Ko (o) (5) = > — 7 ()em -y

) -+ 4 m-l—l4 _4_ 1 .
vo(41)3 3 (i+1 5 (i+1 7 i_m
_ Z(Hl)z (i+1) 1<z ) ( )mm(l—x)l

m=0 (m+1 — £)§ m
i+1 i+1
i(i— 1)z +ix dix 4 4 1
- . 2 _ 7T+ Ty 9
(i+1) 3(+1)7 3(i+1)2 O(i+1)?

elde edilir. Yukaridaki hesaplamalart kullanarak f = 1, +pry, pro igin
lim

1 3 i
t—R~ ITt);)Ki:w (f)pitt = f

in kosullarmi sagladigini gosterir.

= 0 sonucuna variriz. Bu da K; , operatoriiniin Teorem 4.1.

N = 2 olmast durumunda, C ([0, 1] x [0, 1]) tizerinde tanimlanan iki degiskenli

B-K-C operatorlerini ele alacagiz:

K () (o) = 3 5 (et = ()b - my

k1=0ko=
(k1 +1) (k2+2)
it1 i+2

(©) f (©) f f (21, 20) dip (22) | dip (21)
i G

o ([ D e (B 37D
Bu operatdr 6nceki ornekteki 1 kapasitesine gore C' ([0, 1] x [0, 1]) tizerinde altlineer, komonoton

toplamsal ve monotondur.
2
Gal ve Niculescu [13] tarafindan, K z(zw) (f) nin her bir test fonksiyonu 1, +prq, +-pro, > pry
k=1
icin [0,1] x [0, 1] iizerinde f ye diizgiin bir sekilde yakinsadig1 gosterilmistir. Bu operatorii

kullanarak 1(212 operatoriinii
K (f) (21,22) = (14 5) K2 (f) (21, 22)

seklinde tanimlayalim. Benzer sekilde bu operatorlerin Teorem 4.1. in kogullarimi gercekledigi

ancak [15] calismasindaki Teorem 2 nin kosullarint gerceklemedigi kolaylikla gériilebilir.

4.2. Modiiler Uzaylarda Lineer Olmayan Operatorler Icin Yaklasim Sonuclar:

Bu kisimda, modiiler uzaylardaki lineer olmayan operatorler icin bir Korovkin tipi

teoremi tanitacagiz. ilk olarak asagidaki lemmayi verelim.
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T = (1})jen, Ti - K = X (I) ve C(I) C K C X (I) olacak sekilde monoton ve
altlineer operatorlerin bir dizisi olsun. Ayrica bu tez boyunca (7;), . dizisinin (C'S) olarak
adlandirilacak olan agagidaki 6zelligi sagladigini varsayalim:

C (I) yrigeren bir X € K N L* (I) vardir 6yle ki X deki tiim f fonksiyonlari igin
T;f € LP (I) ve herhangi bir A > 0 ve mutlak bir P sabiti igin

limsup p (A (T;f)] < Pp[Af]

1—00

gerceklenir.

Lemma 4.4. p, X (I) iizerinde monoton, mutlak sonlu ve mutlak siirekli ise C' (I) = L” (I)
gerceklenir.

ispat. C> (I) c C(I) c L?(I) ve C> (I) = L* (I) [3] oldugundan C (I) = L* (I) elde
ederiz. Burada kullanilan topolji, modiiler topoloji olarak adlandirilan modiiler yakinsakligin

LP(I) iizerinde dogurdugu bir topolojidir. m

i = 0, 1, 2 olmak iizere 2" test fonksiyonlar1 i¢in f; notasyonunu kullanacagiz.

Teorem 4.5. p, X ([) iizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N-quasi yari
konveks olsun. (7). , (C'S) 6zelligini saglayan monoton ve altlineer operatorlerin bir dizisi
olsun. Eger h € {fo, f1, — f1, f2} olmak iizere L* (I) uzayinda kuvvetli olarak

lim T;h =h

1—00
gergekleniyor ise f —C'(I) C X kosulunu saglayan her f € L” (I)N K i¢in L” (1) uzaymda
modiiler olarak

lim T3 f = f

1— 00
elde edilir.

Ispat. f, C(I) uzayinda herhangi bir negatif olmayan fonksiyon olsun. Dolayistyla her ¢ > 0
ve |x — y| < 0 kosulunu saglayan her x,y € [ i¢in bir 6 > 0 mevcuttur dyle ki

£ )~ f ) < W oy

gerceklenir. Buradan her z,y € I ve M = max{f; (v), f2 (y),0} i¢in

£ @)~ F)l < et Moo yp

2 H(.sz\loo [fo () + 21 (z) (M — f1 () + 2M (= f1 (z)) + f2 (y)]

=el+
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T; pozitif homojen oldugundan, f > 0 i¢in oldugunu elde ederiz.

00 0) — £ )] < [T () ) =T (F () o)l + 17 ) T (o) = o)
< ety (o) + W 17 (1) 2 (M — 1y ) T () + 2MT () + 12 () T (o)
+ £ () T3 (fo) — fol

olup her A > 0 i¢in

pINT(f) = NI < pBAT: (fo)]
4 |2 W e (7, (1) 4 2 (M — 1 ) T3 (1) + 2MT () + o ()T ()
[ () IT: (o) — fol

elde ederiz.

=T; (f2)—fo+2M (T; (f1) — f1)—2f1 (T; (f1) — f1)+2M (T (—f1) + f1)+f2 (v) (Ti (fo) — fo) (4.3)

olmak tizere

o[ 5] < o[ 5 -

+4%|ﬂm .f1|]+ R
)\ 7PN

bulunur. Hipotezlerimizi kullanarak herhangi bir sabit 7 > 0 i¢in

limsup p [ (T5 (f) = f)] < Pp [3nefo]

1—00

olur. Diger taraftan N-quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan ¢ < 1 varsayimi
altinda,

p[3nefo] < Nep [3Nnefo]

elde edilir. Dolayisiyla negatif olmayan f € C(I) i¢in kuvvetli yakinsaklik elde edilir. Negatif
olmayan f € K N L, (I) fonksiyonunu dikkate alalm. Lemma 4.4. geregince p [3\f] < oo
ve

Jim p[3A (g — f)] =0 (4.4)
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olacak bi¢imde bir (g ),y C Cp (1) ve bir A > 0 vardur.
1 € Nicin 7; alttoplamsal oldugundan

'T5 (f) = fI <|Ti (f) = Ti (gi)| + 1 Ti (gr) — grl + g — f]
STi(lf = gel) + 1T (9r) — g&| + lgr — f]

elde ederiz. Her A > 0, f — g € X igin

pIMTif — fII < pBAT(If — grl)] + 2 BAT; (9x) — gkl] + p 3N |gx — f1]

esitsizligini yazabiliriz. (C'S) ozelliginden,

p BT (|f — o

)] < PplAX|f — gil]

olup son esitsizligin her iki tarafina da lim sup operatoriinii uygularsak,

limsup p [A |15 (f) = fI] £ (P +1) p[BA(f — )]

1—00

elde ederiz. (4.4) esitsizligini kullanarak

limsup p [ |T; (f) = fl} =0

1—00
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 4.6. Teorem 4.5. nin varsayimlarina ek olarak, 7; nin her 7 € N i¢in komonoton
toplamsal oldugunu varsayalim. O halde her f € L* (I) N K i¢in f — C'(I) C Xy olacak
sekilde L” (1) da modiiler olarak

lim T,f = f
11— 00

gerceklenir.

Ispat. Herbir 7; monoton, altlineer ve komonoton toplamsal olsun. Teorem 4.5. geregince
her f € LP(I)N K igin f — C(I) C X7 olacak sekilde L” (I) da modiiler olarak

Li(f +Wflloe) = F + 1l (4.5)

elde ederiz. Her sabit fonksiyon herhangi bir f fonksiyonu ile komonoton bir ¢ift olusturdugundan

ve her ¢ € N igin 7}, pozitif homojen ve komonoton toplamsal oldugundan,

Ti (f + 1 fllo -fo) =T (f) + [ fll -T2 (fo) (4.6)
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(4.5), (4.6) ve varsayimimizi kullanarak L? (1) uzaymda kuvvetli olarak
lim 73 (fo) = fo
1— 00

yakinsakligi gergeklenir. Her f € L? (1) N K i¢in f — C'(I) C Xy olacak sekilde L” (/) da

modiiler olarak

lim 73 f = f

1—»00

elde ederiz. m
Simdi 6zel bir durumda X sinifin belirleyelim. 11k olarak Orlicz uzayini hatirlayalim
[21]:

Tamm 4.7. ¢ : R — Ry, ¢ konveks bir fonksiyon, ¢ (0) = 0, u > 0 igin ¢ (u) >
0 ve lim, ,o ¢ (u) = +oo kosullarin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonlarin

olusturdugu sinifi ® ile gosterelim. ¢ € ¢ ve f € X (I) icin
pe [f1= {90 (£ (s)I)

fonksiyonelini tanimlayalim. Bu p,, fonksiyoneli X (/) lizerinde bir konveks modiilerdir [3].
L,(I)={feX({):IX>0 3 p,[\[] < o0}

olmak iizere L, (/) alt uzayma ¢ tarafindan iiretilen Orlicz uzay: denir [21].

p, modiileri sonlu, monoton, kuvvetli sonlu ve mutlak siireklidir. Burada v > 0, p > 1 i¢in
¢ (u) = u” almirsa L, (1) = LP (I) olup

£l = II£l,

elde edilir. Diger taraftan, F,, A, f ve her A i¢in bagimsiz olan bir P sabiti i¢in
limsup p [A (T f)] < Pp[Af] esitsizligini saglayan L, (1) daki bir fonksiyon kiimesi olsun.

1—00

Ayrica agagidaki klasik Bernstein operatoriinii ele alalim. B; : C'[0,1] — C'[0, 1]

i k : __
PN@ =S )1 (5) mato) = ()0 -0
k=0 t
operatoriinii kullanarak

Ti (f) = max{B; (f). Bix1(f)}
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tarafindan verilen lineer olmayan 7; : C'[0,1] — C'[0, 1] operatdriinii tanimlayacagiz. Bu

operatdr monoton ve altlineerdir. (Bu operator agikga komonoton toplamsaldir).

Bi (fo) (z) = fo(x), 4.7)
B (fi) (z) = fi(z), (4.8)
Bi(=f1) (z) = —fi(z), 4.9)
Bi(fo) (x) =a® + = k) (4.10)

oldugu iyi bilindiginden 7; (fo) (z) = fo (z), T; (f1) (z) = fi (x), T; (—f1) () = —f1 (x)

T (f2) (z) = max {B; (f2) (z) , Bix1 (f2) (¥)} = 2” +

elde edilir. ¢ konveks oldugundan

pik (8)ds
k=0
T k 1
=) ( A= Jpig (s)ds
k=0 ! 0




yazilabilir. Son esitsizligi kullanarak, her integrallenebilir f fonksiyonu i¢in

1 id k
li 4 = li —= n
msup 777 A) 1mfupz’+1z’;§)w<’”(i>’>
i k E+1 &k
=i _— A= . - =
a5 2 (v (5)])- (57 -5)
= L.py [Af]

olur. Yukaridaki ifadeden, Riemann anlaminda integrallenebilir her f fonksiyonu, F, sinifina
aittir. Dolayisiyla (7;) operatorii i¢in

limsup p, [A (T3 f)] < Pp, [M]

olacak sekilde C'(I) uzayini igeren bir X C I N L? (I) alt uzay1 vardir.
Yani, (C'S) ozelligi en azindan Riemann integrallenebilir fonksiyonlar sinifi igin
gerceklenmektedir.

1

pe T (o) = Jo)l = [ (A (1= 1))z =0, her x> 0

po N (f1) — h)] = bf,a (A (x —x))dz =0, her A >0

pw[)\(Ti(—fl)+fl)]:jlﬁ’,c(/\.(—x—i—x))alx:O7 her A > 0

0

Ve

0o NI () — fo)] = Oflap (A (a: b2z 93)) "

1 1—
:fgp()\u)dxﬁo,i%oo, her A >0
0

(]
elde edilir. Goriildiigii gibi 7; operator dizisi teoremimizin kosullarii saglamaktadir.

4.3. Modiiler Uzaylarda Istatistiksel Yakmsakhk Yardimiyla Lineer Olmayan
Operatorler icin Yaklasim Sonuclar

Bu kisimda toplanabilme teorisinde dnemli bir yer tutan istatistiksel yakinsaklik
metodu kullanilarak modiiler uzaylarda lineer olmayan operatorler i¢in Korovkin tipli sonuglar
elde edecegiz.

T = (1})en, Ti - K = X () ve C(I) € K C X () olacak sekilde monoton ve
altlineer operatdrlerin bir dizisi olsun. Ayrica bu kistm boyunca (7;), . dizisinin (C'S — 1)

olarak adlandirilacak olan asagidaki 6zelligi sagladigini varsayalim:
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C (I) yrigeren bir X C K N L* (I) vardir 6yle ki X deki tiim f fonksiyonlar1 igin
T;f € L” (I) ve herhangi bir A > 0 ve mutlak bir P sabiti i¢in

st —limsup p [A(T;f)] < Pp[Af]

i—00

gerceklenir.
Modiiler yakinsaklik tanimlarina ek olarak modiiler istatistiksel yakinsaklik tanimlarini

da verelim:

Tamm 4.8. Eger

st—limp[A(fi = )] =0
olacak bigimde bir A > 0 sayis1 var ise (f;),.y C L” (I) dizisi f € L” (I) fonksiyonuna
modiiler istatistiksel yakinsaktir denir.

Bu kavram L? uzaylarindaki norm yakinsaklig1 genisletmektedir.

Tamim 4.9. Her A > 0i¢in

st —limp[A(f; = f)] =0

esitligi gercekleniyorsa (f;),.y C L? (I) dizisi f € L” (I) fonksiyonuna kuvvetli istatistiksel

yakinsaktir denir.

Burada da agikca goriiliiyor ki modiiler istatistiksel yakinsaklik kavrami kuvvetli istatistiksel

yakinsaklik kavramindan daha zay:ftir.

Teorem 4.10. p, X (/) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve ()-quasi yari
konveks olsun. (1;), ., (C'S — 1) 6zelligini saglayan monoton ve altlineer operatorlerin bir
dizisi oldugunu disiinelim. Eger h € { fo, f1, — f1, f2} olmak iizere L” (1) uzayinda kuvvetli
istatistiksel olarak

lim Tyh = h

71— 00

gercekleniyor ise f — C(I) C X7 kosulunu saglayan her f € L” (I)N K igin L? (I) uzayinda
istatistiksel modiiler olarak

lim T; f = f

11— 00

elde edilir.
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Ispat. f, C'(I) uzayinda herhangi bir negatif olmayan fonksiyon olsun. Dolayistyla her € > 0
ve | — y| < 0 kosulunu saglayan her x,y € I igin bir 6 > 0 mevcuttur 6yle ki

£ (@)= F ()] < T oy

gerceklenir. Buradan her z,y € I ve M = max{f; (v), f2 (y),0} i¢cin

@)= f ) < et Wy e

=1+ 2o 1, ) 1 21 (@) (M 1) 4 20 (<1 @)+ (W)

olup T; pozitif homojen oldugundan, f > 0 i¢in

1) W)~ £ )] < 1T &)~ 5 (7 @) Jo)l + 1 ) (T (o) — o)
<3 (o) + 2o 17, (1) 2 (M~ A )T () +2MT (<) + o ) T ()

+ f () - |T: (fo) — fol

elde edilir. Her A > 0 i¢in

pINT(f) = NI < pBAT (fo)]
o |20 g () 4 200 - 1 )T+ 2T (1) 4 R T ()

p [3>\f () ITi (fo) — fo”

elde ederiz. B, (4.3) esitligi ile tanmimlanmak iizere

o[ 5] < [0 5 —

[60M2||f|| () — f1|}+p[60M22”fH T (- Hf'}
p[GOMEHfH T — fl|]+pl30MA||J§2lloollflloo |Ti(f0)—f0|]

olarak bulunur. Hipotezlerimizi kullanarak herhangi bir sabit » > 0 i¢in

st —limsup p [n (T; (f) — f)] < Pp[3ne fo]

i—00

olur. Diger taraftan p modiileri, ()-quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan ¢ < 1

varsayimi altinda,

p [3nefo] < Qep [3Qn fo]
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elde edilir. Dolayisiyla negatif olmayan f € C([) i¢in kuvvetli istatistiksel yakinsaklik
elde edilir. Negatif olmayan f € K N L, (I) fonksiyonunu dikkate alalim. 4.4. geregince
p[3Af] < 0o ve

lim p[3\ (g — )] = 0 @.11)

olacak bi¢imde bir (gi),.y C Cy () ve bir A > 0 vardir. ¢ € N igin 7} alttoplamsal

oldugundan

T5 (f) = I < |T (F) = Ti (g)l + T3 (9%) — gl + |k — f1
< Ti(lf = gel) + T3 (gr) — grl + g5 — f]

elde ederiz. Her A > 0, f — g, € X7 i¢in
pMTif = fII < pBAT (I = gxD] + p BAIT: (g8) — gill + p [BA g — f1]
esitsizligini yazabiliriz. (C'S — 1) dzelliginden,
pBAT(If = gxl)] < Pp[AN[f = gkl]

olup son esitsizligin her iki tarafina da istatistiksel lim sup operatoriinii uygularsak,

st —limsupp [M|T; (f) = fI] < (P+ 1) p[BA(f — gx)]

1—00

elde ederiz. (4.11) esitsizligini kullanarak

st —limsup p [A|T; (f) — f]] =0

1—00
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. ®

Teorem 4.11. Teorem 4.10. nin varsayimlarina ek olarak, 7; nin her ¢ € N i¢in komonoton
toplamsal oldugunu varsayalim. O halde her f € L* (I) N K icin f — C(I) C Xy olacak
sekilde L (1) da istatistiksel modiiler olarak

lim T3 f = f
71— 00

gerceklenir.
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Ispat. Herbir 7} monoton, altlineer ve komonoton toplamsal olsun. Teorem 4.10. geregince
her f € L” (I)N K igin f — C(I) C Xr olacak sekilde L” (I) da istatistiksel modiiler olarak

Li(f +Wfllse) = F + 1l (4.12)

elde ederiz. Her sabit fonksiyon herhangi bir f fonksiyonu ile komonoton bir ¢ift olusturdugundan

ve her ¢ € N i¢in 7}, pozitif homojen ve komonoton toplamsal oldugundan,

Ti (f + 1 fllo Jo) = Ti (F) + 1 fll o T3 (o) (4.13)

(4.11), (4.13) ve varsayimimizi kullanarak L” (I) uzayinda kuvvetli istatistiksel olarak

lim 73 (fo) = fo

11— 00
yakinsaklig1 gergeklenir. Her f € L? (I) N K i¢in f — C'(I) C Xy olacak sekilde L” (1) da
istatistiksel modiiler olarak

lim T,f = f
11— 00

elde ederiz. m
Simdi 6zel bir durumda X sinifint belirleyelim. Bu amacgla yine Tanim 4.7." yi

kullanacagiz. I, A, f ve her A igin bagimsiz olan bir ” sabiti i¢in st — limsup p MNT)] <

1— 00
Pp [\ f] esitsizligini saglayan L., (I) daki bir fonksiyon kiimesi olsun. Ayrica asagidaki klasik
Bernstein operatoriinii ele alahm. B; : C'[0,1] — C'[0, 1]

BN = Sou (5] pulo) = ()t 0- 0

operatoriinii kullanarak

Ti (f) = wimax{B; (f) , Bi+1(f)}
tarafindan verilen lineer olmayan 7; : C'[0, 1] — C'[0, 1] operatériinii tammlayacagiz. Burada

0, 1 asal sayr
U; =
1, diger durumlarda
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bicimindedir. Bu operatdr monoton ve altlineerdir. (Bu operator agik¢ca komonoton toplamsaldir).(4.7),
(4.9) ve (4.10) geregince T; (fo) () = uifo (x), T; (— f1) (x) = —w;x ve

2

T; (f2) (x) = uymax {B; (f2) (x), Bix1 (f2) (x)} = (:c n u>

elde edilir. o konveks oldugundan

')
_ kiogp(/\f (%) )b/l’pl,k (s)ds
-5 (b (5))) ()
:;O“’(”(%) ) z'—il—l
- (v (8))
:iilpf[)\ﬂ

yazilabilir. Son esitsizligi kullanarak, her integrallenebilir f fonksiyonu i¢in

lim sup ilpf [Af] = lim sup Z_%fzw (‘Af <§) D

i—oo i k=0
, i & k E+1 k
- e (v () (5 -7)
= Lpg [M]

olur. Bu ifade geregince, Riemann anlaminda integrallenebilir her f fonksiyonu, F,, sinifina
aittir. Dolayistyla (7}) operatorii i¢in

st —limsup p, [A (T3.f)] = st — limsup p, [Au; max {B; f, Biy1f}]

= st — limsup u;p, [Amax {B; f, Bit1f}]
< P/)go [)‘f]
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olacak sekilde C'(/) uzaymi i¢eren bir X C K N L” (1) alt uzay vardir.
Yani, (C'S — 1) 6zelligi en azindan Riemann integrallenebilir fonksiyonlar siifi igin

gerceklenir.

1

pe (ML (fo) — fo)] = Of’u& (A|w; — 1)) dz

A ‘ [
= P () Lasan sy , VA > 0i¢in
0 , diger durumlarda
1
pe N(T: (f1) = f)] = [ (Muwiz — [) do
0
1
Ax)d ' [
_ Ofgp( r)dr i asal sayt VA > Oicin
0 , diger durumlarda
1
pe N(Ti (= f1) + [l = [ (N —wiz + 2]) do
0
1
) dx |  asal .
_ bfgp( r) dx i asal say YA > 0cin
0 , diger durumlarda
ve
I w;r (1 —x
o T (1) = ) = fio (A e+ 0= -t o
0 /
1
[e(A\e?)dx i asal sayt
= 0 , VA > 0icin

1
Je ()\@) dz , diger durumlarda
0

elde edilir. Goriildiigii gibi 7; operator dizisi teoremimizin kosullarini saglamaktadir.

4.4. Modiiler Uzaylarda Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Yakinsakhk Yardimiyla

Lineer Olmayan Operatorler icin Yaklasim Sonuclar

Bu kisimda kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik kavramim kullanarak,
modiiler uzaylar tizerindeki lineer olmayan operatorler icin Korovkin tipi yaklagim sonuglarini

inceleyecegiz.

Tamm 4.12. (f;); . C L (1) dizisi baz1 A > 0 i¢in

stp —limp[A(f; — f)] =0
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gergekleniyor ise o halde (f;);oy C L”(I) dizisi f fonksiyonuna L’ (I) uzayinda kuvvet

serisi anlaminda istatistiksel modiiler yakinsaktir denir.

Bu kavram digerlerindeki gibi L? uzaylarindaki norm yakinsakligini genisletmektedir.

Tamim 4.13. Her A > 0 icin

stp —limp[A(fi = /)] =0

esitligi saglaniyorsa (f;),.y fonksiyonlar dizisi f € L”(I) fonksiyonuna kuvvet serisi

anlaminda istatistiksel kuvvetli modiiler yakinsaktir denir.

Buradan da acgikca goriildiigii tizere, kuvvet serisi anlaminda istatistiksel modiiler yakinsaklik,
kuvvet serisi anlaminda istatistiksel kuvvetli modiiler yakinsakliktan daha zayiftir.

Diger taraftan T = (1), .y, T : K — X (I) ve C'(I) C K C X (I) olacak sekilde
monoton ve altlineer operatorlerin bir dizisi olsun. Ayrica bu kisim boyunca (TJ)J cyy dizisinin
(C'S — 2) olarak adlandirilacak olan su 6zelligi sagladigini varsayalim:

C' (I) uzaym igeren bir X7 C K N L (I) vardir 6yle ki X deki tiim f fonksiyonlart

icin T; f € LP (I) ve herhangi bir A\ > 0 ve mutlak bir D sabiti i¢in
stp —lmsupp [\ (T31)] < Dp[Mf]

gerceklenir. j = 0, 1, 2 olmak lizere x; test fonksiyonlarinin yerine /2; notasyonunu kullanacagiz.

Teorem 4.14. p, X (/) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve ()-quasi yari

konveks olsun. (7)) C'S — 2) ozelligini saglayan monoton ve altlineer operatorlerin bir

jeN ) (
dizisi olsun. Eger h € {hg, hy, —h1, ho} olmak tizere L” (1) uzaymda kuvvet serisi anlaminda

kuvvetli istatistiksel olarak
T;h — h

gergekleniyor ise f — C(I) C Xp kosulunu saglayan her f € L” (I) N K igin L? (I) uzayinda
kuvvet serisi anlaminda istatistiksel modiiler olarak

Tif — f

elde edilir.

Ispat. f, C'(I) uzayinda herhangi bir negatif olmayan fonksiyon olsun. Dolayistyla her ¢ > 0
ve | — y| < 0 kosulunu saglayan her x,y € I igin bir 6 > 0 mevcuttur 6yle ki

£ - )] < 2Ll

|2

|z —y
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gerceklenir. Buradan her z,y € I ve M = max{h; (y),ha (y),0} i¢in
2 ”f”oo
HfH

If (z) = f(y)| < e+ |z — y/?

=cl+—5 [ho (2) + 20 (2) (M — hy (y)) +2M (—hy (z)) + ha (y)]
yazabiliriz. T}, pozitif homojen oldugundan, her f > 0 i¢in
T3 () () = f W < [T5 (F) () = T; (f () ho)l + |f () (T (ho) — ho)|

2W Voo (15 (ha) 2 (01— ) T3 (1) 20075 (=) + B () T )

< G.Tj (h()) +

f @) [T} (ho) — hol
elde edilir. Her A > 0 i¢in

pN(T5 (f) = )] < p[3AT (ho)]

+p [GA '('{f”w {T (h2) + 2(M = by (1)) T; () + 2M T (=) + ha (9) T (ho) }

p [3>\f (y) |TJ (ho) — ho”

elde ederiz. B, (4.3) esitligi ile tanimlanmak {izere

6\ 30
p [P ] < [ 7 1) o
+p[wH’ (hy) — h1|}+ [%W( h1)+h1|}
A
p[60M5||f|| T, (1) — h1|]+p[30MA||f?2l|mllflloo |Tj(h0)_ho|]

bulunur. Hipotezlerimizi kullanarak herhangi bir sabit 7 > 0 i¢in

stp —limsup p [ (T (f) — f)] < Pp[3neho]

1—»00

olur. Diger taraftan p modiileri, ()-quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan ¢ < 1

varsayimi altinda,

p [3neho] < Qep [3Qnhq)]

elde edilir. Dolayisiyla negatif olmayan f € C'(/) i¢in kuvvetli istatistiksel yakinsak bir
kuvvet serisi elde edilir. Negatif olmayan f € K N L, (/) fonksiyonunu dikkate alalim.
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Lemma 4.4. geregince p [3\f] < oo ve
lim p[3X (gr — f)] =0 (4.14)
k—oo

olacak bi¢imde bir (g;),.y C C (1) ve bir A > 0 vardir. j € N igin T} alttoplamsal

oldugundan

T3 (f) = FI < 1T (F) = T (gw)| + 1T5 (9x) — gkl + [gr — /1
< T5(1f = gel) + 175 (9) = gkl + |9k — /1

elde ederiz. Her A > 0, f — g, € Xy i¢in

pMTf = fI1 < p BT (1f = gk DI+ p [BA-1T5 (g8) — gill + p BA gk — f1]
esitsizligini yazabiliriz. (C'S — 2) ozelliginden,

p BT (|f — gil)] < Dp[AX[f — g]]

yazariz. Son esitsizligin her iki tarafina da kuvvet serisi anlaminda istatistiksel lim sup

operatoriinii uygularsak,

stp —limsup p [\ [T (f) — fI] < (D +1).pBA. (f — gx)]
elde ederiz. (4.14) esitsizligini kullanarak

stp — limsup p A |T; () — f] = 0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ®

Teorem 4.15. Teorem 4.14. nin hipotezlerine ek olarak, (7}) jeny Minher j € Nigin komonoton
toplamsal oldugunu varsayalim. O halde her f € L* (I) N K i¢in f — C(I) C Xy olacak

sekilde L” (1) da kuvvet serisi anlaminda istatistiksel modiiler olarak
hf—f

gerceklenir.

Ispat. Her bir T; monoton, altlineer ve komonoton toplamsal olsun. Teorem 4.14. geregince
her f € L? (I)N K igin f — C(I) C Xr olacak sekilde L* (I) da kuvvet serisi anlaminda
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istatistiksel modiiler olarak

T (f + 1) =+ 11l (4.15)

elde ederiz. Her sabit fonksiyon herhangi bir f fonksiyonu ile komonoton bir ¢ift olusturdugundan

ve her j € N i¢in 7}, pozitif homojen ve komonoton toplamsal oldugundan,

T5 (F + 1 fllo o) = T5 (f) + ([ fll o T (ho) (4.16)

(4.15), (4.16) ve varsayimlarimiz1 kullanarak, L” (I) da kuvvet serisi anlaminda kuvvetli
istatistiksel olarak

T (ho) — ho,

gergeklenir. Her f € L” (I) N K igin f — C(I) C Xy olacak sekilde L” (I) da kuvvet serisi
anlaminda istatistiksel modiiler olarak

T;f = f

elde ederiz. m

Simdi 6zel bir durumda X sinifint belirleyelim. Bu amacgla yine Tanim 4.7." yi
kullanacagiz. F,,, A, f ve her A i¢in bagimsiz olan bir K sabiti i¢in st, —limsup p [ (7} f)] <
Dp [Af] esitsizligini saglayan L, (/) daki bir fonksiyon kiimesi olsun. Ayrica asagidaki klasik
Bernstein operatdriinii ele alahm. B; : C'[0,1] — C'[0, 1]

B; (f) (z) = épj,k (z) f (?) . Dik () = (‘2) (1 —xz) "

operatoriini ve

0, j =k
u; =
! J , diger durumlarda
dizisini kullanarak

T (f) =wjmax{B; (f),Bj1(f)}

lineer olmayan 7 : C' [0, 1] — C'[0, 1] operatoriinii tanimlayalim. Bu operatdr monoton ve
altlineerdir. (Bu operator acikca komonoton toplamsaldir). (4.7), (4.9) ve (4.10) geregince
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T (ho) () = ujho (2), Tj (=) (2) = —u;z ve

7, ha) (0) =y B (he) () By (k) (0)) = (o7 + 202

elde edilir. o konveks oldugundan

=3e (e (5)]) fos 010
->e () () o
- (e ()
“ire (e ()

- j%ﬂ’f Af]

yazilabilir. Son esitsizligi kullanarak, her integrallenebilir f fonksiyonu igin

lim su ! 2 [Af] = limsu ! ZZJ: (‘Af(E)D
P R ET

j—o0 Jj—o0 ]
mew =20 (v (5)]) (55 -5)
= lim sup - M = _—
HoopJJrlkzzow d J J J

= Lpg [M]

olur. Yukaridaki ifadeden, Riemann anlaminda integrallenebilir her f fonksiyonu, F}, sinifina

aittir. Dolayistyla P nin herhangi bir regiiler kuvvet serisi oldugu, (7;) operatorii i¢in

stp — limsup p, [A (T;f)] = stp — limsup p, [Au; max{B; f, Bj+1f}]
= stp — limsup u;p, [Amax{B; f, Bj+1f}]
< Dp,, [Af]
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olacak sekilde C'(/) uzaymi i¢eren bir X C K N L” (1) alt uzay vardir.
Yani, (C'S — 2) 6zelligi en azindan Riemann integrallenebilir fonksiyonlar sinifi igin
gereklidir. Bu da F, C X7 oldugunu gosterir. Ozel olarak

L, j =k
p; = o
’ 0, diger durumlarda
ile verilen kuvvet serisi metodunu diisiiniirsek
1

pe (A (T (ho) — ho)] = Ofso (A =1]) da

g2
— (A J=k , VA > 0igin
(Mg —1|), diger durumlarda
1
po MT5 () — )] = [ (Mujx — x|) der
0
1
Je(Az)dx J=K
=<, Y , VA > 0igin
[ (Mjz — z|) dz , diger durumlarda
0
1
pe N5 (=ha) + ha)] = [ (A |=ujz + 2]) dx
0
1
JeOayds . =R
=q¢, ° , YA > 0igin

JoN|=jz + z])dx , diger durumlarda
0

ve

(1 —

0o (T, (ha) — )] = [ (A ]

0

) iz

1
Jo (A2?) dx : j =k
0 , VA > 0igin

1
) 2 gr(l-z) 2
{p <)\ ‘]3: + 5= T

> dx , diger durumlarda

elde edilir. Goriildiigu gibi h € {ho, h1, —hi, ha} igin kuvvet serisi L” (I) da kuvvetli
istatistiksel olarak

T;h — h

elde edilir. Buradan 7} operatdrlerinin teoremin kosullarini sagladigini sdyleriz.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, modiiler uzaylarda tanimli lineer olmayan operator dizileri icin cesitli
toplanabilme metotlar1 temelli yeni bir Korovkin tipi yaklasim teoremi elde edilmistir. Elde
edilen bulgular, operatorlerin davranisini analiz ederken klasik norm yakinsaklik veya noktasal
yakinsaklik gibi kisitlayici kosullara ihtiya¢c duyulmadan da giiclii yakinsaklik sonuglarimin
elde edilebilecegini gdstermektedir.

Gelistirilen teorem, modiiler fonksiyonun 6zelliklerine bagl olarak genis bir operator
sinifi i¢in gegerlidir ve literatiirdeki mevcut sonuclarin 6nemli bir genellemesi niteligindedir.
Ayrica verilen 6rnek, teorinin yalnizca soyut diizeyde kalmadigini, pratikte kullanilabilir bir
yaklagim ilkesi sundugunu ortaya koymustur.

Bu tez, modiiler analiz, toplanabilme teorisi ve yaklasim teorisi arasindaki etkilegimi
giiclendirerek, gelecekte hem lineer olmayan hem de daha karmagik yapidaki operatorlerin
incelenmesinde kullanilabilecek yeni bir metodolojik cerceve sunmustur. Ayrica sonuglar,
modiiler sistemlere dayali fonksiyonel analiz ve olasiliksal yaklasim yontemleri i¢in yeni

arastirma alanlar1 agmaktadir.
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