T.C.
AHI EVRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL
OPERATORUNUN AGIRLIKLI L, UZAYINDA
SINIRLILIGI

BEKTAS TEKIN

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIKANABILIM DALI

KIRSEHIR - 2013



T.C.
AHI EVRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL
OPERATORUNUN AGIRLIKLI L, UZAYINDA
SINIRLILIGI

BEKTAS TEKIN

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIKANABILIM DALI

DANISMAN:
Yrd. Doc. Dr. Ali AKBULUT

KIRSEHIR - 2013



Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirliigii’ne

Bu calisma jiirimiz tarafindan MATEMATIK Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Bagkan: Prof. Dr. Rabil AYAZOGLU
Akademik Unvani, Adi-Soyad:

Uye: Prof. Dr. Vagif S. GULIYEV
Akademik Unvani, Adi-Soyadi

Uye: Yrd. Doc¢. Dr. Ali AKBULUT
Akademik Unvani, Adi-Soyadi

Onay

Yukaridaki imzalarin, adi gecen 6gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.

)] 20..

Dog¢. Dr. Mahmut YILMAZ
Enstiti Midiri



OZET

Bu tez dort bolimden olugmaktadir. Tez konusu olarak , Hardy-littlewood maksimal
operatorii ve bu operatoriin Lebesgue uzayindaki bazi 6zellikleri hakkinda bilgiler verilecektir.

Ik boliim tezin giris boliimiidiir.
Tkinci boliimde tezde kullanacagimiz temel tanim ve teoremler verilecek.

Uciincii béliimde, Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin ve zayif ve giiclii LP uza-
ylarinin tanimi, Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin bu uzaylardaki sinirlilik teorem-
leri verilecektir. Teoremlerin ispatinda kullanilan ve ilgili operatoriin kullanigh 6zellikleri ilgili
olarak bazi lemmalar verilecektir.Ayrica Calderén-Zygmund parcalaniginin tanimi, ézellikleri ve
maksimal operator ve Calderén-Zymund Parcalanigi arasindaki iligki ve bu alanda elde edilen

neticelere yer verilmistir.

Dérdiincii boliimde, Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi ve Maksimal operatoriin
sirlihigy ile ilgili elde edilen sonuglara ve agirhk fonksiyonlarinin tanimi, A, simifi fonksiyonlarin
ozellikleri, Maksimal operatoriin agirlikli sinirlilik problemi icin elde edilen bazi sonuclara yer

verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Hardy-Littlewood maksimal operatorii, zayif ve giiclii LP, A, agirliklari,calderon-

zygmund parc¢alanigi,marcinkiewicz interpolasyon teoremi



ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.As the subject of the thesis it will be given some
information about Hardy-Littlewood maximal operator and some properties of this operator on
Lebesgue space. The first part of the thesis introduction that Thesis,the first part is the basic

definitions and theorems.
In the second section,thesis, we use the basic definitions and theorems will be given.

In the third section, we give the definition of Hardy-Littlewood maximal operator, weak
and strog LP and boundedness theorems of Hardy-Littlewood maximal operator on the Lebesgue
spaces. Also we give some lemmas which are using in proof of theorems and to tell you useful
properties of this operator. Also we give the definition of Calderén-Zygmund decomposition,
properties of the this decomposition, relation between Hardy-Littlewood maximal operator and

Calder6n-Zygmund decomposition and some results which are obtained from this area.

In the fourth section, we give the theorem which is called Marcinkiewicz Enterpolation
Theorem, and boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator which is related to
Marcinkiewicz Enterpolation Theorem and we tell you the definition of weight function, the
properties of the A, weights, and some results for the weighted boundedness problem of the

Maximal operator.

Keywords: Hardy-Littlewood maximal operator, weak and strong L”, A, weights

,Calderon-Zygmund decomposition,Marcinkiewicz interpolation theorem
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Bu tez 6devini hazirlarken, her ihtiya¢ duydugumda yardimci olan, degerli ve derin
bilgileriyle bana 1g1k tutan, oniime ¢ikan her konuda yardimlarini esirgemeyen, beni tiim icten-
ligi ve samimiyetiyle destekleyen ve bana emek veren saygi deger hocalarim;Prof. Dr. Vagif
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OZGECMIS
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Reel sayilar kiimesi (—oo, 00)

x merkezli r yaricapli yuvar

: n — boyutlu Reel uzay

: R"de acik kiime

x’e merkezlenmis, eksenlere paralel olan ayritlarinin boyu r olan kiip

: Lebesgue uzayi

: Agirlikli Lebesgue uzay:

: Agirlikli Lebesgue normu

: Hardy-Littlewood Maksimal operatorii



1 GIRIS

Hardy-Littlewood maksimal operatorii Harmonik analizin 6nemli konu-
larindan biri olmakla beraber hem Harmonik analizin i¢ problemlerinin ¢oziilmesinde,
hem de kismi tiirevli denklemler teorisi ile matematiksel fizikte bircok uygula-
malar1 vardir. Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin agirlikli Lp uzayinda

simirliligi son yillarda 6nemli bir inceleme alani olugturmustur.

Bugiine kadar Diinya'nin her yerinden R. Coifman, C. Fefferman, M.
Christ, D. Cruz-Uribe, J. Duoandikoetxea, L. Grafacos ,D. Kurtz, B. Mucken-
houpt,R. Wheeden, J. L.. Rubio de Francia gibi matematigin 6nemli isimleri bu
alanda calismig ve konu alani yukarida belirtilen bir ¢ok problemin ¢o6ziimii icin
onemli sonuclar elde etmigtir. Geligen teknolojiye yeni bir temel olusturabilecek

bu konu her gegen giin Matematik Diinyasi icinde 6nemini artirmaktadair.

Bu tezde, agirlikli Lebesgue uzayini, Hardy-Littlewood maksimal oper-
atoriiniin agirhikh L, uzaymnda simirhhigimi incelemektir. Boylece 6grencinin daha

ileri seviyede aragtirmalar yapabilmesi icin temel olusturulmus olacaktir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Metrik Uzaylar

Tanim 2.1 X bog kiimeden farkh bir kiime olmak iizere X iizerinde tanimli reel

degerli d : X x X — R fonksiyonu

(i) z,y € X i¢in d(z,y) >0
(i

(iii

)
)z, ye Xigind(z,y) =0 =y

) x,y € X igin d(z,y) = d(y, x)

(iv) z,y,z € X i¢in d(z,y) < d(x, z) + d(z,y) (ii¢gen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyor ise d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik veya uzak-
lik fonksiyonu denir. Bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay ve (i) — (iv)
ozelliklerine de metrik aksiyomlar: denir. Bir kiime iizerinde birden cok metrik

tanmimlanabilir.

Tamim 2.2 (2,)nen, (X,d) metrik uzaymda bir dizi ve xy € X olmak iizere
V e > 0 sayist i¢in 3 n. € N dyle ki n > n. icin
d(zn,z9) < €oluyorsa (x,,) dizisi zy € X noktasina yakimsiyor denir ve bu x,, — x

veya lim,, ., x,, = x( seklinde gosterilir.
Teorem 2.3 (,)nen, (X,d) metrik uzayinda bir dizi ve xy € X olmak iizere

lim,, o x, = x9 ise,

(i) xo limiti tektir.
(ii

(iii

)

) (x,,) dizisi sinirhdir.

) (z,) dizisinin her (z,, ) alt dizisinin limiti de = dir.
)

(iv) Ek olarak y, — yo ise d(zn,yn) — d(zo,yo) olur.

Tanim 2.4 (X, d) metrik uzay zo € X ve r € R porzitif bir say1 olmak iizere;

B(zg,r) = {x € X : d(xg,z) < r} kiimesine xy merkezli r yaricaph bir acik
yuvar,
B(zg,r) = {z € X : d(x¢,x) < r} kiimesine zq merkezli r yarigaph bir kapal

yuvar,



B(zg,r) = {2z € X : d(x¢,x) = r} kiimesine x¢ merkezli  yarigaph bir yuvar

yiizeyi denir.

Eger Vn € N i¢in z,, € B(a,r) olacak sekilde bir B(a,r) agik yuvar: varsa (z,,)
dizisi X metrik uzayinda sinirhdir denir. Ayrica £ C B(a,r) olacak gekilde

B(a,r) agik yuvar: varsa £ C X alt kiimesine X metrik uzayinda simirhdir denir.

Tanim 2.5 (X, d) metrik uzay ve £ C X olmak iizere, eger
B(zg,e) C E olacak gekilde bir € > 0 sayis1 varsa zo € F sayisina E nin bir i¢

noktasi denir.

Tanim 2.6 (X, d) metrik uzay ve G C X olmak iizere, eger G kiimesinin her

noktas1 G nin bir i¢ noktasi ise G ye (X te) bir acik kiime denir.

Tanim 2.7 (X, d) metrik uzay ve G C X olmak iizere,

(i) Ve > 0 sayst icin 0 < d(c,z) < e olacak gekilde bir x € X varsa ¢ € X

sayisina G kiimesinin bir yigilma noktas1 denir.

(ii) Eger bir ¢ € G noktas1 G nin bir yigilma noktasi1 degilse ¢ elemanina G nin

izole noktasi denir.

Teorem 2.8 (X, d) metrik uzay ve E C X olmak iizere agagidaki ifadeler denktir.

(i) ¢ € X noktast E kiimesinin bir yigilma noktasidir.

(ii) Ve > 0 i¢in B(c,¢) agik yuvart E kiimesinin sonsuz ¢oklukta elemanini kap-

sar.

(iii) F kiimesinde bir (z,,) dizisi vardir ki n € N iken z,, # ¢ ve z,, — ¢ dir.

Tanim 2.9 (X, d) metrik uzay1 ve F' C X alt kiimesi verilsin. Eger F tiim

yigilma noktalarini kapsiyorsa F' ye X te bir kapal kiime denir.

Teorem 2.10 (X, d) metrik uzay olmak iizere,

(i) X teki agik kiimelerin herhangi bir kolleksiyonunun birlegimi X te bir agik

kiimedir.

(ii) X teki acik kiimelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun kesigimi X te bir

acik kiimedir.

Teorem 2.11 (X, d) metrik uzay olmak iizere, F' C X alt kiimesi X te kapahdir
< F nin tiimleyeni F° = X \ F', X te bir agik kiimedir.

4



Teorem 2.12 (X, d) metrik uzay olmak iizere

(i) X teki kapal kiimelerin herhangi bir kolleksiyonunun kesigimi X te bir kapal

kiimedir.

(ii) X teki kapal kiimelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun birlegimi X te

bir kapali kiimedir.

Tanim 2.13 F C X olmak iizere

(i) E kiimesinin tiim i¢ noktalarimin kiimesine F nin i¢i denir ve intE geklinde

gosterilir.

(ii) E kiimesinin noktalarini ve tiim yigilma noktalarini kapsayan kiimeye F nin

kapanisi denir ve E seklinde gosterilir.

Tamim 2.14 (X, d,) ve (Y, dy) metrik uzaylar £ C X, ¢ noktast £ nin bir yigilma

noktasi ve [ € Y olsun.

r € X veVe > 0i¢in dy(f(x),1) < eiken d;(z,c) < ¢ olacak gekilde bir 6 >
0 sayis1 var ise [ € Y noktasmna f : E — Y fonksiyonunun ¢ noktasindaki limiti
denir ve lim, . f(z) = [ seklinde gosterilir. Burada ¢ noktasinin E kiimesine ait

olmas1 gerekmez.

Tanim 2.15 (X, d;) ve (Y, ds) metrik uzaylar ve ¢ € X olmak iizere, f : X — Y

fonksiyonunu alahim eger;

Ve > 0 igin dy(x,c) < ¢ iken dy(f(x), f(c)) < € olacak gekilde bir § > 0

sayis1 var ise f fonksiyonu c noktasinda siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu X kiimesindeki her noktada siirekli ise f fonksiyonu X

uzayinda siireklidir denir.

Tanim 2.16 (X, d;) ve (Y, dy) metrik uzaylar olsun. f : X — Y fonksiyonunu

alahm, eger

Ve > 0icin dy (1, x9) < 0 iken da(f(z1), f(22)) < € olacak sekilde bir § > 0

sayisi var ise f fonksiyonu X te diizglin yakinsaktir denir.

Diizgiin yakinsak olan bir fonksiyon ayni zamanda yakinsaktir ancak tersi

dogru degildir.



Tamim 2.17 (X, d) metrik uzay olsun. (z,), X te bir dizi olsun.¥e > 0 ve
m > n > ng icin d(z,, x,) < € olacak sekilde bir ng sayisi varsa (x,,) dizisine bir

Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.18 (X, d) metrik uzay olsun. (z,), X te bir yakinsak dizi ise (x,,) bir
Cauchy dizisi olur. Bu teoremin tersi R ve C de adi metrige gore dogru olmakla

birlikte genel olarak dogru degildir.

Tanim 2.19 (X, d) metrik uzay ve £ C X olsun, E deki her Cauchy dizisi £

deki bir noktaya yakinsiyor ise F kiimesine tamdir denir.

Tanim 2.20 (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X teki bir noktaya

vakinsiyor ise (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tanim 2.21 (X, d) metrik uzay ve E C X olsun, eger E deki her dizi, limiti £
de olan yakinsak bir alt diziye sahip ise E kiimesine kompakt kiime denir. Eger

X kompakt ise (X, d) metrik uzayr kompakt olur.

Bir £ C X alt kiimesinin kompaktligi, X uzayinda tanimlanan metrige
baglidir, 6rnegin [0, 1] C R alt kiimesi, R deki adi metrige gére kompakttir; ancak
ayrik metrige gore kompakt degildir.

Tanim 2.22 (X, d) metrik uzay ve £ C X olsun. X = F ise E kiimesine X te

yogun kiime denir.

2.2 Vektor Uzaylar:

Tanim 2.23 V bos olmayan bir kiime ve I bir cisim olmak iizere, 4 : V x V —
V., (z,y) > x+vy

2 Fx V-V, (\z)=A

doniigiimleri ile sirasiyla vektorel toplama ve skalerle ¢carpma iglemlerini tanim-

layalim.
Vr,y,z € V ve A\, u € F icin agagidaki kosullar saglansin:
lLx+y—y+x

2.x+H(y+z)=(x+y) +z
3. Vx € Vicin z 4+ 0 = x egitligini saglayan bir tek 0 € V' vardir.



.V € Vigin x 4+ (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —z € V' vardir.
VereVignl-z=x

Mz +y) = r+ Ay

(A p)r =+ py

- (Aw)z = A(pz)

Bu durumda V' ye F cismi iizerinde bir vektor uzayr (lineer uzay), elemanlarina
ise vektor veya nokta denir. V = R alinirsa V' ye bir reel vektor uzayi, V = C

alinirsa V' ye bir kompleks vektor uzayi denir.

Tanim 2.24 V| F cismi iizerinde bir vektor uzayr ve W, V nin bosg olmayan
bir alt kiimesi olsun. Eger W, V' vektor uzayindaki toplama ve skalerle carpma
islemlerine gore bir vektor uzay: olugturuyorsa W ye V' nin bir (lineer) alt uzay:

denir

Teorem 2.25 () # W C V kiimesinin V nin bir alt uzay1 olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul y,y2 € W ve A\, Ay € F icin A\jy; + Aoy € W olmasidir.

Tanim 2.26 V', F cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun.

|-]:V =R, z—|z| doniisimi Vz,y € V ve VA € F i¢in

) flz]| =0
(i) 2| =02 =0
(i) [[Azl[ = [A[l«]
)

(iv) [lz +yll < [l + ly[l (iicgen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyor ise V' iizerinde bir norm olur ve bu durumda (V/ ||-||) ikilisine
bir normlu vektor uzay: denir. (i) — (iv) 6zelliklerine ise norm aksiyomlar1 denir.
Bu uzay V = R i¢in reel normlu uzay, V' = C igin kompleks normlu uzay olur.

Bir vektor uzay iizerinde birden ¢ok normlu uzay tamimlanabilir.

Ornek 2.27 n € N icin R” 6klid vektor uzaym diisiinelim.

r = (21,29,...,2,) € R"ig¢in || - || : R* — R doéniigiimii

ol = (iw) N

k=1
normu ile birlikte bir normlu vektor uzayi olugturur. Bu uzaya R™ deki adi norm

veya 6klid normu denir.



Ornek 2.28 [, (1 < p < 00) uzay1

o 1/p
2, = (Z lxk|”>

k=1
seklinde tanimli || - ||;, : I — R déniigiimii ile bir normlu uzaydir.
Tanmim 2.29 Her (V|| - ||) normlu uzayindan z,y € V olmak {izere,

d(z,y) = ||z —y||

seklinde bir metrik elde edilebilir. Bu metrige || - || normu tarafindan iiretilen
metrik veya || - || normunun indirgedigi metrik denir.
Teorem 2.30 F cismi iizerinde tanimli bir V' vektor uzay1 iizerinde ||| : V — R

seklinde tanimlh her norm V iizerinde siireklidir.

Teorem 2.31 F cismi iizerinde tanimh herhangi bir V' normlu vektor uzayinda

vektorel toplama ve skalerle carpma doniigiimleri siireklidir.
Tanim 2.32 V', F cismi ilizerinde tanimli bir vektér uzayi olsun. Vo € V igin
kllefl < flefls < K]l

olacak gekilde k, K € R pozitif sayilar1 varsa V iizerinde tanimh || - ||; ve || - ||2

normlarina denk normlar denir.

Tanim 2.33 (z,), (V,|| - ||) normlu uzaymnda bir dizi ve xy € V olsun. Eger
lim ||z, — zo|| =0
n—oo

olursa (z,) dizisi zy noktasina yakinsiyor denir ve z,, — o veya lim, ., , =
xo seklinde gosterillir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore

yakinsama denir.

Tamim 2.34 (V|| - ||) normlu uzay: i¢inde bir dizi (z,,) olsun.
Ve > 0 i¢in m,n > n. oldugunda ||z, — z,,|| < € olacak sekilde ¢ a baglh bir n.

dogal sayis1 varsa (z,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.35 Bir (V)| - ||) normlu uzay1 igindeki her Cauchy dizisi V' igindeki bir

noktaya yakinsiyor ise bu (V)| - ||) normlu uzayma Banach Uzay1 adi verilir.

Ornek 2.36 V = R*(veya V = C") vektér uzayi

@) Nzl = D20 2]



. n 1
(ii) ]|, = (Zi:l |z:]P) /p> I <p<o0,

(iii) ||7]|co = max{|z;| : i =1,2,...,n} normlarina gore birer Banach uzayidir.

Ornek 2.37 V = R (veya V = C)olmak iizere F iizerinde tanimh V' vektér uzay

ab] — t
Ifllctan = macs |10

normuna gore bir Banach uzayidir.
2.3 Lebesgue Integrali

Tanim 2.38 X kiimesinin alt kiimelerinin bog olmayan bir H sinifi i¢in

(i) VA, BeH, A\BeH
(i) VA, BeH, AUBeH

ozellikleri saglanirsa bu H sinifina bir halka adi verilir. Eger (ii) yerine

VEe N Ayet=|]A eH
k=1

sart1 saglanirsa bu takdirde H halkasina bir o - halka denir.

Tanim 2.39 X bir kiime olsun. X in bir A sinifi i¢in agagidaki 6zellikler saglanirsa

bu A simifina X iizerinde bir cebirdir denir.

i) XeA
i) VE€ A, E°=X\FecA
(iii) Vk=1,2,...n, FE E.A:>UZ:1 E,e A
Eger (iii) yerine
VneN, E,cA=|JE.cA (2.1)

n=1

sart1 saglanirsa A cebirine bir o-cebir adi verilir.

Ornek 2.40 X bir kiime ve A = P(X) olsun. A, X iizerinde bir o- cebirdir.



Ornek 2.41 X =N, A= {@,{1,3,5,...,2n—1,...},{2,4,6, ..., 2n, ...}, N} alinirsa

A, X iizerinde bir o- cebirdir.

Ornek 2.42 X bir sonsuz kiime ve A da X in tiim sonlu alt kiimelerinin bir
sinifi olsun. A, X iizerinde bir o- cebiri degildir. Ciinkii £ € A ise E sonludur.
Dolayisiyla, E€ sonsuzdur, aksi takdirde X sonlu olurdu. O halde E° ¢ A dir.

Teorem 2.43 X iizerindeki o- cebirlerin herhangi adetteki kesigimleri yine bir

o- cebiridir.

Teorem 2.44 X bir kiime K da X in bog olmayan bir sinifi olsun. X sinifini

kapsayan o- cebirlerinin bir en kiiciigii vardir.

Tanim 2.45 Bir K sinifin1 kapsayan o- cebirlerinin en kiic¢iigiine C nin iirettigi
(dogurdugu) o- cebiri denir, D(K) ile gosterilir. R™ deki biitiin agik (a, b) aralik-
larinin dogurdugu o- cebirine Borel Cebiri denir ve B (R") ile gosterilir. n =1
olmast halinde B(R') Borel cebiri B(R) ile gosterilir.

B(R™) nin herbir elemanina bir Borel Kiimesi denir.

Ornek 2.46 X = R =R U {—o0, +oc0} ve E de bir Borel kiimesi olsun.
E, = EU{—o00}, Ey = EU{+00} ve B3 = EU{—00, 400} olsun. E kiimesi B(R)
Borel cebirini taradiginda E, E,, Ey, E3 kiimelerinin simfi B(R) olsun. B(R) bir

o- cebiridir. Bu o- cebirine Genigletilmis Borel Cebiri ad: verilir.

Tanmim 2.47 X bir kiime ve A da X iizerinde bir o- cebiri olsun. (X, .A) ikili-
sine bir 6lgiilebilir uzay, A daki her kiimeye A-6lgiilebilir uzay (veya kisaca

Olgiilebilir kiime) adi verilir.

Tanim 2.48 (X, A) bir dlgiilebilir uzay olsun. A iizerinde taniml genigletilmig

reel degerli bir p fonksiyonu

(i) u(0) =0
(i) VAe A, u(A)>0
(iii) Her ayrik (A,) dizisi i¢in p(UXA,) = X9, u(A,)

ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 6lgii fonksiyonu veya kisaca olgii adi
verilir.

VA € A, n(A) < oo ise p ye bir sonlu 6lgii adi verilir. X kiimesi herbiri sonlu
Olciiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlegimi olarak yazilabiliyorsa p 6lgiisii

o- sonludur denir. Eger x(X) = 1 ise bu 6lgiiye olasilik 6lgiisii adi verilir.
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Ornek 2.49 X # () ve A = P(X) olsun. VE € A, u(E) = 0 bigiminde tanim-

lanan p fonksiyonu bir sonlu 6l¢ii ve dolayisiyla bir o- sonlu 6lciidiir.

Ornek 2.50 X # () ve A= P(X) olsun. E € A igin

[ 0 E=0
u(E) = {m b2 (2:2)

biciminde tanimlanan p fonksiyonu bir 6l¢iidiir. Bu 6l¢ii ne sonlu ne de o- son-

ludur.

Tanim 2.51 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri ve A {izerinde

tanimli bir p ol¢iisiinden olugan (X, A, ) 6l¢iisiine bir 6l¢ii uzay: adi verilir.

Teorem 2.52 (X, A, 1) bir 6l¢ii uzay1 olsun.
Eger A,B € Ave A C B ise u(A) < u(B) seklindedir. Ayrica pu(A) < oo ise

1(B\A) = u(B) — p(A) (2.3)

dar.

Teorem 2.53 (X, A, uu) bir 6lgii uzay1 olsun.

1. (A,), A daki elemanlarin artan bir dizisi ise

n(lJ An) = lim p(A,) (2.4)

n=1
dar.

2. (By), A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(By) < oo ise

N(ﬂ B,) = lim u(B,) (2.5)

n—oo

dur.

Sonug 2.54 (X, A, u) bir 6lgii uzayi olsun.

1. (A,), A daki elemanlarin bir artan dizisi ise

p(lim A,) = lim p(A,) (2.6)

n—o0 n—o0

dur.
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2. (Bn), A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve p(B) < oo ise

u(lim B,) = lim p(B,) (2.7)

n—oo n—o0

dur.

Teorem 2.55 (X, A, u) bir 6lgii uzay: olsun. (A4,), A ya ait kiimelerin herhangi

UAksff (2.5)

bir dizisi ise

dar.

Tanim 2.56 X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) iizerinde

tanimh genigletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu

(i) p=(0) =

(ii) VE € P(X),u*(E) >0
) AC BC X = p*(A) < u*(B)

(iv) Vn € N, A, € P(X) = p*(U,2)) <202 1 (An)

n=1

(iii

sartlart saglanirsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dig ol¢iisiidiir denir.

Olcii ve dis 6lcii tanimlari g6z 6niine alinirsa ne Slciiniin ne de dig Slciiniin bir
Olcii olmasi gerekmedigi goriiliir. Dig 6lcii, 6l¢ii fonksiyvonunun sagladigr pek cok
ozelligi sagladigr icin bu ad verilmigtir. Bir 6lgiiniin bir dig 6l¢ii olabilmesi igin

onun tanim kiimesinin P(X) kuvvet kiimesi olmasi gerekir.

Ornek 2.57 X herhangi bir kiime ve P(X) iizerinde tanimlanan

mun:{f’j;g (2.9

fonksiyonu bir 6l¢ii olmayip bir dig 6lgiidiir.

Ornek 2.58 X herhangi bir sonsuz kiime ve P(X) iizerinde tanimlanan

/mm:{?§2<§ (2.10)

fonksiyonu bir dig 6lgii degildir.
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Bilindigi gibi, bir I araligimin ¢(I) uzunlugu o araligin ug¢ noktalarimin fark:
olarak tammlanmir. Yani I = [a,b] (veya (a,b), (a,b], [a,b)) araliginin boyu
¢(I) = b—a dir. Uzunluk bir kiime fonksiyonuna (bir koleksiyondaki herbir kiime-
ye bir genigletilmig reel say1 karsilik getiren fonksiyon) bir 6rnektir. Bu durumda
uzunlugun tanim kiimesi araliklar koleksiyonu, deger kiimesi de genigletilmig
reel sayilar kiimesidir. Bu boéliimde uzunluk kavrami araliklardan daha karisik
kiimeler icin tammlayacagiz. Ornegin acik bir kiimenin uzunlugunu, bu kiimeyi
olugturan agik, ayrik araliklarin uzunluklar: toplami olarak tanimlayacagiz. Oyle
bir A fonksiyonu tegkil etmek istiyoruz ki, R nin alt kiimelerinin bir M sinifi

izerinde tanimli olsun ve asagidaki ozellikleri saglasin:

e )\, R nin herbir £ alt kiimesi iizerinde tanimli olsun, yani

M = P(R)
olsun.
e Her bir [ araligy i¢cin A(I)=/(I) olsun.

e Eger (E,) bir ayrik dizi ve A bunlarin herbiri iizerinde tanimli ise

)‘(U En) = Z A(En)

olsun.

e )\ Oteleme altinda invaryant olsun. Yani A fonksiyonu, E ve

EFE+y={r+y:2€E}

kiimeleri iizerinde tanimli oldugunda

AE +y) = A\(E)

olsun.

Bu dort ozelligi saglayan bir kiime fonksiyonu tanimlamak miimkiin degildir. Bu
giine kadar ilk ii¢ sarti saglayan bir kiime fonksiyonu bilinmemektedir. Bu nedenle
bunlardan birinden vazge¢mek gerekmektedir.

Son ii¢ sart1 birakip ilk sart1 degistirmek oldukca faydalidir. Burada yapilacak
degisiklik A fonksiyonunu tiim alt kiimeler iizerinde tanimlamayip daha dar o-
cebiri iizerinde tanimlamaktir. Yani M olarak P(R) kuvvet kiimesi degil, iizerin-
de A fonksiyonunu tanimlayabilecegimiz uygun bir o- cebiri almaktir. Simdi bu

fonksiyonu insa etmeye baglayalim.
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Ornek 2.59 (1), R nin smir1 ve agik alt araliklariin bir dizisi,
Ta=A{U) : AC UL, Ik}
olsun. P(R) tizerinde
N (A) = inf {352 0(Iy) : (Ix) € Ta} (2.11)

bi¢iminde tanimlanan A* bir dig dl¢iidiir. Bu dig 6lgiiye Lebesgue dig 6lgiisii

adi verilir.

Teorem 2.60 Lebesgue dig 6lciisii R nin herbir alt araligina onun uzunlugunu

kargilik getirir, yani I C R bir aralik ise

dar.

Teorem 2.61 R” iizerindeki Lebesgue dig 6lciisii herbir araliga onun hacmini

kargilik getirir.
Sonug 2.62 A sayilabilir kiime ise \*(A) = 0 dur.
Sonug 2.63 [0, 1] kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tanim 2.64 X bir kiime p* da X iizerinde bir dig 6lgii olsun. Eger X in herbir
A alt kiimesi icin

p(A)=p (ANE)+ " (AN E°) (2.12)
ise X in E alt kiimesi p*- 8lgiilebilir (u* ye gore 6lgiilebilir) denir.
p* fonksiyonunun alt toplamsallik 6zelligi de denilen p*(UAg) < Yu*(Ay) Ozel-

liginden, X in biitiin A ve E alt kiimeleri i¢in

WH(A) 2 5 (AN B) + 1 (AN EY)
olacagindan bir E kiimesinin p*- 6l¢iilebilir olup olmadigini anlamak i¢in herbir
A C X igin

p(A) < p (ANE)+ u (AN E°) (2.13)
esitsizliginin saglandigin1 gostermek yeterlidir. Ayrica, eger
P (A) = +oo ise (2.13) esitsizliginin saglanacag agiktir. Su halde X in bir £
alt kiimesinin p*- 6lgiilebilir oldugunu gostermek i¢in X in p*(A) < 400 sartini
saglayan herbir A alt kiimesi i¢in (2.13) egitsizliginin saglandigi gostermek yeter-
lidir.
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Teorem 2.65 X bir kiime ve p* da X {iizerinde bir dig 6l¢ii olsun. X in herbir
E alt kiimesi i¢in p*(E) = 0 veya p*(E°) = 0 ise F kiimesi p*- olciilebilirdir.

Sonug 2.66 () ve X, X iizerinde tamimlanan her dig 6l¢iiye gore olciilebilirdir.

Ozel olarak () ve R kiimeleri \* Lebesgue dis 6lciisiine gére olciilebilirdir.
Teorem 2.67 F; ve Fs, p*- olgiilebilir kiimeler ise Ey U Ey de p*- dlgiilebilirdir.

Teorem 2.68 X bir kiime p* X {izerinde bir dig 6l¢ii ve M (X, p*) da X iizerinde

w*- 0Ol¢iilebilir kiimelerin sinifi olsun.

1. M(X, p*) bir o- cebiridir.
2. p* m M(X, p*) smifina kisitlanmasi bir él¢iidiir.

Lebesgue dig 6lgiisii olan A* in M(R, A*) sinifina ve B(R) smifina olan kisitla-
masina Lebesgue Olgiisii denir, X ile gosterilir. Tkisini birbirinden ayirmak
gerektiginde, iizerinde Lebesgue olciisiiniin tamimladign simf belirtilir. "B(R) i-
zerindeki Lebesgue 0l¢iisii" veya "M iizerindeki Lebesgue 6l¢iisii" gibi. Bazen de

"Borel kiimeleri iizerinde tanimli Lebesgue 6l¢iisii" seklinde ifade edilir.

Lemma 2.69 a € R igin (a,+o00) araligi A* dig 6lgiisiine gore

Olciilebilirdir.

Teorem 2.70 Herbir Borel kiimesi A\* dlgiilebilirdir.

2.4 Olgiilebilir Fonksiyonlar

Bu boliimde 6nce reel degerli fonksiyonlarin olciilebilirligi iizerinde durulacak,

daha sonra genigletilmis reel degerli fonksiyonlara yer verilecektir.

Tanim 2.71 (X;.A) bir 6l¢iilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu 6l¢iilebilirdir
<= Vo € R igin

f(a,+00)) ={z € X : f(z) > a} € A.

Simdi bu tanimdaki kiimelerin geklini degistirmeye imkan veren bir lemmay1 ifade

edelim.
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Lemma 2.72 (X, A) bir olgiilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu igin

agagidaki onermeler denktir.

I.VoeR A, ={zxeX: f(xr)>a}e A
2.VaeR, By={reX:f(x)<a}e A
3.VoeR, Cpy={zeX: f(x) >a}e A
4 VaeR, Dy,={reX:f(z)<a}e A
Ornek 2.73 Her sabit fonksiyon bir lciilebilir fonksiyondur. Gercekten, Vo € R
icin f(x) = cise a > cigin
{reX: fzr)>a}=0€ A

ve a < ¢ i¢in
{freX:f(z)>a}=XecA

olur.

Ornek 2.74 X = R ve A = B(R) olsun. Siirekli her f : R — R fonksiyonu
(Borel) ol¢iilebilirdir.
Gercekten f siirekli oldugunda her o € R icin

{zeR: f(2) > a} = [7((a,00))

kiimesi R de bir agik kiimedir. Her acgik kiime Borel cebirine ait oldugundan
{z eR: f(x) > a} € B(R)

dir, yani Borel olciilebilirdir.

Teorem 2.75 f ve g oOlgiilebilir fonksiyonlar ve ¢ € R olsun.

cf, %, f+ 9, f.9.|f]

fonksiyonlar1 da olgiilebilirdir.
Tanim 2.76 (X, .A) bir él¢iilebilir uzay ve A € A olsun.
f:A— Rolgiilebilirdir & VaeRigin {x € A: f(z) >a} € A

Lemma 2.72 deki denklemlerin f : A — R fonksiyonu icin de dogru olacag: agiktir.

Bu tanimlarin benzerleri [—oo, +00| degerli fonksiyonlar igin de verilebilir.
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Tanim 2.77 (X, A) bir él¢iilebilir uzay ve A € A olsun.
f A — [—o0, +0o0] fonksiyonu 6lgiilebilirdir < Va € R i¢in

(o, 4o0)) ={z € A: f(z) >a}ec A
olmahdir. X iizerinde tanimli, genigletilmis reel degerli A 6l¢iilebilir biitiin fonk-
siyonlarin kiimesi M (X, A) ile gosterilir. Eger f € M (X, .A) ise

A:{xEX:f(x):—i—oo}:ﬂ{xEX:f(x)>n}

n=1

B={reX:f(x)=-o0}=(({reX: flx)<-n}

= (ﬂ{x e X: f(x)> —n})
n=1
olacagindan A ve B dlgiilebilirdir.

Teorem 2.78 Genisletilmis reel degerli bir f fonksiyounun 6lgiilebilir olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
A={reX: f(x)=+0},B={re X : f(zx) = —o0}

kiimelerinin ve

filz) = {f(x)’ ZgAUB (2.14)

0, z€ AUB

bigiminde tanimlanan reel degerli f; fonksiyonunun 6&lgiilebilir olmasidir.

Tanim 2.79 B(R*) Borel cebirine gore Slciilebilen bir fonksiyona Borel dlgiilebilir
fonksiyon veya Borel fonksiyonu adi verilir. M(R, \*) o- cebirine gore dl¢iilebilen
bir fonksiyona Lebesgue 0lciilebilir fonksiyon denir. R nin Borel kiimesi olmayan
fakat Lebesgue olciilebilir alt kiimeleri mevcut oldugundan, R de herbir Borel

Olciilebilir fonksiyvon Lebesgue 6lciilebilirdir.

Tanim 2.80 f, X den R ye bir fonksiyon olsun.
fT(x) = max{f(z), 0}
f~(z) = max{—f(x),0}

bigiminde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlari da X iizerinde tanimh ve negatif

olmayan fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna f nin pozitif parcasi, f~ fonksiyonuna
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da f nin negatif parcasi denir. Yukaridaki tanim goz oniine alindiginda,
f=rr=ffl=r-r
. 1
£r =SS+ D0 = 5001 = 5)

olur. Teorem geregince ve yukaridaki bagintilar géz 6niine alindiginda agagidaki

teorem ifade edilebilir.

Teorem 2.81 f : X — R fonksiyonunun 6lciilebilir olmasi icin gerek ve yeter

sart f* ve f~ fonksiyonlarinin olgiilebilir olmasidir.

Teorem 2.82 (X, A) bir olgiilebilir uzay ve A € A olsun. f ile g, A iizerinde

tanimh [—o0, +-00]- degerli 6lgiilebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu takdirde

{reA: flx) <gl@)}{reA: flz)<gr)}{reA: flx)=g(x)}

kiimeleri olciilebilirdir.

Teorem 2.83 (X, A) bir 6lgiilebilir uzay A € Ave file g, A da tanimh [—o0, +00]
degerli dlgiilebilir fonksiyonlar ise (f V g) ve (f A g) fonksiyonlar 6l¢iilebilirdir.

Teorem 2.84 (f,), A € Aiizerinde tanimli, [—o00, +00]- degerli 6l¢iilebilir fonksiy-

onlarin bir dizisi ise sup,, f,, ve inf,, f,, fonksiyonlar da 6lgiilebilirdir.

Teorem 2.85 (X, A) bir ol¢ii uzay1 ve A € A olsun. (f,), A iizerinde tanimh
[—00, +00] degerli dl¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise lim inf,, o, f,, ve limsup,,_, . f»
fonksiyonlar 6lgiilebilirdir. Ayrica tanim kiimesi Ag = {z € A : limsup,,_,, fu(z) =

liminf, . f.(z)} olan lim,_ .., f, fonksiyonu da 6lgiilebilirdir.
2.5 integral

Bu boliimde 6nce negatif olmayan 6l¢iilebilir basit fonksiyonlarin integrali, daha
sonra da negatif olmayan, genigletilmis reel degerli, dl¢iilebilir fonksiyonlarin in-
tegrali incelenecektir. Bundan sonra da [—oo, +o0] -degerli fonksiyonlarin integ-

rali iizerinde durulacaktir. Once basit fonksiyonun tanimini verelim.

Tanim 2.86 Goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana gelen ¢ fonksiyonuna

bir basit fonksiyon adi verilir.
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Bir reel degerli basit ¢ fonksiyonu a;, € R ve xg,, E) kiimesinin karakteristik
fonksiyonu olmak iizere

Y = X} _1arXE, (2.15)
biciminde yazilabilir. Eger ¢ fonksiyonu X iizerinde taniml ise
Ur—; Ex = X dir. Bu Ej kiimelerinin segilisi tek olmadigindan ¢ nin (2.15)
tipindeki gosterimi tek degildir. Eger aq,as,...,a,, sayilart ¢ nin X iizerinde
aldig1 farkh degerler ve

Er=z€ X: f(z)=a

secilirse Ej kiimeleri ayrik olur. Bu durumda
¥ = ZZ:lakXEk

gosterimine ¢ fonksiyonunun standart gésterimi ad1 verilir. X iizerinde taniml,
reel degerli, A 6lgiilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi S = S(X,.A), S deki negatif

olmayan fonksiyonllarin kiimesi S ile gosterilir.

Tanim 2.87 (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 olsun ay lar negatif olamayan reel sayilar

Aq, Ay, ..., A, ler A ya ait olmak iizere

UJAr=Xx
k=1
P = Yh10kX B, (2.16)
gosterimine sahip bir ¢ € ST fonksiyonunun p 6lgiisiine gére integrali
/ pdp = X arp(Ay) (2.17)
b's

dir.

Bu tanima gore ¢ nin p ye gore integrali ya negatif olmayan bir reel say1 ya da
w1 Olciisiiniin sonlu olmayan bir 6l¢ii olmasi haline karsilik gelen 400 degeridir.
Belirtelim ki, ¢ fonksiyonunun p ye gore integrali ne a; sayilarima ne de Ay

kiimelerine baghdir. Bununla ilgili olarak su teoremi verebiliriz.

Teorem 2.88 (X, A, p) bir ol¢ii uzay1 ¢ € ST(X, A) ve Ay, lar ayrik olmak iizere
© nin bir gosterimi ¢ = X}_,axxa4, olsun. ¢ nin p Olciisiine gore integrali ne ay
sayllarina ne de Ay kiimelerine baghdir.

Simdi negatif olmayan basit fonksiyonlarin integraline ait temel 6zellikleri verelim.

Teorem 2.89 (X, A, ) bir 6lgii uzay1 ¢ € ST, ¥ € ST ve ¢ > 0 olsun. Bu
taktirde
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(i) [x copdp = c [ pdp
(i) [(p+W)dp = [y pdu+ [ Vdp
(iil) Vo € X i¢in p(z) < U(x) ise [, @dp < [, Ydp dir.

Burada basit fonksiyonlarin integralinden yararlanarak [0, 4+00]-degerli fonksiyon-
larin integralini tamimlayip bu fonksiyonlarin integraline ait ozellikleri inceleye-
cegiz.

Tanim 2.90 (X, A, p) bir 6l¢ii uzay1 ve f € M (X, A) olsun. f fonksiyonunun

1 Olciisiine gore integrali
/ fdp = sup/ odp o € STvep < f (2.18)
X X
genigletilmis reel sayisidir. £ € A olsun. f nin p ye gore F lizerindeki integrali

/deu—/xf.xEdu (2.19)

sayisidir.

Teorem 2.91 f,ge MT(X,A) e E,F € A olsun.

(i) Vo € X icin f(x) < g(z) ise [y fdp < [y gdp dir.
(i) £ C Fise [, fdu < [, fdu dir.

Simdi integral teorisinin temel teoremlerinden birini ifade edelim.

Teorem 2.92 (Monoton Yakinsaklik Teoremi) (X, A, p) bir dl¢ii uzayr ve
(fn) de MT(X,.A) daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. (f,) dizisi

f fonksiyonuna yakinsak ise
[ tdu= | pau (2.20)
X X
dir.

Lemma 2.93 (X, .A) bir olciilebilir uzay, A € Ave f: A — [—00, +00] fonksiy-
onu olgiilebilir olsun. Bu taktirde A iizerinde tanimli [— oo, +o00]-degerli, dl¢iilebilir
basit fonksiyonlarin yle bir artan (¢,) dizisi vardir ki lim,, . ¢, = f dir. Eger

f sinirli ise bu yakinsama diizgiindiir.

Teorem 2.94 (i) f€ M vec>0ise cf € M* olup,

/chdu:c/xfdu
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(i) f,ge M* ise f+ g€ M olup,

/X(f+g)du:/deu+/ngu

Teorem 2.95 (Fatou Lemmasi) (X, A, ) bir 6lgii uzayr ve f, de M (X, .A)

daki fonksiyonlarinbir dizisi ise

/ lim inf f,dp < lim inf/ fudp (2.21)

n—oo

dur.

dar.

Teorem 2.96 (Beppo-Levi Teoremi) (X, A, i) bir ol¢ii uzayr ve »_ fr da X

tizerinde tamimli [0, +o00] degerli,6lgiilebilir fonksiyonlarin bir serisi olsun. Bu

taktirde o .
/X (22: fk> =3 ( /X fkdu) (2.22)

Tamim 2.97 (X, A, p1) bir 6l¢ii uzay1 ve f € M(X,.A) olsun. Eger [, f*du ve

i) + Jdp integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonu X iizerinde integral-

dir.

lenebilirdir denir. Bu integral

/X fp = /X Frdp— /X fdp

reel sayisidir. X iizerinde p 6lgiisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi
L=L(X,A, pn)ile gosterilir.

Teorem 2.98 (X, A, i) bir 6l¢ii uzay1 ve f € M (X, A) olsun. Bu taktirde
felLe|flel

dir ve bunlarin biri gerceklendiginde

/deu‘ S/X!fldu

Teorem 2.99 (Tchebichev Esitsizligi) (X, A, u) bir 6lgii uzayr ve f : X —

[0, +00] fonksiyonu ol¢iilebilir olsun. « > 0 igin

olur.

A, ={reX: f(z) > a}

denirse ) )
WAy <2 [ pau<t / fdp
(6% Ag a Jx
dar.
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Teorem 2.100 (X, A, i) bir 6lgii uzayi, f ile g X iizerinde integrallenebilen reel

degerlifonksiyonlar ve o herhangi bir reel say1 olsun. Bu taktirde

() afeLve f+geL
(i) [y afdu= o[, fdu
(iil) [ (f +9)du = [ fdu= [ fdp+ [y gdpu

dir.
2.6 L,(Q2) Uzay:

Tanim 2.101 (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere Q C X = R”

bolgesinde tanimli ve
[ @) < oc
Q
ozelligine sahip olciilebilir f : @ — R fonksiyonlar sinifina L, (€2) uzay: veya 2 bol-

gesinde p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 denir. L,(€2)

uzayl

HMMmZWM:(AU@WW@0W<w

seklindeki norm ile tanimlanir. Buradaki || f||, gosterimine f fonksiyonunun L,-

normu denir.

2 bolgesinde hemen her x icin f(x) < M olacak sekilde bir M sabiti varsa
f fonksiyonuna hemen hemen heryerde sinirlidir denir. Boyle M sabitlerinin en
biiyiik alt sinirina da |f| nin © bolgesindeki esas supremumu(esash sinir1) denir

ve

esssup |f(x)| :=inf {K : |f(z)] < Kh.h.x € Q}

e
seklinde gosterilir. ) bolgesindeki hemen hemen heryerde sinirhi f fonksiyonlar:

ile tamimlanan uzay L°°(Q2) seklinde gosterilir. Buna gore bir f fonksiyonunun

L>®-normu

[ flloo := ess sup | f(x)
=9
olarak tanmimlanir.

Teorem 2.102 (Young esitsizligi) 1 < p,q < oo, % - % =1 ve Va,b > 0 i¢in

alP b
ab < —+ —
p q
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olur.

Teorem 2.103 p <1 ve a,b € R olmak tizere,
ja + 0" < 277 (laf” + [o[7)
olur.

Teorem 2.104 (Holder esgitsizligi) 1 < p,q < oo, % + % =1lvefell ge Ll
ise fg € L' olur ve

/ F@)g(@)ldu(z) < [ Fllle

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.105 (Minkowski esitsizligi) Eger f,g € LP ve 1 <pise f+g € L

olur ve

1F+glle < [1fllp+ llglls

esitsizligi saglanir.

Holder teoremi ve Lebesgue integralinin ozellikleri gozoniinde bulunduruldugunda
LP,1 < p < oo, nin bir vektdr uzayr oldugu goriiliic. Bununla birlikte || f||,; L?

iizerinde bir normdur ve

1. Tanimdan || f][, > 0

2. || fll, = 0 ise hemen hemen heryerde f(z) =0

3. Nlecfllp = lalll £l
AN+ glly < 11y + 171

ozellikleri saglandigindan LP; 1 < p < oo, bir normlu uzaydir.
Teorem 2.106 L,, 1 <p < oo, uzayl
/p
ity = [ 1rpan)
normu altinda tam ve dolaysiyla Banach uzayidir.

Tanim 2.107 f, ve f fonksiyonlarn LP uzaymin elemanlari olmak iizere; (f,)
dizisi f fonksiyonuna p. mertebeden yakinsaktir < V > ¢ > 0 i¢in dng € N 6yleki
Vn > ng icin || fn — fll, < e
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Bu yakinsaklik ¢egidine LP de yakinsaklik da denir. Burada p > 1 olup,
U= o= [ 15~ Pan)
Q

(fn) dizisinin f fonksiyonuna LP de yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart

dir. Buna gore,

lim,, o0 || f — fll, = 0 olmasidir.

Tanim 2.108 (Zayif LPuzayi) f, R" iizerinde 6lgiilebilir fonksiyon ve 1 < p <

oo olsun. Zayif LP uzayi
L (R™) = {f : | fllp.oo < 00}
bigiminde tanmimlanir. Burada, f nin yari normu C' > 0 sabiti i¢in
[fllpoo :=sup A[{z € R" : |f (z) | > A} | < C
A>0
ile verilir.
Uyar1 2.109 1 < p < oo, LP(R") & L»* (R") oldugu kolayca goriiliir.

Tanim 2.110 ((p, q) tipli operatdr) T, bir altlineer operator ve 1 < p, ¢ < oo
olsun. Eger T, L, (R™) den L, (R") ye smirh bir operator ise T', zayif (p,q)
tipindendir denir. Yani herhangi bir A > 0 ve f € L, (R") i¢in

n ¢ !
(o 11 (@) > 2} < (S, ) (229
olacak gekilde bir C' > 0 sabiti vardir
f e L,(R") igin

1T fllg < ClIFl (2.24)

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti varsa 7', L, (R™) den L, (R™) ye sinirh operatérii
(p,q) tipindendir denir. Burada ve asagida ||f|, = ||fllze@®n), f(z) ile f(x)

fonksiyonunun LP normunu verir.
p = q oldugunda ve T operatorii (2.23) ile (2.24) i, tanimladig1 zaman, T nin de

(p, p) zayif tipinden oldugu sdylenir. Ayrica (p, q) tipli operatoriiniin zayif (p, q)
tipinden oldugunu goérmek kolaydir. Fakat tersi tam olarak dogru degildir.
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2.7 Agirlikli Norm Egitsizlikleri

Bu boliimde Teorem 3.6 de belirtilen sonuclar: daha da genel olan
(R™,w (x) dzx) Olgiilebilir uzaylarina genigletecegiz. Burada w, R™ de negatif ol-
mayan lokal integrallenebilen fonksiyondur ve agirlik fonksiyonu olarak adlandirilir.
Notasyona uygunluk acisindan bu boliimde M Hardy-Littlewood maksimal opera-
toriiniin tanimi i¢in (3.3) ile gosterilen ifadeyi kullancagiz. Ashinda, (3.4) den M”
maksimal operatorii temel olarak M ile aymidir. Simdi A, agirhklarnin tanimi

verelim.

Tamim 2.111 ((1 < p < oo)igin A, agirliklar1 ) w(z) <0 ve w (z) € L}, (R")

loc

olsun. Asagidaki egitsizligi saglayan bir C' > 0 sabiti

s <ﬁ /Q w () dyc) (|712| /Q w(2)7 dx)pl <c (2.25)

1 <p < ooicinw € A, denir. Burada ve asagida, 1/p+1/p’ =1 dw. C >0
olmak fiizere

Mw (z) < Cw (z) (2.26)
esitsizligi saglaniyorsa w € A;. (2.25) veya (2.26) de goriinen C' sabitine w nin A,

sabiti denir.

Uyar1 2.112 w € A; olmasi i¢in gerek ve yeter sart C' > 0 ve herhangi ) kiibii
icin
7,
— | w(x)dx < Cinfw(x). 2.27
gl )@@ < Cinfo@ (227

Burada ve agsagida, inf ile temel infimum olarak diisiiniilecektir. Dahasi, 1 < p <

oo ve w € A, i¢in, A, sabiti C' < 1 oldugu kolayca goriiliir. Aslinda, her bir @

kiibii i¢in
1= i/cu(x)l/pw(a:)_l/pal:z:
Ql Jq
1 1 1) VP
< — | w(x)dx —/wxl_p,dm>
{<|@1/Q @) (1 L }
< or
seklindedir.

Simdi A, agirhk fonksiyonlarinin baz 6zelliklerini verelim.
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Onerme 2.113 ( A, agirhiklariin (1.) 6zellikleri) i. A

ii.

iil.

p S AL IF1I<p<

q < oo.
1 <p<ooiginw € A, gerek ve yeter sart w ()" € Ay

wp, w1 € Ay ise 1 < p < oo icin wow%_p < A,.

iv. (1 < p < o0) olmak iizere w € A, ise herbir 0 < ¢ < 1 i¢in w® € A,,.
v. (1<p<o0)iginwe A,iseVfe L. (R") igin
1 p
(g Llr@le) w@<c [ rops@a @2
vi. (1 <p<o0)icin w € A, ise herhangi bir § > 1 i¢in C (n,pd) sabiti vardir
oyleki her bir Q kiibii igin, w (6Q) < C(n,p,86)w (Q). Ozellikle, § = 2
alinirsa A, agirhklar cift kosulu saglar.
vii. (1 <p < o0)icin w € A, ise herhangi bir 0 < a < licin 0 < f < 1 vardir
oyle ki herhangi 6lgiilebilir £ C @ i¢in |E| < a|Q| ve w (F) < fw (Q).
ispat.

i. p > 1 i¢in Tanim 2.111 ve Hélder egitsizliginin direk sonucudur. p = 1

ii.

oldugunda ise (2.27) den

(i [t ) "o supes ()"
- ()
Sc(ﬁ/cgw(x)dx>_ .

Digerm taraftan, |z|* € A, olmasi icin gerk ve yeter sart —n < a <n(p—1)
oldugundan (bkz Onerme 4.6), A, # A, olmadigim elde ederiz.

(p—1)(p' — 1) =1 oldugundan herhangi bir @ kiibii igin

(5 o)y o )
) Kﬁ/f@) daf) (ﬁ/czw(x)l"" dx>p }

< P!

oldugu goriiliir.
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iii. Herhangi bir @ icin , (i = 1,2) w; € A; oldugundan ve (2.27)

wi (2)7" < supw; (z) 7! < <infw,» (x)) B <C (“”‘ (Q))_l (2.29)

4] 7€Q Q|
elde edilir. 2.29 den,

(ﬁ/cgwo () e ()7 dm) (ﬁ/@wO (@) w (2) da:)p_l <C

sonucunu verir.

iv. p =1 i¢in , Holder esitsizligi ve (2.27) den

ﬁa/Qw(x)gd:c < (W%/QUJ(:C) dx)6 < (Czileléw (@)8 = Cinfw (z)°

oldugu goriiliir. Benzer olarak, 1 < p < oo icin Tanim 2.111 ve Hoélder

esitsizliginden iv. sonucu elde edilir.

v p=1igin, (2.27) den
1 1
EjévwmmM@wzéu&mwﬂjéw@Mx
goKmenmggww>

gqéumwwwx

elde edilir. 1 < p < oo oldugunda ise Holder egitsizliginden

1
Rjéuwwx
—ﬁéwmwwwwwm

< (ﬁ/@lf(x) P () dx) 1/p (ré'/Qw(x)l_p, dx> (p—1)/p

S@MG%AV@WM@MYMG%Ay@MQ*”

olur.

vi. Eger (2.28) te @ ile 0Q) ve f (z) ile x@ () nin yerlerini degistirisek vi. sonu-

cunu elde etmisg oluruz.

vii. (2.27) de S = Q\E ve f () = xS (x) olsun. Bu durumda
S p
(%) w(Q) < C’/Sw (x)dx.
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Buradan

(1-are@ = ( —%)pw@) sc(/Qw<x>dx—/Ew<x>dx)
C > 1 (bkz Uyan 2.112),

o) s T @),

Buradan = (C — (1 — «)”) /C oldugunda vii sonucu elde edilmis olur.

Siradaki teorem ile A, agirlik fonksiyonlarini ¢ok énemli ve kullanigh olan

bir 6zelligi verilecektir.

Teorem 2.114 (Ters Holder esitsizligi) 1 < p < oo i¢in w € A, olsun. Bu
durumda herhangi bir () kiibii i¢in sadece p ye bagh olan € > 0 ve C, w nin 4,

sabiti olmak lizere

(IQLI /Q W(x)lJradx)l/(Hg) < Tg| /Q w(z)dz (2.30)

esitsizligi saglanir.

Ispat. @ belirlenmis kiip olsun, Uyari 3.10 de Q fizerinde w i¢in Calderon-

Zygmund parcalanisi uygulanirsa

{wW(@)/IQI =X <A < <A <...}

olur her bir \* i¢in {Q}.;} ayrik kiipler dizisini elde ederiz, dyle ki
w(z) < A\ for z ¢ Ay, = UQM

ve

1
A < T w(x)de < 2"\
|Qkﬂ| Qk,i

seklindedir. App1; > Ag igin ve her Qr41; igin Qp4q; kiimesi ya Qy; veya bazi ¢
indisleri i¢in ()y; nin alt kiibiidiir. Buradan
1
|Qk+17j’ < )\—/ W(l’) dx
k+1 Qrkt1,j

= @i 1 w(z)dx

M1 |Qril Qi1

Qri 1
: w(x)dx
Nt | Qr il Qn.j (@)

Ak
)\k;-|-1 |Qk‘,l | °

< 2"
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Bundan dolay1

7'|
elde edilir. Belirlenmis o < 1 igin {\z} dizisini 2"A\;/A\r11 = « gibi segbiliriz.
Buna denk olarak A, = (2"/a)" \y. Buradan

A
|le N Ak+1‘ < 2n)\ .
E+1

|Qki N Apia| < o Qpal-

elde edilir. Onerme 2.113 vii. den,0 < # < 1 vardir éyleki

W (Qri N Agy1) etaw (Qr;) -

i indis li terimler toplamirsa, w (A1) < fw (Ax) oldugu elde edilmis olur, buradan
w (A1) < B0 (Ao)

Benzer olarak |A;. 1| < a|Ag| ve |[Ari1| < a¥|Ag|. Buradan

H T A
elde edilir.
/w(x)Hde :/ w(x)1+€dac+i/ w(z) e dx
Q QAo jo=0 M\ At
< ANw(Q\ Ag) +Z)\ WA\ M)
<A (w(Q \ Ao) + 3 (2"/04)(“1)%%(/\0))
k=0

< )\3( (Q@\ Ao) + (2"/a)* > [(2"/a)B A0)>.
k=0
(2"/a)f B < 1 olacak sekilde bir € > 0 i¢in seri yakinsaktir. Buradan

/Qw(x)1+€dx < OXj (w(@Q\ Ao) +w(Ao))

-eljy o)y [

Boylelikle (2.30) denklemi elde edilir ve Teorem 2.114 in ispati tamamlanmig
olur. Teorem 2.114 in sonuclar olarak A, agirhk fonksiyonlarimin baz 6zelliklerini

verelim. m

Onerme 2.115 (A, agirlik fonksiyonlarimin (II.) dzellikleri) viii. (1 < p <
00) olmak iizere w € A, olsun. Bu durumda p — ¢ > 1 olacak sekilde bir

e>0i¢in w(z) € A,_..
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ix. 1<p<ooigin 4, =1, A
X. 1 <p<ooiginw € A, olsun. Budurumda e > 0 vardir dyle ki w(z)'*¢ € A,.

xi. 1 < p < o0 igin w € A, olsun. Bu durumda 6 > 0 ve C' > 0 vardir dyle ki
her bir @ kiibii ve £ C @ olacak gekilde 6l¢iilebilir £ kiimesi icin

WE) (1B
@ ><C<\@1) (2:31)

E

viii. ii. Ozelliginden w € A, ise w'™P € Ay.w'™ igin ters Holder esitsizligi

uygulanirsa

1 e s \ @) o RN
— [ w(x)"7? dm) < CP~ (—/ w(z) P da:) :
(|Q| /Q Q1 Jo

burada 6 > 0. Esitsizligin her iki tarafi |Q‘ fQ x)dx ile garpilirsa

1 1 , (P—l)/(H‘Q)
— d — (1=p)(1+6) g )
(a7 ) (g [ ‘) =¢

oldugu goriiliir. (1 —p')(1+6)=1—¢ denirse 1 < g < p i¢in w € A, olur.
Boylelikle vii. ozelligi € = p — ¢ i¢in elde edilmis olur.
ix. ix. Ozelligi i. ve viil. ozelliginin direk sonucudur. Gergekten, A, D |J q A

oldugunu i. ézellikten biliyoruz. Diger taraftan viii. den A, C |J q <p

X. w € A; olsun (2.30) denkleminden

1+e
ﬁ / w (@) de < (l%|/ w (x) dﬂf) < Cw(w)"*h.h.x € R".
Q Q

Buradan w(z)'*¢ € A;.
Eger p > 1 igin w € A, ise ii. den w(z)*? € A,.Teorem 3.16, kullanilarak

e > 0 olmak iizere

L 1+5 (L )1+s
|Q|/Qw( dx < C} ‘Q|/Qw(x)dx
1 —p’)(1+¢) L 1—p/ ) e
\Q!/ dngg(@‘/Qw(x) dx )

saglanir. Boylece

() i )

ve
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xi. 1 <p < ooiginw(x) € A, oldugundan 1+¢ ve (1+¢)/e i¢in Holder esitsizligi
kullanilir ise (2.30) dan

1/(1+¢)
/w(x)dm < (/ w(x)Hde) .|E’€/(1+5)
E E

1 1/(1+4€)
_ (_/w(x)l—&-sdx) |Q|1/(1+5)HE|5/(1+5)
Ql /e

C
< _/w(w)d$|Q|1/(1+s)HE’E/(lJrs)
Q| JE

‘E| e/(14¢)
IQI)

Boylelikle 6 = ¢/(1+¢) i¢in w nin (2.31) denklemini sagladigi goriiliirve ispat

- cwl@) (

tamamlanair.

Uyar1 2.116 w, R" de negatif olmayan lokal integrallenebilen bir fonksiyon ol-
sun. Eger w (2.31) denklimini saglarsa w € A, denir. xi. ozelligi gosteriyor ki
U1§p<<>o A, C As. Bununla birlikte U1§p<oo A, D Ay oldugu da ispatlanabilir.
Sonug olarak As = U<, Ap-

Tamim 2.117 (Hilbert doniisiimii) 1 < p < oo olmak iizere f € LP(E") olsun.

f(x) = pvl /+0<> Lt)tdt = lim5_>0+l/| &dt

TJeoo T m m—t\>e$_t

esas deger konvoliisyonu f nin Hilbert doniigiimii olarak adlandirilir. Buradaki
esas amacimz f nin varhgm gostermek ve 1 < p < oo icin LP de Hf = f
operatoriiniin siirekli oldugunu ifade eden Riesz’in klasik sonucunu elde etmek
olacaktir. Burada f, f ile % ¢ekirdeginin konvoliisyonudur. Fakat bu konvoliisyon
esas deger anlaminda alinmalidir, ¢linki % cekirdegi E? iizerinde integrallenebilir

degildir. 1 < p < oo ve f € LP olmak {izere

f(x) = limeo fo(x)

=2 M

T Jiz—t|>e L — t

yazalim,burada

ile verilir. Hélder esitsizliginden f.(x) in var oldugu gériiliir, ¢iinkii orijinin bir
1

e-komgulugunun diginda - ¢ekirdegi her ¢ > 1 igin L7 ya aittir. W. H. Young

teoreminden p > 1 olmak {izere eger f € L N L, ise f. € L7 dir.
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3 HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL OPERATORUNUN I,
UZAYINDA SINIRLILIGI

Bu boliimde Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii,Calderon-Zygmund

Parcalanisi, Marcinkiewicz Interpolasyon teoremi hakkinda bilgi verilecektir.
3.1 Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii

Harmonik analizde ¢ok 6nemli bir yeri olan Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonunun tanimini vererek basglayalim.

Tanim 3.1 (Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu) Kabul edelimki f, R"
de lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Her bir f € L}, (R™) ve z € R" igin

loc

f in Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu M f(z) asagidaki gibi tanimlanir.

Mf(z)=sups [ |f(x—y)ldy. (3.1)

n
r>0 1 Sy <r

Buna ek olarak, M ye Hardy-Littlewood maximal operatorii de denilebilir.

Bazen agagidaki maksimal fonksiyonlara da ihtiya¢ duyarnz. f € L} (R") ve

loc
x € R", i¢in

r>0

! = su -
M'f (x) = STTE] /Q(m) |f (y) |dy, (3.2)

burada ve agagida, Q(z,r) x merkezli ve kenar uzunlugu r olan kiibii gdstermek-
tedir. Ek olarak,F nin Lebesgue ol¢iisii |E| olarak gosterilmigtir. Daha genel

olarak ,

" = su i
M'f (x) = suprs /Q 1 () |dy (3.3)

burada supremum x’i igeren biitiin () kiipler veya yuvarlar iizerine uygulanmaigtir.

Hardy-Littlewood maksimal operatorii M icin agagidaki uyarilar: verelim.

Uyar: 3.2 (3.1) — (3.3), sadece n boyuta dayanan C;(i = 1,2, 3) sabitlerinin her
bir x € R" i¢in agagidaki gibi var oldugu kolayca goriiliir.

CoM f (z) < CiM'f (x) < CoM"f (2) < C3M f () (3.4)
Boylelikle, f in M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun M’ f M" f mak-

simal fonksiyonlari sabit farkiyla birbirlerine denktir.
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Uyar1 3.3 f € L},.(R") igin,M f(z) Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu R"
de diigiik yar1 siirekli fonksiyon ve R™ de 6lgiilebilir bir fonksiyondur.

(3.4) den, sadece M'f(z) i¢in 6nermeyi gostermemiz yeterlidir. Ashnda, her bir
A € R, i¢in E := {zeR" : M'f(x) < A} kiimesinin acik oldugunu gostermemiz
de ispatin tamamlanmasi i¢in yeterlidir. M’'f(z) tamimlamigindan biitin A > 0
icin F nin acik oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Denk olarak, her A > 0 icin
E¢:={x e R": M'f(x) < A} kiimesinin kapal oldugunu gésterelim.

Kabul edelim ki z;, C E° ve k — o0 i¢in xp — x olsun. Sadece r > 0 i¢in

gostermemiz yeterlidir.

e

F) <A 3.5
|Q (.fE,’l")| Q(ac,r)| ( )| ( )
Buradan her £ = 1,2, ..., i¢in Qr=Q(zx,7) ve fu(y) = f (¥) X0 a0, (y) denirse

Q (z,7) AQx = (Q (z,)\Qw) | (@:\Q (z,7))
olur. Boylece,

vk icin [fi(u) [ < [f ()] Jim fi(y) =0

olur. Lebesgue baskili yakinsaklik teoremini uygulanirsa, asagidaki denklemi elde

lim ,Q T / = (3.6)

ederiz.

Diger taraftan,
1
o1 | W) ldy =
|Q (Iv 7") | Qk

oldugu aciktir. Buradan

dy < / y) |dy
xr’/xr) ’ ’QSL’T’l Q(z,r)AQy <)’

1

1
—_— dy + A

k — 1 icin (3.6) dan (3.5) i elde ederiz.

dy < \.
|Q| lef(y)| y <

Uyar: 3.4 M Hardy-Littlewood Maksimal operatorii , L' (R") den L' (R") e

sinirli bir operator degildir.
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Sadece n = 1 durmunu diigiinelim. f(x) = xjo1;() olsun ve <1, i¢in

1 [ 1
ME @) o [ 1l = 5

Buradan - © 1
/Mf(a:)d:vz/ Mf(a:)d:vz/ —dr = o0
R 1 1 2

M,L*(R™) de sinirh bir operator olmamasina ragmen , zayif L'(R") uzay: igin

L'(R™) den LY*°(R") e tamimlanan zaman M operatorii sinirh bir operatordiir.

Lemma 3.5 (Vitali 6rtme lemmasi) E,R" de 6lgiilebilir kiime ve B d(B) <
oo olan ve E yi Vitali anlayisiyla orten B kiimelerinin bir kolleksiyonu olsun.
Herhangibir x € F i¢in x € B, olmak iizere B, € B var ise § > 0, n sadece
boyuta bagh ve By, Bs, ..., By, ..., B de ayrik yuvarlar olmak {izere

> 1Bl > BIE|.
k

Ashnda, agagidaki ispattanda goriilecegi gibi § = 57" almak yeterlidir.

Ispat. Il = sup{d(B) : B € B < oo} ve B, € B olacak sekilde secelim ve
d(B1) > il olsun. Benzer sekilde By = {B : B € B ve B(1B; = 0} ve
L =sup{d(B) : B € B1}; By € By igin d(B3) = %ll secebiliriz. By, B, ..., By, B

den olmak {izere yukaridaki gibi kiimeleri secelim.

k
B, = {B: B EBveBﬂ<UBj> :¢}
=1
olur ve I, = sup{d(B) : B € By}

Daha sonra By, € By, d(Bgi1) > %lk olacak gekilde secebiliriz. Boylece

B den By, B,, ..., dizisini agagidaki ozellikleri saglayacak sekilde se¢mis oluruz.
(i)By, Bs, . .., By, . .. ayrik;

(ii)d(Bjt1) > 3sup{d(B) : B € By} ve

Bk:{B:BEBveBﬂ<jQBj> =¢}

k=1,2, ... igin

Eger bu sekildeki ilerleme baz1 By, kiimeleri i¢in saglanmiyorsa bu B, = () oldugunu
gosterir. Bu durumda, her bir z € E, B, € B vardir 6yleki = € B, ve B,NBy, = 0,
1 > ko > k olmak iizere. Genelligi bozmadan, B, N B; = 0, oldugunu j =
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1,2, ..., ko — 1 icin varsayabiliriz. Bundan dolay1, d(By,) > 3d(B,) ve bu demektir
ki B, C 5By, dir. Burada 5By, i¢in By, yuvarini merkezi ayni kalacak sekilde beg

k
kat genislettigini (uzattigini) sdyleyebiliriz. Buradan, £ C |J 5B, i¢in

j=1
k k k
Bl < |U5B)| <D 5Bl <5" ) |Byl
j=1 j=1 j=1
oldugu goriilmektedir. Diger taraftan, >  |Bx| = oo oldugu agiktir. O halde,
j=1

By| < oo oldugunu gérmek yeterlidir. B; = 5By, ile gosterilsin.
g g y k g
j=1

Ec|]B; (3.7)
k=1

oldugunu aragtirahm. Burada B C |J Bj oldugunu gostermek yeterlidir. Her bir
k=1

B € Bigin ) |Bx| < o0, ve d(Bg) — 0, k — oo oldugunu elde ederiz. Burada,
=1

d(By,) < %CJZ(B) olacak sekilde ko vardir. Burada ko 1 bu ozelligi saglayan en
kiiciik indis olarak diisiinmemiz gerekmektedir. Bu durumda, B,, 1 < j < kg —
licin B; yuvarlari ile kesigir. Diger taraftan, d (By,) > 3d (B,) (3.7) goriildiigii
gibi B, C 5B; = Bj dir. Buradan

El<UBil <) 1Bil<5") Bl
k=1 k=1 k=1

olup ispat tamamlanir. m

Simdi M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin, zayif (1,1) tipinden

ve zayif (p, q) tipinden oldugunu gosteren Teoremi verecegiz.

Teorem 3.6 f, R" iizerinde oOlgiilebilir fonksiyon olsun.
(a) 1 <p<ooicin f € L, (R") ise hemen her z € R" i¢in M (f (x)) < oo olur.
(b) Herhangi bir A > 0 ve f € L' (R") i¢in
" C
[{z € R": [Mf ()| > A} < I flls

olacak sekilde bir C'= C(n) > 0 sabiti vardur.
(¢) Herhangi bir f € LP (R") ve 1 < p < o0, i¢in [|M f]l, < C||f]l, olacak gekilde
bir C'= C(n,p) > 0 sabiti vardir.
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Ispat. Acikca goriiliiyor ki,(a), (b) ve (¢) mn sonucudur. Dolayisiyla sadece (b)
(c) icin ispat etmek yeterlidir. Oncelikle (b) yi diigiinelim. Her bir A > 0, icin
Uyar 3.2 den

Ey={zeR":Mf(x)> A}
kiimesinin acik ve olgiilebilir kiime oldugu goriilmektedir. By Tamim 3.1 den
x € E) i¢in x merkezli B, yuvarn vardir ¢yleki

1
|B:| Jp,

1f (y) |dy > A
dir.Buradan her x € F), i¢in;
1 1
B.l5 [ 15 @)1y < Il < o0
Bg

dir.

Boylece, B = {B, : * € E,} seklinde olursa FE) kiimeleri B yi Vitali
amlaminda Orter. Lemma 3.5 den, By, Bs, ..., By, ... kiimeleri B kolleksiyonunun

ayrik kiimeleri geklinde segebiliriz,
> IBil = BIE)|
k

olur. Buradan

LEDSEIEES Sy IO
k k k

=5/, e

1
SIS

IN

elde edilir.

Simdi (c) yi ispat edelim. Agik¢a goriiliiyorki p = oo i¢in (¢) saglamir. O
halde 1 < p < oo olsun. f € LP(R") ve herbir A > 0 i¢in f = f; + fo olsun.

_J @), for [f(2)] =
fi )_{o ,for |f(z)] <

o> N>

f1 € LY(R™) oldugunu gérmek kolaydir. Buradan

’f(x)|§|f1(x)|+% and Mf(a:)SMﬁ(x)‘f‘%
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elde ederiz. Boylece, (3) dan zayif (1, 1) tipi i¢in M sinichdir.
|Ex| = {z e R": M f(z) > A}
A
< |{xeR":Mf1(x)>§}|
2p
A R'VL
20

== 1 (@)lde,
{z R™|[f(z)[>3}

| /\

| f1 (x) |dx

burada g Lemma 3.5 de oldugu gibi bir sabittir. Boylece

[ orr@yas
—p [ 0By

oo B 2@
< i gt dx | dA\
- p/o ( A /{x R f ()22} S x)
2|f(z)
<o [ @I [T wan)a

- pwpl o

olur. Boylece Theorem 3.6 ispatlanmig olur. m

Zayif (1,1) tipii¢cin M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin sinirhiligt

icin Lebesgue diferensiyelleme teoremini verelim.

Teorem 3.7 (Lebesgue diferensiyelleme teoremi) f € L}

her x € R"
| )dy =
T%IBSMI/M) y=f(z)

burada B (zr), x merkezli, r yaricaph yuvarlar: gostermektedir.

L. (R™) olsun. Hemen

Ispat. Herbir R > 0 ve fxBo.r) € L'(R") icin

L (f) (@) = o

_ d
B Jon’ VW

ve

A(f) (&) = TnL, (f) (¢) — L, (f) (x)

r—0 r—0

olup buradan

A(f) (x) < 2 sup|L, (f) (z) | = 2M f (x)

r>0
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elde edilir. Her bir A > 0 igin
Ey(Af)] =z € BR* :A(f)(x) > A} =0 (3.8)

oldugunu gosterelim. Her ¢ > 0 i¢in f = g + h seklinde yazabiliriz, burada g
kompakt (desteleyeni)support ile birlikte siirekli bir fonksiyon ve [|h||, < ¢ dir.
Boylece
A(f) (x) < A(g) () + A(h) (z) = A(h) (2)
ve
[Ex(Af) | < [Ex(Ah) | < [Ex (M) |
oldugu goriiliir. Theorem 3.6 (b) den,
2Ce
A
elde ederiz. Buradan, keyfi ¢ igin (3.8) goriiliir ve (3.8) , lii%LT (f) (z) limitinin

hemen her x € R" i¢in var oldugunu gosterir.

2C
By (AN)] < = Il <

Diger taraftan, integralin siirekliligini kullanarak,

. 1
—ngnB@mﬁL¥ﬂf@nw—f@>m
1
= lim Rnr o [f (@ —y) = f(2)] dy| du
<l ] fo @0 = F @) dy =0

elde edilir. Boylece {ry} alt dizisi vardir ki & — oo i¢in rp, — 0

lim L,, (f)(x)=f(z) foraexeR"

k—o0

Ciinkii klim L, (f)(x) exists for a.e z € R", thus
— 00

1
lim———— fly)dy=f(x) aexecR"
PHIB ()| ST W

dir. Ispat tamamlanmig olur m

Uyar: 3.8 (3.1) - (3.3) denkliklerinden agik¢a goriiliiyor ki, Teorem 3.7 nin sonuglar

B(z,r) yerine x i iceren Q(x,r) alinmasi daha genel olurdu.
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3.2 Calder6n-Zygmund Parcalanisi

Lebesgue diferensiyelleme teoremi uygulanarak R™ in parcalanisi hakkinda
bilgiler verelim. Bu yéntem Calderén-Zygmund parcalanigi olarak adlandirilir ve

harmonik analizde ¢ok kullanilir.

Teorem 3.9 (R" de Calder6n-Zygmund Parcalanisi) f negatif olmayan R”
de integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Belirli bir A > 0 i¢in, {Q;} ayrik diyadik
kiiplerin dizisi olmak iizere (Burada ayrik kiimeler derken kiimelerin ig noktalar

kiimelerinin ayrik olmas1 kastedilmistir.)

(i) f(z) <Ahh x ¢ JQs

Ispat. f € L' (R") oldugundan, R, i birbirine esit ve i¢ noktalar kiimeleri ayrik

1
Q
olacak gekilde ifade edebiliriz. @’ belirlenmis, agdaki herhangi bir kiip olsun. Bu

olan kiiplerin ag1 olarak

kiibii 2" tane esit kiibe bolebiliriz ve bu kiiplerden birine ) diyelim. Buradan

Durum 1. .
Q7 o (x)dx > A
Durum . .
o Quf(x) dr < A\
seklinde iki durum ortaya cikar. Durum 4. den
A< |C§”| o f(x)de < 2—n1|Q/| o (x)de < 2"\

elde edilir. Buradan, Q)" kiimesini daha fazla bolemeyecegimiz icin, Q”, {Q;}

seklinde bir dizi olarak secilir.

i1. durumunda Q" kiimesini 2" tane esit kiiplere bélmeye devam edilirse 4.
durumunda oldugu hale geri doneriz. Buradan i. durumunda oldugu gibi {Q;}
seklinde kiimelerin dizisini elde ederiz. Teorem 3.7 den

1
f(x) = lim@/ f(x)de <X hhxe UQj.
@ j

Q>
Q=0
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elde edilir. Buda ispat1 tamamlar. m

Uyar1 3.10 R" in yerine )y kiibiinii ele alirsak, 0y kiimesinin Calderén-Zygmund
parcalmgida f € L'(Q) ve A > 0 olmak iizere, R" in Calderén-Zygmund
parcalimginin benzeridir. Buna ek olarak, f € LP (R") (p > 1) icin benzer bir

parcalanis da elde edebiliriz.

Calderon-Zygmund parcalaniginin R" {izerindeki bir bagka uygulamasida Hardy-

Littlewood maksimal operatoriiniin L! de smirliligr icin kullanilabilmesidir.

Teorem 3.11 f € Ly (R") olsun. Bu durumda

|f (z) [log™ | f (z) |dx < oo,
Rn
saglantyor ise M f € L}, (R").
ii. suppf C Bve Mf € L' (B) ise
/ |f (z) [log™ | f (z) |dx < oo,
B

dir. Burada
log |[f (z)],[f (z)[>1

10g+|f(x)|={ 0.1f (2)] < 1.

seklindedir.

Ispat. Maksimsal operatir icin iki egitsizlik vererek ispata baglayalim.

|{xeR”:Mf(x)>2A}|g§/ \f (2) dx, (3.9)
{z:] f(@)[>A}
ve
]{xeR":M”f(x)>)\}\2§/ f () de. (3.10)
{z:[ f(z)|>A}

(3.9) ve (3.10) de goriilen C sabiti sadece boyuta baghdir. Ashnda, (3.9) Teorem
3.1 in ispatinda da goriilmektedir. (3.10) ise R™ {izerinde Calder6n-Zygmund
parcalanigin1 kullanarak Theorem 3.9 deki A > 0 i¢in {Q;} kiiplerin dizisini ele
alirsak

1
A< — |f () |[dz <27\,
Q5] Jg,
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ve f(z) < Ahh. z ¢ |JQ, oldugu goriiliir. Buradan x € Q; igin M" f (x) > X ve
J
|{xe;Rn:A44f@»:>A}|>)§:ij

1
2\ St p@on

| \/

|f () |dx

sonucu elde edilir. Teorem 3.11 nin ispatina geri dénelim. Ilk olarak teoremin (i)

sikkini diigiinelim. Herhangi bir K C R" kompakt kiimesi i¢in (3.9) den
/Anuwmz/"uxeK;Mﬂm>AHw
K 0
:/12erK:Mf@ﬁﬁMHw

<2 A”KuxﬁlexerMﬂ@>AHw}

*C
<2 K|+ [ = dzd\
/(@)
- {|K|+c r@l [ @dx}

K1+C [ 17 (@) llog"If (o) o}

< o0

yazilabilir. Buradan 7. sonucunu elde ederiz. 4. icin, genelligi bozmadan, B
kiimesinin ¢apini R olarak diiglinebiliriz. B’ ile B ile aym merkezli cap1 2R olan
yuvari gosterelim. Her bir 2’ € B’\ B, 2’ noktasinin simetrigi olan € B noktasini

ele alahm. Bu durumdar > 0, B (2/, r)ﬂB C B (x,10r) oldugu goriiliir. Buradan,

1
S - dy = )|d
B@ ] Jown T WY = B |/ y)Idy
—_— d
=¢ |B<'10r>\/ ,mr)‘ (v) Iy
< C,Mf (z)

oldugu gériiliir. Buradan her bir 2/ € B'\Bigin M f (2') < C,,M f (x). Yukaridaki
esitsizliklerden, M f € L' (B’) oldugunu gormek kolaydir. Diger taraftan, her bir
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x € R"\B', r < R oldugunda

d—O
|er|/w v)ldy

oldugu destek (support) kiimesinin 6zelliginden elde edilir. Buradan M f, R"\ B’

tizerinde siirhdir

1
Mf(z) < |HfH1, herbir = € R"\B’

| B (, R)
oldugundan M f (z) — 0 ; as |x| — oo. oldugu agiktir. Boylece, her bir Ag > Oigin
{r € R": M f(x) > Ao} kiimesi yuvarlar tarafindan kapsanir. Bu yiizden

I= / Mf (z)dr < oo
{z€R™": M f(z)>Xo}

dir.e \g = C,, alirsak,
12/ {z € R™: Mf () > A} d\
CTL

oldugu goriiliir. Diger taraftan, (3.4) ten her bir x € R igin M f (z) > C,M" f (z).
= \/C,, seklinde gosterirsek (3.10) den dolay:

Hr eR": Mf(x) > A} >{zeR": M"f(z) > \}

C
= (@) da
{z€:|f(x)[>A"}
cCy
-5 £ (@)ldo
{z:Cn|f(2)[>A}

oldugu goriiliir. Yukaridaki iki egitlikten dolay1

1>/ CC/ (2) |dz
n {z:Cnf(z >)‘}

Culf@) g\
-ce, [ e y/ Sda

= CC | 1S (@) log® | (2) o

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanms olur. m

Calderon-Zygmund pargalanmiginin R™ {izerinde bir diger énemli uygula-
masi ise fonksiyonlar iizerindedir. Bu ise harmonik analizin énemli araclarindan

biridir.

Teorem 3.12 (Fonksiyonlar i¢in Calderon-Zygmund parcalanigi) f, R" de

negatif olmayan ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Belirli her bir A > 0 i¢in
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{Q,} ayrik diyadik kiiplerin dizisi ve g; b fonksiyonlar1 vardir oyleki
(1) f(z)=g(@)+0b(x);
(77) |g(z)| < 2"\ h.h.x € R™;
(ii) lglly < CAPTH|f[ls for 1< p < oo
(w) b(z) =0, a.ex € R"\UQj;
J

saglanir.

Ispat. Her bir f ve A > 0 igin R" iizerinde Calderon-Zygmund parcalanigini
uygulanirsa, {Q;} ayrik ve diyadik kiiplerin dizisini elde ederiz. Buradan

f(x)<Ahh z¢€ R”\UQj;

J
1
1@l < 3l

ve

1
A< — f(r)de <2"\, j=1,2,....
|QJ| Qj

oldugu goriiliir. Simdi g (z) ve b (z) fonksiyonlarini agagidaki gibi tanimlayalim.
/() xGRWUQJ
Q]fQ r)dr, Z’EQ],j—l,Z,...,.

ve

0 ,.TER”\UQJ

——fQ r) dz, IEQ],j—12
Buradan f(z) = ¢g(x ) + b(x), olur ve b nin tammindan (iv) ve (V) siklarmin

b(z) =

saglandigr goriiliir. Bununla birlikte, g nin tanimindan, (i7) sikki da saglanir.
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Son olarak, F' = R"\ |JQ; olarak gosterilirse
J

lgll? = Z / ) d + / g(2) " g (2) do
<L [ fwdeen [ 1@

(2")) “Z f dx+)\p1/f

< OX7 1Hle-

oldugu goriiliir. Boylelikle (iii) de ispat edilmig olur ve Teorem 3.12 in ispati

tamamlanmig olur. m
3.3 Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi

Belirtmeliyiz ki Hardy-Littlewood maksimal operatorii M nin L” de sinirliliginin
isapati icin sadece M nin L' ve L*™ smirhhgim kullandik. Bu calismalar bize
benzer bir problemi daha genel altlineer operatorler icin diigiinmemiz gerektigi

fikrini veriyor.

Teorem 3.13 (Marcinkiewicz Interpolasyon teoremi) (X, u) ve (X, ), )
o¢liilebilir uzaylar ve 1 < pg < p; < oo igin 7', (po, po) ve (p1,p1) icin zayif tipli
altlineer operator olsun. Bu durumda, her bir A > 0 and f icin Cy, C; > 0 vardir

@ v (e e X 71> 20 < (L)
@) (o€ X 171> ) < (Flilan) forpi <o

saglanir. Eger p; = oo ise zayif tip ve giiclii tip tanimi ayn1 anlama gelir.

1T flloo < Collflloope

Buradan T ayn1 zamanda py < p < p; i¢in (p, p) tipindedir. Her bir f € L? (X, v)
icin C' > 0 sabit sayilar1 vardir oyleki

( Jae |pdu)'l’sc( 1@ |pdu)‘l’

ifadeleri saglanir.
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Ispat. f e LP (Xpu) ve A > 0icin f (z) = f* (z) + fx (x) olsun. Burada

Ay = ) F @), for [f(2)[> A,
@ {o , for |f(z)] <A

seklindedir. Buradan f* € LPo (X, u) ve fy € LP* (X, p). Bununla birlikte

Tf ()] <ITF(2) |+ T ().

Durum I : p; < oo ve (i = 1,2) igin T nin zayif (p;, p;) tipli olmasindan

v({zeX |Tf ()] >A}) SV({xGXZ‘TfA(‘”)b%})

+ u({xexz\Tf;(;(;”> %})
C Po C p1
< (L )+ (S8) - 10

oldugu goriiliir. (3.11) den
/ |Tf () |Pdv = p/ Ny (o e X |Tf(x)] > A})dA
be 0
< 9 Cop / Ap-mo-1 / I (2) [Podp () A
0 {zeX:|f(z)|>A}
L / yoomet / I (2) [P dp () dA
0 {(wEX:|f ()| <A}

|f(z)
<oC [ If @ [T i)
X 0

Loy / f (@) P / NP LN dp ()
X \

f(@)]
21700 2p1C
_ Zlw / f (@) [Py + 2P / f (@) [Pdu
P—Do Jx P—D01 Jx

=6, [ 1f @ Pau

oldugu goriiliir.
Durum II: p; = co. Bu durumda, o = 1/ (2C) geklinde belirlersek,

V({a:EX:|Tf(ﬂ7)|>)\})§V({x€X:|Tfa>\(x)|>%}>
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ve

/ T (2) Pdv < 2°Cop / oot / F (@) [Podye () A
X 0 {zeX:|f(z)|>A}
1f(=)

:2p000p/X|f($) |P0/0 “ AP Ndp ()
=C Pdu.
[ 17 @ P

oldugu elde edilir. Buradan Teorem 3.13 in ispat1 tamamlanmig olur. m

Marcinkiewicz enterpolasyon teoreminin bir uygulamasi olarak agagida M,
Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin {izerinde Fefferman-Stein egitsizligini

ispatlacagiz.

Teorem 3.14 (Fefferman-Stein egitsizligi) 1 < p < oo olsun.R™ de negatif
olmayan ve olciilebilir her bir ¢ (z) ve f icin C' = C,,, sabiti vardwr dyle ki

[ atr@rewdr<c [ 17w P ds (3.12)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Genelligi bozmadan, = € R" and M (x) > 0 olmak iizere h.h.y Mo () <

oo oldugunu varsayabiliriz. Buradan
du(z) = My (x)de ve dv(x) = p(z)dx,

Marcinkiewicz Interpolasyon teoreminden (3.12) esitsizligini elde etmek icin M
nin (L (u), L (v)) ve zayif (L™ (u), L (v)) tipli oldugunu géstermek yeter-
lidir. Simdi M nin (L> (p), L™ (v)) tipinde oldugunu gosterelim. Gergekten,eger

| llcye < aise
/ Mg (2)dz = ({a € R |f (2) | > a}) = 0
{z€R™:|f(z)[>a}

dir. Her bir z € R™ i¢cin Mg (z) > 0 oldugundan,

| {z e R":|f (x)] > a}| = 0 oldugunu elde ederiz. Buna denk olarak, h.h. z €
R"™ i¢in |f (z)| < @ dir.Buradan hh.x € R” igin Mf(z) < a. Boylelikle
| M flloo,r < a oldugu goriiliir. Buradan, | M fllec,, < || f]cc,. 0lur.

M nin zayif (L' (p); L' (v)) oldugunu ispatlamadan énce asagidaki lem-

may1 verelim.
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Lemma 3.15 f € L' (R") ve A > 0 olsun. {Qy} dizisindeki kiipler A > 0 olmak

tizere f icin R” {izerinde Calder6n-Zygmund pargalinigindan secilirse,
{weR": M'f(x) > 72} | @i,
k
oldugu elde edilir. Burada Q) = 2Q); ve
[{z eR": M'f (x) > T"A}] < 2" ) |Q4l.
k
saglanir.

Ispat. = ¢ |JQ; olsun. Bu durumda z merkezli her @ kiibii i¢in iki durum
K
vardir. Eger Q C R™\ |JQy, ise
K

7,
= 1 @)de < A
QI Jo
Eger bazi k indisleri icin Q N Qy = 0 ise Qp C 3Q oldugunu gérmek kolaydir ve

UJ{@r: Qun@Q # 0} C 3Q.
k

Buradan F' = R"\ | J Q oldugu goriiliir. Buradan
k

z) |dx z) |dx ) |dx
LU(H séwu<ﬂ + Y [

QkNQ#D ¥ @k
<ANQI+ D 2"AQ)|
QrNQ#D
< AQ|+ 2"A3Q)]
< TMAQ

Boylelikle her bir = ¢ |J Q; icin M'f (z) < 7"\ ve
k

(e e R : M'f(2) > T'A} < 2° 3 |Qul <
k

¢ Jar

ZQnZ’Qk’-
3

oldugu elde edilir. =

Simdi zayif (L' (i), L' (v)) tipi igin ispata geri dénebiliriz. Her bir A > 0
ve f € L' () igin

/ p(z)de =v({z e R": M f(x) > A})
{zeR™: M f(z)>)\}
C
<S [ @i @) de
RTL
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boyle bir C' sabiti bulmamiz ispati tamamlayacaktir. f € L!'(R") oldugunu

diigiinebiliriz. Gergekten, fi = |f|xB(ox) olacak sekilde alirsak z € R” ve k =

1,2,... igin f;, € L' (R™) oldugu goriiliir. Bununla birlikte klim fr(z)=|f(x)]
— 00

(3.4) den,Vo € R" i¢in M f (z) < ¢, M'f (x) bir ¢, > 0 vardir. N = =

cn T

olmak {izere f i¢in R" iizerinde Calderén-Zygmund parcalamsi uygulanirsa {Qy}

kiip dizisi

2) |dz < 2N
|Qk’ Qk

ifadesini gercekler. Lemma 3.15 den,

/ o (@) dr < / o (2) ds
{x€R™:M f(z) >} {z€RM: M/ f(z)>Tn N}

<[ vwa<y [ p@a

Ue;
k

< ; (@ o ¢ (x) dx) (Apime /Qk If (v) ’dy>
:Cﬂnz;ék <Qbék(@¢ady

n14n 17
< [ o)

oldugu goriiliir. Buradan, M zayif (L' (), L' (v)) tipindedir ve py = 1 ve p; =

icin Teorem 3.13 uygulanarak Fefferman-Stein esitsizligi elde edilir. m

Marcinkiewicz enterpolasyon teoremi 7' altlinear operatoriiniin indislerin
iki ucunda zayif sinirliliga sahip ise, indislerin iki u¢ noktalar1 arasindaki biitiin
noktalarda 7" aym zamanda giiclii simirhihiga da sahiptir. Asagidaki sonug alt lineer
T operatoriiniin herhangi bir indis noktasinda zayif sinirliligi var olmasinin bu
noktadan daha kiiciik olan her indis noktasi icin giiclii sinirhihigina sahip oldugunu

gosteriyor.

Teorem 3.16 (Kolmogorov esitsizligi) 1 < p < oo, icin T, L, (R™) den 6lgiilebilir

fonksiyonlar uzayina bir alt lineer operatér olsun. Bu durumda

(a) T zayif (p,p) tipinde ise her 0 < r < p igin ve sonlu 6lgiiye sahip her F i¢in,
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C > 0 sabiti vardir 6yle ki
[ETr@r < ciErrs, (3.3
(b) Eger 0 < r < p, her sonlu 6lgiiye sahip E kiimesi ve f € LP (R") i¢in (3.13)

de oldugu gibi C' > 0 sabiti varsa T', zayif (p, p) tipindendir.

Ispat (a). Herbir A\ > 0 icin T zayif (p,p) tipinde oldugundan,

[{z eR":|Tf(z )|>A}|_Ap||f||p

Buradan |E| < oo olmak tizere heer bir E kiimesi i¢in

I{xGEile(iv)DA}!S|{$€R”r\Tf(ﬂf)\>k}\§%\\f!\p

p

Boylece 0 < r < p, icin

[ i@

_T/O N {w € B |TF ()] > A} |dA

o C
r—1_ : — P
<o [T i {jE), Gioipf an

Clflp B/ o0
< r/ NTHE|dA + Cr/ AP Fl BN
0 Cllllp|BI =117

< CIEI"|If1;.

sonucu elde edilir.

Ispat (b). Herbir A > 0, E = {x € R" : |T'f (z) | > A} ahmrsa, E lciilebilir bir
kiimedir ve |E| < co. Bu gekilde olmasaydi,bir { £y} dl¢iilebilir kiimelerin dizisi
vardir &yle ki Ey, C Eve k=1,2,... i¢in |Ey| = k. Buradan her k i¢in,

Nk=X|E| < | |Tf(x)[de < CIESPfIL = CE7||£]]5.
Ey
olurdu. Ancak, bu dogru degildir. (3.13) den,
vig < [ ITf (x) I'de < CLE[=" /7| £l
{z€R™:|T f(z)|>N}

elde edilir ve ”
[{z €R":|Tf(2)| > A = [B] < LI fI5-
oldugu goriiliir. Sonug olarak T zayif (p,p) tipindendir. m
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4 HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL OPERATORUNUN
AGIRLIKLI L, UZAYINDA SINIRLILIGI

Bu bolimde A, agirhk fonksiyonlarmim M Hardy-Littlewood maksimal
operatorii icin agirhikhi zayif LP ve giiclii LP siarhilhig ile ilgili bilgiler verilecek-
tir. W=1 iken agirlikli lebesgue i¢in klasik LP uzayina doniigiir. M maksimal

operatoriiniin zayif sinirlihigr hakkinda bilgi elde edilir.
Teorem 4.1 [Agirhikli zayif (p,p) tipli karakterazsyon teoremi|

1 < p < oo olsun. M Hardy-Littlewood maksimal 6peratoriiniin zayif

(LP(wdx), LP(wdz)) olmast icin gerek ve yeter kosul w € A, olmasidir.

Yani, 3C' > 0, herhangi bir A > 0 ve 1 < p < oo i¢in f(z) € LP(wdx)
olmak {izere

wlayr < REEE (4.1)

{z€R™:M f(z)>\}
olmasi i¢in gerek ve yeter sart w € A, olmas1d1r.

Ispat. w € A, olmas i¢in (4.1) dekleminin gerekli kosul oldugunu ispat edelim.
p = 1icin 1 C @ olacak sekilde bir @) kiibiinii ele alahm. f = xq, olarak ifade
etsek 0 < A < |Q1]/]Q] icin Q C {z € R": M f(x) > A} olur. (4.1) denkleminden

)\/w(m)dx < )\/ w(z)dr < C/ w(z)dz
Q {z€R™: M f(z)>\} 1
denklemi elde edilir. Keyfi bir A\ < \Ql\/]Q| icin

al / rczn 5, e

elde edilir. Lebesgue dlferen51yelleme teoremi uygulanirsa

/ y)dy < Cw(z) hh.xze@
Q|
denklemi elde edilir. @ keyfi oldugundan

Mw(z) < Cw(z) hh.zeR"

bulunur ve w € A;.
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p > ligin, f = w'™yq seklinde secersek 0 < A\ < W' (Q)/|Q|,Q C
{z e R": M f(z) > A} olacaktir. (4.1) denkleminden

AP \P
A e N )
Q| w(z)dr < Q] {IERn:Mf(m)»}w(x) T

C /

IQI | @) xa@)w(z)de

) 7
“Tal
A keyfi oldugundan

ﬁ/czw(x)dx <C (ﬁ/(gw(x)l_p'dx)lp

denklemi elde edilir. Buradan w € A, bulunur.

Agagida w € A, sartinin (4.1) denklemi i¢in yeter sart oldugunu ispat
edecegiz. p = 1 oldugunda, (4.1) denklemi denklem (3.16) min direk sonucudur.
p > 1i¢in ispata devam edelim. Hoélder egitsizligi kullanilarak, w € A, oldugunda

elde edilen 6zelliklerden faydalanilarak

L) (s )
- (5 [eas) (5 | o) Pa(a) e )
< (1 / st (i / rorso) (o / w(x)lp’dx)p_l

|Q!/’f x)[Pw(x)dx.

Eger f € LP(wdz) ise f € L} (R™) oldugu goriiliir ve buradan

/ statr <0 (& / i) ( / fPuais) @

denklemi elde edilir. Genelligi bozmadan, f > 0 ve f € L'(R") oldugunu kabul
edelim. Kiiplerin boyu 77"\ olacak sekilde, f fonksiyonu i¢in Calderon-Zygmund

parcalinigi teoremini uygulanirsa

TN < — flz)dz YQy (4.3)
|Qk| Qu

olacak gekilde {Q} kiiplerin dizisi elde edilir. Lemma 3.15 den

{zeR": Mf(z) >N} Qs
k
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ifadesi elde edilir. Burada @ = 2Q, gibidir. A, agirhiklarinin vi. ézelliginden ve
denklemler (4.2) ve (4.3) den

/ w(z)dz
{zeR™:M f(z)>\}

<Z/ da;<02”PZ/

< cz'mgkj(@ 1y ) ( A If(x)l”w(fv)dar)

147Lp

<C
=N Jan

|f(2)[Pw(z)da.

Boylelikle M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin zayif
(LP(wdz), LP(wdx)) tipinde oldugu sonucu ¢ikar. =

Teorem 4.2 [Agirlikl giiglii (p,p) tipli karakterazsyon teoremi] 1 < p <
oo olsun. M Hardy-Littlewood maksimal peratoriiniin giiglii (LP(wdz), LP(wdz))

olmasi icin gerek ve yeter kosul w € A, olmasidir.

ispat. Gereklilik kismi1 Teorem 4.1 nin bir sonucudur. Gergekten, M, giiclii
(LP(wdzx), LP(wdz)) tipinde oldugundan aym zamanda zayif (LP(wdzx), LP(wdz))
tipindendir. Teorem 4.1 den w € A, oldugu elde edilir.

Diger taraftan, 1 < p < oo i¢in w € A, olsun.Agirhk fonksiyonlarinin vii.
ozelliginden 1 < ¢ < p olacak sekilde bir ¢ i¢in w € A,. Teorem 4.1 ve M zayif
(LP(wdx), LP(wdz)) tipinde oldugundan

C
| e [ @)l (1.4
{weR™: M f(z) >}
denklemi elde edilir. Eger w € A, ve her hangi olgiilebilir £/ C R" olmak iizere
w(F) = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul |E| = 0 olmasidir. L*®(wdz) = L*>
oldugundan ve M nin L*>°(R") smirlihgindan,

1M flloow < [1flloow

ifadesi elde edilir. Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi kullanilarak ve (4.4)

denkleminden yaralanilarak

Mf(z)w(z)de < C [ |f(z)[w(z)ds
Rn R’Il
denklemi elde edilir.

Bir bagka deyigle M gliclii (L?(wdx), LP(wdx)) tipindedir. m
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Bu béliimde, A; agirlik fonksiyonlarinin daha onemli 6zelliklerinden olan
Ay agirhklarinin ingas1 ve A; ve A, agirhklan arasindaki iligkileri tartisip bazi

uygulamalarina yer verecegiz.

Teorem 4.3 (A; agirliklarinin inga karakterizasyonlar:)

a. Eger h.h. x € R" igin f(z) € L,.(R™) ve M f(x) < oo olsun. Bu durumda
0<e<liginw(x)=(Mf(z)) € A ve A; sabiti sadece ¢ a baghdur.

b. Eger w(z) € A ise 0 < e < 1igin f(z) € L}, .(R™) vardir ve b(z) fonksiyonu

loc
icin

i.0<C) <b(zx)<Cy hh. zeR™

ii. (Mf(z))" < oo, h.h. z € R

iii. w(x) = b(z) (Mf(z))"

ozellikleri saglanir.

ispat.

a. Uyar1 2.112 den herhangi bir 0 < ¢ < 1, herhangi bir ) C R" kiibii i¢in C

sabit olmak iizer
1 IS 13
ol /Q (Mf(y)Fdy < C(Mf(z)) hhaeQ

dekleminin saglandigini gostermemiz yeterlidir.

0 < e <1ve @ belirlenmig olsun. f = fxaq + fxrm\2¢ = f1 + f2 seklinde

ifade edelim. Buradan

(Mf(x))” < (M fi(x))" + (M fo(x))"

M nin (1, 1) zayif smirhligi ve Kolmogorov esitsizliginden

i e _ 1-¢
|Q|/QM1f1( dx<‘Q|r@| Ak

< (g o i)

< C2% (M f(z))°

elde edilir.
Simdi, (M fo(x))° i¢in egitsizlik elde etmeye cahgalim. Eger y € Q ve Q' N
(R™\ 2Q) # 0 olacak sekilde y € Q' ise 4Q" D @ olur. Buradan x € @ ise

1 4n )
a1 | Vwin < g [ 1wy < 05
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Buradan her hangi y € Q i¢in M fo(y) < 4"M f(x) oldugu goriiliir ve
1 € ne g
o [ (A dy < 07 (1)
Ql Jg

b. w(x) € A; ise, Ters Holder egitsizliginden herhangi @ kiibii igin 3 > 0

M)V < Cu(z)  hhao € R

Buradan

ifadesi elde edilir. Diger taraftan, Lebesgue diferensiyelleme teoreminden
w(@) ™ < M(w)(x)

sonucu ¢ikartilr. Bu sebeble, e = 1/(1 + 1), f(z) = w(z)'™ ve b(z) =
w(z)/ (M f(x))", denirse (b) sonucu elde edilir. Boylelikle Teorem 4.3 ispat-

lanmig olur.

Asagida A; ve A, agirhiklar arasindaki iligkiler incelenecektir.

Uyar1 2.112 den, eger w € A, ise
1 / 1
— [ w(x)dz-sup (w(z)) < C,
denklem (2.26) ye denktir. Burada ve agagida sup derken temel (essential) supre-

mum kastedilecektir. Diger taraftan, p — 1 i¢in

(L/ w(x)l_p/dx)p_l — ||w_1||OOQ = sup (w(x)_l)
|Q‘ Q ’ z€Q

oldugu kolayca goriiliir. Bu yilizden A; agirhklan p — 1 igin A, agirhklarinin

limiti olarak goriilebilir.

A, agirhiklarinin iii. ozelliginden, eger wy,wy € A; ise wy ~w%7p € A,
oldugunu biliyoruz. Yukaridaki sonuclarin tersi ve cok derin bir calisma olan

siradaki sonucta dogrudur.

Teorem 4.4 (A, agirhiklarinin Jones pargalanisi) w negatif olmayan ve lokal
integrallenebilen bir fonksiyon olsun. 1 < p < oo olmak iizere w € A, olmasi i¢in

gerek ve yeter kogul w;(z)wo ()P = w(x) olacak sekilde wy,wy € Ay olmasidir.
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Ispat. Sadece gereklilik kismini inceleyecegiz. w € A, oldugundan ve ii. ozel-
liginden w(z)'* € A,.

Ik olarak, 1 < p < 2 olsun. Bu durumda s = p/' — 1 > 1 dirug €
LP (R™, wdz), negatif olmayan fonksiyonunu alahm ve {u;(z)} dizisini olugtu-

ralim. Hardy-Littlewood maksimal operatoriinden

Wi (@) = M) (@) + wi@) " Muw)(@), j=0,1,...

yazilabilir ve

a. j=0,1,... icin ||uji1]lp wir < C||4)|py wds, olacak gekilde bir C' sabiti vardir.

b. a. da goriilen C' sabiti olmak iizere 6 > C' i¢in

= 5uy(x)
=0
alimirsa Uw € A, ve U® € A;.Aslinda Teorem 2.27 den

ool < € ([ (@] oo

+ [ e M) @) wie)is)
(L.be

=C

+ 'w(x)l—’d:c)

I(Rn o (@)(a)de + / § [ij(fli)w(fc)]p'w(:c)l/dx)
< /n uf (r)w(z)de.

Sonug olarak (a) saglanir ve her j > 0 igin C sabiti u; den bagimsizdir.(b)

yi inceleyelim. u;; in tanimindan
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Buradan Uw € A;.Diger taraftan,
MU @) < 67 [M) )] <75 Tugia () < 0U(2).
=0 =0

Buradan U® € A;.Eger wy = Uw ve wy = U? ile gosterirsek wq,ws € Aq ve
w=(Uw). (U = (Uw)- (U)'7" =w -wy "

olur. 1 < p < 2 igin teoremin gereklilik kismi ispatlanmig olur.

2<p<oovew€ A, igin w ™ € Ay ve 1 < p' < 2. Yukandaki ispata

p

benzer ilerlemelerle W' = 1 - V21_ " olacak sekilde vy, € A; oldugu

goriiliir. Denk olarak w = vy - Vll_p olur. Boylelikle Teorem 4.4 in ispati

tamamlanmig olur.

Onerme 4.5 z € R” olsun. |z|* € A; olmasi icin gerek ve yeter sart —n < a < 0

olmasidir.

Ispat. |z|* € A; olsun. |z|* € L. (R"™) olmast i¢in @ > —n olmasi gerekir. Diger

taraftan o > 0 ise |z|* € A; ise ve A, agirhklarinin i. 6zelliginden p < 1+ a/n

igin |2|* € A,. Ancak p ne secilirse secilsin |z|*1~?) ¢ L1 (R™)

Tersine, —n < « < 0 olsun.|z|* € A; oldugunu gosterelim. Gergekten, Q
herhangi fakat belirli bir kiip olsun. @) ile @ kiibiiniin merkezi orjine taginmig
formunu gosterelim.

Durum i. 2Qy N Q # 0 olsun. Buradan 4Qy D Q ve

1 1
—/ 2|ode < —/ 2[odz < Cla]*/" < inf |2]*.
Q1 Jq Q] Jug 2€Q
Durum 1. 2Qo N Q = () olsun. z,y € Q icin
2] < |z =y + |yl < CIQIM" + |y| < (C + Dyl

Buradan

1
—/ |z|*dz < C'inf |x|*.
Q[ Jg z€Q

Durum i. ve ii. de ' sabitinin sadece boyuta bagh oldugunu gérmek kolaydir.

Boylelikle |z]|* € A; oldugu ispatlanmig olur. m

Onerme 4.6 z € R” olsun. 1 < p < oo icin |z|® € A, olmasi igin gerek ve yeter

sart —n < a < n(p — 1) olmasidir.
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