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ÖZET

Bu tez dört bölümden olu³maktad�r. Tez konusu olarak , Hardy-littlewood maksimal

operatörü ve bu operatörün Lebesgue uzay�ndaki baz� özellikleri hakk�nda bilgiler verilecektir.

�lk bölüm tezin giri³ bölümüdür.

�kinci bölümde tezde kullanaca§�m�z temel tan�m ve teoremler verilecek.

Üçüncü bölümde, Hardy-Littlewood maksimal operatörünün ve zay�f ve güçlü Lp uza-

ylar�n�n tan�m�, Hardy-Littlewood maksimal operatörünün bu uzaylardaki s�n�rl�l�k teorem-

leri verilecektir. Teoremlerin ispat�nda kullan�lan ve ilgili operatörün kullan�³l� özellikleri ilgili

olarak baz� lemmalar verilecektir.Ayr�ca Calderón-Zygmund parçalan�³�n�n tan�m�, özellikleri ve

maksimal operatör ve Calderón-Zymund Parçalan�³� aras�ndaki ili³ki ve bu alanda elde edilen

neticelere yer verilmi³tir.

Dördüncü bölümde, Marcinkiewicz �nterpolasyon Teoremi ve Maksimal operatörün

s�n�rl�l�§� ile ilgili elde edilen sonuçlara ve a§�rl�k fonksiyonlar�n�n tan�m�, Ap s�n�f� fonksiyonlar�n

özellikleri, Maksimal operatörün a§�rl�kl� s�n�rl�l�k problemi için elde edilen baz� sonuçlara yer

verilmi³tir.

Anahtar Kelimeler: Hardy-Littlewood maksimal operatörü, zay�f ve güçlü Lp, Ap a§�rl�klar�,calderon-

zygmund parçalan�³�,marcinkiewicz interpolasyon teoremi
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.As the subject of the thesis it will be given some

information about Hardy-Littlewood maximal operator and some properties of this operator on

Lebesgue space. The �rst part of the thesis introduction that Thesis,the �rst part is the basic

de�nitions and theorems.

In the second section,thesis, we use the basic de�nitions and theorems will be given.

In the third section, we give the de�nition of Hardy-Littlewood maximal operator, weak

and strog Lp and boundedness theorems of Hardy-Littlewood maximal operator on the Lebesgue

spaces. Also we give some lemmas which are using in proof of theorems and to tell you useful

properties of this operator. Also we give the de�nition of Calderón-Zygmund decomposition,

properties of the this decomposition, relation between Hardy-Littlewood maximal operator and

Calderón-Zygmund decomposition and some results which are obtained from this area.

In the fourth section, we give the theorem which is called Marcinkiewicz Enterpolation

Theorem, and boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator which is related to

Marcinkiewicz Enterpolation Theorem and we tell you the de�nition of weight function, the

properties of the Ap weights, and some results for the weighted boundedness problem of the

Maximal operator.

Keywords: Hardy-Littlewood maximal operator, weak and strong Lp, Ap weights

,Calderon-Zygmund decomposition,Marcinkiewicz interpolation theorem
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S�MGELER VE KISALTMALAR

R : Reel say�lar kümesi (−∞,∞)

B(x, r) : x merkezli r yar�çapl� yuvar

Rn : n− boyutlu Reel uzay

Ω : Rnde aç�k küme

Q(x, r) : x'e merkezlenmi³, eksenlere paralel olan ayr�tlar�n�n boyu r olan küp

Lp : Lebesgue uzay�

Lp(ω) : A§�rl�kl� Lebesgue uzay�

‖ · ‖p,ω : A§�rl�kl� Lebesgue normu

M : Hardy-Littlewood Maksimal operatörü
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1 G�R��

Hardy-Littlewood maksimal operatörü Harmonik analizin önemli konu-

lar�ndan biri olmakla beraber hem Harmonik analizin iç problemlerinin çözülmesinde,

hem de k�smi türevli denklemler teorisi ile matematiksel �zikte birçok uygula-

malar� vard�r. Hardy-Littlewood maksimal operatörünün a§�rl�kl� Lp uzay�nda

s�n�rl�l�§� son y�llarda önemli bir inceleme alan� olu³turmu³tur.

Bugüne kadar Dünya'n�n her yerinden R. Coifman, C. Fe�erman, M.

Christ, D. Cruz-Uribe, J. Duoandikoetxea, L. Grafacos ,D. Kurtz, B. Mucken-

houpt,R. Wheeden, J. L. Rubio de Francia gibi matemati§in önemli isimleri bu

alanda çal�³m�³ ve konu alan� yukar�da belirtilen bir çok problemin çözümü için

önemli sonuçlar elde etmi³tir. Geli³en teknolojiye yeni bir temel olu³turabilecek

bu konu her geçen gün Matematik Dünyas� içinde önemini art�rmaktad�r.

Bu tezde, a§�rl�kl� Lebesgue uzay�n�, Hardy-Littlewood maksimal oper-

atörünün a§�rl�kl� Lp uzay�nda s�n�rl�l�§�n� incelemektir. Böylece ö§rencinin daha

ileri seviyede ara³t�rmalar yapabilmesi için temel olu³turulmu³ olacakt�r.
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2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Metrik Uzaylar

Tan�m 2.1 X bo³ kümeden farkl� bir küme olmak üzere X üzerinde tan�ml� reel

de§erli d : X ×X → R fonksiyonu

(i) x, y ∈ X için d(x, y) ≥ 0

(ii) x, y ∈ X için d(x, y) = 0⇔ x = y

(iii) x, y ∈ X için d(x, y) = d(y, x)

(iv) x, y, z ∈ X için d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (üçgen e³itsizli§i)

özelliklerini sa§l�yor ise d fonksiyonuna X üzerinde bir metrik veya uzak-

l�k fonksiyonu denir. Bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay ve (i) − (iv)

özelliklerine de metrik aksiyomlar� denir. Bir küme üzerinde birden çok metrik

tan�mlanabilir.

Tan�m 2.2 (xn)n∈N, (X, d) metrik uzay�nda bir dizi ve x0 ∈ X olmak üzere

∀ ε > 0 say�s� için ∃ nε ∈ N öyle ki n ≥ nε için

d(xn, x0) < ε oluyorsa (xn) dizisi x0 ∈ X noktas�na yak�ns�yor denir ve bu xn → x0

veya limn→∞ xn = x0 ³eklinde gösterilir.

Teorem 2.3 (xn)n∈N, (X, d) metrik uzay�nda bir dizi ve x0 ∈ X olmak üzere

limn→∞ xn = x0 ise,

(i) x0 limiti tektir.

(ii) (xn) dizisi s�n�rl�d�r.

(iii) (xn) dizisinin her (xnk) alt dizisinin limiti de x0 d�r.

(iv) Ek olarak yn → y0 ise d(xn, yn)→ d(x0, y0) olur.

Tan�m 2.4 (X, d) metrik uzay x0 ∈ X ve r ∈ R pozitif bir say� olmak üzere;

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) < r} kümesine x0 merkezli r yar�çapl� bir aç�k

yuvar,

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) ≤ r} kümesine x0 merkezli r yar�çapl� bir kapal�

yuvar,
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B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) = r} kümesine x0 merkezli r yar�çapl� bir yuvar

yüzeyi denir.

E§er ∀n ∈ N için xn ∈ B(a, r) olacak ³ekilde bir B(a, r) aç�k yuvar� varsa (xn)

dizisi X metrik uzay�nda s�n�rl�d�r denir. Ayr�ca E ⊆ B(a, r) olacak ³ekilde

B(a, r) aç�k yuvar� varsa E ⊆ X alt kümesine X metrik uzay�nda s�n�rl�d�r denir.

Tan�m 2.5 (X, d) metrik uzay ve E ⊆ X olmak üzere, e§er

B(x0, ε) ⊆ E olacak ³ekilde bir ε > 0 say�s� varsa x0 ∈ E say�s�na E nin bir iç

noktas� denir.

Tan�m 2.6 (X, d) metrik uzay ve G ⊂ X olmak üzere, e§er G kümesinin her

noktas� G nin bir iç noktas� ise G ye (X te) bir aç�k küme denir.

Tan�m 2.7 (X, d) metrik uzay ve G ⊆ X olmak üzere,

(i) ∀ε > 0 say�s� için 0 < d(c, x) < ε olacak ³ekilde bir x ∈ X varsa c ∈ X

say�s�na G kümesinin bir y�§�lma noktas� denir.

(ii) E§er bir c ∈ G noktas� G nin bir y�§�lma noktas� de§ilse c eleman�na G nin

izole noktas� denir.

Teorem 2.8 (X, d) metrik uzay ve E ⊆ X olmak üzere a³a§�daki ifadeler denktir.

(i) c ∈ X noktas� E kümesinin bir y�§�lma noktas�d�r.

(ii) ∀ε > 0 için B(c, ε) aç�k yuvar� E kümesinin sonsuz çoklukta eleman�n� kap-

sar.

(iii) E kümesinde bir (xn) dizisi vard�r ki n ∈ N iken xn 6= c ve xn → c dir.

Tan�m 2.9 (X, d) metrik uzay� ve F ⊆ X alt kümesi verilsin. E§er F tüm

y�§�lma noktalar�n� kaps�yorsa F ye X te bir kapal� küme denir.

Teorem 2.10 (X, d) metrik uzay olmak üzere,

(i) X teki aç�k kümelerin herhangi bir kolleksiyonunun birle³imi X te bir aç�k

kümedir.

(ii) X teki aç�k kümelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun kesi³imi X te bir

aç�k kümedir.

Teorem 2.11 (X, d) metrik uzay olmak üzere, F ⊆ X alt kümesi X te kapal�d�r

⇔ F nin tümleyeni F c = X \ F , X te bir aç�k kümedir.
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Teorem 2.12 (X, d) metrik uzay olmak üzere

(il) X teki kapal� kümelerin herhangi bir kolleksiyonunun kesi³imiX te bir kapal�

kümedir.

(ii) X teki kapal� kümelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun birle³imi X te

bir kapal� kümedir.

Tan�m 2.13 E ⊆ X olmak üzere

(i) E kümesinin tüm iç noktalar�n�n kümesine E nin içi denir ve intE ³eklinde

gösterilir.

(ii) E kümesinin noktalar�n� ve tüm y�§�lma noktalar�n� kapsayan kümeye E nin

kapan�³� denir ve Ē ³eklinde gösterilir.

Tan�m 2.14 (X, d1) ve (Y, d2) metrik uzaylar E ⊆ X, c noktas� E nin bir y�§�lma

noktas� ve l ∈ Y olsun.

x ∈ X ve ∀ε > 0 için d2(f(x), l) < ε iken d1(x, c) < δ olacak ³ekilde bir δ >

0 say�s� var ise l ∈ Y noktas�na f : E → Y fonksiyonunun c noktas�ndaki limiti

denir ve limx→c f(x) = l ³eklinde gösterilir. Burada c noktas�n�n E kümesine ait

olmas� gerekmez.

Tan�m 2.15 (X, d1) ve (Y, d2) metrik uzaylar ve c ∈ X olmak üzere, f : X → Y

fonksiyonunu alal�m e§er;

∀ε > 0 için d1(x, c) < δ iken d2(f(x), f(c)) < ε olacak ³ekilde bir δ > 0

say�s� var ise f fonksiyonu c noktas�nda süreklidir denir.

E§er f fonksiyonu X kümesindeki her noktada sürekli ise f fonksiyonu X

uzay�nda süreklidir denir.

Tan�m 2.16 (X, d1) ve (Y, d2) metrik uzaylar olsun. f : X → Y fonksiyonunu

alal�m, e§er

∀ε > 0 için d1(x1, x2) < δ iken d2(f(x1), f(x2)) < ε olacak ³ekilde bir δ > 0

say�s� var ise f fonksiyonu X te düzgün yak�nsakt�r denir.

Düzgün yak�nsak olan bir fonksiyon ayn� zamanda yak�nsakt�r ancak tersi

do§ru de§ildir.
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Tan�m 2.17 (X, d) metrik uzay olsun. (xn), X te bir dizi olsun.∀ε > 0 ve

m > n ≥ n0 için d(xm, xn) < ε olacak ³ekilde bir n0 say�s� varsa (xn) dizisine bir

Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.18 (X, d) metrik uzay olsun. (xn), X te bir yak�nsak dizi ise (xn) bir

Cauchy dizisi olur. Bu teoremin tersi R ve C de adi metri§e göre do§ru olmakla

birlikte genel olarak do§ru de§ildir.

Tan�m 2.19 (X, d) metrik uzay ve E ⊆ X olsun, E deki her Cauchy dizisi E

deki bir noktaya yak�ns�yor ise E kümesine tamd�r denir.

Tan�m 2.20 (X, d) metrik uzay�ndaki her Cauchy dizisi X teki bir noktaya

yak�ns�yor ise (X, d) metrik uzay�na tam metrik uzay denir.

Tan�m 2.21 (X, d) metrik uzay ve E ⊆ X olsun, e§er E deki her dizi, limiti E

de olan yak�nsak bir alt diziye sahip ise E kümesine kompakt küme denir. E§er

X kompakt ise (X, d) metrik uzay� kompakt olur.

Bir E ⊆ X alt kümesinin kompaktl�§�, X uzay�nda tan�mlanan metri§e

ba§l�d�r, örne§in [0, 1] ⊆ R alt kümesi, R deki adi metri§e göre kompaktt�r; ancak

ayr�k metri§e göre kompakt de§ildir.

Tan�m 2.22 (X, d) metrik uzay ve E ⊆ X olsun. X = Ē ise E kümesine X te

yo§un küme denir.

2.2 Vektör Uzaylar�

Tan�m 2.23 V bo³ olmayan bir küme ve F bir cisim olmak üzere, + : V × V →
V, (x, y)→ x+ y

· : F× V → V, (λ, x) = λx

dönü³ümleri ile s�ras�yla vektörel toplama ve skalerle çarpma i³lemlerini tan�m-

layal�m.

∀x, y, z ∈ V ve λ, µ ∈ F için a³a§�daki ko³ullar sa§lans�n:

1. x + y = y + x

2. x +( y + z) =(x + y) + z

3. ∀x ∈ V için x+ 0 = x e³itli§ini sa§layan bir tek 0 ∈ V vard�r.
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4. ∀x ∈ V için x+ (−x) = 0 e³itli§ini sa§layan bir tek −x ∈ V vard�r.

5. ∀x ∈ V için 1 · x = x

6. λ(x+ y) = λx+ λy

7. (λ+ µ)x = λx+ µy

8. (λµ)x = λ(µx)

Bu durumda V ye F cismi üzerinde bir vektör uzay� (lineer uzay), elemanlar�na

ise vektör veya nokta denir. V = R al�n�rsa V ye bir reel vektör uzay�, V = C
al�n�rsa V ye bir kompleks vektör uzay� denir.

Tan�m 2.24 V , F cismi üzerinde bir vektör uzay� ve W , V nin bo³ olmayan

bir alt kümesi olsun. E§er W , V vektör uzay�ndaki toplama ve skalerle çarpma

i³lemlerine göre bir vektör uzay� olu³turuyorsa W ye V nin bir (lineer) alt uzay�

denir

Teorem 2.25 ∅ 6= W ⊆ V kümesinin V nin bir alt uzay� olabilmesi için gerek ve

yeter ko³ul y1, y2 ∈ W ve λ1, λ2 ∈ F için λ1y1 + λ2y2 ∈ W olmas�d�r.

Tan�m 2.26 V , F cismi üzerinde bir vektör uzay� olsun.

‖ · ‖ : V → R, x→ ‖x‖ dönü³ümü ∀x, y ∈ V ve ∀λ ∈ F için

(i) ‖x‖ ≥ 0

(ii) ‖x‖ = 0⇔ x = 0

(iii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖

(iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (üçgen e³itsizli§i)

özelliklerini sa§l�yor ise V üzerinde bir norm olur ve bu durumda (V, ‖·‖) ikilisine
bir normlu vektör uzay� denir. (i)− (iv) özelliklerine ise norm aksiyomlar� denir.

Bu uzay V = R için reel normlu uzay, V = C için kompleks normlu uzay olur.

Bir vektör uzay� üzerinde birden çok normlu uzay tan�mlanabilir.

Örnek 2.27 n ∈ N için Rn öklid vektör uzay�n� dü³ünelim.

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn için ‖ · ‖ : Rn → R dönü³ümü

‖x‖ =

(
n∑
k=1

|xk|2
)1/2

normu ile birlikte bir normlu vektör uzay� olu³turur. Bu uzaya Rn deki adi norm

veya öklid normu denir.
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Örnek 2.28 lp, (1 ≤ p <∞) uzay�

‖x‖lp =

(
∞∑
k=1

|xk|p
)1/p

³eklinde tan�ml� ‖ · ‖lp : lp → R dönü³ümü ile bir normlu uzayd�r.

Tan�m 2.29 Her (V, ‖ · ‖) normlu uzay�ndan x, y ∈ V olmak üzere,

d(x, y) = ‖x− y‖

³eklinde bir metrik elde edilebilir. Bu metri§e ‖ · ‖ normu taraf�ndan üretilen

metrik veya ‖ · ‖ normunun indirgedi§i metrik denir.

Teorem 2.30 F cismi üzerinde tan�ml� bir V vektör uzay� üzerinde ‖ · ‖ : V → R
³eklinde tan�ml� her norm V üzerinde süreklidir.

Teorem 2.31 F cismi üzerinde tan�ml� herhangi bir V normlu vektör uzay�nda

vektörel toplama ve skalerle çarpma dönü³ümleri süreklidir.

Tan�m 2.32 V , F cismi üzerinde tan�ml� bir vektör uzay� olsun. ∀x ∈ V için

k‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ K‖x‖1

olacak ³ekilde k,K ∈ R pozitif say�lar� varsa V üzerinde tan�ml� ‖ · ‖1 ve ‖ · ‖2

normlar�na denk normlar denir.

Tan�m 2.33 (xn), (V, ‖ · ‖) normlu uzay�nda bir dizi ve x0 ∈ V olsun. E§er

lim
n→∞

‖xn − x0‖ = 0

olursa (xn) dizisi x0 noktas�na yak�ns�yor denir ve xn → x0 veya limn→∞ xn =

x0 ³eklinde gösterillir. Normlu uzayda tan�mlanan bu yak�nsamaya norma göre

yak�nsama denir.

Tan�m 2.34 (V, ‖ · ‖) normlu uzay� içinde bir dizi (xn) olsun.

∀ε > 0 için m,n ≥ nε oldu§unda ‖xn − xm‖ < ε olacak ³ekilde ε a ba§l� bir nε
do§al say�s� varsa (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tan�m 2.35 Bir (V, ‖ · ‖) normlu uzay� içindeki her Cauchy dizisi V içindeki bir

noktaya yak�ns�yor ise bu (V, ‖ · ‖) normlu uzay�na Banach Uzay� ad� verilir.

Örnek 2.36 V = Rn(veya V = Cn) vektör uzay�

(i) ‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi|
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(ii) ‖x‖p = (
∑n

i=1 |xi|p)
1/p

, 1 ≤ p <∞,

(iii) ‖x‖∞ = max{|xi| : i = 1, 2, . . . , n} normlar�na göre birer Banach uzay�d�r.

Örnek 2.37 V = R (veya V = C)olmak üzere F üzerinde tan�ml� V vektör uzay�

‖f‖C[a,b] = max
t∈[a,b]

|f(t)|

normuna göre bir Banach uzay�d�r.

2.3 Lebesgue �ntegrali

Tan�m 2.38 X kümesinin alt kümelerinin bo³ olmayan bir H s�n�f� için

(i) ∀A,B ∈ H, A \B ∈ H

(ii) ∀A,B ∈ H, A ∪B ∈ H

özellikleri sa§lan�rsa bu H s�n�f�na bir halka ad� verilir. E§er (ii) yerine

∀k ∈ N,Ak ∈ H ⇒
∞⋃
k=1

Ak ∈ H

³art� sa§lan�rsa bu takdirde H halkas�na bir σ - halka denir.

Tan�m 2.39 X bir küme olsun. X in birA s�n�f� için a³a§�daki özellikler sa§lan�rsa

bu A s�n�f�na X üzerinde bir cebirdir denir.

(i) X ∈ A

(ii) ∀E ∈ A, Ec = X\E ∈ A

(iii) ∀k = 1, 2, ..., n, Ek ∈ A ⇒
⋃n
k=1Ek ∈ A

E§er (iii) yerine

∀n ∈ N, En ∈ A ⇒
∞⋃
n=1

Ek ∈ A (2.1)

³art� sa§lan�rsa A cebirine bir σ-cebir ad� verilir.

Örnek 2.40 X bir küme ve A = P (X) olsun. A, X üzerinde bir σ- cebirdir.
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Örnek 2.41 X = N,A = {∅, {1, 3, 5, ..., 2n−1, ...}, {2, 4, 6, ..., 2n, ...},N} al�n�rsa
A, X üzerinde bir σ- cebirdir.

Örnek 2.42 X bir sonsuz küme ve A da X in tüm sonlu alt kümelerinin bir

s�n�f� olsun. A, X üzerinde bir σ- cebiri de§ildir. Çünkü E ∈ A ise E sonludur.

Dolay�s�yla, Ec sonsuzdur, aksi takdirde X sonlu olurdu. O halde Ec 6∈ A d�r.

Teorem 2.43 X üzerindeki σ- cebirlerin herhangi adetteki kesi³imleri yine bir

σ- cebiridir.

Teorem 2.44 X bir küme K da X in bo³ olmayan bir s�n�f� olsun. K s�n�f�n�

kapsayan σ- cebirlerinin bir en küçü§ü vard�r.

Tan�m 2.45 Bir K s�n�f�n� kapsayan σ- cebirlerinin en küçü§üne K n�n üretti§i

(do§urdu§u) σ- cebiri denir, D(K) ile gösterilir. Rn deki bütün aç�k (a, b) aral�k-

lar�n�n do§urdu§u σ- cebirine Borel Cebiri denir ve B (Rn) ile gösterilir. n = 1

olmas� halinde B(R1) Borel cebiri B(R) ile gösterilir.

B(Rn) nin herbir eleman�na bir Borel Kümesi denir.

Örnek 2.46 X = R = R ∪ {−∞,+∞} ve E de bir Borel kümesi olsun.

E1 = E∪{−∞}, E2 = E∪{+∞} ve E3 = E∪{−∞,+∞} olsun. E kümesi B(R)

Borel cebirini tarad�§�nda E,E1, E2, E3 kümelerinin s�n�f� B(R) olsun. B(R) bir

σ- cebiridir. Bu σ- cebirine Geni³letilmi³ Borel Cebiri ad� verilir.

Tan�m 2.47 X bir küme ve A da X üzerinde bir σ- cebiri olsun. (X,A) ikili-

sine bir ölçülebilir uzay, A daki her kümeye A-ölçülebilir uzay (veya k�saca

ölçülebilir küme) ad� verilir.

Tan�m 2.48 (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tan�ml� geni³letilmi³

reel de§erli bir µ fonksiyonu

(i) µ(∅) = 0

(ii) ∀A ∈ A, µ(A) ≥ 0

(iii) Her ayr�k (An) dizisi için µ(∪∞n=1An) = Σ∞n=1µ(An)

özelliklerini sa§larsa bu fonksiyona bir ölçü fonksiyonu veya k�saca ölçü ad�

verilir.

∀A ∈ A, µ(A) < ∞ ise µ ye bir sonlu ölçü ad� verilir. X kümesi herbiri sonlu

ölçüye sahip say�labilir adetteki kümelerin birle³imi olarak yaz�labiliyorsa µ ölçüsü

σ- sonludur denir. E§er µ(X) = 1 ise bu ölçüye olas�l�k ölçüsü ad� verilir.
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Örnek 2.49 X 6= ∅ ve A = P (X) olsun. ∀E ∈ A, µ(E) = 0 biçiminde tan�m-

lanan µ fonksiyonu bir sonlu ölçü ve dolay�s�yla bir σ- sonlu ölçüdür.

Örnek 2.50 X 6= ∅ ve A = P (X) olsun. E ∈ A için

µ(E) =

{
0, E = ∅

+∞, E 6= ∅
(2.2)

biçiminde tan�mlanan µ fonksiyonu bir ölçüdür. Bu ölçü ne sonlu ne de σ- son-

ludur.

Tan�m 2.51 Bir X kümesi, X in alt kümelerinin bir A σ-cebiri ve A üzerinde

tan�ml� bir µ ölçüsünden olu³an (X,A, µ) ölçüsüne bir ölçü uzay� ad� verilir.

Teorem 2.52 (X,A, µ) bir ölçü uzay� olsun.

E§er A,B ∈ A ve A ⊂ B ise µ(A) ≤ µ(B) ³eklindedir. Ayr�ca µ(A) <∞ ise

µ(B\A) = µ(B)− µ(A) (2.3)

d�r.

Teorem 2.53 (X,A, µ) bir ölçü uzay� olsun.

1. (An),A daki elemanlar�n artan bir dizisi ise

µ(
∞⋃
n=1

An) = lim
n→∞

µ(An) (2.4)

d�r.

2. (Bn),A daki elemanlar�n bir azalan dizisi ve µ(B1) <∞ ise

µ(
∞⋂
n=1

Bn) = lim
n→∞

µ(Bn) (2.5)

d�r.

Sonuç 2.54 (X,A, µ) bir ölçü uzay� olsun.

1. (An),A daki elemanlar�n bir artan dizisi ise

µ( lim
n→∞

An) = lim
n→∞

µ(An) (2.6)

d�r.
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2. (Bn),A daki elemanlar�n bir azalan dizisi ve µ(B1) <∞ ise

µ( lim
n→∞

Bn) = lim
n→∞

µ(Bn) (2.7)

d�r.

Teorem 2.55 (X,A, µ) bir ölçü uzay� olsun. (An),A ya ait kümelerin herhangi

bir dizisi ise

µ(
∞⋃
k=1

Ak) ≤
∞∑
k=1

µ(Ak) (2.8)

d�r.

Tan�m 2.56 X bir küme ve P (X) de X in kuvvet kümesi olsun. P (X) üzerinde

tan�ml� geni³letilmi³ reel de§erli bir µ∗ fonksiyonu

(i) µ∗(∅) = 0

(ii) ∀E ∈ P (X), µ∗(E) ≥ 0

(iii) A ⊂ B ⊂ X ⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B)

(iv) ∀n ∈ N,An ∈ P (X)⇒ µ∗(
⋃∞
n=1) ≤

∑∞
n=1 µ

∗(An)

³artlar� sa§lan�rsa µ∗ fonksiyonuna X üzerinde bir d�³ ölçüsüdür denir.

Ölçü ve d�³ ölçü tan�mlar� göz önüne al�n�rsa ne ölçünün ne de d�³ ölçünün bir

ölçü olmas� gerekmedi§i görülür. D�³ ölçü, ölçü fonksiyonunun sa§lad�§� pek çok

özelli§i sa§lad�§� için bu ad verilmi³tir. Bir ölçünün bir d�³ ölçü olabilmesi için

onun tan�m kümesinin P (X) kuvvet kümesi olmas� gerekir.

Örnek 2.57 X herhangi bir küme ve P (X) üzerinde tan�mlanan

µ∗(A) =

{
0, A = ∅
1, A 6= ∅

(2.9)

fonksiyonu bir ölçü olmay�p bir d�³ ölçüdür.

Örnek 2.58 X herhangi bir sonsuz küme ve P (X) üzerinde tan�mlanan

µ∗(A) =

{
0, n(A) <∞
1, n(A) =∞

(2.10)

fonksiyonu bir d�³ ölçü de§ildir.
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Bilindi§i gibi, bir I aral�§�n�n `(I) uzunlu§u o aral�§�n uç noktalar�n�n fark�

olarak tan�mlan�r. Yani I = [a, b] (veya (a,b), (a,b], [a,b)) aral�§�n�n boyu

`(I) = b−a d�r. Uzunluk bir küme fonksiyonuna (bir koleksiyondaki herbir küme-

ye bir geni³letilmi³ reel say� kar³�l�k getiren fonksiyon) bir örnektir. Bu durumda

uzunlu§un tan�m kümesi aral�klar koleksiyonu, de§er kümesi de geni³letilmi³

reel say�lar kümesidir. Bu bölümde uzunluk kavram� aral�klardan daha kar�³�k

kümeler için tan�mlayaca§�z. Örne§in aç�k bir kümenin uzunlu§unu, bu kümeyi

olu³turan aç�k, ayr�k aral�klar�n uzunluklar� toplam� olarak tan�mlayaca§�z. Öyle

bir λ fonksiyonu te³kil etmek istiyoruz ki, R nin alt kümelerinin bir M s�n�f�

üzerinde tan�ml� olsun ve a³a§�daki özellikleri sa§las�n:

• λ, R nin herbir E alt kümesi üzerinde tan�ml� olsun, yani

M = P (R)

olsun.

• Her bir I aral�§� için λ(I)=`(I) olsun.

• E§er (En) bir ayr�k dizi ve λ bunlar�n herbiri üzerinde tan�ml� ise

λ(
∞⋃
n=1

En) =
∞∑
n=1

λ(En)

olsun.

• λ öteleme alt�nda invaryant olsun. Yani λ fonksiyonu, E ve

E + y = {x+ y : x ∈ E}

kümeleri üzerinde tan�ml� oldu§unda

λ(E + y) = λ(E)

olsun.

Bu dört özelli§i sa§layan bir küme fonksiyonu tan�mlamak mümkün de§ildir. Bu

güne kadar ilk üç ³art� sa§layan bir küme fonksiyonu bilinmemektedir. Bu nedenle

bunlardan birinden vazgeçmek gerekmektedir.

Son üç ³art� b�rak�p ilk ³art� de§i³tirmek oldukça faydal�d�r. Burada yap�lacak

de§i³iklik λ fonksiyonunu tüm alt kümeler üzerinde tan�mlamay�p daha dar σ-

cebiri üzerinde tan�mlamakt�r. YaniM olarak P (R) kuvvet kümesi de§il, üzerin-

de λ fonksiyonunu tan�mlayabilece§imiz uygun bir σ- cebiri almakt�r. �imdi bu

fonksiyonu in³a etmeye ba³layal�m.
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Örnek 2.59 (Ik), R nin s�n�r� ve aç�k alt aral�klar�n�n bir dizisi,

TA = {(Ik) : A ⊂ ∪∞k=1Ik}

olsun. P (R) üzerinde

λ∗(A) = inf{Σ∞k=1`(Ik) : (Ik) ∈ TA} (2.11)

biçiminde tan�mlanan λ∗ bir d�³ ölçüdür. Bu d�³ ölçüye Lebesgue d�³ ölçüsü

ad� verilir.

Teorem 2.60 Lebesgue d�³ ölçüsü R nin herbir alt aral�§�na onun uzunlu§unu

kar³�l�k getirir, yani I ⊂ R bir aral�k ise

λ∗(I) = `(I)

d�r.

Teorem 2.61 Rn üzerindeki Lebesgue d�³ ölçüsü herbir aral�§a onun hacmini

kar³�l�k getirir.

Sonuç 2.62 A say�labilir küme ise λ∗(A) = 0 d�r.

Sonuç 2.63 [0, 1] kümesi say�lamayan bir kümedir.

Tan�m 2.64 X bir küme µ∗ da X üzerinde bir d�³ ölçü olsun. E§er X in herbir

A alt kümesi için

µ∗(A) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ Ec) (2.12)

ise X in E alt kümesi µ∗- ölçülebilir (µ∗ ye göre ölçülebilir) denir.

µ∗ fonksiyonunun alt toplamsall�k özelli§i de denilen µ∗(∪Ak) ≤ Σµ∗(Ak) özel-

li§inden, X in bütün A ve E alt kümeleri için

µ∗(A) ≥ µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ Ec)

olaca§�ndan bir E kümesinin µ∗- ölçülebilir olup olmad�§�n� anlamak için herbir

A ⊂ X için

µ∗(A) ≤ µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ Ec) (2.13)

e³itsizli§inin sa§land�§�n� göstermek yeterlidir. Ayr�ca, e§er

µ∗(A) = +∞ ise (2.13) e³itsizli§inin sa§lanaca§� aç�kt�r. �u halde X in bir E

alt kümesinin µ∗- ölçülebilir oldu§unu göstermek için X in µ∗(A) < +∞ ³art�n�

sa§layan herbir A alt kümesi için (2.13) e³itsizli§inin sa§land�§� göstermek yeter-

lidir.
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Teorem 2.65 X bir küme ve µ∗ da X üzerinde bir d�³ ölçü olsun. X in herbir

E alt kümesi için µ∗(E) = 0 veya µ∗(Ec) = 0 ise E kümesi µ∗- ölçülebilirdir.

Sonuç 2.66 ∅ ve X, X üzerinde tan�mlanan her d�³ ölçüye göre ölçülebilirdir.

Özel olarak ∅ ve R kümeleri λ∗ Lebesgue d�³ ölçüsüne göre ölçülebilirdir.

Teorem 2.67 E1 ve E2, µ∗- ölçülebilir kümeler ise E1 ∪E2 de µ∗- ölçülebilirdir.

Teorem 2.68 X bir küme µ∗ X üzerinde bir d�³ ölçü veM(X,µ∗) da X üzerinde

µ∗- ölçülebilir kümelerin s�n�f� olsun.

1. M(X,µ∗) bir σ- cebiridir.

2. µ∗ �nM(X,µ∗) s�n�f�na k�s�tlanmas� bir ölçüdür.

Lebesgue d�³ ölçüsü olan λ∗ �n M(R, λ∗) s�n�f�na ve B(R) s�n�f�na olan k�s�tla-

mas�na Lebesgue Ölçüsü denir, λ ile gösterilir. �kisini birbirinden ay�rmak

gerekti§inde, üzerinde Lebesgue ölçüsünün tan�mlad�§� s�n�f belirtilir. "B(R) ü-

zerindeki Lebesgue ölçüsü" veya "M üzerindeki Lebesgue ölçüsü" gibi. Bazen de

"Borel kümeleri üzerinde tan�ml� Lebesgue ölçüsü" ³eklinde ifade edilir.

Lemma 2.69 a ∈ R için (a,+∞) aral�§� λ∗ d�³ ölçüsüne göre

ölçülebilirdir.

Teorem 2.70 Herbir Borel kümesi λ∗ ölçülebilirdir.

2.4 Ölçülebilir Fonksiyonlar

Bu bölümde önce reel de§erli fonksiyonlar�n ölçülebilirli§i üzerinde durulacak,

daha sonra geni³letilmi³ reel de§erli fonksiyonlara yer verilecektir.

Tan�m 2.71 (X;A) bir ölçülebilir uzay olsun. f : X −→ R fonksiyonu ölçülebilirdir

⇐⇒ ∀α ∈ R için

f−1((α,+∞)) = {x ∈ X : f(x) > α} ∈ A.

�imdi bu tan�mdaki kümelerin ³eklini de§i³tirmeye imkan veren bir lemmay� ifade

edelim.
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Lemma 2.72 (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. f : X −→ R fonksiyonu için

a³a§�daki önermeler denktir.

1. ∀α ∈ R, Aα = {x ∈ X : f(x) > α} ∈ A

2. ∀α ∈ R, Bα = {x ∈ X : f(x) ≤ α} ∈ A

3. ∀α ∈ R, Cα = {x ∈ X : f(x) ≥ α} ∈ A

4. ∀α ∈ R, Dα = {x ∈ X : f(x) < α} ∈ A

Örnek 2.73 Her sabit fonksiyon bir ölçülebilir fonksiyondur. Gerçekten, ∀x ∈ R
için f(x) = c ise α ≥ c için

{x ∈ X : f(x) > α} = ∅ ∈ A

ve α < c için

{x ∈ X : f(x) > α} = X ∈ A

olur.

Örnek 2.74 X = R ve A = B(R) olsun. Sürekli her f : R −→ R fonksiyonu

(Borel) ölçülebilirdir.

Gerçekten f sürekli oldu§unda her α ∈ R için

{x ∈ R : f(x) > α} = f−1((α,∞))

kümesi R de bir aç�k kümedir. Her aç�k küme Borel cebirine ait oldu§undan

{x ∈ R : f(x) > α} ∈ B(R)

dir, yani Borel ölçülebilirdir.

Teorem 2.75 f ve g ölçülebilir fonksiyonlar ve c ∈ R olsun.

cf, f 2, f + g, f.g, |f |

fonksiyonlar� da ölçülebilirdir.

Tan�m 2.76 (X,A) bir ölçülebilir uzay ve A ∈ A olsun.

f : A→ R ölçülebilirdir ⇔ ∀α ∈ R için {x ∈ A : f(x) > α} ∈ A

Lemma 2.72 deki denklemlerin f : A→ R fonksiyonu için de do§ru olaca§� aç�kt�r.

Bu tan�mlar�n benzerleri [−∞,+∞] de§erli fonksiyonlar için de verilebilir.
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Tan�m 2.77 (X,A) bir ölçülebilir uzay ve A ∈ A olsun.

f : A→ [−∞,+∞] fonksiyonu ölçülebilirdir ⇔ ∀α ∈ R için

f−1((α,+∞]) = {x ∈ A : f(x) > α} ∈ A

olmal�d�r. X üzerinde tan�ml�, geni³letilmi³ reel de§erli A ölçülebilir bütün fonk-

siyonlar�n kümesi M(X,A) ile gösterilir. E§er f ∈M(X,A) ise

A = {x ∈ X : f(x) = +∞} =
∞⋂
n=1

{x ∈ X : f(x) > n}

B = {x ∈ X : f(x) = −∞} =
∞⋂
n=1

{x ∈ X : f(x) ≤ −n}

=

(
∞⋂
n=1

{x ∈ X : f(x) > −n}

)c

olaca§�ndan A ve B ölçülebilirdir.

Teorem 2.78 Geni³letilmi³ reel de§erli bir f fonksiyounun ölçülebilir olmas� için

gerek ve yeter ³art

A = {x ∈ X : f(x) = +∞}, B = {x ∈ X : f(x) = −∞}

kümelerinin ve

f1(x) =

{
f(x), x 6∈ A ∪B

0, x ∈ A ∪B
(2.14)

biçiminde tan�mlanan reel de§erli f1 fonksiyonunun ölçülebilir olmas�d�r.

Tan�m 2.79 B(Rk) Borel cebirine göre ölçülebilen bir fonksiyona Borel ölçülebilir

fonksiyon veya Borel fonksiyonu ad� verilir. M(R, λ∗) σ- cebirine göre ölçülebilen
bir fonksiyona Lebesgue ölçülebilir fonksiyon denir. R nin Borel kümesi olmayan

fakat Lebesgue ölçülebilir alt kümeleri mevcut oldu§undan, R de herbir Borel

ölçülebilir fonksiyon Lebesgue ölçülebilirdir.

Tan�m 2.80 f , X den R ye bir fonksiyon olsun.

f+(x) = max{f(x), 0}

f−(x) = max{−f(x), 0}

biçiminde tan�mlanan f+ ve f− fonksiyonlar� da X üzerinde tan�ml� ve negatif

olmayan fonksiyonlard�r. f+ fonksiyonuna f nin pozitif parças�, f− fonksiyonuna
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da f nin negatif parças� denir. Yukar�daki tan�m göz önüne al�nd�§�nda,

f = f+ − f−, |f | = f+ − f−

f+ =
1

2
(|f |+ f), f− =

1

2
(|f | − f)

olur. Teorem gere§ince ve yukar�daki ba§�nt�lar göz önüne al�nd�§�nda a³a§�daki

teorem ifade edilebilir.

Teorem 2.81 f : X −→ R fonksiyonunun ölçülebilir olmas� için gerek ve yeter

³art f+ ve f− fonksiyonlar�n�n ölçülebilir olmas�d�r.

Teorem 2.82 (X,A) bir ölçülebilir uzay ve A ∈ A olsun. f ile g, A üzerinde

tan�ml� [−∞,+∞]- de§erli ölçülebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu takdirde

{x ∈ A : f(x) < g(x)}, {x ∈ A : f(x) ≤ g(x)}, {x ∈ A : f(x) = g(x)}

kümeleri ölçülebilirdir.

Teorem 2.83 (X,A) bir ölçülebilir uzayA ∈ A ve f ile g, A da tan�ml� [−∞,+∞]

de§erli ölçülebilir fonksiyonlar ise (f ∨ g) ve (f ∧ g) fonksiyonlar� ölçülebilirdir.

Teorem 2.84 (fn), A ∈ A üzerinde tan�ml�, [−∞,+∞]- de§erli ölçülebilir fonksiy-

onlar�n bir dizisi ise supn fn ve infn fn fonksiyonlar� da ölçülebilirdir.

Teorem 2.85 (X,A) bir ölçü uzay� ve A ∈ A olsun. (fn), A üzerinde tan�ml�

[−∞,+∞] de§erli ölçülebilir fonksiyonlar�n bir dizisi ise lim infn→∞ fn ve lim supn→∞ fn

fonksiyonlar� ölçülebilirdir. Ayr�ca tan�m kümesiA0 = {x ∈ A : lim supn→∞ fn(x) =

lim infn→∞ fn(x)} olan limn→∞ fn fonksiyonu da ölçülebilirdir.

2.5 �ntegral

Bu bölümde önce negatif olmayan ölçülebilir basit fonksiyonlar�n integrali, daha

sonra da negatif olmayan, geni³letilmi³ reel de§erli, ölçülebilir fonksiyonlar�n in-

tegrali incelenecektir. Bundan sonra da [−∞,+∞] -de§erli fonksiyonlar�n integ-

rali üzerinde durulacakt�r. Önce basit fonksiyonun tan�m�n� verelim.

Tan�m 2.86 Görüntü kümesi sonlu elemandan meydana gelen ϕ fonksiyonuna

bir basit fonksiyon ad� verilir.
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Bir reel de§erli basit ϕ fonksiyonu ak ∈ R ve χEk , Ek kümesinin karakteristik

fonksiyonu olmak üzere

ϕ = Σn
k=1akχEk (2.15)

biçiminde yaz�labilir. E§er ϕ fonksiyonu X üzerinde tan�ml� ise⋃n
k=1Ek = X dir. Bu Ek kümelerinin seçili³i tek olmad�§�ndan ϕ nin (2.15)

tipindeki gösterimi tek de§ildir. E§er a1, a2, ..., am say�lar� ϕ nin X üzerinde

ald�§� farkl� de§erler ve

Ek = x ∈ X : f(x) = ak

seçilirse Ek kümeleri ayr�k olur. Bu durumda

ϕ = Σn
k=1akχEk

gösterimine ϕ fonksiyonunun standart gösterimi ad� verilir. X üzerinde tan�ml�,

reel de§erli, A ölçülebilir basit fonksiyonlar�n kümesi S = S(X,A), S deki negatif

olmayan fonksiyonllar�n kümesi S+ ile gösterilir.

Tan�m 2.87 (X,A, µ) bir ölçü uzay� olsun ak lar negatif olamayan reel say�lar

A1, A2, ..., An ler A ya ait olmak üzere
n⋃
k=1

Ak = X

ϕ = Σn
k=1akχEk (2.16)

gösterimine sahip bir ϕ ∈ S+ fonksiyonunun µ ölçüsüne göre integrali∫
X

ϕdµ = Σn
k=1akµ(Ak) (2.17)

dir.

Bu tan�ma göre ϕ nin µ ye göre integrali ya negatif olmayan bir reel say� ya da

µ ölçüsünün sonlu olmayan bir ölçü olmas� haline kar³�l�k gelen +∞ de§eridir.

Belirtelim ki, ϕ fonksiyonunun µ ye göre integrali ne ak say�lar�na ne de Ak
kümelerine ba§l�d�r. Bununla ilgili olarak ³u teoremi verebiliriz.

Teorem 2.88 (X,A, µ) bir ölçü uzay� ϕ ∈ S+(X,A) ve Ak lar ayr�k olmak üzere

ϕ nin bir gösterimi ϕ = Σn
k=1akχAk olsun. ϕ nin µ ölçüsüne göre integrali ne ak

say�lar�na ne de Ak kümelerine ba§l�d�r.

�imdi negatif olmayan basit fonksiyonlar�n integraline ait temel özellikleri verelim.

Teorem 2.89 (X,A, µ) bir ölçü uzay� ϕ ∈ S+,Ψ ∈ S+ ve c ≥ 0 olsun. Bu

taktirde
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(i)
∫
X
c.ϕdµ = c

∫
X
ϕdµ

(ii)
∫
X

(ϕ+ Ψ)dµ =
∫
X
ϕdµ+

∫
X

Ψdµ

(iii) ∀x ∈ X için ϕ(x) ≤ Ψ(x) ise
∫
X
ϕdµ ≤

∫
X

Ψdµ dir.

Burada basit fonksiyonlar�n integralinden yararlanarak [0,+∞]-de§erli fonksiyon-

lar�n integralini tan�mlay�p bu fonksiyonlar�n integraline ait özellikleri inceleye-

ce§iz.

Tan�m 2.90 (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve f ∈ M+(X,A) olsun. f fonksiyonunun

µ ölçüsüne göre integrali∫
X

fdµ = sup

∫
X

ϕdµ : ϕ ∈ S+veϕ ≤ f (2.18)

geni³letilmi³ reel say�s�d�r. E ∈ A olsun. f nin µ ye göre E üzerindeki integrali∫
X

fdµ =

∫
X

f.χEdµ (2.19)

say�s�d�r.

Teorem 2.91 f, g ∈M+(X,A) e E,F ∈ A olsun.

(i) ∀x ∈ X için f(x) ≤ g(x) ise
∫
X
fdµ ≤

∫
X
gdµ dir.

(ii) E ⊂ F ise
∫
E
fdµ ≤

∫
F
fdµ dir.

�imdi integral teorisinin temel teoremlerinden birini ifade edelim.

Teorem 2.92 (Monoton Yak�nsakl�k Teoremi) (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve

(fn) de M+(X,A) daki fonksiyonlar�n monoton artan bir dizisi olsun. (fn) dizisi

f fonksiyonuna yak�nsak ise ∫
X

fdµ =

∫
X

fndµ (2.20)

dir.

Lemma 2.93 (X,A) bir ölçülebilir uzay, A ∈ A ve f : A→ [−∞,+∞] fonksiy-

onu ölçülebilir olsun. Bu taktirdeA üzerinde tan�ml� [−∞,+∞]-de§erli, ölçülebilir

basit fonksiyonlar�n öyle bir artan (ϕn) dizisi vard�r ki limn→∞ ϕn = f dir. E§er

f s�n�rl� ise bu yak�nsama düzgündür.

Teorem 2.94 (i) f ∈M+ ve c ≥ 0 ise cf ∈M+ olup,∫
X

cfdµ = c

∫
X

fdµ

dir.
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(ii) f, g ∈M+ ise f + g ∈M+ olup,∫
X

(f + g)dµ =

∫
X

fdµ+

∫
X

gdµ

d�r.

Teorem 2.95 (Fatou Lemmas�) (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve fn de M+(X,A)

daki fonksiyonlar�nbir dizisi ise∫
X

lim
n→∞

inf fndµ ≤ lim
n→∞

inf

∫
X

fndµ (2.21)

d�r.

Teorem 2.96 (Beppo-Levi Teoremi) (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve
∑
fk da X

üzerinde tan�ml� [0,+∞] de§erli,ölçülebilir fonksiyonlar�n bir serisi olsun. Bu

taktirde ∫
X

(
∞∑
k=1

fk

)
dµ =

∞∑
k=1

(∫
X

fkdµ

)
(2.22)

dir.

Tan�m 2.97 (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve f ∈ M(X,A) olsun. E§er
∫
X
f+dµ ve∫

X
f−dµ integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonu X üzerinde integral-

lenebilirdir denir. Bu integral∫
X

fdµ =

∫
X

f+dµ−
∫
X

f−dµ

reel say�s�d�r. X üzerinde µ ölçüsüne göre integrallenebilen fonksiyonlar�n s�n�f�

L = L(X,A, µ) ile gösterilir.

Teorem 2.98 (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve f ∈M(X,A) olsun. Bu taktirde

f ∈ L ⇔ |f | ∈ L

d�r ve bunlar�n biri gerçeklendi§inde∣∣∣∣∫
X

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f |dµ

olur.

Teorem 2.99 (Tchebichev E³itsizli§i) (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve f : X →
[0,+∞] fonksiyonu ölçülebilir olsun. α > 0 için

Aα = {x ∈ X : f(x) ≥ α}

denirse

µ(Aα) ≤ 1

α

∫
Aα

fdµ ≤ 1

α

∫
X

fdµ

d�r.
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Teorem 2.100 (X,A, µ) bir ölçü uzay�, f ile g X üzerinde integrallenebilen reel

de§erlifonksiyonlar ve α herhangi bir reel say� olsun. Bu taktirde

(i) αf ∈ L ve f + g ∈ L

(ii)
∫
X
αfdµ = α

∫
X
fdµ

(iii)
∫
X

(f + g)dµ =
∫
X
fdµ =

∫
X
fdµ+

∫
X
gdµ

d�r.

2.6 Lp(Ω) Uzay�

Tan�m 2.101 (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve 1 ≤ p < ∞ olmak üzere Ω ⊂ X = Rn

bölgesinde tan�ml� ve ∫
Ω

|f(x)|pdµ(x) <∞

özelligine sahip ölçülebilir f : Ω→ R fonksiyonlar s�n�f�na Lp(Ω) uzay� veya Ω böl-

gesinde p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzay� denir. Lp(Ω)

uzay�

‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖p :=

(∫
Ω

|f(x)|pdµ(x)

)1/p

<∞

seklindeki norm ile tan�mlan�r. Buradaki ‖f‖p gösterimine f fonksiyonunun Lp-

normu denir.

Ω bölgesinde hemen her x için f(x) ≤M olacak ³ekilde bir M sabiti varsa

f fonksiyonuna hemen hemen heryerde s�n�rl�d�r denir. Böyle M sabitlerinin en

büyük alt s�n�r�na da |f | nin Ω bölgesindeki esas supremumu(esasl� s�n�r�) denir

ve

ess sup
x∈Ω

|f(x)| := inf {K : |f(x)| ≤ Kh.h.x ∈ Ω}

seklinde gösterilir. Ω bölgesindeki hemen hemen heryerde s�n�rl� f fonksiyonlar�

ile tan�mlanan uzay L∞(Ω) seklinde gösterilir. Buna göre bir f fonksiyonunun

L∞-normu

‖f‖∞ := ess sup
x∈Ω

|f(x)|

olarak tan�mlan�r.

Teorem 2.102 (Young e³itsizli§i) 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1 ve ∀a, b > 0 için

ab ≤ ap

p
+
bq

q
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olur.

Teorem 2.103 p ≤ 1 ve a, b ∈ R olmak üzere,

|a+ b|p ≤ 2p−1 (|a|p + |b|p)

olur.

Teorem 2.104 (Hölder e³itsizli§i) 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1 ve f ∈ Lp, g ∈ Lq

ise fg ∈ L1 olur ve ∫
Ω

|f(x)g(x)|dµ(x) ≤ ‖f‖p‖g‖q

e³itsizli§i sa§lan�r.

Teorem 2.105 (Minkowski e³itsizli§i) Eger f, g ∈ Lp ve 1 ≤ p ise f + g ∈ Lp

olur ve

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p
e³itsizli§i sa§lan�r.

Hölder teoremi ve Lebesgue integralinin özellikleri gözönünde bulunduruldugunda

Lp, 1 ≤ p < ∞, nin bir vektör uzay� oldu§u görülür. Bununla birlikte ‖f‖p; Lp

üzerinde bir normdur ve

1. Tan�mdan ‖f‖p ≥ 0

2. ‖f‖p = 0 ise hemen hemen heryerde f(x) = 0

3. ‖αf‖p = |α|‖f‖p
4. ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖f‖p

özellikleri sa§land�§�ndan Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, bir normlu uzayd�r.

Teorem 2.106 Lp, 1 ≤ p <∞, uzay�

‖f‖p :=

(∫
Ω

|f(x)|pdµ(x)

)1/p

normu alt�nda tam ve dolays�yla Banach uzay�d�r.

Tan�m 2.107 fn ve f fonksiyonlar� Lp uzay�n�n elemanlar� olmak üzere; (fn)

dizisi f fonksiyonuna p. mertebeden yak�nsakt�r⇔ ∀ > ε > 0 için ∃n0 ∈ N öyleki

∀n ≥ n0 için ‖fn − f‖p < ε.
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Bu yak�nsakl�k çe³idine Lp de yak�nsakl�k da denir. Burada p ≥ 1 olup,

‖fn − f‖p =

(∫
Ω

|fn − f |pdµ
)

dir. Buna göre,

(fn) dizisinin f fonksiyonuna Lp de yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ³art

limn→∞ ‖fn − f‖p = 0 olmas�d�r.

Tan�m 2.108 (Zay�f Lpuzay�) f, Rn üzerinde ölçülebilir fonksiyon ve 1 ≤ p <

∞ olsun. Zay�f Lp uzay�

Lp,∞ (Rn) = {f : ‖f‖p,∞ <∞}

biçiminde tan�mlan�r. Burada, f nin yar� normu C > 0 sabiti için

‖f‖p,∞ := sup
λ>0

λ| {x ∈ Rn : |f (x) | > λ} |
1
p ≤ C

ile verilir.

Uyar� 2.109 1 ≤ p <∞, Lp(Rn) $ Lp,∞ (Rn) oldu§u kolayca görülür.

Tan�m 2.110 ((p, q) tipli operatör) T , bir altlineer operatör ve 1 ≤ p, q ≤ ∞
olsun. E§er T , Lp (Rn) den Lq,∞ (Rn) ye s�n�rl� bir operatör ise T , zay�f (p, q)

tipindendir denir. Yani herhangi bir λ > 0 ve f ∈ Lp (Rn) için

| {x ∈ Rn : |Tf (x) | > λ} | ≤
(
C

λ
‖f‖p

)q
(2.23)

olacak ³ekilde bir C > 0 sabiti vard�r

f ∈ Lp (Rn) için

‖Tf‖q ≤ C‖f‖p (2.24)

olacak ³ekilde bir C > 0 sabiti varsa T, Lp (Rn) den Lq (Rn) ye s�n�rl� operatörü

(p, q) tipindendir denir. Burada ve a³a§�da ‖f‖p = ‖f‖Lp(Rn), f (x) ile f(x)

fonksiyonunun Lp normunu verir.

p = q oldu§unda ve T operatörü (2.23) ile (2.24) i, tan�mlad�§� zaman, T nin de

(p, p) zay�f tipinden oldu§u söylenir. Ayr�ca (p, q) tipli operatörünün zay�f (p, q)

tipinden oldu§unu görmek kolayd�r. Fakat tersi tam olarak do§ru de§ildir.
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2.7 A§�rl�kl� Norm E³itsizlikleri

Bu bölümde Teorem 3.6 de belirtilen sonuçlar� daha da genel olan

(Rn, ω (x) dx) ölçülebilir uzaylar�na geni³letece§iz. Burada ω, Rn de negatif ol-

mayan lokal integrallenebilen fonksiyondur ve a§�rl�k fonksiyonu olarak adland�r�l�r.

Notasyona uygunluk aç�s�ndan bu bölümdeM Hardy-Littlewood maksimal opera-

torünün tan�m� için (3.3) ile gösterilen ifadeyi kullanca§�z. Asl�nda, (3.4) denM ′′

maksimal operatorü temel olarak M ile ayn�d�r. �imdi Ap a§�rl�klar�n�n tan�m�

verelim.

Tan�m 2.111 ((1 ≤ p <∞)için Ap a§�rl�klar� ) ω (x) ≤ 0 ve ω (x) ∈ L1
loc (Rn)

olsun. A³ag�daki e³itsizli§i sa§layan bir C > 0 sabiti

sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

ω (x) dx

)(
1

|Q|

∫
Q

ω (x)1−p′ dx

)p−1

≤ C (2.25)

1 < p < ∞ için ω ∈ Ap denir. Burada ve a³a§�da, 1/p + 1/p′ = 1 d�r. C > 0

olmak üzere

Mω (x) ≤ Cω (x) (2.26)

e³itsizli§i sa§lan�yorsa ω ∈ A1. (2.25) veya (2.26) de görünen C sabitine ω n�n Ap
sabiti denir.

Uyar� 2.112 ω ∈ A1 olmas� için gerek ve yeter ³art C > 0 ve herhangi Q kübü

için
1

|Q|

∫
Q

ω (x) dx ≤ C inf
x∈Q

ω (x) . (2.27)

Burada ve a³a§�da, inf ile temel in�mum olarak dü³ünülecektir. Dahas�, 1 ≤ p <

∞ ve ω ∈ Ap için, Ap sabiti C ≤ 1 oldu§u kolayca görülür. Asl�nda, her bir Q

kübü için

1 =
1

|Q|

∫
Q

ω (x)1/p ω (x)−1/p dx

≤

{(
1

|Q|

∫
Q

ω (x) dx

)(
1

|Q|

∫
Q

ω (x)1−p′ dx

)p−1
}1/p

≤ C1/p

³eklindedir.

�imdi Ap a§�rl�k fonksiyonlar�n�n baz� özelliklerini verelim.

25



Önerme 2.113 ( Ap a§�rl�klar�n�n (I.) özellikleri) i. Ap $ Aq, if 1 ≤ p <

q <∞.

ii. 1 < p <∞ için ω ∈ Ap gerek ve yeter ³art ω (x)1−p′ ∈ Ap′ .

iii. ω0, ω1 ∈ A1 ise 1 < p <∞ için ω0ω
1−p
1 ≤ Ap.

iv. (1 ≤ p <∞) olmak üzere ω ∈ Ap ise herbir 0 < ε < 1 için ωε ∈ Ap.

v. (1 ≤ p <∞) için ω ∈ Ap ise ∀f ∈ L1
loc (Rn) için(

1

|Q|

∫
Q

|f (x) |dx
)p

.ω (Q) ≤ C

∫
Q

|f (x) |pω (x) dx. (2.28)

vi. (1 ≤ p <∞) için ω ∈ Ap ise herhangi bir δ > 1 için C (n, pδ) sabiti vard�r

öyleki her bir Q kübü için, ω (δQ) ≤ C (n, p, δ)ω (Q). Özellikle, δ = 2

al�n�rsa Ap a§�rl�klar� çift ko³ulu sa§lar.

vii. (1 ≤ p <∞) için ω ∈ Ap ise herhangi bir 0 < α < 1için 0 < β < 1 vard�r

öyle ki herhangi ölçülebilir E ⊂ Q için |E| ≤ α|Q| ve ω (E) ≤ βω (Q).

�spat.

i. p > 1 için Tan�m 2.111 ve Hölder e³itsizli§inin direk sonucudur. p = 1

oldu§unda ise (2.27) den(
1

|Q|

∫
Q

ω (x)1−q′ dx

)q−1

≤ sup
x∈Q

ω (x)−1

=

(
inf
x∈Q

ω (x)

)−1

≤ C

(
1

|Q|

∫
Q

ω (x) dx

)−1

.

Di§erm taraftan, |x|α ∈ Ap olmas� için gerk ve yeter ³art −n < α < n (p− 1)

oldu§undan (bkz Önerme 4.6), Ap 6= Aq olmad�§�n� elde ederiz.

ii. (p− 1) (p′ − 1) = 1 oldu§undan herhangi bir Q kübü için(
1

|Q|

∫
Q

ω (x)1−p′ dx

)(
1

|Q|

∫
Q

[ω (x)1−p′ ]1−pdx

)p′−1

=

{(
1

|Q|

∫
Q

ω (x) dx

)(
1

|Q|

∫
Q

ω (x)1−p′ dx

)p−1
}p′−1

≤ Cp′−1

oldu§u görülür.
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iii. Herhangi bir Q için , (i = 1, 2) ωi ∈ A1 oldu§undan ve (2.27)

ωi (x)−1 ≤ sup
x∈Q

ωi (x)−1 ≤
(

inf
x∈Q

ωi (x)

)−1

≤ C

(
ωi (Q)

|Q|

)−1

(2.29)

elde edilir. 2.29 den,(
1

|Q|

∫
Q

ω0 (x)ω1 (x)1−p dx

)(
1

|Q|

∫
Q

ω0 (x)1−p′ ω1 (x) dx

)p−1

≤ C

sonucunu verir.

iv. p = 1 için , Hölder e³itsizli§i ve (2.27) den

1

|Q|

∫
Q

ω (x)ε dx ≤
(

1

|Q|

∫
Q

ω (x) dx

)ε
≤
(
C inf
x∈Q

ω (x)

)ε
= Cε inf

x∈Q
ω (x)ε

oldu§u görülür. Benzer olarak, 1 < p < ∞ için Tan�m 2.111 ve Hölder

e³itsizli§inden iv. sonucu elde edilir.

v p = 1 için , (2.27) den

1

|Q|

∫
Q

|f (x) |dx.ω (Q) =

∫
Q

|f (x) |dx. 1

|Q|

∫
Q

ω (x) dx

≤ C

∫
Q

|f (x) |dx. inf
x∈Q

ω (x)

≤ C

∫
Q

|f (x) |ω (x) dx.

elde edilir. 1 < p <∞ oldu§unda ise Hölder e³itsizli§inden

1

|Q|

∫
Q

|f (x) |dx

=
1

|Q|

∫
Q

|f (x) |ω (x)1/p ω (x)−1/p dx

≤
(

1

|Q|

∫
Q

|f (x) |pω (x) dx

)1/p(
1

|Q|

∫
Q

ω (x)1−p′ dx

)(p−1)/p

≤ C1/p

(
1

|Q|

∫
Q

|f (x) |pω (x) dx

)1/p(
1

|Q|

∫
Q

ω (x) dx

)−1/p

olur.

vi. E§er (2.28) te Q ile δQ ve f (x) ile χQ (x) n�n yerlerini de§i³tirisek vi. sonu-

cunu elde etmi³ oluruz.

vii. (2.27) de S = Q\E ve f (x) = χS (x) olsun. Bu durumda(
|S|
|Q|

)p
ω (Q) ≤ C

∫
S

ω (x) dx.
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Buradan

(1− α)p ω (Q) ≤
(

1− |E|
|Q|

)p
ω (Q) ≤ C

(∫
Q

ω (x) dx−
∫
E

ω (x) dx

)
C ≥ 1 (bkz Uyar� 2.112),

ω (E) ≤ C − (1− α)p

C
ω (Q) .

Buradan β = (C − (1− α)p) /C oldu§unda vii sonucu elde edilmi³ olur.

S�radaki teorem ile Ap a§�rl�k fonksiyonlar�n� çok önemli ve kullan�³l� olan

bir özelli§i verilecektir.

Teorem 2.114 (Ters Hölder e³itsizli§i) 1 ≤ p < ∞ için ω ∈ Ap olsun. Bu

durumda herhangi bir Q kübü için sadece p ye ba§l� olan ε > 0 ve C, ω n�n Ap
sabiti olmak üzere(

1

|Q|

∫
Q

ω (x)1+ε dx

)1/(1+ε)

≤ C

|Q|

∫
Q

ω (x) dx (2.30)

e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat. Q belirlenmi³ küp olsun, Uyar� 3.10 de Q üzerinde ω için Calderón-

Zygmund parçalan�³� uygulan�rsa

{ω (Q) /|Q| = λ0 < λ1 < · · · < λk < . . . }

olur her bir λk için {Qk,i} ayr�k küpler dizisini elde ederiz, öyle ki

ω (x) ≤ λk for x /∈ Λk =
⋃
i

Qk,i

ve

λk <
1

|Qk,i|

∫
Qk,i

ω (x) dx ≤ 2nλk.

³eklindedir. λk+1 > λk için ve her Qk+1,j için Qk+1,j kümesi ya Qk,i veya baz� i

indisleri için Qk,i nin alt kübüdür. Buradan

|Qk+1,j| <
1

λk+1

∫
Qk+1,j

ω (x) dx

=
Qk,i

λk+1

1

|Qk,i|

∫
Qk+1,j

ω (x) dx

≤ Qk,i

λk+1

1

|Qk,i|

∫
Qk,j

ω (x) dx

≤ 2n
λk
λk+1

|Qk,i|.
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Bundan dolay�

|Qk,i ∩ Λk+1| ≤ 2n
λk
λk+1

|Qk,i|

elde edilir. Belirlenmi³ α < 1 için {λk} dizisini 2nλk/λk+1 = α gibi seçbiliriz.

Buna denk olarak λk = (2n/α)k λ0. Buradan

|Qk,i ∩ Λk+1| ≤ α|Qk,i|.

elde edilir. Önerme 2.113 vii. den,0 < β < 1 vard�r öyleki

ω (Qk,i ∩ Λk+1) etaω (Qk,i) .

i indis li terimler toplan�rsa, ω (Λk+1) ≤ βω (Λk) oldu§u elde edilmi³ olur, buradan

ω (Λk+1) ≤ βkω (Λ0)

Benzer olarak |Λk+1| ≤ α|Λk| ve |Λk+1| ≤ αk|Λ0|. Buradan∣∣∣∣∣
∞⋃
k=0

λk

∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

λk

elde edilir.∫
Q

ω(x)1+εdx =

∫
QΛ0

ω(x)1+εdx+
∞∑
k=0

∫
Λk\Λk+1

ω(x)1+εdx

≤ λε0ω(Q \ Λ0) +
∞∑
k=0

λεk+1ω(Λk \ Λk+1)

≤ λε0

(
ω(Q \ Λ0) +

∞∑
k=0

(2n/α)(k+1)εβkω(Λ0)

)

≤ λε0

(
ω(Q \ Λ0) + (2n/α)ε

∞∑
k=0

[(2n/α)β]kω(Λ0)

)
.

(2n/α)εβ < 1 olacak ³ekilde bir ε > 0 için seri yak�nsakt�r. Buradan∫
Q

ω(x)1+εdx ≤ Cλε0 (ω(Q \ Λ0) + ω(Λ0))

= C

(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)ε
·
(

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)
|Q|.

Böylelikle (2.30) denklemi elde edilir ve Teorem 2.114 in ispat� tamamlanm�³

olur. Teorem 2.114 in sonuçlar� olarak Ap a§�rl�k fonksiyonlar�n�n baz� özelliklerini

verelim.

Önerme 2.115 (Ap a§�rl�k fonksiyonlar�n�n (II.) özellikleri) viii. (1 < p <

∞) olmak üzere ω ∈ Ap olsun. Bu durumda p − ε > 1 olacak ³ekilde bir

ε > 0 için ω(x) ∈ Ap−ε.

29



ix. 1 < p <∞ için Ap =
⋃
q<pAq.

x. 1 < p <∞ için ω ∈ Ap olsun. Bu durumda ε > 0 vard�r öyle ki ω(x)1+ε ∈ Ap.

xi. 1 < p < ∞ için ω ∈ Ap olsun. Bu durumda δ > 0 ve C > 0 vard�r öyle ki

her bir Q kübü ve E ⊂ Q olacak ³ekilde ölçülebilir E kümesi için

ω(E)

ω(Q)
≤ C

(
|E|
|Q|

)δ
. (2.31)

�spat.

viii. ii. özelli§inden ω ∈ Ap ise ω1−p′ ∈ Ap′ .ω1−p′ için ters Hölder e³itsizli§i

uygulan�rsa(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)(1−p′)(1+θ)dx

)(p−1)/(1+θ)

≤ Cp−1

(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1−p′dx

)p−1

,

burada θ > 0. E³itsizli§in her iki taraf� 1
|Q|

∫
Q
ω(x)dx ile çarp�l�rsa(

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)(1−p′)(1+θ)dx

)(p−1)/(1+θ)

≤ C.

oldu§u görülür. (1− p′)(1 + θ) = 1− q′ denirse 1 < q < p için ω ∈ Aq olur.
Böylelikle vii. özelli§i ε = p− q için elde edilmi³ olur.

ix. ix. özelli§i i. ve viii. özelli§inin direk sonucudur. Gerçekten, Ap ⊃
⋃
q<pAq

oldu§unu i. özellikten biliyoruz. Di§er taraftan viii. den Ap ⊂
⋃
q<pAq.

x. ω ∈ A1 olsun (2.30) denkleminden

1

|Q|

∫
Q

ω (x)1+ε dx ≤
(
C

|Q|

∫
Q

ω (x) dx

)1+ε

≤ Cω(x)1+εh.h.x ∈ Rn.

Buradan ω(x)1+ε ∈ A1.

E§er p > 1 için ω ∈ Ap ise ii. den ω(x)1+p′ ∈ Ap′ .Teorem 3.16, kullan�larak

ε > 0 olmak üzere

1

|Q|

∫
Q

ω(x)1+εdx ≤ C1

(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)1+ε

ve
1

|Q|

∫
Q

ω(x)(1−p′)(1+ε)dx ≤ C2

(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1−p′dx

)1+ε

.

sa§lan�r. Böylece(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1+εdx

)(
1

|Q|

∫
Q

[ω(x)1+ε]1−p
′
dx

)p−1

≤ C

{(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1−p′dx

)p−1
}1+ε

≤ C.
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xi. 1 ≤ p <∞ için ω(x) ∈ Ap oldu§undan 1+ε ve (1+ε)/ε için Hölder e³itsizli§i

kullan�l�r ise (2.30) dan∫
E

ω(x)dx ≤
(∫

E

ω(x)1+εdx

)1/(1+ε)

.|E|ε/(1+ε)

=

(
1

|Q|

∫
E

ω(x)1+εdx

)1/(1+ε)

|Q|1/(1+ε)‖E|ε/(1+ε)

≤ C

|Q|

∫
E

ω(x)dx|Q|1/(1+ε)‖E|ε/(1+ε)

= Cω(Q)

(
|E|
|Q|

)ε/(1+ε)

.

Böylelikle δ = ε/(1+ε) için ω n�n (2.31) denklemini sa§lad�§� görülürve ispat

tamamlan�r.

Uyar� 2.116 ω, Rn de negatif olmayan lokal integrallenebilen bir fonksiyon ol-

sun. E§er ω (2.31) denklimini sa§larsa ω ∈ A∞ denir. xi. özelli§i gösteriyor ki⋃
1≤p<∞Ap ⊂ A∞. Bununla birlikte

⋃
1≤p<∞Ap ⊃ A∞ oldu§u da ispatlanabilir.

Sonuç olarak A∞ =
⋃

1≤p<∞Ap.

Tan�m 2.117 (Hilbert dönü³ümü) 1 ≤ p <∞ olmak üzere f ∈ Lp(E1) olsun.

f̃(x) = pv
1

π

∫ +∞

−∞

f(t)

x− t
dt = limε→0+

1

π

∫
|x−t|>ε

f(t)

x− t
dt

esas de§er konvolüsyonu f nin Hilbert dönü³ümü olarak adland�r�l�r. Buradaki

esas amac�m�z f̃ nin varl�§�n� göstermek ve 1 < p < ∞ için Lp de Hf = f̃

operatörünün sürekli oldu§unu ifade eden Riesz'in klasik sonucunu elde etmek

olacakt�r. Burada f̃ , f ile 1
x
çekirde§inin konvolüsyonudur. Fakat bu konvolüsyon

esas de§er anlam�nda al�nmal�d�r, çünkü 1
x
çekirde§i E1 üzerinde integrallenebilir

de§ildir. 1 ≤ p <∞ ve f ∈ Lp olmak üzere

f̃(x) = limε→0f̃ε(x)

yazal�m,burada

f̃ε(x) =
1

π

∫
|x−t|>ε

f(t)

x− t
dt

ile verilir. Hölder e³itsizli§inden f̃ε(x) in var oldu§u görülür, çünkü orijinin bir

ε-kom³ulu§unun d�³�nda 1
x
çekirde§i her q > 1 için Lq ya aittir. W. H. Young

teoreminden p > 1 olmak üzere e§er f ∈ L ∩ Lp ise f̃ε ∈ Lp dir.
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3 HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL OPERATÖRÜNÜN Lp

UZAYINDA SINIRLILI�I

Bu bölümde Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü,Calderon-Zygmund

Parçalan�³�,Marcinkiewicz �nterpolasyon teoremi hakk�nda bilgi verilecektir.

3.1 Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü

Harmonik analizde çok önemli bir yeri olan Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonunun tan�m�n� vererek ba³layal�m.

Tan�m 3.1 (Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu) Kabul edelimki f , Rn

de lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Her bir f ∈ L1
loc(Rn) ve x ∈ Rn için

f in Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu Mf(x) a³a§�daki gibi tan�mlan�r.

Mf (x) = sup
r>0

1

rn

∫
|y|≤r
|f (x− y) |dy. (3.1)

Buna ek olarak, M ye Hardy-Littlewood maximal operatorü de denilebilir.

Bazen a³a§�daki maksimal fonksiyonlara da ihtiyaç duyar�z. f ∈ L1
loc(Rn) ve

x ∈ Rn, için

M ′f (x) = sup
r>0

1

|Q(x, r)|

∫
Q(x,r)

|f (y) |dy, (3.2)

burada ve a³a§�da, Q(x, r) x merkezli ve kenar uzunlu§u r olan kübü göstermek-

tedir. Ek olarak,E nin Lebesgue ölçüsü |E| olarak gösterilmi³tir. Daha genel

olarak ,

M ′′f (x) = sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|f (y) |dy (3.3)

burada supremum x'i içeren bütün Q küpler veya yuvarlar üzerine uygulanm�³t�r.

Hardy-Littlewood maksimal operatorü M için a³ag�daki uyar�lar� verelim.

Uyar� 3.2 (3.1)− (3.3), sadece n boyuta dayanan Ci(i = 1, 2, 3) sabitlerinin her

bir x ∈ Rn için a³a§�daki gibi var oldu§u kolayca görülür.

C0Mf (x) ≤ C1M
′f (x) ≤ C2M

′′f (x) ≤ C3Mf (x) (3.4)

Böylelikle, f in Mf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun M ′f , M ′′f mak-

simal fonksiyonlar� sabit fark�yla birbirlerine denktir.
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Uyar� 3.3 f ∈ L1
loc(Rn) için,Mf(x) Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu Rn

de dü³ük yar� sürekli fonksiyon ve Rn de ölçülebilir bir fonksiyondur.

(3.4) den, sadece M ′f(x) için önermeyi göstermemiz yeterlidir. Asl�nda, her bir

λ ∈ R, için E := {xεRn : M ′f(x) ≤ λ} kümesinin aç�k oldu§unu göstermemiz

de ispat�n tamamlanmas� için yeterlidir. M ′f(x) tan�mlan�³�ndan bütün λ > 0

için E nin aç�k oldu§unu göstermek yeterli olacakt�r. Denk olarak, her λ > 0 için

Ec := {x ∈ Rn : M ′f(x) ≤ λ} kümesinin kapal� oldu§unu gösterelim.

Kabul edelim ki xk ⊂ Ec ve k →∞ için xk → x olsun. Sadece r > 0 için

göstermemiz yeterlidir.

1

|Q (x, r) |

∫
Q(x,r)

|f (y) | ≤ λ (3.5)

Buradan her k = 1, 2, ..., için Qk=Q(xk, r) ve fk(y) = f (y)χQ(x,r)∆Qk(y) denirse

Q (x, r) ∆Qk = (Q (x, r) \Qk)
⋃

(Qk\Q (x, r))

olur. Böylece,

∀k için |fk (y) | ≤ |f (y) | lim
k→∞

fk (y) = 0

olur. Lebesgue bask�l� yak�nsakl�k teoremini uygulan�rsa, a³a§�daki denklemi elde

ederiz.

lim
k→∞

1

|Q (x, r) |

∫
Q(x,r)

|fk (y) |dy = 0 (3.6)

Di§er taraftan,

1

|Q (x, r) |

∫
Qk

|f (y) |dy =
1

|Qk|

∫
Qk

|f (y) |dy ≤ λ.

oldu§u aç�kt�r. Buradan

1

|Q (x, r) |

∫
Q(x,r)

|f (y) |dy ≤ 1

|Q (x, r) |

∫
Q(x,r)∆Qk

|f (y) |dy

+
1

|Q (x, r) |

∫
Qk

|f (y) |dy

≤ 1

|Q (x, r) |

∫
Q(x,r)

|fk (y) |dy + λ

k → 1 için (3.6) dan (3.5) i elde ederiz.

Uyar� 3.4 M Hardy-Littlewood Maksimal operatörü , L1 (Rn) den L1 (Rn) e

s�n�rl� bir operatör de§ildir.
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Sadece n = 1 durmunu dü³ünelim. f(x) = χ[0,1](x) olsun ve x ≤ 1, için

Mf (x) ≥ 1

2x

∫ 2x

0

|f (y) |dy =
1

2x

Buradan ∫
R
Mf (x) dx ≥

∫ ∞
1

Mf (x) dx ≥
∫ ∞

1

1

2x
dx =∞

M ,L1(Rn) de s�n�rl� bir operator olmamas�na ra§men , zay�f L1(Rn) uzay� için

L1(Rn) den L1,∞(Rn) e tan�mlanan zaman M operatörü s�n�rl� bir operatördür.

Lemma 3.5 (Vitali örtme lemmas�) E,Rn de ölçülebilir küme ve B d(B) <

∞ olan ve E yi Vitali anlay�³�yla örten B kümelerinin bir kolleksiyonu olsun.

Herhangibir x ∈ E için x ∈ Bx olmak üzere Bx ∈ B var ise β > 0, n sadece

boyuta ba§l� ve B1, B2, ..., Bk, ..., B de ayr�k yuvarlar olmak üzere∑
k

|Bk| ≥ β|E|.

Asl�nda, a³a§�daki ispattanda görülece§i gibi β = 5−n almak yeterlidir.

�spat. l0 = sup{d(B) : B ∈ B < ∞} ve B1 ∈ B olacak ³ekilde seçelim ve

d(B1) ≥ 1
2
l0 olsun. Benzer ³ekilde B1 = {B : B ∈ B ve B

⋂
B1 = ∅} ve

l1 = sup{d(B) : B ∈ B1}; B2 ∈ B1 için d(B2) = 1
2
l1 seçebiliriz. B1, B2, ..., Bk, B

den olmak üzere yukar�daki gibi kümeleri seçelim.

Bk =

{
B : B ∈ B ve B

⋂(
k⋃
j=1

Bj

)
= φ

}
olur ve lk = sup{d(B) : B ∈ Bk}

Daha sonra Bk+1 ∈ Bk, d(Bk+1) ≥ 1
2
lk olacak ³ekilde seçebiliriz. Böylece

B den B1, B2, ..., dizisini a³a§�daki özellikleri sa§layacak ³ekilde seçmi³ oluruz.

(i)B1, B2, . . . , Bk, . . . ayr�k;

(ii)d(Bk+1) ≥ 1
2

sup{d(B) : B ∈ Bk} ve

Bk =

{
B : B ∈ Bve B

⋂(
k⋃
j=1

Bj

)
= φ

}
k = 1, 2, .... için

E§er bu ³ekildeki ilerleme baz�Bk kümeleri için sa§lanm�yorsa bu Bk = ∅ oldu§unu
gösterir. Bu durumda, her bir x ∈ E, Bx ∈ B vard�r öyleki x ∈ Bx ve Bx∩Bk0 = ∅,
1 ≥ k0 ≥ k olmak üzere. Genelli§i bozmadan, Bx ∩ Bj = ∅, oldu§unu j =
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1, 2, ..., k0−1 için varsayabiliriz. Bundan dolay�, d(Bk0) ≥ 1
2
d(Bx) ve bu demektir

ki Bx ⊂ 5Bk0 d�r. Burada 5Bk0 için Bk0 yuvar�n� merkezi ayn� kalacak ³ekilde be³

kat geni³letti§ini (uzatt�§�n�) söyleyebiliriz. Buradan, E ⊂
k⋃
j=1

5Bj için

|E| ≤

∣∣∣∣∣
k⋃
j=1

5Bj

∣∣∣∣∣ ≤
k∑
j=1

|5Bj| ≤ 5n
k∑
j=1

|Bj|

oldu§u görülmektedir. Di§er taraftan,
∞∑
j=1

|Bk| = ∞ oldu§u aç�kt�r. O halde,

∞∑
j=1

|Bk| <∞ oldu§unu görmek yeterlidir. B∗k = 5Bk ile gösterilsin.

E ⊂
∞⋃
k=1

B∗k (3.7)

oldu§unu ara³t�ral�m. Burada B ⊂
∞⋃
k=1

B∗k oldu§unu göstermek yeterlidir. Her bir

B ∈ B için
∞∑
j=1

|Bk| < ∞, ve d(Bk) → 0, k → ∞ oldu§unu elde ederiz. Burada,

d(Bk0) <
1
2
d(B). olacak ³ekilde k0 vard�r. Burada k0 � bu özelli§i sa§layan en

küçük indis olarak dü³ünmemiz gerekmektedir. Bu durumda, Bx, 1 ≤ j ≤ k0 −
1için Bj yuvarlar� ile kesi³ir. Di§er taraftan, d (Bk0) ≥ 1

2
d (Bx) (3.7) görüldü§ü

gibi Bx ⊂ 5Bj = B∗j dir. Buradan

|E| ≤ |
∞⋃
k=1

B∗k| ≤
∞∑
k=1

|B∗k| ≤ 5n
∞∑
k=1

|Bk|

olup ispat tamamlan�r.

�imdi M Hardy-Littlewood maksimal operatörünün, zay�f (1, 1) tipinden

ve zay�f (p, q) tipinden oldu§unu gösteren Teoremi verece§iz.

Teorem 3.6 f, Rn üzerinde ölçülebilir fonksiyon olsun.

(a) 1 ≤ p ≤ ∞ için f ∈ Lp (Rn) ise hemen her x ∈ Rn için M (f (x)) <∞ olur.

(b) Herhangi bir λ > 0 ve f ∈ L1 (Rn) için

| {x ∈ Rn : |Mf (x) | > λ} | ≤ C

λ
‖f‖1

olacak ³ekilde bir C = C(n) > 0 sabiti vard�r.

(c) Herhangi bir f ∈ Lp (Rn) ve 1 < p ≤ ∞, için ‖Mf‖p ≤ C‖f‖p olacak ³ekilde

bir C = C(n, p) > 0 sabiti vard�r.
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�spat. Aç�kça görülüyor ki,(a), (b) ve (c) n�n sonucudur. Dolay�s�yla sadece (b)

(c) için ispat etmek yeterlidir. Öncelikle (b) yi dü³ünelim. Her bir λ > 0, için

Uyar� 3.2 den

Eλ := {x ∈ Rn : Mf (x) > λ}

kümesinin aç�k ve ölçülebilir küme oldu§u görülmektedir. By Tan�m 3.1 den

x ∈ Eλ için x merkezli Bx yuvar� vard�r öyleki

1

|Bx|

∫
Bx

|f (y) |dy > λ

d�r.Buradan her x ∈ Eλ için;

|Bx|
1

λ

∫
Bx

|f (y) |dy ≤ 1

λ
‖f‖1 <∞

dir.

Böylece, B = {Bx : x ∈ Eλ} ³eklinde olursa Eλ kümeleri B yi Vitali

amlam�nda örter. Lemma 3.5 den, B1, B2, ..., Bk, ... kümeleri B kolleksiyonunun

ayr�k kümeleri ³eklinde seçebiliriz,∑
k

|Bk| ≥ β|Eλ|

olur. Buradan

β|Eλ| ≤
∑
k

|Bk| ≤
1

λ

∑
k

∫
Bk

|f (y) |dy

=
1

λ

∫
∪kBk
|f (y) |dy

≤ 1

λ
‖f‖1

elde edilir.

�imdi (c) yi ispat edelim. Aç�kça görülüyorki p = ∞ için (c) sa§lan�r. O

halde 1 < p <∞ olsun. f ∈ Lp(Rn) ve herbir λ > 0 için f = f1 + f2 olsun.

f1 (x) =

{
f (x) , for |f (x) | ≥ λ

2

0 , for |f (x) | < λ
2
.

f1 ∈ L1(Rn) oldu§unu görmek kolayd�r. Buradan

|f (x) | ≤ |f1 (x) |+ λ

2
and Mf (x) ≤Mf1 (x) +

λ

2
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elde ederiz. Böylece, (3) dan zay�f (1, 1) tipi için M s�n�rl�d�r.

|Eλ| = |{x ε Rn : Mf (x) > λ}|

≤ |{x ε Rn : Mf1 (x) >
λ

2
}|

≤ 2β

λ

∫
Rn
|f1 (x) |dx

=
2β

λ

∫
{x εRn:|f(x)|≥λ

2
}
|f (x) |dx,

burada β Lemma 3.5 de oldu§u gibi bir sabittir. Böylece∫
Rn

(Mf (x))p dx

= p

∫ ∞
0

λp−1|Eλ|dλ

≤ p

∫ ∞
0

λp−1

(
2β

λ

∫
{x εRn:|f(x)|≥λ

2
}
|f (x) |dx

)
dλ

≤ 2βp

∫
Rn
|f (x) |

(∫ 2|f(x)

0

λp−2dλ

)
dx

=
2βp

p− 1

∫
Rn
|f (x) |pdx.

olur. Böylece Theorem 3.6 ispatlanm�³ olur.

Zay�f (1, 1) tipi içinM Hardy-Littlewood maksimal operatörünün s�n�rl�l�§�

için Lebesgue diferensiyelleme teoremini verelim.

Teorem 3.7 (Lebesgue diferensiyelleme teoremi) f ∈ L1
loc (Rn) olsun. Hemen

her x ∈ Rn

lim
r→0

1

|B (x, r) |

∫
B(x,r)

f (y) dy = f (x)

burada B (xr), x merkezli, r yar�çapl� yuvarlar� göstermektedir.

�spat. Herbir R > 0 ve fχB(0,R) ∈ L1(Rn) için

Lr (f) (x) =
1

|B (x, r) |

∫
B(x,r)

f (y) dy,

ve

Λ (f) (x) = lim
r→0

Lr (f) (x)− lim
r→0

Lr (f) (x)

olup buradan

Λ (f) (x) ≤ 2 sup
r>0
|Lr (f) (x) | = 2Mf (x)
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elde edilir. Her bir λ > 0 için

|Eλ (Λf) | := |{x ∈ Rn : Λ (f) (x) > λ}| = 0 (3.8)

oldu§unu gösterelim. Her ε > 0 için f = g + h ³eklinde yazabiliriz, burada g

kompakt (desteleyeni)support ile birlikte sürekli bir fonksiyon ve ‖h‖1 < ε dir.

Böylece

Λ (f) (x) ≤ Λ (g) (x) + Λ (h) (x) = Λ (h) (x)

ve

|Eλ (Λf) | ≤ |Eλ (Λh) | ≤ |Eλ
2

(Mh) |

oldu§u görülür. Theorem 3.6 (b) den,

|Eλ (Λf) | ≤ 2C

λ
‖h‖1 <

2Cε

λ

elde ederiz. Buradan, key� ε için (3.8) görülür ve (3.8) , lim
r→0

Lr (f) (x) limitinin

hemen her x ∈ Rn için var oldu§unu gösterir.

Di§er taraftan, integralin süreklili§ini kullanarak,

lim
r→0
‖Lr (f)− f‖1

= lim
r→0

∫
Rn

∣∣∣∣ 1

B (x, r)

∫
B(x,r)

f (y) dy − f (x)

∣∣∣∣ dx
= lim

r→0

∫
Rn

1

|B (0, r) |

∣∣∣∣∫
B(0,r)

[f (x− y)− f (x)] dy

∣∣∣∣ dx
≤ lim

r→0

1

|B (0, r) |

∫
B(0,r)

∫
Rn
|f (x− y)− f (x) |dx dy = 0.

elde edilir. Böylece {rk} alt dizisi vard�r ki k →∞ için rk → 0

lim
k→∞

Lrk (f) (x) = f (x) for a.e x ∈ Rn.

Çünkü lim
k→∞

Lrk (f) (x) exists for a.e x ∈ Rn, thus

lim
r→0

1

|B (x, r) |

∫
B(x,r)

f (y) dy = f (x) a.e x ∈ Rn

d�r. �spat tamamlanm�³ olur

Uyar� 3.8 (3.1) - (3.3) denkliklerinden aç�kça görülüyor ki, Teorem 3.7 nin sonuçlar

B(x, r) yerine x i içeren Q(x, r) al�nmas� daha genel olurdu.
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3.2 Calderón-Zygmund Parçalan�³�

Lebesgue diferensiyelleme teoremi uygulanarak Rn in parçalan�³� hakk�nda

bilgiler verelim. Bu yöntem Calderón-Zygmund parçalan�³� olarak adland�r�l�r ve

harmonik analizde çok kullan�l�r.

Teorem 3.9 (Rn de Calderón-Zygmund Parçalan�³�) f negatif olmayan Rn

de integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Belirli bir λ > 0 için, {Qj} ayr�k diyadik

küplerin dizisi olmak üzere (Burada ayr�k kümeler derken kümelerin iç noktalar

kümelerinin ayr�k olmas� kastedilmi³tir.)

(i) f (x) ≤ λ h.h. x /∈
⋃
j

Qj;

(ii)

∣∣∣∣∣⋃j Qj

∣∣∣∣∣ ≤ 1
λ
‖f‖1 ;

(iii) λ < 1
|Qj |

∫
Qj
f (x) dx ≤ 2nλ.

�spat. f ∈ L1 (Rn) oldu§undan, Rn i birbirine e³it ve iç noktalar kümeleri ayr�k

olan küplerin a§� olarak
1

|Q|

∫
Q

f (x) dx ≤ λ.

olacak ³ekilde ifade edebiliriz. Q′ belirlenmi³, a§daki herhangi bir küp olsun. Bu

kübü 2n tane e³it kübe bölebiliriz ve bu küplerden birine Q′′ diyelim. Buradan

Durum i.
1

|Q′′|

∫
Q′′
f (x) dx > λ.

Durum ii.
1

|Q′′|

∫
Q′′
f (x) dx ≤ λ.

³eklinde iki durum ortaya ç�kar. Durum i. den

λ <
1

|Q′′|

∫
Q′′
f (x) dx ≤ 1

2−n|Q′|

∫
Q′
f (x) dx ≤ 2nλ.

elde edilir. Buradan, Q′′ kümesini daha fazla bölemeyece§imiz için, Q′′, {Qj}
³eklinde bir dizi olarak seçilir.

ii. durumunda Q′′ kümesini 2n tane e³it küplere bölmeye devam edilirse i.

durumunda oldu§u hale geri döneriz. Buradan i. durumunda oldu§u gibi {Qj}
³eklinde kümelerin dizisini elde ederiz. Teorem 3.7 den

f (x) = lim
Q3x
|Q|→0

1

|Q|

∫
Q

f (x) dx ≤ λ h.h.x ∈
⋃
j

Qj.
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elde edilir. Buda ispat� tamamlar.

Uyar� 3.10 Rn in yerineQ0 kübünü ele al�rsak, Q0 kümesinin Calderón-Zygmund

parçal�n�³�da f ∈ L1 (Q0) ve λ > 0 olmak üzere, Rn in Calderón-Zygmund

parçal�n�³�n�n benzeridir. Buna ek olarak, f ∈ Lp (Rn) (p > 1) için benzer bir

parçalan�³ da elde edebiliriz.

Calderón-Zygmund parçalan�³�n�n Rn üzerindeki bir ba³ka uygulamas�da Hardy-

Littlewood maksimal operatörünün L1 de s�n�rl�l�§� için kullan�labilmesidir.

Teorem 3.11 f ∈ L1 (Rn) olsun. Bu durumda

i. ∫
Rn
|f (x) | log+ |f (x) |dx <∞,

sa§lan�yor ise Mf ∈ L1
loc (Rn).

ii. suppf ⊂ B ve Mf ∈ L1 (B) ise∫
B

|f (x) | log+ |f (x) |dx <∞,

dir. Burada

log+ |f (x) | =

{
log |f (x) |, |f (x) | > 1

0, |f (x) | ≤ 1.

³eklindedir.

�spat. Maksimsal operatör için iki e³itsizlik vererek ispata ba³layal�m.

| {x ∈ Rn : Mf (x) > 2λ} | ≤ C

λ

∫
{x:|f(x)|>λ}

|f (x) dx, (3.9)

ve

| {x ∈ Rn : M ′′f (x) > λ} | ≥ C

λ

∫
{x:|f(x)|>λ}

|f (x) dx. (3.10)

(3.9) ve (3.10) de görülen C sabiti sadece boyuta ba§l�d�r. Asl�nda, (3.9) Teorem

3.1 in ispat�nda da görülmektedir. (3.10) ise Rn üzerinde Calderón-Zygmund

parçalan�³�n� kullanarak Theorem 3.9 deki λ > 0 için {Qj} küplerin dizisini ele

al�rsak

λ <
1

|Qj|

∫
Qj

|f (x) |dx ≤ 2nλ,

40



ve f (x) ≤ λ h.h. x /∈
⋃
j

Qj oldu§u görülür. Buradan x ∈ Qj için M ′′f (x) > λ ve

| {x ∈ Rn : M ′′f (x) > λ} | ≥
∑
j

|Qj|

≥ 1

2nλ

∑
j

∫
Qj

|f (x) |dx

≥ 1

2nλ

∫
{x:|f(x)|>λ}

|f (x) |dx

sonucu elde edilir. Teorem 3.11 nin ispat�na geri dönelim. �lk olarak teoremin (i)

³�kk�n� dü³ünelim. Herhangi bir K ⊂ Rn kompakt kümesi için (3.9) den∫
K

Mf (x) dx =

∫ ∞
0

| {x ∈ K : Mf (x) > λ} |dλ

=

∫ ∞
0

2| {x ∈ K : Mf (x) > 2λ} |dλ

≤ 2

{∫ 1

0

|K|dλ+

∫ ∞
1

| {x ∈ K : Mf (x) > λ} |dλ
}

≤ 2

{
|K|+

∫ ∞
1

C

λ

∫
{x:|f(x)|>λ}

|f (x) |dxdλ
}

= 2

{
|K|+ C

∫
Rn
|f (x) |

∫ |f(x)|

1

dλ

λ
dx

}

= 2

{
|K|+ C

∫
Rn
|f (x) | log+ |f (x) |dx

}
< ∞

yaz�labilir. Buradan i. sonucunu elde ederiz. ii. için, genelli§i bozmadan, B

kümesinin çap�n� R olarak dü³ünebiliriz. B′ ile B ile ayn� merkezli çap� 2R olan

yuvar� gösterelim. Her bir x′ ∈ B′\B, x′ noktas�n�n simetri§i olan x ∈ B noktas�n�

ele alal�m. Bu durumda r > 0, B (x′, r)∩B ⊂ B (x, 10r) oldu§u görülür. Buradan,

1

|B (x′, r) |

∫
B(x′,r)

|f (y) dy =
1

|B (x′, r) |

∫
B(x′,r)∩B

|f (y) |dy

≤ Cn
1

|B (x′, 10r) |

∫
B(x′,10r)

|f (y) |dy

≤ CnMf (x) .

oldu§u görülür. Buradan her bir x′ ∈ B′\B içinMf (x′) ≤ CnMf (x). Yukar�daki

e³itsizliklerden, Mf ∈ L1 (B′) oldu§unu görmek kolayd�r. Di§er taraftan, her bir
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x ∈ Rn\B′, r < R oldu§unda

1

|B (x, r) |

∫
B(x,r)

|f (y) |dy = 0

oldu§u destek (support) kümesinin özelli§inden elde edilir. BuradanMf , Rn \B′

üzerinde s�n�rl�d�r

Mf (x) ≤ 1

|B (x,R) |
‖f‖1, herbir x ∈ Rn\B′

oldu§undanMf (x)→ 0 ; as |x| → ∞. oldu§u aç�kt�r. Böylece, her bir λ0 > 0için

{x ∈ Rn : Mf (x) > λ0} kümesi yuvarlar taraf�ndan kapsan�r. Bu yüzden

I =

∫
{x∈Rn:Mf(x)>λ0}

Mf (x) dx <∞

dir.e λ0 = Cn al�rsak,

I ≥
∫ ∞
Cn

|{x ∈ Rn : Mf (x) > λ}| dλ

oldu§u görülür. Di§er taraftan, (3.4) ten her bir x ∈ Rn içinMf (x) ≥ CnM
′′f (x).

λ′ = λ/Cn ³eklinde gösterirsek (3.10) den dolay�

|{x ∈ Rn : Mf (x) > λ}| ≥ {x ∈ Rn : M ′′f (x) > λ′}

≥ C

λ′

∫
{x∈:|f(x)|>λ′}

|f (x) dx

=
CCn
λ

∫
{x:Cn|f(x)|>λ}

|f (x) |dx

oldu§u görülür. Yukar�daki iki e³itlikten dolay�

I ≥
∫ ∞
Cn

CCn
λ

∫
{x:Cn|f(x)|>λ}

|f (x) |dx

= CCn

∫
Rn
|f (x) |

∫ Cn|f(x)|

Cn

dλ

λ
dx

= CnC

∫
Rn
|f (x) | log+ |f (x) |dx.

elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanm³ olur.

Calderón-Zygmund parçalan�³�n�n Rn üzerinde bir di§er önemli uygula-

mas� ise fonksiyonlar üzerindedir. Bu ise harmonik analizin önemli araçlar�ndan

biridir.

Teorem 3.12 (Fonksiyonlar için Calderón-Zygmund parçalan�³�) f , Rn de

negatif olmayan ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Belirli her bir λ > 0 için
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{Qj} ayr�k diyadik küplerin dizisi ve g; b fonksiyonlar� vard�r öyleki

(i) f (x) = g (x) + b (x) ;

(ii) |g (x) | ≤ 2nλ h.h.x ∈ Rn;

(iii) ‖g‖pp ≤ Cλp−1‖f‖1 for 1 < p <∞;

(iv) b (x) = 0, a.e x ∈ Rn\
⋃
j

Qj;

(v)

∫
Qj

b (x) dx = 0, j = 1, 2, . . . .

sa§lan�r.

�spat. Her bir f ve λ > 0 için Rn üzerinde Calderón-Zygmund parçalan�³�n�

uygulan�rsa, {Qj} ayr�k ve diyadik küplerin dizisini elde ederiz. Buradan

f (x) ≤ λ h.h. x ∈ Rn\
⋃
j

Qj;

∑
j

|Qj| ≤
1

λ
‖f‖1;

ve

λ <
1

|Qj|

∫
Qj

f (x) dx ≤ 2nλ, j = 1, 2, . . . .

oldu§u görülür. �imdi g (x) ve b (x) fonksiyonlar�n� a³a§�daki gibi tan�mlayal�m.

g (x) =

 f (x) x ∈ Rn\
⋃
j

Qj

1
Qj

∫
Qj
f (x) dx, x ∈ Qj, j = 1, 2, . . . ; .

ve

b (x) =

 0 , x ∈ Rn\
⋃
j

Qj

f (x)− 1
Qj

∫
Qj
f (x) dx, x ∈ Qj, j = 1, 2, . . . ; .

Buradan f (x) = g (x) + b (x), olur ve b nin tan�m�ndan (iv) ve (v) ³�klar�n�n

sa§land�§� görülür. Bununla birlikte, g nin tan�m�ndan, (ii) ³�kk� da sa§lan�r.
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Son olarak, F = Rn\
⋃
j

Qj olarak gösterilirse

‖g‖pp =
∑
j

∫
Qj

g (x)p−1 g (x) dx+

∫
F

g (x)p−1 g (x) dx

≤
∑
j

(2nλ)p−1

∫
Qj

f (x) dx+ λp−1

∫
F

f (x) dx

= (2nλ)p−1
∑
j

∫
Qj

f (x) dx+ λp−1

∫
F

f (x) dx

≤ Cλp−1‖f‖1.

oldu§u görülür. Böylelikle (iii) de ispat edilmi³ olur ve Teorem 3.12 in ispat�

tamamlanm�³ olur.

3.3 Marcinkiewicz �nterpolasyon Teoremi

Belirtmeliyiz ki Hardy-Littlewood maksimal operatörü M nin Lp de s�n�rl�l�§�n�n

isapat� için sadece M nin L1 ve L∞ s�n�rl�l�§�n� kulland�k. Bu çal�³malar bize

benzer bir problemi daha genel altlineer operatörler için dü³ünmemiz gerekti§i

�krini veriyor.

Teorem 3.13 (Marcinkiewicz �nterpolasyon teoremi) (X,χ, µ) ve (X,Y , ν)

öçlülebilir uzaylar ve 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ için T , (p0, p0) ve (p1, p1) için zay�f tipli

altlineer operatör olsun. Bu durumda, her bir λ > 0 and f için C0, C1 > 0 vard�r

(i) ν ({x ∈ X : |Tf (x) | > λ}) ≤
(
C0

λ
‖f‖p0,µ

)p0
;

(ii) ν ({x ∈ X : |Tf (x) | > λ}) ≤
(
C1

λ
‖f‖p1,µ

)p1
for p1 <∞.

sa§lan�r. E§er p1 =∞ ise zay�f tip ve güçlü tip tan�m� ayn� anlama gelir.

‖Tf‖∞,ν ≤ C1‖f‖∞,µ.

Buradan T ayn� zamanda p0 < p < p1 için (p, p) tipindedir. Her bir f ∈ Lp (X, ν)

için C > 0 sabit say�lar� vard�r öyleki(∫
X

|Tf (x) |pdν
) 1

p

≤ C

(∫
X

|f (x) |pdµ
) 1

p

.

ifadeleri sa§lan�r.
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�spat. f ∈ Lp (Xµ) ve λ > 0 için f (x) = fλ (x) + fλ (x) olsun. Burada

fλ (x) =

{
f (x) , for |f (x) | > λ,

0 , for |f (x) | ≤ λ.

³eklindedir. Buradan fλ ∈ Lp0 (X,µ) ve fλ ∈ Lp1 (X,µ). Bununla birlikte

|Tf (x) | ≤ |Tfλ (x) |+ Tfλ (x) |.

Durum I : p1 <∞ ve (i = 1, 2) için T nin zay�f (pi, pi) tipli olmas�ndan

ν ({x ∈ X : |Tf (x) | > λ}) ≤ ν

({
x ∈ X : |Tfλ (x) | > λ

2

})
+ ν

({
x ∈ X : |Tfλ (x) | > λ

2

})
≤
(
C0

λ
‖fλ‖p0,µ

)p0
+

(
C1

λ
‖fλ‖p1,µ

)p1
. (3.11)

oldu§u görülür. (3.11) den∫
X

|Tf (x) |pdν = p

∫ ∞
0

λp−1ν ({x ∈ X : |Tf (x) | > λ}) dλ

≤ 2p0C0p

∫ ∞
0

λp−p0−1

∫
{x∈X:|f(x)|>λ}

|f (x) |p0dµ (x) dλ

+ 2p1C1p

∫ ∞
0

λp−p1−1

∫
{x∈X:|f(x)|<λ}

|f (x) |p1dµ (x) dλ

≤ 2p0C0p

∫
X

|f (x) |p0
∫ |f(x)

0

λp−p0−1dλdµ (x)

+ 2p1C1p

∫
X

|f (x) |p1
∫ ∞
|f(x)|

λp−p0−1dλdµ (x)

=
2p0C0p

p− p0

∫
X

|f (x) |pdµ+
2p1C1p

p− p1

∫
X

|f (x) |pdµ

= Cp

∫
X

|f (x) |pdµ.

oldu§u görülür.

Durum II : p1 =∞. Bu durumda, α = 1/ (2C1) ³eklinde belirlersek,

ν ({x ∈ X : |Tf (x) | > λ}) ≤ ν

({
x ∈ X : |Tfαλ (x) | > λ

2

})

45



ve ∫
X

|Tf (x) |pdν ≤ 2p0C0p

∫ ∞
0

λp−p0−1

∫
{x∈X:|f(x)|>λ}

|f (x) |p0dµ (x) dλ

= 2p0C0p

∫
X

|f (x) |p0
∫ |f(x)

α

0

λp−p0−1dλdµ (x)

= Cp

∫
X

|f (x) |pdµ.

oldu§u elde edilir. Buradan Teorem 3.13 in ispat� tamamlanm�³ olur.

Marcinkiewicz enterpolasyon teoreminin bir uygulamas� olarak a³a§�daM ,

Hardy-Littlewood maksimal operatörünün üzerinde Fe�erman-Stein e³itsizli§ini

ispatlaca§�z.

Teorem 3.14 (Fe�erman-Stein e³itsizli§i) 1 < p < ∞ olsun.Rn de negatif

olmayan ve ölçülebilir her bir ϕ (x) ve f için C = Cn,p sabiti vard�r öyle ki∫
Rn

(Mf (x))p ϕ (x) dx ≤ C

∫
Rn
|f (x) |pMϕ (x) dx (3.12)

e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat. Genelli§i bozmadan, x ∈ Rn andMϕ (x) > 0 olmak üzere h.h.yMϕ (x) <

∞ oldu§unu varsayabiliriz. Buradan

dµ (x) = Mϕ (x) dx ve dν (x) = ϕ (x) dx,

Marcinkiewicz �nterpolasyon teoreminden (3.12) e³itsizli§ini elde etmek için M

nin (L∞ (µ) , L∞ (ν)) ve zay�f (L∞ (µ) , L∞ (ν)) tipli oldu§unu göstermek yeter-

lidir. �imdiM nin (L∞ (µ) , L∞ (ν)) tipinde oldu§unu gösterelim. Gerçekten,e§er

‖f‖∞,µ ≤ a ise∫
{x∈Rn:|f(x)|>a}

Mϕ (x) dx = µ ({x ∈ Rn : |f (x) | > a}) = 0

dir. Her bir x ∈ Rn için Mϕ (x) > 0 oldu§undan,

| {x ∈ Rn : |f (x) | > a} | = 0 oldu§unu elde ederiz. Buna denk olarak, h.h. x ∈
Rn için |f (x) | ≤ a d�r.Buradan h.h.x ∈ Rn için Mf (x) ≤ a. Böylelikle

‖Mf‖∞,ν ≤ a oldu§u görülür. Buradan, ‖Mf‖∞,ν ≤ ‖f‖∞,µ olur.

M nin zay�f (L1 (µ) ;L1 (ν)) oldu§unu ispatlamadan önce a³a§�daki lem-

may� verelim.
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Lemma 3.15 f ∈ L1 (Rn) ve λ > 0 olsun. {Qk} dizisindeki küpler λ > 0 olmak

üzere f için Rn üzerinde Calderón-Zygmund parçal�n�³�ndan seçilirse,

{x ∈ Rn : M ′f (x) > 7nλ} ⊂
⋃
k

Q∗k,

oldu§u elde edilir. Burada Q∗k = 2Qk ve

| {x ∈ Rn : M ′f (x) > 7nλ} | ≤ 2n
∑
k

|Qk|.

sa§lan�r.

�spat. x /∈
⋃
k

Q∗k olsun. Bu durumda x merkezli her Q kübü için iki durum

vard�r. E§er Q ⊂ Rn\
⋃
k

Qk ise

1

|Q|

∫
Q

|f (x) |dx ≤ λ.

E§er baz� k indisleri için Q ∩Qk = ∅ ise Qk ⊂ 3Q oldu§unu görmek kolayd�r ve⋃
k

{Qk : Qk ∩Q 6= ∅} ⊂ 3Q.

Buradan F = Rn\
⋃
k

Qk oldu§u görülür. Buradan∫
Q

|f (x) |dx ≤
∫
Q∩F
|f (x) |dx+

∑
Qk∩Q 6=∅

∫
Qk

|f (x) |dx

≤ λ|Q|+
∑

Qk∩Q 6=∅

2nλ|Q|

≤ λ|Q|+ 2nλ|3Q|

≤ 7nλ|Q|.

Böylelikle her bir x /∈
⋃
k

Q∗k için M
′f (x) ≤ 7nλ ve

| {x ∈ Rn : M ′f (x) > 7nλ} | ≤ 2n
∑
k

|Qk| ≤

∣∣∣∣∣x /∈⋃
k

Q∗k

∣∣∣∣∣ = 2n
∑
k

|Qk|.

oldu§u elde edilir.

�imdi zay�f (L1 (µ) , L1 (ν)) tipi için ispata geri dönebiliriz. Her bir λ > 0

ve f ∈ L1 (µ) için∫
{x∈Rn:Mf(x)>λ}

ϕ (x) dx = ν ({x ∈ Rn : Mf (x) > λ})

≤ C

λ

∫
Rn
|f (x) |Mϕ (x) dx.
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böyle bir C sabiti bulmam�z ispat� tamamlayacakt�r. f ∈ L1 (Rn) oldu§unu

dü³ünebiliriz. Gerçekten, fk = |f |χB(0,k) olacak ³ekilde al�rsak x ∈ Rn ve k =

1, 2, . . . için fk ∈ L1 (Rn) oldu§u görülür. Bununla birlikte lim
k→∞

fk (x) = |f (x) |.

(3.4) den,∀x ∈ Rn için Mf (x) ≤ cnM
′f (x) bir cn > 0 vard�r. λ′ = λ

cn7n

olmak üzere f için Rn üzerinde Calderón-Zygmund parçalan�³� uygulan�rsa {Qk}
küp dizisi

λ′ <
1

|Qk|

∫
Qk

|f (x) |dx ≤ 2nλ′

ifadesini gerçekler. Lemma 3.15 den,∫
{x∈Rn:Mf(x)>λ}

ϕ (x) dx ≤
∫
{x∈Rn:M ′f(x)>7nλ′}

ϕ (x) dx

≤
∫
⋃
k
Q∗k

ϕ (x) dx ≤
∑
k

∫
Q∗k

ϕ (x) dx

≤
∑
k

(
1

|Qk|

∫
Q∗k

ϕ (x) dx

)(
1

λprime

∫
Qk

|f (y) |dy
)

=
cn7n

λ

∑
k

∫
Qk

|f (y) |

(
2n

Q∗k

∫
Q∗k

ϕ (x) dx

)
dy

≤ cn14n

λ

∑
k

∫
Qk

|f (y) |M ′′ϕ (y) dy

=
C

λ

∫
Rn
|f (y) |Mϕ (y) dy.

oldu§u görülür. Buradan,M zay�f (L1 (µ) , L1 (ν)) tipindedir ve p0 = 1 ve p1 =∞
için Teorem 3.13 uygulanarak Fe�erman-Stein e³itsizli§i elde edilir.

Marcinkiewicz enterpolasyon teoremi T altlinear operatörünün indislerin

iki ucunda zay�f s�n�rl�l�§a sahip ise, indislerin iki uç noktalar� aras�ndaki bütün

noktalarda T ayn� zamanda güçlü s�n�rl�l�§a da sahiptir. A³a§�daki sonuç alt lineer

T operatörünün herhangi bir indis noktas�nda zay�f s�n�rl�l�§� var olmas�n�n bu

noktadan daha küçük olan her indis noktas� için güçlü s�n�rl�l�§�na sahip oldu§unu

gösteriyor.

Teorem 3.16 (Kolmogorov e³itsizli§i) 1 ≤ p <∞, için T , Lp (Rn) den ölçülebilir

fonksiyonlar uzay�na bir alt lineer operatör olsun. Bu durumda

(a) T zay�f (p, p) tipinde ise her 0 < r < p için ve sonlu ölçüye sahip her E için,
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C > 0 sabiti vard�r öyle ki∫
E|Tf (x) |r ≤ C|E|1−r/p‖f‖rp. (3.13)

(b) E§er 0 < r < p, her sonlu ölçüye sahip E kümesi ve f ∈ Lp (Rn) için (3.13)

de oldu§u gibi C > 0 sabiti varsa T , zay�f (p, p) tipindendir.

�spat (a). Herbir λ > 0 için T zay�f (p, p) tipinde oldu§undan,

| {x ∈ Rn : |Tf (x) | > λ} | ≤ C

λp
‖f‖pp

Buradan |E| <∞ olmak üzere heer bir E kümesi için

| {x ∈ E : |Tf (x) | > λ} | ≤ | {x ∈ Rn : |Tf (x) | > λ} | ≤ C

λp
‖f‖pp

Böylece 0 < r < p, için∫
E

|Tf (x) |rdx

= r

∫ ∞
0

λr−1| {x ∈ E : |Tf (x) | > λ} |dλ

≤ r

∫ ∞
0

λr−1 min

{
|E|, C

λp
‖f‖pp

}
dλ

≤ r

∫ C‖f‖p|E|−1/p

0

λr−1|E|dλ+ Cr

∫ ∞
C‖f‖p|E|−1/p

λr−1−p‖f‖ppdλ

≤ C|E|1−r/p‖f‖rp.

sonucu elde edilir.

�spat (b). Herbir λ > 0, E = {x ∈ Rn : |Tf (x) | > λ} al�n�rsa, E ölçülebilir bir

kümedir ve |E| < ∞. Bu ³ekilde olmasayd�,bir {Ek} ölçülebilir kümelerin dizisi

vard�r öyle ki Ek ⊂ E ve k = 1, 2, . . . için |Ek| = k. Buradan her k için,

λrk = λr|Ek| ≤
∫
Ek

|Tf (x) |rdx ≤ C|Ek|1−r/p‖f‖rp = Ck1−r/p‖f‖rp.

olurdu. Ancak, bu do§ru de§ildir. (3.13) den,

λr|E| ≤
∫
{x∈Rn:|Tf(x)|>λ}

|Tf (x) |rdx ≤ C|E|1−r/p‖f‖rp.

elde edilir ve

| {x ∈ Rn : |Tf (x) | > λ} | = |E| ≤ C

λp
‖f‖pp.

oldu§u görülür. Sonuç olarak T zay�f (p, p) tipindendir.
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4 HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL OPERATÖRÜNÜN

A�IRLIKLI Lp UZAYINDA SINIRLILI�I

Bu bölümde Ap a§�rl�k fonksiyonlar�n�n M Hardy-Littlewood maksimal

operatörü için a§�rl�kl� zay�f Lp ve güçlü Lp s�n�rl�l�§� ile ilgili bilgiler verilecek-

tir. W=1 iken a§�rl�kl� lebesgue için klasik Lp uzay�na dönü³ür. M maksimal

operatörünün zay�f s�n�rl�l�§� hakk�nda bilgi elde edilir.

Teorem 4.1 [A§�rl�kl� zay�f (p,p) tipli karakterazsyon teoremi]

1 ≤ p < ∞ olsun. M Hardy-Littlewood maksimal öperatörünün zay�f

(Lp(ωdx), Lp(ωdx)) olmas� için gerek ve yeter ko³ul ω ∈ Ap olmas�d�r.

Yani, ∃C > 0, herhangi bir λ > 0 ve 1 ≤ p < ∞ için f(x) ∈ Lp(ωdx)

olmak üzere ∫
{x∈Rn:Mf(x)>λ}

ω(x)dx ≤ C

λp

∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx (4.1)

olmas� için gerek ve yeter ³art ω ∈ Ap olmas�d�r.

�spat. ω ∈ Ap olmas� için (4.1) dekleminin gerekli ko³ul oldu§unu ispat edelim.

p = 1 için Q1 ⊂ Q olacak ³ekilde bir Q kübünü ele alal�m. f = χQ1 olarak ifade

etsek 0 < λ < |Q1|/|Q| için Q ⊂ {x ∈ Rn : Mf(x) > λ} olur. (4.1) denkleminden

λ

∫
Q

ω(x)dx ≤ λ

∫
{x∈Rn:Mf(x)>λ}

ω(x)dx ≤ C

∫
Q1

ω(x)dx

denklemi elde edilir. Key� bir λ < |Q1|/|Q| için

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx ≤ C

|Q1|

∫
Q1

ω(x)dx.

elde edilir. Lebesgue diferensiyelleme teoremi uygulan�rsa

1

|Q|

∫
Q

ω(y)dy ≤ Cω(x) h.h. x ∈ Q

denklemi elde edilir. Q key� oldu§undan

Mω(x) ≤ Cω(x) h.h. x ∈ Rn

bulunur ve ω ∈ A1.
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p > 1 için, f = ω1−p′χQ ³eklinde seçersek 0 < λ < ω1−p′(Q)/|Q|, Q ⊂
{x ∈ Rn : Mf(x) > λ} olacakt�r. (4.1) denkleminden

λp

|Q|

∫
Q

ω(x)dx ≤ λp

|Q|

∫
{x∈Rn:Mf(x)>λ}

ω(x)dx

≤ C

|Q|

∫
Rn

[ω(x)1−p′χQ(x)]pω(x)dx

=
C

|Q|

∫
Q

ω(x)1−p′dx

λ key� oldu§undan

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx ≤ C

(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1−p′dx

)1−p

denklemi elde edilir. Buradan ω ∈ Ap bulunur.

A³a§�da ω ∈ Ap ³art�n�n (4.1) denklemi için yeter ³art oldu§unu ispat

edece§iz. p = 1 oldu§unda, (4.1) denklemi denklem (3.16) n�n direk sonucudur.

p > 1 için ispata devam edelim. Hölder e³itsizli§i kullan�larak, ω ∈ Ap oldu§unda
elde edilen özelliklerden faydalan�larak(

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx
)p

=

(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|ω(x)1/pω(x)−1/pdx

)p
≤
(

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|pω(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1−p′dx

)p−1

≤ C
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|pω(x)dx.

E§er f ∈ Lp(ωdx) ise f ∈ L1
loc(Rn) oldu§u görülür ve buradan∫

Q

ω(x)dx ≤ C

(
1

|Q|

∫
Q

|f(x)|dx
)−p(∫

Q

|f(x)|pω(x)dx

)
(4.2)

denklemi elde edilir. Genelli§i bozmadan, f ≥ 0 ve f ∈ L1(Rn) oldu§unu kabul

edelim. Küplerin boyu 7−nλ olacak ³ekilde, f fonksiyonu için Calderón-Zygmund

parçal�n�³� teoremini uygulan�rsa

7−nλ <
1

|Qk|

∫
Qk

f(x)dx ∀Qk (4.3)

olacak ³ekilde {Qk} küplerin dizisi elde edilir. Lemma 3.15 den

{x ∈ Rn : Mf(x) > λ} ⊂
⋃
k

Q∗k,
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ifadesi elde edilir. Burada Q∗k = 2Qk gibidir. Ap a§�rl�klar�n�n vi. özelli§inden ve

denklemler (4.2) ve (4.3) den∫
{x∈Rn:Mf(x)>λ}

ω(x)dx

≤
∑
k

∫
2Qk

ω(x)dx ≤ C2np
∑
k

∫
Qk

ω(x)dx

≤ C2np
∑
k

(
1

|Qk|

∫
Qk

|f(x)|dx
)−p(∫

Qk

|f(x)|pω(x)dx

)
≤ C

14np

λp

∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx.

Böylelikle M Hardy-Littlewood maksimal operatörünün zay�f

(Lp(ωdx), Lp(ωdx)) tipinde oldu§u sonucu ç�kar.

Teorem 4.2 [A§�rl�kl� güçlü (p, p) tipli karakterazsyon teoremi] 1 < p <

∞ olsun. M Hardy-Littlewood maksimal öperatörünün güçlü (Lp(ωdx), Lp(ωdx))

olmas� için gerek ve yeter ko³ul ω ∈ Ap olmas�d�r.

�spat. Gereklilik k�sm� Teorem 4.1 nin bir sonucudur. Gerçekten, M , güçlü

(Lp(ωdx), Lp(ωdx)) tipinde oldu§undan ayn� zamanda zay�f (Lp(ωdx), Lp(ωdx))

tipindendir. Teorem 4.1 den ω ∈ Ap oldu§u elde edilir.

Di§er taraftan, 1 < p < ∞ için ω ∈ Ap olsun.A§�rl�k fonksiyonlar�n�n vii.

özelli§inden 1 < q < p olacak ³ekilde bir q için ω ∈ Aq. Teorem 4.1 ve M zay�f

(Lp(ωdx), Lp(ωdx)) tipinde oldu§undan∫
{x∈Rn:Mf(x)>λ}

ω(x)dx ≤ C

λq

∫
Rn
|f(x)|qω(x)dx (4.4)

denklemi elde edilir. E§er ω ∈ Ap ve her hangi ölçülebilir E ⊂ Rn olmak üzere

ω(E) = 0 olmas� için gerek ve yeter ko³ul |E| = 0 olmas�d�r. L∞(ωdx) = L∞

oldu§undan ve M nin L∞(Rn) s�n�rl�l�§�ndan,

‖Mf‖∞,ω ≤ ‖f‖∞,ω

ifadesi elde edilir. Marcinkiewicz �nterpolasyon Teoremi kullan�larak ve (4.4)

denkleminden yaralan�larak∫
Rn
Mf(x)ω(x)dx ≤ C

∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx

denklemi elde edilir.

Bir ba³ka deyi³le M güçlü (Lp(ωdx), Lp(ωdx)) tipindedir.
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Bu bölümde, A1 a§�rl�k fonksiyonlar�n�n daha önemli özelliklerinden olan

A1 a§�rl�klar�n�n in³as� ve A1 ve Ap a§�rl�klar� aras�ndaki ili³kileri tart�³�p baz�

uygulamalar�na yer verece§iz.

Teorem 4.3 (A1 a§�rl�klar�n�n in³a karakterizasyonlar�)

a. E§er h.h. x ∈ Rn için f(x) ∈ L1
loc(Rn) ve Mf(x) < ∞ olsun. Bu durumda

0 < ε < 1 için ω(x) = (Mf(x))ε ∈ A1 ve A1 sabiti sadece ε a ba§l�d�r.

b. E§er ω(x) ∈ A1 ise 0 < ε < 1 için f(x) ∈ L1
loc(Rn) vard�r ve b(x) fonksiyonu

için

i. 0 < C1 ≤ b(x) ≤ C2, h.h. x ∈ Rn;

ii. (Mf(x))ε <∞, h.h. x ∈ Rn;

iii. ω(x) = b(x) (Mf(x))ε

özellikleri sa§lan�r.

�spat.

a. Uyar� 2.112 den herhangi bir 0 < ε < 1, herhangi bir Q ⊂ Rn kübü için C

sabit olmak üzer

1

|Q|

∫
Q

(Mf(y))ε dy ≤ C (Mf(x))ε h.h.x ∈ Q

dekleminin sa§land�§�n� göstermemiz yeterlidir.

0 < ε < 1 ve Q belirlenmi³ olsun. f = fχ2Q + fχRn\2Q := f1 + f2 ³eklinde

ifade edelim. Buradan

(Mf(x))ε ≤ (Mf1(x))ε + (Mf2(x))ε .

M nin (1, 1) zay�f s�n�rl�l�§� ve Kolmogorov e³itsizli§inden

1

|Q|

∫
Q

M1f1(x)εdx ≤ C

|Q|
|Q|1−ε‖f1‖ε1

≤ C

(
1

|Q|

∫
2Q

|f1(y)|dx
)ε

≤ C2nε (Mf(x))ε

elde edilir.

�imdi, (Mf2(x))ε için e³itsizlik elde etmeye çal�³al�m. E§er y ∈ Q ve Q′ ∩
(Rn \ 2Q) 6= ∅ olacak ³ekilde y ∈ Q′ ise 4Q′ ⊃ Q olur. Buradan x ∈ Q ise

1

|Q′|

∫
Q′
|f2(y)|dy ≤ 4n

|4Q′|

∫
4Q′
|f2(y)|dy ≤ 4nMf(x).
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Buradan her hangi y ∈ Q için Mf2(y) ≤ 4nMf(x) oldu§u görülür ve

1

|Q|

∫
Q

(Mf2(y))ε dy ≤ 4nε (Mf(x))ε .

b. ω(x) ∈ A1 ise, Ters Hölder e³itsizli§inden herhangi Q kübü için ∃η > 0(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1+ηdx

)1/(1+η)

≤ 1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx ≤ Cω(x).

Buradan

M(ω1+η)(x)1/(1+η) ≤ Cω(x) h.h.x ∈ Rn

ifadesi elde edilir. Di§er taraftan, Lebesgue diferensiyelleme teoreminden

ω(x)1+η ≤M(ω1+η)(x)

sonucu ç�kart�l�r. Bu sebeble, ε = 1/(1 + η), f(x) = ω(x)1+η ve b(x) =

ω(x)/ (Mf(x))ε, denirse (b) sonucu elde edilir. Böylelikle Teorem 4.3 ispat-

lanm�³ olur.

A³a§�da A1 ve Ap a§�rl�klar� aras�ndaki ili³kiler incelenecektir.

Uyar� 2.112 den, e§er ω ∈ A1 ise

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx · sup
x∈Q

(
ω(x)−1

)
≤ C,

denklem (2.26) ye denktir. Burada ve a³a§�da sup derken temel (essential) supre-

mum kastedilecektir. Di§er taraftan, p→ 1 için(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1−p′dx

)p−1

→ ‖ω−1‖∞,Q = sup
x∈Q

(
ω(x)−1

)
oldu§u kolayca görülür. Bu yüzden A1 a§�rl�klar� p → 1 için Ap a§�rl�klar�n�n

limiti olarak görülebilir.

Ap a§�rl�klar�n�n iii. özelli§inden, e§er ω1, ω2 ∈ A1 ise ω1 · ω1−p
2 ∈ Ap

oldu§unu biliyoruz. Yukar�daki sonuçlar�n tersi ve çok derin bir çal�³ma olan

s�radaki sonuçta do§rudur.

Teorem 4.4 (Ap a§�rl�klar�n�n Jones parçalan�³�) ω negatif olmayan ve lokal

integrallenebilen bir fonksiyon olsun. 1 < p <∞ olmak üzere ω ∈ Ap olmas� için

gerek ve yeter ko³ul ω1(x)ω2(x)1−p = ω(x) olacak ³ekilde ω1, ω2 ∈ A1 olmas�d�r.

54



�spat. Sadece gereklilik k�sm�n� inceleyece§iz. ω ∈ Ap oldu§undan ve ii. özel-

li§inden ω(x)1−p′ ∈ Ap′ .

�lk olarak, 1 < p ≤ 2 olsun. Bu durumda s = p′ − 1 > 1 dir.u0 ∈
Lp
′
(Rn, ωdx), negatif olmayan fonksiyonunu alal�m ve {uj(x)} dizisini olu³tu-

ral�m. Hardy-Littlewood maksimal operatöründen

uj+1(x) = [M(usj)(x)]1/s + ω(x)−1M(ujω)(x), j = 0, 1, . . .

yaz�labilir ve

a. j = 0, 1, . . . için ‖uj+1‖p′,ωdx ≤ C‖uj‖p′,ωdx, olacak ³ekilde bir C sabiti vard�r.

b. a. da görülen C sabiti olmak üzere δ > C için

U(x) =
∞∑
j=0

δ−juj(x)

al�n�rsa Uω ∈ A1 ve U s ∈ A1.Asl�nda Teorem 2.27 den

‖uj+1‖p
′

p′,ωdx ≤ C

(∫
Rn

[
M(usj)(x)

]p′/s
ω(x)dx

+

∫
Rn

[
ω(x)−1M(ujω)(x)

]p′
ω(x)dx

)
= C

(∫
Rn

[
M(usj)(x)

]p
ω(x)dx

+

∫
Rn

[M(ujω)(x)]p
′
ω(x)1−′dx

)
≤ C1

(∫
Rn
up
′

j (x)ω(x)dx+

∫
Rn

[ujω(x)ω(x)]p
′
ω(x)1−′dx

)
≤ C

∫
Rn
up
′

j (x)ω(x)dx.

Sonuç olarak (a) sa§lan�r ve her j ≥ 0 için C sabiti uj den ba§�ms�zd�r.(b)

yi inceleyelim. uj+1 in tan�m�ndan

M(Uω)(x) ≤
∑
j=0

δ−jM(ujω)(x)

≤
∞∑
j=0

δ−juj+1(x)ω(x)

= δ

∞∑
j=1

δ−juj(x)ω(x)

≤ δ (U(x)ω(x)) .
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Buradan Uω ∈ A1.Di§er taraftan,

[M(U s)(x)]1/s ≤
∞∑
j=0

δ−j
[
M(usj)(x)

]1/s ≤ ∞∑
j=0

δ−juj+1(x) ≤ δU(x).

Buradan U s ∈ A1.E§er ω1 = Uω ve ω2 = U s ile gösterirsek ω1, ω2 ∈ A1 ve

ω = (Uω) . (U s)−1/s = (Uω) · (U s)1−p = ω1 · ω1−p
2 .

olur. 1 < p ≤ 2 için teoremin gereklilik k�sm� ispatlanm�³ olur.

2 < p < ∞ ve ω ∈ Ap için ω1−p′ ∈ Ap′ ve 1 < p′ ≤ 2. Yukar�daki ispata

benzer ilerlemelerle ω1−p′ = ν1 · ν1−p′
2 olacak ³ekilde ν1, ν2 ∈ A1 oldu§u

görülür. Denk olarak ω = ν2 · ν1−p
1 olur. Böylelikle Teorem 4.4 in ispat�

tamamlanm�³ olur.

Önerme 4.5 x ∈ Rn olsun. |x|α ∈ A1 olmas� için gerek ve yeter ³art −n < α ≤ 0

olmas�d�r.

�spat. |x|α ∈ A1 olsun. |x|α ∈ L1
loc(Rn) olmas� için α > −n olmas� gerekir. Di§er

taraftan α > 0 ise |x|α ∈ A1 ise ve Ap a§�rl�klar�n�n i. özelli§inden p ≤ 1 + α/n

için |x|α ∈ Ap. Ancak p ne seçilirse seçilsin |x|α(1−p′) 6∈ L1
loc(Rn)

Tersine, −n < α ≤ 0 olsun.|x|α ∈ A1 oldu§unu gösterelim. Gerçekten, Q

herhangi fakat belirli bir küp olsun. Q0 ile Q kübünün merkezi orjine ta³�nm�³

formunu gösterelim.

Durum i. 2Q0 ∩Q 6= ∅ olsun. Buradan 4Q0 ⊃ Q ve

1

|Q|

∫
Q

|x|αdx ≤ 1

|Q|

∫
4Q

|x|αdx ≤ C|x|α/n ≤ inf
x∈Q
|x|α.

Durum ii. 2Q0 ∩Q = ∅ olsun. x, y ∈ Q için

|x| ≤ |x− y|+ |y| ≤ C|Q|1/n + |y| ≤ (C + 1)|y|,

Buradan
1

|Q|

∫
Q

|x|αdx ≤ C inf
x∈Q
|x|α.

Durum i. ve ii. de C sabitinin sadece boyuta ba§l� oldu§unu görmek kolayd�r.

Böylelikle |x|α ∈ A1 oldu§u ispatlanm�³ olur.

Önerme 4.6 x ∈ Rn olsun. 1 < p <∞ için |x|α ∈ Ap olmas� için gerek ve yeter

³art −n < α < n(p− 1) olmas�d�r.
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