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OZET

YUKSEK LISANS TEZi
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FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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Damisman: Doc¢. Dr. Emre TAS
Yil: 2024 Sayfa: 35

Jiiri: Doc. Dr. Tugha YURDAKADIM
Dog. Dr. Fatih DERINGOZ
Dog¢. Dr. Emre TAS

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
I1k boliim giris kismina ayrilmistr.
Ikinci boliimde, temel tamim ve kavramlar hatirlatilmistir.  Anastassiou tarafindan
verilen fuzzy Korovkin teoremi incelenmistir. Anastassiou ve Gal (Anastassiou & Gal,
2000) tarafindan verilen fuzzy trigonometrik Korovkin teoremi incelenmigtir. Ayrica
A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak fuzzy Korovkin teoremi genigletilmistir.
Uciincii boliimde, ikinci boliimde elde edilen sonuglar Shisha-Mond esitsizliginin benzeri
kullanilarak k-boyutlu durum i¢in genisletilmis olup orjinal sonuclar elde edilmistir.
Dérdiincii boliim, sonug ve onerilere ayrilmistir.

Besinci boliim ise, referanslara ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: fuzzy pozitif lineer operator, fuzzy Korovkin teorisi, fuzzy
trigonometrik Korovkin teorisi, fuzzy Shisha-Mond esitsizligi, fuzzy trigonometrik
Shisha-Mond esitsizligi, fuzzy siireklilik modiilii, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel

oran.
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This thesis consists of five chapters.
The first chapter has been devoted to the introduction.
In chapter two, the basic definitions and concepts have been reminded. The fuzzy
Korovkin theorem given by Anastassiou has been examined. The fuzzy trigonometric
Korovkin theorem given by Anastassiou and Gal (Anastassiou & Gal, [2006) have been
examined. Also, using A-statistical convergence, the fuzzy Korovkin theorem has been
expanded.
In chapter three, the results obtained in the second chapter are expanded for the
k-dimensional case by using a similar Shisha-Mond inequality and the original results
are obtained.
The chapter four has been devoted to the result and the suggestions.

The last chapter has been devoted to the references.
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1. GIRIS

Klasik kiimeler teorisinde iyi tamimliliktan dolay1 bir eleman bir kiimeye aittir
veya ait degildir. 1965 yilinda Zadeh (Zadeh, 1965) tarafindan fuzzy kiime teorisi
ortaya atilmistir. Fuzzy kiime, olasi her elemanin fuzzy kiime i¢indeki aitlik derecesini
gosteren [0, 1] araligindaki bir deger yardimiyla tanimlanmaktadir. Bu deger biiyiidiikge
eleman fuzzy kiimeye daha cok ait olmaktadir. Zadeh’in bu calismasinin ardindan
bircok arastirmaci klasik kiime teorisindeki bilinen sonuglar1 bu teoriye uygulamugtir.
Diger taraftan 1885 yilinda Karl Weierstrass’in kapali aralikta siirekli bir fonksiyona
cebirsel ve trigonometrik polinomlarla yaklagimina iligkin teoremin ispati, yaklasim
teorisinin gelisiminde 6nemli bir rol oynamaktadir. Daha sonra Korovkin (Korovkin,
1960), Weierstrass teoremini gercekleyen genel operatorler icin yeter kosullar vermistir.
Boylece pozitif lineer operatorler ile yaklasim teorisinde énemli bir yer tutan Korovkin
tipi yaklagim teorisi ortaya ¢ikmigstir. Anastassiou (Anastassiou, |2003)), fuzzy teori ve
Korovkin teoriyi bagdastirarak fuzzy Korovkin teorisini ortaya atmistir. Bu teorinin
amac1 fuzzy pozitif lineer operatorleri tanimlayarak Korovkin tipli teorem elde etmek
ve yakinsaklik oranini incelemektir. Bununla birlikte Anastassiou ve Gal (Anastassiou
& Gal, 2006) fuzzy trigonometrik Korovkin teoremini ortaya atmuglardir.  Ayrica
Anastassiou ve Duman (Anastassiou & Duman, 2008)), fuzzy pozitif lineer operatdrlerin
yaklasim ozelliklerini A-istatistiksel yakinsaklik kullanarak incelemiglerdir. Bu tezde
altinct boliimde, Shisha-Mond esitsizliginin benzeri kullanilarak fuzzy trigonometrik
Korovkin teoremi k-boyutlu durum igin genigletilmis olup orijinal sonuglar elde

edilmistir.






2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu boliimde, tezimiz ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatorler
hakkinda genel bilgilere, tez konusu ile ilgili daha 6nce elde edilen bazi ¢alismalara yer
verilmistir.

2.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda tez boyunca kullanacagimiz bazi temel tanim ve kavramlar1 verecegiz.

Tanim 2.1. (Congxin & Zengtai, [2001) Asagidaki 6zellikleri gercekleyen p : R — [0, 1]

fonksiyonu bir fuzzy reel say1 olarak adlandirilir:
1. p(zg) = 1 olacak sekilde en az bir xy € R varsa y normal olarak adlandirtlir.

2. Her z,y € R ve her A€ [0,1] i¢in p(Az+ (1 —N)y) > min{u(z), u(y)}

esitsizligi saglanir. (1, fuzzy konveks bir alt kiime olarak adlandirilir).

3. u, R iizerinde iist yar siireklidir. Yani, her o € R ve her ¢ > 0 i¢in en az bir V' (z)

komsulugunda her x € V' (zg) igin
Vi(zo) - p(x) < pulao) +€

olur.

4. supp(p) = {x € R : p(z) > 0} olmak iizere supp(u) kiimesi R iizerinde
kompakttir.

R £ ile tiim p fuzzy reel sayilarin kiimesi gosterilecektir.

Ornegin X {4}, {0} tek nokta kiimesinin karakteristik fonksiyon olmak iizere her
ro € Rigin X} € Rr olur.

0 <r <1vepu € Rrolmak iizere

] ={r eR: p(z) >r}

Ve

1) = {z €R: p(x) > 0}

kiimeleri tanimlansin.
Goetschel ve Voxman (Goetschel & Voxman, [1986) her bir r € [0, 1] i¢in [u]”
kiimesinin reel sayilarin kapali ve sinirlt bir arali§1 oldugunu gostermistir. u,v € Rx ve

A € R olmak iizere u & v toplama ve A\ ® u ¢arpma islemleri her r € [0, 1] igin
[u@v]" = [u]" +[o]", AOu]" = Alu]"

biciminde tanimlanir.



Burada [u]|" + [v]", R kiimesinin alt kiimeleri olarak iki araligin aligilmis toplam1
ve A[u|", bir skalar ile R kiimesinin bir alt kiimesi arasindaki aligilmig ¢arpma islemidir
(Kaleva, 1987).
lOu=uolup,u@v=vP uve®u=u®\oldugu kolaylikla goriiliir.

Eger 0 < r; < ry < lise [u]"™ C [u]™ gergeklenir. Aslinda her r € [0, 1] i¢in
u’,uy € Rvewu < uf) olmak iizere [u]” = [u”,u' ] olur. u ve v iki fuzzy reel say1
olmak iizere

u3v <= herrec[0,1]iginu” <o veu! <ol

bagintis1 tanimlanabilir.

T s

[u]” = [u”,u"], [v]" = [v", v ] ve u,v € Rr olmak iizere
D(u,v) := sup max {|u" —v" |, |[u, — v} |}
rel0,1]

esitligi ile verilen
D:RrxRr— R+
fonksiyonunu tanimlayalim.

D, Rz iizerinde bir metrik olur. Ayrica (]R Fs D) , asagidaki ozellikleri gercekleyen
tam bir metrik uzaydir (Congxin & Ming,|1991):

D(u® w,vdw)=D(u,v), heru,v,w € Rg
D(k®@u,k®v) = |k|D(u,v), heru,v € Rz, her k € R
D(u®v,w®e) < D(u,w)+ D(v,e), heru,v,w, e € Rg.

[a,b] C R olmak iizere f,g : [a,b] — Rz fuzzy reel say1 degerli fonksiyonlar

olsun. f ve g fonksiyonlar1 arasindaki uzaklik

D*(f,g) == sup D(f(x),g(z))

z€[a,b]

biciminde tanimlanir.

Simdi de fuzzy siireklilik modiilii kavramini tanimlayalim.

Tanmm 2.2. f : [a,b] — Rz fuzzy reel say1 degerli bir fonksiyon olsun. 0 < 6 < b—a
araligindaki her ¢ icin, f fonksiyonunun siireklilik modiilii

wP(f,0): = sup  D(f(2), f(y))

z,y€la,b],|lz—y| <

biciminde tanimlanir.



Tez boyunca i = 0, 1,2 olmak iizere e;(x) = z' bigiminde verilen test fonksiyonlarini

kullanacagiz.
2.2. Fuzzy Korovkin Teorisi

Bu kisimda fuzzy Shisha-Mond esitsizligi ile temel fuzzy Korovkin teoremi ispat
edilecektir. Bu sonuclar fuzzy birim operatdre fuzzy pozitif operatorlerin bir dizisinin

orani ile yakinsama derecesini gostermektedir.

Tanmm 2.3. f: [a,b] C R — Rz olsun. f fonksiyonunu bir xy € [a, b] noktasinda fuzzy
stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart n € N olmak tlizere n — oo i¢in x,, — 7 iken
D(f(zy), f(xo))— 0 olmasidir. Eger f, her z € [a, b] i¢in fuzzy siirekli ise f fonksiyonu
[a, b] tizerinde fuzzy siireklidir denir ve tiim fuzzy siirekli fonksiyonlar uzayr Cx([a, b])
ile gosterilir. C' ;([a, b]) uzay1 bir vektor uzay1 olmayip yanlizca bir konidir (Anastassiou,
2005). Bununla birlikte R’deki skalar elemanlarin herhangi sonlu lineer kombinasyonu
bu uzaya aittir.

Her z € [a,b] ve her 7 € [0,1] igin [f(z)]" =[f" (), ()] olmak iizere [f]" =
f o) ff)} gosterimini kullanalim. f, g € C'z([a, b]) olmak iizere

bagintist gerceklenirse f fonksiyonu noktasal olarak g fonksiyonundan fuzzy genistir
denir.

C#([a,b]) uzaymndan, Cr([a,b]) uzaymnm igine bir L doniisiimiiniin bir fuzzy
lineer operatorii olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi bir ¢;,c2 € R sayisi ve her
f1, fo € Cx([a,b]) igin

Lici® fi®ca® fa) =1 © L(f1) ® ca © L(f2)

olmasidir.
Diger taraftan L doniislimiiniin bir fuzzy pozitif operator olmasi i¢cin gerek ve
yeter kosul f 2 g kosulunu saglayan her f,g € Cr([a,b]) i¢in L(f) = L(g), yani her

r € [0, 1] i¢in [a, b] iizerinde (L(f))(_r)z (L(g))(_r) ve (L(f))z)z (L(g))E:) olmasidir.

Ornek 2.4. f € Cx([0,1]) olmak iizere fuzzy Bernstein operatorii, her z € [0,1] ve
n € Nigin

BY(f)(x) = zn: (Z) (1 — o) e f(%)

5



bi¢ciminde tanimlanir.

Burada Y* fuzzy toplamayi temsil etmektedir.

Bu operator bir fuzzy pozitif lineer operatordiir. 2000 yilinda Gal tarafindan fuzzy

Bernstein operatorleri i¢in yaklagim orani incelenmistir.

Bu tezde ihtiya¢ duyacagimiz bazi sonuglari verelim.

Teorem 2.5. (Gal, 2000) f € C#([0,1]) ise her n € N igin

D (BOS). £)< 2wt (f, %)

gerceklenir, yani
lim D*(BP)(f), f)= 0,

n—oo

(n — oo iken BY)(f) — f fuzzy diizgiin yakinsaktir). Yukaridaki limit f € Cr([a, b))
oldugunda 6 — 0 iken wgf) (f,0) — 0 olmasindan elde edilir.

Teorem 2.6. (Shisha & Mond, [1968b) [a,b] C R ve (E">nEN’ C([a,b]) uzayndan
C([a, b)) igine pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun. n = 1,2, ... i¢in L, (1) smurh

ve f € C([a,b]) ise

1Znf = Flloo < IF L2t = 1l + (120 (1) + 1] gon (p20) 2.1

elde edilir. Burada w; klasik reel siireklilik modiilii olup || - ||, [a,b] iizerinde sup

normunu gostermektedir ve

1

o= | (L - 27) @) 22

o0

bi¢cimindedir ve C(|a, b)), [a, b] kapali sinirl aralig1 iizerinde tanimli siirekli reel degerli

tiim fonksiyonlarin uzayidir.

Ispat. = € [a, b] ve d pozitif bir say1 olsun. ¢ € [a, b] olmak iizere eger |t — x| > ¢ ise

|f(t)—f(x)‘§ w1 (f, |t—:c|): w1 (f, |t—a:]5’15)§ (1+\t—x\5’1)w1(f, J) < [1+(t—x)2(5’2]w1(f, )

olur. Buradan

[f(t) = f(@)|< 1+ (t = )6 *]wi(f,0)

6



esitsizligi elde edilir. Ayrica yukaridaki esitsizlik |t — x| < 6 durumunda da gergeklenir.

n pozitif bir tamsay1 olmak iizere
(= F@ L) @) < a7 8)| (Ea1) + 5Ll = ) )
olur. Eger y1,, > 0 olmak tizere 6 = p,, alinirsa

\ [Ln(f) = f(2)La(1)] (:v)\ < wi(fy )| Ln(1) + 1|, | = F(z) + F(@)La(D) ()] 23)
<A Za(1) = 1 (2.4)

bulunur. Buradan (3.1) esitsizligi elde edilir. Eger x,, = 0 ise her pozitif J i¢in
(L = @) L) (@)] < @2(£,9) Lu(1)2)
olur. Ayrica § — 0 iken (L, f)(z) = f(x)L,(1)(z) olur. (3.4) kullanilarak
[/ = Laf) @) NFIIE(1) = 1)
esitsizligi yazilir bu da (3.1) esitsizligini gerektirir. m

* Ozel olarak L, (1) — 1 ise Hf/nf — fHOO < 2wy (f, pa) gergeklenir.

en=12 ..icinc:= max(Ha

, ||bH> olmak iizere

o < ([ (Ln(®)) @) = 22 + 2] (La() (2) = 2| + [ (La(D) (@) = 1]
oldugu kolaylikla goriilebilir (Shisha & Mond, |1968b)).

n — oo igin Ly(1) — 1, Ly(e1) — e, Ln(es) — ey ise Teorem geregince her
f € C([a,b]) igin L,(f) — f olup bu ise reel durumdaki klasik Korovkin teoremidir
(Korovkin, 1960). Siradaki sonug¢ fuzzy siireklilik modiilii ile klasik siireklilik modiilii

arasindaki iligkiyi vermektedir.

Lemma 2.7. (Anastassiou, 2005) [a,b] C R ve f € C(#)([a,b]) olsun. Bu durumda
0 < 6 < b — a kosulunu saglayan herhangi bir ¢ icin

wi (f,8)= sup max{wl(fg),é),wl( @,5)}

rel0,1]

gerceklenir.



Ispat. 0 < 6 < b— a olmak iizere |z —y| < 0 kosulunu saglayan z,y € [a, b] elemanlarini

g0z Oniine alalim. Bu durumda

Y

D(f(@), f() = sup max {|(£(@))"~(f()"

rel0,1]

< sup max {w1 (fy), (5) LW (ff), 5)}

rel0,1]

elde edilir. Dolayisiyla

) (f, 5)§ Sup max {wl(f@ﬁ),wl (fir), 5)}

rel0,1]

olur. O halde herhangi bir r € [0, 1] ve |x — y| < d kosulunu saglayan her x,y € [a, b] i¢in

7(£:6)2 D(f(@), )= max | (£@) = ()" || (F@) V= (F@)

)

bulunur. Dolayisiyla w; ( ff), )< w1 ( f, 5) elde edilir. Boylece

sup max{wl(fir),é),wl( J(:),(S)} <w'” (f, d)

rel0,1]

elde ederiz. Bu da ispati tamamlar. m
Ozel olarak:

« f € Cxr(la,b]) olma51 durumunda f fuzzy smirlidir ve 0 < § < b — a kosulunu
saglayan her 0 icin w1 ( f.0) sonludur. Ayrica £ [a, b] iizerinde siirekli ve her

r € [0, 1] igin wy ( £, d) sonludur.

Siradaki teorem ile, Teorem [2.6.] deki Shisha-Mond esitsizliginin Fuzzy analogu

verilecektir.

Teorem 2.8. (Anastassiou, 2005) [a,b] € R olmak iizere {L,}, .y, C#([a, b]) uzayindan
C#([a,b]) i¢ine fuzzy pozitif lineer operatdriin bir dizisi olsun. Her r € [0,1] ve f €
C#([a, b)) i¢in

(La(1))Y= La(£2) 2.5)
ozelligini saglayan C([a,b]) uzaymndan C([a,b]) i¢ine pozitif lineer operatdrlerin bir

{E”}neN dizisi mevcut ve {f}n(l)}neN sinirlt olsun. Bu durumda her n € N igin

D*(Lof, )< || Lud = 1| _D*(f.0) + || L(1) + 1| _wi” (fipn) — (2:6)

gerceklenir. Burada

= (1L =22 @) ex



ve her f € Cx([a,b]) i¢in 6 = {0}, @ isleminin birim elemamdir. Eger her n € N i¢in
Enl = 1lise
D*(Luf, £)< 20 (f, ) (28)

elde edilir.

ispat.

D*(Lnf, f) = sup D((Lnf)(2), f(2))

z€[a,b]

= sup sup maX{|(Lnf)(j)(x) — (f)(j)(ZE)L

z€la,b] r€[0,1]

= sup sup max{ |La() (@) = (N @), [La(F7)(@) = () @)] |
x€[a,b] rel0,1]

_ 7o) _ p(r) 7o) ()

—Ti%g]maX{HLnf FO N 2t = 1011}

olur. Teorem 2.6 geregince
D'(Lnf. ) < sup max { (|77 [ Ent = 1], + (1) + 1 s (£, 1) ).
re|0,

(LN Bt = 1]+ 120D + 3] (. 1))}

<121 =1l sop max (77 [1£2])
re(0,1]
+ H-Zn(l) + 1Hoo Sl[lp]max {wl (fET)7ﬂn)aw1(f(+r)wun)}
rel0,1

elde edilir. Lemma[2.7] geregince
D*(Luf, f) < [ Ead = 1] D7 (£,0) + | La(1) + 1| wt™ (£, 1)
olup bu da ispati tamamlar. m

Ornek 2.9. Cx([0,1]) iizerinde BY” fuzzy Bernstein operatorii ve C ([0, 1]) iizerinde B,,

klasik Bernstein operatorii (1) kosulunu gergekler.

Teorem 2.10. (Anastassiou, 2005) [a,b] C R olmak iizere {L,},.y. Cr([a,b])
uzayindan C' ;([a, b]) icine fuzzy pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Her r € [0, 1]
ve f € Cx([a,b]) i¢in

(La(NE)= La ()

ozelligini saglayan C([a,b]) uzaymdan C([a,b]) icine pozitif lineer operatorlerin

{Ln},,en dizisi meveut ve n — oo iken diizgiin olarak

f/n(l) — 1,Ln(61> — €1, Ln<€2) — €9

9



olsun. Bu durumda herhangi bir f € Cx([a, b]) i¢in
D*(Lnf, ) = 0,(n — o0)

gerceklenir. Yani L,, f Q; f diger bir ifade ile [ fuzzy birim operator olmak iizere n — oo

iken L,, — I fuzzy anlaminda yakinsaktir.

Ispat. (2.6) ve ([2.7) ozellikleri kullanilir. m
2.3. Fuzzy Trigonometrik Korovkin Teoremi

Bu kisimda trigonometrik Korovkin teoreminin fuzzy uzaylarindaki versiyonunu
inceleyecegiz. Temel kavramlarda vermis oldugumuz tanimlar bu kisimda da gecerlidir.
Ama iki fonksiyon arasindaki uzaklik ile fonksiyonun fuzzy siireklilik modiiliiniin tanim
araliklari farkli oldugundan onlar1 yeniden tanimlayacagiz. f, g : I C R — Rx fuzzy reel

say1 degerli fonksiyonlar olsun. f ve g fonksiyonlari arasindaki uzaklik

D*(f,9) = sup D(f(2), g(x))
xE
biciminde tanimlanir.

f(z) = f(x + 27) kosoulunu saglayan f : R — Rz fonksiyonu 27 periyotludur.

Tanim 2.11. (Anastassiou & Gal, 2006) f : R — Rz fuzzy reel say1r degerli bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonunun her ¢ > 0 i¢in fuzzy siireklilik modiilii

w?(f,0):=  sup  D(f(x), f(y))

z,y€R,|z—y|<d
biciminde tanimlanir. R kiimesinin altkiimeleri i¢in de benzer tanim gecerlidir.

R iizerinde tim fuzzy siirekli fonksiyonlart uzayi1 Cz(R) ile gosterecegiz. Siradaki

tanim fuzzy diizgiin siirekliligi ifade etmektedir.

Tanim 2.12. (Anastassiou & Gal, 2006) Her € > 0 i¢in |x — y| < § kosulunu saglayan
her z,y € R i¢in D(f(xz), f(y))< e olacak sekilde en az bir § > 0 mevcut ise
f fuzzy diizgiin siireklidir denir. CY%(R) ile tim fuzzy diizgiin siirekli fonksiyonlarin
uzay1 gosterilmektedir. Cy,)(R) ile R iizerinde fuzzy siirekli ve 27 periyotlu tiim
fonksiyonlarin uzayini goésterelim yani

CorP(R) = {f : R = Rz|f, R iizerinde fuzzy siirekli ve 2 periyotludur} yazilabilir.

Bu béliimde ihtiya¢ duyacagimiz siradaki lemmayi ispatsiz olarak verelim.

Lemma 2.13. (Anastassiou & Gal,[2006) z,y € Rve ax, by € Rx, k =0,1,2, ... olmak

uzere

n *

Qn(x) = Z {(coskz) ® aj, @ (sinkz) ©® b}

k=0
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fuzzy trigonometrik polinom olsun. Bu durumda @),,, R iizerinde 27 periyotlu bir fuzzy
stirekli fonksiyondur.

Ispat1 aciktr.

Lemma 2.14. (Anastassiou & Gal, 2006) f : R — Rz, 27 periyotlu ve fuzzy siirekli
fonksiyon olsun. Yani f € Cy,")(R) olmak iizere her 6 € [0, 7] i¢in

1 (Flioan 0) < 1P (£,8)< 20 (flioam. 0)

esitsizligi gerceklenir.
Ispat. Sol taraftaki esitsizlik aciktir. Sag taraftaki esitsizligi gosterelim. Her k € Z igin
Iy =[2km, 2(k + 1)7] olsun. Bunun igin iki ihtimal vardur:

1. En az bir k € Z vardir 6yleki z,y € I dir.

2. Enazbir k € Z vardir oyleki x € I,y € I}y yadax € I,y € [ dir.
Duruml: ¢’ =z — 2km,y =y — 2kr € [0,27] ve |t — 4| = |z — y| < & oldugundan
asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

/7 7

D(f(x), f(5)= D(F(), )< 1P (flinam, 8) < 21 (Fliom, 0).

Durum2: = € [, y € I, olsun (simetrik olarak x € [y, y € I, durumunda benzer
ispat yapilir). O halde 2" = 2 — 2k7 € [0,27], vy =y — 2k7 € [27m, 47| ve |z —y'| <6,
&' < 27 <y yazilabilir. Dolayisiyla

/ / /

D(f(x), f(y))= D(f(z), fly)) < D(f($) F@m)+D(f(27), f(y))
1) <f| 0,27 s )+w1(f) (f|[0,27r]7 5)
= 2wy F)<f|[027r]7 )

elde edilir. |z — y| < § kosulunu saglayan her =,y € R i¢in supremum alinirsa istenilen

elde edilir. m

Lemma 2.15. (Anastassiou & Gal, 2006) f € Cy, ") (R) olmak iizere, f fonksiyonu
fuzzy diizgiin stirekli ve fuzzy sinirhidir. Yani; Cg:) (R) = 5.C£zY(R), 2 periyotlu fuzzy

diizgiin siirekli fonksiyonlarin uzayidir.

Ispat. Lemma geregince her = € [0, 27| igin



olacak bi¢cimde en az bir M/ > 0 vardir. Herhangi z ¢ [0, 27| i¢in en az bir x € [0, 27]
vardir 6yle ki z = x + 2km, k € Z — {0} yazilabilir. Buradan her z € R — [0, 27] i¢in

olup f fonksiyonun R iizerinde fuzzy sinirli oldugunu elde edilir. (Anastassiou, 2006
daki Onerme 2 kullamlarak f fonksiyonu [0, 27| aralig1 iizerinde fuzzy diizgiin siirekli bir

fonksiyon oldugundan
: F
(151_T>I(1)w1( )<f|[0,27r]7 5>: 0

elde edilir. Boylece Lemma [2.14] geregince

mwl(]:)(f,é): 0

li
0—0

olur. (Anastassiou, 2002) deki Onerme 2 kullanilarak f € 2 C( ]:)U(R) olup bu da ispati

tamamlar. m

Onerme 2.16. (Anastassiou, 2006) f : R — Rz fuzzy reel sayr degerli bir
fonksiyon olsun. w; alisilmus siireklilik modiilii olmak iizere w; ") ( f, (5) Ve wy ( f_(T), 5) ,

wy (f+", ) ifadelerinin § > 0 i¢in sonlu oldugunu kabul edelim. Bu durumda

wl(f)(f, §)= sup maX{M(f_(”),5),w1(f+(7“),5)}

rel0,1]

gerceklenir.

Tamim 2.17. (Gal,2000) f : [a,b] — Rz olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in en az bir 6 > 0 vardir
dyle ki A(P) < & kosulunu saglayan [a, b] araliginin her P = {[u, v] : £} boluintiisii i¢in

D(zfm—vﬂlﬂﬂj><e

P

ise f fonksiyonu / € Ry elemanina fuzyy-Riemann integrallenebilir denir ve [ :=
(FR)[." f(x)dz ile gosterilir.

Eger f € Cx([a,b]) ise f fonksiyonunun [a,b] iizerinde fuzzy Riemann
integrallenebilir oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica Gal (Gal, 2000) tarafindan gosterilmistir
ki: f: R — Rz 27 -periyotlu fuzzy siirekli fonksiyon olmak iizere her a € R i¢in

#n) [t = o) [ s (= ) [ i)

gerceklenir.

12



Teorem 2.18. (Goetschel & Voxman, 1986) f : [a,b] — Rz fuzzy siirekli fonksiyonu

olsun. Her r € [a, b] i¢cin

o [ bf(x)da:}r -/ ()0 (@), / b<f>+<”<x>dx]

£+ [a,b] — R siirekli fonksiyon oldugu aciktir.

olur.

Simdi de fuzzy Jackson operatoriinii tanimlayalim ve bazi 6zelliklerini inceleyelim.

Tamm 2.19. (Gal, 2000) f € Co,")(R) olsun. Her m € N igin

ve ["_ Ly (t)dt = 1 esitliklerini saglayan \,, dizisi, n’ =[%] + 1 ve
K, (t) = Ly(t)
olmak iizere

(o) (@) = (FR) [ Kn(t) ® fa + t)dt

bi¢ciminde tanimlanan operatore fuzzy Jackson operatorii denir. Hatta K,(¢) > 0 olmak
tizere n. dereceden cift trigonometrik polinom olarak algilanmaktadir. Diger taraftan
Gal (Gal, 2000) tarafindan (.J,(f))(z)’in bir fuzzy siirekli trigonometrik polinom oldugu
gosterilmistir. Ayrica

(Tu(9)) (@) = / "Ka(t)g(z + D)dt, g € Con(R)

operatorii ise reel Jackson operatoriine karsilik gelmektedir.

Teorem 2.20. (Gal,[2000) Her f € Co,")(R), her n € N ve her z € R icin

D((J"U))(l’), f(x)) < Cun ™) (f, %)

gerceklenecek bigcimde f ve n den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir. (Anastassiou, 2002)
deki Onerme 2 ve Lemma geregince n — oo iken w; ) (f, %) — 0 olur ve
D*(J.f, f) — 0 gerceklenir. (Goetschel & Voxman, 1986) daki Teorem 3.4 geregince

13



Jy, bir fuzzy lineer operatordiir. Teorem geregince her r € [0,1] ve her x € R i¢in

() @) = [FR / Kaft) © f(x+t)dt]r
U Ko a:—l—tdt/ Ko(t)f, 0z + )t

elde edelir. Yani her r € [0,1] icin (J,,f)+" = J,(f+")) olur. Burada her r € [0, 1]
olmak iizere f.™ € Cyy(R) bigimindedir. f, g € Cy,” (R) olsun dyle ki f = g olmasi
icin gerek ve yeter kosul her r € [0,1] icin f+” > ¢.() olmasidir. Bu durumda her
r € [0,1] ve her z € R i¢in

/WKn(t)fi(r)(a:—l—t)dtz/ ﬂKn(t)gi(’")(ijt)dt

olur. Yani her r € [0, 1] ve n € N i¢in

(Juf) ™ > (Jug)"

olmasi
(Juf) Z (Jng)

esitsizligine denktir. Bu ise J,, operatoriiniin bir fuzzy pozitif operator oldugunu gosterir.
Aslinda fuzzy toplama ve fuzzy integral yardimiyla tanimlanan fuzzy operatorlerin hemen

hepsi fuzzy pozitif lineer operatorlerdir.

Teorem 2.21. (Shisha & Mond, [1968a) K, (—oo,+00) arahiginda tanimh reel
fonksiyonlarin kiimesi olsun. K iizerinde taniml [~/1, Zz, ... pozitif lineer operatorleri
g6z Oniine alalim. f, her yerde siirekli ve 27-periyotlu bir fonksiyon olmak iizere
1, cosz, sinx ve f, K kiimesine ait olsun. —oco < a < b < +oco ve [a,b] lizerinde

her n € [a, b] igin L, (1) simrl olsun. Bu durumda her n € N i¢in

1Z0f = Flloe < Al (D) = Ul + 1201+ 1] 01 (120) 29
gerceklenir. Burada

1
2

L (s (7))o

|]lo» [@, b] lizerinde supremum normu ve wy, aligilmig siireklilik modiiliidiir. Ozel olarak
L,(1) = 1ise (4.1) esitsizligi

Wy =T (2.10)

o0

| Lonf = [, < 2w1(f, i) 2.11)
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esitsizligine indirgenir.

Uyan1 1: (3.2) esitsizligindeki L, (sm2 <t_7m>) ifadesinde t bagimsiz degiskendir
(Shisha & Mond, [1968al).
Uyarn 2:

2

2 < (%) (”ﬂn(l) — 1|, + llcosz|| . || (Ln(cost)) (z) — cosz | (2.12)

—l—HsmxHOO”(Zn(sznt))(x) — sz’anoo> (2.13)

gerceklenir. Dolayisiyla L, F, F(t) = 1, sint, cost igin [a, b] aralig1 iizerinde n — oo
iken F"ye diizgiin yakinsak ise (4.4) esitsizligi geregince p,, — 0 ve w; ( 1 un)—> 0 elde
edilir. Boylece (4.1) yardimiyla R iizerinde tanimli her siirekli 27-periyotlu f fonksiyonu
icin [a, b] tizerinde L.f — f elde edilir. Yani trigonometrik Korovkin teoremi i¢in bir
yaklasim oram elde edilir (Korovkin, [1960).

Simdi de Teorem [2.21]deki trigonometrik Shisha-Mond esitsizliginin fuzzy

analogunu verelim.

Teorem 2.22. (Anastassiou & Gal, [2006) {L,}

lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Her € [0, 1] ve her f € Cye) (R) igin

neN? O ") (R) iizerinde fuzzy pozitif

(La(£)," = La(£:2) (2.14)

kosulunu gercekleyen, { L, } ,en operator dizisine karsilik gelen Cy, (R) tizerindeki pozitif
lineer operatorlerin {L,}, .y dizisi mevcut olsun. {L,(1)}, .y, [a,0] C R iizerinde n ye

gore sinirlt olsun. n € Nicin
D*(Lof, )< |Lal = 1| D" (£.0) + || La(1) + 1| i) (f. pta) (2.15)

gerceklenir. Burada

1
g t— 3
i = 7|| L <sin2( 5 :”)) () (2.16)
ve ||.|l.., [a, ] iizerinde supremum normudur. Ozel olarak L,,(1) = 1 ise
D*(Luf, f)< 201D (f, ), n € N. (2.17)

esitsizligi elde edilir.
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Ispat. Her f € 5,C#Y(R) icin

D*(Lnfa f) = sup D((Lnf)(x)7 f(:(:))

z€[a,b]

= sup sup max{|(Lnf)_(r)($) - (f)—(r)(m)L

z€[a,b] r€[0,1]

= supsup max{|L,(f-")(z) - (/)-"(a)

z€[a,b] r€[0,1]

sup max{”fznf_(r) — f_(r)H

re(0,1]

olup Teorem geregince

L))+ (@) = (N (@)}
NLa(£ @) = (1) (@)]}

Luf = 10}

o

D*(Luf. f) < sup max{ ([ £-7]| | Eat = 1|,

rel0,1]
[ Lo () + 1 wn (- 1)), (TN a2 = 1|
(1) + 1 g (£, 1)) |

< || Zat = 1|, sup max (|||
re(0,1]

I+ 1l sup main (77, ) a (£ m)
rel0,1

£+7)

oo’

elde edilir. Diger taraftan
D*(Luf. f) < || Lnl = 1| [D*(f.0) + | La(1) + 1| wr D (£, 1)

bulunur. Bu da (4.7) esitsizligini ispatlar. in(l) = 1 alinirsa (4.9) esitsizligi de kolaylikla
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. m

Simdi de fuzzy trigonometrik Korovkin teoremini verelim.

Teorem 2.23. (Anastassiou & Gal, 2000) {L,}

lineer operatérlerin bir dizisi olsun. {L, }ney ise her r € [0, 1] ve her f € C’éf) icin

neN® Oy ") (R) iizerinde fuzzy pozitif

(La()), " = La(f2")

kosulunu gercekleyen, { L, }ex operatdr dizisine karsilik gelen Co, (R) iizerindeki pozitif
lineer operatérlerin bir dizisi olsun. Ayrica 2 € [a,b] C R iizerinde L, (1) — 1,
L, (sinz) — sinz, L,(cosz) — cosz (n — 0o) olsun. Bu durumda her f € Cy, ) (R),
[a, b] tizerinde n — oo iken D* (L, f, f)— 0 gergeklenir. Yani, [a,b] iizerinde L, f — f
olur. Bu ise /, fuzzy birim operator olmak tizere [a, b] iizerinde n — oo iken L, — [

anlamina gelmektedir.

Ispat. (3.4) geregince n — oo iken p,, — 0 diyebiliriz. Lemma geregince herhangi
fe Cgﬂ—(]: ) (R), R iizerinde diizgiin siireklidir bu ise wy ) ( f, ,un) — 0 olmasin1 gerektirir.
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Ayrica L, 1, [a, b] iizerinde n degiskenine gore simrhdir. (3.7) geregince [a, b] iizerinde
n — oo iken D* (Lnf, f)—> Oolur. m
Simdi de klasik Jackson operatoriinii modifiye ederek elde ettigimiz fuzzy Jackson

operatoriiniin fuzzy trigonometrik Korovkin teoremini gercekledigini gosterelim.

Ornek 2.24. Tamim 4.8 ile verilen .J, fuzzy Jackson operatoriinii goz Oniine alalim.

Jackson operatdriiniin tanim1 geregince her n icin

(J.(1)(z) = /7r K, (t)ldt = /7r K, (t)dt =1

olur. (Devore & Lorentz, |1993) deki Teorem 2.2 geregince her g € Cy,(R) igin ¢ > 0

evrensel bir sabit olmak tizere
~ 1
HJng - g“oo S Owl <g7 E)

elde edilir. Ayrica n — oo iken R iizerinde J,(sinz) — sinz, J,(cosz) — cosz
gerceklenir. Diger taraftan (Shisha & Mond, 1968a) yardimiyla ¢ > 0, n den ve f
den bagimsiz bir sabit olmak iizere i, < 7 bulunur. Teorem 2.22] ve (4.9) esitsizligi

yardimiyla ¢ > 0 evrensel bir sabit ve n € N olmak iizere

D" (Juf. £)< O (£.)

elde edilir.
Aslinda son esitsizlik Gal (Gal, [2000) tarafindan verilen Teorem [2.20Jun alternatif bir

ispatin1 vermektedir.

2.4. Fuzzy Pozitif Lineer Operatorler fle Istatistiksel Fuzzy Yaklasim

Bu Kisimda, A negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi oldugunda,
A-istatistiksel yakinsaklik kavramini kullanarak fuzzy pozitif lineer operatorler icin
Korovkin tipi yaklagim teoremini ispatlayacagiz.

Nuray ve Savas (Nuray & Savas, 1995) asagida verildigi gibi D metrigini
kullanarak istatistiksel yakinsaklig1 fuzzy teorisi i¢in de tanimlamiglardir. (p,),en, fuzzy
say1 degerli bir dizi olsun. (f,)en dizisinin bir fuzzy p sayisina istatistiksel yakinsak

olmast i¢in, her € > 0 i¢in,

0

<7:D >
lim #{n < J: Dlpn, ) 2 €} _
j J

saglanmalidir. #{B} sembolii, bir B kiimesinin kardinalitesini gostermektedir. Bu limit
kisaca st-lim,, D (,un, ,u) = 0 biciminde gosterilir.

Sayi dizileri i¢in istatistiksel yakinsakli§in orijinal tanimini hatirlamak i¢in (Fast, [1951),
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(Fridy, |1985) ve (Kolk,|1993) calismalar1 incelenebilir.
Simdi A = (a;,,) sonsuz bir toplanabilme matrisi olsun. Verilen x := (z,,) dizisi i¢in,

Az = ((Az) j)jeN ile gosterilen x dizisinin A doniigiim dizisi

[e.o]

(Az); = Zajna:n
n=1
seklinde tanimlanir. Burada serinin her j i¢in yakinsak oldugu kabul edilmektedir. Eger
limz = L oldugunda lim Az = L oluyorsa A matrisine regiiler matris denir. A = (a;y,)
negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi oldugunu kabul edelim. Bu durumda

yukaridaki tanim kolayca genellestirilebilir. Eger her € > 0 i¢in

lijm Z ajn =0

n:D(pin,p)2e

oluyorsa (p,)nen, fuzzy dizisi 4 € Ry sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir. Eger
yukaridaki tanimda
1<n<y

1
Cin =147
0, diger durumlarda
biciminde tanimlanan birinci dereceden Cesaro matrisini goz Oniine alirsak
C-istatistiksel yakinsaklik yukarida bahsedilen istatistiksel yakinsaklik ile cakisir.
Ayrica eger A birim matris ile degistirilirse, (Matloka, [1986)) tarafindan tanitilan fuzzy
yakinsaklik elde edilir. Say1 dizileri icin A-istatistiksel yakinsakliga iliskin baz1 temel
sonuglar (Freedman & Sember, 1981), (Miller, |1995) ¢alismalarinda bulunabilir.
2.4.1. Istatistiksel Fuzzy Korovkin Teorisi

Bu kisimda A-istatistiksel yakinsaklik kavrami yardimiyla bir fuzzy Korovkin
teoremi verecegiz. [Elde ettigimiz sonucun klasik durumdan daha gii¢lii oldugunu
gostermek i¢in fuzzy Bernstein polinomunu kullanarak fuzzy pozitif lineer operatorlerin
bir Ornegini verecegiz. C;([a, b]) uzaymin bir vektdr uzay degil, sadece bir koni
oldugunu ciincii boliimde vurgulamistik. Teorem [2.10Jde fuzzy Korovkin teoremi
verilmisti. Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik kullanilarak fuzzy Korovkin teoremi

genisletilecektir.

Teorem 2.25. (Anastassiou & Duman, 2008) A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir
matris ve her n € Nigin L,, : Cz([a,b]) = Cx([a,b]) fuzzy pozitif lineer operatdrlerin
bir dizisi olsun. Her = € [a,b], 7 € [0,1] ve n € Nigin f € Cx([a, b]) olmak iizere

{La(f;2)}]) = La(f;2) (2.18)
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esitligini saglayan her n € Nigin L, : C([a,b])— C/([a,b]) pozitif lineer operatériinii

g0z Oniine alalim. Her ¢« = 0, 1, 2 icin

sta —lim||La(e;) — e[| =0 (2.19)
ise her f € Cr([a,b]) i¢in

sta — liTanD*(Ln(f), f)=0

gerceklenir.

ispat. f € Cx([a,b]), « € [a,b] ve r € [0,1] olsun. Hipotez geregince [ € C([a, b))
oldugundan her € > 0 ve en az bir § > 0 reel sayis1 vardir dyle ki |y — z| < 0 esitsizligini

saglayan her y € [a, b] icin | £ = ) (z)| < e saglanir. Her y € [a, b] iin

N2
I )\<a+2M§ﬁ—§§L

gerceklenir. Burada Mi = |f (r)|| biciminde tanimlidir. Simdi L, operatoriiniin

lineerlik ve pozitifligini kullanarak her n € N i¢in

L (£ 2)| < Lo (| £ (0) — 12 (@)]; 2) + M| Lo(eo; ) — eo()]
(r)

<e+ (5 + Mﬂ(!)) ‘fjn(eo;x) — eo(x)‘ -

olup bu da

olmasini gerektirir. Burada ¢ := max{|a/, |b|} bi¢imindedir.

MO 4 o™
Ayrica K\ (¢) := max{e + MO 42 ;\;[i - ];[f : 2]\;[5 } g0z oniine alinip = € |[a, b]

izerinden supremumu alinirsa

|2u() = 10N < e+ KL @ |1 Zateo) = eol | Zater) = er |+ Lulea) — eal
(2.20)
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esitsizligi elde edilir. Simdi (5.1) yardimiyla

D*(La(f), f) = sup D(Ly(f;2), f(x))

z€[a,b]

= sup sup max{{f/n(f(_r);x) —f@(m)|, En(fJ(:);Jf) — fir)(x)’}

z€[a,b] r€[0,1]
= s ma{ | Za(#7) £ [ ()~ 447}
rel0,1]

bulunur. (5.3) ile yukaridaki ifadeyi birlestirirsek
K(e) := sup,¢j 1 max{K(_T) (e), K" (¢)} olmak iizere

D*(La(f), f)< e+ K(ﬁ){Hin(eo) — eo||[+]| Ln(er) — ex||+]| Ln(e2) — 62”} (2.21)

elde ederiz. Simdi verilen ¢ > 0icin 0 < ¢ < ¢ olacak bicimde bir ¢ > 0 segelim ve

ayrica asagidaki kiimeleri

!

U:={neN:D(L,(f),f) >¢},

g6z Oniine alalim, (5.4) esitsizliginden
UCUyuU, UU,

olur ve her 5 € Nigin

D Un S Y Gt Yt ) (2:22)
nelU nely nelU; nels
esitsizligi gerceklenir. Eger (5.5) esitsizliginin her iki tarafinda j — oo icin limit alir ve

lijmz jn = 0

nelU

(5.2) hipotezini kullanirsak

bulunur. =

» Eger Teorem [2.25]deki A matrisini birim matrisi ile degistirirsek, Anastassiou
(Anastassiou, [2005) tarafindan verilen Teorem [2.10] elde edilir. Teorem [2.25]i
gercekleyen fakat Teorem [2.10]i gerceklemeyen fuzzy pozitif lineer operatorlerin

bir dizisini olusturabiliriz.
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A = C} = (¢;,) birinci dereceden Cesaro matrisini ve

1, n#m?(m=1,2,..
V/n, diger durumlar

(u,,) dizisini goz oniine alalim. = € [0,1], n € Nve f € Cx([a,b]) olmak iizere fuzzy

Bernstein tipli polinomu

B (f;x) = un © @ (Z) F1—z)Fof (%)

bigiminde tanimlanir. Bu durumda fj@ € C([0,1]) olmak iizere

() ()5 () ()

elde edilir. Bu durumda asagidaki esitlikleri kolaylikla gdzlemleyebiliriz:

Bn(eo; x) = uy,

By(er; ) = xu,

j — oo iken

n:lup—1|>¢ n:lup,—1[>¢

oldugundan st., — lim,, u,, = 1 elde edilir. Her ¢ = 0, 1, 2 i¢in

Bn(ez) — €|l = 0

ste, — lim
n

olup Teorem 2.26den her f € Cx([0,1]) icin
ste, — limu, D* (B,(f)(f), f>: 0
elde edilir. Ancak (5.6) ile verilen (u,),en dizisi alisilmis durumda yakinsak degildir.

Dolayisiyla {B,(f) (f) }
ne
2.4.2. Istatistiksel Fuzzy Oram

dizisi de f fonksiyonuna fuzyy yakinsak degildir.
N

Bu kisimda Teorem [2.25] de A-istatistiksel fuzzy yakinsakligin oranini
hesaplamaya calisacagiz. Ilk olarak, A-istatistiksel anlamda yakinsaklik oranlarini

tanimlayan bazi yontemlerin (Duman ve ark., 2003)’de asagidaki gibi tamtildigini
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hatirlatalim.
A = (a;y,) negatif olmayan regiiler bir matris ve (p,,)nen reel sayilarin pozitif artmayan
bir dizisi olsun.
(a) Bir z = (x,,) dizisi her € > 0 igin
lim > 0
1m — CLjn =
7P n:|len—L|>e
oluyorsa o(p,,) orani ile L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda n — oo
iken x,, — L = sta — o(p,) yazabiliriz.
(b) Eger her € > 0 i¢in
1
sup — Z Qjp < 00
i DPj

n:lan|>e

oluyorsa (z,)nen dizisi O(p,) oram ile A-istatistiksel sinirhdir ve n — oo iken z,, =
sta — O(p,) seklinde ifade edilir.

(c) Eger her € > 0 i¢in
lim > au=0

n:‘xn_leepn

oluyorsa (z,)nen dizisi 0, (py,) orani ile L degerine A-istatistiksel yakinsaktir ve n — oo

iken z, — L = st4 — 0,,(p,) seklinde ifade edilir.

(d) (zp)nen dizisi

lim ain =0

g HZ%ZZ:M% ’

esitligini saglayan pozitif bir M sayis1 varsa O,,(p,) orani ile A-istatistiksel sinirlidir
denir ve n — oo iken z,, = st4 — O,,(p,) seklinde ifade edilir.
(a) ve (b) deki oranlar, (x,),ecn dizisinin terimlerinden ziyade toplanabilme matrisinin
terimleri tarafindan kontrol edilir. Ornek olarak, I birim matrisi alinirsa, bazi M > 0
ve her n € N icin an < M saglayan herhangi bir artmayan (p,),en dizisini secersek
herhangi bir yakinsak (x,, — L),y dizisi i¢in n — oo iken z,, — L = st 4 — o(p,,) ne kadar
yavasg olursa olsun sifira gider. Boyle olumsuz bir durumdan kaginmak i¢in tanim (c) ve
(d)’de verilen yakinsama oranini tanimlayan ol¢ii teorisindeki 6l¢iide yakinsama kavrami
g6z oniine alinabilir. Yani sirastyla o, ve O,,, gésterimlerini kullaniriz.
Dikkat edelim ki, fuzzy say1 degerli dizilerin ya da fuzzy say1 degerli fonksiyon dizilerinin
yakinsaklig1 icin yukarida belirtilen tiim tanimlarda mutlak deger metriginin yerine D ve
D* metriklerini kullanmak zorundayiz.
f : [a,b] — Rz olsun. (Gal, 2000) tarafindan tanimlanan f fuzzy siireklilik modiili
herhangi bir 0 < 6 < b — a i¢in

(8= sup  D(f(2), f(y))

z,y€la,bl;|z—y|<o
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tanimlandigini biliyoruz. Bu kavramlar yardimiyla asagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 2.26. (Anastassiou & Duman, 2008) A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir
toplanabilme matrisi ve her n € N i¢in L, : Cz([a,b])— Cx([a,b]) fuzzy pozitif
lineer operatorlerin bir dizisi olsun. (5.1) denklemini gercekleyen her n € N igin
L, : C ([a,b])— C([a,b]) pozitif lineer operatdriinii goz Sniine alahm. (ay)nen Ve

(bn)nen pozitif artmayan diziler olsun. {L,}, .y operatorleri

(1) n — oo iken ‘}in(eo) — eon sta — o(ay),

(ii) ftn = 1/||Ln(9)|| ve her z € [a,b] icin p(y) = (y — )? olmak iizere n — oo iken
Wi (f, ptn) = sta — o(by)

kosullarini gergekler ise ¢, := max{a,, b, } olmak iizere her f € Cr([a,b]) i¢in n — oo
iken
D*(L,(f), f) = sta —o(cy)

olur. Hatta ”0” yerine ”O” alinirsa benzer sonuglar yine elde edilir.
Ispat. Teorem geregince M := D*(f, x{0}) Ve X{o}» @ islemi i¢in etkisiz eleman
olmak iizere n € N ve f € Cx([a,b]) i¢in

D*(L.(f), f) < M||L eo) — €ol| + HL eo) + eonl (f, in)
olup, buradan

D*(L,(f), f) < MHZN}n(eO) — eo + ||f)n(eo egle (fs pn) + 2w1 (f fn) (2.24)

elde edilir.
Verilen her £ > 0 icin
V= {n eN: D*<Ln(f)7f) > 5}7
- €
Vo= {nEN: n(eo)—eo‘ Zm},
- €
n(€0) — 60‘ wi (f fin) = 3}

Vei={neN: (/) 2 ¢}

o

Vl::{neN:

kiimelerini goz Oniine alalim. (5.7) geregince V' C V[, UV; U V5 oldugu kolaylikla goriiliir.

Loten) — o[ 2 2

foen itz 2}

Ayrica

Vll::{neN:

"

Vi
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kiimelerini tammlarsak V; € V; UV, olur. Buise V' C Vo UV, UV, U V; olmasin
gerektirir. Dolayisiyla

— Z Ajn < Z Ajn + Z @ + Z Qjn, —l— Z Qjn, (2.25)

J nev TLGVO nevl nEV TLEVQ

¢; = max{a;, b;} alinirsa (5.8) geregince

1
— Z Ajn < Z Ajn + Z @jn, + E Z Qjn, + Z Qjn, (2.26)

elde edilir. Boylece (5.9) esitsizliginde ; — oo iken limit alinirsa ve hipotez (i) ve (i7)

1
lim — > aj, =0
im cj a;

J nev

kullanilirsa

olur. Bu ise ispat1 tamamlar. m

Teorem 2.27. (Anastassiou & Duman, 2008) A = (a;,) negatif olmayan regiiler bir
toplanabilme matrisi ve her n € N igin L,, : Cx([a,b])— Cx([a,b]) fuzzy pozitif lineer
C([a, b]) uzayindan

C([a, b)) uzayma tanimli pozitif lineer operatdriinii goz oniine allim. (ay,)nen Ve (by)nen

operatorlerin bir dizisi olsun. (5.1) denklemini gercekleyen {L,} N>

pozitif artmayan diziler olsun. {En}nEN operatorleri
(1) n — oo iken Hin(eo) — eon sta — o(ay)
(i) n — oo iken w!™) (f, p1n)= sta — o(by)

kosullarim gergekler ise d,, := max{a,, b,, anb,} olmak iizere f € Cx([a,b]) i¢in n —
oo iken
D*(L,(f), f) = sta —o(d,)

olur. Hatta ”0” yerine ”O” alinirsa benzer sonuglar yine elde edilir.
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3. MATERYAL VE METOT

Ikinci boliimde verdigimiz sonuclarda Shisha-Mond esitsizligi kullanilarak
fuzzy Korovkin teorisi insa edilmigtir. Bu tezde orjinal sonuglarimizi elde ederken
Shisha-Mond esitsizliginin benzeri olan Popa (Popa, 2019) tarafindan elde edilen
esitsizlik kullanilacaktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde literatiirde daha once elde edilmemis orjinal sonuclarimizi verecegiz.
4.1. Cok Degiskenli Trigonometrik Fuzzy Korovkin Teoremi
Bu kisimda, k-boyutlu durumlar i¢in (Anastassiou & Gal, 2006) calismasinda

verilen trigonometrik fuzzy teoremini genisletecegiz. Bu teoremin ispatinda (Anastassiou
& Gal, 2006) tarafindan kullanilandan farkli bir yol izleyecegiz. k=1 durumunda,
bizim teoremimiz (Anastassiou & Gal, 2006) ’deki Teorem 5’de verilen yakinsamayi

vermektedir. Ayrica bizim teoremimizi ger¢ekleyen bir 6rnek verecegiz.

Lemmad4.l. v : RF x R* — [0,00) her bir degiskene gore 27 periyotlu siirekli
trigonometrik ayirma fonksiyonu ve f € Cy,(R”) olsun. Bu durumda,
(1) her ¢ > 0 icin en az bir 7. > 0 vardir dyle ki her pozitif lineer U : Cor(RF) —

Co(R¥) operatorii ve her s € R¥ i¢gin

[U(f)(s) = f(s)] < eUQ)(s) +nU(v(9))(s) + [f(s)|[UD)(s) -1

esitsizligi gerceklenir.
(2) her ¢ > 0 i¢in en az bir . > 0 vardir dyle ki her pozitif lineer U : Cor (R¥) —
Cor(R¥) operatorii igin

[0 = £l < VI + 1 sup U ) s) + [ AU ~ 1]

esitsizligi gerceklenir.

Bu sonu¢ (Shisha & Mond, 1968b)’deki Shisha-Mond esitsizliginin bir benzeridir.
Teorem [2.21]nin alternatif ispatin1 bu esitsizlik yardimiyla verecegiz. Asagidaki sonugta

(Anastassiou & Gal, 2006) dan farkli olarak fuzzy siireklilik modiiliinii kullanmiyoruz.

Teorem 4.2. Her n € Nigin U, : Cy (R¥) — Cy (R*) fuzzy pozitif lineer oparatorlerin
bir dizisi olsun. {U, }nen, her 7 € [0, 1] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan CJ(R*) uzay1

lizerinde pozitif lineer operatorlere karsilik gelen her f € Cy (R*) igin

(Ua(£) = 0 ()

kosulunu gercekleyen bir pozitif lineer operator dizisi olsun. Ayrica {Un(l)}neN ,
[0,27]* C R* iizerinde n’e gore smmrh oldugunu kabul edelim. n € N olmak iizere

her € > 0 i¢in en az bir 7., 7];_ > () vardir dyle ki

D*(Unf, £) < || Un(D)]| + || Un(1) = 1]| D*(f, 6) + max{n., n.} sup U ((., t))

sERF

gerceklenir.
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Ispat.

D*(Unf, f) = sup D((U,)(s), f(s))

sERk

= sup sup max{|(Unf)7(s) = ()], | (a2 (5) = £105)]}

s€Rk rel0,1]

= sup sup max{‘Un(f@)(s) — Un(fir))(s) = @!}
teRk rel0,1]

= sup max{ | T,(77)(s) — 77| 0 s) — £ )
rel0,1]

)

< sup max{guﬁn<1>u+nﬁg Ou(v(, 9))(s) + | £ | 0n(1) = 1]

rel0,1]

<O+ s Talar () s) + L7180~ 1)1}

< e[| Tu )| +T(0) = 1l sup ma{[[ 7] 47

€l0,1]

+ max{n.,n.} sup Uy, ((., 5)) (t)

sERF

= sHUN(l)H—l—HUn(l) — 1HD*(f, 0) + max{ng,n;} sup Un(v(., s))(s)

scRk

Teorem 4.3. {U, },en dizisinin CQ(? (R*) tizerinde fuzzy porzitif lineer oparatrlerin bir
dizisi olsun. {U,}nen, her r € [0,1] icin asagidaki esitsizligi saglayan C{(RF)
uzay1 ilizerinde pozitif lineer operatorlere karsilik gelen bir dizi olsun, herhangi bir
f e O (R igin

(V)L = Tal1)
olsun. v : R¥ x R* — [0, c0) her bir degiskene gore 27-periyotlu trigonometrik ayirma
fonksiyonu ve her s € R¥ i¢in (s, s) = 0 olsun.
Eger

lim U,(v(.,s))(s) =0

n—oo

s € R¥ degiskenine gore diizgiin ve

lim U,(1) =1

n—00

R* iizerinde diizgiin ise her f € C’éf) (R*) igin R* iizerinde diizgiin olan

lim Un(f) = f

n—o0

gerceklenir.
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Ispat. Teorem ye gore herhangi bir n € N ig¢in

D*(Unf, f) < el|Un(V)|| + ||Un(1) = 1]| _D*(f, 6) + max{n.,n.}sup Un(7(., s))(s)

sERk

oldugu bilinmektedir. s € RFya gore diizgiin olarak lim, o U, (7(.,5))(s) = 0

gerceklendiginden en az bir 7). dogal sayis1 vardir oyle ki

sup ‘N/(’y(.,s))(s) < ;/, her n >,
sERFK max{naﬁ 775}
yazabiliriz. Diger taraftan R* iizerinde diizgiin olarak lim,_,. [7n(1) = 1

gerceklendiginden en az bir m. € N vardir 6yle ki her n > m, i¢in
Hf/n(l) — 1||§ 5

elde edilir ve her n € N i¢in en az bir M > 0 vardir dyle ki H\N/n(l)Hg M olur. Bu

durumda her n > max{n., m.} i¢in

D*(U.f, f) <eM + max{ng,n;} +eD*(f,0)

&
max{7., 7. }
=¢(M+1+D*(f,0))

olup bu da ispat1 tamamlar. m

Ornek 4.4. Heri = 1,2, ..., k ve herhangi bir n € Nicin K’ : R — [0, 0c0) olmak iizere

Ko = 1 (227)

n 82715

seklinde tanimlanan Fejer cekirdek fonksiyonunu g6z oniine alalim. Bu ¢ekirdek

fonksiyonunu kullanarak fuzzy Fejer operatorii asagidaki gibi tanimlanabilir:

1 sin™L\? [ ginne\ 2
(Hn<$))(S)ZW[_ " f(Sl—l’l,,Sk—x‘k)(Szni) (Szné) d{EldiL'k

2 2
v : RF x RF — [0, 00) her bir degiskene gore 27 periyotlu

b1 — 51

2

tk - Sk)

)+... + sin2( 5

v(t, s) = sin?(

bi¢ciminde tanimlanan trigonometrik ayirma fonksiyonunu goz ontine alahm. ~(.,s) €
C% (R*) oldugunu kolaylikla goriilebilir. (Shisha & Mond, |1968b)’deki sonug 3-(i)
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geregince s € R*’a gore diizgiin olarak

s . 1 sin™L\? [ ginne\ 2
lim (H,(v(.,5)))(s) = lim W/ kf(51—$17---75k—$k)( 2 ) ( —T > dxy...dxy,
[_7‘—171—]

n—oo n—oo Szn% SZ’R?

elde edilir. Bununla birlikte R* iizerinde diizgiin olarak

lim H,(1) = (1)

n—o0

ifadesi elde edilir. Bu operatdr Teorem .3 iin kosullarini saglar. Ayrica diger bir 6rnek

ise Jackson cekirdek fonksiyonu kullanilarak verilebilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Korovkin teoremi yaklasim teorisinde Onemli bir yere sahiptir. Bu teorem
Weierstrass teoremini gercekleyen genel operatorler icin yeter kosullar vermistir.
Boylece pozitif lineer operatorler ile yaklasim teorisi ortaya ¢ikmistir. Korovkin teoremi,
tizerinde calisilan uzaylar degistirilerek veya test fonksiyonlar1 degistirilerek, bununla
birlikte toplanabilme teorisi ile harmanlanarak genisletilmistir. Bu tezde Zadeh tarafindan
ortaya atilan fuzzy kiime teorisi yardimiyla Anastassiou ve arkadaslari tarafindan verilen
fuzzy Korovkin teoreminin hem cebirsel hem de trigonometrik versiyonlar1 incelenmistir.
Ayrica toplanabilme teorisi yardimiyla Anastassiou ve Duman tarafindan elde edilen
sonuglar incelenmistir. Bununla birlikte Shisha-Mond esitsizliginin benzeri kullanilarak
fuzzy trigonometrik Korovkin teoreminin £-boyutlu durum i¢in genigletilmis olup orijinal
sonuglar elde edilmistir.

Bu tez, bu konuda calismak isteyen arastirmacilar i¢in iyi bir altyap1 olusturma niteligine

sahiptir.
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