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HEISENBERG GRUPLARINDA
SCHRÖDINGER OPERATÖRLERİNE
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

HEISENBERG GRUPLARINDA SCHRÖDINGER
OPERATÖRLERİNE KARSILIK GELEN KESİRLİ İNTEGRAL

OPERATÖRLERİNİN MORREY TİPLİ UZAYLARDA SINIRLILIĞI

Mehtap ÇELİK
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Yıl: 2024 Sayfa: 39

Jüri: Prof. Dr. Vagıf S. GULİYEV
Prof. Dr. Alı̇ AKBULUT
Doç. Dr. Veysel NEZİR

Bu yüksek lisans tezinde, Heisenberg gruplarında tanımlanan Schrödinger operatörle-
rine karşılık gelen kesirli integral operatörlerinin bazı Morrey tipli uzaylarda sınırlılığı hakkın-
da bilgi verilecektir. İlk bölümde, literatürde bu konu ile ilgili araştırmaları olan bir çok
matema- tikçi hakkında bilgi verilmiş ve bu çalışmanın amacından bahsedilmiştir. İkinci
bölümde, tez konusunda geçen bazı temel tanım ve özellikler verilecektir. Üçüncü bölümde,
tez konusu ile ilgili materyal ve metotlar hakkında kısa bilgi verilmiştir. Dördüncü bölümde,
Heisenberg gruplarında tanımlanan Morrey tipli uzaylarda Schrödinger operatörlerine karşlık
gelen kesirli integral operatörlerinin sınırlılığı ile ilgili sonuçlara yer verilerek, Heisenberg
gruplarında Schrödinger operatörlerine karşlık gelen kesirli integral operatörlerinin Morrey
tipli uzaylarda sınırlılığı ile ilgili sonuçlara yer verilmiştir. Son bölümde, tez konusunun
araştırılmasındaki amaç ve hedefi hakkında kısaca bahsedilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Heisenberg Grupları, Schrödinger operatörleri, Kesirli integral operatör-
leri, Morrey Tipli Uzaylar.

III



ABSTRACT

MASTER’S THESIS

THE BOUNDEDNESS OF FRACTIONAL INTEGRAL OPERATORS
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OPERATORS ON THE HEISENBERG GROUPS
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Supervisor: Prof. Dr. Alı̇ AKBULUT
Year: 2024 Pages: 39
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Assoc. Prof. Dr. Veysel NEZİR

In this master’s thesis, information will be given about the limitations of fractional
integral operators corresponding to Schrödinger operators defined in Heisenberg groups in
some Morrey type spaces. In the first part, information is given about many mathematicians
who have done research on this subject in the literature and the purpose of this study is
mentioned. In the second part, some basic definitions and features of the thesis will be
given. In the third part, brief information is given about the materials and methods related
to the thesis topic. In the fourth part, the results regarding the limitations of fractional
integral operators corresponding to Schrödinger operators in Morrey type spaces defined
in Heisenberg groups are given, and the results regarding the limitations of fractional integral
operators corresponding to Schrödinger operators in Heisenberg groups in Morrey type spaces
are given. results are included. In the last part, the purpose and objective of researching the
thesis topic is briefly mentioned.
Keywords: Heisenberg Groups, Schrödinger operators, Fractional integral operators,
Morrey-Type Spaces.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

Simgeler Açıklama

Rn : n-boyutlu Öklid uzayı

B(x, r) : x merkezli, r yarıçaplı yuvar

|B(x, r)| : B(x, r) yuvarının Lebesgue ölçüsü

‖ · ‖Lp : Lebesgue normu

Lp(Rn) : Lebesgue uzayı

L1
loc(Rn) : f fonksiyonu lokal integrallenebilir

Lp,λ : Morrey uzayı

Mα,V
p,ϕ (Hn) : Genelleştirilmiş Morrey Uzayı

Hn : Heisenberg grubu

RHQ/2 : Ters Hölder sınıfları

4Hn : Alt-Laplasyan

L = −∆Hn + V : Schrödinger operatörü

Iα : Kesirli integral operatörü (Riesz potansiyeli)

T : Singüler integral operatörü
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1. GİRİŞ

Harmonik analizin klasik operatörlerinin çeşitli fonksiyon uzaylarındaki sınırlılığı
yoğun bir şekilde birçok matematikçi tarafından çalışılmaktadır. Elde edilen sonuçlar, kısmi
diferansiyel denklemler teorisinde verimli bir şekilde uygulanabilmektedir. Kısmi diferansi-
yel teorisinde son yıllarda genel Morrey tipli uzaylar önemli bir rol oynamaktadır. Son
yüzyılın başında bu alanda önemli gelişmeler oldu. Özellikle, 1994 yılında V.S. Guliyev
doktora tezinde lokal Morrey tipli genel uzaylarda klasik operatörlerin incelenmesinde, harmo-
nik analizde önemli bir yeri olan Guliyev lokal metodu ile konuya farklı bir bakış geliştirmiştir.
2000’li yıllarda V.S.Guliyev ve V.I. Burenkov, lokal global Morrey tipli genel uzaylarda
klasik operatörlerin incelenmesi ile ilgili harmonik analizde önemli yeni Hardy oparatörlerinin
monoton fonksiyonlar konusunda sınırlılığı ile ilgili metodu ile konuya farklı bir bakış açısı
geliştirerek operatörlerinin sınırlılığı ile gerek ve yeter koşullarını geliştirmişlerdir. Geliştiri-
len yöntemlerin önemi, Schrödinger operatörüne karşılık gelen diferansiyel denklemlerin
çözümleri için düzenlilik teorisine müteakip uygulama ile Schrödinger operatörüne karşılık
gelen singüler tipli integral operatörler sınıflarının sınırlılığı için gerekli ve yeterli koşulların
elde edilmesi gerçeğidir. Sonuç olarak, belirli bir sayısal parametreler aralığı için yeterli
şartlar bulunmaktadır. Schrödinger operatörüne karşılık gelen kesirli integral operatörlerinin
sınırlılığını bir genelleştirilmiş lokal Morrey tipli uzaydan diğerine sağlayan fonksiyonel
parametrelerden elde edilir. Dolayısıyla bu tür sonuçlar, çağdaş reel analizin geliştirilmesi
ve Schrödinger operatörüne karşılık gelen kısmi diferansiyel denklemlerin uygulamaları için
çok önemlidir.

Ters Hölder eşitsizliğini sağlayan negatif olmayan V potansiyelli−4+V formundaki
Schrödinger operatörüne karşılık gelen harmonik analizde Lp (Lebesgue) ve Mp,λ (Morrey)
uzaylarının özel bir yeri vardır. Ayrıca Schrödinger operatörüne karşılık gelen diferansiyel
denklemlerin çözümlerinin araştırılması da bu uzaylarda önemli bir yere sahiptir.

"Heisenberg grubu" terimi, matematikte Heisenberg cebiri veya Heisenberg grubu
olarak bilinen bir konsepti ifade eder. Heisenberg cebiri, kuantum mekaniği ve topoloji
gibi alanlarda önemli olan matematiksel bir yapıdır. Heisenberg cebiri, Heisenberg cebiri
adını taşıyan matrislerin oluşturduğu bir Lie cebiridir. Bu cebir, özellikle kuantum mekaniği
ve kuantum alan teorisi gibi alanlarda kullanılır. Heisenberg cebiri, Heisenberg belirsizlik
ilkesiyle de bağlantılıdır ve bu ilkenin matematiksel olarak ifade edilmesinde kullanılır.
Genellikle bir n-boyutlu vektör uzayı üzerinde tanımlanan Heisenberg grubu, Heisenberg
cebirinin bir örneğidir. Bu grup, nxn boyutlu üst üçgensel matrislerle tanımlanır ve matrislerin
çarpımı işlemi Heisenberg grubu operasyonunu oluşturur.

Hn Heisenberg gruplarında

L = −∆Hn + V

1



Schrödinger operatörü, burada V ,RHQ/2 ters Hölder sınıflarına ait negatif olmayan potansiye-
li ve Q, Hn Heisenberg gruplarının homojen boyutudur. ILβ , L operatörüne karşılık gelen
kesirli integral operatörü olsun.

Bu yüksek lisans tezinde, ILβ operatörünün, LMα,V
p,ϕ (Hn) lokal genelleştirilmiş Morrey

uzaylarında ve Schrödinger operatörüne karşılık gelen Mα,V
p,ϕ (Hn) genelleştirilmiş Morrey

uzaylarında sınırlılığı, LMα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayındanLMα,V
q,ϕ2

(Hn) uzayına veMα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayından
Mα,V

q,ϕ2
(Hn), 1/p − 1/q = β/Q uzayına sınırlılığında (ϕ1, ϕ2) çifti üzerinde yeter şartları

incelemiştir.
Heisenberg gruplarının fark ve sürekli versiyonları, matematiğin birçok alanında özel-

likle Fourier analiz, çok değişkenli kompleks analiz, geometri ve topoloji de uygulamalarında
yer almaktadır. Tezde Heisenberg gruplarının bazı temel sonuçlarına yer verilecektir [6, 16,
17].
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Bu bölümde, çalışmamız ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatörler hakkın-
da genel bilgilere, bazı temel tanımlara ve ana sonuçlarımızın ispatında kullanılan araçlara
yer verilmiştir.

2.1. Ön Bilgiler

Bu bölümde, bazı temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir.

2.2. Normlu Uzay

Herhangi bir x, y ∈ X için, X × X kartezyen çarpımında tanımlı negatif olmayan
reel değerli bir ρ fonksiyonu:

(i) ρ(x, y) = 0⇔ x = y (özdeşlik aksiyomu);
(ii) ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z) (üçgen eşitsizliği);
(iii) ρ(x, y) = ρ(y, x) (simetri aksiyomu)

koşulları sağlanıyorsa ρ fonksiyonuna X kümesi üzerinde metrik uzaklık denir. Üzerine bir
metrik eklemenin mümkün olduğu bir X kümesinede ölçülebilir ve (X, ρ) ikilisine metrik
uzay denir [44].

Örnek 2.1. 1) Herhangi bir küme üzerinde metrik uzaklık mevcutsa,

x = y ⇒ ρ(x, y) = 0 ve x 6= y ⇒ ρ(x, y) = 1.

2) Rn uzayında çeşitli metrikler mümkündür:

ρ(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2;

ρ(x, y) = sup
1≤i≤n

|xi − yi|;

ρ(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|;

burada {xi = x1, x2, . . . , xn}, {yi = y1, y2, . . . , yn} ∈ Rn, ∀n ∈ N [44].

X bir vektör uzayında reel veya kompleks sayılardan reel sayılara x→ ‖x‖ dönüşümü:
(i) ‖x‖ ≥ 0 ve x = 0 için ‖x‖ = 0;

3



(ii) λ skaleri için ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖;
(iii) Her x, y ∈ X için ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (üçgen eşitsizliği)
koşullarını sağlıyorsa ‖x‖ sayısına x elemanın normu denir [35].

Belirli bir norma sahip X vektör uzayına normlu uzay denir. Bir norm, X üzerinde
dist(x, y) = ‖x − y‖ formülüyle bir metrik oluşturur, dolayısıyla tanımlanan bu metrikle
uyumlu bir topoloji de vardır. Böylece normlu bir uzay, bir topolojik vektör uzayının doğal
yapısı ile donatılmış olur. Ayrıca bu metrik ile, tamlanmış bir normlu uzay Banach uzayı
olarak adlandırılır. Her normlu uzayın, bir Banach tamlaması vardır.

Bir topolojik vektör uzayının, topolojisi bazı normlarla uyumlu ise normlanabilir
olduğu söylenir. Normluk, dışbükey sınırlı bir sıfır komşuluğunun varlığına eşdeğerdir [35].

Normlu bir X vektör uzayındaki norm, bir iç çarpım tarafından üretilir (yani X , bir
pre-Hilbert uzaya izometrik olarak izomorftur) gerek ve yeter koşul ∀x, y ∈ X için,

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Aynı X vektör uzayı üzerinde tanımlı ‖·‖1 ve ‖·‖2 iki norm, aynı topolojiye sahip
iseler bu normlar eşdeğer olarak adlandırılır. Bu da C1 ve C2 gibi iki sabitin varlığıyla aynı
anlama gelir, öyle ki ∀x ∈ X için

‖·‖1 ≤ C1‖·‖2 ≤ C2‖·‖1.

X vektör uzayı, her iki normda da tam ise bu durum eşdeğerliklerinin benzer bir
sonucudur. Böylece

‖xn − a‖1 → 0, ‖xn − b‖2 → 0

aynı olduğu anlamına gelir yani a = b.
Her topolojik vektör uzayı, lokal olarak konveks olduğu kabul edilse bile, sürekli bir

norma sahip değildir. Örneğin, koordinat bazında yakınsama topolojisine sahip doğruların
sonsuz çarpımı üzerinde sürekli bir norm yoktur. Sürekli bir normun yokluğu, bir topolojik
vektör uzayının diğerine sürekli gömülmesinin önünde açık bir engel olabilir.

Y , normlu birX uzayının kapalı alt uzayı ise bu durumda Y tarafından ortak kümelerin
X/Y bölüm uzayının normu

‖x̃‖ = inf{‖x‖ : x ∈ x̃} (2.1)

şeklinde ifade edilir. Bu norm altında X/Y bölüm uzayı normlu bir uzaydır.
X → X/Y bölüm dönüşümü altındaki bir x öğesinin görüntüsünün normuna, x’ın

Y ’ye göre bölüm normu denir.
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Normlu bir X uzayındaki ψ sürekli doğrusal fonksiyonellerin X∗ toplamı,

‖ψ‖ = sup{|ψ(x)| : ‖x‖ ≤ 1} (2.2)

normuna göre bir Banach uzayıdır.
Tüm fonksiyonellerin normları, orijinal uzayın birim yuvarının uygun noktalarında

ancak ve ancak uzayın dönüşlü olması durumunda elde edilir.
Normlu birX uzayından normlu Y bir uzayınaA sürekli (sınırlı) lineer operatörlerinin

L(X, Y ) tamlığı,

‖A‖ = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1}

normuna göre bir normlu uzaydır. Bu norm altında L(X, Y ) uzayı Y ise tamdır. X = Y tam
olduğunda , L(X) = L(X,X) uzayında operatörlerin çarpımı (birleşimi) yani bir Banach
cebiri olur, çünkü operatör normu

‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖, ‖I‖ = 1,

burada I özdeşlik operatörüdür (cebirin birim elemanıdır). L(x) üzerindeki diğer eşdeğer
normlar benzer koşula tabi olması ilginçtir. Bu tür normlara bazen cebirsel veya halkalı denir.
Cebirsel normlar, X eşdeğerini yeniden düzenleyerek ve karşılık gelen operatör normlarını
alarak elde edilebilir; ancak dimX = 2 için bile L(x) üzerindeki tüm cebirsel normlar bu
şekilde elde edilemez.

2.3. Ölçü Uzayı

Tanım 2.2. (Borel). f−1(A) fonksiyonu herhangi bir A açık kümesi için bir Borel kümesi
ise bu durumda iki topolojik uzay arasındaki f : X → Y dönüşümüne Borel veya Borel
ölçülebilir denir. (Aynı zamanda, Borel ölçülebilir, X in Borel kümelerinin σ-cebirinin açık
kümeleri içeren en küçük σ-cebiridir [50].)

Tanım 2.3. (σ-cebiri)
X bir küme olsun. B ⊂ 2X boş olmayan ailesi aşağıdaki özelliklere sahipse bir

σ-cebiri denir.
(1) B tamlık altında kapalıdır. Yani, A ∈ B ⇒ Ac ∈ B.

(2) B sayılabilir birleşim altında kapalıdır. Yani,
∞⋃
j=1

Aj ∈ B,

A1, A2, Aj,∈ B [50].

Tanım 2.4. (Ölçü) B, X kümesi üzerinde bir σ-cebiri olsun. µ:B → [0,∞] dönüşümü
aşağıdaki özelliklere sahipse bir ölçü denir.
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(1) µ(∅) = 0.

(2) A1, A2, Aj,∈ B ayrık ise, yani, ∀i 6= j için Ai ∩ Aj = l, bu durumda
∞∑
j=1

µ(Aj) = µ(
∞⋃
j=1

Aj) [50].

Tanım 2.5. (Düzenli bir ölçü)
µ, µ’ın iç ve dış düzenliliğe sahip olduğu anlamına gelir. Kesin olmak gerekirse, eğer

µ düzenli bir Borel ölçüsü (Radon ölçüsü) ise bu durumda sonlu ölçünün her bir Borel E
kümesi için iç düzenlilik

µ(E) = sup{µ(K) : K, E nin tüm kompakt alt kümeleri üzerinedir.}
ve dış düzenlilik

µ(E) = inf{µ(U) : U , E içeren tüm açık kümeleri üzerinedir} [50].

2.3.1. Lebesgue Ölçüsü

Lebesgue ölçüsü H. Lebesgue [36] tarafından aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.
n-boyutlu aralıkların bir fonksiyonu olarak hacmin daha geniş bir kümeler sınıfı olan

A’a, yani Lebesgue ölçülebilir kümeler, bir λ ölçüsünün genişletilmesi olan sayılabilir-topla-
nabilir bir kümedir. A sınıfı, Borel kümelerinin sınıfını içerir ve A ∪ B biçimindeki tüm
kümelerden oluşur, burada B ⊂ B1, A,B1 ∈ B ve λ(B1) = 0.

Herhangi bir A ∈ A için bir tane

λ(A) = inf
∑
j

λ(Ij), (2.3)

sahiptir, burada infimum değeri {Ij} aralığının tüm olası sayılabilir aileleri üzerinden alınır,
öyle ki A ⊂ ∪Ij . (2.3) eşitsizliği her bir A ⊂ Rn için geçerlidir ve bir λ∗( A üzerinde
λ ile çakışan) küme fonksiyonu tanımlar, dış Lebesgue ölçüsü olarak adlandırılır. Bir A
kümesinin A kümesine ait olaması için gerek ve yeter koşul her bir sınırlı I aralığı için

λ(I) = λ∗(A ∩ I) + λ∗(I \ A);

her A ⊂ Rn için
λ∗(A) = inf{λ(U) : A ⊂ U,U açık};

ve her A ∈ A için

λ(A) = λ∗(A) = sup{λ(F ) : A ⊃ F, F kompakttır};

λ∗(A) <∞ ise bu durumda son eşitlik A ∈ A elemanları için sağlanır; O,Rn de bir
ortagonal operatör ve a ∈ Rn ise bu durumda her bir A ∈ A için λ(OA+ a) = λ(A).
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L0(µ) tüm ölçülebilir fonksiyonlarının bir uzayı olsun. Öklid uzayında, tüm Lebesgue
ölçülebilir fonksiyonlarının kümesi L0(Rn) ile tanımlanır. f ∈ L0(Rn) değeri C veya [0,∞]

içinde olabilir.

2.3.2. Haar Ölçüsü

Haar ölçüsü A. Haar [29] tarafından aşağıdaki gibi ifade edilmiştir.
Tüm kompakt alt kümelerin ailesi tarafından oluşturulan, lokal olarak kompakt bir G

grubunun E alt kümelerinin M σ-halkası üzerindeki, G nin tüm kompakt alt kümelerinde
sonlu değerlerini alan, sıfır olmayan bir pozitif µ ölçüsü ve sol değişmezlik koşulu:
gE = {gx ∈ G | x ∈ E} olacak şekilde

∀E ∈M, ∀g ∈ G : µ(E) = µ(gE),

veya sağ değişmezlik koşulu:
Eg = {xg ∈ G | x ∈ E} olacak şekilde

∀E ∈M, ∀g ∈ G : µ(E) = µ(Eg),

yerine getiren ölçüye Haar ölçüsü olarak tanımlanır, yani, sağ veya sol değişmezliği yerine
getiren ölçüdür.

Her bir Haar ölçüsü µ-düzenli, yani,

∀E ∈M : µ(E) = sup({µ(K) ∈ R≥0 | K ⊆ E ve K bir kompaktumdur}).

A. Haar [29] tarafından, sol değişmez (ve ayrıca sağ değişmez) bir Haar ölçüsü (G
grubunun ayrılabilir olduğu ek varsayımı altında) mevcut ve pozitif bir faktöre kadar tek
olduğu gösterilmiştir.

f ∈ Cc(G) ise bu durumda f fonksiyonu G de sol değişmeyen bir Haar ölçüsüne
göre integrallenebilir ve karşılık gelen integral, sol değişmez, yani,

∀g0 ∈ G :

∫
G

f(g) dµ(g) =

∫
G

f(g0g) dµ(g).

Sağ değişmez bir Haar ölçüsü benzer özelliğe sahiptir. TümG grubunun Haar ölçüsü,
ancak ve ancak G kompaktsa sonludur.

µ, G üzerinde bir sol değişmez bir Haar ölçüsü ise bu durumda aşağıdaki eşitlik
gerçeklenir:

∀f ∈ Cc(G), ∀g0 ∈ G :

∫
G

f(gg−1
0 ) dµ(g) = ∆(g0)

∫
G

f(g) dµ(g),
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burada ∆, G’ın R+ pozitif reel sayıların f seçimine bağlı olmayan çarpım grubuna sürekli
bir homomorfizmasıdır.

∆ homomorfizması, G nin modüler fonksiyonu olarak adlandırılır; ∆(g−1) dµ(g)

ölçüsü, G üzerinde sağ değişmez Haar ölçüsüdür. Eğer her bir g ∈ G için ∆(g) = 1 ise
bu durumda G tek model olarak adlandırılır; yani, sol değişmez Haar ölçüsü aynı zamanda
sağ değişmez dir ve (iki taraflı) değişmez olarak da adlandırılır. Ayrıca bir G gurubunun
tekmodelliği, G üzerindeki her sol değişmez Haar ölçüsünün µ da ters değişmez olduğu
gerçeğine eşdeğerdir, yani, her E ∈M için µ(E−1) = µ(E).

Örnek 2.6. 1) R toplama grubu ve R/Z (dairenin dönme grubu) bölüm grubundaki Haar
ölçüsü, sıradan Lebesgue ölçüsüyle aynıdır.
2) F ∈ {R,C} için GL(n,F) genel lineer grup tek modüldür ve Haar ölçüsü

dµ(x) = |det(x)|−k dx,

burada F = R için k = n ve F = C için k = 2n ve dx, F alanı üzerinde n mertebeden tüm
metriklerinin Öklid uzayında bir Lebesgue ölçüsüdür.

2.4. İntegrasyon Teoremleri

Aşağıdaki Teorem 2.7. ve Teorem 2.8. de MI+(Rn), tüm negatif olmayan Lebesgue
ölçülebilir fonksiyonlarının konisi ve MI+(µ) (X,B, µ) bir ölçü uzayında tanımlanan tüm
negatif olmayan µ-ölçülebilir fonksiyonların konisi olsun. Burada,
MI+(Rn) ≡{f : Rn → [0,∞] : f ölçülebilirdir.}

Teorem 2.7. (X,B, µ) bir ölçü uzayı ve {fj}∞j=1, R- değerli µ- ölçülebilir fonksiyonlarının
bir dizisi olsun.

(1) (Monoton Yakınsaklık Teoremi) {fj}∞j=1 ⊂ L0(µ) artan bir dizi ise : 0 ≤ fj ≤
fj+1, µ− h.h.. Bu durumda

lim
j→∞

∫
X

fj(x)dµ(x) =

∫
X

lim
j→∞

fj(x)dµ(x)

(2) (Fatou Lemması) {fj}∞j=1 ⊂ MI+(µ) için∫
X

lim
j→

inf
∞
fj(x)dµ(x) ≤ lim

j→
inf
∞

∫
X

fj(x)dµ(x).

(3) (Baskın Yakınsaklık Teoremi, Lebesgue Yakınsaklık Teoremi) {fj}∞j=1, µ-
hemen hemen her yerde f yakınsak olsun. ∀j ∈ N için |fj| ≤ gh.h. olacak şekilde bir
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g ∈ L1(µ) mevcut ise bu durumda

lim
j→∞

∫
X

fj(x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x)

[44].

Teorem 2.8. (İntegrasyon ve farklılaşmanın değişimi) (X,B, µ) bir ölçü uzayı olsun ve
f : X × (a, b)→ C fonksiyonu aşağıdaki koşulu sağlasın:
(1) Her bir t ∈ (a, b) için f(·, t) ∈ L1(µ) .
(2) µ- h.h. her x ∈ X için t 7→ f(x, t) fonksiyonu her t ∈ (a, b) için diferansiyellenebilir.

(3) Her bir t ∈ (a, b) ve µ-hemen hemen her x ∈ X için |∂f
∂t

(x, t)| ≤ g(x) olacak şekilde
bir g ∈ L1(µ) vardır bu durumda

d

dt

∫
X

f(x, t)dµ(x) =

∫
X

∂f

∂t
(x, t)dµ(x)

[44].

Tanım 2.9. ((µ ⊗ ν)∗) . (X,B, µ) ve (Y,B′, ν) ölçülebilir uzayların bir çifti olsun. X × Y
üzerindeki bir (µ⊗ ν)∗ dış ölçüsü, (µ⊗ ν)∗(∅) = 0 ve

µ⊗ ν)∗(A) = inf{
∞∑
j=1

µ(Ej)ν(Fj) : A ⊂
∞⋃
j=1

Ej × Fj}, A ∈ 2X×Y \{∅}

şeklinde tanımlanır.
Her G ⊂ X × Y için

(µ⊗ ν)∗(G) = (µ⊗ ν)∗(E ∩G) + (µ⊗ ν)∗(Ec ∩G)

ise bu durumda E ⊂ X × Y kümesine (µ⊗ ν)∗-ölçülebilir denir [44].

Aşağıdaki temel teoremleri ispatsız olarak verelim.

Teorem 2.10. E ∈ M ile E × F formunun kümesi ve F ∈ N , (µ ⊗ ν)∗-ölçülebilir ve
(µ⊗ ν)∗(E × F ) = µ(E)ν(F ) . Buradan anlaşılacaktır ki 0×∞ =∞× 0 = 0 [44].

Sonuç olarak, µ ⊗ ν ölçümüne yönlendirilir: Eğer E (µ ⊗ ν)∗-ölçülebilir ise bu
durumda µ⊗ ν(E) = (µ⊗ ν)∗(E) yazılır.

(X,B, µ) ölçülebilir bir uzay olsun. X , sonlu µ-ölçüsüne sahip sayılabilir bir ayrık
alt küme koleksiyonuna bölünebilir ise bu durumda bir µ ölçüsü σ- sonludur. Tanım 2.9. den,
başka bir µ⊗ ν ölçüsü oluşturulabilir. Bu yeni ölçü ile ilgili teorem aşağıda ifade edilmiştir:
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Teorem 2.11. (Fubini Teoremi). (X,B, µ) ve (Y,N ′, ν) σ-sonlu ölçü uzayları olsun.
f negatif olmayan (M⊗N )- ölçülebilir bir fonksiyon veya f ∈ L1(M⊗N )

olmak üzere ∫∫
X×Y

f(x, y)dµ⊗ ν(x, y) =
∫
X

(
∫
Y
f(x, y)dν(y))dµ(x)

=

∫
Y

(

∫
X

f(x, y)dµ(x))dν(y)

[44].

2.5. Lebesgue Uzayları

Fonksiyonel analizde, Banach uzayı ve topolojik vektör uzaylarının önemli bir sınıfını
Lp(Rn) Lebesgue uzayı oluşturur. Harmonik analizin önemli konularından biri olan Lebesgue
uzayı, harmonik analizin iç problemlerinin çözülmesinde olduğu gibi kısmi türevli denklemler
teorisi ile fizik, istatistik, finans, mühendislik ve ayrıca diğer disiplinlerde de uygulamalara
sahiptir.

Fonksiyonların boyutunun ölçüsünün bulunmasının en basit yollarından biri Lebesgue
uzaylarının kullanılmasıdır. Burada önemli olan 0 < p < 1 durumunu dikkate almakdır.
Bazen 0 < p < 1 durumunun dikkate alınması faydalı olacaktır.

Örneğin, f ve g fonksiyonlarının L1 uzayında f · g çarpımının ele alındığında, f · g
çarpımı L

1
2 fonksiyonlarından başka bir şey olmadığı fark edilir.

Bu bölümde, Lebesgue uzaylarının tanımı ve bazı özellikleri ispatsız olarak verilmiştir.
(X,B, µ) bir ölçü uzayı ve 0 < p ≤ ∞ olsun. Tüm f ∈ L0(µ) fonksiyonlarının

kümesi için Lp(µ) Lebesgue uzayı,
p <∞ ise

‖f‖Lp(µ) ≡ (

∫
X

|f(x)|pdµ(x))
1
p <∞

ve
p =∞ ise

‖f‖L∞(µ) ≡ ess sup
x∈X
|f(x)| <∞

olarak adlandılır. Aynı zamanda, (X,B, µ) Lebesgue ölçüsü ise bu durumda Lp(Rn) =

Lp(µ) şeklinde yazılır ve

Lp(µ) ≡ {f ∈ L0(µ) : ‖f‖Lp(µ) <∞}/ ∼

olarak tanımlanır.

10



Burada ∼ eşdeğerlik ilişkisi yani f ∼ g ⇔ f = g ile tanımlanır. Bundan sonra
fonksiyon uzaylarını tanımlarken bu denklik göz ardı edilecektir.

Örnek 2.12. γ ∈ R ve 0 < p <∞ olsun.

fγ(x) ≡ |x|γχB(1)(x), gγ(x) ≡ |x|γχB(1)c(x) (x ∈ Rn)

.
(1) fγ ∈ Lp(Rn)⇔ γ > −n

p
.

(2) gγ ∈ Lp(Rn)⇔ γ < −n
p
.

(3) Herhangi bir γ ∈ R için fγ + gγ = | · |−
n
p Lp(Rn) uzayına asla ait değildir.

γ = −n
p

fonksiyonların sınır durumunda Lp(Rn) uzayına ait olmaması dikkat çekicidir.

Tanım 2.13. (Dağılım fonksiyonu)
f : X → C ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda λf :[0,∞)→ [0,∞] dağılım

fonksiyonu

λf (t) = λf,µ(t) ≡ µ{x ∈ X : |f(x)| > t} (t ≥ 0)

şeklinde tanımlanır [44].

Aşağıdaki “Katman-Kek Formülü (Layer Cake Formula)”, fonksiyonların Lebesgue normunu
incelerken önemli olacaktır.

Teorem 2.14. (Katman-Kek Formülü) (X,B, µ) uzayı bir σ-sonlu ölçü uzayı, 0 < p <∞
ve f fonksiyonu bir µ-ölçülebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

‖f‖Lp(µ) = (p

∫ ∞
0

tp−1λf,µ(t)dt)
1
p .

Daha genel olarak, Φ : [0,∞)→ [0,∞), Φ(0) = 0 olmak üzere C1-artan fonksiyon
ise bu durumda ∫

X

Φ(|f(x)|)dµ(x) =

∫ ∞
0

Φ′(t)λf,µ(t)dt

[44].

(X,B, µ) bir ölçü uzayı ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun.
1 ≤ p < ∞ ise p nin eşleniği p′ ≡ p

p− 1
. p = ∞ ise p′ = 1. burada belirtelim ki

1 ≤ p ≤ ∞ durumunda
1

p
+

1

p
= 1 ve (p′)′ = p.
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Teorem 2.15. (Hölder Eşitsizliği). (X,B, µ) bir ölçü uzayı ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Bu
durumda her f, g ∈ L0(µ) için

‖f · g‖L1(µ) ≤ ‖f‖Lp(µ)‖g‖Lp′ (µ)

[44].

Teorem 2.16. (Minkowski Eşitsizliği). (X,B, µ) bir ölçü uzayı ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Bu
durumda her f, g ∈ L0(µ) için

‖f + g‖Lp(µ) ≤ ‖f‖Lp(µ) + ‖g‖Lp(µ)

[44].

0 < p < 1 iken üçgen eşitsizliği doğru olmaz. Bunun yerine p-dışbükey veya p–üçgen
eşitsizliği:

Önerme 2.17. (p-dışbükey) (X,B, µ) bir ölçü uzayı ve 0 < p ≤ 1 olsun. Bu durumda her
f, g ∈ L0(µ) için

‖f + g‖Lp(µ)p ≤ ‖f‖Lp(µ)p + ‖g‖Lp(µ)p

[44] .

Tanım 2.18. (Lploc(Rn)) 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Her bir K kompakt kümesi için f ∈ Lp(K)

olacak şekilde tüm f ∈ L0(Rn) kümesine Lploc(Rn) uzayı denir veya denk olarak Rn deki
her bir B yuvarı için χB · f ∈ Lp(Rn). Lploc(Rn) uzayının topolojisi f ∈ Lploc(R

n) 7→∫
K

|f(y)|pdy fonksiyonu tarafından oluşturulur, burada K tüm kompakt kümelerdir [44].

Örnek 2.19. γ ∈ R ve 0 < p <∞ olsun. x ∈ Rn için fγ(x) ≡ |x|γ tanımlansın,
fγ ∈ Lp(Rn)⇔ γ > −n

p
den dolayı

f ∈ Lp1oc(Rn)⇔ γ > −n
p

.

γ = −n
p

durumunda ise her g ∈ L0(Rn) kümesi olarak WLp(Rn) zayıf Lebesgue
uzayı

‖g‖WLp ≡ sup
λ>0

λ‖χ(λ,∞](|g|)‖Lp <∞

şeklinde tanımlanır [44].

Hölder eşitsizliği ve Tanım 2.18. dan Lebesgue uzayında gömme teoremi aşağıda ispatsız
olarak verilmiştir.
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Sonuç 2.20. 0 < q < p ≤ ∞ olsun. Bu durumda

Lp(Rn) ↪→ Lq1oc(Rn)

[44].

Lebesgue uzaylarının çerçevesinin dışına çıkacak olunursa, yine de bazı yerel integras-
yonlar mevcuttur. Bu durumda, ortalamayı dikkate almak önemlidir. E ölçülebilir bir kümesi
ve f ∈ L1(E) için f fonksiyonu integrallebilir olmasındaE üzerinde f ’ın ortalamasımE(f)

:

mE(f) ≡ 1

|E|

∫
E

f(y)dy.

Teorem 2.21. (Lebesgue Diferansiyel Teoremi) f ∈ L1
loc(Rn) olsun. Bu durumda h.h. her

x ∈ Rn için

lim
r↓0

mB(x,r)(|f − f(x)|) = 0 (2.4)

[44].

(2.4) eşitsizliği için bulunan bir x noktasına f fonksiyonunun Lebesgue noktası denir.

2.6. Morrey Uzayları ve Kesirli İntegral Operatörleri

Bu bölümde, Akbulut ve ark. [1] tarafından ifade edilen Morrey uzayların, kesirli
integral operatörlerinin tanım ve bazı özelliklerine yer verilmiştir.

X := (X, ρ, µ) bir topolojik uzayında, kompakt destekli sürekli fonksiyonların uzayı,
L1(X,µ) uzayında yoğun olacak şekilde bir tam µ ölçüsüne sahip ρ : X × X → [0,∞)
şeklinde tanımlı bir (yarımetrik) fonksiyonu da aşağıdaki koşulları sağlar:
(1) ∀x 6= y için ρ(x, y) > 0 ve ∀x ∈ X için ρ(x, x) = 0;
(2) ∀x, y ∈ X için ρ(x, y) ≤ a0ρ(y, x) olacak şekilde bir a0 ≥ 1 sabiti vardır;
(3) ∀x, y, z ∈ X için ρ(x, y) ≤ a1(ρ(x, z) + ρ(z, y)) olacak şekilde bir a1 ≥ 1 sabiti vardır.
Aynı zamanda (X, ρ, µ) üçlüsüne, yarımetrik ölçü uzayı adı verilir.

Aşağıdaki özellikler ispatsız olarak verilmiştir.

• B(a, r) := {x ∈ X : ρ(a, x) < r} yuvarları µ-ölçülebilir ve a ∈ X, r > 0 için
0 < µ(B(a, r)) <∞.

• x ∈ X in her bir V komşuluğu için B(x, r) ⊂ V olacak şekilde r > 0 sayısı vardır.

• µ(X) =∞, µ{a} = 0 ve ∀a ∈ X , 0 < r1 < r2 <∞ için B(a, r2)\B(a, r1) 6= ∅.
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0 < α < 1 olsun. f ∈ X için Iα ve Kα kesirli integral operatörleri

Iαf(x) :=

∫
X

f(y)ρ(x, y)α−1dµ(y),

Kαf(x) :=

∫
X

f(y)(µB(x, p(x, y)))α−1dµ(y)

şeklinde tanımlanır.
v, X uzayında başka bir ölçü, λ ≥ 0 ve 1 ≤ p <∞ olsun.

‖f‖Lp,λ(X,v,µ) := sup
B

(
1

µ(B))

∫
B

|f(y)|pdv(y))1/p <∞,

normuna sahip tüm f ∈ Lp1oc(X, v) fonksiyonların kümesine Lp,λ(X, v, µ) Morrey uzayı
denir, burada tüm B yuvarları üzerinde supremum alınır.

v = µ ise bu durumda µ ölçüne göre Lp,λ(X,µ) klasik Morrey uzaydır. λ = 0 olması
durumunda ise v ölçüsüne Lp,λ(X, v, µ) = Lp(X, v) Lebesgue uzayıdır.

Ayrıca, β ∈ R olsun.

‖f‖Mp,λ
β (X,µ) := sup

a∈X;r>0
(

1

rj

∫
B(a,r)

|f(y)|pρ(a, y)βdµ(y))1/p <∞

olacak şekildeki tüm µ-ölçülebilir f fonksiyonların kümesine Mp,′λ
β (X,µ) ağırlıklı Morrey

uzayı denir.
β = 0 ise burumda Mp,λ

β (X,µ) := Mp,λ(X,µ) .
µ ölçüsü (µ ∈ (GC)) büyüme koşulunu sağlarsa bu durumda

µ(B(a, r)) ≤ C0r

olacak şekilde bir C0 > 0 sabiti vardır; aynı zamanda, µ ölçüsü (µ ∈ (DC)) doubling
koşulunu sağlar ise bu durumda da

µ(B(a, 2r)) ≤ C1µ(B(a, r))

olacak şekilde herhangi bir C1 > 1 sabiti vardır.
Şimdi ispatsız olarak Eridani ve ark. [9] tarafından verilen bazı sonuçları verelim.

Aynı zamanda bu sonuçlar Öklid uzayında, Kokilashvili [32], Kokilashvili ve Meskhi [34]
tarafından verilmiştir.

Teorem 2.22. (X, ρ, µ) uzayı bir yarımetrik ölçülebilir uzay olsun. 1 < p < q < ∞ ve
0 < α < 1 olduğu kabul edilsin. Bu durumda Iα operatörü Lp(X) uzayından Lq(X) sınırlı
olması için gerek ve yeter koşul ∀a ∈ X ve r > 0 için
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µ(B(a, r)) ≤ Crs , s =
pq(1− α)

pq + p− q
olacak şekilde bir C > 0 sabitinin olmasıdır [9].

Sonuç 2.23. (X, ρ, µ) uzayı bir yarımetrik ölçülebilir uzay, 1 < p < 1/α ve 1/q = 1/p− α
olsun. Bu durumda Iα operatörü Lp(X) uzayından Lq(X) uzayına sınırlı olması için gerek
ve yeter koşul µ ∈ (GC) [9].

2.7. BMO Uzayı

Sınırlı ortalama salınım ( BMO ) fonksiyonları, diferansiyel denklemlerle bağlantılı
olarak F. John ve L. Nirenberg [30], Stein [47] tarafından tanımlanmıştır. Rn üzerindeki
tanım şu şekildedir: Kabul edelim ki f , Rn kümesindeki kompakt kümelerde integranebilen
bir fonksiyon , (yani f ∈ L1loc(R)) ve |Q| ile Q nun hacmini gösteren, Rn içindeki herhangi
bir yuvardır. f fonksiyonun Q ortalaması:

fQ =
1

|Q|

∫
Q

f(t)dt.

Tanımdan, f fonksiyonu BMO ait ise

‖f‖∗ = sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|f(t)− fQ|dt <∞,

burada supremum tümQ yuvarları üzerinden alınır. Ayrıca,‖f‖∗, f fonksiyonunun BMO-normu
olarak adlandırılır ve sabit fonksiyonları böldükten sonra BMO üzerinde bir norm haline
gelir. Sınırlı fonksiyonlar BMO da dır ve BMO-fonksiyonu, her bir p < ∞ için Lp(R)

lokaldir. BMO-fonksiyonlarına tipik bir örnek, Rn kümesinde bir P polinomu ile log |P |
formudur.

BMO uzayı modern harmonik analizde önemli bir yeri vardır.
n = 1 alınırsa H Hilbert dönüşümü:

Hf(x) = lim
ε↓0

∫
|t|>ε

f(x− t)/tdt,

L∞(R) uzayından BMO uzayına sınırlıdır, yani,

‖Hf‖∗ ≤ G‖f‖∞.

Benzer durum singüler integral dönüşümlerinin geniş bir sınıfı ve Riesz dönüşümler
içinde doğrudur [47]. {Ts}, 0 ≤ Re s ≤ 1 operatörlerinin analitik aileleri için Riesz
interpolasyon teoreminin bir versiyonu vardır ve L2-sınırlılık varsayımlarının yanı sıra ‖Tit‖,
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(zayıf) varsayımı içerir ‖T1+bent(f)‖∗ ≤ C‖f‖∞ yerine her zamanki varsayım
‖T1+bent(f)‖∞ ≤ C‖f‖∞ [47]. Ancak en popüler sonuç, Fefferman dualite teoremidir
[14], [15], [47]. Bu teoremden, H1 dualinin BMO olduğunu belirtir. Burada H1, Rn

üzerindeki reel Hardy uzayını gösterir. Sonuç, BMO üzerinde uygun bir kompleks çarpımı
ile, diskteki veya üst yarı-düzlemdeki olağan H1 uzayı için de geçerlidir [18].

Rn üzerinde Calderon-Zygmund operatörleri singüler integral operatörlerinin önemli
bir sınıfı formundadır.

Calderon-Zygmund operatörü, lineer bir T : D(Rn)→ D′(Rn) gibiK(x, y) Schwarz
çekirdeğine karşılık gelen Ω = {(x, y) : x, y ∈ Rn, x 6= y} üzerinde aşağıdaki özellikler ile
tanımlanır:

i) K, Ω kümesinde lokal integranebilirdir ve |K(x, y)| = O(|x− y|−n) sağlanır;
ii) (x, y) ∈ Ω ve|x′ − x| ≤ |x− y|/2 için

|K(x′, y)−K(x, y)| ≤ C|x′ − x|γ|x− y|−n−γ

olacak şekilde bir C > 0 sabiti ve 0 < γ ≤ 1 vardır.
Benzer şekilde, (x, y) ∈ Ω ve |y′ − y| ≤ |x− y|/2 için

|K(x, y′)−K(x, y)| ≤ C|y′ − y|γ|x− y|−n−γ.

iii) T , L2(Rn) üzerinde genişletilmiş sınırlı lineer bir operatördür [31].
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3. MATERYAL VE METOT

Mp,λ(Rn) klasik Morrey uzaylarında ikinci dereceden eliptik kısmi diferansiyel denk-
lemlerin çözümlerinin lokal davranışları Morrey [39] tarafından incelendi. Ayrıca, son yıllarda
birçok matematikçi tarafından klasik Morrey uzayının özellikleri ve uygulamaları [7, 8, 13,
39, 41] ve genelleştirilmiş Morrey uzaylarda rλ fonksiyonu yerine negatif olmayan ϕ(r) bir
genel fonksiyonunun yeter şartları alınarak incelenmiştir [21, 24, 38, 40, 46].

Ayrıca, α = 0 ve ϕ(x, r) = r(λ−n)/p durumunda VMα,V
p,ϕ (Rn) uzayının VMp,λ

vanishing Morrey uzayı olduğunda Vitanza [49] tarafından kısmi türevli denklemlerinin
uygulamaları ve vanishing genelleştirilmiş Morrey uzaylarının bazı özellikleri de Akbulut
[2], Ragusa [42] ve Samko [43] tarafından incelenmiştir.

Hn Heisenberg gruplarında

L = −∆Hn + V

Schrödinger operatörü olsun, burada V , RHQ/2 ters Hölder sınıflarına ait negatif olmayan
potansiyeli ve Q, Hn Heisenberg gruplarının homojen boyutudur. ILβ , L operatörüne karşılık
gelen kesirli integral operatörü olsun.

Bu yüksek lisans tezinde, ILβ operatörünün, LMα,V
p,ϕ (Hn) lokal genelleştirilmiş Morrey

uzaylarında ve Schrödinger operatörüne karşılık gelen Mα,V
p,ϕ (Hn) genelleştirilmiş Morrey

uzaylarında sınırlılığı, LMα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayındanLMα,V
q,ϕ2

(Hn) uzayına veMα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayından
Mα,V

q,ϕ2
(Hn), 1/p − 1/q = β/Q uzayına sınırlılığında (ϕ1, ϕ2) çifti üzerinde yeter şartları

incelemiştir. Ayrıca tezde Heisenberg gruplarının bazı temel sonuçları verilecektir [6, 16,
17].
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Heisenberg gruplarının fark ve sürekli versiyonları, matematiğin birçok alanında özel-
likle Fourier analiz, çok değişkenli kompleks analiz, geometri, topoloji ve cebirsel geometri
gibi alanlarda çalışan matematikçiler tarafından incelenmekte olup ve uygulamaları çalışılmak-
tadır. Bu bölümde Heisenberg grupları ile ilgili bazı temel sonuçlara yer verilecektir [6, 16,
17].

4.1. Heisenberg Grupları

Hn, 2n + 1 boyutlu bir Heisenberg grubu olsun yani R2n × R manifoldu altında bir
nilpotent Lie grubudur. Grubun yapısı

(x, t)(y, s) = (x+ y, t+ s + 2
n∑
j=1

(xn+jyj − xjyn+j))

ve Hn üzerinde sol değişmez vektör alanının Lie cebiri

X2n+1 =
∂

∂t
, Xj =

∂

∂xj
+ 2xn+j

∂

∂t
, Xn+j =

∂

∂xn+j

− 2xj
∂

∂t
, j = 1, · · · , n

şeklindedir. Komütasyon bağıntılarıda

[Xj, Xn+j] = −4X2n+1, j = 1, · · · , n

ile verilir. 4Hn alt-Laplasyan

∆Hn =
2n∑
j=1

X2
j

şeklinde tanımlanmaktadır. Hn üzerindeki Haar ölçüsü, R2n×R üzerindeki Lebesgue ölçüsü
olarak alınabilir. |E|, herhangi bir ölçülebilir E ⊂ Hn kümesinin ölçüsüdür. Hn üzerindeki
homojen norm şu şekilde tanımlanır;

|g| = (|x|4 + |t|2)
1
4 , g = (x, t) ∈ Hn,

burada Hn üzerinde sol değişmez uzunluğunun d(g, h) = |g−1h| olmasını sağlar. Hn

üzerindeki genişlemeler δr(x, t) = (rx, r2t), r > 0 formundadır. Bu grup üzerindeki
Haar ölçüsü dx = dx1 . . . dx2ndt Lebesgue ölçüsü ile çakışır. Hn nin birim elemanı
e = 0 ∈ R2n+1 ve g = (x, t) nin terside g−1 = (−x,−t) dır.

Hn nin homejen boyutu Q = 2n+ 2 olmak üzere r yarıçaplı ve g merkezli yuvar,

B(g, r) = {h ∈ Hn : |g−1h| < r}
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ve |B(g, r)| = rQ|B(0, 1)| dır. Eğer B = B(g, r) ise bu durumda λB, λ > 0 için B(g, λr)

olduğunu gösterir. Açık bir şekilde |λB| = λQ|B| dır.
Heisenberg gruplarının analizi ile ilgili detaylı bilgiler için bakınız [16, 47].

4.2. Schrödinger Operatörü

Schrödinger operatörü, V , negatif olmayan potansiyel fonksiyonu, V 6= 0 ve bazı
q ≥ Q/2 için RHq ters Hölder sınıflarına ait olmak üzere, Hn Heisenberg grubu üzerinde,
n ≥ 3 için

L = −∆Hn + V

şeklinde tanımlanır. Yani bir C > 0 sabiti mevcut olacak şekilde ters Hölder eşitsizliği her
g ∈ Hn ve 0 < r <∞ için(

1

|B(g, r)|

∫
B(g,r)

V q(h)dh

)1/q

≤ C

|B(g, r)|

∫
B(g,r)

V (h)dh (4.1)

şeklinde elde edilir, burada B(g, r), g merkezli r yarıçaplı bir yuvardır.
Özellikle, V negatif olmayan bir polinom ise bu durumda V ∈ RH∞. Açıkcası,

q2 > q1 ise budurumda RHq2 ⊂ RHq1 . Ayrıca RHq ters Hölder sınıfı, V ∈ RHq ise bu
durumda bazı ε > 0 için V ∈ RHq+ε özelliğine sahiptir. Böylece 0 6= V ∈ RHQ/2 olarak
kabul edilecektir.

q ≥ Q/2 olmak üzere verilen bir V ∈ RHq potansiyeli için 0 < ρ(g) <∞ yardımcı
fonksiyonu, herhangi bir g ∈ Hn için

ρ(g) :=
1

mV (g)
= sup

r>0

{
r :

1

rn−2

∫
B(g,r)

V (h)dh ≤ 1

}
şeklinde tanımlanır [45].

θ ≥ 0 olduğunda BMOθ(Hn, ρ) Schrödinger operatörüne karşılık gelen BMO uzayı,
tüm lokal integralenebilen b fonksiyonlarının bir kümesi gibi her g ∈ Hn ve r > 0 için

1

|B(g, r)|

∫
B(g,r)

|b(h)− bB|dh ≤ C
(

1 +
r

ρ(g)

)θ
şeklinde tanımlanır, burada

bB =
1

|B|

∫
B

b(h)dh

[4]. b ∈ BMOθ(Hn, ρ) normu, [b]θ ile gösterilir ve yukarıdaki eşitsizlikte verilen sabit
sayının infimumudur. BMO(Hn) ⊂ BMOθ(Hn, ρ) olduğu aşikardır.
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A . B sembolü; C sabiti, tüm önemli parametrelerden bağımsız olarak evrensel bir
pozitif olmak üzere A ≤ CB yerine kullanıldı. Eğer A . B ve B . A ise A ≈ B yazılır ve
A, B ye eşdeğerdir denir.

4.3. Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Morrey-Tipli Uzaylar

Bu kısımda, Öklid kümesinde Guliyev [25], Akbulut, Omarova, Ragusa ve diğerleri
[2, 1, 4, 28, 48] tarafından tanımlanan Schrödinger operatörüne karşılık gelen merkez (lokal)
ve global genelleştirilmiş Morrey uzaylarının tanımları verilmiştir.

Tanım 4.1. (Genelleştirilmiş Morrey Uzay ve Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen
Lokal (merkez) Genelleştirilmiş Morrey Uzay) ϕ(r) fonksiyonu, (0,∞), 1 ≤ p <∞, α ≥
0 de ölçülebilir bir fonksiyon ve V ∈ RHq, q ≥ 1 olsun. Mα,V

p,ϕ = Mα,V
p,ϕ (Hn) genelleştirilmiş

Morrey uzayı ve Schrödinger operatörüne karşılık gelenLMα,V
p,ϕ = LMα,V

p,ϕ (Hn) lokal genelleş-
tirilmiş Morrey uzayı, sırasıyla,

‖f‖Mα,V
p,ϕ

= sup
g∈Hn,r>0

(
1 +

r

ρ(g)

)α
ϕ(r)−1r−Q/p‖f‖Lp(B(g,r))

‖f‖LMα,V
p,ϕ

= sup
r>0

(
1 +

r

ρ(e)

)α
ϕ(r)−1r−Q/p‖f‖Lp(B(e,r)).

sonlu yarı normları ile tüm f ∈ Lploc(Hn) fonksiyonlarının uzayı şeklinde tanımlanır [25].
Burada e, Hn de birim elemandır.

Ayrıca, WMα,V
p,ϕ = WMα,V

p,ϕ (Hn) zayıf genelleştirilmiş Morrey uzayı ve Schrödinger
operatörüne karşılık gelen LWMα,V

p,ϕ = LWMα,V
p,ϕ (Hn) lokal zayıf genelleştirilmiş Morrey

uzayı, sırasıyla,

‖f‖WMα,V
p,ϕ

= sup
g∈Hn,r>0

(
1 +

r

ρ(g)

)α
ϕ(r)−1r−Q/p‖f‖WLp(B(g,r)) <∞,

‖f‖LWMα,V
p,ϕ

= sup
r>0

(
1 +

r

ρ(e)

)α
ϕ(r)−1r−Q/p‖f‖WLp(B(e,r)) <∞

sonlu yarı normları ile tüm f ∈ WLploc(Hn) fonksiyonlarının uzayı şeklinde tanımlanır.

Uyarı 4.2. (i) α = 0 ve ϕ(r) = r(λ−Q)/p olduğunda Mα,V
p,ϕ (Rn) uzayının Mp,λ(Rn) klasik

Morrey uzayı olduğu Morrey [39] tarafından ve Öklid kümesinde LMα,V
p,ϕ (Rn) uzayının

LMp,λ(Rn) merkez Morrey uzayı olduğu Alvarez ve ark. [3] tarafından incelenmiştir;
(ii) ϕ(r) = r(λ−Q)/p olduğundaMα,V

p,ϕ (Rn) uzayının Schrödinger operatörüne karşılık
gelen Mα,V

p,λ (Rn) Morrey uzay olduğunu Öklid kümesinde Tang ve Dong [48] çalışmışlardır;
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(iii) α = 0 olduğunda Mα,V
p,ϕ (Hn) uzayının Mp,ϕ(Hn) genelleştirilmiş Morrey uzay

olduğunu Guliyev ve ark. [24] tarafından ve LMα,V
p,ϕ (Hn) uzayının LMp,ϕ(Hn) merkezi

genelleştirilmiş Morrey uzay olduğu Guliyev [19], tarafından incelenmiştir [20, 23, 26, 27].
(iv) Mα,V

p,ϕ (Rn) ve LMα,V
p,ϕ (Rn) uzaylarının, sırasıyla, genelleştirilmiş Morrey uzayı,

Schrödinger operatörüne karşılık gelen merkezi genelleştirilmiş Morrey uzay olduğunu Öklid
kümesinde Guliyev [25] tarafından incelenmiştir [1, 2, 28].

Mp,λ(Rn) klasik Morrey uzayları, Morrey [39] tarafından ikinci dereceden eliptik
kısmi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışını incelemek için tanıtıldı. Klasik
Morrey uzaylarının özellikleri ve uygulamaları birçok matematikçi tarafından detaylı bir
şekilde incelenmiştir, [8, 13, 39, 41]. Genelleştirilmiş Morrey uzayları, bazı varsayımları
sağlayan genel negatif olmayan bir ϕ(r) fonksiyonun yerine rλ ile tanımlanır [10, 11, 22, 24].

4.4. Heisenberg Gruplarında Kesirli İntegral Operatörü

Heisenberg gruplarında kesirli integral operatörü aşağıdaki gibi tanımlanır:

Iβf(g) =

∫
Hn

f(h)

|h−1g|Q−β
dh.

Kesirli integral operatörlerin, Lp(Hn) ve Mp,ϕ1(Hn) uzaylarındaki sınırlığı ile ilgili
teoremler ispatsız olarak aşağıda ifade edilmiştir.

Teorem 4.3. 0 < β < 2n + 2, 1 ≤ p < q < ∞ ve 1/p = 1/q + β/(2n + 2) olsun.
f ∈ Lp(Hn) için,
(a) p > 1 ise bu durumda Iβ , (p, q) tiplidir,
(b) p = 1 ise bu durumda Iβ , (1, q) zayıf tiplidir [51].

Teorem 4.4. 1 ≤ p < ∞, 0 < β <
Q

p
,

1

q
=

1

p
− β

Q
, ϕ1 ∈ Ωp, ϕ2 ∈ Ωq olsun ve (ϕ1, ϕ2)

çifti aşağıdaki koşulu sağlasın

∫ ∞
t

ess supr<s<∞ ϕ1(u, s)s
Q
p

r
Q
q

dr

r
≤ Cϕ2(u, t), (4.2)

burada C sabiti u ve r den bağımsızdır. Bu durumda p > 1 için Iβ operatörü Mp,ϕ1(Hn)

uzayındanMq,ϕ2(Hn) uzayına ve p = 1 için Iβ operatörüM1,ϕ1(Hn) uzayındanWMq,ϕ2(Hn)

uzayına sınırlıdır [24].
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Teorem 4.5. 0 < β < Q, p, q ∈ [1,∞), ϕ1 ∈ Ωp ve ϕ2 ∈ Ωq olsun.

1. 1 ≤ p <
Q

β
ve

1

q
=

1

p
− β

Q
bu durumda (4.2) koşulu altında Iβ operatörü

Mp,ϕ1(Hn) uzayından Mq,ϕ2(Hn) uzayına sınırlıdır. Ayrıca, 1 < p <
Q

β, )
ise bu durumda

(4.2) koşulu altında Iβ operatörü Mp,ϕ1(Hn) uzayından Mq,ϕ2(Hn) uzayına sınırlıdır.
2. ϕ1 ∈ Gp ise bu durumda her t > 0 için C > 0 sabiti t den bağımsız olmak üzere

tβϕ1(t) ≤ Cϕ2(t), (4.3)

koşulu altında, Iβ operatörüMpϕ1(Hn) uzayındanWMϕ2(Hn) uzayına veMpϕ1(Hn) uzayın-
dan Mϕ2(Hn) uzayına sınırlıdır.

3. 1 ≤ p < Q
q

ve 1
q

= 1
p
− β

Q
olsun. ϕ1 ∈ Gp durumunda her t > 0 için C > 0 sabiti t

den bağımsız olmak üzere ∫ ∞
t

rβ−1ϕ1(r)dr ≤ Ctβϕ1(t), (4.4)

düzenlilik koşulu sağlanırsa bu durumda (4.3) koşulu Iβ operatörünün Mpϕ1(Hn) uzayından

WMϕ2(Hn) uzayına sınırlı olması için gerek ve yeter koşuldur. Ayrıca, 1 < p <
Q

β
ise

burumda (4.3) koşulu Iβ operatörününMpϕ1(Hn) uzayındanMϕ2(Hn) uzayına sınırlı olması
için gerek ve yeter koşuldur [10].

4.5. Heisenberg Gruplarında Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Kesirli
İntegral Operatörünün Morrey Tipli Uzaylarda Sınırlılığı

Bu kısımda, ILβ operatörününLMα,V
p,ϕ (Hn) merkezi genelleştirilmiş Morrey uzaylarda

ve Schrödinger operatörüne karşılık gelenMα,V
p,ϕ (Hn) genelleştirilmiş Morrey uzaylarda sınırlı-

lığı incelenmiştir.

Tanım 4.6. (Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Kesirli İntegral Operatörü)
V ∈ RHQ/2 olmak üzere L = −∆Hn + V olsun. L operatörüne karşılık gelen kesirli

integral operatörü 0 < β < Q için

ILβ f(g) = L−β/2f(g) =

∫ ∞
0

e−tL(f)(g) tβ/2−1dt

şeklinde tanımlanır.
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Uyarı 4.7. Eğer Hn üzerinde, L = −∆Hn altLaplasiyan ise budurumda ILβ operatörü Iβ

Riesz potansiyelidir yani

Iβf(g) =

∫
Hn

f(h)

|h−1g|Q−β
dh.

Şimdi ileriki kısımlarda kullanılacak kritik fonksiyonlarla ilgili bazı teoremler ispatsız
ifade edilmiştir.

Lemma 4.8. V ∈ RHQ/2 olsun. Her g, h ∈ Hn için ρ fonksiyonuna karşılık gelen

C−1ρ(g)
(

1 +

∣∣h−1g
∣∣

ρ(g)

)−k0
≤ ρ(h) ≤ Cρ(g)

(
1 +

∣∣h−1g
∣∣

ρ(g)

) k0
1+k0 (4.5)

olacak şekilde C ve k0 ≥ 1 sabitleri vardır [37] .

Lemma 4.9. g ∈ B(g0, r) olsun. Bu durumda k ∈ N için

1(
1 + 2kr

ρ(g)

)N .
1(

1 + 2kr
ρ(g0)

)N/(k0+1)
[2].

BMOθ(Hn, ρ) yeni BMO uzayı ile ilgili bazı eşitsizlikler aşağıda verilmiştir.

Lemma 4.10. 1 ≤ s < ∞ olsun. Eğer b ∈ BMOθ(Hn, ρ) ise bu durumda BMOθ(Hn, ρ)

için g ∈ Hn ve r > 0 olmak üzere( 1

|B|

∫
B

|b(h)− bB|sdh
)1/s

≤ [b]θ

(
1 +

r

ρ(g)

)θ′
,

burada θ′ = (k0 + 1)θ ve k0, (4.5) eşitsizliğinde belirtilen sabitlerdir [4].

Lemma 4.11. 1 ≤ s < ∞, b ∈ BMOθ(Hn, ρ) ve B = B(g, r) olsun. Bu durumda her
k ∈ N için θ′ Lemma 4.10. daki gibi olmak üzere

( 1

|2kB|

∫
2kB

|b(h)− bB|sdh
)1/s

≤ [b]θk
(

1 +
2kr

ρ(g)

)θ′
[4].

ILβ operatörünün çekirdeği Kβ olsun. Kβ(g, y) çekirdeği ile ilgili bazı sonuçlar
ispatsız olarak aşağıda verilmiştir.

Lemma 4.12. Eğer V ∈ RHQ/2 ise bu durumda herbir N için

|Kβ(g, y)| ≤ C(
1 +

∣∣h−1g

∣∣
ρ(g)

)N 1∣∣h−1g
∣∣Q−β (4.6)
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olacak şekilde bir C sabiti vardır [5].

Son olarak, essential supremum ve essential infimum arasındaki bağıntıyı veren sonuçlar
ispatsız olarak aşağıda ifade edilmiştir.

Lemma 4.13. f , reel-değerli negatif olmayanE kümesinde ölçülebilir bir fonksiyonu olsun.
Bu durumda (

ess inf
g∈E

f(g)
)−1

= ess inf
g∈E

1

f(g)

[50].

Lemma 4.14. ϕ, (0,∞) aralığında pozitif ölçülebilir bir fonksiyon, 1 ≤ p < ∞, α ≥ 0 ve
V ∈ RHq, q ≥ 1 olsun. Eğer

sup
t<r<∞

(
1 +

r

ρ(e)

)α r−np
ϕ(r)

=∞ bazı t > 0 için (4.7)

ise bu durumda LMα,V
p,ϕ (Hn) = Θ, burada Θ, Hn gruplarında tüm 0 denk fonksiyonların

kümesidir [28].

Lemma 4.15. ϕ, (0,∞) aralığında pozitif ölçülebilir bir fonksiyon, 1 ≤ p < ∞, α ≥ 0 ve
V ∈ RHq, q ≥ 1 olsun.

(i) Eğer

sup
t<r<ß

(
1 +

r

ρ(g)

)α r−Qp
ϕ(r)

=∞ bazı t > 0 ve her g ∈ Hn için (4.8)

ise bu durumda Mα,V
p,ϕ (Hn) = Θ.

(ii) Eğer

sup
0<r<τ

(
1 +

r

ρ(g)

)α
ϕ(r)−1 =∞ bazı τ > 0 ve her g ∈ Hn için (4.9)

ise bu durumda Mα,V
p,ϕ (Hn) = Θ [2, 10].

Uyarı 4.16. (0,∞) aralığında tüm pozitif ölçülebilir ϕ fonksiyonlarının kümesi Ωα,V
p,loc olarak

tanımlansın. Her t > 0 için

∥∥∥(1 +
r

ρ(e)

)α r−np
ϕ(r)

∥∥∥
L∞(t,∞)

<∞ [28].

25



Ayrıca, (0,∞) aralığında tüm pozitif ölçülebilir ϕ fonksiyonlarının kümesi Ωα,V
p olarak

tanımlansın. Her t > 0 için sırasıyla;

sup
g∈Hn

∥∥∥(1 +
r

ρ(g)

)α r−Qp
ϕ(r)

∥∥∥
L∞(t,∞)

<∞

ve
sup
g∈Hn

∥∥∥(1 +
r

ρ(g)

)α
ϕ(r)−1

∥∥∥
L∞(0,t)

<∞

[2, 10].

Bundan sonra, LMα,V
p,ϕ (Hn) ve Mα,V

p,ϕ (Hn) uzaylarında aşikar olmayan durumlarda ,sırasıyla,
daima ϕ ∈ Ωα,V

p,loc ve ϕ ∈ Ωα,V
p olarak kabul edilecekdir.

ILβ operatörü için lokal Guliyev eşitsizliği aşağıda ifade edilmiştir [19, 20, 21].

Teorem 4.17. V ∈ RHQ/2 olsun. Eğer 1 < p < Q/β, 1/q = 1/p − β/Q ise bu durumda
herhangi bir f ∈ Lploc(Hn) için

‖ILβ (f)‖Lq(B(g0,r)) . r
Q
q

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t

eşitsizliği sağlanır.
Ayrıca, p = 1 ise bu durumda herhangi bir f ∈ L1

loc(Hn) için

‖ILβ (f)‖WL Q
Q−β

(B(g0,r)) . rQ−β
∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β
dt

t

eşitsizliği sağlanır [12].

İspat. Keyfi bir g0 ∈ Hn alınmak üzere, B = B(g0, r) kümesi ve herhangi bir λ > 0 için
λB = B(g0, λr) olsun. Bu durumda f fonksiyonu f = f1 + f2 şeklinde yazılabilir, burada
f1(h) = f(h)χ

B(g0,2r)
(h) ve χ

B(g0,2r)
, B(g0, 2r) kümesinin karekteristik fonksiyonudur.

Dolaysıyla,

‖ILβ (f)‖Lq(B(g0,r)) ≤ ‖ILβ (f1)‖Lq(B(g0,r)) + ‖ILβ (f2)‖Lq(B(g0,r)).
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f1 ∈ Lp(Rn) ve ILβ operatörü, Lp(Hn) uzayından Lq(Hn) uzayına sınırlı olmasından (bkz.
[37, 47])

‖ILβ (f1)‖Lq(B(g0,r)) . ‖f‖Lp(B(g0,2r))

. r
Q
q ‖f‖Lp(B(g0,2r))

∫ ∞
2r

dt

t
Q
q

+1

. r
Q
q

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t
(4.10)

gerçeklenir.
‖ILβ (f2)‖Lp(B(g0,r)) normunda g ∈ B, h ∈ (2B)c olduğundan

∣∣h−1g
∣∣ ≈ ∣∣h−1g0

∣∣
olmasını gerektirir. Böylece, (4.6) eşitsizliğinden

sup
g∈B
|ILβ (f2)(g)| ≤

∫
(2B)c

|Kβ(g, h)f(h)|dh

.
∫

(2B)c

|f(h)|∣∣h−1g0

∣∣Q−β dy
.

∞∑
k=1

(2k+1r)−Q+β

∫
2k+1B

|f(h)|dh

elde edilir. Hölder eşitsizliğinden

sup
g∈B
|ILβ (f2)(g)| .

∞∑
k=1

‖f‖Lp(2k+1B)(2
k+1r)−1−Q

p
+β

∫ 2k+1r

2kr

dt

.
∞∑
k=1

∫ 2k+1r

2kr

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t

.
∫ ∞

2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t
. (4.11)

Bu durumda, 1 ≤ p < Q/β için

‖ILβ (f2)‖Lq(B(g0,r)) . r
Q
q

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t
(4.12)

eşitsizliği sağlanır. Böylece, (4.10) ve (4.12) eşitsizliklerinden 1 ≤ p < Q/β için

‖ILβ (f)‖Lq(B(g0,r)) . r
Q
q

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t
(4.13)
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elde edilir.
p = 1 olması durumunda ise ILβ operatörünün L1(Hn) uzayından WL Q

Q−β
(Hn)

uzayına sınırlı olduğundan (bkz. [37, 47]),

‖ILβ (f1)‖WL Q
Q−β

(B(g0,r)) . ‖f‖L1(B(g0,2r)) . rQ−β
∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β
dt

t

sağlanır. (4.12) eşitsizliğinden

‖ILβ (f2)‖WL Q
Q−β

(B(g0,r)) ≤ ‖ILβ (f2)‖L Q
Q−β

(B(g0,2r))

. rQ−β
∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β
dt

t

Dolaysıyla,

‖ILβ (f)‖WL Q
Q−β

(B(g0,r)) . rQ−β
∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β
dt

t
.

olur. Böylece ispat tamamlanır.
Şimdi, ILβ operatörünün (ϕ1, ϕ2) çiftinin sağladığı şartlar üzerinde p > 1 için

LMα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayından LMα,V
q,ϕ2

(Hn) uzayına ve LMα,V
1,ϕ1

(Hn) uzayından
LWMα,V

Q
Q−β ,ϕ2

(Hn) uzayına sınırlığı ile ilgili sonucu verelim.

Teorem 4.18. V ∈ RHQ/2, α ≥ 0, 1 < p < Q/β, 1/q = 1/p − β/Q olsun ve ϕ1 ∈ Ωα,V
p,loc,

ϕ2 ∈ Ωα,V
q,loc

∫ ∞
r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(s)s
Q
p

t
Q
q

dt

t
≤ c0ϕ2(r) (4.14)

şartını sağlasın, burada c0 sabiti r den bağımsızdır. Bu durumda ILβ operatörü p > 1 için
LMα,V

p,ϕ1
(Hn) uzayından LMα,V

q,ϕ2
(Hn) uzayına ve LMα,V

1,ϕ1
(Hn) uzayından LWMα,V

Q
Q−β ,ϕ2

(Hn)

uzayına sınırlıdır [12].

İspat. Lemma 4.13. den dolayı

1

ess inf
t<s<∞

ϕ1(s)s
Q
p

= ess inf
t<s<∞

1

ϕ1(s)s
Q
p
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elde edilir. Burada hatırlatalım ki, ‖f‖Lp(B(e,r)) fonksiyonu r ye göre azalmayan bir fonksiyon
ve f ∈ LMα,V

p,ϕ1
(Hn) olduğundan(

1 + r
ρ(e)

)α
‖f‖Lp(B(e,r))

ess inf
r<s<∞

ϕ1(s)s
Q
p

. ess inf
r<s<∞

(
1 + r

ρ(e)

)α
‖f‖Lp(B(e,r))

ϕ1(s)s
Q
p

. sup
0<s<∞

(
1 + s

ρ(e)

)α
‖f‖Lp(B(e,s))

ϕ1(s)s
Q
p

. ‖f‖LMα,V
p,ϕ1

.

α ≥ 0 olması durumunda ve (ϕ1, ϕ2) çifti (4.14) şartını sağladığında ise

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(e,τ))

τ
Q
q

dτ

τ
=

∫ ∞
2r

(
1 + τ

ρ(e)

)α
‖f‖Lp(B(e,τ))

ess inf
τ<s<∞

ϕ1(s)s
Q
p

ess inf
τ<s<∞

ϕ1(s)s
Q
p(

1 + τ
ρ(e)

)α
τ
Q
q

dτ

τ

. ‖f‖LMα,V
p,ϕ1

∫ ∞
2r

ess inf
τ<s<∞

ϕ1(s)s
Q
p(

1 + τ
ρ(e)

)α
τ
Q
q

dτ

τ

. ‖f‖LMα,V
p,ϕ1

(
1 +

r

ρ(e)

)−α
×
∫ ∞
r

ess inf
τ<s<∞

ϕ1(s)s
Q
p

τ
Q
q

dτ

τ

. ‖f‖LMα,V
p,ϕ1

(
1 +

r

ρ(e)

)−α
ϕ2(r) (4.15)

elde edilir. Teorem 4.17. den dolayı

‖ILβ (f)‖LMα,V
q,ϕ2

. sup
r>0

(
1 +

r

ρ(e)

)α
ϕ2(r)−1r−Q/q‖ILβ (f)‖Lp(B(e,r))

. sup
r>0

(
1 +

r

ρ(e)

)α
ϕ2(r)−1

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(e,t))

t
Q
q

dt

t

. ‖f‖LMα,V
p,ϕ1

.

q = Q
Q−β olsun. (4.15) eşitsizliğindeki benzer durumdan dolayı

∫ ∞
2r

‖f‖L1(B(e,τ))

τQ−β
dτ

τ
. ‖f‖LMα,V

1,ϕ1

(
1 +

r

ρ(e)

)−α
ϕ2(r).
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Böylece, Teorem 4.17. den dolayı

‖ILβ (f)‖LWMα,V
Q

Q−β ,ϕ2

. sup
r>0

(
1 +

r

ρ(e)

)α
ϕ2(r)−1rβ−Q‖ILβ (f)‖WL Q

Q−β
(B(e,r))

. sup
r>0

(
1 +

r

ρ(e)

)α
ϕ2(r)−1

∫ ∞
2r

‖f‖L1(B(e,τ))

τQ−β
dτ

τ

. ‖f‖LMα,V
1,ϕ1

.

Sonuç 4.19. V ∈ RHQ/2, α ≥ 0, 1 < p < Q/β, 1/q = 1/p − β/Q olsun ve ϕ1 ∈
Ωα,V
p , ϕ2 ∈ Ωα,V

q (4.14) şartını sağlasın. Bu durumda ILβ operatörü p > 1 için Mα,V
p,ϕ1

(Hn)

uzayından Mα,V
q,ϕ2

(Hn) uzayına ve Mα,V
1,ϕ1

(Hn) uzayından WMα,V
Q

Q−β ,ϕ2
(Hn) uzayına sınırlıdır.

Uyarı 4.20. Teorem 4.18. de V ≡ 0 olması durumundaki ispatı Guliyev ve ark. tarafından
[24] Teorem 5.2 de verilmiştir [12].
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Kesirli integrallerin ve onların uygun fonksiyonlarla komütatörlerinin sınırlılığı har-
monik analizde önemli bir rol oynamaktadır. Düzgün olmayan katsayılara sahip diferansi-
yel denklemlerin çalışmalarında kesirli integral operatörlerinin komütatör integralleri doğal
ola- rak ortaya çıkar. Son yıllarda L Schrödinger operatörüne karşılık gelen kesirli integral
operatörle- ri ve bunlarınBMO fonksiyonları ile komütatörleri büyük ilgi görmüştür. Bongi-
oanni ve ark. [4], Martinez [33], Tang ve Dong [48] tarafından Lp Lebesgue uzayı ve Lp,ω
ağırlıklı Lebesgue uzaylarında harmonik analizin Schrödinger operatörüne karşılık gelen
integral operatörlerinin sınırlılıkları araştırılmıştır.

Bu tez konusunu bir baslangıç kabul edilerek, "Schrödinger operatörlerine karşılık
gelen integral operatörlerinin Morrey-Tipli uzaylarda sınırlılığı" konusunda daha ileri düzey-
de çalışmalar yapabilmek için bir temel olusturulması hedeflenmektedir.
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