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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

HEISENBERG GRUPLARINDA SCHRODINGER
OPERATORLERINE KARSILIK GELEN KESIRLI INTEGRAL
OPERATORLERININ MORREY TiPLiI UZAYLARDA SINIRLILIGI

Mehtap CELIK

KIRSEHIR AHI EVRAN UNIVERSITESI
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Damsman:  Prof. Dr. Ali AKBULUT
Yil: 2024  Sayfa: 39

Jiiri: Prof. Dr. Vagif S. GULIYEV
Prof. Dr. Ali AKBULUT
Doc. Dr. Veysel NEZIR

Bu yiiksek lisans tezinde, Heisenberg gruplarinda tanimlanan Schrodinger operatorle-
rine karsilik gelen kesirli integral operatorlerinin baz1 Morrey tipli uzaylarda sinirlilig1 hakkin-
da bilgi verilecektir. Ilk boliimde, literatiirde bu konu ile ilgili arastirmalar1 olan bir ¢ok
matema- tik¢i hakkinda bilgi verilmis ve bu ¢alismanin amacindan bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, tez konusunda gegen bazi temel tanim ve dzellikler verilecektir. Ugiincii boliimde,
tez konusu ile ilgili materyal ve metotlar hakkinda kisa bilgi verilmistir. Dordiincii boliimde,
Heisenberg gruplarinda tanimlanan Morrey tipli uzaylarda Schrodinger operatorlerine karglik
gelen kesirli integral operatorlerinin sinirliligr ile ilgili sonuglara yer verilerek, Heisenberg
gruplarinda Schrodinger operatorlerine karslik gelen kesirli integral operatorlerinin Morrey
tipli uzaylarda sinirhilig ile ilgili sonuclara yer verilmigtir. Son boliimde, tez konusunun
arastirllmasindaki amag ve hedefi hakkinda kisaca bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Heisenberg Gruplari, Schrodinger operatorleri, Kesirli integral operator-

leri, Morrey Tipli Uzaylar.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

THE BOUNDEDNESS OF FRACTIONAL INTEGRAL OPERATORS
ON MORREY-TYPE SPACES ASSOCIATED WITH SCHRODINGER
OPERATORS ON THE HEISENBERG GROUPS
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In this master’s thesis, information will be given about the limitations of fractional
integral operators corresponding to Schrodinger operators defined in Heisenberg groups in
some Morrey type spaces. In the first part, information is given about many mathematicians
who have done research on this subject in the literature and the purpose of this study is
mentioned. In the second part, some basic definitions and features of the thesis will be
given. In the third part, brief information is given about the materials and methods related
to the thesis topic. In the fourth part, the results regarding the limitations of fractional
integral operators corresponding to Schrodinger operators in Morrey type spaces defined
in Heisenberg groups are given, and the results regarding the limitations of fractional integral
operators corresponding to Schrodinger operators in Heisenberg groups in Morrey type spaces
are given. results are included. In the last part, the purpose and objective of researching the
thesis topic is briefly mentioned.

Keywords: Heisenberg Groups, Schrodinger operators, Fractional integral operators,

Morrey-Type Spaces.
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Aciklama

: n-boyutlu Oklid uzay1

: x merkezli, r yaricapl yuvar

: B(z,r) yuvarinin Lebesgue 6l¢iisii
: Lebesgue normu

: Lebesgue uzayi

: f fonksiyonu lokal integrallenebilir
: Morrey uzayi

: Genellestirilmis Morrey Uzay1

: Heisenberg grubu

: Ters Holder siniflari

: Alt-Laplasyan

: Schrodinger operatorii

: Kesirli integral operatorii (Riesz potansiyeli)

: Singiiler integral operatorii



1. GIRIS

Harmonik analizin klasik operatorlerinin ¢esitli fonksiyon uzaylarindaki sinirliligi
yogun bir sekilde bircok matematik¢i tarafindan ¢alisilmaktadir. Elde edilen sonuglar, kismi
diferansiyel denklemler teorisinde verimli bir sekilde uygulanabilmektedir. Kismi diferansi-
yel teorisinde son yillarda genel Morrey tipli uzaylar 6nemli bir rol oynamaktadir. Son
yiizy1lin baginda bu alanda 6nemli gelismeler oldu. Ozellikle, 1994 yilinda V.S. Guliyev
doktora tezinde lokal Morrey tipli genel uzaylarda klasik operatorlerin incelenmesinde, harmo-
nik analizde 6nemli bir yeri olan Guliyev lokal metodu ile konuya farkli bir bakig gelistirmistir.
2000’1 yillarda V.S.Guliyev ve V.I. Burenkov, lokal global Morrey tipli genel uzaylarda
klasik operatorlerin incelenmesi ile ilgili harmonik analizde 6nemli yeni Hardy oparatérlerinin
monoton fonksiyonlar konusunda sinirliligi ile ilgili metodu ile konuya farkli bir bakis agis1
geligtirerek operatorlerinin sinirlilify ile gerek ve yeter kosullarini gelistirmiglerdir. Gelistiri-
len yontemlerin 6nemi, Schrodinger operatoriine karsilik gelen diferansiyel denklemlerin
cOzlimleri i¢in diizenlilik teorisine miiteakip uygulama ile Schrodinger operatoriine karsilik
gelen singiiler tipli integral operatorler siniflarinin sinirhiligi igin gerekli ve yeterli kosullarin
elde edilmesi gercegidir. Sonug olarak, belirli bir sayisal parametreler aralif1 icin yeterli
sartlar bulunmaktadir. Schrodinger operatoriine karsilik gelen kesirli integral operatorlerinin
stnirliligini bir genellestirilmis lokal Morrey tipli uzaydan digerine saglayan fonksiyonel
parametrelerden elde edilir. Dolayisiyla bu tiir sonuglar, cagdas reel analizin gelistirilmesi
ve Schrodinger operatoriine karsilik gelen kismi diferansiyel denklemlerin uygulamalari i¢in
cok onemlidir.

Ters Holder esitsizligini saglayan negatif olmayan V" potansiyelli —A+V formundaki
Schrodinger operatoriine karsilik gelen harmonik analizde L, (Lebesgue) ve M,  (Morrey)
uzaylarinin 6zel bir yeri vardir. Ayrica Schrodinger operatoriine karsilik gelen diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin arastirilmasi da bu uzaylarda 6nemli bir yere sahiptir.

"Heisenberg grubu" terimi, matematikte Heisenberg cebiri veya Heisenberg grubu
olarak bilinen bir konsepti ifade eder. Heisenberg cebiri, kuantum mekanigi ve topoloji
gibi alanlarda 6nemli olan matematiksel bir yapidir. Heisenberg cebiri, Heisenberg cebiri
adin1 tasityan matrislerin olusturdugu bir Lie cebiridir. Bu cebir, 6zellikle kuantum mekanigi
ve kuantum alan teorisi gibi alanlarda kullanilir. Heisenberg cebiri, Heisenberg belirsizlik
ilkesiyle de baglantilidir ve bu ilkenin matematiksel olarak ifade edilmesinde kullanilir.
Genellikle bir n-boyutlu vektdr uzay: iizerinde tanimlanan Heisenberg grubu, Heisenberg
cebirinin bir drnegidir. Bu grup, nzn boyutlu iist icgensel matrislerle tanimlanir ve matrislerin
carpimi islemi Heisenberg grubu operasyonunu olusturur.

H,, Heisenberg gruplarinda

L=-Ag +V



Schrodinger operatorii, burada V', RH /o ters Holder siniflarina ait negatif olmayan potansiye-
li ve (), H,, Heisenberg gruplarmin homojen boyutudur. Z%, L operatériine karsilik gelen
kesirli integral operatorii olsun.

Bu yiiksek lisans tezinde, Zj operatoriiniin, L/, poj;;/ (H.,,) lokal genellestirilmis Morrey
uzaylarinda ve Schrodinger operatoriine karsilik gelen M;f;;/ (H,,) genellestirilmis Morrey
uzaylarinda simrhiligi, LMY (H,) uzayindan LMY (H.,) uzayina ve MY (H.,) uzayindan

b1 q,$2 b1
MY (Hy), 1/p — 1/q = ;’ /() uzayma smlrhhgnfda (1, p2) cifti ﬁzeriilde yeter sartlar
incelemistir.
Heisenberg gruplarinin fark ve siirekli versiyonlari, matematigin bir¢ok alaninda 6zel-
likle Fourier analiz, ¢cok degiskenli kompleks analiz, geometri ve topoloji de uygulamalarinda
yer almaktadir. Tezde Heisenberg gruplarinin bazi temel sonuglarina yer verilecektir [6} 16,

17].



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde, calismamuz ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatorler hakkin-
da genel bilgilere, baz1 temel tanimlara ve ana sonuclarimizin ispatinda kullanilan araglara

yer verilmisgtir.

2.1. On Bilgiler

Bu boliimde, bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.2. Normlu Uzay

Herhangi bir z,y € X i¢in, X x X kartezyen carpiminda tanimli negatif olmayan

reel degerli bir p fonksiyonu:

(i) p(z,y) =0 < x =y (6zdeslik aksiyomu);

(i) p(z,y) +p(y, 2) = p(z, ) (Uggen esitsizligi);
(i) p(z,y) = p(y, z) (simetri aksiyomu)

kosullar1 saglaniyorsa p fonksiyonuna X kiimesi iizerinde metrik uzaklik denir. Uzerine bir
metrik eklemenin miimkiin oldugu bir X kiimesinede ol¢iilebilir ve (X, p) ikilisine metrik

uzay denir [44]].
Ornek 2.1. 1) Herhangi bir kiime iizerinde metrik uzaklik mevcutsa,
r=y=plr,y) =0 ve z#£y =p,y =1

2) R" uzayinda c¢esitli metrikler miimkiindiir:

p(x,y) = sup |z; — yi;

1<i<n

ple,y) =Y Lo —yil;
=1

burada {z; = x1, 29, ..., T}, {yi = Y1, Y2, ..., yn} € R",  Vn € N [44].

X bir vektor uzayinda reel veya kompleks sayilardan reel sayilara x — ||z|| dontistimii:

() ||z|| > 0 ve z = 0igin ||z|| = 0;



(ii) A skaleri i¢in [|[Az|| = |A| - ||=|;
(iii) Her =,y € X icin ||z + y|| < [|z|| + ||ly|| (licgen esitsizligi)
kosullarim sagliyorsa ||x|| sayisina = elemanin normu denir [35].

Belirli bir norma sahip X vektor uzayina normlu uzay denir. Bir norm, X iizerinde
dist(z,y) = ||z — y|| formiiliyle bir metrik olusturur, dolayisiyla tanimlanan bu metrikle
uyumlu bir topoloji de vardir. Bdylece normlu bir uzay, bir topolojik vektor uzayinin dogal
yapist ile donatilmis olur. Ayrica bu metrik ile, tamlanmig bir normlu uzay Banach uzay1
olarak adlandirilir. Her normlu uzayin, bir Banach tamlamasi vardir.

Bir topolojik vektdr uzayinin, topolojisi bazi normlarla uyumlu ise normlanabilir
oldugu soylenir. Normluk, digbiikey sinirli bir sifir komsulugunun varligina esdegerdir [35]].

Normlu bir X vektor uzayindaki norm, bir i¢ ¢arpim tarafindan iiretilir (yani X, bir

pre-Hilbert uzaya izometrik olarak izomorftur) gerek ve yeter kosul Vx,y € X icin,
lz + yll* + llz = ylI* = 2(ll=l* + llyll)-

Aym X vektor uzayi iizerinde tammli ||-||; ve ||-||2 iki norm, ayni topolojiye sahip
iseler bu normlar esdeger olarak adlandirilir. Bu da 'y ve C gibi iki sabitin varligiyla ayni

anlama gelir, 0yle ki Vo € X i¢in
-l < Cull-ll2 < Call-la-

X vektor uzayi, her iki normda da tam ise bu durum esdegerliklerinin benzer bir

sonucudur. Boylece
|t, —all1 = 0, ||z, —blla =0

ayn1 oldugu anlamina gelir yani a = b.

Her topolojik vektor uzayi, lokal olarak konveks oldugu kabul edilse bile, siirekli bir
norma sahip degildir. Ornegin, koordinat bazinda yakinsama topolojisine sahip dogrularin
sonsuz carpimi iizerinde siirekli bir norm yoktur. Siirekli bir normun yoklugu, bir topolojik
vektor uzayinin digerine siirekli gdmiilmesinin Oniinde acik bir engel olabilir.

Y, normlu bir X uzayiin kapali alt uzay1 ise bu durumda Y tarafindan ortak kiimelerin

X/Y bolim uzaymnin normu
|z|| = inf{||z]: =z € T} (2.1

seklinde ifade edilir. Bu norm altinda X /Y boliim uzayi normlu bir uzaydir.
X — X/Y bolim doniisiimii altindaki bir x 6gesinin goriintiisiiniin normuna, x’1n

Y’ye gore boliim normu denir.



Normlu bir X uzayindaki ¢ siirekli dogrusal fonksiyonellerin X* toplamu,

[l = sup{[e(x)]:

lz|| <1} (2.2)

normuna gore bir Banach uzayidir.

Tiim fonksiyonellerin normlari, orijinal uzayin birim yuvarinin uygun noktalarinda
ancak ve ancak uzayin doniislii olmasi durumunda elde edilir.

Normlu bir X uzayindan normlu Y bir uzayina A siirekli (sinirli) lineer operatorlerinin
L(X,Y) tamhigi,

[A]} = sup{[[Az|]: [l«]| <1}

normuna gore bir normlu uzaydir. Bu norm altinda L(X,Y") uzay1 Y ise tamdir. X = Y tam
oldugunda , L(X) = L(X, X) uzayinda operatorlerin ¢arpimu (birlesimi) yani bir Banach

cebiri olur, clinkii operatér normu
[AB|| < [[All - |IBIl, ]l =1,

burada [ 6zdeslik operatoriidiir (cebirin birim elemanidir). L(z) tizerindeki diger esdeger
normlar benzer kogula tabi olmasi ilgingtir. Bu tiir normlara bazen cebirsel veya halkali denir.
Cebirsel normlar, X esdegerini yeniden diizenleyerek ve karsilik gelen operatér normlarini
alarak elde edilebilir; ancak dim X = 2 i¢in bile L(x) tizerindeki tiim cebirsel normlar bu

sekilde elde edilemez.

2.3. Olcii Uzay

Tanim 2.2. (Borel). f~!(A) fonksiyonu herhangi bir A agik kiimesi igin bir Borel kiimesi
ise bu durumda iki topolojik uzay arasindaki f : X — Y doniisiimiine Borel veya Borel
Olciilebilir denir. (Aynm1 zamanda, Borel 6l¢iilebilir, X in Borel kiimelerinin o-cebirinin agik

kiimeleri iceren en kiiciik o-cebiridir [S0].)

Tamm 2.3. (o-cebiri)

X bir kiime olsun. B C 2% bos olmayan ailesi asagidaki 6zelliklere sahipse bir
o-cebiri denir.

(1) B tamlik altinda kapalidir. Yani, A € B = A° € B.

(2) B sayilabilir birlesim altinda kapalidir. Yani, U A; e B,
j=1

A1, Ay, A, € B[50].

Tamm 2.4. (Ol¢ii) B, X kiimesi iizerinde bir o-cebiri olsun. pu:B — [0, 00] doniisiimii

asagidaki ozelliklere sahipse bir 6lcii denir.



(1) p(0) = 0.
(2) Ay, Ay, Aj, € Bayrik ise, yani, Vi # j i¢in A; N A; = [, bu durumda

> w4;) = p(lJ 4y) 1501

Tanim 2.5. (Diizenli bir ol¢ii)

1, ;1 i¢ ve dis diizenlilige sahip oldugu anlamina gelir. Kesin olmak gerekirse, eger
1 diizenli bir Borel oOl¢iisii (Radon 6lgiisii) ise bu durumda sonlu 6l¢iiniin her bir Borel £
kiimesi i¢in i¢ diizenlilik

w(E) = sup{p(K) : K, E nin tiim kompakt alt kiimeleri iizerinedir. }
ve dis diizenlilik

w(E) =inf{u(U) : U, E igeren tiim agik kiimeleri tizerinedir} [S0].

2.3.1. Lebesgue Olciisii

Lebesgue olciisii H. Lebesgue [36] tarafindan asagidaki gibi tanimlanmisgtir.

n-boyutlu araliklarin bir fonksiyonu olarak hacmin daha genis bir kiimeler sinifi olan
A’a, yani Lebesgue 6l¢iilebilir kiimeler, bir A 6l¢iisiiniin genisletilmesi olan sayilabilir-topla-
nabilir bir kiimedir. 4 sinifi, Borel kiimelerinin sinifin1 igerir ve A U B bigimindeki tiim
kiimelerden olusur, burada B C By, A, By € Bve A\(B;) = 0.

Herhangi bir A € A i¢in bir tane

AMA) = inf Y " \(I), (2.3)

sahiptir, burada infimum degeri {/;} araliginin tiim olas1 sayilabilir aileleri tizerinden alinir,
oyle ki A C UI;. (2.3) esitsizligi her bir A C R™ i¢in gecerlidir ve bir \*( A tizerinde
A ile cakigan) kiime fonksiyonu tanimlar, dis Lebesgue oOlciisii olarak adlandirilir. Bir A

kiimesinin .4 kiimesine ait olamasi i¢in gerek ve yeter kosul her bir sinirli I aralig1 i¢in
ML) =X(ANT)+ X (I\ A);

her A C R" icin
A (A) =inf{\(U) : A C U,U agik};

ve her A € Aicin
AMA) = A\ (A) = sup{\(F) : A D F, F kompakttir};

A*(A) < oo ise bu durumda son esitlik A € A elemanlari i¢in saglanir; O, R™ de bir
ortagonal operator ve a € R” ise bu durumda her bir A € A igin A(OA + a) = A(A).



L°(p) tiim 6lgiilebilir fonksiyonlarinin bir uzay1 olsun. Oklid uzayinda, tiim Lebesgue
olgiilebilir fonksiyonlarinin kiimesi L°(R") ile tanimlanir. f € LO(R™) degeri C veya [0, oo]

icinde olabilir.

2.3.2. Haar Olgiisii
Haar ol¢iisii A. Haar [29] tarafindan asagidaki gibi ifade edilmistir.

Tiim kompakt alt kiimelerin ailesi tarafindan olusturulan, lokal olarak kompakt bir G
grubunun £ alt kiimelerinin M o-halkasi tizerindeki, G nin tiim kompakt alt kiimelerinde
sonlu degerlerini alan, sifir olmayan bir pozitif p Olciisii ve sol degismezlik kosulu:
gE = {gx € G | x € E} olacak sekilde

VE €M, VgeG:  u(E)=pugk),

veya sag degismezlik kosulu:
Eg={xg € G|z € E} olacak sekilde

VE € M, Vg e G : wW(E) = p(Eg),

yerine getiren Olcliye Haar ol¢iisii olarak tanimlanir, yani, sag veya sol degismezligi yerine
getiren olciidiir.

Her bir Haar 6l¢iisii p-diizenli, yani,
VE € M : u(E) =sup({p(K) € Rso | K C E ve K bir kompaktumdur}).

A. Haar [29] tarafindan, sol degismez (ve ayrica sag degismez) bir Haar ol¢iisti (G
grubunun ayrilabilir oldugu ek varsayimi altinda) mevcut ve pozitif bir faktore kadar tek
oldugu gosterilmisgtir.

f € C.(G) ise bu durumda f fonksiyonu G de sol degismeyen bir Haar 6l¢iistine

gore integrallenebilir ve karsilik gelen integral, sol degismez, yani,

Vo € G / £(9) du(g) = /G £(909) dpi(g).

Sag degismez bir Haar 6l¢iisii benzer 6zellige sahiptir. Tiim G grubunun Haar 6l¢iisii,
ancak ve ancak G' kompaktsa sonludur.
i, G iizerinde bir sol degigsmez bir Haar oOlciisii ise bu durumda agagidaki esitlik

gerceklenir:

Vi € C(G), Vg € G /G f(995™) dulg) = Alo) /G £(9) duu(g).



burada A, G’in R porzitif reel sayilarin f se¢imine bagli olmayan ¢arpim grubuna siirekli
bir homomorfizmasidir.

A homomorfizmasi, G nin modiiler fonksiyonu olarak adlandirilir; A(g™") du(g)
olgiisii, G tizerinde sag degismez Haar Ol¢iisiidiir. Eger her bir ¢ € G icin A(g) = 1 ise
bu durumda G tek model olarak adlandirilir; yani, sol degismez Haar ol¢iisti ayn1 zamanda
sag degismez dir ve (iki tarafli) degismez olarak da adlandirilir. Ayrica bir G gurubunun
tekmodelligi, GG iizerindeki her sol degismez Haar oOl¢iisiiniin x4 da ters degismez oldugu
gergegine esdegerdir, yani, her £ € M i¢in u(E1) = u(F).

Ornek 2.6. 1) R toplama grubu ve R/Z (dairenin donme grubu) boliim grubundaki Haar
Olciisii, siradan Lebesgue oOlciisiiyle aynidir.

2) F € {R, C} i¢in GL(n, F) genel lineer grup tek modiildiir ve Haar dl¢iisii
dp(w) = |det(z)| ™" da,

burada F = Ricin k = n ve F = Ci¢in k = 2n ve dx, F alan1 lizerinde n mertebeden tiim

metriklerinin Oklid uzayinda bir Lebesgue 6lciisiidiir.

2.4. Integrasyon Teoremleri

Asagidaki Teorem ve Teorem de MI*(R™), tiim negatif olmayan Lebesgue
ol¢iilebilir fonksiyonlarinin konisi ve MI* (1) (X, B, 1) bir 6l¢ii uzayinda tammlanan tiim

negatif olmayan p-0lciilebilir fonksiyonlarin konisi olsun. Burada,
MIH(R") ={f : R" — [0, 00] : f olgiilebilirdir. }

Teorem 2.7. (X, B, 11) bir 6lgii uzay1 ve {f;}2°

=1 R- degerli ;- olciilebilir fonksiyonlarmin
bir dizisi olsun.
(1) (Monoton Yakinsaklik Teoremi) { f;}2°, C L°(u) artan bir dizi ise : 0 < f; <

fj+1, 4 — h.h.. Bu durumda

J—00

fim [ f@dua) = [ T fy(e)dnto)

(2) (Fatou Lemmasi) { f;}°2, C MI™(u) igin

/hmlnff]( Ydp <hm1nf/ fi(x)dp(x
X

J— o0

(3) (Baskin Yakinsaklik Teoremi, Lebesgue Yakinsaklik Teoremi) { f]}
hemen hemen her yerde f yakinsak olsun. Vj € Nicin |f;| < gh.h. olacak sekilde bir

j=1> M



g € L'(u) mevcut ise bu durumda

iim [ fya)duta) = [ fle)duta
j—00
[44].

Teorem 2.8. (Integrasyon ve farkhlasmammn degisimi) (X, B, ;1) bir 6lcii uzay: olsun ve
f: X x (a,b) — C fonksiyonu agagidaki kosulu saglasin:

(1) Her bir ¢ € (a,b) igin f(-,t) € L' (u) .

(2) p- h.h. her z € X igin t — f(z,t) fonksiyonu her ¢ € (a, b) i¢in diferansiyellenebilir.

0
(3) Her bir ¢t € (a,b) ve p-hemen hemen her 2 € X igin | f(x,t)\ < g(z) olacak sekilde
bir g € L*(p) vardir bu durumda

/f:ptdu /atﬂjtd’u)

[44].

Tanmm 2.9. ((p @ v)*) . (X, B, u) ve (Y, B, v) dl¢iilebilir uzaylarmn bir ¢ifti olsun. X x Y
tizerindeki bir (¢ ® v)* dis dlgiisii, (1 @ v)*(0) = 0 ve

p@v)(A) =nf{d_ wE)v(F): AcC|]E; x F;}, Ae2\{0}
j=1 j=1
seklinde tanimlanir.
Her G C X x Y igin

(h@v)(G) = (peov)(ENG)+ (nev) (E°NG)

ise bu durumda £ C X x Y kiimesine (p ® v)*-0l¢iilebilir denir  [44].

Asagidaki temel teoremleri ispatsiz olarak verelim.

Teorem 2.10. £ € M ile E x F formunun kiimesi ve F' € N, (u ® v)*-6l¢iilebilir ve
(u@v)*(E x F) = u(E)v(F) . Buradan anlagilacaktir ki 0 x co = 0o x 0 =0 [44].

Sonug olarak, x4 ® v Olgiimiine yonlendirilir: Eger E (u ® v)*-dlgiilebilir ise bu
durumda 1 ® v(E) = (p @ v)*(E) yazilr.

(X, B, ) olgiilebilir bir uzay olsun. X, sonlu pu-6l¢iisiine sahip sayilabilir bir ayrik
alt kiime koleksiyonuna boliinebilir ise bu durumda bir g 6l¢iisii o- sonludur. Tanim[2.9] den,

bagka bir ;1 ® v Olciisii olusturulabilir. Bu yeni dlcii ile ilgili teorem asagida ifade edilmistir:



Teorem 2.11. (Fubini Teoremi). (X, B, 1) ve (Y, N, v) o-sonlu 6l¢ii uzaylar olsun.
f negatif olmayan (M ® N)- dl¢iilebilir bir fonksiyon veya f € L'(M @ N)

olmak tizere

/X Yf(as,y)d,u®l/(x,y) = [ (Jy flz,y)dv(y))du(z)

_ /Y ( /X Fz,y)dpu(x))dv(y)

[44).

2.5. Lebesgue Uzaylan

Fonksiyonel analizde, Banach uzayi ve topolojik vektor uzaylarinin 6nemli bir sinifini
LP(R"™) Lebesgue uzay1 olusturur. Harmonik analizin 6nemli konularindan biri olan Lebesgue
uzay1, harmonik analizin i¢ problemlerinin ¢6ziilmesinde oldugu gibi kismi tiirevli denklemler
teorisi ile fizik, istatistik, finans, miithendislik ve ayrica diger disiplinlerde de uygulamalara
sahiptir.

Fonksiyonlarin boyutunun dl¢iistiniin bulunmasinin en basit yollarindan biri Lebesgue
uzaylarinin kullanilmasidir. Burada 6nemli olan 0 < p < 1 durumunu dikkate almakdir.
Bazen 0 < p < 1 durumunun dikkate alinmas1 faydali olacaktir.

Ornegin, f ve g fonksiyonlarmin L' uzayinda f - g carpiminin ele alindiginda, f - g
carpimi L3 fonksiyonlarindan bagka bir sey olmadig: fark edilir.

Bu boliimde, Lebesgue uzaylarinin tanimi ve bazi 6zellikleri ispatsiz olarak verilmistir.

(X, B, i) bir 6lgii uzay1 ve 0 < p < oo olsun. Tiim f € L°(u) fonksiyonlarinin
kiimesi i¢in LP (1) Lebesgue uzayi,

p < 00 ise
1o = ( /X F@)Pdp(z)F < oo

ve
p = oo ise

||f||Loo(M) = esssup | f(z)] < o0
reX

olarak adlandilir. Aym zamanda, (X, B, ) Lebesgue ol¢iisii ise bu durumda LP(R") =
LP(u) seklinde yazilir ve

LP(p) = {f € L) || fllzou) < 00}/ ~

olarak tanimlanir.
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Burada ~ esdegerlik iligkisi yani f ~ g < f = ¢ ile tammlanir. Bundan sonra

fonksiyon uzaylarini tanimlarken bu denklik g6z ardi edilecektir.

Ornek 2.12. vy € Rve 0 < p < oo olsun.
(@) = [al"xpy(2),  g4(x) = [2] X (2) (z € R")

(1) f, € LP(R") <~ > —%

2) g, € LP(R") & 7y < —g.

(3) Herhangi bir v € Ri¢in f, + g, = | - ]_% LP(R™) uzayna asla ait degildir.
v = —g fonksiyonlarin sinir durumunda L”(R™) uzayina ait olmamasi dikkat ¢ekicidir.
Tamm 2.13. (Dagilim fonksiyonu)

[+ X — C olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda A :[0, co) — [0, o] dagilim

fonksiyonu

Ap(t) = Apu(t) = pl{e € X o [f(x)] >t} (t=0)
seklinde tanimlanir [44]].

Asagidaki “Katman-Kek Formiilii (Layer Cake Formula)”, fonksiyonlarin Lebesgue normunu

incelerken 6nemli olacaktir.

Teorem 2.14. (Katman-Kek Formiilii) (X, B, ;1) uzayi bir o-sonlu 6l¢ii uzayi, 0 < p < oo

ve f fonksiyonu bir p-6l¢iilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

o° 1
1l = (0 / I\ p, (1))

Daha genel olarak, @ : [0, 00) — [0, 00), ®(0) = 0 olmak iizere C''-artan fonksiyon

ise bu durumda
/X &(|f(2)))dpu(x) = / B (W0

(44]].

(X, B, p) bir 6l¢ii uzayi ve 1 < p < oo olsun.

1 < p < oo ise p nin eslenigi p' = Ll p = oo ise p’ = 1. burada belirtelim ki
p R—

1 1
1 < p < oodurumunda — + — = 1ve (p') = p.
b D

11



Teorem 2.15. (Holder Esitsizligi). (X, 5, ) bir 6l¢ii uzay1 ve 1 < p < oo olsun. Bu
durumda her f, g € L°(u) igin

17 - gl < 1A zegllgl 2o
[44].

Teorem 2.16. (Minkowski Esitsizligi). (X, B, 1) bir 6l¢ii uzay1 ve 1 < p < oo olsun. Bu
durumda her f, g € L°(p) igin

1+ gllzeg < 11f e + lgllze

(44].

0 < p < 1 iken iicgen esitsizligi dogru olmaz. Bunun yerine p-digbiikey veya p—iicgen

esitsizligi:

Onerme 2.17. (p-disbiikey) (X, B, i1) bir 6l¢ii uzay1 ve 0 < p < 1 olsun. Bu durumda her
f,9 € L°(p) igin
1+ glleqr < [1flzegor + 119l e

[44] .

Tamm 2.18. (L] (R™)) 1 < p < oo olsun. Her bir K kompakt kiimesi i¢in f € LP(K)

olacak sekilde tim f € L°(R") kiimesine L7

loc

her bir B yuvar i¢in xp - f € LP(R"). L}

loc

(R™) uzay1 denir veya denk olarak R™ deki
(R™) uzaymn topolojisi f € L7 (R") —

loc

/ | f (y)|[Pdy fonksiyonu tarafindan olusturulur, burada K tiim kompakt kiimelerdir [44]].
K

Ornek 2.19. v € Rve 0 < p < oo olsun. z € R" igin f,(z) = |z|7 tamimlansin,

[ e LP(R") &> " den dolay1
p
fell.R") &~ > .
p

loc

v = ~ " qurumunda ise her g € L°(R™) kiimesi olarak W L?(R™) zayif Lebesgue
p
uzay1

19llwze = sup Allx (o0 (l9]) | 2» < 00
A>0
seklinde tanimlanir  [44].

Holder esitsizligi ve Tanim [2.18] dan Lebesgue uzayinda gomme teoremi asagida ispatsiz

olarak verilmistir.
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Sonuc¢ 2.20. 0 < g < p < oo olsun. Bu durumda

LP(R™) — LY

loc

(R")
[44].

Lebesgue uzaylariin ¢ercevesinin digina ¢cikacak olunursa, yine de bazi yerel integras-
yonlar mevcuttur. Bu durumda, ortalamay dikkate almak 6nemlidir. £ 6l¢iilebilir bir kiimesi

ve f € L'(E) igin f fonksiyonu integrallebilir olmasinda E iizerinde f’1n ortalamasi mg/(f)

1
melf) = o / f(w)dy.

Teorem 2.21. (Lebesgue Diferansiyel Teoremi) f € L}, (R™) olsun. Bu durumda h.h. her
x € R™i¢in

lrlﬁ)l mB(ac,T)(|f - f(.??)‘) =0 2.4)

[44].

(2.4) esitsizligi i¢in bulunan bir x noktasina f fonksiyonunun Lebesgue noktasi denir.

2.6. Morrey Uzaylan ve Kesirli Integral Operatorleri

Bu boliimde, Akbulut ve ark. [1] tarafindan ifade edilen Morrey uzaylarin, kesirli
integral operatdrlerinin tanim ve bazi 6zelliklerine yer verilmistir.

X = (X, p, n) bir topolojik uzayinda, kompakt destekli siirekli fonksiyonlarin uzayi,
L'(X, ;1) uzayinda yogun olacak sekilde bir tam p dlgiisiine sahip p : X x X — [0, 00)
seklinde taniml bir (yarimetrik) fonksiyonu da asagidaki kosullar1 saglar:
(1) Va # yicin p(z,y) > 0 ve Vo € X i¢in p(x,z) = 0;
(2) Vx,y € X i¢in p(x,y) < app(y, x) olacak sekilde bir ap > 1 sabiti vardir;
B)Vx,y,z € X igin p(z,y) < ai1(p(z, z) + p(z,y)) olacak sekilde bir a; > 1 sabiti vardir.
Ayni zamanda (X, p, pt) ticliistine, yarimetrik 6l¢ii uzay1 adi verilir.

Asagidaki 6zellikler ispatsiz olarak verilmistir.

e B(a,r) := {x € X : p(a,z) < r} yuvarlan p-olgiilebilir ve a € X,r > 0 i¢in
0 < u(B(a,r)) < oc.

e = € X in her bir V komsulugu i¢in B(z,r) C V olacak sekilde r > 0 sayis1 vardir.

o 1(X)=o00,u{a} =0veVa € X,0<r <ry<ociginB(a,ry)\B(a,r;) # 0.

13



0 <a<1lolsun. f € X igin I, ve K, kesirli integral operatorleri

ufu>:1AJQAMaywwu@x

Kﬁurzéf@MB@mmwmawmw

seklinde tanimlanir.

v, X uzayinda bagka bir 6l¢ii, A > 0 ve 1 < p < oo olsun.

1
|WWMMM:*?§@$LU@meW”<m

p
loc

normuna sahip tim f € L} (X, v) fonksiyonlarm kiimesine LP*(X, v, ) Morrey uzay
denir, burada tiim B yuvarlar1 lizerinde supremum alinir.

v = 1 ise bu durumda y Slgiine gore LP* (X, 11) klasik Morrey uzaydir. A = 0 olmast
durumunda ise v 6lgiisiine LP*(X, v, 1) = LP(X,v) Lebesgue uzayidir.

Ayrica, 8 € R olsun.

oo = sw o [ 17)Polay)duw) s < oo

aeXr>0 17 JB(ay)

olacak sekildeki tiim p-6l¢iilebilir f fonksiyonlarin kiimesine M g"’\(X , i) agirlikli Morrey
uzay1 denir.

B = 0 ise burumda Mg’A(X, @) = MPMNX, 1) .

wolgisti (u € (GC)) biiyiime kosulunu saglarsa bu durumda

p(B(a,r)) < Cor

olacak sekilde bir Cy > 0 sabiti vardir; aynm1 zamanda, p 6lgtisii (1 € (DC')) doubling

kosulunu saglar ise bu durumda da
M(B(a7 2T)) < ClM(B(a7 7"))

olacak sekilde herhangi bir C'; > 1 sabiti vardir.
Simdi ispatsiz olarak Eridani ve ark. [9] tarafindan verilen bazi sonuclar1 verelim.
Ayni1 zamanda bu sonuclar Oklid uzayinda, Kokilashvili [32], Kokilashvili ve Meskhi [34]

tarafindan verilmistir.

Teorem 2.22. (X, p, 1) uzay: bir yarimetrik olgiilebilir uzay olsun. 1 < p < ¢ < oo ve
0 < a < 1 oldugu kabul edilsin. Bu durumda [, operatorii LP(X) uzaymdan L?(X) sinirlt

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Va € X ve r > 0 i¢in

14



pq(l —a)

w(B(a,r)) < Cr? , g =22 7/

(B(a,r)) P
olacak sekilde bir C' > 0 sabitinin olmasidir [9].

Sonuc 2.23. (X, p, 1) uzayi bir yarimetrik olgiilebilir uzay, 1 <p < 1/avel/qg=1/p— «
olsun. Bu durumda /,, operatérii LP(X) uzayindan L?(X) uzayina simrli olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul € (GC) [9].

2.7. BMO Uzay1

Sinirl ortalama salimim ( BMO ) fonksiyonlari, diferansiyel denklemlerle baglantilt
olarak F. John ve L. Nirenberg [30], Stein [47] tarafindan tamimlanmistir. R™ iizerindeki
tanim su sekildedir: Kabul edelim ki f, R™ kiimesindeki kompakt kiimelerde integranebilen
bir fonksiyon , (yani f € L'¢(R)) ve |Q] ile Q nun hacmini gosteren, R" igindeki herhangi

bir yuvardir. f fonksiyonun () ortalamas:

1
fo = @/Qf(t)dt-

Tanimdan, f fonksiyonu BMO ait ise
1
1l =sup = [ [f(t) = foldt < oo,
o 1QlJq

burada supremum tiim () yuvarlari iizerinden alinir. Ayrica, || f||., f fonksiyonunun BMO-normu
olarak adlandirilir ve sabit fonksiyonlar1 boldiikten sonra BMO iizerinde bir norm haline
gelir. Sinirli fonksiyonlar BMO da dir ve BMO-fonksiyonu, her bir p < oo i¢in L,(R)
lokaldir. BMO-fonksiyonlarina tipik bir 6rnek, R™ kiimesinde bir P polinomu ile log |P)|
formudur.

BMO uzay1 modern harmonik analizde 6nemli bir yeri vardir.

n = 1 alimirsa A Hilbert doniistimii:

Hf(zx) =lim flx —t)/tdt,

10 Jit|>e

Lo (R) uzayindan BMO uzayina sinirhdir, yani,

1H f]l+ < G|l floo-

Benzer durum singiiler integral doniisiimlerinin genis bir sinifi ve Riesz doniistimler

icinde dogrudur [47]. {7}, 0 < Res < 1 operatorlerinin analitik aileleri i¢in Riesz

interpolasyon teoreminin bir versiyonu vardir ve Ly-sinirlilik varsayimlarinin yani sira || T},

)
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(zayif) varsayimut igerir || 77 ypent(f) ]|« < C|| f| yerine her zamanki varsayim
| T1sbent(f)lloo < Cflle  [47]. Ancak en popiiler sonug, Fefferman dualite teoremidir
[14], [15], [47]. Bu teoremden, H' dualinin BMO oldugunu belirtir. Burada H!, R"
tizerindeki reel Hardy uzayim gosterir. Sonug, BMO {iizerinde uygun bir kompleks carpimi
ile, diskteki veya iist yari-diizlemdeki olagan H' uzay1 i¢in de gecerlidir [18]].

R™ iizerinde Calderon-Zygmund operatorleri singiiler integral operatorlerinin onemli
bir sinifi formundadir.

Calderon-Zygmund operatorii, lineer bir 7" : D(R"™) — D'(R") gibi K (x,y) Schwarz
cekirdegine kargilik gelen Q = {(z,y) : z,y € R™, x # y} tizerinde asagidaki ozellikler ile
tanimlanir:

i) K, Q kiimesinde lokal integranebilirdir ve | K (z,y)| = O(|x — y|™") saglanr;

i) (z,y) € Qve|lr’ —z| < |z —y|/2i¢in

|K(z'y) — K(z,y)| < Cla’ — 2w — gy

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti ve 0 < v < 1 vardir.
Benzer sekilde, (z,y) € Qve |y —y| < |z — y|/2 i¢in

K (z,y") = K(z,y)| < Cly =y |z —y["7.

iii) T, Lo(R™) tizerinde genisletilmis sinirli lineer bir operatordiir [31]).
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3. MATERYAL VE METOT

M, A(R™) klasik Morrey uzaylarinda ikinci dereceden eliptik kismi diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglart Morrey [39] tarafindan incelendi. Ayrica, son yillarda
bircok matematikg¢i tarafindan klasik Morrey uzayinin 6zellikleri ve uygulamalari [7, 8, [13,
39, 411 ve genellestirilmis Morrey uzaylarda r* fonksiyonu yerine negatif olmayan () bir
genel fonksiyonunun yeter sartlari alinarak incelenmistir [21, 24, 38, 140, 146].

Ayrica, @ = 0 ve p(z,r) = r®/? durumunda VMY (R") uzaymm VM,
vanishing Morrey uzay1 oldugunda Vitanza [49] tarafindan kismi tiirevli denklemlerinin
uygulamalar1 ve vanishing genellestirilmis Morrey uzaylarinin bazi 6zellikleri de Akbulut
[2], Ragusa [42] ve Samko [43] tarafindan incelenmistir.

H,, Heisenberg gruplarinda

L=-Ay +V

Schrodinger operatorii olsun, burada V', RHg o ters Holder simflarina ait negatif olmayan
potansiyeli ve @, H,, Heisenberg gruplarinin homojen boyutudur. Z%, L operatériine karsilik
gelen kesirli integral operatorii olsun.

Bu yiiksek lisans tezinde, 7, é operatoriiniin, LM;:;/ (H.,,) lokal genellestirilmis Morrey
uzaylarinda ve Schrodinger operatoriine karsilik gelen Mggf (H,,) genellestirilmis Morrey
uzaylarinda siirliigs, LM (H,) uzaymndan LMY (H,) uzaymna ve M) (H,) uzaymdan

Mg (Hy), 1/p — 1/q = B/Q uzayma simrliliginda (1, @2) cifti iizerinde yeter sartlar
incelemistir. Ayrica tezde Heisenberg gruplarinin bazi temel sonuglar1 verilecektir [6} 16,

17].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Heisenberg gruplarinin fark ve siirekli versiyonlari, matematigin bir¢ok alaninda 6zel-
likle Fourier analiz, cok degiskenli kompleks analiz, geometri, topoloji ve cebirsel geometri
gibi alanlarda ¢alisan matematikgiler tarafindan incelenmekte olup ve uygulamalar1 ¢calisiimak-
tadir. Bu boliimde Heisenberg gruplari ile ilgili bazi temel sonuglara yer verilecektir [6} [16),
17].

4.1. Heisenberg Gruplan

H,,, 2n + 1 boyutlu bir Heisenberg grubu olsun yani R?” x R manifoldu altinda bir
nilpotent Lie grubudur. Grubun yapisi

(.’K, t)(:ga S) = (l’ +y, t+s + 2Z(xn+jyj - xjynJrj))
j=1
ve H,, tizerinde sol degismez vektor alaninin Lie cebiri

0 0 0 0 o .
X2n+1:§7 Xj:8_%+2xn+ja7 Xn+j: _2:6]&7]:17 e, N

axn-ﬁ-j
seklindedir. Komiitasyon bagintilarida
[Xja Xn+j] = _4X2n+17 ] = L e, N
ile verilir. Ay, alt-Laplasyan
2n
Au, = X}
j=1

seklinde tanmimlanmaktadir. IH,, iizerindeki Haar 6l¢iisii, R?" x R iizerindeki Lebesgue dlciisii
olarak alinabilir. |F|, herhangi bir 6l¢iilebilir £ C H,, kiimesinin ol¢iisiidiir. H,, tizerindeki

homojen norm su sekilde tanimlanir;
1
gl = (l«* + [t*)7, g = (x, t) € Hy,

burada H,, iizerinde sol degismez uzunlugunun d(g, h) = |g~'h| olmasim saglar. T,
lizerindeki genislemeler §,(z, t) = (rx, r*), r > 0 formundadir. Bu grup iizerindeki
Haar ol¢iisti dz = dz; . . . dzo,dt Lebesgue olgiisii ile ¢akigir. H, nin birim elemani
e=0¢€ R ve g = (z,t) nin terside g~! = (—z, —t) dir.

H,, nin homejen boyutu Q = 2n + 2 olmak iizere r yarigapli ve g merkezli yuvar,

B(g, r) ={h € H,:|g~'h| <r}
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ve |B(g,r)| = r?|B(0,1)| dir. Eger B = B(g, r) ise bu durumda AB, X\ > 0 i¢in B(g, \r)
oldugunu gosterir. Agik bir sekilde |AB| = \?|B| dir.
Heisenberg gruplarinin analizi ile ilgili detayl bilgiler i¢cin bakiniz [[16, 47].

4.2. Schrodinger Operatorii

Schrodinger operatorii, V', negatif olmayan potansiyel fonksiyonu, V' # 0 ve bazi
q > Q/2 i¢in RH, ters Holder siniflarina ait olmak tizere, H,, Heisenberg grubu iizerinde,

n > 3 ig¢in
L=-Ayg, +V

seklinde tanimlanir. Yani bir C' > 0 sabiti mevcut olacak sekilde ters Holder esitsizligi her
g € H, ve 0 <7 < o0igin

1 Ha C
_ Vih)dh S—/ V(h)dh 4.1
<|B<g,r>| /B(g,m (h) ) Blo Sy @0

seklinde elde edilir, burada B(g, ), g merkezli r yarigaph bir yuvardir.

Ozellikle, V negatif olmayan bir polinom ise bu durumda V' € RH,.,. Acikcasl,
g2 > qi ise budurumda RH,, C RH, . Aynca RH, ters Holder simfi, V' € RH, ise bu
durumda bazi € > 0 i¢in V' € RH, . dzelliine sahiptir. Boylece 0 # V' € RHg/, olarak
kabul edilecektir.

q > /2 olmak iizere verilen bir V' € RH, potansiyeli i¢in 0 < p(g) < oo yardimci
fonksiyonu, herhangi bir g € H,, i¢in

1 1 /
plg) = =sup<r: Vhdhgl}
(©) my(g) r>0{ 2 (g (5

seklinde tanimlanir [435]].

0 > 0 oldugunda BMOy(H,,, p) Schrodinger operatoriine karsilik gelen BMO uzayz,

tiim lokal integralenebilen b fonksiyonlarinin bir kiimesi gibi her g € Hl,, ve » > 0 icin

1 / r \?
S b(h) — baldh < O 1+ )
|B<g77‘)‘ B(g,r) p(.g)
seklinde tanimlanir, burada

1
b:—/bhdh
2= 15 /,""

[4]. b € BMOy(H,, p) normu, [b], ile gosterilir ve yukaridaki esitsizlikte verilen sabit
sayimnin infimumudur. BMO(HL,) € BMOgy(H,,, p) oldugu asikardr.
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A < B sembolii; C sabiti, tiim 6nemli parametrelerden bagimsiz olarak evrensel bir
pozitif olmak tizere A < C'B yerine kullanildi. Eger A < Bve B < Aise A ~ B yazilir ve
A, B ye esdegerdir denir.

4.3. Schrodinger Operatoriine Karsiik Gelen Morrey-Tipli Uzaylar
Bu kisimda, Oklid kiimesinde Guliyev [25], Akbulut, Omarova, Ragusa ve digerleri

(2,11}, 14, 128, 48] tarafindan tanimlanan Schrodinger operatoriine karsilik gelen merkez (lokal)

ve global genellestirilmis Morrey uzaylarinin tanimlart verilmistir.

Tanim 4.1. (Genellestirilmis Morrey Uzay ve Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen
Lokal (merkez) Genellestirilmis Morrey Uzay) (1) fonksiyonu, (0,00),1 < p < o0, >
0 de 6lgiilebilir bir fonksiyon ve V- € RHy, ¢ > 1olsun. M) = MY (H,) genellestirilmis
Morrey uzay1 ve Schrodinger operatoriine karsilik gelen LM;QX = LM&X (H.,,) lokal genelles-

tirilmis Morrey uzayi, sirasiyla,

||f||M;;g = geﬂsﬂli’]@iw (1 + @) o(r)"r Q/p”f”Lp(B(g,r))

r o
v = 1 _> -1,.-Q/p o))
gy = (14 205 ) @)™l ey

sonlu yart normlari ile tim f € Lj (H,) fonksiyonlarinin uzay: seklinde tanimlanir [23].
Burada e, H,, de birim elemandir.

Ayrica, WM;;f;y = WM;;;DV (H,,) zayif genellestirilmis Morrey uzayi ve Schrodinger
operatoriine karsihk gelen LW M) = LW M) (H,,) lokal zayif genellestirilmis Morrey

uzayl, sirastyla,

T @ 1 —
[l = sup (14 —25) o)™ flhwe, oty < o0,
g n,T

T « 1 —
(_)> o(r) P FllwLy(Bleny) < 00

ov =sup (1+
I awagzy =sup (14

p

e (H,,) fonksiyonlarinin uzay: seklinde tanimlanir.

sonlu yar1 normlart ile tim f € WL

Uyar14.2. (i) « =0 ve ¢(r) = r® @/ oldugunda MY (R") uzaymmn M, ,(R") klasik
Morrey uzay1 oldugu Morrey [39] tarafindan ve Oklid kiimesinde LM[?:DV(R”) uzayinin
LM, »(R"™) merkez Morrey uzayi oldugu Alvarez ve ark. [3] tarafindan incelenmistir;

(i1) p(r) = rA=@/P oldugunda MY (R™) uzaymn Schrodinger operatoriine kargilik
gelen M; ’/\V (R™) Morrey uzay oldugunu Oklid kiimesinde Tang ve Dong [48]] calismuslardir;
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(#11) o = 0 oldugunda M) (H,) uzaymmn M, ,(H,) genellestirilmis Morrey uzay
oldugunu Guliyev ve ark. [24] tarafindan ve LMZ?:DV(HH) uzaymn LM, ,(H,) merkezi
genellestirilmis Morrey uzay oldugu Guliyev [19], tarafindan incelenmistir [20, 23 26, 27].

(iv) Mg;DV(R”) ve LM]%V(R”) uzaylarinin, sirasiyla, genellestirilmis Morrey uzayi,
Schrodinger operatoriine karsilik gelen merkezi genellestirilmis Morrey uzay oldugunu Oklid

kiimesinde Guliyev [25] tarafindan incelenmistir [1} 2} 28]].

M, »(R™) klasik Morrey uzaylari, Morrey [39] tarafindan ikinci dereceden eliptik
kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davranigini incelemek i¢in tamitildi. Klasik
Morrey uzaylarinin 6zellikleri ve uygulamalar1 bircok matematikg¢i tarafindan detayli bir
sekilde incelenmistir, [8) [13} 139, 41]. Genellestirilmis Morrey uzaylari, bazi varsayimlari

saglayan genel negatif olmayan bir () fonksiyonun yerine 7 ile tammlamr [10} 1T} 22} 24].

4.4. Heisenberg Gruplarinda Kesirli Integral Operatorii

Heisenberg gruplarinda kesirli integral operatorii asagidaki gibi tanimlanir:

h
Isf(g) = /Hn ‘h{(%dh'

Kesirli integral operatorlerin, L,(H,) ve M, ,, (H,,) uzaylarindaki smirhig: ile ilgili

teoremler ispatsiz olarak asagida ifade edilmistir.

Teorem4.3. 0 < f < 2n+2, 1 <p<qg<oovel/p=1/qg+ /(2n + 2) olsun.
f € L,(H,) igin,

(a) p > 1ise budurumda Ig, (p, q) tiplidir,

(b) p = 1ise budurumda I3, (1, q) zayif tiplidir [51]].

Q

Teorem4.4. 1 < p <o00,0<f < —,

1 € Ly, o € Qg olsun ve (¢1, )

1 B
p Q

| =

cifti asagidaki kosulu saglasin

- Q
/ = supr<s<ogg01(u, s)sv dr < Ca(u,t), 4.2)
t ra r
burada C' sabiti u ve r den bagimsizdir. Bu durumda p > 1 igin I operatérii M, ., (H,)
uzayindan M, ., (H,,) uzayina ve p = 1igin I3 operatorii M, ,, (H,,) uzayindan WM, ,, (H,,)

uzayina sinirlidir [24].
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Teorem 4.5. 0 < 5 < Q,p,q € [1,00), o1 € Q, Ve py € Q, olsun.

1 1
. 1 <pc< % ve — = — — g bu durumda (#.2) kosulu altinda Iz operatdrii
q p
M, ., (H,,) uzayindan M, ., (H,) uzayma smrhdir. Ayrica, 1 < p < 9 ise bu durumda

(@.2) kosulu altinda 5 operatérii M, ., (H,,) uzayindan M, ., (H,,) uzayma sinirhdir.
2. p1 € G, ise bu durumda her ¢ > 0 i¢in C' > 0 sabiti ¢ den bagimsiz olmak iizere

P (t) < Cps(t), (4.3)

kosulu altinda, /g operatérii M, (H,,) uzayindan W M, (H,, ) uzayina ve M, (H, ) uzayin-
dan M., (H,,) uzayma smirhdir.

3.1<p< % ve % = 110 — g olsun. ¢y € G, durumunda her ¢t > 0 i¢in C' > 0 sabiti ¢
den bagimsiz olmak iizere

/00 P o) (r)dr < CtPo (1), 4.4)
¢

diizenlilik kosulu saglanirsa bu durumda (4.3) kosulu /5 operatériiniin M, (H,,) uzayindan
W M,,(H,) uzayma smirl olmasi igin gerek ve yeter kosuldur. Ayrica, 1 < p < % ise

burumda (4.3) kosulu /3 operatoriiniin M, (H,,) uzayindan M, (H,,) uzayina sinirli olmasi

icin gerek ve yeter kosuldur [10].

4.5. Heisenberg Gruplarinda Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen Kesirli
Integral Operatoriiniin Morrey Tipli Uzaylarda Smrhhig

Bu kisimda, Ié: operatoriiniin LM;:DV (H.,) merkezi genellestirilmis Morrey uzaylarda
ve Schrodinger operatoriine karsilik gelen Mggpv (H.,,) genellestirilmis Morrey uzaylarda sinirli-

1181 incelenmistir.

Tamim 4.6. (Schrodinger Operatoriine Karsihk Gelen Kesirli Integral Operatorii)
V' € RHg/; olmak iizere L = —Ap, + V olsun. L operatoriine karsilik gelen kesirli
integral operatorii 0 < f < @ i¢in

TEf(g) = L5 (g) = / T (f)(g) e

seklinde tanimlanir.
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Uyar14.7. Eger H,, iizerinde, L. = —Ap, altLaplasiyan ise budurumda Ié operatorii I

Riesz potansiyelidir yani

h
Isf(g9) = /Hn m_fl(ﬁdh-

Simdi ileriki kistmlarda kullanilacak kritik fonksiyonlarla ilgili bazi teoremler ispatsiz

ifade edilmistir.

Lemma 4.8. VV € RHg/; olsun. Her g, h € H, i¢in p fonksiyonuna kargilik gelen

kg

>_k0 < p(h) < Cp(g) (1 + %) e (4.5)

olacak sekilde C' ve ky > 1 sabitleri vardir [37] .

Lemma 4.9. g € B(gp,r) olsun. Bu durumda k& € N igin

1 < 1

2.

N o~ N/(koJrl)[
2k 2k

(1 + P(9)> <1 - P(90)>

BMOy(H,,, p) yeni BM O uzay ile ilgili baz1 esitsizlikler asagida verilmigtir.

Lemma 4.10. 1 < s < oo olsun. Eger b € BMOy(H,, p) ise bu durumda BM Oy(H,,, p)

icin g € H,, ve r > 0 olmak iizere

(%/Bw(h) - bB\sdh>1/S < [oo(1+ @)9,,

burada ' = (ko + 1)0 ve ko, (@.5) esitsizliginde belirtilen sabitlerdir  [4].

Lemmad4.11. 1 < s < oo, b € BMOy(H,, p) ve B = B(g,r) olsun. Bu durumda her
k € Nigin ¢’ Lemma daki gibi olmak iizere

<\2le| /m [b(h) — bB\Sdh) < [b]ak(l + %)9/ .

Ig operatoriiniin ¢ekirdegi K olsun. Kj3(g,y) cekirdegi ile ilgili bazi sonuglar
ispatsiz olarak asagida verilmistir.

Lemma 4.12. Eger V' € RHg/; ise bu durumda herbir N igin

C 1
[Ks(g,y)] < I g (4.6)
( ™ r(9) )
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olacak sekilde bir C sabiti vardir  [55]].

Son olarak, essential supremum ve essential infimum arasindaki bagintiy1 veren sonuglar

ispatsiz olarak asagida ifade edilmistir.

Lemma 4.13. f, reel-degerli negatif olmayan £ kiimesinde 6l¢iilebilir bir fonksiyonu olsun.

Bu durumda

(esgse%nf f(g)) oo esgse%nf ﬁ

[S0].

Lemma 4.14. ¢, (0, co) araliginda pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon, 1 < p < oo, a > 0 ve
V € RH,, ¢ > 1 olsun. Eger

n

sup (1 + L) Tt oo bazit > 0igin “4.7)
t<r<oo p(e) (lp(r)

ise bu durumda LMg;pV (H,) = ©, burada ©, H,, gruplarinda tiim 0 denk fonksiyonlarin
kiimesidir  [28]].

Lemma 4.15. ¢, (0, c0) araliginda pozitif ol¢iilebilir bir fonksiyon, 1 < p < oo, a > 0 ve
V € RH,, ¢ > 1olsun.

(1) Eger

ro\YT
sup <1+—>

=00 bazs t>0 veher geH, icin (4.8)
t<r<B P(g)

ise bu durumda M;:PV(H”) = 0.
(i) Eger

sup (1 + L) o(r)' =00 bazm T>0 veher geH, icin (4.9)
0<r<r p(g)

ise bu durumda M) (H,,) = © [2,[10].

a,V

p.loc Olarak

Uyar 4.16. (0, co) aralifinda tiim pozitif 6l¢iilebilir ¢ fonksiyonlarinin kiimesi €2

tanimlansin. Her ¢ > 0 i¢in
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Ayrica, (0,00) araliginda tiim pozitif dlgiilebilir ¢ fonksiyonlarinin kiimesi Qg"v olarak

tanimlansin. Her ¢ > 0 i¢in sirasiyla;

Q
sup‘(l—kL)ar ’ < 00
geH, p(g)/ (1) llLes(tc0)

ve
sup (1 + L>a o(r)™! < 0o
geH, p(9) Loo (0:1)

[2, 10].

Bundan sonra, LMZ?:DV(H”) ve MY (H,) uzaylarinda asikar olmayan durumlarda ,sirastyla,

daima o € Q7 ve p € Q% olarak kabul edilecekdir.

D, loc

I/B operatorii i¢in lokal Guliyev esitsizligi asagida ifade edilmigstir [[19, 20, 21].

Teorem 4.17. V € RHg), olsun. Eger 1 < p < Q/f3,1/q = 1/p — 3/Q ise bu durumda
herhangi bir f € L} (H,) i¢in

1Nl 2,(Bgoy dt
IZH 0 sy S 78 [ PP 2
2r ta t
esitsizligi saglanir.

Ayrica, p = 1 ise bu durumda herhangi bir f € L}, (H,) i¢in

>~ Hf”Ll(B(go,t)) @

I1Z5 (f )IIWLQQ (Blgor) ST B/ Q-8 ¢

2r
esitsizligi saglanir [12].

Ispat. Keyfi bir g, € H,, alinmak iizere, B = B (go, ) kiimesi ve herhangi bir A > 0 i¢in
AB = B(go, Ar) olsun. Bu durumda f fonksiyonu f = f; + f, seklinde yazilabilir, burada
Ji(h) = F(R)X 50 20 () V€ X4 20y » B (G0, 2r) kilmesinin karekteristik fonksiyonudur.
Dolaysiyla,

1Z5 ()| zagory < N5 )l yBory + 125 (f2)ll LoBigor)-
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f1 € Ly(R"™) ve Zj operatorii, L,(H,) uzaymndan L,(H,) uzaymna sl olmasindan (bkz.

[37,471])
IZ5 (F)llpaBlgorn S HfHLp (90,2r))
< dt
< .9
S ¥ oo |
<2 / ||f||LpC;3got ) dt
2r ta t
gerceklenir.

IZ5 (f2)ll L, (B(go.r)) normunda g € B, h € (2B)° oldugundan
9]~ [n™"gol

olmasini gerektirir. Boylece, (@.6) esitsizliginden

sup [T < [ Kolo. 1) ah

geB
|/ (h)]
5/ oW
2B)e |h™ go|

o0

S 3o [ plan
1 2k+1 B
elde edilir. Holder esitsizliginden
Q 2k+1y
sup|Z5 (1) (g r<2\|fHLp<2k+lB @ [
geB 2k
2k+1

HfHLp Bgo,t)) dt

A
108 T
\

Bu durumda, 1 < p < @/f igin

2y (B0t dt
ITH )l S 7 [ MG

esitsizligi saglanir. Boylece, @.10) ve (#.12)) esitsizliklerinden 1 < p < Q)/f i¢in

o [ ||zt dt
ITH Doty 5 [ g
2r
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elde edilir.
p = 1 olmasi durumunda ise Z} operatoriiniin L, (H,) uzaymndan WL -2 (H,)
uzayina sinirli oldugundan (bkz. [37,47]),

- N fllr.s 1)) dt
“IﬁL(fl)HWL Q (B(go:r)) S ||fHL1(B(g0,2r)) S r¢ 5/ %_
o= 2r t t

saglanir. (4.12)) esitsizliginden

I1Z5 () llwe o B0 < IZ5(lL o (B2
Q—ﬂ Q-8

< pR-p /OO | f ”Ll(B(goi))@
~ 5 Q-8 t

Dolaysiyla,

< Q-8 Oo”f”h(ﬂﬂoi))@
L e

olur. Boylece ispat tamamlanir. m
Simdi, Z} operatoriiniin (1, @) ¢iftinin sagladigi sartlar iizerinde p > 1 igin
LMY (H,) uzaymdan LMY, (H,) uzaymna ve LM} (H,) uzaymdan

LW M, Y (H,,) uzayna simirhgi ile ilgili sonucu verelim.
CEER

Teorem418 VeRHgp, a>0,1<p<Q/B,1/qg=1/p— B/Q olsun ve ¢, e Q™Y
QOQEQ

p,loc?

q,loc

fii(s)s?

oo €SS 111 901 SP dt

/ t<aoc L < cpalr) (4.14)
r tq

sartin1 saglasin, burada ¢, sabiti  den bagimsizdir. Bu durumda IL operatorii p > 1 i¢in
LMY (H,) uzayindan LMY (H,) uzayma ve LM (H,) uzaymdan LWMO‘ Y (H,)

p,p1 q,$2 n »P1 025%2
uzayina sinirhidir — [12].

Ispat. Lemma den dolay1

1 .
= ess inf
t<s<oo

Q
p

ess inf 1 (s)s o1(s)s

t<s<o0
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elde edilir. Burada hatirlatahm ki, || f ||, (B(e,r)) fonksiyonu 7 ye gore azalmayan bir fonksiyon

ve f € LMY (H,) oldugundan

p,p1

(1+55) 1 lsen

(1 + m) 1Fllzo(Ber ,
e < ess inf 3
ess inf @1 (s)s» ressee ©1(s)s»
r<s<00
(1+55) 1l mes
< sup 3
0<s<oco 901(8)8;
S 1l -

a > 0 olmasi durumunda ve (1, o) ¢ifti (4.14) sartin1 sagladidinda ise

Q
/oo Hf“Lp(B(e,T))d_T _ /OO < ) Hf”Lp )?_iii%fgol(s) SP d_
2r e T 2r ess inf (,01(8)8% <1 - )QT% T
T<8<00 (e)
Q
p

oo ess inf g1 (s)s?

||f||LMD‘V/ T<8<00 a
P,P1 r T
2r (1 + m) T

r —
S gy, (1+ T@)

oo €SS 1nfg01() QdT
7

TI8<00
o [TEEE
r T 4

<1 + @) _a802(7”)

2 |Q

< iy

elde edilir. Teorem den dolay1

ZEA s rer < (1
T iy, S s (1

T\ 1 [ L Besy) dt
< sup (1 + —) wa(T) 1/ —_—
r>0 p(@) 2r t% 13

T @ 1 —
)" oalr) =N TE sty

HfHLM;!(XI

olsun. (@.13) esitsizligindeki benzer durumdan dolay1

Nfl Ly Be,ry) dT T\
W (Bler) 4T (1 _> .
/27« Q-5 RN ||fHLM1;/1( + p(e) 902(7’)
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Boylece, Teorem den dolay1

T @ _ _
IZE D ey S (14 =) ) U TE(F)

Q_B,<p2 r>0
o 1 [ s Beery dT
< su (1_|__) r 1/ 2O T)) 7
sap(e ) e [, TS

< Ul

@ (B(em)
Q-7

<

Sonuc4.19. V € RHgp, o > 0,1 < p < Q/B, 1/qg = 1/p — B/Q olsun ve ¢, €
QY o € QFY ([@.14) sartim saglasin. Bu durumda Z} operatorii p > 1 igin M) (HL,)

uzaymdan M) (H,,) uzayma ve M;' ;X (H,,) uzayindan W M) . (H,,) uzayma smirhdir.
’ ’ 2

Uyar 4.20. Teorem de V' = 0 olmasi durumundaki ispat1 Guliyev ve ark. tarafindan
[24] Teorem 5.2 de verilmistir ~ [12]].
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5. SONUC VE ONERILER

Kesirli integrallerin ve onlarin uygun fonksiyonlarla komiitatorlerinin sinirliligi har-
monik analizde 6nemli bir rol oynamaktadir. Diizgiin olmayan katsayilara sahip diferansi-
yel denklemlerin ¢alismalarinda kesirli integral operatorlerinin komiitator integralleri dogal
ola- rak ortaya ¢ikar. Son yillarda L Schrodinger operatdriine karsilik gelen kesirli integral
operatorle- ri ve bunlarin BM O fonksiyonlart ile komiitatorleri biiyiik ilgi gormiistiir. Bongi-
oanni ve ark. [4], Martinez [33], Tang ve Dong [48] tarafindan L, Lebesgue uzay1 ve L,
agirlikli Lebesgue uzaylarinda harmonik analizin Schrodinger operatoriine karsilik gelen
integral operatorlerinin sinirhiliklar: aragtirilmagtir.

Bu tez konusunu bir baslangi¢ kabul edilerek, "Schrodinger operatorlerine karsilik
gelen integral operatorlerinin Morrey-Tipli uzaylarda sinirlilig1" konusunda daha ileri diizey-

de calismalar yapabilmek icin bir temel olusturulmasi hedeflenmektedir.
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