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Bu yiiksek lisans tezinde, Heisenberg gruplarinda Schrodinger operatorlerine karsghik
gelen kesirli integral operatorlerinin komiitatorlerinin Morrey tipli uzaylardaki sinirliliklar
hakkinda bilgi verilecektir. Ilk boliimde, literatiirde bu konu ile ilgili arastirmalari olan
bir cok matematik¢i hakkinda bilgi verilmis ve bu caligmanin amacindan bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, tez konusunda gegen bazi temel tanim ve ozellikler verilecektir. Ugiincii
boliimde, tez konusu ile ilgili materyal ve metotlar hakkinda kisa bilgi verilmigtir. Dordiincti
boliimde, Heisenberg gruplari, Schrodinger operatorii ve Schrodinger operatoriine karsilik
gelen Morrey uzaylar1 hakkinda temel tamim ve 6zellikleri ile ilgili bazi bilgiler verilerek
Heisenberg gruplarinda tanimli Schrédinger operatorlerine karsilik gelen kesirli integral o-
peratorlerinin komiitatorlerinin Morrey tipli uzaylardaki sinirliliklart hakkinda bilgi verilmig-
tir. Son boliimde, tez konusunun arastirilmasindaki amag ve hedefi hakkinda kisaca bahsedil-
mistir.

Anahtar Kelimeler: Schrodinger operatoriine karsilik gelen Morrey uzaylari, maksimal

fonksiyon, kesirli integral operator, Riesz potansiyeli.
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In this master’s thesis, information will be given about the boundedness of the commu-
tators of fractional integral operators corresponding to Schrédinger operators in Heisenberg
groups in Morrey type spaces. In the first part, information is given about many mathematici-
ans who have done research on this subject in the literature and the purpose of this study
is mentioned. In the second part, some basic definitions and characteristics of the thesis
will be given. In the third part, brief information is given about the materials and methods
related to the thesis topic. In the fourth part, some information about Heisenberg groups,
the Schrodinger operator and the Morrey spaces corresponding to the Schrédinger operator
are given, and some information is given about the basic definitions and properties of the
Schrodinger operators defined in Heisenberg groups. Information is given about the limitatio-
ns of commutators of fractional integral operators in Morrey type spaces. In the last part, the
purpose and objective of researching the thesis topic is briefly mentioned.

Keywords: Heisenberg Groups, Schrodinger operators, maximal function,fractional integral

operator, Riesz potential.



SIMGELER VE KISALTMALAR DIZiINi

Simgeler
R™
B(z,r)

| Bl

XB
L(R™)
LP(R™)

LP

loc

(R?)

Aciklama

: n-boyutlu Oklid uzay1

: « merkezli r yarigaph yuvar

: B kiimesinin Lebesgue ol¢iimii

: B kiimesinin karakteristik fonksiyonu
: R™ de olciilebilir fonksiyonlarin sinifi

: Lebesgue uzay1

: R™ de p—lokal integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi

: Morrey uzayi

: Genellestirilmis Morrey Uzay1

: Heisenberg grubu

: ters Holder simiflart

: alt-Laplasyan

: Schrodinger operatorii

: Kesirli integral operatorii

: Komiitator operatorii

: Kesirli integral operator (Riesz potansiyeli)

: Calder6n-Zygmund operatoriiniin komiitatorii

: Riesz potansiyelinin komiitatorii

VI



1. GIRIS
Klasik Morrey uzaylar1 1938’de C.B. Morrey tarafindan eliptik kismi diferansiyel

denklemlerin ¢dziimlerinin yerel davraniglarinin incelenmesi ¢calismalarinda ortaya cikarilmig-
tir. 1 <p<oo, 0 <A<n, feLP(R") olmak iizere L, = L, (R") Morrey uzay1

Ly = {f 6lgiilebilir : |f]|,, < oo}

seklinde tanimlanir, burada || f[|z, , normu

ey =Wl = s (5 [ 1Pay)” <o
zeR*,r>0 \T7" JB(z,r)
ile verilir.

Kesirli integrallerin ve onlarin uygun fonksiyonlarla komiitatrlerinin sinirliligi har-
monik analizde dnemli bir rol oynamaktadir. Diizgiin olmayan katsayilara sahip diferansiyel
denklemlerin calismalarinda kesirli integral operatorlerinin komiitator integralleri dogal olarak
ortaya cikar.

Son yillarda L Schrodinger operatoriine karsilik gelen kesirli integral operatorleri
ve bunlarin BM O fonksiyonlar1 ile komiitatorleri biiyiik ilgi gormiistiir. B. Bongioanni,
A. Cabral ve E. Harboure; T. Martinez; L. Tang ve J. Dong tarafindan L, Lebesgue uzay1
ve L, agirlikli Lebesgue uzaylarinda harmonik analizin Schrodinger operatoriine kargilik

gelen integral operatorlerinin sinirliliklart aragtirilmastir.






2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde, calismamuz ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatorler hakkin-
da genel bilgilere, baz1 temel tanimlara ve ana sonuclarimizin ispatinda kullanilan araglara

yer verilmisgtir.

2.1. On Bilgiler

Bu kisimda, normlu uzaylarin tez konusu ile ilgili bazi tanim, teorem ve 6zellikleri

ifade edilmistir.

2.2. Normlu Uzaylar

Tanim 2.1. X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor uzayi olsun. Eger
[ : X = R, 2 — |z

doniisiimii Vo, y € X ve a € K i¢in

(M) [lz] = 0ve f|lz] =0 &z =0

(N2) Jlaz]| = |af [z]]

(Ns) |z +yll < llz]l + llyll (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime X iizerinde norm adi verilir. (X ||-||) ikilisine bir

normlu vektor uzayi denir. (X ||-||) normlu uzay1 kisaca X ile gosterilir [2]].

Teorem 2.2. X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor uzay1 olsun.
|-]:X—=R
seklinde taniml1 her norm doniisiimii X vektor uzayi iizerinde siireklidir [2].

Teorem 2.3. Bir K cismi iizerinde tanimli herhangi bir X normlu vektoér uzayinda vektorel

toplama ve skalerle ¢carpma doniisiimleri stireklidir [2].
Tanim 2.4. (Denk Norm) X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor uzay1 olsun. Vx € X igin
cllzlly < flzflz < Cflzfy

olacak sekilde ¢, C' € R pozitif sayilar1 varsa X tizerinde tanimli || - ||; ve || - ||2 normlarina

denk normlar denir [41]].



Tanmm 2.5. {z,} ,, (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi ve o € X olsun. Eger

n=1°
lim ||z, — 0] =0
n—o0

olursa x,, dizisi z( noktasina yakinsiyor denir ve x,, — =z veya lim x, = x, seklinde
n—0o0

gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama denir [41].

Tanim 2.6. (Cauchy Dizisi) (X, || - ||) normlu uzay: iginde {x,, } -, bir dizi olsun.
Ve > 0i¢in m,n > n. oldugunda ||z, — x,,|| < ¢ olacak sekilde ¢ sayisina bagli bir n.

dogal sayisi varsa {x,, } -, , bir Cauchy dizisidir denir [41]].

Tamim 2.7. (Banach Uzay1) Bir (X, ||-||) normlu uzay1 i¢indeki her Cauchy dizisi X igindeki

bir noktaya yakinstyor ise bu (X, || - ||) normlu uzayma Banach Uzayi ad1 verilir [2]].

Tanim 2.8. X ve Y iki lineer uzay ve 7' : Dy C X — Y bir fonksiyon olsun. 7T
fonksiyonuna operator denir. Burada D, T nin tanim kiimesi ve 7' (Dr) C Y de T nin
goriintii kilmesidir. Eger Dy, X in bir lineer alt uzayr ve 7" bir lineer doniisiim ise her «,
p € R (veya C) ve x,y € X igin

T (o + Py) = oT (x) + 5T (y) [44].

Tanim 2.9. Bir 7' : X — Y lineer doniisiim ve X, Y K cismi iizerinde iki vektor uzay1

olsun. Her & € R* ve her z, y € X i¢in

T(x+y) <Tx+Ty
T(ax) = olx

saglaniyorsa 7" ye “ alt lineer operator ” denir [44].

Tamim 2.10. X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak tizere, 7" : D (T') — Y lineer
operator olsun. Eger her x € D (T) igin, ||Tz|| < Al/z|| olacak sekilde bir A reel sayisi
varsa, 1" operatoriine sinirlidir denir [44]].

Bir T operatoriiniin normu ||| = sup 122l ile tanimlanur,

+eD(T) [l
x#0
Tanmm 2.11. Eger bir f (x) fonksiyonu igin hemen her yerde 7'f () > 0 ise 1" operatriine

pozitif operator denir [44].

Tanmim 2.12. X ve Y normlu uzaylar, D (1) C X olmak iizere, T : D (T') — Y bir operator
ve g € D (T) olsun. Eger verilen her ¢ > 0 sayisina karsilik, || — x| < 0 kosulunu
gercekleyen her = € D (T') i¢in, | Tx — T'zo|| < € olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa 7" ye

xq da siireklidir denir.



Tanim 2.13. (Siireklilik ve Sinirhilik) X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak tizere,
T :D(T) — Y lineer operator olsun. Bu durumda 7" nin siirekli olmast i¢in gerek ve yeter

kosul 7" nin sinirli olmasidir.

2.3. Olcii Teorisi

Tamim 2.14. (Cebir ve o- Cebiri) X bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir .4 sinifi
icin asagidaki 6zellikler saglantyorsa bu durumda A sinifina X {izerinde bir cebirdir denir:
(1) X e A
(i) VEe A, Ec=X\Fe A
(iii) k= 1,2,...n, Ej, € A = kglEk c A

Eger (i) sart1 yerine
“Yne N E,e A= OL_len cA”

sart1 konulursa A cebirine bir c— cebiri ad1 verilir [50]].

Tamim 2.15. (Borel Cebiri) Bir /C sinifin1 kapsayan o-cebirlerinin en kiigiigiine X nin tirettigi
(dogurdugu) o-cebiri denir. R™ deki biitiin agik (a,b) araliklarinin dogurdugu o-cebirine
Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir. n = 1 olmasi halinde B(R') Borel cebiri B(R)

ile gosterilir. B(R) nin her bir elemanina Borel kiimesi denir [50].

Tanim 2.16. X bir kiime ve .4, X iizerinde bir o—cebiri olsun. Bu durumda (X, .A)
ikilisine bir Ol¢iilebilir uzay, A daki her bir kiimeye de .A-Olciilebilir kiime veya kisaca

Olciilebilir kiime adi verilir [S0].

Tamm 2.17. (Olciilebilir Fonksiyon) (X, A) bir olciilebilir uzay ve f : X — R bir
fonksiyon olsun. Eger Vo € R i¢in

F o +oo)) ={reX: f(z)>a}e A

oluyorsa f ye oOlgiilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki ol¢iilebilir fonksiyonlarin ailesi
M (X, A) ile gosterilir [50].

Tanim 2.18. (X, A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. A iizerinde taniml genisletilmis reel degerli
bir 14 fonksiyonu

Hpu@=0

(i) VA € Aigin u(A) >0

(iil) Her ayrik (A,,) dizisi igin p ( fj An) = i w(Ay)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyg;; olgii derrii:r.1 Eger VA € A, u(A) < oo ise u ye sonlu
olcii ad1 verilir [40].



Tamm 2.19. ((")l(;ii Uzay1) Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri ve A iizerinde

taniml bir p Gl¢iisiinden olusan (X, A, p1) tigliisiine bir 6l¢ii uzayi adr verilir [40].

Tamm 2.20. (D1s Olcii) X bir kiime ve P (X ) de X in kuvvet kiimesi olsun. P (X) iizerinde

tanimli, genisletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu

(i) p* (@) =0

()VE € P (X)icin p* (E) > 0

(iii) A ¢ B C X icin p* (A) < p* (B)

(iv) Her bir n € Nigin A4,, € P (X) ise u* Ej An) < i p* (A,) sartlarini saglarsa p*
n=1 n=1

fonksiyonuna X iizerinde bir dis ol¢iidiir denir [40].

Tanmim 2.21. (Lebesgue Dis (")l(;iisii) (I1), R nin sinirh ve agik alt araliklarinin bir dizisi,

A= {(m CAC Ulk}

olsun. P (IR) tizerinde

m* (A) = inf{Zl(Ik) (L) € TA}

biciminde tanimlanan m* bir dis 6l¢iidiir. Bu dis 6l¢iiye Lebesgue dis dl¢iisiibdenir. Lebesgue
dis Olgiisti R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir [40].

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dis 6l¢iisiinii tanimlamak i¢in
I={z:a;<x;<b;, i=1,...n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 goz 6niine alalim. Bu araliklarin hacimleri

v(I) =[]0 - a)

=1

bicimindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dis 6l¢iisii

m* (E) = inf {ZU () : EC | JIn . Ii bir arahk}
k=1 k=1

ile tamimlanir. VA C R" i¢in eger
m*(A) =m* (ANE)+m" (AN (R" — E))  (Caratheodary Ol¢iimii)
ise I kiimesine Lebesgue 0l¢iilebilirdir denir [40].
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Teorem 2.22. R" iizerindeki Lebesgue dis Olciisii, her bir araliga onun hacmini karsilik
getirir [S0].

Uyari 2.23. A sayilabilir bir kiime ise m* (A) = 0 dur.
Uyari 2.24. [0, 1] kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tamm 2.25. (Lebesgue Olgiisii) M (R, m*), m* dis olciisiine gore olgiilebilen R nin alt
kiimelerinin sinifi olsun. m* Lebesgue dis 6l¢iisiiniin M (R, m*) smifina da B (R) sinifina

da olan kisitlanmasina Lebesgue 6l¢iisii denir, m ile gosterilir [40].

Tanmm 2.26. (X, A, 1) bir 6l¢ii uzayi olsun. Eger bir 6nerme (6zellik) 6l¢iisii sifir olan bir

kiime diginda dogru ise, o onerme (6zellik) hemen her yerde dogrudur denir [S0].

Tamim 2.27. (L, Uzayr) (X, X, u) bir 6l¢ii uzayi olsun. 0 < p < oo olmak iizere

L,= feM(X,E):/|f|pdu<oo

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar siifi denir. L, uzayinda bir f

fonksiyonunun normu

(lVV@OP,1§p<&>
11, =

esssup |f(z)] . p=oc
zeX

ile tanimlanir.

essilel)gglf(x)] =inf{A:m(x e X :|f(x)] >\ =0} [44].

Tamm 2.28. (Ortii) Birlesimleri A kiimesini kapsayan U; kiimeler ailesine A kiimesinin bir
ortiistidiir denir. Bu U; kiimelerinin her biri agiksa bu halde U;, A kiimesinin acik ortiistidiir
denir. Birlesimleri A kiimesini kapsayan alt topluluklar ailesine verilen Ortiiniin alt ortiisii
ismi verilir. Eger bu topluluklar ailesi sonlu sayida kiimelerden olusuyorsa, bu ortitye sonlu
alt ortii denir [40].

Tanim 2.29. X kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu sayida bir alt ortiisii varsa, X kiimesine
“kompakttir” denir. Kapali ve sinirli her kiimenin acik ortiisiiniin sonlu sayida bir alt ortiisii

vardir. Yani, kapali ve sinirli her kiime kompakttir [41]].



Tanimm 2.30. Bir f fonksiyonunun destegi f (x) # 0 sartin1 saglayan x noktalarinin kapanigi-

dir ve Supp f = {x : f (x) # 0} ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi kompakt bir

kiime ise bu durumda f kompakt destekli fonksiyon adini alir [41]].

Tamm 2.31. f olciilebilir bir fonksiyon olmak tizere her kompakt K kiimesi iizerinde

/\fldu<oo

ise f fonksiyonuna lokal (yerel) integrallenebilirdir denir ve

L (R") = {f [ 1fldp < oo; K C R™, Kkompakt} yazilir. Ayrica,
K

loc

L (R™) = {f : ({[|f|p du) T o< oo; K € R", K kompakt} ile gosterilir [44]).
Teorem 2.32. Eger 1 < p < oo ise bu durumda

L,(R") C LP

loc (Rn) - Llloc (Rn)
[44].

Tanim 2.33. (Holder Esitsizligi) p > 1 ve % + % = 1 olmak iizere f € L,, g € L, olsun.
Bu durumda f,g € L' ve

1f glly < (1711, llgll,

saglanir [33]].

Tamm 2.34. (Minkowski Esitsizligi) p > 1 icin eger f, g € L,, ise bu durumda
(f + g)€L,ve

LF =+ gll, < I£1l, +llall,
dir [33].

Tanim 2.35. (Schwarz Esitsizligi) f(z) € Ly ve g(x) € Lo olsun.

/blg(x)l2 dz

1
2

NI

/bf(x) g(z) dx| < /blf(x)|2 dz

esitsizligine Schwarz esitsizligi denir [35].



Tamm 2.36. R" ile n-boyutlu Oklid uzaymi gésterelim.
r=(x1,..., ), y=(y1, -, Yn) € R" ve

|z =/x3+ ...+ 22 xeR"|z| >0

olsun. Tiim R™ de veya R" in bir alt kiimesinde taniml1 bir fonksiyon

g(x) = g(x1, ..., x,) ve f, [0, co) da hemen her yerde tanimli tek degiskenli fonksiyon
olsun. Eger n- degiskenli bir g(x) fonksiyonu herhangi bir tek degiskenli f(z) fonksiyonunun
yardimiyla g(z) = f (|x|) seklinde gosterilebiliyorsa g ye radyal fonksiyon denir. Yani

g(z1, oy xp) = f (\/aﬁ—l—...—{— :17,%) .

Teorem 2.37. (Fubini) f, R™*" {izerinde ol¢iilebilir bir fonksiyon ve

= [ 17 )l dudy

Rntm
bzg [vmmm:@
@:J [ummw di

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. /5 icin bu R" iizerinde bir g integrallenebilen
fonksiyonu vardir dyleki g (y) hemen her y i¢in igteki integrale esittir anlamindadir ve /3 i¢in
de aynis1 gecerlidir. Bu durumda

(a) Hemen her y € R™ i¢in f (.,y) € L' (R") dir.

(b) Hemen her x € R" i¢in f (z,.) € L* (R™) dir.

© [ f( y)dy e L' (R")

@ [ f () dv e L' (@)

@5h=1=1

elde edilir [37].

Tanmm 2.38. = = (x4, ..., z,) ve y = (Y1, ..., Yn), R™de vektorler olmak iizere R",

n- boyutlu Oklidyen uzay1 (z, y) = > x; y; i¢ carpimu ile donatilmig R”, n- boyutlu reel
j=1

uzaydir [37].

n

2
Burada « in mutlak degeri |z| = (Z x?) ile tamimlanur.

Jj=1



R" iizerinde dx = dz;...dz, ile Lebesgue Ol¢iisiinii gosterecegiz. R™ uzayi lizerinde

f fonksiyonunun Lebesgue integrali

[ r@do= [ [ farm)is.de,

Cok katli integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢ogu kez kullanigh olmaktadir.

ile gosterilir [50].

r = || olsun ve S"~' = {z : |z| = 1} ile birim kiireyi gosterilim.
[ stiabde. e = oy,

integralinin hesabu i¢in;
0<r< o, 0< 91,...,9n_2 <m, 0< 9n—1 <27

olmak {izere
T, = rcosb
T9 = rsin By cos O

T3 = rsin 8 sin 05 cos 03

T, =1rsinf;sinf,...sinb,_;

doniisiimii yapilir. Bu doniisiimiin Jakobiyeni

n—1

J(r, 01, ey Opa) =177 H (sin Hj)"_l_j

j=1

olarak hesaplanir.

/f|:p| dx—/// /f J(r,0)drdf,...d,_,
— O/T”;f(r)dro/o/.../]l_[ (sin 6;)" "7 db;...do,
anlo/f(r)r”_ldr

elde edilir, burada w,,_;, birim kiirenin ylizey alanidir.
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Genel olarak

[ f(z))dz = [ [ f(rsinb,...sin6,_q)r" tdrdb,...db,
Rn 0 gn-1

= [ [ f(r.0)r" *dodr
0 gn—1
bi¢imde yazilir. Burada do, S"~! iizerinde du tarafindan belirlenen yiizey 6l¢iisiidiir [42].

Tamim 2.39. z € R" ve f(x) ve g(x) olciilebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda
[ fste ~ )y = [ =)o)y
Rn R™

integraline f ile g nin konvoliisyonu denir ve f x g ile gosterilir.

Teorem 2.40. Eger f, g € L' ise bu durumda h = f * g hemen her yerde vardir ve L' e
aittir. Ayrica

1Pl < 11 £1l Mgl

saglanir [35].

Teorem 2.41. (Young) 1 < p < oo olsun. Eger f € L, ve g € L' ise budurumda h = f g

hemen her yerde vardir ve L, uzayna aittir. Ayrica

120, < A1 Mgl

esitsizligi gerceklenir [335].

Teorem 2.42. (Young) f € L, ve g € L, olsun, Il) + % >1vel=14 % — 1 olsun. Bu

1
p
durumda h = f * g olmak iizere h € L, dir ve

120, < 11711, llgll,

saglanir [33].

Tamm 2.43. (Fourier Doniisiimii) f € L' (R") olsun.

£ 1 —i(x,y
f(:v)—WR[f(y)e @) gy

11



ile verilen f fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier doniisiimii olarak adlandirilir.

Burada (x,y) = 2191 + ... + 2.y, dir. Fourier dontigiimii
Fa)=ent [ ey
Rn”
veya

fla)= [ fly) e @Ddy
/

olarak da alinabilir. Egern = 1 ve f € L' (R!) ise bu durumda
a
fa) =g [ 1we =y
7r

olur [[11]].

Lemma 2.44. Eger f (JJ) = fl (ZL‘l) f2 (1'2) fn (ZL’n) ise

~ ~ ~

f (@) = fi(@) fo (x2) o fu (20)

saglanir [[11].

Teorem 2.45. (Riemann-Lebesgue) Eger f € L'(R") ise bu durumda f sinirhl ve diizgiin

~

streklidir. Ayrica |z| — oo iken f(z) — 0 dir.
Teorem 2.46. f,g € L! olsun. Eger h = f x g ise bu durumda h = f ¢ dur [35].
Teorem 2.47. f,g € L' olsun. Bu durumda
[ Fgwyis = [ f@gtas
dir [35]].

Teorem 2.48. (Parseval-Plancherel) f € L,(R") olsun. Bu durumda

ﬂx%:@WYf/f@k”“”@/

Fourier doniistimii vardir. Ayrica

|7], = em# s,

12



dir. Eger Fourier doniistimiinii

fla) = / fly)e 2 dy

Rn

ile tanimlarsak bu durumda

HfH = £l (Parseval formiilii)
2

<7 g >=< f, g > (Plancherel formiilii)

olur. Burada < f, g >, f ile g nin i¢ carpimini gostermektedir ve

< f,g>= /fédx
dir.

Tanim 2.49. f € L'(R"), ve f nin Fourier doniisiimii

J?(?J) = (27T>_n/f($)6_i($’y)d[)3

Rn

seklinde verilsin. Bu durumda
@)= [ Fwpeteray
R

formiiliine Fourier doniisiimleri i¢in invers formiilii denir [37].

Tanim 2.50. (Homojen Fonksiyon) \ ve « reel sayilar olmak iizere

fQx) = A" f(z)
oluyorsa f ye «. dereceden homojen fonksiyon denir [37]].

Tamim 2.51. (Karakteristik Fonksiyon) A C R" olsun.

_J1,zeA
xa= 0,z¢ A

ile tamimlanan Y 4 fonksiyonu A nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir [37].

13



Tamim 2.52. Bir s fonksiyonunun goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana geliyorsa s ye

bir basit fonksiyondur denir.

,,,,,

Tanmim 2.53. Bir o = (ay, ..., o, ) negatif olmayan «; tamsayilarinin sirali n-lisine katli-indis
denir.

la] = aq + ... + «a,, dir. Eger a ve f3 iki katli-indis ise o + 3 = (o + B4, ..., o, + () dir.
Benzer sekilde, D; = % olmak iizere

olel Hartazt..+an

Da pu— =
a1 a9 il a2
0x'0xy?...0xdn  Ox('0x5?...0x0n

— aq a2 Qn
— DM D22, De

durumda D<, % e indirgenir [37].
Ornek olarak R® te a = (2,0, 5) ise
87

DY — __—— D2D5
D303 s

bicimindedir.

Tamm 2.54. (Schwarz Uzay1) R" uzayinda sonsuz kez diferansiyellenebilir ve istenilen «

ve [ katli-indisleri i¢in

sup |Q:O‘Dﬁf(a:)‘ < 00
el R"
kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifina Schwarz Uzayr denir. Schwarz Uzay1 “S” ile

gosterilir. Kisaca

S:{f: R" - C, f e C*: sup ‘:po‘Dﬁf(xM < oo}

zeR”
dir. Diger yandan « ve ( kathi-indisler oldugundan o = («, ..., ay,), 8 = (61, ..., Bn) Ve
aj, f; € NU{0},7=1,2, ... dir. Burada

=t ann

Ly

= (21, ooy Tp), = (a1, ..., Q)

ﬁ o aﬁl 8571

D" =
ox " o

).
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Teorem 2.55. Eger f € S ise bu durumda f sinirhidir,
f € L,(R") ise bu durumda f sonsuz kez diferansiyellenebilirdir,

f(z) € S ise bu durumda f () sonsuz kez diferansiyellenebilirdir [4T].
Teorem 2.56. Eger 1 < p < oo ise L, deki basit fonksiyonlarin kiimesi L,, de yogundur.

Tanim 2.57. (Kuvvetli ve Zayif Tip Simirhlik) 1 < p, ¢ < oo olmak iizere
T:L,(R") = L,(R")
bir operator olsun. Eger V f € L,(R") igin
1Tfll, <AlfI,

olacak bi¢cimde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa 7" operatoriine kuvvetli (p, ¢) tipindedir
denir.

 bir dl¢ii olmak tizere eger V o > 0 igin

A q
s |Tf<x>|>a}s( ”j”p) R

olacak sekilde a ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa T doniistimiine zayif (p, ¢) tipindendir
denir [42]].

Teorem 2.58. (Riesz-Torin) 1 < pg, p1, g0, 1 < 0o olmak iizere T', (po, qo) ve (p1,q1) tipli

bir operator olsun. Bu durumda

1 1—-60 6
—, - = +— (0<6<1)
p Po n q do a1

1 1-60 6
_l’_

olmak iizere T, kuvvetli (p, q) tipli bir operatordiir [[11].

Teorem 2.59. (Marcinkiewicz Ara Deger Teoremi) p, < qo, p1 < ¢1 ve ¢ # ¢ olmak

iizere T operatorii zayif (po, qo) ve zayif (py, ¢1) tipli operator olsun. Ayrica p ve g

1 1—-6 0 1 1—-4 6
= , —= +— (0<0<1)
p Do b1 q do q1

bi¢ciminde tanimlansin. Bu durumda 7" operatorii (p, ¢) tipli operatordiir [[11].

Tamim 2.60. (Vitali Ortii Lemmasi) £, siirh capli olan { B;} kiireler ailesinin birlesimi

tarafindan oOrtiilen R™ nin 6l¢iilebilir bir alt kiimesi olsun.
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O halde, B;, B, ..., By,...(sonlu veya sonsuz) ayrik dizilerini sectikten sonra dyle ki

> m(By) > Cm(E,)

saglanir.
Buradaki C' sadece n ye bagli olan pozitif bir sabittir.
C' = 57" olacaktir [47]].

Tanmim 2.61. (Dagilim Fonksiyonu) (X, 1) bir 6l¢ii uzayive f : X — R (veya C) dl¢iilebilir

bir fonksiyon olsun.
ar (V) =p(fr € X:|f (@) > A}
seklinde tanimlanan
ay: (0, 00) — [0, o0]

fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir [47].

2.4. Lebesgue Uzaylan

Fonksiyonel analizde, Banach uzayi ve topolojik vektor uzaylarinin 6nemli bir sinifini
Lebesgue uzay1 LP(R™) olusturur. Harmonik analizin 6nemli konularindan biri olan Lebesgue
uzay1, harmonik analizin i¢ problemlerinin ¢oziilmesinde oldugu gibi kismi tiirevli denklemler
teorisi ile fizik, istatistik, finans, miithendislik ve ayrica diger disiplinlerde de uygulamalara

sahiptir.

Tanim 2.62. 0 < p < oo ve f Ol¢iilebilir bir fonksiyon olmak iizere Lebesgue uzay1
L,(R™) := {f ol¢iilebilir : || f||,®n) < co}

ile verilir, burada 0 < p < oo i¢in

flepeer = [ 1oPar)’

ve p = oo durumunda ise

[ fl| oo (mn) = ess sup | f(z)]
zeR™

16



biciminde verilir [44]].

Tamm 2.63. W L,(R"™) zayif L, uzay1 1 < p < oo olmak tizere
|Fllwr, ey = supt [{y € R : |f(y)] > L} < o0
>

quasi-normuna sahip f ol¢iilebilir fonksiyonlarinin uzayidir. Kolayca gosterilebilir ki
1 <p < ooigin L,(R") C WL,(R"™) dir [44].

Ornek 2.64.

(1) f(z) = |2|* & Ly(R")

2 f(z) = |z|*XBo,1)(7) € Lp(R") & > -2

3) f(@) = [z|*Xepon)(z) € Ly(R") & a < =2

@) flx) = 2|77 & L(R"), f(x) = |2| 77 € WL,(R")
Teorem 2.65. Eger 1 < p < oo ise L, bir Banach uzayidir [44].

Tanim 2.66. (Holder Esitsizligi) p > 1 ve 1/p + 1/p’ = 1 olmak iizere
feL,X),g€ Ly(X)olsun. Bu durumda

1fgllz, < 1AL 1Az,
esitsizligine Holder esitsizligi denir.
Tamm 2.67. (Minkowski Esitsizligi) Eger p > 1 icin f, g € L,(X) ise bu durumda
If =+ 9gllz, < Ifllz, + gL,
esitsizligine Minkowski esitsizligi denir.

Teorem 2.68. ['°°(R") uzay1 1 < p < oo igin biitiin L,(R") uzaylarinin birlesimlerini
icerir. Daha genel olarak 0 < p < ¢ < oo i¢in

L,(R") C LI*(R") C LI“(R")

elde edilir [44].
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Teorem 2.69. (Lebesgue Diferansiyelleme Teoremi) Eger f € L°¢(R") ise bu durumda

hemen her z € R" i¢in

im [ f)dy = f(o)

r—0 ’B<I7 T)| B(z,r)
saglanir [44].

Tamim 2.70. Bir f fonksiyonunun destegi

suppf = {z € R* : f(z) # 0}

ile tanimlanir. Yani f fonksiyonunun destegi onun sifirdan farkli oldugu noktalarin kiimesinin

kapanisidir. Eger supp f sinirh bir kiime ise f fonksiyonuna kompakt destege sahiptir denir.

Tanim 2.71. T, reel degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir (X, ) 6l¢ii uzay1 iizerinde tanimlan-
mus ve bir (Y, v) 6l¢ii uzay: iizerinde biitiin kompleks degerli hemen her yerde sonlu 6l¢iilebilir
fonksiyonlarin kiimesinde degerler alan bir operator olsun. Bu durumda her f, g ve her A € C

icin
T(f+9)=T(f)+T(9) ve T(\f)=AT(f)
ise 7 ye lineer operatér,
T+ < [THOI+IT (9] ve [TANHI< AT
ise 7 ye altlineer operatér, bir & > 0 sabiti igin
T+l < KATWHOI+IT (@) ve [TANHI< AT
ise T ye quasilineer operatér denir. Altlineerlik, quasilinerligin 6zel bir durumudur.

Tanim 2.72. ((p, q) tipli operator)

1 <p,q<oo,(X,u)ve(Y,v)ikiolgii uzayi ve T, L,(X, ) den tanim ve goriintii kiimeleri
sirastyla Y ve C olan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin uzayina bir operator (altlineer) olsun. Eger

q < oo olmak iizere

CHpr>q

v<{er:|Tf<y>\>A}>g( /

ise 7 zayif (p, ¢) tipinden ve eger ¢ = oo iken L, (X, 1) den L (Y, v) ye sinirh bir operator

ise zayif (p, co) tipindedir denir.
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Eger T, L,(X, ) den L,(Y,v) ya siurlt ise kuvvetli (p, ¢) tiplidir denir. Yani, her
f € Ly(X, 1) igin

ITfllg < CllA

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buradan ¢ = oo olmasi durumunda zayif ve kuvvetli
tip cakismaktadir.

Eger T, kuvvetli (p, q) tipli ise aynm1 zamanda zayif (p, q) tiplidir. Gergekten, eger
Ex={y €Y :|Tf(y)| > A} olarak alirsak, bu durumda

o= [ < < IT10 ¢ (LY
E, E

A
Eger (X, p) = (Y,v) ve T 6zdeslik operatorii olursa zayif (p, p) klasik Chebyshev

Tf

olur.

esitsizligi olur.

Teorem 2.73. (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) (X, /1) ve (Y, v) 6l¢ii uzaylari olsun-
lar. 1 < py < p1 < oo olmak tizere T, Ly, (X, i) + L(p1)(X, ) den Y iizerindeki olgiilebilir
fonksiyonlara giden ve zayif (pg, po) ve zayif (pq,p1) tipli bir altlineer operator olsun. Bu

durumda T, py < p < p; igin kuvvetli (p, p) tiplidir [11].

2.5. BMO Uzayn
Bu kesimde 1961 yilinda John ve Nirenberg [25] tarafindan kismi diferansiyel denk-

lemlerin ¢aligmalar1 sirasinda ortaya konan BAM O (Bounded Mean Oscillation) uzayinin ve
komiitator operatoriiniin tanimini ve bazi 6zelliklerini verecegiz. BM O uzay1 L, uzay1 ile
benzer 6zelliklere sahiptir ve siklikla L, yerine kullanilir. Klasik singiiler integral operatorler
L uzayindan L., uzayma sinirh degildir, fakat L., uzaymndan BMO uzayima sinirhdir.
Cogu kez L, ve BMO arasindaki interpolasyon L, ile L., arasindakinden daha uygun
olmaktadir. Fakat BM O uzayinin rolii bundan daha kapsamli ve derindir. Bu uzay standart
cekirdekli konvoliisyon tipli olmayan singiiler integral operatorlerin Lo sinirliliginin karakteri-
zasyonunda oldugu gibi analizde pek ¢cok durumda 6nemli bir role sahiptir. 1971 de Fefferman
BM O uzaymin H' uzayina dual oldugunu gostermistir, burada H' Hardy uzayidir.
f € L'¢(R") fonksiyonu ve bir B(x,r) yuvarl igin

1
o) = TR O
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ifadesine f fonksiyonunun B(z,r) tizerindeki ortalamasi denir. Bu durumda

|f — fB(a,r)| fonksiyonuna f fonksiyonunun salinimi ve

/ fB(xr‘dy
(x r|

ifadesine B(x,r) iizerinde f fonksiyonunun ortalama salinimi denir.

Tamim 2.74. [ € L'°(R") olmak iizere BM O(R") uzay1

«= su (@) |dy < 00
||f|| :):ER",I2>O |B xz,r ‘ / (z,7) fB | Y
ile verilen || - ||, yari-normu ile tanimh Banach uzayidir. Burada f € L1°°(R") ve

1
zr) ™ T/ N d
fB( " |B(CL’,7’)| /B(J:,r) f e

dir. BM O uzay1 L, (R") uzayma esit degildir. Fakat L..(R") C BMO(R") dir. Gergekten,

1
T/ N\ (z,r) d
B e 76 = foanl

1
33 r | (z,r) ('1'7 7“)’ B(z,r)

= d x,r
M/ DIy + | foger)

d
|B:cr|/w )ldy

< 2[| fllo

ve buradan

11l < 2 flloo

elde edilir.

I 1l < 2||f|l oldugundan L., (R") C BMO(R") saglanir. Her sinirli (6l¢iilebilir)
fonksiyon BM O uzayindandir. Ancak sinirli olmayan BM O fonksiyonlari da vardir. BMO(R™)
uzayina ait olan fakat L., (R"™) uzayina ait olmayan tipik bir 6rnek log |z| verilebilir. Simdi

BMO uzayina ait olmayan bir fonksiyon 6rnegi verelim.
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Ornek 2.75. g(z) = sign(x)log = fonksiyonu BMO([—1, 1]) uzayina ait degildir. Gergekten

||

0<h<1lvel=][—h,h]icing; =0ve

1 1 [h
_ — aqildy = —

1
= 1—|—logﬁ—>oo, h — 0 iken

1

I
log m dr = 7 log de
0

elde edilir. Dolayisiyla bu 6rnek bir fonksiyonun mutlak degeri BM O sinifina ait ise bu

fonksiyonun bir BM O fonksiyonu olmasinit gerektirmeyecegini gosterir.
Uyan 2.76.
(1) Her f € BMO(R") ve @ > 0 i¢in

{z € B:|f(z) - fs| > a}| < Cy|Ble~ @/l vB R

olacak sekilde pozitif C; ve Cy sayilari vardir. Bu esitsizlik John-Nirenberg esitsizligi

olarak bilinir.

(2) John-Nirenberg esitsizligi 1 < p < oo i¢in

1 v
f 5 N sup (— / f y)— f x,r P dy)
H H 2ER™ >0 ‘B(.T, T)’ B(z,r) | ( ) Bl ‘

olmasin1 gerektirir.

(3) f € BMO(R™) olsun. Bu durumda 0 < 2r < ¢ i¢in

t
‘fB(x,r) _fB(a:,t)‘ S CHfH*ln; (21)
olacak sekilde z, r, t ve f fonksiyonundan bagimsiz pozitif bir C' sayis1 vardir [24].

Uyan 2.77.

(i) Eger f € BMO(R™) ve h € R™ ise bu durumda f (- — h) € BMO(R") ve

1f (- = h) lBao = | fllBmo

dir.

(ii) Eger f € BMO(R™) ve h € R", A > 0 ise bu durumda f (Ax) € BMO(R"™) ve

1F (A) lBrro = |l Baso
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dir.

(iii) Eger f € BMO(R") ise bu durumda

1
1/ lsai0 ~ sup inf — / (@) — o] du
Q ceR” |Q| Q

dir.

2.6. L, Morrey Uzaylar
Klasik L,,  Morrey uzaylar1 1938 yilinda C.B. Morrey [32]] tarafindan ikinci dereceden

eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin lokal davranislar1 aragtirilirken ve varyas-
yonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya ¢ikarilmistir. Morrey uzaylarinin
Navier-Stokes ve Schrodinger denklemlerinde, siireksiz katsayili eliptik problemlerde ve

potansiyel teoride onemli uygulamalar: vardir.

Tamm 2.78. 1 < p < oo ve 0 < A < n olmak lizere L, \ = L, \(R™) Morrey uzay1

1 P
s = Wl = s (5 [ 1Py
r B(z,r)

z€R™,r>0

normu sonlu olacak sekilde tiim f € LL"C(R”) fonksiyonlarinin kiimesi olarak tanimlanir.

A =0i¢in L,y = L,(R") dir. Eger A < 0 veya A > n ise bu durumda L,, , = © olur.
Burada 6, R" iizerinde 0 a denk olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini gostermektedir.
WL,y = WL,\(R") ile biitiin f € I/VL;)OC fonksiyonlarinin uzayi olan zayif Morrey

uzayin gosterecegiz. Burada,

_A
[ fllwe,\ = 1 fllwe, @y = sup 7 7| fllwr, (Br) < o0
z€R™,r>0

seklindedir.

Lemma 2.79. 1 < p < oo olsun. Budurumda L, ,, = L. (R") ve

£z, = P f Ly

olup, burada v,, = |B(0, 1)| dur.

Ispat. f € L. (R") olsun. Bu durumda
1/p
(7 [ rwPdy) < e
B(z,t)
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olur. Buradan f € L,,, ve

11z < 0PI f i)

seklindedir. f € L, , olmak iizere Lebesgue yakinsaklik teoreminden (bkz. [48])

i B0 [ 1@y = 1@P

olur. Bu durumda

1/p
@)= (im0 [ ) < o,
o0 B(z,t)
seklindedir. Buradan f € L (R™) dir ve

1y < vr 2l f Nz,

olur. m

Lemma 2.80. 1 < p < 00,0 < XA < n olsun. Bu durumda o = "TTA icin

1Flzin-a < 0/ £llz,

dir ve buradan L, y C Ly, olur. Burada 1/p+ 1/p' = 1 dir.

ispat. feLlyxnl<p<oo0<A<nveap=mn— \olmak iizere Holder esitsizliginden

1/p 1/p’
d Pd d
/B iy < ( /B ) y) ( / y y)

) ) 1/p
_ ( / |f(y)|”dy>
B(z,t)

elde edilir. Ayrica

e [l
B(z,t)

IA

) 1/p
ol t“/p( / \f(y)|”dy>
B(xz,t)

) 1/p
= ([ rra)
B(xz,t)

/
w1 £l s

IN
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elde edilir. Buradan f € Ly ,_, ve

1 zsee < 0" 1flz,

seklindedir. m

2.7. Kaesirli Integral Operatorii ve Komiitatorii

Bu boliimde kesirli integral operator tanimi ve onun komiitatorleri ile ilgili bazi

ozellikler verilmistir.

Tanim 2.81. (Maksimal Operator) f : R” — R ve f € L;,.(R") olmak iizere,
M f : R" — [0, oo] Hardy-Littlewood Maksimal fonksiyonu

Mf(z) == sup|B(z, r)| ™ / F@)ldy

r>0
B(z,r)

biciminde tanimlanir [47]].

Teorem 2.82. R" iizerinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in

(i) feL,(R"),1<p<ooise M f Maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.

(ii) Eger f € Li(R")ise V a > 0 i¢in

m{x M) > y} <4 / (@) lde

saglanir, burada A sadece boyuta bagl bir sabittir ve m Lebesgue olciistidiir [47]].

1, Riesz potansiyeli ayn1 zamanda [, kesirli integral operatoriidiir.

Tamm 2.83. (Riesz Potensiyeli) f € L} (R") ve 0 < a < n olmak iizere,

loc

I, kesirli integral operatorii

I f(2) ::/ f(y)

|z —y|"

Rn

olarak tanimlanir [47]].
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Teorem 2.84. 1 < p < o0, Q C R", d:gap(Q):sup{|x—y|; x,yEQ},
n 1 1 «

0<a<—, ———=— olsun. Budurumda
p pP q n

o fllz,) < €p,a,n)|| fll, @

gerceklenir, burada ¢(p, v, n) pozitif sabiti

n

é(p,a,n) = c ()"

afn — ap]
seklindedir ve ¢ > 0 sabiti p ve o ya bagli degildir [30].

f& () maksimal operatorii,

1
* — Py /P
fap(®) iﬁg(y@lw/n/@'ﬂy)' y) ",

burada (), kenarlar1 eksenlere paralel = merkezli bir kiipdiir [33]].

b(y) € L},.(R") fonksiyonunun BMO(R™) uzayinda olmasi igin gerek ve yeter

loc

kosul
1
sup [ 1) = boldy < .
e 1QlJg

burada b = (1/1@)) | b(o)dy
Q
b(y) fonksiyonunun BM O normu ||b

%9

1
18]l = sup — / b~ boldy
o 1QlJo" ¢
[8].

Tanim 2.85. (Komiitator Operatorii) b(z) € BMO(R™) ve I de kesirli integral operatorii-

niin [b./] komiitator operatorleri

[0.1](f)(z) := b(z)I f(z) — I(bf)(x)
seklinde tanimlanir [8]].

Teorem 2.86. b(x) € BMO(R"™) olsun. Bu durumda

[0, L] (f)(x) = b(x) Lo f(x) = La(f) ()
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operatorii, 0 < o < n olmak iizere

1 1 a n
b, I, < C||b]|, e |
|H ) ](f)“q = OH || HfHP q D n <p< o

olmasin1 gerektirir.
Tersine, eger n — « bir ¢ift tamsay1 ve [b, [,,] komiitatorii LP(R™) uzayindan L7(R™)

uzayina sinirli, burada p ve ¢ yukaridaki gibi tanimli, ise bu durumda b € BMO [8]].

Lemma 2.87. p > 1vel/q=1/p—a/n,0 < a < n ise bu durumda

Ha(A)llg < ClAl-
p = 1 ise bu durumda
{a = La(1f1) (@) > A} < (/A fll)"™ =)
[47].
Lemma 2.88. p <r <n/avel/q=1/r —«a/nolsun. Bu durumda
[ faplls < ClIfIl
8],
Lemma 2.89. b(z) € L (R") ve f € LP(R™),1/p+ 1/p’ = 1 ise bu durumda
o € ) > 2 < o ey 1

[3].
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3. MATERYAL VE METOT

L Schrodinger operatorii, V' negatif olmayan potansiyel fonksiyonu, V' ## 0 ve bazi
q¢ > Q/2i¢in RH, ters Holder simiflarina ait olmak tizere, H,, Heisenberg grubu iizerinde,

n > 3igin
L=-Ay, +V

seklinde tanimlanir, burada (), H,, Heisenberg gruplarinin homojen boyutudur. b, yeni bir
A%(p) Campanato uzayina ait ve Z%, L operatoriine karsilik gelen kesirli integral operatorii
olsun.

Bu yiiksek lisans tezinde, b € AY(p) olmak iizere [b,Z}] komiitatr operatdrlerinin
LMY (H,) merkez (lokal) genellestirilmis Morrey uzaylarinda, M) (H.,,) genellestirilmis
Morrey uzaylarinda ve Schrodinger operatoriine karsilik gelen VM;j;OV (H.,,) vanishing genel-
lestirilmis Morrey uzaylarinda sinirliligi incelenmigtir. Ayrica 6 > 0, 0 < v < 1 olmak
iizere b, AY(p) nun eleman1 oldugunda ve (i1, ¢») ifti baz1 yeter sartlar1 sagladig1 zaman
[b, Z}] komiitator operatorlerinin LMY (H,,) uzaymndan LM (H,) uzayna, MS) (H,)

p,¥1 q,$2 p,¥1
uzaymdan M) (H,,) uzaymna ve VM) (H,) uzaymndan VMY (H,), 1/p — 1/q = (8 +

v)/@Q uzayma sinirliligi incelenmistir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Heisenberg Gruplari, Schrodinger Operatorii ve Schrodinger Operatorii-
ne karsilik gelen Morrey uzaylar1 hakkinda temel tanim ve 6zellikleri ile ilgili baz1 bilgiler
verilmistir. § > 0, 0 < v < 1 olmak iizere b, AY(p) nun elemam oldugunda ve (1, ¢») cifti
bazi yeter sartlar1 sagladig1 zaman [b, IBL] komiitator operatorlerinin LMY (H,,) uzayindan

p,¥1
LMY (H,) uzayma, M) (H,) uzaymdan M) (H,) uzaymna ve VM (H,) uzaymndan
OL,V - _ . . R . . .
VMg (H,), 1/p —1/q = (B + v)/Q uzaymna simrhliklar ile ilgili sonuglar verilmistir.

4.1. Morrey Tipli Uzaylarda Heisenberg Gruplarinda Schrodinger Operatoriine
Karsihk Gelen Kesirli Integral Operatoriiniin Komiitatorleri

Bu boliimde, Heisenberg Gruplari, Schrodinger Operatorii ve Schrodinger Operatorii-
ne karsilik gelen Morrey uzaylar1 hakkinda temel tanim ve 6zellikleri ile ilgili baz1 bilgiler

verilmigtir.

4.1.1. Heisenberg Gruplar:
H,,, 2n + 1 boyutlu bir Heisenberg grubu olsun yani R?” x R manifoldu altinda bir

nilpotent Lie grubudur. Grubun yapisi
(@, )y, s) = (@+y, t+5 +2) (Tor¥j — TjYnss))
j=1
ve Hi, iizerinde sol degismez vektor alaninin Lie cebiri

0 0 0 0 g
X2n+1:§7 Xj:f)_xj+2xn+ja7 Xntj = —2%&7]:17 e,

axn—i—j

seklindedir. Komiitasyon bagintilarida
[X]a Xn—‘r]] = _4X2n+17 .] = 1a e, N
ile verilir. Ay, alt-Laplasyan
2n
A, =) X7
j=1

seklinde tammlanmaktadir. IHL,, lizerindeki Haar 6l¢iisii, R?" x R iizerindeki Lebesgue 6lgiisii
olarak alinabilir. |F|, herhangi bir 6l¢iilebilir £ C H,, kiimesinin ol¢iistidiir. H, iizerindeki

homojen norm su sekilde tanimlanir;

1
lg| = (lz[* + [t}*)3, g = (x, t) € H,,
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burada H,, iizerinde sol degismez uzunlugunun d(g, h) = |g~'h| olmasim saglar. T,
tizerindeki geniglemeler 6,.(z, t) = (rz, r’*t), r > 0 formundadir. Bu grup iizerindeki
Haar ol¢iisii dr = dz; . . . dxs,dt Lebesgue ol¢iisii ile cakigir. H,, nin birim elemani e = 0 €
R*"*1 ve g = (z,t) nin tersi de ¢! = (—z, —t) dir.

H,, nin homejen boyutu () = 2n + 2 olmak iizere r yaricapli ve g merkezli yuvar,
B(g, r)={h € H,: |g~'h| <1}

ve |B(g,7)| = r?|B(0,1)| dir. Eger B = B(g, r) ise bu durumda AB, XA > 0 icin B(g, \r)
oldugunu gosterir. Agik bir sekilde |AB| = \?|B| dir.

Heisenberg gruplarinin analizi ile ilgili detayl bilgiler Folland, G.B; Stein, E.M. [[13]]
ve Stein, E.M. [48]] tarafindan verilmistir.

4.1.2. Schrodinger Operatorii
Schrodinger operatorii, V, negatif olmayan potansiyel fonksiyonu,V' # 0 ve bazi
q > Q/2i¢in RH, ters Holder siniflarina ait olmak tizere, H,, Heisenberg grubu iizerinde,

n > 3igin
L=—-Ayg, +V

seklinde tanimlanir yani bir C' > 0 sabiti mevcut olacak sekilde ters Holder esitsizligi her

g€ H, ve 0 <r < ooigin

1 Ha C
—_ Va(h)dh < — V(h)dh 4.1
(‘B<97T)| /B(g,r) ( ) ) N ’B(g,?")‘ /B(g,r) ( ) ( )

seklinde elde edilir, burada B(g, ), g merkezli r yarigaph bir yuvardir.

Ozellikle, V negatif olmayan bir polinom ise bu durumda V € RH.,. Acikcasl,
g2 > ¢ ise bu durumda RH,, C RH, . Aynca RH, ters Holder simfi, V' € RH, ise bu
durumda bazi € > 0 i¢in V' € RH,, . 0zelliine sahiptir. Boylece 0 # V' € RHg/, olarak
kabul edilecektir.

q > /2 olmak iizere verilen bir V' € RH,, potansiyeli i¢in 0 < p(g) < oo yardimc1
fonksiyonu, herhangi bir g € H,, icin

1 1 /
plg) = =sup<r: Vhdhgl}
(9) my(g) r>0{ N ) )

seklinde tanimlanir [435]].
6 > 0ve0 < v < 1olsun. Li ve Lu tarafindan [26, 28] belirtildigi gibi, her g € H,

ve r > 0 igin b lokal integrallenebilen fonksiyonlari igeren A?(p) Schrodinger operatdriine
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karsilik gelen Campanato siniflari

o [ bl < (14—’ (42)
[B(g, m)"19 J (g e r(g) '

seklinde ifade edilir. b € AY(HL,, p) yari normu, [b]% ile gosterilir ve yukaridaki esitsizlikte
verilen sabit sayinin infimumudur.

Ayrica f = 0 durumunda AY(H,,, p) klasik Campanato uzay; v = 0 ise bu durumda
AY(H,, p) uzaymin BM Oy(H,,, p) uzay1 oldugu Bongioanni tarafindan [4] gosterildi, ayrica
[27]] bakiniz.

Bundan sonra, asagida ifade edilen gosterimler tanimlandig1 sekilde kullanilacaktir:

e r - -
Al (fr9.7) = (1 + @) r @ o(g, ) M f Il y(Boa)

ve
WV r, - "\ .
Ap o (fi9,7) = (1+ ) r= U o(g, 1) flw L Ba-

p(9)
A < B sembolii; C sabiti, tiim 6nemli parametrelerden bagimsiz olarak evrensel bir
pozitif olmak tizere A < C'B yerine kullanildi. Eger A < B ve B < A ise bu durumda
A ~ Byazilir ve A, B ye esdegerdir denir.

4.1.3. Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen Morrey-Tipli Uzaylar
Bu kisimda, Oklid kiimesinde Guliyev [21], Akbulut, Omarova, Ragusa ve digerleri

[L, 4, 49] tarafindan tanimlanan Schrodinger operatoriine karsilik gelen merkez (lokal) ve

global genellestirilmis Morrey uzaylarinin tanimlar1 verilmistir.

Tanmim 4.1. (Genellestirilmis Morrey Uzay ve Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen
Lokal Genellestirilmis Morrey Uzay)

©(r) fonksiyonu (0, c0) araliginda, pozitif ol¢iilebilir bir fonksiyon, 1 < p < oo,
a>0,veV € RH,;, ¢ > 1olsun.

MY = ngng(Hn) genellestirilmis Morrey Uzay, tim f € L} (H,,) fonksiyonlarinin

uzay1 olmak iizere

I lgyy = sup_ W (f59,7)

geH, ,r>

sonlu yar1 normu ile tanimlanir.

a,V o,V e 10 ve e L.
LMy = LM, (H,) Schrodinger Operatoriine Kargilik Gelen Lokal Genellestiril-

P
loc

mis Morrey Uzay, tum f € Lj (H,) fonksiyonlarinin uzayi olmak iizere e, H,, nin birim
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elemani icin
HfHLMIgf;;’ = Sli%) Q(ff,’g(f; e,r)
T

sonlu yar1 normu ile tanimlanir.
Ayrica tim f € LP (H,) fonksiyonlarinin uzay: olmak iizere;

a,V a,V 111 1
WM, = WM, (H,) zayif genellestirilmis Morrey uzay1,

Hf”WMg;;’ = Ssup Q[;V,g’v(f;gﬁ) < 00,
’ gEHn7T>U
aV _ aV T Slar .
LW Mg = LW Mg} (H,) Schrodinger operatorlerine kargilik gelen merkezi zayif

genellestirilmis Morrey uzayi,
I pwaiey = sup g o (fre,r) < o0
T

normlari ile tanimlanair.

Uyar1 4.2. (i) Oklid kiimesi iizerinde; v = 0 ve o(r) = r*~@/7 oldugunda, M2} (R")
uzayimnn M, , (R™) klasik Morrey uzay1 oldugu Morrey tarafindan [32] ve LM Z‘jjgpv (R™) uzay1-
nin, LM, (R™) merkezi Morrey uzay1 oldugu Alvarez ve ark. [3] tarafindan incelenmistir.

(i) OKlid kiimesi iizerinde; (1) = r*~@/7 oldugunda, M2 (R") uzaymin
M: ’/\V (R™) Schrodinger operatoriine karsilik gelen Morrey uzay1 oldugu Tang ve Dong [49]
tarafindan incelenmistir;

(#1) a = 0 oldugunda, M) (H,) uzaymnm M, ,(H,) genellestirilmis Morrey uzay1
oldugu Guliyev ve arkadaglar [20] tarafindan ve LM (H,) uzaymn LM, ,(H,) merkezi
genellestirilmis Morrey uzay oldugu Guliyev [15] tarafindan incelenmistir. Ayrica bakiniz
(16,19} 22} 23].

(1v) Oklid kiimesi iizerinde; M"Y (R™), LMY (R") genellestirilmis Morrey uzayila-
rina sirastyla Schrodinger operatoriine karsilik gelen merkezi genellestirilmis Morrey uzaylari

Guliyev [21], Akbulut ve ark. [1] tarafindan incelenmistir.

Tamim 4.3. (Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen Vanishing Genellestirilmis Morrey
Uzay)
a7V e 10 e _es . . . . .
V My, (H,,) Schrédinger operatoriine kargilik gelen vanishing genellestirilmis Morrey

uzay, f € MY (H,) fonksiyonlarinin uzaylari olmak iizere

lim sup le’v(f; g,rm) =0. (4.3)

7Lp
r—0 gEHn

seklinde tanimlanir.
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O[,V e 7 e e . . . . .
VWM., (H,) Schrodinger operatoriine kargilik gelen vanishing genellestirilmis Mor-

rey uzay, f € WM&Y (H.,,) fonksiyonlarinin uzaylari olmak iizere

lim sup ngfff’v(f; g,7) =0.

r—0 g€H,
seklinde tanimlanir.

M, A(R™) klasik Morrey uzaylarinda ikinci dereceden eliptik kismi diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglart Morrey [32] tarafidan incelendi. Ayrica, son yillarda
bircok matematikgi tarafindan klasik Morrey uzayinin 6zellikleri ve uygulamalari [9, 10, 12,
32, 38] ve genellestirilmis Morrey uzaylarda r* fonksiyonu yerine negatif olmayan () bir
genel fonksiyonunun yeter sartlar1 alinarak incelenmistir. (bkz, 6rnegin, [17, 20, 31} 34} 146
vb.).

Ayrica, a = 0 ve p(x,r) = r*/7 durumunda VMY (R") uzaymm VM,
vanishing Morrey uzayi oldugunda Vitanza [S1] tarafindan kismi tiirevli denklemlerinin
uygulamalar1 ve vanishing genellestirilmis Morrey uzaylarinin bazi 6zellikleri de Akbulut

[1], Ragusa [39] ve Samko [43] tarafindan incelenmistir.

4.1.4. Heisenberg Gruplarinda Schriodinger Operatoriine Karsilik Gelen Kesirli
Integral Operatoriiniin Komiitartorleri

Bu kisimda, [b, Iﬁ] komiitatériiniin stnirliligs, b nin A%(p) yeni Campanato sinifina ait
olmak iizere M) (H,) genellestirilmis Morrey ve V MY (H,,) vanishing genellestirilmis

Morrey uzaylarda gosterilmistir.

Tamm 4.4. (Schrodinger Operatoriine Karsihk Gelen Kesirli integral Operatorii)
V' € RHg/; olmak tizere L = —Apy, +V olsun. L Schrodinger Operatoriine Kargilik
Gelen Kesirli Integral Operatorii, 0 < 8 < Q igin

Thf0) = L7 f ) = [ o) ¢
seklinde tanimlanir.
(6, Z51f(9) = b(9)Z5 f(9) — Z5 (0f)(9)

Ié nin komiitatorii denir.

Eger L = —Apy, , H,, lizerinde altlaplasyan ise bu durumda IBL ve [b, IBL] sirastyla, /3

Riesz potansiyeli ve [b, /5] Riesz potansiyelinin komiitatoriidiir yani

h
It = [ n %dh,
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b(g) — b(h
b1t = [ e pman,

b € BMO oldugunda, Chanillo [8] tarafindan, 1/¢ = 1/p — f/n, 1 < p < n/p
olmak iizere [b, I3] komiitatoriiniin L,(R") uzaymdan L,(R") uzayma sinirl oldugu ve b,
A,, 0 < v < 1, Campanato uzayina ait oldugunda, Paluszynski [36] tarafindan, 1/g = 1/p—
(B+v)/n,1 < p < n/(B+v)olmak tizere [b, I5] komiitatoriiniin L,(R™) uzaymdan L,(R")
uzayina sinirh oldugu ispatlandi. b € BMOy(p) oldugu durumda ise, Bui [3] tarafindan,
1/q = 1/p—B/n, 1 < p < n/f olmak iizere [b, Zj| komiitatdriiniin L,(R") uzaymdan
L,(R™) uzayina sinirliligini elde etmistir.

Simdi baslica sonuclarin ispatinda kullanilacak baz1 yardimer fonksiyonlar agsagida

ispatsiz olarak ifade edilmistir:

Lemma 4.5. V € RHg/; olsun. Her g, h € H,, i¢in p fonksiyonuna Karsilik gelen

"]
r(g)

}hlg}> 130

>_k0 < p(h) < Cp(g)(l 0

CLp(g) (1 n (4.4)

olacak sekilde C' ve ko > 1 sabitleri vardir [26]].

Lemma 4.6. g € B(go,r) olsun. Bu durumda k € N igin

1 1
< .
A oty \ /oD
( +@) (”m>

6 > 0 olmak tizere BMOy(H,,, p) Schrédinger operatoriine karsilik gelen BM O uzayi, b
biitiin lokal intgrallenebilir fonksiyonlarin bir kiimesi gibi Bongioanni ve ark. [4] tarafindan

tanimlanir yani her g € H,, ve » > 0 icin

1 r \?
_— b(h) —bgldh < C(1+ — 4.5
rB<g,r>\/B<g,T>'” sldh < C(1+ 205) (*+3)

burada .
b :—/bhdh.
"= 15 ),

b € BMOy(H,,p) icgin [blp normu (@4.5)) esitsizligindeki sabitlerin infimumu ile
tanimlanir ve
BMO(H,,) C BMOy(H,, p).

§ > 0ve0 < v < 1olsun. A%(p) Campanato sinifi iizerindeki [b]° yar1 norm;

1
0% .= sup |B(g.m)|' /9 fB(g,r) [b(h) — bi|dh

gEH,, r>0 (1+ @)9

< 00
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seklinde tanimlanir.

f fonksiyonunu iceren Schrodinger operatdriine karsilik gelen Lipschitz uzay1

£ (g) — f(h)]
_l’_

1 llips ) = sup 7
PulP) " L >0 =gl (1 + V;(gliq'

< 0

|h—1g]\0
p(h) )

seklinde tanimlanir [28]]. Burada # = 0 olmas1 durumunda Lipschitz uzayi oldugu goriiliir.

Uyan 4.7. (4.2)) esitsizliginde;
(i) Eger 6 = 0 ise bu durumda A%(p) klasik Campanato uzayidir.
(ii) Eger v = 0, AY(p) ise bu durumda BM Oy(p) uzayidir.
(ii1) Eger 8 = 0 ve v = 0 ise bu durumda BM O John-Nirenberg uzayidir.

Lip?(p) ve A%(p) uzaylar arasindaki iliskiyi veren asagidaki teoremi ispatsiz olarak

verelim.

Lemma 4.8. 6 > 0ve 0 < v < 1 olsun. kq sabiti Lemma4.5] belirtildigi gibi olmak iizere
AD(p) C Lipy(p) € AT (p)

olacak sekilde bir gomme mevcuttur [28, Theorem 5] .

A%(p) Schrodinger operatorlerine karsilik gelen Campanato uzayi ile ilgili bazi esitsiz-

likler asagida ispatsiz olarak verilmistir.

Lemma 4.9. 0 > 0 ve 1 < s < oo olsun. Eger b € A%(p) ise bu durumda g € H,, ve r > 0
olmak iizere her B = B(g, r) igin,

(‘%l /B b(h) — bB|5dh>1/s < (1t @)0/

olacak sekilde pozitif bir C sabiti vardir. Burada 6" = (ky+1)6 ve k sabiti (4.4) esitsizliginde
belirtildigi gibidir  [28].

Kg, IﬁL nin ¢ekirdegi olsun. K(g,y) ¢ekirdegi tizerindeki sonug asagidaki gibidir.

Lemma 4.10. Eger V' € RHg/; ise bu durumda her bir V i¢in

C 1
Kjs(g, < _
| ﬁ(g y)‘ <1+ hig )N ‘hilg‘Q B

p(9)

(4.6)

olacak sekilde bir C sabiti vardir [5]].
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Sonug olarak esssup ve essinf arasidaki iligki ile ilgili sonuglar asagida verilmistir.

Lemma 4.11. f reel degerli negatif olmayan ve E iizerinde 6lciilebilir bir fonksiyon olsun.

Bu durumda

(esgseiEnf f(g)) . esgseglf ﬁ [50].

Lemma 4.12. ¢ fonksiyonu (0, co) iizerinde pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon, 1 < p < oo,
a>0,veV € RH,, q > 1 olsun. Eger

s (L) o

B3

=o00 baz1 t >0 igin, “4.7)

ise bu durumda LM&X (H,) = ©. Burada ©, H,, iizerinde 0 a denk olan biitiin fonksiyonlarin
kiimesidir [23]].

Lemma 4.13. ¢ fonksiyonu (0, co) iizerinde pozitif l¢iilebilir bir fonksiyon,
I1<p<oo,a>0veV € RH,, q> 1 olsun.

(i) Eger
_Q
RCE
sup (1 n —) — oo bazit>0 veherg e H, 4.8)
t<r<oo ,0(9) @(T)
ise bu durumda M) (H,,) = ©.
(1) Eger
sup <1 + L) o(r)"' =00 baz 7 >0 vehergc H,, 4.9)
o<r<r p(g)

ise bu durumda M) (H,,) = © [II.

Uyarn 4.14. Q;C;,’l‘o/c’ (0, 00) tizerinde ¢ tiim pozitif Slgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi olarak

tanimlansin dyle ki her ¢ > 0 i¢in

< Q.
Lo (t,00)

10+ 56)" 2

Ayrica, Qg"v, (0, 00) tizerinde ¢ tiim pozitif 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi olarak tanimlan-

sin Oyle ki sirastyla; her ¢ > 0 icin

+55) 70
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< 00

Su
P Loo (t,00)

g€eH,



veE

< 00,
Loo(0,)

sup H (1 + ﬁ)a o(r)~!

g€,

[LL].

a,V

LMY (H,,), Mg (H,) uzaylarinin agikar olmama durumlarinda daima sirastyla ¢ € €

ve ¢ € Q" seklinde kabul edilecektir.

Uyar 4.15. lev , H,, % (0, 00) iizerinde tiim ¢ pozitif 6l¢iilebilir fonksiyonlar kiimesi olmak

uzere

r —«
inf i f(1 —) , . baué icin, 41
Jnf inf + o) o(g,r) >0 az1d >0 i¢in (4.10)

ve

r o TQ/p
lim(1+ — = 0.
r—0 ( p(g)) ©(g,7)

VM) (H,,) uzaylarmmn agikar olmama durumunda ¢ € lev seklinde kabul edilecektir.

4.2. Heisenberg Gruplarinda Tanimh Schrédinger Operatorlerine Karsilik Gelen
Kesirli Integral Operatorlerinin Komiitatorlerinin Morrey Tipli Uzaylarda

Siirhihig

Bu boéliimde, sirasiyla Schrodinger operatoriine karsilik gelen LM;f;@V(]I-]In) lokal ge-
nellestirilmis Morrey uzaylar, M) (H,,) genellestirilmis Morrey uzaylar ve VM) (H,,)
vanishing genellestirilmis Morrey uzaylar tizerinde Z 5L operatoriiniin komiitatorlerinin sinirli-
g1 ile ilgili sonuglar verilmistir. b, A%(p), 0 < v < 1, yeni Campanato uzayina ait oldugunda
[b, Z}] komiitatdr operatdriiniin LMY (H,) uzayindan LMY (H,) uzayma, M) (H,)
uzaymdan M) (H,) uzayma ve VM) (H,) uzaymndan, 1/¢ = 1/p — (6 +v)/Q, 1 <
p < Q/(6 + v) olmak iizere V M) (H,) uzayma simrhhg incelenmistir.

Ayrica, b € A)(p) iken [b, Zf] komiitator operatorlerinin simirlihigi sirastyla Schrodin-
ger operatdriine karsilik gelen LMY (H,) lokal genellestirilmis Morrey uzaylar, M) (H,,)
genellestirilmis Morrey uzaylar ve VM;)’:OV(H”) vanishing genellestirilmis Morrey uzaylarda
incelenmistir. Ayrica @ > 0,0 < v < 1iken b € A%(p) ve (1, p2) ciftinin baz1 yeter
sartlart sagladiginda [b, Z}] komiitator operatdrlerinin LAY (H,) uzaymndan LMY (I, )

q,$2
uzayma, M (H,) uzaymdan M) (H,) uzayma ve V M) (H,) uzaymndan V M) (H,),

1/p—1/q = (6 + v)/Q uzayna sinirliklar ile ilgili sonuglara yer verilmistir.
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Teorem 4.16. o € H,,, b € A%p),V € RHy, ¢1 > Q/2,0<v <1, a>0,1<p<
Q/(B+v),1/g=1/p— (B+v)/Q olsun ve ¢1, s € Q;’;,ZC

Q

/oo ess inf ¢1(go, s)s 7 dt

g técwz(gw), 4.11)
q

t
sartin1 saglasin, burada cy sabiti gy ve r den bagimsizdir. Bu durumda [b,Ié] komiitatorii
M) (H,) uzaymndan, p > 1 igin M) (H,,) uzayma ve M’ gavl (H.,,) uzaymdan
WM™y, . (H,,) uzayma simirlidir. Ayrica, p > 1 igin

2

a7
Q-p-v’

L 0
||[b,15]fHMa,V2(Hn) < C[o],, ||f||M;¢V1(Hn)

a,¥

ve p = 1i¢in

”[b?IBL]f”WMO"VQ (Hy) < O[b]g ”f”ij;’Vl(Hn)’
Q—p—v¥2
burada C' sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir [18]].

Sonug4.17. b € A%p),V € RH,,, 1 > Q/2,0<v <1, a>0,1<p<Q/(B+V),
1/g=1/p— (B+v)/Q olsun ve o1 € Q3 p; € QY

. Q
o ess inf (g, s)s7 3y
/ ococ L < cpnlg.) (4.12)

Q
ta
sartin1 saglasin, burada c( sabiti « ve r den bagimsizdir. Bu durumda, [b,Ig] komiitatorii,

a,V fo aV a,V aV
Mp:) uzayindan, p > 1 icin M7 uzayma ve M, , uzaymdan WM™,

uzayina
b1 Q,g,,,vSOQ y

stnirhidir. Ayrica, p > 1 igin
L
10,25y < COIl ey
ve p = 1 igin

116 ZE) g,

< O fll oy
Q—p—v¥2 ML(Pl,

burada C' sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir [18].
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Teorem 4.18. b € A%(p),V € RH,, 1 > Q/2,0<v <1l,a>0,be A(p),1 <p<
Q/(B+v),1/g=1/p— (8+v)/Qolsun ve ¢, € lev g € QZ"&V, her § > 0 i¢in

o0 dt
cs:= [ sup pi(g,t) < o0
§ g€, t

ve
o dt
/ e1(9, t)m < Copa(yg,T) (4.13)

sartlarin1 saglasin, burada Cj sabiti g € Hl,, ve » > 0 dan bagimsizdir. Bu durumda, [b,IﬁL]

komiitator operatorii VMf;Z (H,,) uzaymdan VW M*, . (H.,,) uzayma smirhdir [18].
’ Q=p—v¥2

Lemma4.19. 0 <v < 1,0 < 8+ v < Qolsun ve b € A%(p) ise bu durumda

0. Z51(F)(9)| S o1 Lo (1£1)(9)
[18].

Ispat. Hatirlatalim ki;

b, Z51(f)(9) = b(9)Z5(f)(9) — L5 (bf)(9)

- / 1b(g) — b()] K5 (g, h) F(h)dy.

n

Eger b € AY(p) ise bu durumda Lemma den

|0, Z51(f)(9)] S/ [6(g) = b(R)[ | Ks(g, )] f(R)dy

n

< /H g 1K s (g, B £ (1) dy

= B} Is1 (1 D(9)

elde edilir. m
Lemma den asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.20. ¢, > Q/2i¢in V € RH,, ve 0 < v < ligin b € AY(p) oldugu kabul edilsin.
0<f+rv<Qolsunvel <p<q<ooiginl/qg=1/p— (+r)/Q saglansin. Bu
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durumda, f € L,(H,,) i¢in p > 1 oldugunda

10, Z5N ) ity S MF NIz, )

ve p = 1 oldugunda

esitsizlikleri gerceklesir [18]].
Teorem[{4.16] ispat1 i¢in gerekli olan teorem asagida ifade edilmistir.
Teorem 4.21. ¢ > Q/2i¢in V € RH,, ve § > 0,0 < v < 1l igin b € A%(p) oldugu kabul

edilsin. 0 < f+v < Qolsunvel <p < qg<ooiginl/qg=1/p— (8 +r)/Q saglansin.
Bu durumda, herhangi bir f € L7 (H,) i¢in

loc

110, V(O zoBorn S Masw (L Dllzo(Biaom)

<T§/°°”J”||Lp<wﬂ
2

~ r t% t

esitsizligi gerceklesir.
Ayrica, p = 1 oldugunda herhangi bir f € L}, (H,) igin

loc

10.Z5(lwe g @or S Mse(iDlwe g 50

< et /°° /12 (Bgo 1)
~ 2r tQiﬁilI t

esitsizligi gerceklesir [18].

Ispat. Keyfi gy € H,, icin B = B(go, ) ve herhangi bir A > 0i¢in A\B = B(gy, \r) seklinde
tanimlansin. f fonksiyonu f = fi + f> seklinde yazilabilir, burada f1(h) = f(h)x,, .., (h)
Ve X pg0.2m) > B(go, 2r) nin karakteristik fonksiyonudur. Bu durumda

10, ZEN () | 2a oy S Mo (LFD 2y (B0

< Mo (f)l 2o (Bgor)) T 510 (f2) | Ly (B(goir)-
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fi € L,(H,,) ve 154, operatorii, L,(H,,) uzayindan L,(H,,) uzayina siirl oldugundan (bkz.
[48])

110 (f)llLgB@or) S IflLo(Bg020)

o o dt
Sl men |
grf;/ W70y o (4.14)
2r tq t

2540 (f2)|I £, (B(go.r)) ifadesii¢in g € B, h € (2B)° nin tersi |h~'g| ~ |h~go|. Bu
durumda (@.6) esitsizliginden

|f(h)]
sup | 1g14(f2)(9)] 5/ T a5 dh
geB - (2B)¢ go|@—P~
S S [ qrwlan
=1 2k+1 B
elde edilir.
Holder esitsizliginden
ok+1y
sup L1 ()] S 3 W) 5 [ a
k=1 2%r
2N Fll L Bigoy dt
p(B(go,t))
oy [ Mg
o dt
5 / ||fHLp(QB(907t)) — (415)
2r ta t

Sonra, 1 < p < @/ i¢in

o [ [[fllLy(Bgoy dt
s o) gotanry S 7% [ Wl & @.16)
2r
elde edilir. Bundan dolay1, (4.14) ve (4.16) esitsizliklerinden 1 < p < Q/f i¢in
o [ 1 fllz, (B dt
1 (1) oty S 7 / S “4.17)

elde edilir.
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p = 1 igin Ig,, operatdriiniin L,(H,) uzaymmdan WL_ o (H,) uzayma smirh

Q—Bv
oldugundan
"IﬁJrV(fl)HWLQ q__ (Bloor) S 1z Bgo.2r)
< Q-B-v /OO ”fHLl(B(go,t)) @
~ 2r tQ_ﬁ_V ¢ ‘
(@.16)) esitsizliginden
||fﬁ+y(f2)llmm%<3<go,r>) < ||IB+V(f2)||Lﬁ(B(902T))
< QB / S Nz (sgoan dt
~ 2r tQiﬁilj t
Boylece
< .Q-B—v > ||f||L1(B(go7t)) ﬁ
||[ﬁ+u(|f!)||WLQf%7V(B(go,r)) ST /27, Q-B-v ¢
[

Teorem 4.16) b € A%(p) oldugunda [b,Z}] komiitatér operatoriiniin LMY (HL, )
uzaymdan LM} (H,) uzayma sinirliligina, Teorem deki [b, Zj] komiitator operatorleri

icin lokal durumlar temel olusturmaktadir.

4.2.1. Teorem ispatlz
Lemma 4. 11] den

1 . 1
5 = €88 inf
> t<s<0o0

=0

ess inf ¢1(g, s)s

t<s<oo

901(97 S>S

elde edilir.
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Burada hatirlatalim ki; || f||z,(B(g.1)) » ¢ pParametresine gore azalmayan fonksiyon ve
f € MY ise budurumda

PP
(14 ) 1 lzsimm0 (14 5) WLyt
9 < ess inf >
ess inf (g, 5)s» fesses v1(g,s)s?

t<s<oo

S sup (
0<s<oo gpl

Ymmwm
(9.5)s7

S I gy -

P,p1

a > 0 oldugundan ve (1, p2) ¢ifti (4.T1) sartlarin1 sagladigindan dolay1

) ess mfgpl(g, )s% di

/MWMWW@:/ (14 55) 1o
2r o

B(go
Q 5 “
43 t ess inf p1(g, s)s» <1+m> tq

t<s<oo

/°° 65 imfpilg, 5)s7 g
2

S llagey RS
¢ =t
<1+p(go)> b

PPl

f Q
< roye [ R ne s g
||f||]\4§“%§’1 L+ P(QO) tQ t
T q

S W gy (14 =) ealon, 7). (4.18)

PPl

Sonra, Teorem [4.21] den dolay1

6. T ygzy < Mo (1D gy

< sup <1+
go€H,,r>0

") dt
S sup <1+ ><p2(go,7“) / WHL”%””-

go€H,,r>0 o ta t

) 2(90.7) 7 Lo (D 2,800

S W aggy -

PPl

q= Q_%_V olsun. (@.18) esitsizligindeki benzer durumdan

N fllLy(Bgo,t)) dt ro\"@
PO D Sy (147 )  ealg0.7):
/zr tQ—A-v M p(90)
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Boylece, Teorem .21 ] den dolay1

1B Z5 e, S sl Dl

Q—B—u"pQ Q_B_U,<P2
< 1+ ——) "algo, ) 0 L ()
~ Sup ¥290,7) T B+v WL g (B(go,r))
go€Hy,r>0 p(g()) Q—pb—v
r @ ||f||L go,t)) dt
S osup <1+ ) ©0a(go, T / NS L1 (B(go,t)) &t
go€Hy,,m>0 p(go) 2( 0 ) o 1Q—B—v t
< «
S Wy

elde edilir.

4.2.2. Teorem Ispati:

Teorem4.18. (@.17) esitsizliginden ifade edilir. [b, Z%] komiitator operatdriiniin normunun
ifadesi yani vanishing olmayan uzaylardaki simirliligida Teorem [4.16] den dolay: elde edilir.

Bundan dolay1 sadece

lim sup A*Y (f;9,r) =0 = lim sup A*Y ([b,IﬁL](f);g,r) =0 (4.19)

P, 9,92
r—0 g€H, ? r—0 g€H, i

ve

lim sup Qllm(f g,7)=0 = lim sup QlQ/(Q B)W([b,fé](f);g,r):() (4.20)

r—0 QGH r—0 EHn

ispatlamak yeterli olacaktir.

rigin sup (1—|—$> @2(g,7) =9/ [b, Z5(f) |2y (B(g.r) < € oldugunu gostermek
gciln

icin esitsizliginin sag tarafindan:

(14 557) 2o B T sy st < Cllalg,r) + 0.7, @21

burada 6y > 0 ( 9y > 1 alinabilir) ve

<1 + L>a do
(9) _Q_
Isy(g,7) =~ "9 / Lo

902(gvr)

veE

14+ )"
@ _a_
Js, (g, 7) = M/ Nz (Bl dt

902(.9’ T) do
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ve burada r < §; olarak kabul edilmektedir. f € VMY (H,) oldugundan ve d, > 0

b1
herhangi bir sabit olarak se¢ilerek
sup (14 =) 01 (0.0 P fll ey 0 < g
g€y p(9) 2CCo

elde edilir, burada C' ve Cj sabitleri sirasiyla (#.13) ve (4.21)) esitsizliklerindeki sabitlerdir.
Bu durum r € (0, dy) deki ilk terimin tek tip olmasindan:

sup Cls,(g,7) <
g€eH,

s 0<T<(50.

N ™

Simdi, ikinci terimin ifadesini, yeterince kii¢iik r se¢imiyle durum asikardir. Gergekten de,

(4.10) sartindan
(1+35)
r(g)
HfHVMO‘vV

J <c,
0(0:7) < o e1(g,7) Re

elde edilir, burada c,,, sabiti (4.3)) esitsizligindeki sabittir. Dolaysiyla (4.10) esitsizliginde r

nin yeterince kiigiik alinmasiyla

(0 )

p(g) €

sup <

reR™ (pg(g,T) 2CUOHfHVM“’V

P,$1

elde edilerek (4.19) esitsizliginin ispatlanmis olur.
(4.20) esitsizliginin ispat1, (4.19) esitsizliginin ispat1 gibi benzer sekildedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Kesirli integrallerin ve onlarin uygun fonksiyonlarla komiitatorlerinin sinirliligi harmo-
nik analizde onemli bir rol oynamaktadir. Diizgiin olmayan katsayilara sahip diferansiyel
denklemlerin calismalarinda kesirli integral operatorlerinin komiitator integralleri dogal olarak
ortaya ¢ikar. Heisenberg gruplarinin fark ve siirekli versiyonlari, matematigin bir¢cok alaninda
ozellikle Fourier analiz, ¢cok degiskenli kompleks analiz, geometri ve topoloji de uygulamalari
yer almaktadir.

Bu tez konusunu bir baslangi¢ kabul edilerek, "Schrodinger operatorlerine karsilik
gelen integral operatorlerinin komiitator operatorlerinin Morrey-Tipli uzaylarda simirliligt"
konusunda daha ileri diizeyde ¢alismalar yapabilmek icin bir temel olusturulmasi1 hedeflenmek-
tedir.
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