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Ecem PITRAKLI VURAL

YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Enstitü Müdürü
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• Tüm bilgi, belge, değerlendirme ve sonuçları bilimsel etik kurallarına uygun olarak

sunduğumu,
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TEŞEKKÜR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . III

ÖZET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IV

ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V
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İntegral Operatörünün Komütartörleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.2. Heisenberg Gruplarında Tanımlı Schrödinger Operatörlerine Karşılık Gelen Kesirli
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

HEISENBERG GRUPLARINDA SCHRÖDINGER
OPERATÖRLERİNE KARSILIK GELEN KESİRLİ İNTEGRAL
OPERATÖRLERİNİN KOMÜTATÖRLERİNİN MORREY TİPLİ

UZAYLARDA SINIRLILIĞI

Ecem PITRAKLI VURAL

KIRŞEHİR AHİ EVRAN ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

Danışman: Prof. Dr. Alı̇ AKBULUT
Yıl: 2024 Sayfa: 53

Jüri: Prof. Dr. Vagıf S. GULİYEV
Prof. Dr. Alı̇ AKBULUT
Doç. Dr. Veysel NEZİR

Bu yüksek lisans tezinde, Heisenberg gruplarında Schrödinger operatörlerine karşlık
gelen kesirli integral operatörlerinin komütatörlerinin Morrey tipli uzaylardaki sınırlılıkları
hakkında bilgi verilecektir. İlk bölümde, literatürde bu konu ile ilgili araştırmaları olan
bir çok matematikçi hakkında bilgi verilmiş ve bu çalışmanın amacından bahsedilmiştir.
İkinci bölümde, tez konusunda geçen bazı temel tanım ve özellikler verilecektir. Üçüncü
bölümde, tez konusu ile ilgili materyal ve metotlar hakkında kısa bilgi verilmiştir. Dördüncü
bölümde, Heisenberg grupları, Schrödinger operatörü ve Schrödinger operatörüne karşılık
gelen Morrey uzayları hakkında temel tanım ve özellikleri ile ilgili bazı bilgiler verilerek
Heisenberg gruplarında tanımlı Schrödinger operatörlerine karşılık gelen kesirli integral o-
peratörlerinin komütatörlerinin Morrey tipli uzaylardaki sınırlılıkları hakkında bilgi verilmiş-
tir. Son bölümde, tez konusunun araştırılmasındaki amaç ve hedefi hakkında kısaca bahsedil-
miştir.

Anahtar Kelimeler: Schrödinger operatörüne karşılık gelen Morrey uzayları, maksimal
fonksiyon, kesirli integral operatör, Riesz potansiyeli.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

BOUNDEDNESS OF COMMUTATORS OF FRACTIONAL INTEGRAL
OPERATORS ON MORREY-TYPE SPACES ASSOCIATED WITH
SCÖHRDINGER OPERATORS ON THE HEISENBERG GROUPS
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KIRŞEHİR AHİ EVRAN UNIVERSITY
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor: Prof. Dr. Alı̇ AKBULUT
Year: 2024 Pages: 53

Juries: Prof. Dr. Vagıf S. GULİYEV
Prof. Dr. Alı̇ AKBULUT
Assoc. Prof. Dr. Veysel NEZİR

In this master’s thesis, information will be given about the boundedness of the commu-
tators of fractional integral operators corresponding to Schrödinger operators in Heisenberg
groups in Morrey type spaces. In the first part, information is given about many mathematici-
ans who have done research on this subject in the literature and the purpose of this study
is mentioned. In the second part, some basic definitions and characteristics of the thesis
will be given. In the third part, brief information is given about the materials and methods
related to the thesis topic. In the fourth part, some information about Heisenberg groups,
the Schrödinger operator and the Morrey spaces corresponding to the Schrödinger operator
are given, and some information is given about the basic definitions and properties of the
Schrödinger operators defined in Heisenberg groups. Information is given about the limitatio-
ns of commutators of fractional integral operators in Morrey type spaces. In the last part, the
purpose and objective of researching the thesis topic is briefly mentioned.
Keywords: Heisenberg Groups, Schrödinger operators, maximal function,fractional integral
operator, Riesz potential.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

Simgeler Açıklama

Rn : n-boyutlu Öklid uzayı

B(x, r) : x merkezli r yarıçaplı yuvar

|B| : B kümesinin Lebesgue ölçümü

χB : B kümesinin karakteristik fonksiyonu

L0(Rn) : Rn’de ölçülebilir fonksiyonların sınıfı

Lp(Rn) : Lebesgue uzayı

Lploc(Rn) : Rn de p−lokal integrallenebilen fonksiyonların sınıfı

Lp,λ : Morrey uzayı

Mp,ϕ(Rn) : Genelleştirilmiş Morrey Uzayı

Hn : Heisenberg grubu

RHQ/2 : ters Hölder sınıfları

4Hn : alt-Laplasyan

L : Schrödinger operatörü

Iβ : Kesirli integral operatörü

[b, ILβ ] : Komütatör operatörü

Iα : Kesirli integral operatör (Riesz potansiyeli)

[b, T ] : Calderón-Zygmund operatörünün komütatörü

[b, Iα] : Riesz potansiyelinin komütatörü

VI



1. GİRİŞ

Klasik Morrey uzayları 1938’de C.B. Morrey tarafından eliptik kısmi diferansiyel
denklemlerin çözümlerinin yerel davranışlarının incelenmesi çalışmalarında ortaya çıkarılmış-
tır. 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ ≤ n, f ∈ Lloc

p (Rn) olmak üzere Lp,λ ≡ Lp,λ(Rn) Morrey uzayı

Lp,λ :=
{
f ölçülebilir : ‖f‖Lp,λ <∞

}
şeklinde tanımlanır, burada ‖f‖Lp,λ normu

‖f‖Lp,λ ≡ ‖f‖Lp,λ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
) 1

p

<∞

ile verilir.
Kesirli integrallerin ve onların uygun fonksiyonlarla komütatörlerinin sınırlılığı har-

monik analizde önemli bir rol oynamaktadır. Düzgün olmayan katsayılara sahip diferansiyel
denklemlerin çalışmalarında kesirli integral operatörlerinin komütatör integralleri doğal olarak
ortaya çıkar.

Son yıllarda L Schrödinger operatörüne karşılık gelen kesirli integral operatörleri
ve bunların BMO fonksiyonları ile komütatörleri büyük ilgi görmüştür. B. Bongioanni,
A. Cabral ve E. Harboure; T. Martinez; L. Tang ve J. Dong tarafından Lp Lebesgue uzayı
ve Lp,ω ağırlıklı Lebesgue uzaylarında harmonik analizin Schrödinger operatörüne karşılık
gelen integral operatörlerinin sınırlılıkları araştırılmıştır.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Bu bölümde, çalışmamız ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatörler hakkın-
da genel bilgilere, bazı temel tanımlara ve ana sonuçlarımızın ispatında kullanılan araçlara
yer verilmiştir.

2.1. Ön Bilgiler

Bu kısımda, normlu uzayların tez konusu ile ilgili bazı tanım, teorem ve özellikleri
ifade edilmiştir.

2.2. Normlu Uzaylar

Tanım 2.1. X , K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun. Eğer

‖·‖ : X → R, x→ ‖x‖

dönüşümü ∀x, y ∈ X ve α ∈ K için

(N1) ‖x‖ ≥ 0 ve ‖x‖ = 0⇔ x = θ

(N2) ‖αx‖ = |α| ‖x‖

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Üçgen Eşitsizliği)

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşüme X üzerinde norm adı verilir. (X, ‖·‖) ikilisine bir
normlu vektör uzayı denir. (X, ‖·‖) normlu uzayı kısaca X ile gösterilir [2].

Teorem 2.2. X, K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun.

‖ · ‖ : X→ R

şeklinde tanımlı her norm dönüşümü X vektör uzayı üzerinde süreklidir [2].

Teorem 2.3. Bir K cismi üzerinde tanımlı herhangi bir X normlu vektör uzayında vektörel
toplama ve skalerle çarpma dönüşümleri süreklidir [2].

Tanım 2.4. (Denk Norm) X, K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı olsun. ∀x ∈ X için

c‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C‖x‖1

olacak şekilde c, C ∈ R pozitif sayıları varsa X üzerinde tanımlı ‖ · ‖1 ve ‖ · ‖2 normlarına
denk normlar denir [41].
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Tanım 2.5. {xn}∞n=1, (X, ‖ · ‖) normlu uzayında bir dizi ve x0 ∈ X olsun. Eğer

lim
n→∞

‖xn − x0‖ = 0

olursa xn dizisi x0 noktasına yakınsıyor denir ve xn → x0 veya lim
n→∞

xn = x0 şeklinde
gösterilir. Normlu uzayda tanımlanan bu yakınsamaya norma göre yakınsama denir [41].

Tanım 2.6. (Cauchy Dizisi) (X, ‖ · ‖) normlu uzayı içinde {xn}∞n=1 bir dizi olsun.
∀ε > 0 için m,n ≥ nε olduğunda ‖xn − xm‖ < ε olacak şekilde ε sayısına bağlı bir nε
doğal sayısı varsa {xn}∞n=1 , bir Cauchy dizisidir denir [41].

Tanım 2.7. (Banach Uzayı) Bir (X, ‖·‖) normlu uzayı içindeki her Cauchy dizisi X içindeki
bir noktaya yakınsıyor ise bu (X, ‖ · ‖) normlu uzayına Banach Uzayı adı verilir [2].

Tanım 2.8. X ve Y iki lineer uzay ve T : DT ⊂ X → Y bir fonksiyon olsun. T

fonksiyonuna operatör denir. Burada DT , T nin tanım kümesi ve T (DT ) ⊂ Y de T nin
görüntü kümesidir. Eğer DT , X in bir lineer alt uzayı ve T bir lineer dönüşüm ise her α,
β ∈ R (veya C) ve x, y ∈ X için

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y) [44].

Tanım 2.9. Bir T : X → Y lineer dönüşüm ve X , Y K cismi üzerinde iki vektör uzayı
olsun. Her α ∈ R+ ve her x, y ∈ X için

T (x+ y) ≤ Tx+ Ty

T (αx) = αTx

sağlanıyorsa T ye “ alt lineer operatör ” denir [44].

Tanım 2.10. X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) ⊂ X olmak üzere, T : D (T ) → Y lineer
operatör olsun. Eğer her x ∈ D (T ) için, ‖Tx‖ ≤ A ‖x‖ olacak şekilde bir A reel sayısı
varsa, T operatörüne sınırlıdır denir [44].

Bir T operatörünün normu ‖T‖ = sup
x∈D(T )
x6=0

‖Tx‖
‖x‖ ile tanımlanır.

Tanım 2.11. Eğer bir f (x) fonksiyonu için hemen her yerde Tf (x) ≥ 0 ise T operatörüne
pozitif operatör denir [44].

Tanım 2.12. X ve Y normlu uzaylar, D (T ) ⊂ X olmak üzere, T : D (T )→ Y bir operatör
ve x0 ∈ D (T ) olsun. Eğer verilen her ε > 0 sayısına karşılık, ‖x− x0‖ < δ koşulunu
gerçekleyen her x ∈ D (T ) için, ‖Tx− Tx0‖ < ε olacak şekilde bir δ > 0 sayısı varsa T ye
x0 da süreklidir denir.
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Tanım 2.13. (Süreklilik ve Sınırlılık) X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) ⊂ X olmak üzere,
T : D (T ) → Y lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olması için gerek ve yeter
koşul T nin sınırlı olmasıdır.

2.3. Ölçü Teorisi

Tanım 2.14. (Cebir ve σ- Cebiri) X bir küme olsun. Eğer X in alt kümelerinin birA sınıfı
için aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa bu durumda A sınıfına X üzerinde bir cebirdir denir:

(i) X ∈ A
(ii) ∀E ∈ A, Ec = X\E ∈ A
(iii) k = 1, 2, ..., n, Ek ∈ A =⇒

n
∪
k=1

Ek ∈ A
Eğer (iii) şartı yerine

“∀n ∈ N En ∈ A ⇒
∞
∪
n=1

En ∈ A”

şartı konulursa A cebirine bir σ− cebiri adı verilir [50].

Tanım 2.15. (Borel Cebiri) BirK sınıfını kapsayan σ-cebirlerinin en küçüğüneK nın ürettiği
(doğurduğu) σ-cebiri denir. Rn deki bütün açık (a, b) aralıklarının doğurduğu σ-cebirine
Borel cebiri denir ve B(Rn) ile gösterilir. n = 1 olması halinde B(R1) Borel cebiri B(R)

ile gösterilir. B(R) nin her bir elemanına Borel kümesi denir [50].

Tanım 2.16. X bir küme ve A, X üzerinde bir σ−cebiri olsun. Bu durumda (X,A)

ikilisine bir ölçülebilir uzay, A daki her bir kümeye de A-ölçülebilir küme veya kısaca
ölçülebilir küme adı verilir [50].

Tanım 2.17. (Ölçülebilir Fonksiyon) (X,A) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R bir
fonksiyon olsun. Eğer ∀α ∈ R için

f−1 (]α,+∞[) = {x ∈ X : f (x) > α} ∈ A

oluyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir. X üzerindeki ölçülebilir fonksiyonların ailesi
M (X,A) ile gösterilir [50].

Tanım 2.18. (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tanımlı genişletilmiş reel değerli
bir µ fonksiyonu
(i) µ (∅) = 0

(ii) ∀A ∈ A için µ (A) ≥ 0

(iii) Her ayrık (An) dizisi için µ
(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ (An)

özelliklerini sağlıyorsa bu fonksiyona ölçü denir. Eğer ∀A ∈ A, µ (A) < ∞ ise µ ye sonlu
ölçü adı verilir [40].
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Tanım 2.19. (Ölçü Uzayı) BirX kümesi,X in alt kümelerinin birA σ-cebiri veA üzerinde
tanımlı bir µ ölçüsünden oluşan (X,A, µ) üçlüsüne bir ölçü uzayı adı verilir [40].

Tanım 2.20. (Dış Ölçü)X bir küme ve P (X) deX in kuvvet kümesi olsun. P (X) üzerinde
tanımlı, genişletilmiş reel değerli bir µ∗ fonksiyonu
(i) µ∗ (∅) = 0

(ii)∀E ∈ P (X) için µ∗ (E) ≥ 0

(iii) A ⊂ B ⊂ X için µ∗ (A) ≤ µ∗ (B)

(iv) Her bir n ∈ N için An ∈ P (X) ise µ∗
(
∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ∗ (An) şartlarını sağlarsa µ∗

fonksiyonuna X üzerinde bir dış ölçüdür denir [40].

Tanım 2.21. (Lebesgue Dış Ölçüsü) (Ik), R nin sınırlı ve açık alt aralıklarının bir dizisi,

τA =
{

(Ik) : A ⊂
⋃

Ik

}
olsun. P (R) üzerinde

m∗ (A) = inf

{
∞∑
k=1

l (Ik) : (Ik) ∈ τA

}

biçiminde tanımlananm∗ bir dış ölçüdür. Bu dış ölçüye Lebesgue dış ölçüsübdenir. Lebesgue
dış ölçüsü R nin her bir alt aralığına onun uzunluğunu karşılık getirir [40].

n−boyutlu Rn uzayında Lebesgue dış ölçüsünü tanımlamak için

I = {x : ai ≤ xi ≤ bi , i = 1, ..., n}

n−boyutlu kapalı aralıklarını göz önüne alalım. Bu aralıkların hacimleri

v (I) =
n∏
i=1

(bi − ai)

biçimindedir. Keyfi bir E ⊂ Rn kümesinin Lebesgue dış ölçüsü

m∗ (E) = inf

{
∞∑
k=1

v (Ik) : E ⊂
∞⋃
k=1

Ik , Ik bir aralık

}

ile tanımlanır. ∀A ⊂ Rn için eğer

m∗ (A) = m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ (Rn − E))
(
Caratheodary Ölçümü

)
ise E kümesine Lebesgue ölçülebilirdir denir [40].
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Teorem 2.22. Rn üzerindeki Lebesgue dış ölçüsü, her bir aralığa onun hacmini karşılık
getirir [50].

Uyarı 2.23. A sayılabilir bir küme ise m∗ (A) = 0 dır.

Uyarı 2.24. [0, 1] kümesi sayılamayan bir kümedir.

Tanım 2.25. (Lebesgue Ölçüsü) M (R,m∗), m∗ dış ölçüsüne göre ölçülebilen R nin alt
kümelerinin sınıfı olsun. m∗ Lebesgue dış ölçüsününM (R,m∗) sınıfına da B (R) sınıfına
da olan kısıtlanmasına Lebesgue ölçüsü denir, m ile gösterilir [40].

Tanım 2.26. (X,A, µ) bir ölçü uzayı olsun. Eğer bir önerme (özellik) ölçüsü sıfır olan bir
küme dışında doğru ise, o önerme (özellik) hemen her yerde doğrudur denir [50].

Tanım 2.27. (Lp Uzayı) (X,Σ, µ) bir ölçü uzayı olsun. 0 < p <∞ olmak üzere

Lp =

f ∈M(X,Σ) :

∫
X

|f |p dµ <∞


kümesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sınıfı denir. Lp uzayında bir f
fonksiyonunun normu

‖f‖p =



(∫
X

|f |p dµ
) 1

p

, 1 ≤ p <∞

ess sup
x∈X
|f(x)| , p =∞

ile tanımlanır.

ess sup
x∈X
|f(x)| = inf {λ : m (x ∈ X : |f(x)| > λ) = 0} [44].

Tanım 2.28. (Örtü) Birleşimleri A kümesini kapsayan Ui kümeler ailesine A kümesinin bir
örtüsüdür denir. Bu Ui kümelerinin her biri açıksa bu halde Ui, A kümesinin açık örtüsüdür
denir. Birleşimleri A kümesini kapsayan alt topluluklar ailesine verilen örtünün alt örtüsü
ismi verilir. Eğer bu topluluklar ailesi sonlu sayıda kümelerden oluşuyorsa, bu örtüye sonlu
alt örtü denir [40].

Tanım 2.29. X kümesinin her açık örtüsünün sonlu sayıda bir alt örtüsü varsa, X kümesine
“kompakttır” denir. Kapalı ve sınırlı her kümenin açık örtüsünün sonlu sayıda bir alt örtüsü
vardır. Yani, kapalı ve sınırlı her küme kompakttır [41].
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Tanım 2.30. Bir f fonksiyonunun desteği f (x) 6= 0 şartını sağlayan x noktalarının kapanışı-
dır ve Supp f = {x : f (x) 6= 0} ile gösterilir. Eğer f fonksiyonunun desteği kompakt bir
küme ise bu durumda f kompakt destekli fonksiyon adını alır [41].

Tanım 2.31. f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompakt K kümesi üzerinde∫
K

|f | dµ <∞

ise f fonksiyonuna lokal (yerel) integrallenebilirdir denir ve

L1
loc(Rn) =

{
f :
∫
K

|f | dµ < ∞;K ⊂ Rn, K kompakt
}

yazılır. Ayrıca,

Lploc(Rn) =

{
f :

(∫
K

|f |p dµ
) 1

p

< ∞; K ⊂ Rn, K kompakt

}
ile gösterilir [44].

Teorem 2.32. Eğer 1 ≤ p ≤ ∞ ise bu durumda

Lp (Rn) ⊂ Lploc (Rn) ⊂ L1
loc (Rn)

[44].

Tanım 2.33. (Hölder Eşitsizliği) p > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere f ∈ Lp, g ∈ Lq olsun.
Bu durumda f, g ∈ L1 ve

‖f g‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q

sağlanır [35].

Tanım 2.34. (Minkowski Eşitsizliği) p ≥ 1 için eğer f , g ∈ Lp ise bu durumda
(f + g) ∈ Lp ve

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p

dir [35].

Tanım 2.35. (Schwarz Eşitsizliği) f(x) ∈ L2 ve g(x) ∈ L2 olsun.

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x) g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤


b∫
a

|f(x)|2 dx


1
2


b∫
a

|g(x)|2 dx


1
2

eşitsizliğine Schwarz eşitsizliği denir [35].
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Tanım 2.36. Rn ile n-boyutlu Öklid uzayını gösterelim.
x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn ve

|x| =
√
x2

1 + ...+ x2
n x ∈ Rn, |x| ≥ 0

olsun. Tüm Rn de veya Rn in bir alt kümesinde tanımlı bir fonksiyon
g(x) = g (x1, ..., xn) ve f , [0, ∞) da hemen her yerde tanımlı tek değişkenli fonksiyon
olsun. Eğer n- değişkenli bir g(x) fonksiyonu herhangi bir tek değişkenli f(x) fonksiyonunun
yardımıyla g(x) = f (|x|) şeklinde gösterilebiliyorsa g ye radyal fonksiyon denir. Yani

g (x1, ..., xn) = f

(√
x2

1 + ...+ x2
n

)
.

Teorem 2.37. (Fubini) f , Rm+n üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon ve

I1 =

∫
Rn+m

|f (x, y)| dxdy

I2 =

∫
Rm

∫
Rn

|f (x, y)| dx

 dy

I3 =

∫
Rn

∫
Rm

|f (x, y)| dy

 dx

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I2 için bu Rn üzerinde bir g integrallenebilen
fonksiyonu vardır öyleki g (y) hemen her y için içteki integrale eşittir anlamındadır ve I3 için
de aynısı geçerlidir. Bu durumda
(a) Hemen her y ∈ Rm için f (., y) ∈ L1 (Rn) dir.
(b) Hemen her x ∈ Rn için f (x, .) ∈ L1 (Rm) dir.
(c)
∫
Rm

f (., y) dy ∈ L1 (Rn)

(d)
∫
Rn
f (x, .) dx ∈ L1 (Rm)

(e) I1 = I2 = I3

elde edilir [37].

Tanım 2.38. x = (x1, ..., xn) ve y = (y1, ..., yn), Rnde vektörler olmak üzere Rn,

n- boyutlu Öklidyen uzayı (x, y) =
n∑
j=1

xj yj iç çarpımı ile donatılmış Rn, n- boyutlu reel

uzaydır [37].

Burada x in mutlak değeri |x| =

(
n∑
j=1

x2
j

) 1
2

ile tanımlanır.
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Rn üzerinde dx = dx1...dxn ile Lebesgue ölçüsünü göstereceğiz. Rn uzayı üzerinde
f fonksiyonunun Lebesgue integrali∫

f(x)dx =

∫
...

∫
f(x1, ..., xn)dx1...dxn

ile gösterilir [50].

Çok katlı integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek çoğu kez kullanışlı olmaktadır.
r = |x| olsun ve Sn−1 = {x : |x| = 1} ile birim küreyi gösterilim.∫

Rn

f(|x|)dx, dx = dx1...dxn

integralinin hesabı için;

0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ1, ..., θn−2 ≤ π, 0 ≤ θn−1 ≤ 2π

olmak üzere
x1 = r cos θ1

x2 = r sin θ1 cos θ2

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3

...

xn = r sin θ1 sin θ2... sin θn−1

dönüşümü yapılır. Bu dönüşümün Jakobiyeni

J (r, θ1, ..., θn−1) = rn−1

n−1∏
j=1

(sin θj)
n−1−j

olarak hesaplanır.

∫
Rn

f(|x|)dx =

∞∫
0

π∫
0

π∫
0

...

2π∫
0

f(r)J(r, θ)drdθ1...dθn−1

=

∞∫
0

rn−1f(r)dr

π∫
0

π∫
0

...

2π∫
0

n−1∏
j=1

(sin θj)
n−1−j dθ1...dθn−1

= wn−1

∞∫
0

f(r)rn−1dr

elde edilir, burada wn−1, birim kürenin yüzey alanıdır.
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Genel olarak

∫
Rn
f(|x|)dx =

∞∫
0

∫
Sn−1

f (r sin θ1, ..., sin θn−1) rn−1drdθ1...dθn−1

=
∞∫
0

∫
Sn−1

f(r, θ)rn−1dσdr

biçimde yazılır. Burada dσ, Sn−1 üzerinde dx tarafından belirlenen yüzey ölçüsüdür [42].

Tanım 2.39. x ∈ Rn ve f(x) ve g(x) ölçülebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda∫
Rn

f(y)g(x− y)dy =

∫
Rn

f(x− y)g(y)dy

integraline f ile g nin konvolüsyonu denir ve f ∗ g ile gösterilir.

Teorem 2.40. Eğer f , g ∈ L1 ise bu durumda h = f ∗ g hemen her yerde vardır ve L1 e
aittir. Ayrıca

‖h‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1

sağlanır [35].

Teorem 2.41. (Young) 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Eğer f ∈ Lp ve g ∈ L1 ise bu durumda h = f ∗ g
hemen her yerde vardır ve Lp uzayına aittir. Ayrıca

‖h‖p ≤ ‖f‖p ‖g‖1

eşitsizliği gerçeklenir [35].

Teorem 2.42. (Young) f ∈ Lp ve g ∈ Lq olsun, 1
p

+ 1
q
≥ 1 ve 1

r
= 1

p
+ 1

q
− 1 olsun. Bu

durumda h = f ∗ g olmak üzere h ∈ Lr dir ve

‖h‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q

sağlanır [35].

Tanım 2.43. (Fourier Dönüşümü) f ∈ L1 (Rn) olsun.

f̂ (x) =
1

(2π)n

∫
Rn

f (y) e−i(x,y)dy
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ile verilen f̂ fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier dönüşümü olarak adlandırılır.
Burada (x, y) = x1y1 + ...+ xnyn dir. Fourier dönüşümü

f̂ (x) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f (y) e−i(x,y)dy

veya

f̂ (x) =

∫
Rn

f (y) e−2πi(x,y)dy

olarak da alınabilir. Eğer n = 1 ve f ∈ L1 (R1) ise bu durumda

f̂ (x) =
1

2π

+∞∫
−∞

f (y) e−ixydy

olur [11].

Lemma 2.44. Eğer f (x) = f1 (x1) f2 (x2) ...fn (xn) ise

f̂ (x) = f̂1 (x1) f̂2 (x2) ...f̂n (xn)

sağlanır [11].

Teorem 2.45. (Riemann-Lebesgue) Eğer f ∈ L1(Rn) ise bu durumda f̂ sınırlı ve düzgün
süreklidir. Ayrıca |x| → ∞ iken f̂(x)→ 0 dır.

Teorem 2.46. f , g ∈ L1 olsun. Eğer h = f ∗ g ise bu durumda ĥ = f̂ ĝ dır [35].

Teorem 2.47. f, g ∈ L1 olsun. Bu durumda∫
f̂(x)g(x)dx =

∫
f(x)ĝ(x)dx

dir [35].

Teorem 2.48. (Parseval-Plancherel) f ∈ L2(Rn) olsun. Bu durumda

f̂(x) = (2π)−n
∫
Rn

f(y)e−i(x,y)dy

Fourier dönüşümü vardır. Ayrıca ∥∥∥f̂∥∥∥
2

= (2π)−
n
2 ‖f‖2
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dir. Eğer Fourier dönüşümünü

f̂(x) =

∫
Rn

f(y)e−2πi(x,y)dy

ile tanımlarsak bu durumda∥∥∥f̂∥∥∥
2

= ‖f‖2 (Parseval formülü)

< f̂, ĝ >=< f, g > (Plancherel formülü)

olur. Burada < f, g >, f ile g nin iç çarpımını göstermektedir ve

< f, g >=

∫
f
−
gdx

dir.

Tanım 2.49. f ∈ L1(Rn), ve f nin Fourier dönüşümü

f̂(y) = (2π)−n
∫
Rn

f(x)e−i(x,y)dx

şeklinde verilsin. Bu durumda

f(x) =

∫
Rn

f̂(y)ei(x,y)dy

formülüne Fourier dönüşümleri için invers formülü denir [37].

Tanım 2.50. (Homojen Fonksiyon) λ ve α reel sayılar olmak üzere

f(λx) = |λ|α f(x)

oluyorsa f ye α. dereceden homojen fonksiyon denir [37].

Tanım 2.51. (Karakteristik Fonksiyon) A ⊂ Rn olsun.

χA =

{
1 , x ∈ A
0 , x /∈ A

ile tanımlanan χA fonksiyonu A nın karakteristik fonksiyonu olarak adlandırılır [37].
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Tanım 2.52. Bir s fonksiyonunun görüntü kümesi sonlu elemandan meydana geliyorsa s ye
bir basit fonksiyondur denir.

s : X → {a1, a2,...,an} ⊂

x → s (x) = ak, 1 ≤ k ≤ n

Tanım 2.53. Bir α = (α1, ..., αn) negatif olmayan αj tamsayılarının sıralı n-lisine katlı-indis
denir.
|α| = α1 + ... + αn dir. Eğer α ve β iki katlı-indis ise α + β = (α1 + β1, ..., αn + βn) dir.
Benzer şekilde, Dj = ∂

∂xj
olmak üzere

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

=
∂α1+α2+...+αn

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

= Dα1
1 Dα2

2 ...Dαn
n

|α|. mertebeden bir diferansiyel operatördür. Özel olarak D(0,...,0)f = f dir. Bir boyutlu
durumda Dα, d

dx
e indirgenir [37].

Örnek olarak R3 te α = (2, 0, 5) ise

Dα =
∂7

∂x2
1∂x

5
3

= D2
1D

5
3

biçimindedir.

Tanım 2.54. (Schwarz Uzayı) Rn uzayında sonsuz kez diferansiyellenebilir ve istenilen α
ve β katlı-indisleri için

sup
x∈IRn

∣∣xαDβf(x)
∣∣ <∞

koşulunu sağlayan fonksiyonların sınıfına Schwarz Uzayı denir. Schwarz Uzayı “S” ile
gösterilir. Kısaca

S =

{
f : Rn → C , f ∈ C∞ : sup

x∈Rn

∣∣xαDβf(x)
∣∣ < ∞

}
dir. Diğer yandan α ve β katlı-indisler olduğundan α = (α1, ..., αn), β = (β1, ..., βn) ve
αj , βj ∈ N ∪ {0}, j = 1, 2, ... dir. Burada

xα = xα1
1 ...x

αn
n , x = (x1, ..., xn) , α = (α1, ..., αn)

Dβ =
∂β1

∂xβ11

...
∂βn

∂xβnn
[41].
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Teorem 2.55. Eğer f ∈ S ise bu durumda f sınırlıdır,
f ∈ Lp(Rn) ise bu durumda f sonsuz kez diferansiyellenebilirdir,
f̂(x) ∈ S ise bu durumda f̂(x) sonsuz kez diferansiyellenebilirdir [41].

Teorem 2.56. Eğer 1 ≤ p <∞ ise Lp deki basit fonksiyonların kümesi Lp de yoğundur.

Tanım 2.57. (Kuvvetli ve Zayıf Tip Sınırlılık) 1 ≤ p, q ≤ ∞ olmak üzere

T : Lp(Rn)→ Lq(Rn)

bir operatör olsun. Eğer ∀ f ∈ Lp(Rn) için

‖Tf‖q ≤ A ‖f‖p

olacak biçimde f den bağımsız birA > 0 sabiti varsa T operatörüne kuvvetli (p, q) tipindedir
denir.

µ bir ölçü olmak üzere eğer ∀ α > 0 için

µ {x : |Tf(x)| > α} ≤
(
A ‖f‖p
α

)q
, q <∞

olacak şekilde α ve f den bağımsız bir A sabiti varsa T dönüşümüne zayıf (p, q) tipindendir
denir [42].

Teorem 2.58. (Riesz-Torin) 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ olmak üzere T, (p0, q0) ve (p1, q1) tipli
bir operatör olsun. Bu durumda

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

(0 < θ < 1)

olmak üzere T, kuvvetli (p, q) tipli bir operatördür [11].

Teorem 2.59. (Marcinkiewicz Ara Değer Teoremi) p0 < q0, p1 ≤ q1 ve q0 6= q1 olmak
üzere T operatörü zayıf (p0, q0) ve zayıf (p1, q1) tipli operatör olsun. Ayrıca p ve q

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

(0 < θ < 1)

biçiminde tanımlansın. Bu durumda T operatörü (p, q) tipli operatördür [11].

Tanım 2.60. (Vitali Örtü Lemması) E, sınırlı çaplı olan {Bj} küreler ailesinin birleşimi
tarafından örtülen Rn nin ölçülebilir bir alt kümesi olsun.
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O halde, B1, B2, ..., Bk,...(sonlu veya sonsuz) ayrık dizilerini seçtikten sonra öyle ki

∑
k

m(Bk) ≥ Cm(Eα)

sağlanır.
Buradaki C sadece n ye bağlı olan pozitif bir sabittir.

C = 5−n olacaktır [47].

Tanım 2.61. (Dağılım Fonksiyonu) (X , µ) bir ölçü uzayı ve f : X → R (veya C) ölçülebilir
bir fonksiyon olsun.

αf (λ) = µ ({x ∈ X : |f (x)| > λ})

şeklinde tanımlanan

αf : (0,∞)→ [0,∞]

fonksiyonuna f fonksiyonunun dağılım fonksiyonu denir [47].

2.4. Lebesgue Uzayları

Fonksiyonel analizde, Banach uzayı ve topolojik vektör uzaylarının önemli bir sınıfını
Lebesgue uzayıLp(Rn) oluşturur. Harmonik analizin önemli konularından biri olan Lebesgue
uzayı, harmonik analizin iç problemlerinin çözülmesinde olduğu gibi kısmi türevli denklemler
teorisi ile fizik, istatistik, finans, mühendislik ve ayrıca diğer disiplinlerde de uygulamalara
sahiptir.

Tanım 2.62. 0 < p ≤ ∞ ve f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere Lebesgue uzayı

Lp(Rn) :=
{
f ölçülebilir : ‖f‖Lp(Rn) <∞

}
ile verilir, burada 0 < p <∞ için

‖f‖Lp(Rn) =

(∫
Rn
|f(x)|pdx

) 1
p

ve p =∞ durumunda ise

‖f‖L∞(Rn) = ess sup
x∈Rn

|f(x)|
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biçiminde verilir [44].

Tanım 2.63. WLp(Rn) zayıf Lp uzayı 1 ≤ p <∞ olmak üzere

‖f‖WLp(Rn) = sup
t>0

t |{y ∈ Rn : |f(y)| > t}|1/p <∞

quasi-normuna sahip f ölçülebilir fonksiyonlarının uzayıdır. Kolayca gösterilebilir ki
1 ≤ p <∞ için Lp(Rn) ⊂ WLp(Rn) dir [44].

Örnek 2.64.

(1) f(x) = |x|α 6∈ Lp(Rn)

(2) f(x) = |x|αχB(0,1)(x) ∈ Lp(Rn)⇔ α > −n
p

(3) f(x) = |x|αχcB(0,1)(x) ∈ Lp(Rn)⇔ α < −n
p

(4) f(x) = |x|−
n
p 6∈ Lp(Rn), f(x) = |x|−

n
p ∈ WLp(Rn)

Teorem 2.65. Eğer 1 ≤ p ≤ ∞ ise Lp bir Banach uzayıdır [44].

Tanım 2.66. (Hölder Eşitsizliği) p > 1 ve 1/p+ 1/p′ = 1 olmak üzere
f ∈ Lp(X), g ∈ Lp′(X) olsun. Bu durumda

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖f‖Lp′

eşitsizliğine Hölder eşitsizliği denir.

Tanım 2.67. (Minkowski Eşitsizliği) Eğer p ≥ 1 için f, g ∈ Lp(X) ise bu durumda

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp

eşitsizliğine Minkowski eşitsizliği denir.

Teorem 2.68. Lloc(Rn) uzayı 1 ≤ p ≤ ∞ için bütün Lp(Rn) uzaylarının birleşimlerini
içerir. Daha genel olarak 0 < p < q <∞ için

Lq(Rn) ⊆ Lloc
q (Rn) ⊆ Lloc

p (Rn)

elde edilir [44].
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Teorem 2.69. (Lebesgue Diferansiyelleme Teoremi) Eğer f ∈ Lloc(Rn) ise bu durumda
hemen her x ∈ Rn için

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy = f(x)

sağlanır [44].

Tanım 2.70. Bir f fonksiyonunun desteği

suppf = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}

ile tanımlanır. Yani f fonksiyonunun desteği onun sıfırdan farklı olduğu noktaların kümesinin
kapanışıdır. Eğer suppf sınırlı bir küme ise f fonksiyonuna kompakt desteğe sahiptir denir.

Tanım 2.71. T , reel değerli ölçülebilir fonksiyonların bir (X,µ) ölçü uzayı üzerinde tanımlan-
mış ve bir (Y, ν) ölçü uzayı üzerinde bütün kompleks değerli hemen her yerde sonlu ölçülebilir
fonksiyonların kümesinde değerler alan bir operatör olsun. Bu durumda her f, g ve her λ ∈ C
için

T (f + g) = T (f) + T (g) ve T (λf) = λT (f)

ise T ye lineer operatör,

|T (f + g)| ≤ |T (f)|+ |T (g)| ve |T (λf)| ≤ |λ| |T (f)|

ise T ye altlineer operatör, bir K > 0 sabiti için

|T (f + g)| ≤ K (|T (f)|+ |T (g)|) ve |T (λf)| ≤ |λ| |T (f)|

ise T ye quasilineer operatör denir. Altlineerlik, quasilinerliğin özel bir durumudur.

Tanım 2.72. ((p, q) tipli operatör)

1 ≤ p, q ≤ ∞, (X,µ) ve (Y, ν) iki ölçü uzayı ve T , Lp(X,µ) den tanım ve görüntü kümeleri
sırasıyla Y ve C olan ölçülebilir fonksiyonların uzayına bir operatör (altlineer) olsun. Eğer
q <∞ olmak üzere

ν ({y ∈ Y : |T f(y)| > λ}) ≤
(
C‖f‖p
λ

)q
ise T zayıf (p, q) tipinden ve eğer q =∞ iken Lp(X,µ) den L∞(Y, ν) ye sınırlı bir operatör
ise zayıf (p,∞) tipindedir denir.
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Eğer T , Lp(X,µ) den Lq(Y, ν) ya sınırlı ise kuvvetli (p, q) tiplidir denir. Yani, her
f ∈ Lp(X,µ) için

‖T f‖q ≤ C‖f‖p

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vardır. Buradan q =∞ olması durumunda zayıf ve kuvvetli
tip çakışmaktadır.

Eğer T , kuvvetli (p, q) tipli ise aynı zamanda zayıf (p, q) tiplidir. Gerçekten, eğer
Eλ = {y ∈ Y : |T f(y)| > λ} olarak alırsak, bu durumda

ν(Eλ) =

∫
Eλ

dν ≤
∫
Eλ

∣∣∣∣T f(x)

λ

∣∣∣∣q dν ≤ ‖T f‖qqλq
≤
(
C‖f‖p
λ

)q
olur.

Eğer (X,µ) = (Y, ν) ve T özdeşlik operatörü olursa zayıf (p, p) klasik Chebyshev
eşitsizliği olur.

Teorem 2.73. (Marcinkiewicz İnterpolasyon Teoremi) (X,µ) ve (Y, ν) ölçü uzayları olsun-
lar. 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ olmak üzere T , Lp0(X,µ)+L(p1)(X,µ) den Y üzerindeki ölçülebilir
fonksiyonlara giden ve zayıf (p0, p0) ve zayıf (p1, p1) tipli bir altlineer operatör olsun. Bu
durumda T , p0 < p < p1 için kuvvetli (p, p) tiplidir [11].

2.5. BMO Uzayı

Bu kesimde 1961 yılında John ve Nirenberg [25] tarafından kısmi diferansiyel denk-
lemlerin çalışmaları sırasında ortaya konan BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayının ve
komütatör operatörünün tanımını ve bazı özelliklerini vereceğiz. BMO uzayı L∞ uzayı ile
benzer özelliklere sahiptir ve sıklıklaL∞ yerine kullanılır. Klasik singüler integral operatörler
L∞ uzayından L∞ uzayına sınırlı değildir, fakat L∞ uzayından BMO uzayına sınırlıdır.
Çoğu kez Lp ve BMO arasındaki interpolasyon Lp ile L∞ arasındakinden daha uygun
olmaktadır. Fakat BMO uzayının rolü bundan daha kapsamlı ve derindir. Bu uzay standart
çekirdekli konvolüsyon tipli olmayan singüler integral operatörlerinL2 sınırlılığının karakteri-
zasyonunda olduğu gibi analizde pek çok durumda önemli bir role sahiptir. 1971 de Fefferman
BMO uzayının H1 uzayına dual olduğunu göstermiştir, burada H1 Hardy uzayıdır.

f ∈ Lloc(Rn) fonksiyonu ve bir B(x, r) yuvarı için

fB(x,r) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy
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ifadesine f fonksiyonunun B(x, r) üzerindeki ortalaması denir. Bu durumda
|f − fB(x,r)| fonksiyonuna f fonksiyonunun salınımı ve

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∣∣f(y)− fB(x,r)

∣∣ dy
ifadesine B(x, r) üzerinde f fonksiyonunun ortalama salınımı denir.

Tanım 2.74. f ∈ Lloc(Rn) olmak üzere BMO(Rn) uzayı

‖f‖∗ = sup
x∈Rn,r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− fB(x,r)|dy <∞

ile verilen ‖ · ‖∗ yarı-normu ile tanımlı Banach uzayıdır. Burada f ∈ Lloc(Rn) ve

fB(x,r) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy

dır. BMO uzayı L∞(Rn) uzayına eşit değildir. Fakat L∞(Rn) ⊂ BMO(Rn) dır. Gerçekten,

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∣∣f(y)− fB(x,r)

∣∣ dy
≤ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy +
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∣∣fB(x,r)

∣∣ dy
=

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy + |fB(x,r)|

≤ 2

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

≤ 2‖f‖∞

ve buradan

‖f‖∗ ≤ 2‖f‖∞

elde edilir.

‖f‖∗ ≤ 2‖f‖∞ olduğundan L∞(Rn) ⊂ BMO(Rn) sağlanır. Her sınırlı (ölçülebilir)
fonksiyonBMO uzayındandır. Ancak sınırlı olmayanBMO fonksiyonları da vardır. BMO(Rn)

uzayına ait olan fakat L∞(Rn) uzayına ait olmayan tipik bir örnek log |x| verilebilir. Şimdi
BMO uzayına ait olmayan bir fonksiyon örneği verelim.
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Örnek 2.75. g(x) = sign(x) log 1
|x| fonksiyonuBMO([−1, 1]) uzayına ait değildir. Gerçekten

0 < h < 1 ve I ≡ [−h, h] için g1 = 0 ve

1

|I|

∫
I

|g(y)− g1|dy =
1

2h

∫ h

−h

∣∣∣∣log
1

|x|

∣∣∣∣ dx =
1

h

∫ h

0

log
1

x
dx

= 1 + log
1

h
−→∞, h −→ 0 iken

elde edilir. Dolayısıyla bu örnek bir fonksiyonun mutlak değeri BMO sınıfına ait ise bu
fonksiyonun bir BMO fonksiyonu olmasını gerektirmeyeceğini gösterir.

Uyarı 2.76.

(1) Her f ∈ BMO(Rn) ve α > 0 için

|{x ∈ B : |f(x)− fB| > α}| ≤ C1 |B| e−C2α/‖f‖∗ , ∀B ⊂ Rn

olacak şekilde pozitif C1 ve C2 sayıları vardır. Bu eşitsizlik John-Nirenberg eşitsizliği
olarak bilinir.

(2) John-Nirenberg eşitsizliği 1 < p <∞ için

‖f‖∗ ≈ sup
x∈Rn,r>0

(
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∣∣f(y)− fB(x,r)

∣∣p dy) 1
p

olmasını gerektirir.

(3) f ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda 0 < 2r < t için

∣∣fB(x,r) − fB(x,t)

∣∣ ≤ C‖f‖∗ ln
t

r
(2.1)

olacak şekilde x, r, t ve f fonksiyonundan bağımsız pozitif bir C sayısı vardır [24].

Uyarı 2.77.

(i) Eğer f ∈ BMO(Rn) ve h ∈ Rn ise bu durumda f (· − h) ∈ BMO(Rn) ve

‖f (· − h) ‖BMO = ‖f‖BMO

dır.

(ii) Eğer f ∈ BMO(Rn) ve h ∈ Rn, λ > 0 ise bu durumda f (λx) ∈ BMO(Rn) ve

‖f (λ·) ‖BMO = ‖f‖BMO
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dır.

(iii) Eğer f ∈ BMO(Rn) ise bu durumda

‖f‖BMO ≈ sup
Q

inf
c∈Rn

1

|Q|

∫
Q

|f(x)− c| dx

dır.

2.6. Lp,λ Morrey Uzayları

KlasikLp,λ Morrey uzayları 1938 yılında C.B. Morrey [32] tarafından ikinci dereceden
eliptik kısmi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışları araştırılırken ve varyas-
yonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya çıkarılmıştır. Morrey uzaylarının
Navier-Stokes ve Schrödinger denklemlerinde, süreksiz katsayılı eliptik problemlerde ve
potansiyel teoride önemli uygulamaları vardır.

Tanım 2.78. 1 ≤ p <∞ ve 0 ≤ λ ≤ n olmak üzere Lp,λ ≡ Lp,λ(Rn) Morrey uzayı

‖f‖Lp,λ ≡ ‖f‖Lp,λ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
) 1

p

normu sonlu olacak şekilde tüm f ∈ Lloc
p (Rn) fonksiyonlarının kümesi olarak tanımlanır.

λ = 0 için Lp,0 ≡ Lp(Rn) dir. Eğer λ < 0 veya λ > n ise bu durumda Lp,λ = Θ olur.
Burada θ, Rn üzerinde 0 a denk olan bütün fonksiyonların kümesini göstermektedir.

WLpλ ≡ WLp,λ(Rn) ile bütün f ∈ WLloc
p fonksiyonlarının uzayı olan zayıf Morrey

uzayını göstereceğiz. Burada,

‖f‖WLp,λ ≡ ‖f‖WLp,λ(Rn) = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ‖f‖WLp,λ(B(x,r)) <∞

şeklindedir.

Lemma 2.79. 1 ≤ p <∞ olsun. Bu durumda Lp,n ≡ L∞(Rn) ve

‖f‖Lp,n = v1/p
n ‖f‖L∞(Rn)

olup, burada vn = |B(0, 1)| dır.

İspat. f ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda(
t−n
∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v1/p
n ‖f‖L∞(Rn)
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olur. Buradan f ∈ Lp,n ve

‖f‖Lp,n ≤ v1/p
n ‖f‖L∞(Rn)

şeklindedir. f ∈ Lp,n olmak üzere Lebesgue yakınsaklık teoreminden (bkz. [48])

lim
t→∞
|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy = |f(x)|p

olur. Bu durumda

|f(x)| =
(

lim
t→∞
|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v−1/p
n ‖f‖Lp,n

şeklindedir. Buradan f ∈ L∞(Rn) dır ve

‖f‖L∞(Rn) ≤ v−1/p
n ‖f‖Lp,n

olur.

Lemma 2.80. 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ < n olsun. Bu durumda α = n−λ
p

için

‖f‖L1,n−α ≤ v1/p′

n ‖f‖Lp,λ

dır ve buradan Lp,λ ⊂ L1,n−α olur. Burada 1/p+ 1/p′ = 1 dır.

İspat. f ∈ Lp,λ, 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ < n ve αp = n− λ olmak üzere Hölder eşitsizliğinden

∫
B(x,t)

|f(y)|dy ≤
(∫

B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p(∫

B(x,t)

dy

)1/p′

= v1/p′

n tn/p
′
(∫

B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

elde edilir. Ayrıca

tα−n
∫
B(x,t)

|f(y)|dy ≤ v1/p′

n tα−n/p
(∫

B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

= v1/p′

n

(
t−λ
∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v1/p′

n ‖f‖Lp,λ
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elde edilir. Buradan f ∈ L1,n−α ve

‖f‖L1,n−α ≤ v1/p′

n ‖f‖Lp,λ

şeklindedir.

2.7. Kesirli İntegral Operatörü ve Komütatörü

Bu bölümde kesirli integral operatör tanımı ve onun komütatörleri ile ilgili bazı
özellikler verilmiştir.

Tanım 2.81. (Maksimal Operatör) f : Rn → R ve f ∈ Lloc(Rn) olmak üzere,
Mf : Rn → [0,∞] Hardy-Littlewood Maksimal fonksiyonu

Mf(x) := sup
r>0
|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

biçiminde tanımlanır [47].

Teorem 2.82. Rn üzerinde tanımlanan f fonksiyonu için

(i) f ∈ Lp(Rn) , 1 < p ≤ ∞ ise Mf Maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.

(ii) Eğer f ∈ L1(Rn) ise ∀ α > 0 için

m

{
x : Mf(x) > y

}
≤ A

α

∫
Rn+

|f(x)|dx

sağlanır, burada A sadece boyuta bağlı bir sabittir ve m Lebesgue ölçüsüdür [47].

Iα Riesz potansiyeli aynı zamanda Iα kesirli integral operatörüdür.

Tanım 2.83. (Riesz Potensiyeli) f ∈ L1
loc(Rn) ve 0 < α < n olmak üzere,

Iα kesirli integral operatörü

Iαf(x) :=

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

olarak tanımlanır [47].
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Teorem 2.84. 1 < p <∞, Ω ⊂ Rn, d =çap(Ω) = sup
{
|x− y| ; x, y ∈ Ω

}
,

0 < α <
n

p
,

1

p
− 1

q
=
α

n
olsun. Bu durumda

‖Iαf‖Lq(Ω) ≤ c(p, α, n)‖f‖Lp(Ω)

gerçeklenir, burada c(p, α, n) pozitif sabiti

c(p, α, n) = c
n

α[n− αp]
(p′)1/q

şeklindedir ve c > 0 sabiti p ve α ya bağlı değildir [30].

f ∗α,p(x) maksimal operatörü,

f ∗α,p(x) = sup
x∈Q

(
1

|Q|1−αp/n

∫
Q

|f(y)|pdy)1/p,

burada Q, kenarları eksenlere paralel x merkezli bir küpdür [33].
b(y) ∈ L1

loc(Rn) fonksiyonunun BMO(Rn) uzayında olması için gerek ve yeter
koşul

sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ|dy <∞,

burada bQ = (1/|Q|)
∫
Q

b(y)dy.

b(y) fonksiyonunun BMO normu ‖b‖∗,

‖b‖∗ = sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|b− bQ|dy

[8].

Tanım 2.85. (Komütatör Operatörü) b(x) ∈ BMO(Rn) ve I de kesirli integral operatörü-
nün [b.I] komütatör operatörleri

[b.I](f)(x) := b(x)If(x)− I(bf)(x)

şeklinde tanımlanır [8].

Teorem 2.86. b(x) ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda

[b, Iα](f)(x) = b(x)Iαf(x)− Iα(fb)(x)

25



operatörü, 0 < α < n olmak üzere

‖[b, Iα](f)‖q ≤ C‖b‖∗‖f‖p,
1

q
=

1

p
− α

n
, 1 < p <

n

α

olmasını gerektirir.
Tersine, eğer n− α bir çift tamsayı ve [b, Iα] komütatörü Lp(Rn) uzayından Lq(Rn)

uzayına sınırlı, burada p ve q yukarıdaki gibi tanımlı, ise bu durumda b ∈ BMO [8].

Lemma 2.87. p > 1 ve 1/q = 1/p− α/n, 0 < α < n ise bu durumda

‖Iα(f)‖q ≤ C‖f‖p.

p = 1 ise bu durumda

|{x : Iα(|f |)(x) > λ}| ≤ (c/λ‖f‖1)n/(n−α)

[47].

Lemma 2.88. p < r < n/α ve 1/q = 1/r − α/n olsun. Bu durumda

‖f ∗α,p‖s ≤ C‖f‖r

[8].

Lemma 2.89. b(x) ∈ Lp′(Rn) ve f ∈ Lp(Rn), 1/p+ 1/p′ = 1 ise bu durumda

|{x : C(b, f)(x) > λ}| ≤ C(
‖b‖p′‖f‖p

λ
)n/(n−α), 1 < p <

n

α

[8].
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3. MATERYAL VE METOT

L Schrödinger operatörü, V negatif olmayan potansiyel fonksiyonu, V 6= 0 ve bazı
q ≥ Q/2 için RHq ters Hölder sınıflarına ait olmak üzere, Hn Heisenberg grubu üzerinde,
n ≥ 3 için

L = −∆Hn + V

şeklinde tanımlanır, burada Q, Hn Heisenberg gruplarının homojen boyutudur. b, yeni bir
Λθ
ν(ρ) Campanato uzayına ait ve ILβ , L operatörüne karşılık gelen kesirli integral operatörü

olsun.
Bu yüksek lisans tezinde, b ∈ Λθ

ν(ρ) olmak üzere [b, ILβ ] komütatör operatörlerinin
LMα,V

p,ϕ (Hn) merkez (lokal) genelleştirilmiş Morrey uzaylarında, Mα,V
p,ϕ (Hn) genelleştirilmiş

Morrey uzaylarında ve Schrödinger operatörüne karşılık gelen VMα,V
p,ϕ (Hn) vanishing genel-

leştirilmiş Morrey uzaylarında sınırlılığı incelenmiştir. Ayrıca θ > 0, 0 < ν < 1 olmak
üzere b, Λθ

ν(ρ) nun elemanı olduğunda ve (ϕ1, ϕ2) çifti bazı yeter şartları sağladığı zaman
[b, ILβ ] komütatör operatörlerinin LMα,V

p,ϕ1
(Hn) uzayından LMα,V

q,ϕ2
(Hn) uzayına, Mα,V

p,ϕ1
(Hn)

uzayından Mα,V
q,ϕ2

(Hn) uzayına ve VMα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayından VMα,V
q,ϕ2

(Hn), 1/p − 1/q = (β +

ν)/Q uzayına sınırlılığı incelenmiştir.
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde, Heisenberg Grupları, Schrödinger Operatörü ve Schrödinger Operatörü-
ne karşılık gelen Morrey uzayları hakkında temel tanım ve özellikleri ile ilgili bazı bilgiler
verilmiştir. θ > 0, 0 < ν < 1 olmak üzere b, Λθ

ν(ρ) nun elemanı olduğunda ve (ϕ1, ϕ2) çifti
bazı yeter şartları sağladığı zaman [b, ILβ ] komütatör operatörlerinin LMα,V

p,ϕ1
(Hn) uzayından

LMα,V
q,ϕ2

(Hn) uzayına, Mα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayından Mα,V
q,ϕ2

(Hn) uzayına ve VMα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayından
VMα,V

q,ϕ2
(Hn), 1/p− 1/q = (β + ν)/Q uzayına sınırlılıkları ile ilgili sonuçlar verilmiştir.

4.1. Morrey Tipli Uzaylarda Heisenberg Gruplarında Schrödinger Operatörüne
Karşılık Gelen Kesirli İntegral Operatörünün Komütatörleri

Bu bölümde, Heisenberg Grupları, Schrödinger Operatörü ve Schrödinger Operatörü-
ne karşılık gelen Morrey uzayları hakkında temel tanım ve özellikleri ile ilgili bazı bilgiler
verilmiştir.

4.1.1. Heisenberg Grupları

Hn, 2n + 1 boyutlu bir Heisenberg grubu olsun yani R2n × R manifoldu altında bir
nilpotent Lie grubudur. Grubun yapısı

(x, t)(y, s) = (x+ y, t+ s + 2
n∑
j=1

(xn+jyj − xjyn+j))

ve Hn üzerinde sol değişmez vektör alanının Lie cebiri

X2n+1 =
∂

∂t
, Xj =

∂

∂xj
+ 2xn+j

∂

∂t
, Xn+j =

∂

∂xn+j

− 2xj
∂

∂t
, j = 1, · · · , n

şeklindedir. Komütasyon bağıntılarıda

[Xj, Xn+j] = −4X2n+1, j = 1, · · · , n

ile verilir. 4Hn alt-Laplasyan

∆Hn =
2n∑
j=1

X2
j

şeklinde tanımlanmaktadır. Hn üzerindeki Haar ölçüsü, R2n×R üzerindeki Lebesgue ölçüsü
olarak alınabilir. |E|, herhangi bir ölçülebilir E ⊂ Hn kümesinin ölçüsüdür. Hn üzerindeki
homojen norm şu şekilde tanımlanır;

|g| = (|x|4 + |t|2)
1
4 , g = (x, t) ∈ Hn,
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burada Hn üzerinde sol değişmez uzunluğunun d(g, h) = |g−1h| olmasını sağlar. Hn

üzerindeki genişlemeler δr(x, t) = (rx, r2t), r > 0 formundadır. Bu grup üzerindeki
Haar ölçüsü dx = dx1 . . . dx2ndt Lebesgue ölçüsü ile çakışır. Hn nin birim elemanı e = 0 ∈
R2n+1 ve g = (x, t) nin tersi de g−1 = (−x,−t) dır.

Hn nin homejen boyutu Q = 2n+ 2 olmak üzere r yarıçaplı ve g merkezli yuvar,

B(g, r) = {h ∈ Hn : |g−1h| < r}

ve |B(g, r)| = rQ|B(0, 1)| dır. Eğer B = B(g, r) ise bu durumda λB, λ > 0 için B(g, λr)

olduğunu gösterir. Açık bir şekilde |λB| = λQ|B| dır.
Heisenberg gruplarının analizi ile ilgili detaylı bilgiler Folland, G.B; Stein, E.M. [13]

ve Stein, E.M. [48] tarafından verilmiştir.

4.1.2. Schrödinger Operatörü

Schrödinger operatörü, V , negatif olmayan potansiyel fonksiyonu,V 6= 0 ve bazı
q ≥ Q/2 için RHq ters Hölder sınıflarına ait olmak üzere, Hn Heisenberg grubu üzerinde,
n ≥ 3 için

L = −∆Hn + V

şeklinde tanımlanır yani bir C > 0 sabiti mevcut olacak şekilde ters Hölder eşitsizliği her
g ∈ Hn ve 0 < r <∞ için(

1

|B(g, r)|

∫
B(g,r)

V q(h)dh

)1/q

≤ C

|B(g, r)|

∫
B(g,r)

V (h)dh (4.1)

şeklinde elde edilir, burada B(g, r), g merkezli r yarıçaplı bir yuvardır.
Özellikle, V negatif olmayan bir polinom ise bu durumda V ∈ RH∞. Açıkcası,

q2 > q1 ise bu durumda RHq2 ⊂ RHq1 . Ayrıca RHq ters Hölder sınıfı, V ∈ RHq ise bu
durumda bazı ε > 0 için V ∈ RHq+ε özelliğine sahiptir. Böylece 0 6= V ∈ RHQ/2 olarak
kabul edilecektir.

q ≥ Q/2 olmak üzere verilen bir V ∈ RHq potansiyeli için 0 < ρ(g) <∞ yardımcı
fonksiyonu, herhangi bir g ∈ Hn için

ρ(g) :=
1

mV (g)
= sup

r>0

{
r :

1

rn−2

∫
B(g,r)

V (h)dh ≤ 1

}
şeklinde tanımlanır [45].

θ > 0 ve 0 < ν < 1 olsun. Li ve Lu tarafından [26, 28] belirtildiği gibi, her g ∈ Hn

ve r > 0 için b lokal integrallenebilen fonksiyonları içeren Λθ
ν(ρ) Schrödinger operatörüne
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karşılık gelen Campanato sınıfları

1

|B(g, r)|1+ν/Q

∫
B(g,r)

|b(h)− bB|dh ≤ C
(

1 +
r

ρ(g)

)θ
(4.2)

şeklinde ifade edilir. b ∈ Λθ
ν(Hn, ρ) yarı normu, [b]θβ ile gösterilir ve yukarıdaki eşitsizlikte

verilen sabit sayının infimumudur.
Ayrıca θ = 0 durumunda Λθ

ν(Hn, ρ) klasik Campanato uzay; ν = 0 ise bu durumda
Λθ
ν(Hn, ρ) uzayının BMOθ(Hn, ρ) uzayı olduğu Bongioanni tarafından [4] gösterildi, ayrıca

[27] bakınız.
Bundan sonra, aşağıda ifade edilen gösterimler tanımlandığı şekilde kullanılacaktır:

Aα,V
p,ϕ (f ; g, r) :=

(
1 +

r

ρ(g)

)α
r−Q/p ϕ(g, r)−1‖f‖Lp(B(g,r))

ve
AW,α,V

Φ,ϕ (f ; g, r) :=
(

1 +
r

ρ(g)

)α
r−Q/p ϕ(g, r)−1‖f‖WLp(B(g,r)).

A . B sembolü; C sabiti, tüm önemli parametrelerden bağımsız olarak evrensel bir
pozitif olmak üzere A ≤ CB yerine kullanıldı. Eğer A . B ve B . A ise bu durumda
A ≈ B yazılır ve A, B ye eşdeğerdir denir.

4.1.3. Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Morrey-Tipli Uzaylar

Bu kısımda, Öklid kümesinde Guliyev [21], Akbulut, Omarova, Ragusa ve diğerleri
[1, 4, 49] tarafından tanımlanan Schrödinger operatörüne karşılık gelen merkez (lokal) ve
global genelleştirilmiş Morrey uzaylarının tanımları verilmiştir.

Tanım 4.1. (Genelleştirilmiş Morrey Uzay ve Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen
Lokal Genelleştirilmiş Morrey Uzay)

ϕ(r) fonksiyonu (0,∞) aralığında, pozitif ölçülebilir bir fonksiyon, 1 ≤ p < ∞,
α ≥ 0, ve V ∈ RHq, q ≥ 1 olsun.

Mα,V
p,ϕ = Mα,V

p,ϕ (Hn) genelleştirilmiş Morrey Uzay, tüm f ∈ Lploc(Hn) fonksiyonlarının
uzayı olmak üzere

‖f‖Mα,V
p,ϕ

= sup
g∈Hn,r>0

Aα,V
p,ϕ (f ; g, r)

sonlu yarı normu ile tanımlanır.
LMα,V

p,ϕ = LMα,V
p,ϕ (Hn) Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Lokal Genelleştiril-

miş Morrey Uzay, tüm f ∈ Lploc(Hn) fonksiyonlarının uzayı olmak üzere e, Hn nin birim
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elemanı için

‖f‖LMα,V
p,ϕ

= sup
r>0

Aα,V
p,ϕ (f ; e, r)

sonlu yarı normu ile tanımlanır.
Ayrıca tüm f ∈ Lploc(Hn) fonksiyonlarının uzayı olmak üzere;

WMα,V
p,ϕ = WMα,V

p,ϕ (Hn) zayıf genelleştirilmiş Morrey uzayı,

‖f‖WMα,V
p,ϕ

= sup
g∈Hn,r>0

AW,α,V
Φ,ϕ (f ; g, r) <∞,

LWMα,V
p,ϕ = LWMα,V

p,ϕ (Hn) Schrödinger operatörlerine karşılık gelen merkezi zayıf
genelleştirilmiş Morrey uzayı,

‖f‖LWMα,V
p,ϕ

= sup
r>0

AW,α,V
Φ,ϕ (f ; e, r) <∞

normları ile tanımlanır.

Uyarı 4.2. (i) Öklid kümesi üzerinde; α = 0 ve ϕ(r) = r(λ−Q)/p olduğunda, Mα,V
p,ϕ (Rn)

uzayınınMp,λ(Rn) klasik Morrey uzayı olduğu Morrey tarafından [32] veLMα,V
p,ϕ (Rn) uzayı-

nın, LMp,λ(Rn) merkezi Morrey uzayı olduğu Alvarez ve ark. [3] tarafından incelenmiştir.
(ii) Öklid kümesi üzerinde; ϕ(r) = r(λ−Q)/p olduğunda, Mα,V

p,ϕ (Rn) uzayının
Mα,V

p,λ (Rn) Schrödinger operatörüne karşılık gelen Morrey uzayı olduğu Tang ve Dong [49]
tarafından incelenmiştir;

(iii) α = 0 olduğunda, Mα,V
p,ϕ (Hn) uzayının Mp,ϕ(Hn) genelleştirilmiş Morrey uzayı

olduğu Guliyev ve arkadaşları [20] tarafından ve LMα,V
p,ϕ (Hn) uzayının LMp,ϕ(Hn) merkezi

genelleştirilmiş Morrey uzay olduğu Guliyev [15] tarafından incelenmiştir. Ayrıca bakınız
[16, 19, 22, 23].

(iv) Öklid kümesi üzerinde;Mα,V
p,ϕ (Rn), LMα,V

p,ϕ (Rn) genelleştirilmiş Morrey uzayıla-
rına sırasıyla Schrödinger operatörüne karşılık gelen merkezi genelleştirilmiş Morrey uzayları
Guliyev [21], Akbulut ve ark. [1] tarafından incelenmiştir.

Tanım 4.3. (Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Vanishing Genelleştirilmiş Morrey
Uzay)

VMα,V
p,ϕ (Hn) Schrödinger operatörüne karşılık gelen vanishing genelleştirilmiş Morrey

uzay, f ∈Mα,V
p,ϕ (Hn) fonksiyonlarının uzayları olmak üzere

lim
r→0

sup
g∈Hn

Aα,V
p,ϕ (f ; g, r) = 0. (4.3)

şeklinde tanımlanır.
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VWMα,V
p,ϕ (Hn) Schrödinger operatörüne karşılık gelen vanishing genelleştirilmiş Mor-

rey uzay, f ∈ WMα,V
p,ϕ (Hn) fonksiyonlarının uzayları olmak üzere

lim
r→0

sup
g∈Hn

AW,α,V
p,ϕ (f ; g, r) = 0.

şeklinde tanımlanır.

Mp,λ(Rn) klasik Morrey uzaylarında ikinci dereceden eliptik kısmi diferansiyel denk-
lemlerin çözümlerinin lokal davranışları Morrey [32] tarafıdan incelendi. Ayrıca, son yıllarda
birçok matematikçi tarafından klasik Morrey uzayının özellikleri ve uygulamaları [9, 10, 12,
32, 38] ve genelleştirilmiş Morrey uzaylarda rλ fonksiyonu yerine negatif olmayan ϕ(r) bir
genel fonksiyonunun yeter şartları alınarak incelenmiştir. (bkz, örneğin, [17, 20, 31, 34, 46]
vb.).

Ayrıca, α = 0 ve ϕ(x, r) = r(λ−n)/p durumunda VMα,V
p,ϕ (Rn) uzayının VMp,λ

vanishing Morrey uzayı olduğunda Vitanza [51] tarafından kısmi türevli denklemlerinin
uygulamaları ve vanishing genelleştirilmiş Morrey uzaylarının bazı özellikleri de Akbulut
[1], Ragusa [39] ve Samko [43] tarafından incelenmiştir.

4.1.4. Heisenberg Gruplarında Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Kesirli
İntegral Operatörünün Komütartörleri

Bu kısımda, [b, ILβ ] komütatörünün sınırlılığı, b nin Λθ
ν(ρ) yeni Campanato sınıfına ait

olmak üzere Mα,V
p,ϕ (Hn) genelleştirilmiş Morrey ve VMα,V

p,ϕ (Hn) vanishing genelleştirilmiş
Morrey uzaylarda gösterilmiştir.

Tanım 4.4. (Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Kesirli İntegral Operatörü)
V ∈ RHQ/2 olmak üzere L = −∆Hn+V olsun. L Schrödinger Operatörüne Karşılık

Gelen Kesirli İntegral Operatörü, 0 < β < Q için

ILβ f(g) = L−β/2f(g) =

∫ ∞
0

e−tL(f)(g) tβ/2−1dt

şeklinde tanımlanır.

[b, ILβ ]f(g) = b(g)ILβ f(g)− ILβ (bf)(g)

ILβ nin komütatörü denir.

Eğer L = −∆Hn , Hn üzerinde altlaplasyan ise bu durumda ILβ ve [b, ILβ ] sırasıyla, Iβ
Riesz potansiyeli ve [b, Iβ] Riesz potansiyelinin komütatörüdür yani

Iβf(g) =

∫
Hn

f(h)

|h−1g|Q−β
dh,
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[b, Iβ]f(g) =

∫
Hn

b(g)− b(h)

|h−1g|Q−β
f(h)dh.

b ∈ BMO olduğunda, Chanillo [8] tarafından, 1/q = 1/p − β/n, 1 < p < n/β

olmak üzere [b, Iβ] komütatörünün Lp(Rn) uzayından Lq(Rn) uzayına sınırlı olduğu ve b,
Λν , 0 < ν < 1, Campanato uzayına ait olduğunda, Paluszynski [36] tarafından, 1/q = 1/p−
(β+ν)/n, 1 < p < n/(β+ν) olmak üzere [b, Iβ] komütatörünün Lp(Rn) uzayından Lq(Rn)

uzayına sınırlı olduğu ispatlandı. b ∈ BMOθ(ρ) olduğu durumda ise, Bui [5] tarafından,
1/q = 1/p − β/n, 1 < p < n/β olmak üzere [b, ILβ ] komütatörünün Lp(Rn) uzayından
Lq(Rn) uzayına sınırlılığını elde etmiştir.

Şimdi başlıca sonuçların ispatında kullanılacak bazı yardımcı fonksiyonlar aşağıda
ispatsız olarak ifade edilmiştir:

Lemma 4.5. V ∈ RHQ/2 olsun. Her g, h ∈ Hn için ρ fonksiyonuna karşılık gelen

C−1ρ(g)
(

1 +

∣∣h−1g
∣∣

ρ(g)

)−k0
≤ ρ(h) ≤ Cρ(g)

(
1 +

∣∣h−1g
∣∣

ρ(g)

) k0
1+k0 (4.4)

olacak şekilde C ve k0 ≥ 1 sabitleri vardır [26].

Lemma 4.6. g ∈ B(g0, r) olsun. Bu durumda k ∈ N için

1(
1 + 2kr

ρ(g)

)N .
1(

1 + 2kr
ρ(g0)

)N/(k0+1)
[1].

θ ≥ 0 olmak üzere BMOθ(Hn, ρ) Schrödinger operatörüne karşılık gelen BMO uzayı, b
bütün lokal intgrallenebilir fonksiyonların bir kümesi gibi Bongioanni ve ark. [4] tarafından
tanımlanır yani her g ∈ Hn ve r > 0 için

1

|B(g, r)|

∫
B(g,r)

|b(h)− bB|dh ≤ C
(

1 +
r

ρ(g)

)θ
(4.5)

burada
bB =

1

|B|

∫
B

b(h)dh.

b ∈ BMOθ(Hn, ρ) için [b]θ normu (4.5) eşitsizliğindeki sabitlerin infimumu ile
tanımlanır ve

BMO(Hn) ⊂ BMOθ(Hn, ρ).

θ > 0 ve 0 < ν < 1 olsun. Λθ
ν(ρ) Campanato sınıfı üzerindeki [b]θν yarı norm;

[b]θν := sup
g∈Hn, r>0

1
|B(g,r)|1+ν/Q

∫
B(g,r)

|b(h)− bB|dh
(1 + r

ρ(g)
)θ

<∞
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şeklinde tanımlanır.
f fonksiyonunu içeren Schrödinger operatörüne karşılık gelen Lipschitz uzayı

‖f‖Lipθν(ρ) := sup
g∈Hn, r>0

|f(g)− f(h)|
|h−1g|ν

(
1 + |h−1g|

ρ(g)
+ |h−1g|

ρ(h)

)θ <∞
şeklinde tanımlanır [28]. Burada θ = 0 olması durumunda Lipschitz uzayı olduğu görülür.

Uyarı 4.7. (4.2) eşitsizliğinde;
(i) Eğer θ = 0 ise bu durumda Λθ

ν(ρ) klasik Campanato uzayıdır.
(ii) Eğer ν = 0, Λθ

ν(ρ) ise bu durumda BMOθ(ρ) uzayıdır.
(iii) Eğer θ = 0 ve ν = 0 ise bu durumda BMO John-Nirenberg uzayıdır.

Lipθν(ρ) ve Λθ
ν(ρ) uzayları arasındaki ilişkiyi veren aşağıdaki teoremi ispatsız olarak

verelim.

Lemma 4.8. θ > 0 ve 0 < ν < 1 olsun. k0 sabiti Lemma 4.5. belirtildiği gibi olmak üzere

Λθ
ν(ρ) ⊆ Lipθν(ρ) ⊆ Λ(k0+1)θ

ν (ρ)

olacak şekilde bir gömme mevcuttur [28, Theorem 5] .

Λθ
ν(ρ) Schrödinger operatörlerine karşılık gelen Campanato uzayı ile ilgili bazı eşitsiz-

likler aşağıda ispatsız olarak verilmiştir.

Lemma 4.9. θ > 0 ve 1 ≤ s < ∞ olsun. Eğer b ∈ Λθ
ν(ρ) ise bu durumda g ∈ Hn ve r > 0

olmak üzere her B = B(g, r) için,( 1

|B|

∫
B

|b(h)− bB|sdh
)1/s

≤ C[b]θνr
ν
(

1 +
r

ρ(g)

)θ′
olacak şekilde pozitif birC sabiti vardır. Burada θ′ = (k0+1)θ ve k0 sabiti (4.4) eşitsizliğinde
belirtildiği gibidir [28].

Kβ , ILβ nin çekirdeği olsun. Kβ(g, y) çekirdeği üzerindeki sonuç aşağıdaki gibidir.

Lemma 4.10. Eğer V ∈ RHQ/2 ise bu durumda her bir N için

|Kβ(g, y)| ≤ C(
1 +

∣∣h−1g

∣∣
ρ(g)

)N 1∣∣h−1g
∣∣Q−β (4.6)

olacak şekilde bir C sabiti vardır [5].
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Sonuç olarak esssup ve essinf arasıdaki ilişki ile ilgili sonuçlar aşağıda verilmiştir.

Lemma 4.11. f reel değerli negatif olmayan ve E üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda (

ess inf
g∈E

f(g)
)−1

= ess inf
g∈E

1

f(g)
[50].

Lemma 4.12. ϕ fonksiyonu (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon, 1 ≤ p < ∞,
α ≥ 0, ve V ∈ RHq, q ≥ 1 olsun. Eğer

sup
t<r<∞

(
1 +

r

ρ(e)

)α r−np
ϕ(r)

=∞ bazı t > 0 için, (4.7)

ise bu durumdaLMα,V
p,ϕ (Hn) = Θ. Burada Θ, Hn üzerinde 0 a denk olan bütün fonksiyonların

kümesidir [23].

Lemma 4.13. ϕ fonksiyonu (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon,
1 ≤ p <∞, α ≥ 0 ve V ∈ RHq, q ≥ 1 olsun.

(i) Eğer

sup
t<r<∞

(
1 +

r

ρ(g)

)α r−Qp
ϕ(r)

=∞ bazı t > 0 ve her g ∈ Hn, (4.8)

ise bu durumda Mα,V
p,ϕ (Hn) = Θ.

(ii) Eğer

sup
0<r<τ

(
1 +

r

ρ(g)

)α
ϕ(r)−1 =∞ bazı τ > 0 ve her g ∈ Hn, (4.9)

ise bu durumda Mα,V
p,ϕ (Hn) = Θ [1].

Uyarı 4.14. Ωα,V
p,loc, (0,∞) üzerinde ϕ tüm pozitif ölçülebilir fonksiyonların kümesi olarak

tanımlansın öyle ki her t > 0 için

∥∥∥(1 +
r

ρ(e)

)α r−np
ϕ(r)

∥∥∥
L∞(t,∞)

<∞.

Ayrıca, Ωα,V
p , (0,∞) üzerindeϕ tüm pozitif ölçülebilir fonksiyonların kümesi olarak tanımlan-

sın öyle ki sırasıyla; her t > 0 için

sup
g∈Hn

∥∥∥(1 +
r

ρ(g)

)α r−Qp
ϕ(r)

∥∥∥
L∞(t,∞)

<∞
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ve
sup
g∈Hn

∥∥∥(1 +
r

ρ(g)

)α
ϕ(r)−1

∥∥∥
L∞(0,t)

<∞,

[1].

LMα,V
p,ϕ (Hn), Mα,V

p,ϕ (Hn) uzaylarının aşikar olmama durumlarında daima sırasıyla ϕ ∈ Ωα,V
p,loc

ve ϕ ∈ Ωα,V
p şeklinde kabul edilecektir.

Uyarı 4.15. Ωα,V
p,1 , Hn×(0,∞) üzerinde tüm ϕ pozitif ölçülebilir fonksiyonlar kümesi olmak

üzere

inf
g∈Hn

inf
r>δ

(
1 +

r

ρ(g)

)−α
ϕ(g, r) > 0, bazı δ > 0 için, (4.10)

ve

lim
r→0

(
1 +

r

ρ(g)

)α rQ/p

ϕ(g, r)
= 0.

V Mα,V
p,ϕ (Hn) uzaylarının aşikar olmama durumunda ϕ ∈ Ωα,V

p,1 şeklinde kabul edilecektir.

4.2. Heisenberg Gruplarında Tanımlı Schrödinger Operatörlerine Karşılık Gelen
Kesirli İntegral Operatörlerinin Komütatörlerinin Morrey Tipli Uzaylarda
Sınırlılığı

Bu bölümde, sırasıyla Schrödinger operatörüne karşılık gelen LMα,V
p,ϕ (Hn) lokal ge-

nelleştirilmiş Morrey uzaylar, Mα,V
p,ϕ (Hn) genelleştirilmiş Morrey uzaylar ve VMα,V

p,ϕ (Hn)

vanishing genelleştirilmiş Morrey uzaylar üzerinde ILβ operatörünün komütatörlerinin sınırlı-
lığı ile ilgili sonuçlar verilmiştir. b, Λθ

ν(ρ), 0 < ν < 1, yeni Campanato uzayına ait olduğunda
[b, ILβ ] komütatör operatörünün LMα,V

p,ϕ1
(Hn) uzayından LMα,V

q,ϕ2
(Hn) uzayına, Mα,V

p,ϕ (Hn)

uzayından Mα,V
q,ϕ (Hn) uzayına ve VMα,V

p,ϕ (Hn) uzayından, 1/q = 1/p − (β + ν)/Q, 1 <

p < Q/(β + ν) olmak üzere VMα,V
q,ϕ (Hn) uzayına sınırlılığı incelenmiştir.

Ayrıca, b ∈ Λθ
ν(ρ) iken [b, ILβ ] komütatör operatörlerinin sınırlılığı sırasıyla Schrödin-

ger operatörüne karşılık gelen LMα,V
p,ϕ (Hn) lokal genelleştirilmiş Morrey uzaylar,Mα,V

p,ϕ (Hn)

genelleştirilmiş Morrey uzaylar ve VMα,V
p,ϕ (Hn) vanishing genelleştirilmiş Morrey uzaylarda

incelenmiştir. Ayrıca θ > 0, 0 < ν < 1 iken b ∈ Λθ
ν(ρ) ve (ϕ1, ϕ2) çiftinin bazı yeter

şartları sağladığında [b, ILβ ] komütatör operatörlerinin LMα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayından LMα,V
q,ϕ2

(Hn)

uzayına, Mα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayından Mα,V
q,ϕ2

(Hn) uzayına ve VMα,V
p,ϕ1

(Hn) uzayından VMα,V
q,ϕ2

(Hn),
1/p− 1/q = (β + ν)/Q uzayına sınırlıkları ile ilgili sonuçlara yer verilmiştir.
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Teorem 4.16. x0 ∈ Hn, b ∈ Λθ
ν(ρ), V ∈ RHq1 , q1 > Q/2, 0 < ν < 1, α ≥ 0, 1 ≤ p <

Q/(β + ν), 1/q = 1/p− (β + ν)/Q olsun ve ϕ1, ϕ2 ∈ Ωα,V
p,loc

∫ ∞
r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(g0, s)s
Q
p

t
Q
q

dt

t
≤ c0ϕ2(g0, r), (4.11)

şartını sağlasın, burada c0 sabiti g0 ve r den bağımsızdır. Bu durumda [b, ILβ ] komütatörü
Mα,V

p,ϕ1
(Hn) uzayından, p > 1 için Mα,V

q,ϕ2
(Hn) uzayına ve Mα,V

1,ϕ1
(Hn) uzayından

WMα,V
Q

Q−β−ν ,ϕ2
(Hn) uzayına sınırlıdır. Ayrıca, p > 1 için

‖[b, ILβ ]f‖Mα,V
q,ϕ2

(Hn) ≤ C[b]θν ‖f‖Mα,V
p,ϕ1

(Hn)

ve p = 1 için

‖[b, ILβ ]f‖WMα,V
Q

Q−β−ν ,ϕ2
(Hn) ≤ C[b]θν ‖f‖Mα,V

1,ϕ1
(Hn),

burada C sabiti f fonksiyonundan bağımsızdır [18].

Sonuç 4.17. b ∈ Λθ
ν(ρ), V ∈ RHq1 , q1 > Q/2, 0 < ν < 1, α ≥ 0, 1 ≤ p < Q/(β + ν),

1/q = 1/p− (β + ν)/Q olsun ve ϕ1 ∈ Ωα,V
p , ϕ2 ∈ Ωα,V

q

∫ ∞
r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(g, s)s
Q
p

t
Q
q

dt

t
≤ c0ϕ2(g, r) (4.12)

şartını sağlasın, burada c0 sabiti x ve r den bağımsızdır. Bu durumda, [b, ILβ ] komütatörü,
Mα,V

p,ϕ1
uzayından, p > 1 için Mα,V

q,ϕ2
uzayına ve Mα,V

1,ϕ1
uzayından WMα,V

Q
Q−β−ν ,ϕ2

uzayına

sınırlıdır. Ayrıca, p > 1 için

‖[b, ILβ ]f‖Mα,V
q,ϕ2
≤ C[b]θ‖f‖Mα,V

p,ϕ1

ve p = 1 için

‖[b, ILβ ]f‖WMα,V
Q

Q−β−ν ,ϕ2

≤ C‖f‖Mα,V
1,ϕ1

,

burada C sabiti f fonksiyonundan bağımsızdır [18].
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Teorem 4.18. b ∈ Λθ
ν(ρ), V ∈ RHq1 , q1 > Q/2, 0 < ν < 1, α ≥ 0, b ∈ Λθ

ν(ρ), 1 < p <

Q/(β + ν), 1/q = 1/p− (β + ν)/Q olsun ve ϕ1 ∈ Ωα,V
p,1 , ϕ2 ∈ Ωα,V

q,1 , her δ > 0 için

cδ :=

∫ ∞
δ

sup
g∈Hn

ϕ1(g, t)
dt

t
<∞

ve ∫ ∞
r

ϕ1(g, t)
dt

t1−β−ν
≤ C0ϕ2(g, r) (4.13)

şartlarını sağlasın, burada C0 sabiti g ∈ Hn ve r > 0 dan bağımsızdır. Bu durumda, [b, ILβ ]

komütatör operatörü VMα,V
1,ϕ1

(Hn) uzayından VWMα,V
Q

Q−β−ν ,ϕ2
(Hn) uzayına sınırlıdır [18].

Lemma 4.19. 0 < ν < 1, 0 < β + ν < Q olsun ve b ∈ Λθ
ν(ρ) ise bu durumda

∣∣[b, ILβ ](f)(g)
∣∣ . [b]θν Iβ+ν(|f |)(g)

[18].

İspat. Hatırlatalım ki;

[b, ILβ ](f)(g) = b(g)ILβ (f)(g)− ILβ (bf)(g)

=

∫
Hn

[b(g)− b(h)]Kβ(g, h) f(h)dy.

Eğer b ∈ Λθ
ν(ρ) ise bu durumda Lemma 4.10. den

∣∣[b, ILβ ](f)(g)
∣∣ ≤ ∫

Hn
|b(g)− b(h)| |Kβ(g, h)| |f(h)|dy

. [b]θν

∫
Hn
|h−1g|ν |Kβ(g, h)| |f(h)|dy

= [b]θνIβ+ν(|f |)(g)

elde edilir.
Lemma 4.19. den aşağıdaki sonucu verebiliriz.

Sonuç 4.20. q1 > Q/2 için V ∈ RHq1 ve 0 < ν < 1 için b ∈ Λθ
ν(ρ) olduğu kabul edilsin.

0 < β + ν < Q olsun ve 1 ≤ p < q < ∞ için 1/q = 1/p − (β + ν)/Q sağlansın. Bu
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durumda, f ∈ Lp(Hn) için p > 1 olduğunda

‖[b, ILβ ](f)‖Lq(Hn) . ‖f‖Lp(Hn)

ve p = 1 olduğunda

‖[b, ILβ ](f)‖WLq(Hn) . ‖f‖L1(Hn)

eşitsizlikleri gerçekleşir [18].

Teorem 4.16. ispatı için gerekli olan teorem aşağıda ifade edilmiştir.

Teorem 4.21. q1 > Q/2 için V ∈ RHq1 ve θ > 0, 0 < ν < 1 için b ∈ Λθ
ν(ρ) olduğu kabul

edilsin. 0 < β + ν < Q olsun ve 1 ≤ p < q < ∞ için 1/q = 1/p − (β + ν)/Q sağlansın.
Bu durumda, herhangi bir f ∈ Lploc(Hn) için

‖[b, ILβ ](f)‖Lq(B(g0,r)) . ‖Iβ+ν(|f |)‖Lq(B(g0,r))

. r
Q
q

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t

eşitsizliği gerçekleşir.
Ayrıca, p = 1 olduğunda herhangi bir f ∈ L1

loc(Hn) için

‖[b, ILβ (f)]‖WL Q
Q−β−ν

(B(g0,r)) . ‖Iβ+ν(|f |)‖WL Q
Q−β−ν

(B(g0,r))

. rn−β
∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β−ν
dt

t

eşitsizliği gerçekleşir [18].

İspat. Keyfi g0 ∈ Hn için B = B(g0, r) ve herhangi bir λ > 0 için λB = B(g0, λr) şeklinde
tanımlansın. f fonksiyonu f = f1 + f2 şeklinde yazılabilir, burada f1(h) = f(h)χ

B(g0,2r)
(h)

ve χ
B(g0,2r)

, B(g0, 2r) nin karakteristik fonksiyonudur. Bu durumda

‖[b, ILβ ](f)‖Lq(B(g0,r)) . ‖Iβ+ν(|f |)‖Lq(B(g0,r))

≤ ‖Iβ+ν(f1)‖Lq(B(g0,r)) + ‖Iβ+ν(f2)‖Lq(B(g0,r)).
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f1 ∈ Lp(Hn) ve Iβ+ν operatörü, Lp(Hn) uzayından Lq(Hn) uzayına sınırlı olduğundan (bkz.
[48])

‖Iβ+ν(f1)‖Lq(B(g0,r)) . ‖f‖Lp(B(g0,2r))

. r
Q
q ‖f‖Lp(B(g0,2r))

∫ ∞
2r

dt

t
Q
q

+1

. r
Q
q

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t
. (4.14)

‖Iβ+ν(f2)‖Lp(B(g0,r)) ifadesi için g ∈ B, h ∈ (2B)c nin tersi |h−1g| ≈ |h−1g0|. Bu
durumda (4.6) eşitsizliğinden

sup
g∈B
|Iβ+ν(f2)(g)| .

∫
(2B)c

|f(h)|
|h−1g0|Q−β−ν

dh

.
∞∑
k=1

(2k+1r)−n+β

∫
2k+1B

|f(h)|dh

elde edilir.
Hölder eşitsizliğinden

sup
g∈B
|Iβ+ν(f2)(g)| .

∞∑
k=1

‖f‖Lp(2k+1B)(2
k+1r)−1−Q

p
+β

∫ 2k+1r

2kr

dt

.
∞∑
k=1

∫ 2k+1r

2kr

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t

.
∫ ∞

2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t
. (4.15)

Sonra, 1 ≤ p < Q/β için

‖Iβ+ν(f2)‖Lq(B(g0,r)) . r
Q
q

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t
(4.16)

elde edilir. Bundan dolayı, (4.14) ve (4.16) eşitsizliklerinden 1 < p < Q/β için

‖Iβ+ν(|f |)‖Lq(B(g0,r)) . r
Q
q

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t
(4.17)

elde edilir.
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p = 1 için Iβ+ν operatörünün L1(Hn) uzayından WL Q
Q−β−ν

(Hn) uzayına sınırlı
olduğundan

‖Iβ+ν(f1)‖WL Q
Q−β−ν

(B(g0,r)) . ‖f‖L1(B(g0,2r))

. rQ−β−ν
∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β−ν
dt

t
.

(4.16) eşitsizliğinden

‖Iβ+ν(f2)‖WL Q
Q−β−ν

(B(g0,r)) ≤ ‖Iβ+ν(f2)‖L Q
Q−β−ν

(B(g0,2r))

. rQ−β−ν
∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β−ν
dt

t
.

Böylece

‖Iβ+ν(|f |)‖WL Q
Q−β−ν

(B(g0,r)) . rQ−β−ν
∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β−ν
dt

t
.

Teorem 4.16., b ∈ Λθ
ν(ρ) olduğunda [b, ILβ ] komütatör operatörünün LMα,V

p,ϕ1
(Hn)

uzayındanLMα,V
q,ϕ2

(Hn) uzayına sınırlılığına, Teorem 4.21. deki [b, ILβ ] komütatör operatörleri
için lokal durumlar temel oluşturmaktadır.

4.2.1. Teorem 4.16. İspatı:

Lemma 4.11. den

1

ess inf
t<s<∞

ϕ1(g, s)s
Q
p

= ess inf
t<s<∞

1

ϕ1(g, s)s
Q
p

elde edilir.
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Burada hatırlatalım ki; ‖f‖Lp(B(g0,t)) , t parametresine göre azalmayan fonksiyon ve
f ∈Mα,V

p,ϕ1
ise budurumda(

1 + t
ρ(g0)

)α
‖f‖Lp(B(g0,t))

ess inf
t<s<∞

ϕ1(g, s)s
Q
p

. ess inf
t<s<∞

(
1 + t

ρ(g0)

)α
‖f‖Lp(B(g0,t))

ϕ1(g, s)s
Q
p

. sup
0<s<∞

(
1 + s

ρ(g0)

)α
‖f‖Lp(B(g0,s))

ϕ1(g, s)s
Q
p

. ‖f‖Mα,V
p,ϕ1

.

α ≥ 0 olduğundan ve (ϕ1, ϕ2) çifti (4.11) şartlarını sağladığından dolayı

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t
=

∫ ∞
2r

(
1 + t

ρ(g0)

)α
‖f‖Lp(B(g0,t))

ess inf
t<s<∞

ϕ1(g, s)s
Q
p

ess inf
t<s<∞

ϕ1(g, s)s
Q
p(

1 + t
ρ(g0)

)α
t
Q
q

dt

t

. ‖f‖Mα,V
p,ϕ1

∫ ∞
2r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(g, s)s
Q
p(

1 + t
ρ(g0)

)α
t
Q
q

dt

t

. ‖f‖Mα,V
p,ϕ1

(
1 +

r

ρ(g0)

)−α ∫ ∞
r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(g, s)s
Q
p

t
Q
q

dt

t

. ‖f‖Mα,V
p,ϕ1

(
1 +

r

ρ(g0)

)−α
ϕ2(g0, r). (4.18)

Sonra, Teorem 4.21. den dolayı

‖[b, ILβ ](f)‖Mα,V
q,ϕ2

. ‖Iβ+ν(|f |)‖Mα,V
q,ϕ2

. sup
g0∈Hn,r>0

(
1 +

r

ρ(g0)

)α
ϕ2(g0, r)

−1r−Q/q‖Iβ+ν(|f |)‖Lp(B(g0,r))

. sup
g0∈Hn,r>0

(
1 +

r

ρ(g0)

)α
ϕ2(g0, r)

−1

∫ ∞
2r

‖f‖Lp(B(g0,t))

t
Q
q

dt

t

. ‖f‖Mα,V
p,ϕ1

.

q = Q
Q−β−ν olsun. (4.18) eşitsizliğindeki benzer durumdan

∫ ∞
2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β−ν
dt

t
. ‖f‖Mα,V

1,ϕ1

(
1 +

r

ρ(g0)

)−α
ϕ2(g0, r).
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Böylece, Teorem 4.21. den dolayı

‖[b, ILβ ](f)‖WMα,V
Q

Q−β−ν ,ϕ2

. ‖Iβ+ν(|f |)‖WMα,V
Q

Q−β−ν ,ϕ2

. sup
g0∈Hn,r>0

(
1 +

r

ρ(g0)

)α
ϕ2(g0, r)

−1rβ−n‖Iβ+ν(|f |)‖WL Q
Q−β−ν

(B(g0,r))

. sup
g0∈Hn,r>0

(
1 +

r

ρ(g0)

)α
ϕ2(g0, r)

−1

∫ ∞
2r

‖f‖L1(B(g0,t))

tQ−β−ν
dt

t

. ‖f‖Mα,V
1,ϕ1

elde edilir.

4.2.2. Teorem 4.18. İspatı:

Teorem 4.18., (4.17) eşitsizliğinden ifade edilir. [b, ILβ ] komütatör operatörünün normunun
ifadesi yani vanishing olmayan uzaylardaki sınırlılığıda Teorem 4.16. den dolayı elde edilir.
Bundan dolayı sadece

lim
r→0

sup
g∈Hn

Aα,V
p,ϕ1

(f ; g, r) = 0 ⇒ lim
r→0

sup
g∈Hn

Aα,V
q,ϕ2

([b, ILβ ](f); g, r) = 0 (4.19)

ve

lim
r→0

sup
g∈Hn

Aα,V
1,ϕ1

(f ; g, r) = 0 ⇒ lim
r→0

sup
g∈Hn

AW,α,V
Q/(Q−β),ϕ2

([b, ILβ ](f); g, r) = 0 (4.20)

ispatlamak yeterli olacaktır.
r için sup

g∈Hn

(
1+ r

ρ(g)

)α
ϕ2(g, r)−1r−Q/p‖[b, ILβ ](f)‖Lq(B(g,r)) < ε olduğunu göstermek

için (4.17) eşitsizliğinin sağ tarafından:(
1 +

r

ρ(g)

)α
ϕ2(g, r)−1r−Q/p‖[b, ILβ ](f)‖Lq(B(g,r)) ≤ C[Iδ0(g, r) + Jδ0(g, r)], (4.21)

burada δ0 > 0 ( δ0 > 1 alınabilir) ve

Iδ0(g, r) :=

(
1 + r

ρ(g)

)α
ϕ2(g, r)

∫ δ0

r

t−
Q
q
−1‖f‖Lp(B(g,t))dt

ve

Jδ0(g, r) :=

(
1 + r

ρ(g)

)α
ϕ2(g, r)

∫ ∞
δ0

t−
Q
q
−1‖f‖Lp(B(g,t))dt
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ve burada r < δ0 olarak kabul edilmektedir. f ∈ VMα,V
p,ϕ1

(Hn) olduğundan ve δ0 > 0

herhangi bir sabit olarak seçilerek

sup
g∈Hn

(
1 +

t

ρ(g)

)α
ϕ1(g, t)−1t−n/p‖f‖Lp(B(g,t)) <

ε

2CC0

elde edilir, burada C ve C0 sabitleri sırasıyla (4.13) ve (4.21) eşitsizliklerindeki sabitlerdir.
Bu durum r ∈ (0, δ0) deki ilk terimin tek tip olmasından:

sup
g∈Hn

CIδ0(g, r) <
ε

2
, 0 < r < δ0.

Şimdi, ikinci terimin ifadesini, yeterince küçük r seçimiyle durum aşikardır. Gerçekten de,
(4.10) şartından

Jδ0(g, r) ≤ cσ0

(
1 + r

ρ(g)

)α
ϕ1(g, r)

‖f‖VMα,V
p,ϕ1

elde edilir, burada cσ0 sabiti (4.3) eşitsizliğindeki sabittir. Dolaysıyla (4.10) eşitsizliğinde r
nin yeterince küçük alınmasıyla

sup
x∈Rn

(
1 + r

ρ(g)

)α
ϕ2(g, r)

≤ ε

2cσ0‖f‖VMα,V
p,ϕ1

elde edilerek (4.19) eşitsizliğinin ispatlanmış olur.
(4.20) eşitsizliğinin ispatı, (4.19) eşitsizliğinin ispatı gibi benzer şekildedir.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Kesirli integrallerin ve onların uygun fonksiyonlarla komütatörlerinin sınırlılığı harmo-
nik analizde önemli bir rol oynamaktadır. Düzgün olmayan katsayılara sahip diferansiyel
denklemlerin çalışmalarında kesirli integral operatörlerinin komütatör integralleri doğal olarak
ortaya çıkar. Heisenberg gruplarının fark ve sürekli versiyonları, matematiğin birçok alanında
özellikle Fourier analiz, çok değişkenli kompleks analiz, geometri ve topoloji de uygulamaları
yer almaktadır.

Bu tez konusunu bir baslangıç kabul edilerek, "Schrödinger operatörlerine karşılık
gelen integral operatörlerinin komütatör operatörlerinin Morrey-Tipli uzaylarda sınırlılığı"
konusunda daha ileri düzeyde çalışmalar yapabilmek için bir temel oluşturulması hedeflenmek-
tedir.
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