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Bu tez calismasinda, cesitli bilim dallarinda 6nemli uygulama alanlar1 olan, integral
doniisiimlerinin genellestirilmis formlar1 incelenmistir. Ilk olarak, genellestirilmis Fourier,
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uygulamalar1 Orneklerle aciklanmigtir.  Ardindan, genellestirilmis integral doniistimleri
kullanilarak cesitli adi, kismi ve kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri elde edilmistir.
Son olarak, genellestirilmis integral doniisiimlerinin tablolart verilmis ve bu doniisiimlerin
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1. GIRIS

Integral doniisiimleri, cesitli bilim dallarinda ortaya cikan diferansiyel ve integral
denklemleri ¢6zmek ve incelemek i¢in kullanilan ¢ok giiclii araclardir. Bu doniisiimler,
genellikle ele alinan belirli bir problemin basitlestirilmesiyle sonuclanacak, iki degiskenli
bir agirlik fonksiyonu ile verilen fonksiyonun integrasyonundan ibarettir. Bu doniistimler,
diferansiyel ve integral denklemleri cozerken siklikla kullanilir ve hangi doniisiimlerin
kullanilacagi, ele alinan problemlerin tiplerine baghidir. Hareket, elektrik, difiizyon,
Bagley-Torvik, harmonik titresim gibi bir ¢cok problem bu doniistimler yardimiyla ¢oziilebilir.

u fonksiyonu [a, b] araliginda tanimlanmis bir fonksiyon ve agagidaki integral mevcut

olmak {iizere, bir boyutlu uzayda bir integral doniisiimiiniin en genel sekli

b
Iu@)] ) = [ Ktz

bicimindedir [18]. Burada K(z,y) integral doniisiimiiniin ¢ekirdegi olarak adlandirilir.
Yukaridaki integral doniisiimii, a, b sinir degerlerinin ve K (x,y) ¢ekirdek fonksiyonunun
0zel secimlerine gore Fourier, Fourier siniis, Fourier kosiniis, Laplace, Mellin, Hankel,
Hilbert ve Stieltjes doniisiimleri gibi gesitli isimler alir. Ornegin;

exp(—izy)

1. Swir degerlerini a = —o0, b = oo ve ¢ekirdek fonksiyonunu da K (x,y) = N

olarak secersek Fourier doniisiimii,

s[u@] o) = o= [ e, ©em).

2. Sinir degerlerini @ = 0, b = oo ve ¢ekirdek fonksiyonunu da K (z,y) = \/g sin(xy)
olarak secersek Fourier siniis doniistimii,

3s [u(ac)] (y) = \/g/sin(xy)u(az)dx, (y € RY),

3. Smur degerlerini a = 0, b = oo ve gekirdek fonksiyonunu da K (x,y) = \/g cos(zy)
olarak secersek Fourier kosiniis doniigiimii,

S [u(m)} (y) = \/g/cos(xy)u(x)dx, (y € RY),

4. Sinir degerlerini @ = 0, b = oo ve ¢ekirdek fonksiyonunu da K (z,y) = exp(—zy)
olarak secersek Laplace doniisiimii,

(e 9]

£lute)]) = [ exp(-apu@ds. (v ec)

0



5. Simir degerlerini @ = 0, b = oo ve gekirdek fonksiyonunu da K (z,y) = 2¥~! olarak
secersek Mellin doniisiimii,

M[ula)] () = [+ u@dz. (v eC)

6. Sinir degerlerini @ = 0, b = oo ve ¢ekirdek fonksiyonunu da K (z,y) = xJ,(zy)
olarak secersek Hankel doniisiimii,

[e.e]

H, [u(x)] (y) = /xJn(xy)u(x)da:, (y € RY),

0

7. Sinir degerlerini a = —o0, b = oo ve ¢ekirdek fonksiyonunu da K (z,y) = W(xl_y)
olarak secersek Hilbert doniisiimii,
17 u(x)
H[ ] _ - dz, R),
u@] o) =1 [ Ads, wem

8. Swr degerlerini a = 0, b = oo ve cekirdek fonksiyonunu da K'(z,y) = . olarak
secersek Stieltjes doniisiimii,

[e.9]

A0 = [ 2 eo)

r+y
0

elde edilir.

Yukarida bahsi gecen integral doniisiimlerinin tiimii

1hu(@) + 2ov(@)] (1) = Md [u(@)] () + Aol [o(2)] )

lineerlik 6zelligini saglar.

Tez ¢alismasinin ilerleyen boliimlerinde tanimi, 6zellikleri, ornekleri ve uygulamalari
verilecek olan integral doniisiimleri ¢ok genis uygulama alanlarina sahiptir. Ornegin Fourier,
Laplace ve Mellin doniisiimleri gerek adi ve kismi tiirevli denklemlerde, gerekse kesirli
tiirevli denklemlerde baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin ¢dziimiinde biiyiik kolayliklar
saglamaktadir. Literatiir incelendiginde integral doniisiimleri hakkinda cok sayida kaynaga
ulasilabilmektedir (bkz. Bolim [2).

Kesirli Analizin kokeni 1695 yilinda iinlii Fransiz matematik¢i L'Hospital’in {inlii
Alman matematik¢i Leibniz’e yazdig1 mektuptaki “Tamsayili mertebeden tiirevler, kesirli
mertebeden tiirevlere genisletilebilir mi?” sorusuna dayanir. Bu soru icin Leibniz’in
L’Hospital’a cevab1 “Bu durum su an icin bir paradokstan ibarettir ancak bir giin faydali
sonuclar elde edilecektir.” biciminde olmustur [18.35,50].

Keyfi mertebeli bir tiirevden ilk kez 1819 yilinda iinlii Fransiz matematik¢i Lacroix

bahsetmistir [39]].



n € Z* i¢in u(t) = t™ fonksiyonunun m. mertebeden tiirevi
d"u n!
dtm  (n—m)!
esitligi ile verilebilir. Lacroix, Legendre’nin genellestirilmis faktoriyeli olarak bilinen gama

fonksiyonunu gz 6niinde bulundurmus ve m = %, n=\¢€ R" igin

tn—m

dru _ TOA+1)

a2 T(A+3)

bagintisini elde etmistir. Bu bagintida 6zel olarak A = 1 secilir ve gama fonksiyonunun

F<g>—%F(%)—gveF(2)—l

esitliklerinden faydalanilirsa

diu _ 2vE
dtz= T

esitligi bulunur.

Kesirli Analiz ge¢misten giiniimiize kadar Leibniz, Laplace, Fourier, Liouville,
Riemann, Griinwald, Letnikov, Hadamard, Erdelyi ve Kober gibi bir ¢ok iinlii bilim
insan tarafindan gelistirilmis ve ¢esitli kesirli integral ve tiirev operatorleri tanimlanmigtir
[18,35,50,56].

Bu doktara tezinin amaci, farkli genellestirilmis integral doniisiimleri tanimlamak ve
bu doniisiimler aracilifiyla bazi adi, kismi ve kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine
ulagmaktir.

Tez alt1 ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giristir. Ikinci boliimde literatiirde
yer alan gesitli genellestirilmis Fourier, Laplace ve Mellin doniisiimleri verilmistir. Uciincii
boliim tez boyunca ihtiya¢ duyulacak temel bilgileri icermektedir. Dordiincii boliimde
Fourier, Laplace ve Mellin doniisiimlerinin genellestirilmeleri tanimlanmis ve onlarin bazi
ozellikleri, agiklayic1 ornekleri, kesirli operatorlere uygulamalar1 verilmistir. Ayrica c¢esitli
adi, kismi ve kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri de bu doniisiimler aracilifiyla
elde edilmistir. Besinci boliimde, tanimlanan integral doniisiimlerinin literatiirde yer alan
diger genellestirilmis integral doniisiimleri ile olan iligkileri belirtilmistir. Son olarak altinc1
boliimde, tezde kullanilan kaynaklar sunulmustur. Ek olarak, tamimlanan genellestirilmis
integral doniisiimlerinin tablolar1 (bkz. Tablo [6.1] [6.2] [6.3] [6.4] [6.5) ve bu doniisiimlerin
farkli parametreler altinda nasil davrandigin1 gorsellestirmek amaciyla, bazi grafikleri (bkz.
Sekil [6.1] [6.2] [6.3)) Ekler boliimiinde sunulmustur.






2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde, literatiirde yer alan, Fourier, Laplace ve Mellin integral doniisiimleri

lizerine yapilan bazi ¢alismalar kronolojik sira ile sunulmustur.

2.1. Fourier Doniisiimii Uzerine Yapilan Calismalar

2008 yilinda Luchko ve ark. [41] tarafindan a-mertebeden kesirli Fourier doniisiimii

o0

(Fau) (w) = / exp,, (w,t) u(t)dt (2.1

—0o0

(uepR), weR, 0<a<1)
seklinde tanimlanmugtir. Burada exp,, (w, t) fonksiyonu

exp <—2’|w|ét> , w<0
exp,, (w,t) = )
exp (z’|w|5t> , w>0
bicimindedir ve ¢(IR) Lizorkin uzaydir (bkz. B6liim 3).

2008 yilinda Jumarie [29] tarafindan a-mertebeden kesirli Fourier doniisiimii

Fo {u(t)} = / Ea (i) u(t)(d8)®, (0 <a <1) 2.2)

olarak verilmigtir. Burada kullanilan (dt)® ifadesi kesirli integrali temsil eder ve

/u(t)(dt)a = a/(v — ) u(t)dt, (0<a<1)

seklindedir. Ayrica E,(-) bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur (bkz. B&liim [3.).

2011 yilinda Romero ve ark. [52] tarafindan a-mertebeden kesirli Fourier doniisiimii

[e.e]

Saolu](w) = / exp (iwét) u(t)dt (2.3)

— 00

(uep(R), weR, 0<a<l)

biciminde tanimlanmustir.
2020 yilinda Kumar [38]] tarafindan p-mertebeden kesirli Fourier doniigiimii

o0

Q,u](w) = / exp <z’w5t> u(t)dt (2.4)

— 00

(u€ d(R), p,p € R, w>0, u<p)

seklinde tanimlanmuistir.



2020 yilinda Mahor ve ark. [43] tarafindan kesirli Fourier siniis ve kosiniis doniisiimleri

ff(w) = /sina(wt)o‘u(t)(dt)a, (w>0,0<a<l), (2.5
0
o (w) = / cosq(wt)u(t)(dt)®, (w>0,0<a<1) (2.6)

0

olarak verilmigtir. Burada kullanilan sin, (wt)® ve cos, (wt)* trigonometrik fonksiyonlari

& lwtEe

sing (wt) —;(—1) m7
e

onter - S

serisel gosterimlerine sahiptir.

2.2. Laplace Déoniisiimii Uzerine Yapilan Cahsmalar
1993 yilinda Watugala [|68]] tarafindan Sumudu doniisiimii

1 t

S u(t)] = " /exp (—g) u(t)dt .7)

(S c (—kﬁl,k’g), k’l,k/‘g > 0)

biciminde tanimlanmustir.

2008 yilinda Khan ve Khan [34]] tarafindan /V-doniistimii

N (u) = /exp(—st)u()\t)dt (2.8)
0
seklinde ifade edilmistir. Burada u fonksiyonu ~y-iistel mertebeden ve s > ~, A > 7
bicimindedir.
2011 yilinda Elzaki [21] tarafindan Elzaki doniistimii

Elut)] = s/exp (—é) u(t)dt (2.9)
0
(tZOa kl SSSk% klakZ >0)

olarak verilmistir.



2013 yilinda Aboodh [2] tarafindan Aboodh doniistimii

o0

/exp(—st)u(t)dt (2.10)
0
(tZOJ kl §S§k27 klakQ >0)

Alu(t)] =

w | =

seklinde tanimlanmuistir.
2013 yilinda Kashuri ve Fundo [31] tarafindan Kashuri-Fundo doniisiimii

1 t

L) () = - / exp (—8—2) w(t)dt @.11)

(tZO,—/{Z1<S<k‘2, kl,k2>0)

biciminde ifade edilmistir.
2013 yilinda Atangana ve Kiligman [|12]] tarafindan Atangana-Kilicman doniistimii

M, [u(t)] (s) = / exp(—st) " u(t)dt 2.12)
0
olarak verilmistir. Burada u fonksiyonu v-iistel mertebeden ve s > ~ bi¢cimindedir.
2015 yilinda Srivastava ve ark. [59]] tarafindan M-doniistimii

r exp(—st)u(At)

M, [u(t)] (s, A) = / SN dt (2.13)

(p,s€C, R(p) 20, meZ*, A€ R")

seklinde tanimlanmustir.

2016 yilinda Medina ve ark. [45] tarafindan a-integral Laplace dontistimii

L, [u(t)](s) = 7exp (—sét) u(t)dt, (a>0,seR) (2.14)

biciminde ifade edilmistir. Burada u fonksiyonu v-iistel mertebeden ve s > vy seklindedir.

2016 yilinda Kamal ve Sedeeg [30] tarafindan Kamal doniistimii

Ku(t)] = /exp (—2) u(t)dt (2.15)
0
(tZOJ kl §S§k27 k17k2 >0)

olarak verilmistir. Bu integral doniisiimii literatiirde Yang doniisiimii olarak da bilinir [62]].



2016 yilinda Zafar [|65]] tarafindan ZZ doniisiimii

H{u(t)} = s / exp(—st)u(At)dt 2.16)
0
seklinde tanimlanmigtir. Burada u fonksiyonu ~-iistel mertebeden ve s > v, A > 7
bicimindedir.
2016 yilinda Mahgoub [42] tarafindan Mahgoub doniisiimii

[e.9]

Mu(t)] = s/exp(—st)u(t)dt (2.17)
0
(tZOa kl SSSk% klakZ >0)

biciminde ifade edilmistir. Bu integral doniisiimii literatiirde Laplace-Carson doniigiimii
olarak da bilinir [3]].
2017 yilinda Kim [36]] tarafindan G-dontisiimii

G(u) = 5 7exp (—é) w(t)dt, (8 €Z) (2.18)

seklinde verilmistir. Burada u fonksiyonu -iistel mertebeden ve s < %y bi¢imindedir.
2017 yilinda Mohand ve Mahgoub [46] tarafindan Mohand doniisiimii
Mu(t)] = s* /exp(—st)u(t)dt (2.19)
0
(tZOJ kl §8§k27 k17k2 >0)

olarak tanimlanmigtr.
2018 yilinda Shaikh [54]] tarafindan Sadik doniisiimii

STu(t)] = Siﬁ / exp (—s°t) u(t)dt (2.20)

0
(seC, ae R—{0}, 5 €R)

biciminde verilmistir. Burada u fonksiyonu ~y-iistel mertebeden ve s* > v seklindedir.
2019 yilinda Ahmadi ve ark. 5] tarafindan HY doniistimii
HY {u(t)} =s / exp (—s*t) u(t)dt (2.21)
0
olarak verilmigtir. Burada u fonksiyonu ~-listel mertebeden ve s > /7 bi¢imindedir. Bu

integral doniisiimil literatiirde AF doniisiimii olarak da bilinir [4]].



2019 yilinda Mohand ve Mahgoub [47] tarafindan Sawi doniistimii

S[u(t)] = é]oexp (—2) u(t)dt

(tZO, k1§8§k27 k17k2>0)

biciminde tanimlanmugtr.
2019 yilinda Maitama ve Zhao [44]] tarafindan Shedu doniisiimii

S[u(t)] = /exp (—%t) u(t)dt, (s>0, A>0)

seklinde ifade edilmistir.
2019 yilinda Upadhyaya [|61]] tarafindan Upadhyaya doniisiimii
UAu(t); k,s, A} = ﬁ/exp (—st)u(At)dt
0
olarak verilmigtir. Burada a;, b;, ¢;, d;, e;, f; kompleks sabitler ve j = 1,2, ..
pozitif tamsayilar olmak iizere x, s ve A degerleri

mi ms3 ms
1 i T3 . 5 .
J j j
<Z aﬂl) (Z Cjz3> (Z €25
j=0 j=0 Jj=0
-~ J N NN

- mso - maq I me
72 X T4 . 76 .
(Z ij§> (Z de51> (Z fj%)
j=0 Jj=0 j=0
bicimindedir.

2020 yilinda Saadeh ve ark. [53] tarafindan ARA doniisiimii

o0

Gn {u(t)} (s) = s/exp(—st)t”_lu(t)dt

0

(2.22)

(2.23)

(2.24)

., 61¢inm;, r;

(2.25)

seklinde tanimlanmigstir. Burada u fonksiyonu ~y-iistel mertebeden ve s > ~ bigimindedir.

2020 yilinda Gupta ve ark. [27]] tarafindan Gupta doniigiimii

o0

R{u(t)} = é / exp(—st)u(t)dt

0

(2.26)

biciminde verilmigtir. Burada u fonksiyonu ~-iistel mertebeden ve s > ~ seklindedir.

2021 yilinda Jafari [28] tarafindan genel integral doniisiimii

o0

T {u(t); s} = p(s) / exp ( — qls))u(t)dt

(p(s) #0, q(s) € RT)

(2.27)

olarak verilmigtir. Burada u fonksiyonu 7-iistel mertebeden ve ¢(s) > - bi¢cimindedir.



2.3. Mellin Déniisiimii Uzerine Yapilan Calismalar

2007 yilinda Yang ve ark. [63]] tarafindan modifiye Mellin doniistimii

M (o) = a/ta_lu(t)dt (2.28)
0
seklinde tanimlanmustir.
2012 yilinda Gonzélez-Gaxiola ve Santiago [25] tarafindan genellestirilmis Mellin

doniistimii
M, (u(t), s4) = / 5oty (t)dt (2.29)
0

(Sa:CL—FZ'UJé, 0<a§1)

biciminde verilmistir.

2019 yilinda Erdogan ve ark. [23] tarafindan genellestirilmis Mellin doniisiimii
M {u(t): a} = / (9L (1)t (2.30)
0

olarak tanimlanmistir.

Uyar: 2.1. Bu boliimde listelenen yayinlar, bahsi gecen integral doniisiimlerinin temel
cekirdekleri iizerinden elde edilen benzer genellestirmeleri iceren, bugiine kadar yapilmis
popiiler calismalardan bazilaridir. Bunlar diginda, literatiirde farkl tiirden genellestirilmis

integral doniisiimleri ¢calismalarinin oldugunu da belirtmek gerekir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, tez boyunca ihtiya¢ duyulan temel tanimlar verilmistir.

Tanim 3.1. (Gama Fonksiyonu) Gama fonksiyonu #(z) > 0 igin

o

I(z) = /t”_l exp (—t) dt

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanan 6zel fonksiyondur [10,58].

Tanim 3.2. (Beta Fonksiyonu) Beta fonksiyonu R(x) > 0 ve R(y) > 0 i¢in

1

B(x,y) = /tH(l — )yt
0
genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanan 6zel fonksiyondur [10,58].

Tanmim 3.3. (Riemann Zeta Fonksiyonu) Riemann zeta fonksiyonu R(x) > 1 i¢in

((z)=) —
biciminde tanimlanir [10]].

Tamm 3.4. (Mittag-Leffler Fonksiyonlar1) Bir ve iki parametreye sahip Mittag-Leffler
fonksiyonlar z, v, 5 € C ve ®(«) > 0 i¢in sirastyla

n

Eu(2) = Z m,

> z
E, — E S
#(2) T(an + B)
seklinde tanimlanir [26].

Tanmim 3.5. (L, Uzay1) 2 = [a,b] ve —0o < a < b < oo olmak iizere L, uzay1

1

Ly = § lullz,@ = /IU(t)!pdt <00, 1<p<oo
Q

biciminde tanimlanan fonksiyon uzayidir [56].

Tamim 3.6. (AC™ Uzayr) m € N igin [a,b] tizerinde (m — 1). mertebesine kadar siirekli
tiirevleri olan karmasik degerli fonksiyonlarin

AC™[a,b] = {u: [a,b] — C, u"V(t) € AC]a,b]}

olarak tanimlanan uzayidir [35]. Burada AC|a,b] ifadesi [a,b] araliginda mutlak siirekli
fonksiyonlar uzayini temsil eder.
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Tamim 3.7. (Schwartz Uzay1) R iizerinde siirekli tiirevlenebilen « fonksiyonu ve onun tiim

tiirevlerinin asagidaki 6zelligi sagladig1 uzaydir [[60]]

S(R) = {u € C™ :sup tmu(")(t)’ < oo, Vm,ne NO}.

teR

Tamim 3.8. (Lizorkin Uzay1) V' (R) uzay1
V(R) = {veSR): v™(0)=0, ne No}
seklindeki fonksiyonlarin kiimesi olsun. Lizorkin uzay1
S(R) = {u € S(R) : S[u] € V(R)}

biciminde tanimlanir [S6].

Tanim 3.9. (Fourier ve Ters Fourier Doniisiimleri) © € S(R) olmak iizere Fourier ve ters

Fourier doniistimleri sirasiyla

[e.e]

g[u(t)] (w) = B(w) = / exp(iwt)u(t)dt, (w € R),
§! [a(w)} (t) = % / exp(—iwt)u(w)dw, (t € R)

seklindedir [35]].

Tanim 3.10. (Fourier Konvoliisyonu) u ve v fonksiyonlarinin konvoliisyonu
(uxv)(t) = / u(t —1)v(r)dr, (t €R)

bicimindedir [[15].

Tanmm 3.11. (Laplace ve Ters Laplace Doniisiimleri) Reel degiskenli bir ¢ € R icin u

fonksiyonunun Laplace ve ters Laplace doniisiimleri sirasiyla

o0

s[u(t)} (s) = @(s) = / exp(—st)u(t)dt, (seC),

y+ioco
o [a(s)] (t) = 2% ’ exp(st)i(s)ds, (v=R(s) > a)

olarak tanimlanir [35]].

12



Tamm 3.12. (Laplace Konvoliisyonu) u ve v fonksiyonlarinin konvoliisyonu

t

(uxv)(t) = /u(t —71)(r)dr, (teR")

bagintisi ile verilir [35].

Tanim 3.13. (Mellin ve Ters Mellin Doniisiimleri) Reel degiskenli bir ¢ € RT ig¢in u

fonksiyonunun Mellin ve ters Mellin doniisiimleri sirasiyla

o0

olarak tamimlanir [35]].

Tanim 3.14. (Mellin Konvoliisyonlar1) « ve v fonksiyonlarinin konvoliisyonlar1

(u* 0)(¢) = 7u(r)v (3) T terh),

T

(uow)(t) = /u(tT)v(T)dT, (t e R™)

bagintilari ile verilir [[18]].

Tamim 3.15. (Dirac Delta Fonksiyonu) Dirac delta fonksiyonu
0, t#0
o) = ’
(®) { oo, t=0

bicimindedir [18]. n € N i¢in Dirac delta fonksiyon dizisi ise

5. (t) = \/g exp(—nt2) 3.1)

seklindedir. Burada ¢ # 0 i¢cin n — oo iken 6, () — 0 ve n — oo iken 9,,(0) — oo olur.
(3.1) esitliginin her iki yaninin n — oo iken limiti alinirsa

i(t) = ILm \/gexp(—ntz) (3.2)
elde edilir. Ayrica
/ w(®)5(E)dt = u(0) (3.3)

esitligi saglanir [[18].
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Tamm 3.16. (Reel Eksen Uzerinde Sol R-L Kesirli Integrali) v € L;(R) olmak iizere u

fonksiyonunun €. mertebeden sol R-L kesirli integrali

(I5u) () = % / (t — 1) u(r)dr, (tER, R() > 0)

— 00

biciminde tanimlanir [35].

Tamim 3.17. (Reel Eksen Uzerinde Sol R-L Kesirli Tiirevi) v € L;(R) olmak iizere u

fonksiyonunun €. mertebeden sol R-L kesirli tiirevi
t
/(t — )= ty(r)dr,  (t € R, R(e) > 0)

(m—1<R(E) <m, meN)

dm
(Diu) (1) = ﬁdt—m

seklinde tanimlanir [35].

Tamim 3.18. (Reel Eksen Uzerinde Sol Caputo Kesirli Tiirevi) u< AC™(R) olmak iizere

u fonksiyonunun . mertebeden sol Caputo kesirli tiirevi

t

(D7) (1) = ﬁ / (t— 2y (i, (tER, R(e) > 0)

—0o0

(m—1<R(E) <m, meN)
olarak tamimlanir [35]].

Tanim 3.19. (Pozitif Reel Eksen Uzerinde Sol R-L Kesirli Integrali) « € L;(R*) olmak

tizere u fonksiyonunun . mertebeden sol R-L kesirli integrali

(I, ) (1) = % / (t— ) lu(r)dr, (t>0, R(Ee) > 0)

biciminde tanimlanir [35].

Tamim 3.20. (Pozitif Reel Eksen Uzerinde Sol R-L Kesirli Tiirevi) « € L;(R*) olmak

tizere u fonksiyonunun . mertebeden sol R-L kesirli tiirevi

t
1 am

(Dg,u) (t) = Tlm — o) dtm /(t — )= tu(r)dr, (t >0, R(e) > 0)

(m—1<R(E) <m, meN)

seklinde tanimlanir [35].
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Tamim 3.21. (Pozitif Reel Eksen Uzerinde Sol Caputo Kesirli Tiirevi) uc AC™(R") icin
u fonksiyonunun . mertebeden sol Caputo kesirli tiirevi
t
/(t — )y ™ ()dr, (>0, R(e) > 0)
0
(m—1<R(E) <m, meN)

1

(“Disu) (1) = T(m—2)

olarak tanimlanir [35]].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, yeni genellestirilmis Fourier, Laplace ve Mellin doniisiimleri tanitilacak,
temel Ozellikleri verilecek, agiklayici bazi Ornekleri sunulacak ve kesirli operatorlere
uygulamalarina deginilecektir. Ayrica, cesitli adi, kismi ve kesirli diferansiyel denklemlerin

¢Ozlimleri yeni tanimlanan bu integral doniisiimleri yardimiyla elde edilecektir.

4.1. Genellestirilmis Fourier Doniisiimleri

o

Bir u(t) fonksiyonu (—a, a) araliginda Dirichlet kosullarini gerceklesin ve [ |u(t)|d¢

integrali yakinsak, yani R iizerinde u(t) fonksiyonu mutlak integrallenebilir olsun. Bu

bilgiler dogrultusunda kompleks Fourier serisi ve katsayisi sirastyla

ult) = i 0, exp (_inawt) |

n=—0oo

b= o / exp (i”f) u(€)dg

seklindedir [9]. Buradan a,, katsayis1 Fourier serisinde yerine yazilirsa

u(t) = % Z /exp (z’n;r{) u(§)d€ | exp <_in;rt) 4.1)

elde edilir. (4.1) esitliginin sag yani 7 ile ¢arpilip boliiniirse

a

u(t) = % i g / exp (m;rf) u(€)de | exp (_m;n) 4.2)

—a

bulunur. Ardindan i

w, =— ve A(w,) =Wy —w, =—
a
esitlikleri (4.2)) esitliginde yerlerine yazilirsa

a

u(t) = % i A (wy,) /exp (zwn§>u(§)d§ exp ( — iwnt>

n=—oo
—a

elde edilir. Burada a — oo iken limit alinirsa, w,, degerleri birbirine yaklasir ve yogun bir
kiime olusturur. Boylece w,, degerleri siirekli w degerine, A (w,,) degerleri dw degerine ve

toplam serisi integrale doniisiir. Yani,

u(t) = %/ /exp (1w€) u(&)d€ | exp (—iwt) dw (4.3)

bulunur.
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p:R—=R—-{0},¢: R — R" olmak iizere (4.3) esitliginin sag yan p(«) ile ¢arpilip
boliiniir ve w yerine w¥(®) yazilirsa

o0 (e 9]

_ p(a) 1 q(c 10y (c q(a)—1
u(t) = m%/ / exp (zw 5) u(€)de | exp (—iw ( )t) q(a)w dw
= _q(a) —1 i o Ooex iwl@e) 4 exp (—iw?@t) w1 dw
= (@) 2”4 p( )é p (1w E) u(€)dE exp ( t) d

N J/
-

pSq [U(t)} (w)=pliq(w)

o0

— (CV Zi/exp (—z’wQ("‘)t) pgq[u(t)] (w)wq(a)‘ldw

—00

~—

L

@

o0

1
= ( 2—/exp (—iw®t) iy (w)w ™ dw

«

2
\%

~—

=

—00

sonucuna ulagilir ki bu asagidaki [4.1] Tanimi verir.

Tanm4.1. v € ¢(R),p : R - R — {0}, ¢ : R — R" ve w,t € R olmak iizere

genellestirilmis Fourier ve ters Fourier doniisiimleri sirasiyla

[e.9]

oS4 ()| (w) = 5, (w) = pla) / exp (i )t) u(t)dt,

— 00
o0

7 )] 0 = DL [ exp (ciu) 1wyt

seklinde tanimlanir. Burada exp (iw?®)t) iistel fonksiyonu

exp (—i|w|9™t), w <0
exp (i[w|?®t) | w>0

exp (iw‘I(o‘)t) = {
bicimindedir.

Uyari 4.2. Yukaridaki tanimda p(a) =¢q(«) =1 olarak alinirsa klasik Fourier ve ters Fourier

doniisiimleri elde edilir.

Teorem 4.3. Bir u(t) fonksiyonu Dirichlet kosullarina sahip, mutlak integrallenebilir ve
Lizorkin uzayina ait bir fonksiyon olsun. O zamanp : R — R — {0}, ¢ : R — R* ve

w, t € Ricin u(t) fonksiyonunun genellestirilmis Fourier dontigiimii mevcuttur.
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Ispat. Dirichlet kosullarma sahip bir u(t) fonksiyonu icin mutlak integrallenebilirlik ve

Lizorkin uzay g6z 6niinde bulundurularak, genellestirilmis Fourier doniisiimiin tanimindan

o0

»8q [u(t)} (w)‘ = ‘p(a) / exp (zwq dt‘ < ‘p ’ / ’ )dt < 00

—0o0

sonucuna ulagilir. =

Genellestirilmis Fourier integral formiilii

u(x :M@ i OOex iw? (¢ — 2)) u(t) w1 dtdw
(@) = T2 [ [ exw (1070 =) ity ana

—00 —0O0

seklindedir. Burada Euler formiilii kullanilirsa

u(z) = ala) pla) 7 7 (cos (w‘I(O‘) (t —x)) +isin (wq(o‘) (t—x)) )u(t)wQ(a)_ldtdw

pla) 27

-0 —00
elde edilir. w parametresine bagl olarak simetrik aralikta trigonometrik fonksiyonlarin tek

ve ¢ift olma durumlar dikkate alinirsa

u(z) = ;(—z;@/ / Cos (w‘J(O‘) (t—x)) w(t)w! @ dtdw

bulunur. Buradan

u(z) = (a p_// (cos wq( )t cos (wq( @) )+sin (wQ(a)t) sin (wQ(o‘)x)>

Q

Oé

/—\

0 —

x u(t)w! L dtdw

- %_) / (Cos (w12) [ cos (we) (s
+ sin (w0 z) 7sin (w(*)) u(t)dt) W~ dw (4.4)

elde edilir. Eger (4.4)) esitliginde u(t) ¢ift fonksiyon ise

u(zx) = ]%%O/COS (wQ(O‘)x) p(a) O/COS (w’I(O‘)t) u(t)dt w? @~ dw
54 [u(t)] (:) = flig(w)
= %%O/COS (wq )CSQ[ (t )]( Jw! O~ dw

sonucuna ulagilir.
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Eger (4.4) esitliginde u(t) tek fonksiyon ise

sonucuna ulagilir. Bu sonuglar asagidaki[@d.4] ve [4.5] Tanimlari verir.

Tanmd44. v € ¢(R),p : R - R — {0}, ¢ : R - R ve w,t € R} olmak iizere

genellestirilmis Fourier siniis ve ters Fourier siniis doniisiimleri sirasiyla

oo

53 )] () = 5(w) = pla) [ s (w1®) ult)a,

0

;&1—1 [;ﬂq(w)] (t) = Mg/Sin (wq(o‘)t) ;aq(w)’IUQ(a)_ldw
0

pla)m
seklinde tanimlanir.

Tanm4.5. v € ¢(R), p : R - R - {0}, ¢ : R - R" ve w,t € R} olmak iizere

genellestirilmis Fourier kosiniis ve ters Fourier kosiniis doniisiimleri sirasiyla

»94q [u(t)} (w) = puy(w) = p(a) /COS (w‘J(O‘)t) u(t)dt,
58, i) (1) = %% [ cos (w10) gty

biciminde tanimlanir.

Uyar 4.6. Genellestirilmis Fourier siniis, ters Fourier siniis, Fourier kosiniis ve ters Fourier
kosiniis doniigsiimlerinde p(«) = ¢(«) = 1 alinirsa sirastyla klasik Fourier siniis, ters Fourier

siniis, Fourier kosiniis ve ters Fourier kosiniis doniisiimleri elde edilir.

4.1.1. Integral Doniisiimlerin Temel Ozellikleri

Bu boliim boyunca aksi belirtilmedik¢e u, v € ¢(R),p: R - R — {0}, ¢: R — R"
olarak alinacaktir. Ayrica genellestirilmis Fourier, ters Fourier, Fourier siniis, ters Fourier
siniis, Fourier kosiniis ve ters Fourier kosiniis doniisiimleri sirasiyla ,§,, p&l_l, oS b ,

pSq Ve 5&;1 sembolleri ile gosterilecektir.

20



Teorem 4.7. A\, 2, w,t € R olmak iizere ,,§, doniisiimii
Sy | Mrut) + Aav(t)]| (1) = Ay ()] (w) + Ae 5, [0(8)] ()
lineerlik 6zelligine sahiptir.

Ispat. ,§, doniisiimii kullanilarak

o0

B0 [hau(t) + dav(t)] () = p(a) / exp (i07@4) (Au(t) + Aov(t)) dt
=\ (p(a) /exp (in(a)t) u(t)dt) + A2 (p(a) / exp (z‘wq(o‘)t) v(t)dt)

= A1 B [u(t)| () + e B, [0(0)] ()
sonucuna ulagilir. m
Teorem 4.8. w,t € R olmak lizere ,§, doniisiimii
ot = 2)| (w) = exp (107 )2) 5, [u(t)] (w)
esitligini saglar.

Ispat. ,§, doniisiimii kullanilarak

84 [u(t - a:)] (w) = p(a) / exp (z’wq(“)t) u(t —x)dt, (t—x=r)
= p(a) / exp (z’wq(o‘) (z+ 7)) u(r)dr
= exp (iwq(a)x) p(a) / exp (in(O‘)T) u(T)dr

= exp (z’wq(o‘)x) 34 [u(t)} (w)
sonucuna ulagilir. =

Teorem 4.9. w,t € R ve n € N olmak iizere ,,§, doniistimii
a1 (8)] (w) = (=iw"@)" 5, |u(t)] (w) (45)

esitligini saglar.
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Ispat. n = 1 icin

o

pOq [u'(t)} (w) = p(a) / exp (1w t) u'(t)dt

= (—iwq(a)) p(a) / exp (iwq(a)t) u(t)dt

e AOI

bulunur. n = 2 i¢in

oo

0] (w) = pla) [ exp (o) 1)

— 00
[e.o]

— (—w"®) p(a) / exp (1wt of (t)dt

—00
o0

= <_Z'w‘1(0‘))2p(a) / exp (iMQ(a)t) u(t)dt

= (=iw"®)* §, [u(t)| (w)
elde edilir. n = k icin
80 [u ()] (w) = (=iw )" 5, [u(®)] (w) (4.6)

esitligi dogru olsun. (4.6) esitligi goz oniinde bulundurularak, n = k 4 1 i¢in

o0

84 [u(kﬂ)(t)} (w) = p(a) / exp (in(a)t) uk D () dt

—0o0

= (—iw") (p(a) / exp (iw*t) u(k)(t)dt)

= (i) ((=iu")" F,lu(O](w))
= (=i @)" 5, [u(t)| (w)

esitliginin dogru oldugu goriiliir. =

Teorem 4.10. w,? € R olmak iizere konvoliisyonun ,§, doniistimii

8 [uld)] (@) 8, [o)| ()
B pla)

oS | (w5 0)(1)| (1) (47
seklindedir.
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Ispat. ,§, doniisiimii ve konvoliisyon kullanilarak

[e.e]

»8q [(u * U)(t)} (w) = p(a) / exp (iwq(a)t) (u*v)(t)dt
= p(«) /exp (iw‘I(a)t) /u(t — z)v(z)dzdt

elde edilir. Fubini teoremi goz oniinde bulundurulur ve 7 = ¢t — z doniisiimii yapilirsa

pBq [(“ * U)(t)} (w) = p(a) / v(x) / exp (iwq(o‘) (z + 7)) u(r)drdx
= p(a)l exp (iw‘I(O‘)x) v(x)dx ;%4 exp (in(O‘)T) u(T)dr
B ul®)] (w) 8 [0(8)| (w)
p(@)
sonucuna ulagilir. =
Teorem 4.11. w,t € R olmak iizere 5§, doniisiimii
5 [/(8)] () = =0 55, [u(t)] (w),
5[0/ ()| () = =0 55, [u()| (w) + w @ p(a)u(0) (48)

esitliklerini saglar.

Ispat. 5§, doniisiimiinde u(t) yerine /() yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

284 [u (1) /sm (w9 @t) ' (t)dt
0
= p(a) AI_EIOIO [sin (wq(a)t) u(t)]g‘ — wi@ /cos (wq(a)t) u(t) | dt
0

= —w’®p(a) /COS (w9t) u(t)dt

0

53,

sonucuna ulagilir.
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Yine ;§, dontisiimiinde u(t) yerine u”(¢) yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

o0

33 00)] () = pl) [ sin (wr@e) 0y

0

A—o0

= p(@) | lim [sin (w®%) u'(t)}? — w® /cos (wat) o/ (t) | dt
0

= —wi@p(a) /cos (wat) o/ ()dt
0

o0

= —w"p(a) Jim. [cos (w@t) u(t)}g‘ 4w /sin (Wi t) u(t) | dat
0

= —wXp(a) /sin (W t) u(t)dt + wp(a)u(0)
0

— 2@ 53 [u(t)} (w) + w@p(a)u(0)

sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.12. w,t € R} olmak iizere 5§, doniisiimii
58 [0 (w) = w1 33, [u®)] (w) = p(a)u(0),
5[0/ ()| (w) = —w™@) 55, [u(t)] (w) ~ p(a)u(0) (4.9)

esitliklerini saglar.

~—

Ispat. 58, doniisiimiinde u(t) yerine u/(t) yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

<3, [u’(t)] (w) = p(a) | cos (w"@¢) v/ (t)dt

0\8

= p(a) f}gr;o [cos (wq(o‘)t) u(zf)}g1 + @ /sin (w‘I(O‘)t) u(t) | dt
0

= wi@p(a) /sin (wq(a)t) u(t)dt — p(a)u(0)

= w?® 5%, [u(t)} (w) — p(a)u(0)

sonucuna ulagilir.

24



Yine ;§, doniisiimiinde (t) yerine u”(¢) yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

55, [u'( /cos (wat) o (t)dt
0

A—oo

= p(a) | lm [cos (w**)?) u'(t)}? 4w /sin (wit) o/ (t) | dt
0

— /sm wq<a "(t)dt — p(a)u'(0)
= W p(a) [ lim [sin (@) ()] - wi® / cos (w™@t) u(t) | dt — p(a)u (0)

A—o00
0

— /cos wq u(t)dt — p(a)u’(0)

= —w) 55, [u(t)] (w) = pla)u'(0)
sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.13. w,t € Ry olmak iizere 5§, " doniisiimii

11 t?
el 2@ } = - 4.10
55, [ exp (—aw™) | (1 o _mexp( 4a) (4.10)
esitligini saglar.
Ispat. ;T ! doniigiimiin tanimindan
cr-1 24(a) q(a) 2 a(@)y) (@)1 2q(c)
p8q [exp (—aw )](t):—— cos (w t)w exp (—aw )dw
pla) )

exp (iwq(o‘>t) +exp(_iw¢I(a)t)

5 formiuli kullanilirsa

bulunur. Burada cos (w‘I(a)t) =

5&;1 [exp (—anq(o‘)) } (t)

o0

= %%/exp (—anQ(O‘)) (exp ( wq(a)t) + exp ( wq(a)t) > (@)=L qw
0

elde edilir. Ustel fonksiyon dagilimi yapilarak

o

;3;1 [exp (—aqu(a)) ] (t) = ]%% (/exp ( aw?d(@) 4 jqpale )t) w1 gy

o0

+ /exp (—anQ(O‘) — in(a)t) wi@ 1dw>
0

bulunur.
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Gerekli hesaplamalar yapilirsa

o5, [exp (—aw?(@) } (t) = ;%%

oo

it\>
+/exp —a (w + — ) — — | wi dw
2a 4a

0

elde edilir. Diizenlemeler yapilarak
1 t?
c—1 — n2q(a) ] 1) = Q(Oé>
p8q [exp( aw® 1) | (t) (o)

bulunur. Ardindan y = (w® — &) ve z = (w® + ) doniisiimleri yapilirsa

c—1 2q(a) 11 t2 2 2

3, [exp (—aw )](t) = ﬁ% Xp ~1a exp (—ay ) dy+ [ exp (—az ) dz
0 0

elde edilir. Burada [ exp (—az?) dz = /T esitligi kullanilirsa

—00

1 1 t?
cra—1 o 2¢q(c) } )= — v
»Sq [exp( aw® ) | (t) (o) Var exp( 4@)
sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.14. w,t € R olmak iizere 5§, " doniisiimii

1 ¢t 1 t?
sa~—1 (a) _ 2q(a) - -
53 [wq exp (—aw® )](lt)_p(omﬁag/2 exp( 4@) (4.11)
esitligini saglar.
Ispat. ;! doniigiimiin tanimindan

_qo‘

;Sq_l [exp (—aw2‘1(a)) (@)

e

/cos wq("‘)_l exp (—anq(o‘)) dw
0

bulunur. (4.10)) esitligi g6z oniinde bulundurularak ¢ parametresine gore tiirevlenirse

t? o
d | =P <_E> d ) qla)?2
—— A= (@) ) 4p9(0)—1 _9g(a)
dt | pla)yar dt p(a)ﬁ/cos (w?t) w exp (—aw®®) dw
0

elde edilir.
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Gerekli hesaplamalar yapilarak
1t 1 t?
sre—1 a 2q(a
35, [ exp (—aw)) | (1) = (@) 27 a2 P (_4a)
sonucuna ulagilir. =

4.1.2. Baz Elementer Fonksiyonlarin Integral Doniisiimleri

Ornek 4.15. w,t € R olmak iizere Dirac delta § fonksiyonunun p38q doniistimii

b4 |3(0)] () = ple) (4.12)
seklindedir. ,§, donligiimiin tanimindan
2300 w) = pl) [ exp (1) s(e)at

bulunur. Ardindan (3.3) esitligi kullanilirsa

b4 |3(1)] () = ple)

sonucuna ulagilir.

Sonuc 4.16. (@#.12) esitligine ,§, ' doniisiimii uygulanr ve ardindan ¢ = w?®) déniisiimii

yapilirsa
wy_ L[ (0
) (wq o ) =5 | &P (—zwq « t) dt (4.13)
7r
elde edilir.

Ornek 4.17. w,t € R olmak iizere »8q doniisiimii

8| exp (—a?) | ) = p(oz)\/g exp (_wzq;a)> . (a>0) (4.14)

esitligini saglar. ,i§, doniisiimiin tanimindan

o

pOq [exp (—at?) } (w) = pla) / exp (iwq(a)t) exp (—at®) dt

—0o0
o

9@ 2 2q(a)
_p(a)/exp <—a (t—w;a ) —w4a )dt

—0o0

bulunur.
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dw(@)
2a

Ardindan z =t — doniistimii yapilarak

8| exp (—af?) ] (w) = pla) exp (-“’Zﬁa)) joexp (—az?) du

—00

elde edilir. Burada a > 0 i¢in [ exp (—az?) dz = /T formiilii kullamlirsa

S [exp (—at?) ] (w) = p(a)\/g exp (— wza))

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.18. w,t € R ve c sabit bir say1 olmak iizere »8q doniistimii
»84q [C] (w) = 2cemp(a)d (wq(o‘))

esitligini saglar. ,§, doniisiimiin tanimindan

o0

pSq [C] (w) = cp(a) / exp (iwq(a)t) dt

—00

bulunur. / = exp (—%) birim fonksiyon dizisi olmak iizere ¢ = ¢/ doniisiimii yapilirsa

»8q [c] (w) = cp(a) / exp (iwq(a)t) exp (—4—) dt
n
elde edilir. Ardindan (@.14) esitliginde a = 1/4n alinir ve burada kullanilirsa
84 M (w) = ep(a)VTdn exp (—nwzq(a))
bulunur. Esitligin sag yan1 ﬁ ile carpilip boliiniirse
»3q [C] (w) = 207Tp<05)\/§€)(p (—nwzq(a))
elde edilir. (3.1)) esitligi kullanilirsa
54 M (w) = 2cmp(a)oy, (wq(a))
bulunur. Son olarak (3.2)) esitligi kullanilirsa
284 [c] (w) = 2cmp(a)d (wQ(O‘))

sonucuna ulagilir.
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Ornek 4.19. w, ¢ € R olmak iizere ,§, doniisiimii

2ap(a)
pgq[exp(—ﬂﬂ)](w) = 1 wa@ (a>0)
esitligini saglar. ,i§, doniigiimiin tanimindan
i exp (~alt) | (w) = (@) [ exp (1u7t) exp (~alt)

bulunur. Integralin sinirlar1 béliinerek

0 [e's)

»0q [GXP (—a|t|)} (w) = p(a) ( / exp (t (iwq(a) + a)) dt + /exp (—t (a — iwq(o‘))) dt)

s 0

elde edilir. Limit kullanilarak integraller hesaplanirsa

exp (t (z’wQ(O‘) + a)) ’

iwi®) + q

exp (—t (a — iw(®)) ] A)

[ @'wQ(a) —a

(o) ! + !
= Oé
b a+iwi® g — jwi@

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilarak

A—o0

psq[exp (—a|t|)](w) = p(a) lim ( [

0

S8 exp (alt) | ) = 2D

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.20. w,t € R olmak iizere »38q doniisiimii

_ 2p(a)sin (aw?))

oS4 [ Ha = [t)] (w)

wQ(a)
esitligini saglar. ,i§, doniisiimiin tanimindan
o[ Hla = )] (w) = pla) [ exp (1070) H(a et

bulunur. Burada H (a — |t|) Heaviside fonksiyonu [48]]

H(a—]t\):{l’ t| < a

0, |t|>a

seklindedir.
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Heaviside tanimi integral doniistimiinde kullanilirsa

a

([ HGa )] (w) = p(a) [ exp (int)

—a

elde edilir. Ardindan integral hesaplanirsa

exp (in(O‘)t) ] ‘

»B4 [H (a— \tD] (w) = p(a) [W

bulunur. Sinirlar yerine yazilirsa

exp (iaw?®)  exp (—iaw?®)
iwi(®) iwa(e)

zsdﬁm—wﬂuwzpm>< -
elde edilir. Esitligin sag yan1 2 ile carpilip boliiniirse

_ 2p(«) (exp (z’an(a)) — exp (—mwQ(a)))

w(@) 2i

oS4 H(a— |t)] (w)

—exp(—iwq(”‘)t)
27

2p(a) sin (aw?))
wQ(O‘)

exp (iwa(®)
bulunur. Son olarak sin (w‘J(a)t) _ o( 1) formiilii kullanilirsa

oSy | Ha = [t)| (w) =

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.21. w,t € R olmak iizere ,§, doniisiimii

pla) (a + iwi®)

80| exp(—at) H(D)|(w) =

a? + w?a(@)
esitligini saglar. ,i§, doniigiimiin tanimindan
84 [exp(—at)H(t)} (w) = p(a) / exp (z’wQ(o‘)t) exp(—at)H (t)dt

bulunur. Burada H (t) Heaviside fonksiyonu [48]

1, t>0
H(t) =
0, t<0

seklinde olup integral doniisiimiinde kullanilirsa
»84q exp(—at)H(t)} (w) = p(a) /exp (=t (a— iw‘I(a))) dt
0

elde edilir.
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Limit kullanilarak integral hesaplanirsa

pgq[exp(—at)H(t) (w) = p(a) lim

A—o00

exp (—t (a — iwt®))]"
iwi@ — q

p()
a — jwi(e)

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilarak

p(a) (a + iwq(a))
a? + w?2a(e)

84| exp(—at) H(1)| (w) =
sonucuna ulagilir.

Ornek 4.22. w,t € R olmak iizere ,§, doniistimii
pSq [sin(at)] (w) = —imp(a) (5 (—w?® —a) — § (—w?® + a))

esitligini saglar. ,i§, doniigiimiin tanimindan

(e}

p0q [Sin(at)} (w) = p(a) / exp (iwq(o‘)t) sin(at)dt

exp(iat)—exp(

< —ia) formiilii kullanilirsa

bulunur. Burada sin(at) =

. r . ala exp(tat) — exp(—iat
pgq[sm(at)] (w) = p(a) / exp (zw‘I( )t) ( p(iat) 5% ( )> dt
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak
. o} . N
54 [sm(at)} (w) = Z%Z) ( / exp (—it (—w?® —a)) dt
— / exp (—z’t (—w‘I(a) + a)) dt)

bulunur. Ardindan esitliin sag yam 7 ile carpilip boliiniirse

/54 [ sin(at)] () = A (% [ e (it (-us —a))a

]
—0o0
o)

1
2

—00

elde edilir. Son olarak (.13)) esitligi kullanilirsa
»0q [Sin(at)] (w) = —imp(ar) (5 (_wq(a) _ a) =5 (_wq(a) + a) >

sonucuna ulagilir.

exp (—z’t (—wq(o‘) + a)) dt)
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Ornek 4.23. w,t € R olmak iizere ,§, doniisiimii
»Sq [cos(at)} (w) = mp(a) (5 (—wi® —a) 4+ § (—w'® + q) )

esitligini saglar. ,i§, doniigiimiin tanimindan

o0

pOq [cos(at)} (w) = p(«) / exp (iw?®)t) cos(at)dt

—00

exp(iat)+exp(—iat)
2

bulunur. Burada cos(at) = formiilii kullanilirsa

o0

3 [cos(at)] (w) = p(a) / exp (iw?@%) (exp(iat) + exp(—iat)) ”

2

—0o0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak

54 | cos(at) | (w) = Z@( / exp (—it (—w® — q)) dt
+ / exp (—it (—w® +a)) dt)
bulunur. Ardindan esitligin sag yam 7 ile ¢arpilip boliiniirse
1 (@
34 [COS(CLt)] (w) = mp(a) 5. | exP (=it (—w?™ —a)) dt

17 , i
+ 7 / exp (—zt (—w‘I( )+ a)) dt)
elde edilir. Son olarak (.13)) esitligi kullanilirsa

84 [cos(at)} (w) = mp(a) ((5 (—wq(o‘) — a) +6 (—wq(a) + a) )

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.24. w,t € R olmak iizere ;§, doniisiimii

pla)w®

pEEETER (a>0)

554 | exp(—at)| (w) =

esitligini saglar. ;§, doniisiimiin tanimindan

284 [exp(—at)} (w) = p(a) /sin (wQ(o‘)t) exp(—at)dt
bulunur.
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exp(iw‘I(D‘>t) exp( iw‘?’("‘>t)

5; formiilu kullanilirsa

Burada sin (wq( )t) =

»38q [exp( / eXp zwq C“)t — exp (—in(a)t)) exp(—at)dt
0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

»38q [GXP(—at)] (w) = Z% (/exp (—t (a — iwq(a))) dt

— jexp (—t (a + iw?™)) dt)

bulunur. Her iki integral hesaplanirsa

;SQ[GXP(_C”S)} (w) = ZLO.é) lim (

2 A—oo

B [exp (—t (a+iw‘1(°‘)))]A>

exp (—t (a — iwqm)))] A

— (a — 1w1(@))

— (a + 1wi(@)

elde edilir. Sinirlar yerine yazilirsa

g [exp(-an](w) =22 (- )

i \a— 1w g+ iwae)

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilarak

p(e)w®
a? + w2a(@)

554 | exp(—at) | (w) =

sonucuna ulagilir.
Ornek 4.25. w,t € R} olmak iizere 5§, doniisiimii

84 [exp(—at)} (w) = ﬂ, (a>0) (4.16)

a? + w?a(@)

esitligini saglar. 5§, doniislimiin tanimindan

84 [exp(—at)] (w) = p(a) /cos (wQ(O‘)t) exp(—at)dt

exp (iwq(o‘>t) +exp(—iwq(a)t)

bulunur. Burada cos (wQ(a)t) = 5 formiilu kullanilirsa
»3q [exp( = ]@ / exp qu(a —i— exp (—iwq(a)t)) exp(—at)dt
0
elde edilir.
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Gerekli diizenlemeler yapilirsa

p94q [eXp(—at)] (w) = 1@ </exp (—t(a— iwq(a))) dt

0
oo

+ /exp (=t (a + iw?®)) dt)

0

bulunur. Her iki integral hesaplanirsa

exp (—t (a — in(a)))] .
— (a — 1w1(@)

i esv(-an ) = 52 o (
N [exp (~t (a+ iw‘Z(O‘)))] A)

— (a + wi*)

0

elde edilir. Sinirlar yerine yazilirsa

ﬁgq[exp(—at)}(w):p@( . )

2 \a—iwi® g4 i

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilarak

pS4q [exp(—at)] (w) = ap(a)

a? + w?a(e)

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.26. w,t € R} olmak iizere 5§, doniisiimii

s t mp(a) exp (—aw?®
v {(12 +t2] (w) = 2( )

esitligini saglar. ;§, doniisiimiin tanimindan

t
a? + t2

S { 1 (w) = p(e) / sin (wt) — —dt (4.17)
0

bulunur. 5§, " doniisiimii @#.13)) esitligine uygulanirsa

dw

2 T sin (w@¢) w2a(e)-1
expl—at) = Q(@)/ (w?)t)
T

a? + w2
0

elde edilir. Burada t = w?(®) doniisiimii yapilirsa

exp (—awq(a)) = %/sin (wq(o‘)t) " i " dt (4.18)
0

bulunur.
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Son olarak (4.18)) esitligi (@.17) esitliginde kullanilirsa

t _ mp(a) exp (—aw’®)
a? + tQ} (w) = 2

S
sonucuna ulagilir.

Ornek 4.27. w,t € R olmak iizere 5§, doniisiimii

1 _ mp(a)exp (—aw?)
a?+ t21 (w) = 2a

3, [

esitligini saglar. 5§, doniislimiin tanimindan

1 r 1
84 [ag—HQ] (w) = p(a) / cos (w'@t) Pl
0

bulunur. ;§, " doniisiimii (#.16) esitligine uygulanirsa

dw

2 [ cos (wi(@¢) a@-1
exp(_at) = aQ(a)/ (w?t)

T a? + w2a(@)
0

elde edilir. Burada t = w?(®) doniisiimii yapilirsa

[e.e]

2a 1
i@y — 22 q(a)
exp ( aw ) - /COS (w t) R dt

0
bulunur. Son olarak (4.20) esitligi (4.19) esitliginde kullanilirsa

1 (w) = mp(a) exp (—aw?®))
a? +t2 2a

C
sonucuna ulagilir.

Ornek 4.28. w,t € R} olmak iizere 5§, doniisiimii

s _ 2ap(a)wi®
pSq [t eXP(—at)] (w) = m, (a>0)
esitligini saglar. 5§, doniisiimiin tanimindan
»8q [t exp(—a /sm t) texp(—at)dt
0

exp(iw‘l(@)t) —eXp(—iw(I(a)t)

5 formiuli kullanilirsa

bulunur. Burada sin (w?*t) =

2384 [t exp(— at

elde edilir.
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Gerekli diizenlemeler yapilirsa

2384 [t exp(—at)] (w) = Z% (715 exp (—t (a — iwq(a))) dt

0
oo

—/texp(—t(a—l—zwq ))dt>

0

bulunur. Burada her iki integral i¢in kismi integrasyon kullanilir ve sinirlar yerine yazilirsa

% [t exp(—at)] (w) = p(f“) <7exp (—t (a — iwfI(a))) "

21 a — jwi®

i ex a + (@)
/ p( ) .
a + wi()

0

elde edilir. Ardindan her iki integral hesaplanarak

;sq[texp<—at>]<w>=p(2‘§)< o )

(@ —iwi@)” (a4 iwil®)

bulunur. Son olarak gerekli hesaplamalar yapilarak

2ap(a)w(®)

i [t eXp(—at)} (w) = (@ 4w

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.29. w,t € R} olmak iizere 5§, doniisiimii

pl) (a2 — )

»0q [t exp(—at)] (w) = @1 w2q(a))2 , (a>0)
esitligini saglar. 5§, doniislimiin tanimindan
»84 [t exp(—a /COS texp( at)dt
0

exp (iw‘?’(o‘>t) +exp(—iw€1(0¢>t)

5 formiilu kullanilirsa

bulunur. Burada cos (uﬂ(o‘)t) =

»8q [texp( at = p(TOz/ eXp wQ( )t +eXp( iw @ ))texp(—at)dt
0

elde edilir.
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Gerekli diizenlemeler yapilirsa

»8q [t exp(—at)} (w) = @ <7texp (—t (a — iwq(a))) dt

0
oo

+ /texp(—t (a + i ))dt)

0

bulunur. Burada her iki integral i¢in kismi integrasyon kullanilir ve sinirlar yerine yazilirsa

554 [t exp(—an)] (w) = 21 ( 7 exp (o= iwt)) ,

2 a — jwi(@)

i ex a + jw?(@)
+ / P ) dt>
a + fwe)

0

elde edilir. Ardindan her iki integral hesaplanarak

. p(a) 1 1
p0q [texp(—at)] (w) = 9 ((a ~ in(a))Q + (at z'w‘Y("‘))Q)

bulunur. Son olarak gerekli hesaplamalar yapilarak

pla) (a? — )
(a2 + w2a(@)?

»S4q [t exp(—at)} (w) =
sonucuna ulagilir.

Ornek 4.30. w,t € R} olmak iizere 5§, doniisiimii

pla) (1 — cos (aw?™)))

w‘I(a)

55| Hla—1)|(w) = . (a>0)

esitligini saglar. ;§, doniisiimiin tanimindan
;Sq[ (a — t /sm H(a—t)dt
0

bulunur. Burada H (a — t) Heaviside fonksiyonu [48]

H(a—t):{l’ a>t

0, a<t

seklinde olup integral doniisiimiinde kullanilirsa

284 [H(a — t)} (w) = p(a) /sin (uﬂ(a)t) dt
elde edilir.
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Ardindan integral hesaplanarak

38 Hla = 9] () = p(a) [——

bulunur. Son olarak sinirlar yerine yazilirsa

p(a) (1 — COos (aw‘J(“)))
wQ(a)

5[ Hla— 1)) (w) =

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.31. w,t € R olmak iizere 53, doniisiimii

p(a) sin (aw?®))
MCI(OC)

55| H(a—1)| (w) = . (@>0)

esitliini saglar. ;§, doniisiimiin tanimindan

54 [H(a — t)] (w) = p(a) /cos (wQ(a)t) H(a —t)dt

bulunur. Burada H (a — t) Heaviside fonksiyonu integral doniisiimiinde kullanilirsa

»8q [H(a - t)] (w) = p(a) /cos (wQ(O‘)t) dt
0
elde edilir. Ardindan integral hesaplanarak

sin (wq(o‘)t) ] ¢

w‘I(Ol)

5| H(a = )] (w) = pla) [

0
bulunur. Son olarak sinirlar yerine yazilirsa

p(e) sin (aw?®)
wq(a)

55| H(a = 1)) (w) =

sonucuna ulagilir.

4.1.3. Doniisiimiin Kesirli Operatorlere Uygulanmasi

Teorem 4.32. w,t € R olmak iizere reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integralin ,§,

doniisiimil
5 [ (I5v) (t)] (w) = (—iw™) ™ B,(w), (0<R(E) < 1) 4.21)

bicimindedir.
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Ispat. Reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integral

t

&€ 1 E—
(I5v) (t) = T /(t — 7)o (r)dr
seklindedir. Burada u(t — 7) = (t_FT();)A icin u(t) = % olur. Ayrica u. () fonksiyonu
tE—l
u+(t):{ @y >0
0 ,t<0

bicimindedir [50]. Bdoylece reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integral ile u, (t) ve v(t)

fonksiyonlarinin konvoliisyonu arasinda
(I70) (t) = (ug *v) (t) (4.22)
seklinde iligki vardir. u, (¢) fonksiyonuna ,§, doniisiimii uygulanirsa
o841 (1)] (1) = pla) (—iw®) (4.23)
bulunur. (4.22) esitligine ,§, doniisiimii uygulanirsa
o84 | (120) 0] (@) = 8, [ (s 0)(0)] (w)
elde edilir. (4.7) esitligi goz 6niinde bulundurulursa

S [ (I5v) (t)] (w) = S [u+ (t)] (;U(L,SSQ [v(t)} (w)

bulunur. Son olarak (4.23)) esitligi kullanilirsa

oo | (150) ()] () = (=) ™, (w)

sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.33. w,t € R olmak iizere reel eksen iizerinde sol R-L kesirli tiirevin ,§,

doniisiimii

84| (D50) (0] (1) = (—1wt)7 5, (w),
(m—1<R(E) <m, meN)
bi¢imindedir.

Ispat. Reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integral ile tiirev arasinda

m

(Do) (1) = S (17720 (1

seklinde iligki vardir.
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Burada

g(t) == (IT°v) (t) (4.24)
denirse

(Do) (t) = ¢"™(¢) (4.25)

elde edilir. (@.5)) esitligi goz oOniinde bulundurularak esitligine ,§, dontisimii

uygulanirsa
S [ (D) (t)} (w) = (—iw?@)™ g, (w) (4.26)
bulunur. esitlii gbz oniinde bulundurularak esitlifine ,§, doniisiimii uygulanirsa
SGa(w) = (—iw?@) "D 5 (w) (4.27)
elde edilir. (4.20)) esitliginde esitligi kullanilirsa
o8a | (D50) (0] (w) = (=) 5, (w)
sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.34. w,t € R olmak iizere reel eksen iizerinde sol Caputo kesirli tiirevin ,§,

doniisiimil
b4 | (D50) ()] (w) = (=i )77, (w),
(m—1<R(E) <m, meN)
bi¢imindedir.
Ispat. Reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integral ile Caputo kesirli tiirev arasinda
(D5) (1) = (170 (2)

seklinde iligki vardir. Burada
g(t) :== v™(t) (4.28)

denirse
(‘D) (t) = (ITg) (1) (4.29)

bulunur. (4.28)) esitligine ,,§, doniisiimii uygulanirsa

pGa(w) = (=iw’®)

mo o~

»Ug(w) (4.30)

elde edilir.

40



@.21)) esitligi goz oniinde bulundurularak (4.29) esitligin her iki tarafina ,§,

doniisiimii uygulanirsa
C £ . o *(m*E) ~
84| (D30) (O] (w) = (=) "7 G, (w)
bulunur. Ardindan (4.30) esitligi kullanilirsa
»Sq [ ("Div) (t)] (w) = (‘in(a))gp@\q(w)

sonucuna ulagilir. =

Uyar 4.35. ve Teoremden goriildiigii tizere reel eksen tizerinde sol yan R-L ve

Caputo kesirli tiirev operatdrlerinin ,§, doniistimii ¢cakigir.

4.14. Cesitli Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri

Ornek 4.36. Kesirli hareket denklemi
Y1)+ M (Diy) (1) + day(t) = F(1), (0 < R(2) < 1)
olmak iizere ,&, doniisiimiinden
oS8 (0] () + 20,8, | (D5) ()] () + 2 8, [y(®)| (w) = 5[ 71)] ()
elde edilir. Ardindan gerekli hesaplamalar yapilarak
(=) 3, [y(0)] () + A (=i )", [y(0)] (w)
+ 2 8 [U(0)] () = 58, | £ (w)

bulunur. ,§, [y(t)] (w) yalmz birakilirsa
AR
(—Z"LUQ(O‘))2 + )\1 (—iwq(a))s + )\2

pBq [y(t)] (w) =

elde edilir. Burada

1
- 431
Balo0) ) = (431)

denirse

oS [y(0)] () = 8| £8)] (w) 15, |9(8)] (w

bulunur. Ardindan pS(f doniistimii uygulanirsa

y(t) = o3, [3a[£0)] () 154 [98)] ()] 0 (432)

elde edilir.
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4.10] Teoremden

pa{gygxﬂkw):psdfuﬂmwp&{wokw>

pla)

esitligine ,§, ' doniisiimii uygulanirsa
gy - S LB o s] )]

bulunur. (4.32)) esitliginin sag yani p(«) ile ¢arpilip boliiniir ve (4.33) esitligi kullanilirsa
y(t) = p(e) (f * g) (1)

elde edilir. Fourier konvoliisyonu kullanilarak

(4.33)

@) / ft—=7)g(r)dr (4.34)
bulunur. @3T) esitliginin her iki tarafina ,§, ' doniisiimii uygulanirsa

1 7 e i@t (@)1

gty = 2 L / P ( ) dw (4.35)
p(a)2m ) (—iwa@)? 4 Xy (—iwd(@)7 4 X,

elde edilir. Son olarak (#.35)) egitligi (@.34) esitliginde kullanilirsa

/ f (t—7) eXp (—iwt@ 1) @)=t
27T —qwile +)\1( iwa(@) 4+ Xy

dwdt (4.36)

sonucuna ulagilir.
Sonug 4.37. (#.36) esitliginde g(a) = 1 secilirse

t _ .
B / / 7)exp (—iwT) dwdr
24+ A (—iw)E + Ag

—00 —O0

sonucuna ulagilir ki bu klasik Fourier doniisiimiiniin ¢oztimii ile ¢akigir [[14,33]].

Ornek 4.38. L: endiiktans, I: akim, R: diren¢ ve F: uygulanan elektromanyetik kuvvet
olmak {iizere elektrik akim denklemi

dI(t)
dt

seklindedir. Burada elektromanyetik kuvvet £(t) = d(¢) (Dirac delta fonksiyonu) olarak

LY LRI = E()

secilir ve ardindan ,,§, doniisiimii uygulanirsa

L | | )+ B8 10 0) = 5 300)] )

elde edilir.
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Gerekli hesaplamalar yapilarak
L, [ 1(0)] (w) + R 8, [1(1)| () = pla)

bulunur. ,§, [I (t)] (w) yalmz birakilirsa

__ p)
84 [[(t)] (w) = R iLwi® (4.37)
elde edilir. @#37) esitligine ,§, ' doniisiimii uygulanirsa
q(a) 1 7 exp (—iw?t) w1
=55 d 4.38
( ) L 2m (% — wq(a)) w ( )

_1
bulunur. [@#:38) esitliginde w = (£)« kutup noktast olup Cauchy Rezidii Teoremi [66]

1ty = %) 2 g (w _ (%)w)

kullanilirsa

q(a) . (% — wq(@)) exp (_in(a)t) wile)—1
= — im
R a
L wes (£ )T (5 — wi®)
elde edilir. Buradan
q(x)—
q(@) Rt R\ “aer
sonucuna ulagilir.
Sonuc 4.39. (4.39) esitliginde g(«) = 1 segilirse
1 Rt
1) = T exp (_f) (4.40)

sonucuna ulagilir ki bu klasik Fourier doniisiimiiniin ¢oziimii ile ¢akisir [18]].

Ornek 4.40. Baslangi¢ ve sinir kosullart
(@) u(t,0)=0, 0<t< o0,
(b) u(0,8) = f(§), €20, t—ooikenu(t,§)— 0,
© w(0,§) = f(§), €20, t—ooikenu(t,§)—0

seklinde olan ve x sabit olmak iizere
ou 0?u
—_— = /{:_,
0¢ ot?

difiizyon denklemini ele alalim.

(0<t<oo, £>0)
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Bir u(t, ¢) fonksiyonunun ;§, doniisiimii
5[ u(t. )| (w) = 5w, €) = pla) / sin (w')t) u(t, €)dt

0

seklindedir. (4.8)) esitligi g6z 6niinde bulundurularak difiizyon denklemi ve baglangi¢ kosulu
(a) esitliklerine ,:§, doniisiimii uygulanirsa

d .
d_§ pug(w, &)} = 5(“}(1( p(a)u(0,&) — puq(w f))

}faq(wv 0) =0

bulunur. Sinir kosulu (b) kullanilirsa
d
dg

elde edilir. Son esitligin ¢oziimii

§g(w,6)} = rup(a) f(€) — mw* 5T, (w, €)

€
plq(w, &) = R /f exp rw?A@) (€ — T)) dr

0

seklinde bulunur. 5%‘1 doniisiimii uygulanirsa

3
u(t, &) = kp(a /f 9(2) exp ( Kw?4(@) (€ — T)) } (t)dr

elde edilir. (@.T1)) esitliginde a = (£ — 7) segilir ve yukaridaki son esitlikte kullanilirsa

verilen diftizyon denkleminin ;§, doniisiimii yardimiyla ¢oziimii

ute= 2v%%/ﬂ o (a =) o

biciminde bulunur ki bu klasik Fourier siniis doniisiimiiniin ¢oziimii ile ¢akisir [[18]].

Benzer olarak bir u(t, £) fonksiyonunun /§, dontisiimii

585 [ult,9)] (0) = 57, 1,6) = (@) [ cos (w7) u(t, )

seklindedir. (4.9) esitligi géz 6niinde bulundurularak, difiizyon denklemi ve basglangi¢ kosulu

(a) esitliklerine ,,§, doniisiimii uygulanirsa

d c> —
7 B0, O} =k (=p()u'(0,€) = w5y (w,€))
g (w,0) = 0

bulunur.
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Sinir kosulu (c¢) kullanilirsa
d
dg

elde edilir. Son esitligin ¢oziimii

sg(w,€)} = —rp(@) f(€) — pw Ji,(w, €)

£
plg(w, &) = —kp(a /f exp 2Q(a)(€ _ 7.)) dr

0

seklinde bulunur. 5%‘1 doniistimii uygulanirsa

¢
ult,€) = —rple) [ 7(r) 55, [exp (ru®) (e — 7)) | ()ar

elde edilir. (@.10)) esitliginde a = k(£ — 7) segilir ve yukaridaki son esitlikte kullanilirsa

verilen diflizyon denkleminin 5§, doniistimii yardimiyla ¢6ziimii

; 2
o~ e ()

biciminde bulunur ki bu klasik Fourier kosiniis doniisiimiiniin ¢6ziimii ile cakisir [[18]].

4.2. Genellestirilmis Laplace Doniisiimii

Fourier integral formiili

uy(z) = %/ /exp(ikx) exp(—ikt)uy (t)dtdk

bicimindedir [|18]]. Heaviside fonksiyonu
1, >0

H(a:):{O x <0

seklindedir [48]. x < 0 iken u;(z) = 0 ve y pozitif sabit olmak tizere u; (=) fonksiyonu
u(z) = exp(—yz)u(z)H(z) = exp(—yz)u(z), (z>0)
biciminde segilirse

u(x) =

exp

//eXp (ikx) exp ( — t(vy + ik))u(t)dtdk

elde edilir. n € R — {0} olmak iizere v + ik = s" segilir ve yerine yazilirsa

Y4100 oo

u(z) = exp—(fy'a:) / /exp ((s" = 7)x) exp(—s"t)u(t)dtd (s")

271
y—ioco 0
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n
= — exp(s"z) s"_l/exp(—snt)u(t)dt ds
2ms
y—1i00 0 ,
Ln |:u(t):| (8)=1n(s)
y+ioco
n Iy
= — exp(s"z)u,(s)ds
2ms
y—100

= £ ()] )

sonucuna ulagilir ki bu asagidaki [#.41] Tanim verir.

Tanmm 4.41. R (s") > 0, n € R — {0} ve u(t) fonksiyonu pargal siirekli ve «-iistel

mertebeden olmak iizere genellestirilmis Laplace ve ters Laplace doniisiimleri sirasiyla

o0

<, [u(tﬂ () = Tin(s) = 5" / exp(—s"t)u(t)dt,

o [@n(s)] (1) == ult) = % exp(s™)Tin(s)ds

seklinde tanimlanir.

Uyar1 4.42. Yukaridaki tanimda n = 1 olarak alinirsa klasik Laplace ve ters Laplace

doniigtimleri elde edilir.

Teorem 4.43. Bir u(t) fonksiyonu siirekli veya her sonlu (0, 7) arahiginda parcali siirekli ve
a-tistel mertebeden ise, o zaman R (s") > « ile saglanan tiim s igin u(¢) fonksiyonunun

genellestirilmis Laplace doniisiimii mevcuttur.

Ispat. Genellestirilmis Laplace doniisiimii

£ [u(t)} (s) = | s"* /exp(—s”t)u(t)dt + | " 7exp(—s”t)u(t)dt =L+1

seklinde yazilsin. [; integrali, exp(—s"t)u(t) ifadesinin siirekli oldugu araliklar iizerinden
alman integrallerin toplami seklinde yazilabildiginden mevcuttur. 7, integralin varligi
yeterlidir. Buradan M pozitif sabit say1 ve 0 < t < oo araligindaki tim ¢ > 7T icin
lu(t)] < M exp(at) esitsizligi g6z 6niinde bulundurularak

[e.9]

| 12| = Sn_l/exp(—snt)u(t)dt < ‘8"_1\/exp(—s”t) lu(t)| dt
T T
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s 1’]\/[/exp t) exp(at)dt < |s"~ 1‘M/exp —i(s" —a))dt
elde edilir. Limit kullanilarak gerekli hesaplamalar yapilirsa

A
|| = |s"! M&im /exp (—t(s" —a))dt
—00

- oo [ —a>>r

s — «

= |3” 1|M lim _eXp(—A(s”—a)) !
A—oo s —« s —«
M|[s"7Y 1 "
= J%(l_exp(/l(s"—a))>7 (%(S)>a)
B M’Sn—l‘
s —a

sonucuna ulagilir. =

4.2.1. Integral Doniisiimiiniin Temel Ozellikleri

Bu boliim boyunca aksi belirtilmedik¢e R (s”) > 0,¢ > 0, n € R — {0} ve u, v
fonksiyonlar1 pargali siirekli ve a-iistel mertebeden olarak alinacaktir. Ayrica genellestirilmis

Laplace ve ters Laplace doniisiimleri sirasiyla £, ve £ sembolleri ile gosterilecektir.

Tanim 4.44. u ve v fonksiyonlarinin konvoliisyonu

t

(w5 v)(t) = 5" / u(t — 7)o(r)dr 4.41)

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.45. Konvoliisyonun £,, doniistimii
e, [(u ¥ v)(t)} () = Tin(8) 0 (s) (4.42)
bicimindedir.

Ispat. £, doniisiimiin tanimimdan

£, [(u * v)(t)} (5) = s"! /exp(—s"t) ((u*wv)(t))dt

bulunur.
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(#@.410) esitligi kullanilirsa

£ [(u * v)(t)] (5) = s" st exp(—s"t)u(t — T)v(r)drdt

g S T3

_ n—1_n—1

v(T) exp(—s"t)u(t — 7)dtdr

|
o\
Ty o —

t

elde edilir. Burada x = ¢t — 7 doniisiimii yapilirsa

£ [(u * v)(t)] (5) = s" 15"t / / v(t)exp (— s"(z + 7)) u(z)dzdr

/ (x)dx s" /exp(—s”T)v(T)dT
0 0
= Uy (8)0n(s

sonucuna varilir. =

Teorem 4.46. \;, \> € R olmak iizere £, doniisiimii
La[ M) + Aov(t)] (5) = M [u(®)]| (5) + AoLa [ 0(8) | (5)
lineerlik 6zelligine sahiptir.

Ispat. u ve v fonksiyonlarina sirasiyla £, doniisiimii uygulanirsa

[e.9]

e, [u(t)} (5) = s”_l/exp(—s”t)u(t)dt, (R(s") > ),

0
oo

2, [o(0)] () = / exp(—s"to(t)dt, (R (s") > as)

0

bulunur. R (s") > max {ay, ay } olmak iizere

£, [)\lu(t) + /\gv(t)} (5) = s"* /exp(—s”t)()\lu(t) + Xov(t))dt

o0 [e.9]

= \1s"" /exp (t)dt + Aas" 1/exp(—s"t)v(t)dt
0

sonucuna ulagilir. m
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Teorem 4.47. m. mertebeden tiirevli u fonksiyonunun £,, doniisiimii

m—1

<, [u<m> (t)] (s) = 8™ (s) — " 3 (") Fu® (0) (4.43)

k=0

seklindedir.

Ispat. t — oo iken u(t) exp (—s"t) — 0 varsayim altinda, m = 1 igin

e, [w(®)(s) = 5 / exp(— ")l (1)t

T ut) ' . i (—s"t)u(t)dt
=5 Jim (=) |, s exp(—s"t)u
0

oo

= s"s" ! /exp(—s”t)u(t)dt — 5" 1 (0)
= 5"y, (s) — " 1u(0)

bulunur. ¢ — oo iken u'(t)exp (—s"t) — 0 ve u(t)exp (—s"t) — 0 varsayim altinda,

m = 2 i¢in

I [u"(t)] (s) = s / exp(—s"t)u" (1) dt

= 52", (s) — s> 1u(0) — "1/ (0)

elde edilir. Kabul edelim ki ¢ — oo iken u(®(t) exp (—s"t) — 0, (a = 0,1,...,7 — 1)

varsayimu altinda, m = r icin
I [u(")(t)} (s) = s (s) — s 1S (s7) 1Ry ®) (0) (4.44)

esitligi saglansin.
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@44 esitligi goz oniinde bulundurularak ¢ — oo iken u(®(t) exp (—s"t) — 0,
a=0,1,...,r) varsayim altinda, m = r + 1 i¢in
¢

o

L [u("ﬂ)(t)} (5) = "1 /exp(—s"t)u(rﬂ)(t)dt

= 5" (wan(s) — 5! Z(s")r_l_ku(k)(0)> — 5" u(0)

bulunur. =

Uyar1 4.48. m. mertebeden tiirevli « fonksiyonunun £,, doniistimii

m—1
£ [u(m) (t)] (5) = """y (s) — s"* Z (s") ku(m_k_l)(O) (4.45)
k=0
seklinde de yazilabilir.
Teorem 4.49. m € N olmak iizere £,, doniisiimii
m m!
o [t ] (5) = < (4.46)

esitligine sahiptir.

Ispat. m = 1 icin

L M (5) = s"* 7exp(—s”t)tdt

A o0
t —s"t 1
STL
0

A—o0 —gsn 0
A
- exp(—s™t
= s lim —( )
A—o00 —g2n 0
1
- Sn+1

bulunur. m = 2 i¢in



2 1

sl sn A—oo | exp(s™t) |,
2

g2nt1

elde edilir. Kabul edelim ki m = k icin
k!
k —

esitligi saglansin. @.47) esitligi goz oniinde bulundurularak, m = k + 1 igin

£, [tkﬂ} (s) = s"_l/exp(—s”t)tkHdt
0

tk+1 —s"t A k 1 R
— 5| lim { exp(=s )] Mas )/exp(—s”t)tkdt
A—o0 —sn 0 sn
0
k+1 i
= k+1) S”_l/exp(—s”t)tkdt
Sn
0
(B 1)
— gn(k+D)+1

elde edilir. m

Teorem 4.50. £,, doniisiimii

o [exp(at)u(t)] ()= —0

el
3
—
£
—
~
~
[S—
—
VA
3
|
S
N~—
3=

esitligine sahiptir.

Ispat. £, doniisiimii kullamlarak

o0

Qn[exp(at)u(t)] (5) = s"* /exp(—s”t) exp(at)u(t)dt

= - S_n;)nnl (s" — a)nT_1 0/eXp <— <(s” - a)%)nt) u(t)dt

sonucuna ulagilir. =
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4.2.2. Baz Elementer Fonksiyonlarn Integral Doniisiimii

Ornek 4.51. £, doniisiimii
1
ga[1](s) ==
(5) = -
esitligini saglar. £, doniisiimiin tanimindan
£, [1] (5) = s"* /exp(—s"t)dt

0
A

="t f}im exp(—s"t)dt
—00
0

1
5
sonucuna ulagilir.

Ornek 4.52. a sabit say1 ve R (s”) > a olmak iizere

sn—l

£ [exp(at)] (s) =

s —a

esitligi saglanir. £,, doniisiimiin tanimindan

Sn[exp(at)} (5) = s"* /exp(—s”t) exp(at)dt

A

_ on—1 7 . n __

=3 f}g%o exp (—t(s" — a))dt
0

B Sn—l

Csn—a

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.53. sin(at) fonksiyonunun £, doniisiimii
as"!

§2n 4 g2

£ [sin(at)} (s) =

seklindedir. £,, doniisiimiin tanimindan

[e.9]

£ [sin(at)} (5) = s"* /exp(—s”t) sin(at)dt
0
elde edilir.
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Burada sin(at ) = 22U Qpr( 1at) formiilii kullanilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa
£, [sin(at)}( ) = / )(exp(iat) — exp(—iat))dt
0
A

Sn—l i . gt

= < Jim /exp(—t(s —ia) /exp (—t(s" +ia))dt
0

I A 1
2% \s"—ia s"+ia
B asnfl

82n + CL2

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.54. cos(at) fonksiyonunun £, doniisiimii

£, [cos(at)} (s) =

bicimindedir. £,, doniisiimiin tantmindan

SQn—l

s2n 4 2

o0

¢, [cos(at)] (s) = 5" / exp(—s"t) cos(at)dt

0

elde edilir. Burada cos(at) = eXp(iatH; (=198 formiilii kullamilir ve gerekli hesaplamalar
yapilirsa
£, [cos(at)} (s) = / ) (exp(iat) + exp(—iat))dt
0
1 4
== /}grolo /exp(—t(s”—za dt+/exp (—t(s" +ia))dt
0
s"t ( 1 1 )
= — + ,
2 s —1a  S"+ia
B 827171
- SQn + CL2

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.55. sinh(at) fonksiyonunun £, déniigiimii

asnfl

2. [sinh(at)} (s) = 21 _ o2

a

bicimindedir. £,, doniisiimiin tantmindan

[e.9]

£ [sinh(at)} (s) =s"1 /exp(—s”t) sinh(at)dt
0
elde edilir.
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Burada sinh(at) = w formiilii kullanilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

n—1 i
£ [sinh(at)} (s) = > 5 /exp(—s”t)(exp(at) — exp(—at))dt
0
) A A
s . n n
=~ Jim /exp(—t(s —a))dt—/exp(—t(s +a))dt
0 0

s 11
2 s"—a s"+a

asn—l
T g2

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.56. cosh(at) fonksiyonunun £, doniisiimii

S2n—1

£, [cosh(at)} (s) =

5271 _ CL2

seklindedir. £,, doniisiimiin tanimindan

[e.9]

Qn[cosh(at)} (s) =s""1 /exp(—s"t) cosh(at)dt

elde edilir. Burada cosh(at) = w formiilii kullanilir ve gerekli hesaplamalar

yapilirsa
Sn—l i
Qn[cosh(at)} (s) = 5 /exp(—s”t)(exp(at) + exp(—at))dt
0
» A A
= = Jlim. /exp(—t(s”—a))dt+/exp(—t(s”+a))dt
0 0
s"1 < 1 1 )
= +
2 s"—a s"+a
S2n—1
T n_ 2

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.57. £, doniisiimii

bsnfl

£, | exp(at)sin(bt) |(s) = m

esitligine sahiptir.
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Teoremde u(t) = sin(bt) segilir ve Ornek g6z oniinde bulundurularak
n—1
n 1
gt b((s"—a)7)

£, | exp(at)sin(bt) | (s) = n—1 2n
[ P ] (sm—a) " (((3” — a)%) —I—b2)
bsnfl
T " —a)2 b2

sonucuna varilir.

Ornek 4.58. £, doniisiimii

s"Hs" —a)
(s —a)?+b?

esitligine sahiptir. Teoremde u(t) = cos(bt) segilir ve Ornek goz 6niinde

bulundurularak Im—1
n—1 ((s” — a)%)

£, [exp(at) cos(bt)} (s) = i —

(sm—a) (((sn - a)i>2" + b2>

£, [exp(at) cos(bt)] (s) =

(s —a)? +b?
sonucuna varilir.
Ornek 4.59. £, doniisiimii
m s"'ml
Sn [exp(at)t :| (8) = W

esitligine sahiptir. Teoremde u(t) = ¢ segilir ve Teorem goéz Oniinde

bulundurularak

Ln [exp(at)tm} (s) = - 3_ a)%l <(Sn 7:!5>mn+1
s tml
B (sm —a)mtl

sonucuna varilir.

4.2.3. Doniisiimiin Kesirli Operatorlere Uygulanmasi

Teorem 4.60. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integralin £,, doniisiimii

e, [ (I8, u) (t)} (s) = s~ Un(s), (R(e) > 0)

seklinde elde edilir.
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Ispat. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integral

(I5,u) (t) = % /(t — 1) u(r)dr

seklindedir. Esitligin sag yan1 s"~! (s # 0) ile ¢arpilip béliiniirse

t

sl /(t — ) tu(r)dr

0

(15.0) () = s

bulunur. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integralin konvoliisyon ile olan iligkisi
(t= 1 *u) (t)
15 l) = ————- 4.49
( 0+u) ( ) F({:T)Sn_l ( )
seklindedir. t*~! fonksiyonunun £, doniisiimii
'(e)
e—1 _
27 (5) = <o (4.50)
bicimindedir. (4.49) esitligine £,, doniisiimii uygulanirsa
€ 1 E—
8] () 0] ) = g © | 7+ ) 0] )
elde edilir. (4.42)) esitligi kullanilirsa

1

£a| (T,0) (8)] (5) = RErER )2 u)] )

bulunur. Son olarak (4.50)) esitligi kullanilirsa

e, (2, u) (t)} (5) = 57" Tn(s) 4.51)

sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.61. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli tiirevin £,, doniistimii

-1

2] (D5) (0] () = 5 a(s) — 37 (D7) ()],

3

e
Il

(m—1<R(E) <m, meN)
seklindedir.

Ispat. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli tiirev
d t
1> " 1 m—e—
(Do) (t) = dm T(m =) /(t — 7)™ u(r)dr
0

bi¢imindedir.
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Burada

denirse
(D5, u) (t) = o™ (1) (4.52)
elde edilir. Ayrica v(t) fonksiyonu
o(t) = (I5u) (t) (4.53)
seklindedir. (4.52) esitligine £,, doniisiimii uygulanirsa
2. [ (D50) 0] (5) = £ [0 )] (5
bulunur. (4.45)) esitligi kullanilirsa
m—1
e, [ (D%, u) (t)} (8) = 8™ Buls) — "1 3 ™0 H(0) (4.54)
k=0
elde edilir. (4.53)) esitligine £,, doniisiimii uygulanirsa
2alo®)](s) = £a] (11750) ()] (5
bulunur. (4.57) esitligi kullanilirsa
e, [v(t)} (s) = s~ M= G (5) (4.55)

elde edilir. (4.53) esitligi (m—k—1). mertebeden tiirevlenirse

b1 dm—k—l
vED () = ot (o) (1)

bulunur. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli tiirev ve integralin

154 dm m—eg
(D) (1) = = (I 50) (1 (4:56)
iligkisi kullanilirsa
omED (1) = (D) (¢) (4.57)

elde edilir. Son olarak (4.55)) ve esitlikleri (4.54)) esitliginde yerine yazilirsa
m—1

L0 | (Dfyu) ()] (5) = 57 () = D2 ™+ (D5 ) (1))

k=0

sonucuna ulagilir. =
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Teorem 4.62. Pozitif reel eksen iizerinde sol Caputo kesirli tiirevin £,, doniisiimii

m—1

o [ (°Dg, ) (t)] (5) = s Tn(s) — 3 s 1y ) () (4.58)

seklindedir.

Ispat. Pozitif reel eksen iizerinde sol Caputo kesirli tiirev

t

1
(D) (0= gy [ =7 ()
0
bicimindedir. Burada
o(t) == u™(t) (4.59)
denirse
1 t
(D) (0 = sy [ (=7 ul)ar

0
elde edilir ki bu pozitif reel eksen iizerinde sol Caputo kesirli tiirev ile R-L kesirli integral

arasindaki
(‘Dyu) (t) = (I§5v) (1) (4.60)
iligkisini verir. (4.60) esitligine £,, doniisiimii uygulanirsa
2| (D) (0] () = £ | (15770) ()] )
bulunur. (4.57) esitligi kullanilirsa
e, [ (°Dg ) (t)} (5) = 5~ M= G (s) 4.61)
elde edilir. (4.59) esitligine £,, doniisiimii uygulanirsa

Tp(s) = s™ Up(s) — s 1) (s7)™F 1B (0) (4.62)

bulunur. Son olarak (4.62)) esitligi (4.61) esitliginde kullanilirsa

m—1

2. [ (D5w) 0] 5) = 57 uls) = D 51l (0)

k=0

sonucuna ulagilir. =
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4.24. Cesitli Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri

Ornek 4.63. Bagley-Torvik kesirli diferansiyel denklemi ve baslangic kosullari
v+ (D) (1) +y(t) = t+1, y(0)=y/(0) =1
seklinde olmak iizere £,, doniisiimiinden
2 [y ] () + 2 [ (Dion) 0] () + 2a[y0)] (5) = 24 [t](5) + 2 [1] )
bulunur. Buradan verilen baslangi¢ kosullar1 goz 6niinde bulundurularak sirasiyla (4.48))

esitligi, m = 1 icin (4.40)) esitligi, m = 2 icin (.45)) ve (4.58) esitlikleri kullanilirsa
1 1

+
Sn—i—l S

3n _

S2nQn(S) N R + S%Qn(s) —g2 1 _ 837”,”,1 + Qn(s) =

elde edilir. Burada y,,(s) yalniz birakilirsa

_ sl gl gnml g ognol g g1y ol
yn<3) = 2 3n
s+ s2 +1
11
- Sn+1 + ;

bulunur. Ardindan £ doniisiimii uygulanirsa

&M 6] 0 = & om0+ e [ o)

s
y(t) =t+1

sonucuna ulagilir ki bu klasik Laplace doniisiimiiniin ¢o6ziimii ile cakisir [32].

Ornek 4.64. 1 < R(c) < 2 icin harmonik titresim denklemi ve baslangig kosullari
(‘Diry) () +w?y(t) =0, y(0)=A4, y(0)=B
seklinde olmak iizere £,, doniisiimiinden
20| (Diyy) 0] () + w22, [y(1)] (5) = 0

bulunur. Buradan verilen baglangi¢ kosullart g6z 6niinde bulundurularak m = 2 i¢in (4.58)

esitligi kullanilirsa
San@\n<s) _ Asan—l _ Bsen—n—l + w2/y\n(8) =0

elde edilir. Ardindan %, (s) yalniz birakilirsa

Asan—l Bsen—n—l
An 5) — +
Y ( ) Ssn+w2 Ssn+w2
As™! Bs—nt

+
1+w?s™e 1+ w?s—en

bulunur.
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Burada 1—+t = I;)(—t)k formiilii kullanilirsa

— AZ(—l)’“wz’fs—f’m—l +BZ(_1)kw2sz—akzn—n—1
k=0 k=0

elde edilir. Son olarak esitligin her iki yanina £, ! doniigiimii uygulanirsa

= A i(—l)kakST—Ll |:3_€kn—1i| (t) + B i(_1>kw2k£;1 [S—skn—n—l] (t)
=0
Qte 2t6
Z T 5/{ Z I €]€ + 2

bulunur. Buradan
y(t) = AE.; (—w*t®) + BtE., (—wt%) (4.63)

sonucuna ulasilir ki bu klasik Laplace doniisiimiin ¢oziimii ile ¢cakigir [40]. Burada kullanilan

E., s(-) fonksiyonu iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur (bkz. Boliim .

Sonug 4.65. Ozel olarak (#.63)) esitliginde sirasiylaw = A = B=1,w = A= B = 2,

w = A = B = 3 alinir ve Mittag-Leffler fonksiyonlarinin ilk ii¢ terimi ac¢ilirsa

(t): : i+tii (4.64)
M T T ek 1) & T ek +2) '
2 k 2 k
B (—4t°) (—4t°)
ylt) =2 ; Tk 2 LT (ck +2)° (4.65)
2 ok 2 osek
y(t) =3 (Z9E) | g (=9t°) (4.66)

(ek+1) & T(ck+2)

elde edilir ki bu esitliklerin farkli ¢ degerleri igin yaklagitk davraniglart Sekil [6.3]de

sunulmustur.

4.3. Genellestirilmis Mellin Doniisiimii

Fourier ve ters Fourier doniisiimleri sirasiyla

5O} = Viw) = [ expliug)ol)ds (4.67)
T HV(w)} =v(§) = % / exp(—iwé)V (w)dw (4.68)

seklindedir [[18]].
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a € C, v € R olmak iizere (4.67) ve [#.68) esitliklerinde exp(§) = ¢, iw = o — 7y

doniisiimleri yapilirsa sirastyla

1% (O‘ — 7) - / 117 o (log t) dt, (4.69)
i
0
1 Y+i00
v(logt) = — / eV (a — 7) do (4.70)
2m ) 1
Y—1i00

bulunur. (@.69) esitliginde
u(t) :=t7"7 v (logt) 4.71)

denirse

]

% (O‘ — 7) = 7ta1u(t)dt = () (4.72)

elde edilir. Ardindan bagintis1 géz Oniinde bulundurularak esitligi (4.70)
esitliginde kullanilirsa
oo
u(t) = 2% 1= () do @73)
~y—ico
bulunur. p : C — C — {0}, ¢ : C — C olmak iizere (4.73) esitliginin sag yan p(«) ile
carpilip boliiniir ve «v yerine ¢(«) yazilirsa

y+ioco

u(t) = QLﬂ'Z ﬂ;j()—g/)(a)p(a)ﬂ(q(a)) do
o bk
- o / - P [11)] ()
o ( )
e eale)
27rz'7_iOo p(a)

sonucuna ulagilir ki bu agagidaki@.66,] Tanimi verir.
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Tanmm 4.66. v : (0,00) - R, p: C - C—-{0},¢: C — Cvet > 0 olmak iizere

genellestirilmis Mellin ve ters Mellin doniisiimleri sirasiyla

oM, [u(t)] (@) = A(g(e) = pla) / (9" g g dt,
o, [ii(a(e)) | (1) = u(t) = 1 7+i°°t_q<a)q,(&)@(q(a))d
P u(g(a = u(t) := 27”'7_7;00 @) o)

seklinde tanimlanir.

Uyar1 4.67. Yukaridaki tanimda p(«) = ¢(«) =1 olarak alinirsa klasik Mellin ve ters Mellin

doniistimleri elde edilir.

Teorem 4.68. Bir u(¢) fonksiyonu her kapali [a, b] C (0, co) araliginda pargali siirekli olsun.
Ozamanp : C - C—{0},¢: C —- Cvey < R(g(a)) < 72 i¢in u(t) fonksiyonunun

genellestirilmis Mellin doniistimii mevcuttur.

Ispat. Genellestirilmis Mellin déniisiimiin tanimindan

oM, [u(t)] (@)] = [p(@) 7 e u(t)dt| < [p(o) 7 £ ()| at
elde edilir. Buradan ; < R(¢(«)) < 7, i¢in
oM, [u(t)] (a)\ < ‘p(oz)‘ / L u(t)(dt + ‘p(a)‘ 7ﬂ21 u(t)‘dt < o0

sonucuna ulagilir. =

4.3.1. Integral Doniisiimiiniin Temel Ozellikleri
Bu boliim boyunca aksi belirtilmedik¢e u,v : (0,00) — R, p : C — C — {0},
q: C — Cvet > 0 olarak alinacaktir. Ayrica genellestirilmis Mellin ve ters Mellin

doniisiimleri sirastyla ,90, ve , 901" sembolleri ile gosterilecektir.

Teorem 4.69. )\, \; € R olmak iizere ,91, doniisiimii
p T, [ Asu(t) + av(t)] (@) = A 0, [u()] (@) + Xe 9, [0(1)] (@)

lineerlik 6zelligine sahiptir.
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Ispat. ,91, doniisiimii kullanilarak

o0

oM [ Au(t) + )\QU(t)] () = p(a) /tQ(O‘)_l()\lu(t) + Aoo(t))dt

~ upla / -+ 2wt [ 190
0 0

M, [u()] (@) + Az ;M |0()] ()

sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.70. a > 0 olmak iizere ,9)1, doniisiimii

(q(a))

a(I(a)

)

oM, [u(at) | (@) =
esitligini saglar.

Ispat. N, doniistimii kullanlarak

t4 =Ly (at)dt, (at = x doniisiimii ile)

p M, [u(at)| (@) = pla)

(f)q(a)—l u(a:)d—x

a

sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.71. 901, doniistimii

b, [tu(t)] (0) = @(g(a) + a)
esitligini saglar.

Ispat. , 91, doniisiimii kullanilarak

oM, |tu(t)] (@) = p(a)

sonucuna ulagilir. m
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Teorem 4.72. 91, doniistimii

esitligini saglar.

Ispat. ,9, doniisiimii kullanilarak

p M |1 (1) ] (@) = pla)

1\ 2(a)—1 dx
=pla) [ ()7 ule)
axr a
0
= p(a) /xq<f)_1u(:p)dx
a

sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.73. n € N olmak iizere ,901, doniisiimii

pI, (1) (@) = (1)
esitligini saglar.

Ispat. n = 1icin

elde edilir.
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Burada t — 0 ve t — oo iken t%(®)~1y(t) = 0 olarak kabul edilir. n = k icin

0
E F(g(@)
oM, [uP(B)| (@) = (-1 ata) (@) = B)

esitligi saglansin. n = k + 1 icin
d

0, [0 @) = m, |

dtu“f)(t)} ()

(e 9]

= (=1)"(g(a) = 1)(g(a) = 2)... (a(e) = k)p(a )/tq(“)_(k“) '(t)dt

= (=D (g(a) — D(g(a) = 2) ... (q(a /tq —(k+2),,

= (=1 (ala) = D)(g(a) = 2)... (a(e) = (& + 1))(q(er) — (k+1))

1kt I'(q(a)) ~ _
=(-1) Mlaa) — (k 1))u(q(oz) (k+1))

sonucuna ulagilir. Burada belirtilmelidir ki ¢ — 0 ve ¢ — oo iken kismi integrasyondan

gelen ilk terimler sifir olarak kabul edilir. m

Teorem 4.74. n € N olmak iizere ,91, doniisiimii
I'(g(e) + n)

T(a(@) u(g()) 4.75)

p I, |0 (1)) (@) = (=1)"
esitligini saglar.

Ispat. n = 1 icin

[0 0)] (@) = pla) [ e o)

elde edilir.
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Burada t — 0 ve t — oo iken t%®)y(t) = 0 olarak kabul edilir. n = k igin
I'(q(a) + k)

[ (0] () = (D

u(g(e))
esitligi saglansin. n = k + 1 icin

O, [tk+1u<k+1>(t)} (a) = 9, [t%tku%)(tﬂ (a) — 0, [ktku<k>(t)] ()
= —q(a)(=1)*q(a)(g(c) + 1)(g() +2) ... (q(@) + k — 1)u(g())

— k(=1)*q(e)(q(e) + 1) (q(e) +2) ... (q(e) + k — 1)u(q(a))

— () g(a)a(@) + 1(a(@) +2)- gl) + Bi(a(e)
_ pallg0) +h+1) o
SO gy )

sonucuna ulagilir. Burada belirtilmelidir ki ¢ — 0 ve ¢ — oo iken kismi integrasyondan

gelen ilk terimler sifir olarak kabul edilir. m

Teorem 4.75. n € N olmak iizere ,91, doniigiimii

o [ (142) wlo)] @) = (1 a(@) alg(e)
esitligini saglar.

Ispat. n = 1icin

elde edilir. Burada t — 0 ve t — oo iken t9(®)y(t) = 0 olarak kabul edilir. n = k icin

o, (12 0] @) = (¥t o)

esitligi saglansin. n = k + 1 icin

panq[ (t%)’m u<t)} (o) = paﬁq[ <t%) (t%)k u(t)} (@)

= (=1 (g()) " a(q())

sonucuna ulagilir. Burada belirtilmelidir ki ¢ — 0 ve ¢ — oo iken kismi integrasyondan

gelen ilk terimler sifir olarak kabul edilir. =
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Teorem 4.76. n € N olmak iizere ,901, doniistimii

I'(q(e))

oM, [ La(t)] (o) = Y ga) + )

ﬁ(q(a) + n)

esitligini saglar. Burada I,,u(t / / / x)dx bicimindedir.
g0 o

n kez

Ispat. U(t) = Lyu(t) ve U™ (t) = u(t) olmak iizere n = 1 igin

o, | U'(5) = u(t) | (0) = (E Ei@l) 0(a(0) - 1)
_ T(a(e) T (ale) —
BEITOED R
elde edilir. Burada g(«) yerine g(«) + 1 yazilirsa
o, [Lu)] (@) = —%a(m +1)
bulunur. n = k i¢in
[ 1u(®)] (@) = <—1>’fr(rq§§()“j)k) 3 (g(a) + K) 4.76)

esitligi saglansin. n = k + 1 icin

U440 = u(v)] (@) =, | U0 = u(t)] @)

elde edilir. esitligi gozoniinde bulundurulursa

L(e(e))  — L
Date) 1y o) =)

bulunur. Ardindan ¢(«) yerine ¢(a) + k + 1 yazilirsa

I (g(a))
I'(q(e) +k+1)

i(q(e) = (-1

p M | Tisu(t)] (@) = (~1)+! a(qla) + &+ 1)
sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.77. Konvoliisyonlarin ,91, doniisiimii

(e 0) )] (@) = L), w7
p M, | (wo)(1)] (@) = a(q(a))j((;)_ () (4.78)

bi¢imindedir.
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Ispat. ,901, doniisiimii ve konvoliisyon kullanilarak

(5 0) ()] ) = [ 7 o (¢) df] (@)

= p(a) /tQ<a)1u(§)v (é) %dt, (é = 1) doniisiimii ile)
0

= pfa / £ ue)dg / sty

bulunur. Esitligin sag yani p(«) ile ¢arpilip boliiniirse

2, (w+ 0)(0] (@) = pla) [ € tue <_Z [t
gt (ate) 0
p()

sonucuna ulagilir. Yine ,901, doniisiimii ve konvoliisyon kullanilirsa

9Ly (t)v(€)dédt,  (t¢ = n doniisiimii ile)

(ﬂ)ﬂa)_lum)v(s)dsd—”

3
nq n)dn / & a(a)y,

elde edilir. Esitliin sag yani p(«) ile ¢arpilip boliiniirse

$[ (w0 0)(1)] (0) = pla >/ o)y (—C“]Osq

Cl/

sonucuna ulagilir. m
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Sonug 4.78. esitligine ,90," doniisiimii uygulanirsa
~ S(1
e [u<q<a>>v< q<a>>] "

(wou)(t) =, o

bulunur. Konvoliisyon tanimi kullanilirsa

/u(tf)v(f)dﬁ _ pi)ﬁ;l [ﬂ(q(a))@\(l B q(a))] (t)

J p(a)

elde edilir. Burada u(t) = exp(—t) segilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa

e[o©)] ) =,m;" [r(qm))a(l - q<a>>] (t
sonucuna ulagilir.

Teorem 4.79. 901, doniistimii

[e.9]

Sure [t’\/T"u(tT)v(T)dT] () =

0

u(q(a) + No(n+ 1 —qle) = )
p(@)

esitligini saglar.

Ispat. I, doniisiimii kullanilarak

»M, [t’\/T"u(tr)v(T)dT] ()

0

= p(a) / 1= Ay (tr)o(T)drdt,  (tr = = doniisiimii ile)
0
3 x\ () +A-1 dx
— z n dr—
p(a) /(7_) Tu(z)v(T)dT .
0

[o¢]
xQ(aH)‘_lu(x)dx/T"_Q(O‘)_’\U(T)dT

0

= p(a)

‘3\8 9\8 0\8

bulunur. Esitligin sag yani p(«) ile ¢arpilip boliiniirse

o0

t’\/T"u(tT)v(T)dT] () = p(a)/xq(a)“_lu(zt)dx @/TW_Q(Q)_/\U(T)CZT

0

pmq

s
£

t(g(a) + X)0(n+1—qg(a) = X)
p(@)

sonucuna ulagilir. m
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Teorem 4.80. (Parseval Ozelligi) ,9, doniisiimii

y+io00

1 1

A [u(Ou(0)] (@) =~ [ el (o(a(@) = a(s))ds
y—100

esitligini saglar.

Ispat. PN, ve pi)ﬁq_l doniigtimleri kullanilarak

o0

2, [ult)o(®)] (@) = pl) [ 4 tutyu(e)i

Sne [ [ ) s
:]ﬁ% / ()¢ (5)0(q(e) — q(s))ds (4.80)

sonucuna ulagilir. =

Sonug 4.81. ({.80) esitliginde p(a) = g(«) = 1 ve ¢(s) = s olarak segilirse

1 Y+ico
= u(s)o(1 — s)d
57 u(s)v(l — s)ds
y—100

3
<
| —
I
—
o~
N—
4
—~
o~
N—
—_ 1
—
o
SN—

elde edilir.

4.3.2. Baz Elementer Fonksiyonlarin Integral Doniisiimii
Ornek 4.82. a > 0 olmak iizere exp(—at) fonksiyonunun ,9t, doniisiimii

p(e)T (g())

a(I(a)

pI, | exp(—at)] (@) =

seklindedir. ,901, doniisiimiin tanimindan

, (ER(q(a)) > 0) (4.81)

e}

PN, [exp(—at)] () = p(a) /tQ(a)_l exp(—at)dt, (at =z doniisiimii ile)

r x\a(e)—1 dx
_p(a)/ (5) exp —w);
0
— p(g(Oéz /xq(a)_l exp(—x)dx
a (0%
0

sonucuna ulagilir.
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Ornek 4.83. (— fonksiyonunun ,91, doniisiimii

pmq[—exp@l)_l](“)=P<a>F(q<a>)<<q<a>), (Rla(e) >1)  (482)

bi¢imindedir. ,901, doniisiimiinde

1
t)
Zexp —nt) exp(t) 1

formiulii kullanilirsa

1 T e
M [exp(t) 1](04) —p(a)nz:;o/t( "lexp (—nt) dt
iy )
= p()T (g())¢(g(a))

bulunur. Burada kullanilan ¢(-) fonksiyonu Riemann zeta fonksiyonudur (bkz. Bslim[3.).

Ornek 4.84. T

— fonksiyonunun 91, doniiglimii

2
al [exp(Qt) -1

seklindedir. 901, doniistimiin tanimindan

9 > 7
_ = 2 tQ(O‘)_l —2nt) dt
=1y

= 219 p (@) i F(Q(O‘»

](Oz)=21‘(’(“’19(04)1“(Q(&))C(Q(a))7 (R(g(a)) > 1) (4.83)

= 2179 p ()l (q(@)) ¢ (g(e))

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.85. ; fonksiyonunun 91, doniigtimii

T
1
My | —
P [exp(t) +1

bigimindedir. ,91, doniisiimii

(@) = (1 =277 p()T (¢(@)) ¢ (a(@),  (R(g(a)) > 1)

1 1 B 2
exp(t) —1 exp(t)+1/) exp(2t)—1
esitligine uygulanirsa
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1 1 2
M [exp(t) +1 (@) =M, [exp(t) - 1] (c) =M, [exp(2t) - 1] (@)

bulunur. (4.82)) ve (4.83) esitlikleri goz 6niinde bulundurulursa

(a) = (1 =279 p(a)T(g(@)) ¢ (g(a))

1
M [exp(t) +1

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.86. T +t fonksiyonunun ,91, doniisiimii

1

o\ 757 (a) = p(a)B(g(a),1 —q(a)), (0 < R(g(a)) <1)

bi¢gimindedir. ,9, doniisiimiin tanimindan

oo

(o) = p(a) / (-1 (1L+t) dt, (t = f — donisiimi ile)
0/1 (1 . x)q(a)_l S ixwﬁ

1
141

Pm‘]

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.87. n > 0 olmak iizere fonksiyonunun ,90%, doniisiimii

(1+t)

1
A +on

(@) = pla)B(g(a),n —q(@)), (0<R(g(a)) <n)

seklindedir. 91, doniisiimiin tanimindan

[e.9]

! mo:mm/ﬂ@*

JEmr

T t)ndt, (t = - - — donitimi ile)

Z(1$>“>Q1@nudzy

sonucuna ulagilir.
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Ornek 4.88. cos(nt) ve sin(nt) fonksiyonlarinin ,90%, doniisiimleri sirastyla

p(@)T (g(a)) cos (457)

pMy [COS(”t)} (o) = (@) ;
Q@ )) sin (Le)r
2N, [Sin(nt)} (o) = pl )F(q( n)q)(a) < 2 )

bicimindedir. (4.81)) esitliginde a = in segilirse
S [exp(—int)] (a) = ,9M, [Cos(nt) — isin(nt)] ()
_ ()T (a(e))

(Zn>Q(a)

elde edilir. Burada i~9(%) =exp (—@) =cos (@) —1sin (@) formiilii kullanilirsa

»M, [cos(nt) - z‘sin(nt)] (a) = ()T (g()) (COS <Q(a)7r) i (q(g)ﬂ) )

nQ(a)

bulunur. Dolayisiyla

pMy [COS(”t)} (o) = (@) )
Q@ )) sin (Le)r
2N, [Sin(nt)} (o) = pl )F(q( n)q)(a) < 2 >

sonuglarina ulagilir.

4.3.3. Doniisiimiin Kesirli Operatorlere Uygulanmasi

Teorem 4.89. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integralin ,9)t, doniistimii

P(1—g(a)—¢) .
L (1—g(a)) u(q(e) +¢),  (Rgla) +e) <1)

oM, | (T,0) (8)] (0) =
seklindedir.

Ispat. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integral kullanilarak

t

€ _ 1 e—1 o e es es T
(I5u) (t) = e O/(t — 1) u(r)dr, (7 =t dontisimii ile)
t / e—1
- 75 / (1 — ) u(te)de
t° T
- 5 0/ u(t6)o(€)de (4.84)

bulunur.

73



Burada v fonksiyonu

1—-t)F 1t 0<t<1
o(t) = (1—1) <
0 L, t>1

bigiminde olup bu fonksiyona ,901, doniisiimii uygulanirsa

(4.85)
)

elde edilir. Ardindan (4.79), (4.84) ve (4.85) esitlikleri kullanilarak pozitif reel eksen
tizerinde sol R-L kesirli integralin ,901, doniisiimii

oM, | (I5.0) (O] (@) =, [m u(tﬁ)v(ﬁ)dfl ()

seklinde elde edilir. =

Teorem 4.90. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli tiirevin ,91, doniisiimii

I'(1-q(a)+e)
P(1—g())

(m—1<R(E) <m, meN)

oM, | (Dfyu) (1] (0) = i(gle) — <), (Rlgl) < 1)

bicimindedir.
Ispat. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integral ve tiirev sirasiyla

t

(I, ) () = % / (t — 1) u(r)dr,

seklindedir.
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Bu iki kesirli operator arasinda

dtm /25—7'7”‘51 (T)dr

0
dm
(w0

(D8+“) (t) =

biciminde iligki vardir. Burada

v(t) = (I§5u) (t) (4.86)
denirse

(D§u) (t) = 0™ (2)

elde edilir ve ardindan esitligin her iki yanina ,90t, doniisiimii uygulanirsa

oM, [ (D50 (8)] (@) = 2, [(1)] )
_ g L)
= D" e =y 0@ = )
_ F(m+1—q(a))A
— F(l — q(a)) v(q(a) — m) (4.87)

bulunur. (4.86) esitligine ,91, doniisiimii uygulanirsa

3(q(@) = M, | (£77u) (0)] (@)

_F(l—q(a)—m—I—s)A B

— ) u(q(a) +m —e) (4.88)

elde edilir. (4.88) esitliginde ¢(«) yerine ¢(«) — m yazilir ve esitliginde kullanilirsa

I'(1-q(a)+e)
L(1—q(a))

oM, | (Dfyu) (0] (0) = a(g(a) - e)

sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.91. Pozitif reel eksen iizerinde sol Caputo kesirli tiirevin ,91, doniisiimii

I'(1—q(a)+e¢)
(1 g(a))

(m—1<R(E) <m, meN)

oM, | (“Di ) (1)] (@) = i(g(0) —2), (Rlg(a) <1) (489)

bicimindedir.
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Ispat. Pozitif reel eksen iizerinde sol R-L kesirli integral ve Caputo kesirli tiirev sirastyla

t

(I5.0) (0 = 575 [ (=) uryar

t

(&) Y= 1 m—e— m
(D) (0 = sy [ (1= 7" i
0
seklindedir. Burada
o(t) == u™(t) (4.90)
denirse bu iki kesirli operator arasinda
(‘Dg,u) (t) / (t —7)" = o(r)dr = (L) (t)

0

bi¢iminde iligki olup esitligin her iki yanina ,91, doniisiimii uygulanirsa

oI, | (Diu) (0] (@) = 20, | (1770) (1)] (@)
_ I'(1-g(a)—m+e)

(1= a) o(q(ar) +m —¢) (4.91)
bulunur. (4.90) esitligine ,91, doniisiimii uygulanirsa
3(a(@)) = 2, [u (1)) (@)
_ g Tl@)
= ey )
B F(m +1-— q(oz))A
) u(q(c) —m) (4.92)

elde edilir. (4.92) esitliginde g(«) yerine (o) +m—e yazilir ve @.91)) esitliginde kullanilirsa
I'(1—q(a)+e)

o, | (Diw) ()] (@) = — gy (@) =)
sonucuna ulagilir. m
Teorem 4.92. 91, doniistimii
o, [tf (D5, u) (t)] (a) = r(i(i ; (Zé()o‘i)g) i(q(a)) (4.93)

(m—1<R(E) <m, meN)
esitligini saglar.
Ispat. (#.74) ve (#.89) esitlikleri birlikte degerlendirilerek istenilen sonuca ulagilir. m
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4.3.4. Cesitli Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri
Ornek 4.93. k= 0,1,...,micin 4; € R ve R(c) > 0 olmak iizere

ZA terk CDE+I€ )(t) _ u(t)
kesirli diferansiyel denklemine ,901, doniisiimii uygulanirsa
Zmp[ﬁ“m%mmwamWﬂ@

elde edilir. (4.93)) formiilii g6z 6niinde bulundurulursa

“ I'1l-—gqla
> g ) = ala(o)

bulunur. Burada

denirse

Sy - la()
lae) e (1 - g(a))
bulunur. Burada
0:(1—q(a)) == !
) he(1— q(a))

denirse
J(q(a)) = u(g(a))v-(1 - g(@))

elde edilir. Esitligin sag yan1 p(«) ile ¢arpilip boliiniir ve konvoliisyon teoremi (4.78))

kullanilirsa
Blate) = ploy AN ale)
= p(@) 2, |u(t) 0 (1) ()
(nﬂmlfwwwxﬂmp®
bulunur. O
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Ardindan esitligin her iki yanina pDﬁ;I doniigiimii uygulanirsa

y(t) = p(a) /u(tT)UE<T)dT
0
sonucuna ulagilir.

Ornek 4.94. \ € R ve R(c) > 0 olmak iizere
=T (Ditly) (8) + A 7 (D yy) (t) = u(t)
kesirli diferansiyel denklemine ,9)%, doniisiimii uygulanirsa
pT 1 (DG ) (8)] (@) + A2 [ (Di ) (9] (0) =y, [ult)| ()

elde edilir. (4.93) formiilii g6z 6niinde bulundurulursa

D= g(@) (L —ale) +A=e=1) oo g

I'(1-g(a)—e¢)
bulunur. Ardindan §(g(c)) yalmz birakilirsa
ia(e)) = e N %)

I'(1-gq(a)(l—qla)+XA—e—1)

elde edilir. Burada
R I'l—gqla)—c¢
vm(l — q(a)) = ( a(e) )

T —q(@) (1 —qla) T A—e—1) (459

denirse
7(a(e)) = a(qa(a)Ven (1 = q())

bulunur.  Esitligin sag yam p(«) ile carpilip boliiniir ve konvoliisyon teoremi (4.78)
kullanilirsa
u(g(a))p(1 - q(a))
p(a)
= pl@) 90, [u(t) 0 v (1)) ()

o0

— p(a) M, [ / u@%,de] ()

0

elde edilir ve ardindan p?)ﬁ;l doniisiimii uygulanirsa

o0

y(t) = p(a) /u(tT)U&)\(T)dT (4.95)

bulunur.
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Burada ¢ > 1 i¢in v. »(t) = 0 oldugu asagidaki adimlar ile gosterilir. (4.94) esitligi
I'(g(e) — )

Ve = 4.96
B 00) = T (@ F A== = 1) (49
seklinde yazilir. Burada
_ I(g(e) —¢
01 (a(e)) = W (4.97)
ve
02 (q()) = ! (4.98)
(q(a) + XA —e—1)
denirse
e (9(a)) =01 (q(e)) 2 (g(a)) (4.99)
elde edilir. @#97) ve (#.98) esitliklerine ,901, " doniisiimii uygulanirsa
PO <t <]
vy (t) = { P 7 (4.100)
0 , t>1
ve
t—e—1+A
—, 0<t<1
vy(t) = { OPW ) (4.101)
Lt >

bulunur. (4.99) esitligi p(«) ile ¢arpilip béliiniir ve konvoliisyon teoremi kullanilirsa
(2(e))

Uz, \ (Q(Oé)) = p(a)

elde edilir ve ardindan pf)ﬁ;l doniisiimii uygulanirsa

v (t) = p(a) 77}1 <E> UQ(T)Q

T T

bulunur ve (4.100), @.101) esitliklerinden ¢ > 1 igin v. ,(¢) = 0 oldugu goriiliir. Boylece
(@.93) esitligi

y(t) = p(a) / u(tT)v. 5\ (7)dT (4.102)

olur.
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([@.96) esitligine ,9, " doniisiimii uygulanirsa

1 ’qu (a) F(q(a) —g)t~)
A =5 | we) Ta@) ) s A—1-9) ™

y—100

elde edilir. Burada ¢(a) = ¢+ 1 — A ve () = € — k, k € Ny kutup noktalardir. Cauchy

Rezidii Teoremi [66] kullanilirsa

gla) +A—1—¢
00 o q () I'(g(a) —g)t~ 4 L
+kZ:0R p(@) T(g(a)) (gla) +A =1~ )’q< )= k]

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

Ae,A) T'(1—=N) R i B(e, k) th=e(=1)*

() = 4.103
et = = T =N 2~ "pla) (A\—k— DI(e — )kl (4103)
elde edilir. Burada
Ale, \) = li !
(e, M) y leagl_xq(a)

veE

Blek)= 1 ()

bicimindedir. Boylece (4.103)) esitligi (4.102) esitliginde kullanilirsa

1

e > —€(_1)\k
y(t) = /u(tr) (Aé(’;fl(_ T 1+§; AB PRy (( 13{)]{!) dr (4.104)

sonucuna ulagilir.

Sonug 4.95. Eger (4.104)) esitliginde A(e, \) = B(e, k) = 1 segilirse

_1 PO oy, ()
y(t)_/“(”)<r(e+1— ™ +Z)\ k=) (e — k:)k:)dT

0 =0

sonucuna ulagilir ki bu klasik Mellin doniisiimiiniin ¢6ztimii ile cakisir [35].

Ornek 4.96. ) sabit say1 olmak iizere kismi diferansiyel denklem ve sinir kosullar:
Puy +tug +uy, =0, 0<t<oo, 0<r<l,

A O0O<t<1
u(t,0) =0, u(t,l):{o ' o1

seklinde verilsin.
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Bir u(t, r) fonksiyonunun ¢ parametresine gore ,9t, dontistimii

o0

u(q(a),r) :p(a)/tQ(a)_lu(t,T)dt
0
bi¢imindedir. ,91, doniisiimii verilen kismi diferansiyel denkleme uygulanirsa

2, [tQutt} () + .00, [tut] () + 90, [ur,ﬂ} () =0
elde edilir. (4.75) formiilii g6z 6niinde bulundurulursa

EIU) | (o) e r) =0 10

bulunur ve ardindan verilen sinir kosullarina ,9)1, doniisiimii uygulanirsa

)

a =0 ve u(g(a — \(a q(e)—1 :)\p(a)
(9(),0) =0 ve T(g(a),1) Ap()/t di = o) (4.106)

elde edilir. Buradan (#.106) esitlikleri gz 6niinde bulundurularak (4.103) diferansiyel
denkleminin ¢oziimii
Ap(e)

u(q(a),r) = :
( ) q(«) sin (q(a
olarak bulunur. esitligine ,91' doniisiimii uygulanirsa

A wmt“ﬂo‘)q '(cr) sin (q(a)r)
2mi ‘ () sin q(a))
y—ioo
elde edilir. Burada 0 < §R(q(oz)) = 7 < m aralifinda ﬂ(q(a), r) analitiktir. (4.108)) esitligi
g(a) = nm, n € N degerlerinde basit kutuplara sahiptir ve bu kutup noktalar sag yari
diizlemde yarim daire bi¢cimli bir ¢evrenin icinde yer alir. Dolayisiyla ¢ > 1 i¢in Cauchy
Rezidii Teoremi [66] kullanilirsa

u(t,r) = 2#@2 A £ A) sin(nr) sin(nm)

D) sin (g(a)r), (0 < R(g(a)) <1) (4.107)

u(t,r) =

(4.108)

2mi sin(nm)
A
= %;T( 1)"t~ " sin(n7r) (4.109)

sonucuna ulagilir. Burada
A(n):= lim ¢'(a)
g(a)—=nm
bicimindedir.

Sonug 4.97. Eger (4.109) esitliginde A(n) = 1 segilirse

1
_(_ ntfnﬂ' 3
E: " sin(nmr)

bulunur ki bu klasik Mellin doniisiimiiniin ¢oziimii ile ¢akisir [18]].
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda Fourier, Fourier siniis, Fourier kosiniis, Laplace ve Mellin
integral doniigsiimlerinin genellestirilmis formlar: tanitilmig ve onlarin potansiyel 6zellikleri
verilmigtir. Ayrica, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli operatorlerin ve bazi elementer
fonksiyonlarin genellestirilmis integral doniistimleri hesaplanarak sunulmustur. Son olarak
bu integral doniisiimleri yardimiyla cesitli adi, kismi ve kesirli diferansiyel denklemlerin
coziimleri elde edilmistir.

Genellestirilmis Fourier, Fourier siniis, Fourier kosiniis, Laplace ve Mellin integral
doniisiimleri literatiirde bulunan diger bir ¢ok integral doniisiimiinden daha genel bir forma
sahiptir. Bunu gostermek amaciyla bu calismada tanitilan integral doniisiimleri ile literatiirde

bulunan diger integral doniisiimleri arasindaki iligkiler asagida sunulmustur.

® 8¢ p8q V€ ;5g doniisiimleri ile literatiirde yer alan diger doniisiimler arasinda

asagidaki iligkiler mevcuttur.

(2.1) ile verilen a-mertebeden kesirli Fourier doniigiimii arasindaki iligki:
151 u(t) | (w) = (Fau) (w).

(2.2) ile verilen a-mertebeden kesirli Fourier doniisiimii arasindaki iligki:

18 [ut)| (w) = Fi {u(t)}

ile verilen a-mertebeden kesirli Fourier doniisiimii arasindaki iliski:
11 |ul®)] (w) = Falul(w)

(2.4) ile verilen u-mertebeden kesirli Fourier doniigiimii arasindaki iligki:
1z [u(t)) (w) = Quful (w)

2.3) ve (2.6) ile verilen kesirli Fourier siniis ve Fourier kosiniis doniigiimleri

arasindaki iligkiler:
151 ()| (w) = £ (w)
i1 [u()| (w) = f(w).

e £, doniistimil ile literatiirde yer alan diger doniisiimler arasinda asagidaki iligkiler

mevcuttur.

(2.7)) ile verilen Sumudu doniisiimii arasindaki iligki:
s, [u(t)] (s) = . [u(t)].
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(2.8) ile verilen N-doniigiimii arasindaki iligki:
e [u(ms)} (s) = N (u).
(2.9) ile verilen Elzaki doniisiimii arasindaki iligki:
2L u(t) (s) = E[u(t)].

(2.10) ile verilen Aboodh doniistimii arasindaki iliski:

571 [ut)|(s) = A[u(®)].
(2.11) ile verilen Kashuri-Fundo doniisiimii arasindaki iligki:
28, [u(t)} () = K[u(t)] (s).
(2.12) ile verilen Atangana-Kilicman doniisiimii arasindaki iligki:
I [tnu(t)] (s) = M, [u(t)](s).

(2.13)) ile verilen M-doniistimii arasindaki iligki:

&[G ) (9 = M [u)] 5.

(2.14) ile verilen c-integral Laplace doniistimii arasindaki iligki:
ST 8 [u(t)] (s) = La[u(t)] (s).
(2.19) ile verilen Kamal doniisimii arasindaki iligki:
28, [u(t)] (s) = K [u(t)].
(2.16)) ile verilen ZZ doniistimii arasindaki iliski:
5L [u(m} (s) = H {u(t)}.
ile verilen Mahgoub doniistimii arasindaki iligki:
L) [u(t)} (s) = Mu(t)].
(2.18) ile verilen G-doniisiimii arasindaki iligki:
ALV [u(t)} (s) = G(u).
(2.19) ile verilen Mohand doniisiimii arasindaki iligki:

28, [u(t)} (s) = Mu(t)].
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(2.20) ile verilen Sadik doniistimii arasindaki iligki:
sima-fg [u(t)] (s) = S[u(t)].
(2.21)) ile verilen HY doniisiimii arasindaki iligki:
2 [ut)|(s) = HY {u(®)}

(2.22) ile verilen Sawi doniisiimii arasindaki iliski:

(2.23) ile verilen Shedu doniigiimii arasindaki iligki:
()" afun] (5) bl
(2.29) ile verilen ARA doniigiimii arasindaki iligki:
€ [tn—lu(t)] (5) = Gu[u(®)] (s).
(2.26)) ile verilen Gupta doniistimii arasindaki iligki:
5738, [u(t)] (s) = R{u(t)}.
ile verilen Jafari doniisiimii arasindaki iligki:
pl(s)%: [u(®)] (a(s)) = T {u(t); 5}
(2.24) ile verilen Upadhyaya doniisiimii arasindaki iligki:
KLy [u(m} (s) = U {u(t); &, 5, \} .

Burada a;, b;, ¢;, d;, e;, f; kompleks sabitler ve j = 1,2, ..., 6 i¢in m;, r; pozitif tamsayilar

olmak iizere x, s ve A degerleri

mi ms3 ms
71 i 73 . 5 .
J J J
> a7 > Ci7 > €%
j=0 Jj=0 j=0
mz S = ma A= me
T2 . T4 . T6 .
J J J
> bz > djz > fi%
=0 =0 =0

o I, doniisiimil ile literatiirde yer alan diger doniistimler arasinda asagidaki iligkiler

KR =

bicimindedir.

mevcuttur.

(2.28) ile verilen modifiye Mellin doniigiimii arasindaki iligki:



(2.29) ile verilen genellestirilmis Mellin dontistimii arasindaki iligki:
o, [u(t)} (@) = Mo (u(t), 0) -

(2.30) ile verilen genellestirilmig Mellin doniisiimii arasindaki iligki:
1M [u(t)] () = My {u(t); a} .

Ilerleyen calismalarda, benzer tanimlamalarla ¢ift katli integral doniisiimleri icin
yeni genellestirmeler verilebilir, bu genellestirmelerin temel 6zellikleri incelenebilir ve bu
doniisiimler ¢esitli diferansiyel denklem iceren problemlerin ¢oziimlerini elde etmek i¢in

kullanilabilir.
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EKLER

EK-1

Sekil 6.1. ,§, Doniisiimii Yardimiyla Elde Edilen (4.39) ve (4.40) Coziimlerinin Farkli ¢(«)
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(b) L = 10 ve R = 20 i¢in yaklagik davraniglar
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(¢) L = 10 ve R = 30 icin yaklagik davraniglar

Degerlerine Kargilik Gelen Davranislar
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—— n = -1 (Sawi Donlisim)

=== n =1 (Laplace Donliglim)
= n =2 (HY Déniiglim) 1
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(a) £, [sin(t)] (s) doniigiimii

T T T T

126 —— n = -1 (Sawi Dénligiim)
[ —== n =1 (Laplace Déniisiim)
1.0F —— n =2 (HY Déniigiim) ]
i ———n=3

(b) £, {cos(t)} (s) doniigiimii

= n = -1 (Sawi Dénlislim)

=== n =1 (Laplace Donliglim) -
——— n =2 (HY Déniistim)
——n=3

040‘ - ‘0.5‘ - ‘1.0‘ - ‘1.5‘ - ‘2.0‘ - ‘245‘ - ‘340
(© £, [exp(t)} (s) doniisiimii

Sekil 6.2. Baz1 Elementer Fonksiyonlarin £,, Dontigsiimlerinin Farkli n Degerlerine Karsilik
Gelen Davraniglari
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(b) @.63) icin yaklagik davramglar

35— £=12
—_—c=14
—£=1.6
25— €=18

30

(c) [@.60) i¢in yaklagik davraniglar

Sekil 6.3. £, Doniisiimii Yardimiyla Elde Edilen (@.64), 4.63) ve (4.66) Coziimlerinin Farkli
¢ Degerlerine Karsilik Gelen Davraniglari

95



96



EK-2

Tablo 6.1. Genellestirilmis Fourier Doniisiimii Tablosu

ult) 8 [ut)] (w) = 7, (w) = plo) Z’; exp (iwt@t) u(t)dt  Kosullar
exp (—at?) p(a)/Eexp (*wjj(“)) a>0
exp (~alt]) p(e) () a>0
H (a 1) 2p(a) (2
e)i((i)t) af;(u;lq)m) a>0
o(t) p(a)
sin(at) ~pla)im (5 (~u"® — a) = 5 (~w9 +a) )
cos(at) pla)m (6 (—wi® — a) +6 (—wi® +a) )
¢ : constant 2p(a)erd (wil@)
(ux0) () £l )
(1) (—iw@) i, (w)

u'(1) (—iw@)* i, (w)

(1) (—iwt@)" i, (w) neN
(I5u) (¢) (—iw?@) ™" i, (w) 0<R(E) <1
(D3u) (1) (—iw?®)" iy (w) R(e) > 0
(D5u) (1) (—iwt@)* i, (w) R(z) > 0
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Tablo 6.2. Genellestirilmis Fourier Siniis Doniisiimii Tablosu

o0

u(t) Wq [”(t)] (w) = $ig(w) = p(a) [ sin (wq(o‘)t) u(t)dt Kosullar
0
exp (—at) p(a) (#ﬁ;(a)) a>0
texp (—at) p(a) <@22J‘:Z—Z;<DZ))2) a>0
t p(a)m exp(fa'uﬂ(a))

a>0

a?+t? 2

1—Cos(aw‘7(°‘))

H(a—1) p(a) (W) a>0
u'(t) —w §i, (w)

u”(t) —w1 3y (w) + w@p(a)u(0)

Tablo 6.3. Genellestirilmis Fourier Kosiniis Doniisiimii Tablosu

[e9]

u(t) ;&Wﬂmpﬁmm:m@#%wwﬂmm Kosullar

exp (—at) p(e) (W) @>0
a2 —w2a(e)

t exp (—at) p(a) <<a2+wzq<a))2) a>0
a)m exp( —awi(®)

ﬁ p(a) p2(a ) a>0

sin(awq(a))

H(a—1) m@(—mm—) a>0

u'(t) wi® 57, (w) — pla)u(0)
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Tablo 6.4. Genellestirilmis Laplace Doniisiimii Tablosu

u(t)

£, [u(t)] (8) = Uy(s) = "1 Zfoexp(—s”t)u(t)dt Kosullar

1
exp(at)
sin(at)
cos(at)
sinh(at)
cosh(at)

t
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i
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Tablo 6.5. Genellestirilmis Mellin Doniisiimii Tablosu

ut) M [u(n)] (@) = alg(a)) = pla) :fotq(o‘)‘lu(t)dt Kogullar
exp(—at) % R(g(a)) >0

O p(@)T(g(e))¢(g(@)) R(g(a)) > 1

e 2'74@p(a)T (g()) ¢ (g(@)) R(g(a)) > 1

YOS (1 —2"79)) p(a)T (g(a))¢ (g()) R(g(e)) > 1

I%t p(a)F(Q(?)()lF)(l—Q(a)) 0< Rig(a)) < 1

ﬁ p(a)F(q(%)(Ll;(n*q(a)) 0 < ?R(q(a)) <n

cos(kt) p—‘“,g((g)(“” cos (@) R(g(a)) >0

sin(kt) pedlla(@)) gin (q(a)w) R(g()) > 0

u — F(q(a)) u(g(a) — o

(v Ty = 1) R(g(a)) > 1

u” F(q(a)) u(q(a) — a

(v ey ilate) —2) R(g(a)) > 2
u™ (1) (— )”Frf((ij)zl)ﬂ(qw) —n) R(g(a)) >n

(1) — ey u(a(a) R(g(a)) >0

() )25 () R(g(a)) > 0
tmut (1) (— 1) HEe g (g(a)) R(g(a)) >0
(t4)" ul) (a(a))*i(g(a)

(t5)" ult) (=1)™(g(a))"u(gq(@))

Lou(t) (-1t fiffil) i(q(a) + n) R(g(a)) >0
(I5,u) (t) Fﬁl(i(:(lga) u(q(a) +¢) R(g(a) +¢) <1
(D5.u) (1 e i) - o Rig(a)) < 1
(D) (1) e - <) Rig(a)) < 1
u(t) * v(t) - q(a;)(ZSQ(a))

u(t) o u(?) *lat)ooto)
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