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2024



T.C.
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GENELLEŞTİRİLMİŞ İNTEGRAL
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Prof. Dr. Ayşegül ÇETİNKAYA (Jüri) ...................................................................

Prof. Dr. Ali AKBULUT (Jüri) ...................................................................

Prof. Dr. Sezer SORGUN (Jüri) ...................................................................
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Bu Tez Kırşehir Ahi Evran Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik

Anabilim Dalında hazırlanmış ve onaylanmıştır.
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Enstitü Müdürü

Not: Bu tezde kullanılan özgün ve başka kaynaktan yapılan bildirişlerin, tablo ve fotoğrafların kaynak
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Öğrenci

Enes ATA
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . VIII
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ÇETİNKAYA’ya ve yakın zamanda kendisini elim bir kaza sonucu kaybettiğimiz kıymetli
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Evran Üniversitesi Matematik Bölümü’nün tüm öğretim üyelerine ve öğretim elemanlarına;
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ÖZET

DOKTORA TEZİ

GENELLEŞTİRİLMİŞ İNTEGRAL DÖNÜŞÜMLERİ VE BAZI
KESİRLİ TÜREV İÇEREN PROBLEMLERE UYGULAMALARI

Enes ATA

KIRŞEHİR AHİ EVRAN ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

Danışman: Prof. Dr. İsmail Onur KIYMAZ
Yıl: 2024 Sayfa: 101

Jüri: Prof. Dr. İsmail Onur KIYMAZ
Prof. Dr. Ayşegül ÇETİNKAYA
Prof. Dr. Ali AKBULUT
Prof. Dr. Sezer SORGUN
Prof. Dr. Hacı Mehmet BAŞKONUŞ

Bu tez çalışmasında, çeşitli bilim dallarında önemli uygulama alanları olan, integral

dönüşümlerinin genelleştirilmiş formları incelenmiştir. İlk olarak, genelleştirilmiş Fourier,

Fourier sinüs, Fourier kosinüs, Laplace ve Mellin dönüşümleri ile bunların ters dönüşümleri

tanımlanmış, bu dönüşümlerin temel özellikleri incelenmiş ve elementer fonksiyonlara

uygulamaları örneklerle açıklanmıştır. Ardından, genelleştirilmiş integral dönüşümleri

kullanılarak çeşitli adi, kısmi ve kesirli diferansiyel denklemlerin çözümleri elde edilmiştir.

Son olarak, genelleştirilmiş integral dönüşümlerinin tabloları verilmiş ve bu dönüşümlerin

farklı parametreler altında nasıl davrandığını görselleştirmek amacıyla, bazı grafikler

sunulmuştur.

Anahtar Kelimeler: Fourier Dönüşümü, Fourier Sinüs Dönüşümü, Fourier Kosinüs

Dönüşümü, Laplace Dönüşümü, Mellin Dönüşümü, Adi Diferansiyel Denklemler, Kısmi

Diferansiyel Denklemler, Kesirli Diferansiyel Denklemler.
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ABSTRACT

PhD THESIS

GENERALIZED INTEGRAL TRANSFORMS AND APPLICATIONS
TO SOME PROBLEMS INVOLVING FRACTIONAL DERIVATIVES
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In this thesis, generalized forms of integral transforms, which have important

application areas in various branches of science, are investigated. Firstly, generalized

Fourier, Fourier sine, Fourier cosine, Laplace and Mellin transforms and their inverse

transforms are defined, their basic properties are examined and their applications to

elementary functions are illustrated with examples. Then, solutions of various ordinary,

partial and fractional differential equations are obtained using generalized integral transforms.

Finally, tables of generalized integral transforms are given and some graphs are presented to

visualise how these transforms behave under different parameters.

Keywords: Fourier Transform, Fourier Sine Transform, Fourier Cosine Transform,

Laplace Transform, Mellin Transform, Ordinary Differential Equations, Partial Differential
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Sayfa No
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1. GİRİŞ

İntegral dönüşümleri, çeşitli bilim dallarında ortaya çıkan diferansiyel ve integral

denklemleri çözmek ve incelemek için kullanılan çok güçlü araçlardır. Bu dönüşümler,

genellikle ele alınan belirli bir problemin basitleştirilmesiyle sonuçlanacak, iki değişkenli

bir ağırlık fonksiyonu ile verilen fonksiyonun integrasyonundan ibarettir. Bu dönüşümler,

diferansiyel ve integral denklemleri çözerken sıklıkla kullanılır ve hangi dönüşümlerin

kullanılacağı, ele alınan problemlerin tiplerine bağlıdır. Hareket, elektrik, difüzyon,

Bagley-Torvik, harmonik titreşim gibi bir çok problem bu dönüşümler yardımıyla çözülebilir.

u fonksiyonu [a, b] aralığında tanımlanmış bir fonksiyon ve aşağıdaki integral mevcut

olmak üzere, bir boyutlu uzayda bir integral dönüşümünün en genel şekli

I
[
u(x)

]
(y) =

b∫
a

K(x, y)u(x)dx

biçimindedir [18]. Burada K(x, y) integral dönüşümünün çekirdeği olarak adlandırılır.

Yukarıdaki integral dönüşümü, a, b sınır değerlerinin ve K(x, y) çekirdek fonksiyonunun

özel seçimlerine göre Fourier, Fourier sinüs, Fourier kosinüs, Laplace, Mellin, Hankel,

Hilbert ve Stieltjes dönüşümleri gibi çeşitli isimler alır. Örneğin;

1. Sınır değerlerini a = −∞, b = ∞ ve çekirdek fonksiyonunu da K(x, y) = exp(−ixy)√
2π

olarak seçersek Fourier dönüşümü,

F
[
u(x)

]
(y) =

1√
2π

∞∫
−∞

exp(−ixy)u(x)dx, (y ∈ R),

2. Sınır değerlerini a = 0, b = ∞ ve çekirdek fonksiyonunu da K(x, y) =
√

2
π

sin(xy)

olarak seçersek Fourier sinüs dönüşümü,

Fs

[
u(x)

]
(y) =

√
2

π

∞∫
0

sin(xy)u(x)dx, (y ∈ R+),

3. Sınır değerlerini a = 0, b = ∞ ve çekirdek fonksiyonunu da K(x, y) =
√

2
π

cos(xy)

olarak seçersek Fourier kosinüs dönüşümü,

Fc

[
u(x)

]
(y) =

√
2

π

∞∫
0

cos(xy)u(x)dx, (y ∈ R+),

4. Sınır değerlerini a = 0, b = ∞ ve çekirdek fonksiyonunu da K(x, y) = exp(−xy)
olarak seçersek Laplace dönüşümü,

L
[
u(x)

]
(y) =

∞∫
0

exp(−xy)u(x)dx, (y ∈ C),

1



5. Sınır değerlerini a = 0, b = ∞ ve çekirdek fonksiyonunu da K(x, y) = xy−1 olarak
seçersek Mellin dönüşümü,

M
[
u(x)

]
(y) =

∞∫
0

xy−1u(x)dx, (y ∈ C),

6. Sınır değerlerini a = 0, b = ∞ ve çekirdek fonksiyonunu da K(x, y) = xJn(xy)
olarak seçersek Hankel dönüşümü,

Hn

[
u(x)

]
(y) =

∞∫
0

xJn(xy)u(x)dx, (y ∈ R+),

7. Sınır değerlerini a = −∞, b = ∞ ve çekirdek fonksiyonunu da K(x, y) = 1
π(x−y)

olarak seçersek Hilbert dönüşümü,

H
[
u(x)

]
(y) =

1

π

∞∫
−∞

u(x)

x− y
dx, (y ∈ R),

8. Sınır değerlerini a = 0, b = ∞ ve çekirdek fonksiyonunu da K(x, y) = 1
x+y

olarak
seçersek Stieltjes dönüşümü,

S
[
u(x)

]
(y) =

∞∫
0

u(x)

x+ y
dx, (y ∈ C),

elde edilir.

Yukarıda bahsi geçen integral dönüşümlerinin tümü

I
[
λ1u(x) + λ2v(x)

]
(y) = λ1I

[
u(x)

]
(y) + λ2I

[
v(x)

]
(y)

lineerlik özelliğini sağlar.

Tez çalışmasının ilerleyen bölümlerinde tanımı, özellikleri, örnekleri ve uygulamaları

verilecek olan integral dönüşümleri çok geniş uygulama alanlarına sahiptir. Örneğin Fourier,

Laplace ve Mellin dönüşümleri gerek adi ve kısmi türevli denklemlerde, gerekse kesirli

türevli denklemlerde başlangıç ve sınır değer problemlerinin çözümünde büyük kolaylıklar

sağlamaktadır. Literatür incelendiğinde integral dönüşümleri hakkında çok sayıda kaynağa

ulaşılabilmektedir (bkz. Bölüm 2.).

Kesirli Analizin kökeni 1695 yılında ünlü Fransız matematikçi L’Hospital’ın ünlü

Alman matematikçi Leibniz’e yazdığı mektuptaki “Tamsayılı mertebeden türevler, kesirli

mertebeden türevlere genişletilebilir mi?” sorusuna dayanır. Bu soru için Leibniz’in

L’Hospital’a cevabı “Bu durum şu an için bir paradokstan ibarettir ancak bir gün faydalı

sonuçlar elde edilecektir.” biçiminde olmuştur [18, 35, 50].

Keyfi mertebeli bir türevden ilk kez 1819 yılında ünlü Fransız matematikçi Lacroix

bahsetmiştir [39].
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n ∈ Z+ için u(t) = tn fonksiyonunun m. mertebeden türevi

dmu

dtm
=

n!

(n−m)!
tn−m

eşitliği ile verilebilir. Lacroix, Legendre’nin genelleştirilmiş faktöriyeli olarak bilinen gama

fonksiyonunu göz önünde bulundurmuş ve m = 1
2
, n = λ ∈ R+ için

d
1
2u

dt
1
2

=
Γ(λ+ 1)

Γ
(
λ+ 1

2

)tλ− 1
2

bağıntısını elde etmiştir. Bu bağıntıda özel olarak λ = 1 seçilir ve gama fonksiyonunun

Γ

(
3

2

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
ve Γ (2) = 1

eşitliklerinden faydalanılırsa

d
1
2u

dt
1
2

=
2
√
t√
π

eşitliği bulunur.

Kesirli Analiz geçmişten günümüze kadar Leibniz, Laplace, Fourier, Liouville,

Riemann, Grünwald, Letnikov, Hadamard, Erdelyi ve Kober gibi bir çok ünlü bilim

insanı tarafından geliştirilmiş ve çeşitli kesirli integral ve türev operatörleri tanımlanmıştır

[18, 35, 50, 56].

Bu doktara tezinin amacı, farklı genelleştirilmiş integral dönüşümleri tanımlamak ve

bu dönüşümler aracılığıyla bazı adi, kısmi ve kesirli diferansiyel denklemlerin çözümlerine

ulaşmaktır.

Tez altı ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriştir. İkinci bölümde literatürde

yer alan çeşitli genelleştirilmiş Fourier, Laplace ve Mellin dönüşümleri verilmiştir. Üçüncü

bölüm tez boyunca ihtiyaç duyulacak temel bilgileri içermektedir. Dördüncü bölümde

Fourier, Laplace ve Mellin dönüşümlerinin genelleştirilmeleri tanımlanmış ve onların bazı

özellikleri, açıklayıcı örnekleri, kesirli operatörlere uygulamaları verilmiştir. Ayrıca çeşitli

adi, kısmi ve kesirli diferansiyel denklemlerin çözümleri de bu dönüşümler aracılığıyla

elde edilmiştir. Beşinci bölümde, tanımlanan integral dönüşümlerinin literatürde yer alan

diğer genelleştirilmiş integral dönüşümleri ile olan ilişkileri belirtilmiştir. Son olarak altıncı

bölümde, tezde kullanılan kaynaklar sunulmuştur. Ek olarak, tanımlanan genelleştirilmiş

integral dönüşümlerinin tabloları (bkz. Tablo 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5) ve bu dönüşümlerin

farklı parametreler altında nasıl davrandığını görselleştirmek amacıyla, bazı grafikleri (bkz.

Şekil 6.1, 6.2, 6.3) Ekler bölümünde sunulmuştur.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Bu bölümde, literatürde yer alan, Fourier, Laplace ve Mellin integral dönüşümleri

üzerine yapılan bazı çalışmalar kronolojik sıra ile sunulmuştur.

2.1. Fourier Dönüşümü Üzerine Yapılan Çalışmalar

2008 yılında Luchko ve ark. [41] tarafından α-mertebeden kesirli Fourier dönüşümü

(Fαu) (w) =

∞∫
−∞

expα (w, t)u(t)dt (2.1)

(u ∈ φ(R), w ∈ R, 0 < α ≤ 1)

şeklinde tanımlanmıştır. Burada expα (w, t) fonksiyonu

expα (w, t) =


exp

(
−i|w| 1α t

)
, w ≤ 0

exp
(
i|w| 1α t

)
, w ≥ 0

biçimindedir ve φ(R) Lizorkin uzaydır (bkz. Bölüm 3.).

2008 yılında Jumarie [29] tarafından α-mertebeden kesirli Fourier dönüşümü

Fα {u(t)} =

∞∫
−∞

Eα (iwαtα)u(t)(dt)α, (0 < α < 1) (2.2)

olarak verilmiştir. Burada kullanılan (dt)α ifadesi kesirli integrali temsil eder ve
v∫

0

u(t)(dt)α = α

v∫
0

(v − t)α−1u(t)dt, (0 < α < 1)

şeklindedir. Ayrıca Eα(·) bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur (bkz. Bölüm 3.).

2011 yılında Romero ve ark. [52] tarafından α-mertebeden kesirli Fourier dönüşümü

Fα[u](w) =

∞∫
−∞

exp
(
iw

1
α t
)
u(t)dt (2.3)

(u ∈ φ(R), w ∈ R, 0 < α ≤ 1)

biçiminde tanımlanmıştır.
2020 yılında Kumar [38] tarafından µ-mertebeden kesirli Fourier dönüşümü

Ωµ[u](w) =

∞∫
−∞

exp
(
iw

ρ
µ t
)
u(t)dt (2.4)

(
u ∈ φ(R), µ, ρ ∈ R+, w > 0, µ ≤ ρ

)
şeklinde tanımlanmıştır.
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2020 yılında Mahor ve ark. [43] tarafından kesirli Fourier sinüs ve kosinüs dönüşümleri

f̂αs (w) =

∞∫
0

sinα(wt)αu(t)(dt)α, (w > 0, 0 < α ≤ 1) , (2.5)

f̂αc (w) =

∞∫
0

cosα(wt)αu(t)(dt)α, (w > 0, 0 < α ≤ 1) (2.6)

olarak verilmiştir. Burada kullanılan sinα(wt)α ve cosα(wt)α trigonometrik fonksiyonları

sinα(wt)α =
∞∑
n=1

(−1)n
(wt)(2n+1)α

(2nα + α)!
,

cosα(wt)α =
∞∑
n=1

(−1)n
(wt)2nα

(2nα)!

serisel gösterimlerine sahiptir.

2.2. Laplace Dönüşümü Üzerine Yapılan Çalışmalar

1993 yılında Watugala [68] tarafından Sumudu dönüşümü

S
[
u(t)

]
=

1

s

∞∫
0

exp

(
− t
s

)
u(t)dt (2.7)

(
s ∈ (−k1, k2), k1, k2 > 0

)
biçiminde tanımlanmıştır.

2008 yılında Khan ve Khan [34] tarafından N -dönüşümü

N (u) =

∞∫
0

exp(−st)u(λt)dt (2.8)

şeklinde ifade edilmiştir. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve s > γ, λ > γ

biçimindedir.

2011 yılında Elzaki [21] tarafından Elzaki dönüşümü

E
[
u(t)

]
= s

∞∫
0

exp

(
− t
s

)
u(t)dt (2.9)

(t ≥ 0, k1 ≤ s ≤ k2, k1, k2 > 0)

olarak verilmiştir.
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2013 yılında Aboodh [2] tarafından Aboodh dönüşümü

A
[
u(t)

]
=

1

s

∞∫
0

exp(−st)u(t)dt (2.10)

(t ≥ 0, k1 ≤ s ≤ k2, k1, k2 > 0)

şeklinde tanımlanmıştır.

2013 yılında Kashuri ve Fundo [31] tarafından Kashuri-Fundo dönüşümü

K
[
u(t)

]
(s) =

1

s

∞∫
0

exp

(
− t

s2

)
u(t)dt (2.11)

(t ≥ 0,−k1 < s < k2, k1, k2 > 0)

biçiminde ifade edilmiştir.

2013 yılında Atangana ve Kılıçman [12] tarafından Atangana-Kilicman dönüşümü

Mn

[
u(t)

]
(s) =

∞∫
0

exp(−st)tnu(t)dt (2.12)

olarak verilmiştir. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve s > γ biçimindedir.

2015 yılında Srivastava ve ark. [59] tarafından M-dönüşümü

Mρ,m

[
u(t)

]
(s, λ) =

∞∫
0

exp(−st)u(λt)

(tm + λm)ρ
dt (2.13)

(
ρ, s ∈ C, <(ρ) = 0, m ∈ Z+, λ ∈ R+

)
şeklinde tanımlanmıştır.

2016 yılında Medina ve ark. [45] tarafından α-integral Laplace dönüşümü

Lα
[
u(t)

]
(s) =

∞∫
0

exp
(
−s

1
α t
)
u(t)dt, (α > 0, s ∈ R) (2.14)

biçiminde ifade edilmiştir. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve s > γα şeklindedir.

2016 yılında Kamal ve Sedeeg [30] tarafından Kamal dönüşümü

K
[
u(t)

]
=

∞∫
0

exp

(
− t
s

)
u(t)dt (2.15)

(t ≥ 0, k1 ≤ s ≤ k2, k1, k2 > 0)

olarak verilmiştir. Bu integral dönüşümü literatürde Yang dönüşümü olarak da bilinir [62].
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2016 yılında Zafar [65] tarafından ZZ dönüşümü

H {u(t)} = s

∞∫
0

exp(−st)u(λt)dt (2.16)

şeklinde tanımlanmıştır. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve s > γ, λ > γ

biçimindedir.

2016 yılında Mahgoub [42] tarafından Mahgoub dönüşümü

M
[
u(t)

]
= s

∞∫
0

exp(−st)u(t)dt (2.17)

(t ≥ 0, k1 ≤ s ≤ k2, k1, k2 > 0)

biçiminde ifade edilmiştir. Bu integral dönüşümü literatürde Laplace-Carson dönüşümü

olarak da bilinir [3].

2017 yılında Kim [36] tarafından G-dönüşümü

G
(
u
)

= sβ
∞∫

0

exp

(
− t
s

)
u(t)dt, (β ∈ Z) (2.18)

şeklinde verilmiştir. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve s < 1
γ

biçimindedir.

2017 yılında Mohand ve Mahgoub [46] tarafından Mohand dönüşümü

M
[
u(t)

]
= s2

∞∫
0

exp(−st)u(t)dt (2.19)

(t ≥ 0, k1 ≤ s ≤ k2, k1, k2 > 0)

olarak tanımlanmıştır.

2018 yılında Shaikh [54] tarafından Sadik dönüşümü

S
[
u(t)

]
=

1

sβ

∞∫
0

exp (−sαt)u(t)dt (2.20)

(s ∈ C, α ∈ R− {0} , β ∈ R)

biçiminde verilmiştir. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve sα > γ şeklindedir.

2019 yılında Ahmadi ve ark. [5] tarafından HY dönüşümü

HY {u(t)} = s

∞∫
0

exp
(
−s2t

)
u(t)dt (2.21)

olarak verilmiştir. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve s >
√
γ biçimindedir. Bu

integral dönüşümü literatürde AF dönüşümü olarak da bilinir [4].
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2019 yılında Mohand ve Mahgoub [47] tarafından Sawi dönüşümü

S
[
u(t)

]
=

1

s2

∞∫
0

exp

(
− t
s

)
u(t)dt (2.22)

(t ≥ 0, k1 ≤ s ≤ k2, k1, k2 > 0)

biçiminde tanımlanmıştır.
2019 yılında Maitama ve Zhao [44] tarafından Shedu dönüşümü

S
[
u(t)

]
=

∞∫
0

exp

(
−st
λ

)
u(t)dt, (s > 0, λ > 0) (2.23)

şeklinde ifade edilmiştir.
2019 yılında Upadhyaya [61] tarafından Upadhyaya dönüşümü

U {u(t);κ, s, λ} = κ

∞∫
0

exp (−st)u(λt)dt (2.24)

olarak verilmiştir. Burada aj, bj, cj, dj, ej, fj kompleks sabitler ve j = 1, 2, . . . , 6 için mj, rj
pozitif tamsayılar olmak üzere κ, s ve λ değerleri

κ =

(
r1∑
j=0

ajz
j
1

)m1

(
r2∑
j=0

bjz
j
2

)m2
, s =

(
r3∑
j=0

cjz
j
3

)m3

(
r4∑
j=0

djz
j
4

)m4
, λ =

(
r5∑
j=0

ejz
j
5

)m5

(
r6∑
j=0

fjz
j
6

)m6

biçimindedir.
2020 yılında Saadeh ve ark. [53] tarafından ARA dönüşümü

Gn
[
u(t)

]
(s) = s

∞∫
0

exp(−st)tn−1u(t)dt (2.25)

şeklinde tanımlanmıştır. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve s > γ biçimindedir.
2020 yılında Gupta ve ark. [27] tarafından Gupta dönüşümü

Ṙ {u(t)} =
1

s3

∞∫
0

exp(−st)u(t)dt (2.26)

biçiminde verilmiştir. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve s > γ şeklindedir.
2021 yılında Jafari [28] tarafından genel integral dönüşümü

T {u(t); s} = p(s)

∞∫
0

exp
(
− q(s)t

)
u(t)dt (2.27)(

p(s) 6= 0, q(s) ∈ R+
)

olarak verilmiştir. Burada u fonksiyonu γ-üstel mertebeden ve q(s) > γ biçimindedir.
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2.3. Mellin Dönüşümü Üzerine Yapılan Çalışmalar

2007 yılında Yang ve ark. [63] tarafından modifiye Mellin dönüşümü

Mm
u (α) = α

∞∫
0

tα−1u(t)dt (2.28)

şeklinde tanımlanmıştır.

2012 yılında González-Gaxiola ve Santiago [25] tarafından genelleştirilmiş Mellin

dönüşümü

Mα (u(t), sα) =

∞∫
0

tsα−1u(t)dt (2.29)(
sα = a+ iw

1
α , 0 < α ≤ 1

)
biçiminde verilmiştir.

2019 yılında Erdoğan ve ark. [23] tarafından genelleştirilmiş Mellin dönüşümü

Mn {u(t);α} =

∞∫
0

tnα−1u(t)dt (2.30)

olarak tanımlanmıştır.

Uyarı 2.1. Bu bölümde listelenen yayınlar, bahsi geçen integral dönüşümlerinin temel

çekirdekleri üzerinden elde edilen benzer genelleştirmeleri içeren, bugüne kadar yapılmış

popüler çalışmalardan bazılarıdır. Bunlar dışında, literatürde farklı türden genelleştirilmiş

integral dönüşümleri çalışmalarının olduğunu da belirtmek gerekir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, tez boyunca ihtiyaç duyulan temel tanımlar verilmiştir.

Tanım 3.1. (Gama Fonksiyonu) Gama fonksiyonu <(x) > 0 için

Γ(x) =

∞∫
0

tx−1 exp (−t) dt

genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanan özel fonksiyondur [10, 58].

Tanım 3.2. (Beta Fonksiyonu) Beta fonksiyonu <(x) > 0 ve <(y) > 0 için

B(x, y) =

1∫
0

tx−1(1− t)y−1dt

genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanan özel fonksiyondur [10, 58].

Tanım 3.3. (Riemann Zeta Fonksiyonu) Riemann zeta fonksiyonu <(x) > 1 için

ζ(x) =
∞∑
n=1

1

nx

biçiminde tanımlanır [10].

Tanım 3.4. (Mittag-Leffler Fonksiyonları) Bir ve iki parametreye sahip Mittag-Leffler
fonksiyonları z, α, β ∈ C ve <(α) > 0 için sırasıyla

Eα(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ 1)
,

Eα,β(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)

şeklinde tanımlanır [26].

Tanım 3.5. (Lp Uzayı) Ω = [a, b] ve −∞ ≤ a < b ≤ ∞ olmak üzere Lp uzayı

Lp =

||u||Lp(Ω) =

∫
Ω

|u(t)|pdt

 1
p

<∞, 1 ≤ p <∞


biçiminde tanımlanan fonksiyon uzayıdır [56].

Tanım 3.6. (ACm Uzayı) m ∈ N için [a, b] üzerinde (m− 1). mertebesine kadar sürekli
türevleri olan karmaşık değerli fonksiyonların

ACm[a, b] =
{
u : [a, b]→ C, u(m−1)(t) ∈ AC[a, b]

}
olarak tanımlanan uzayıdır [35]. Burada AC[a, b] ifadesi [a, b] aralığında mutlak sürekli
fonksiyonlar uzayını temsil eder.
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Tanım 3.7. (Schwartz Uzayı) R üzerinde sürekli türevlenebilen u fonksiyonu ve onun tüm

türevlerinin aşağıdaki özelliği sağladığı uzaydır [60]

S(R) =

{
u ∈ C∞ : sup

t∈R

∣∣∣tmu(n)(t)
∣∣∣ <∞, ∀m,n ∈ N0

}
.

Tanım 3.8. (Lizorkin Uzayı) V (R) uzayı

V (R) =
{
v ∈ S(R) : v(n)(0) = 0, n ∈ N0

}
şeklindeki fonksiyonların kümesi olsun. Lizorkin uzayı

φ(R) =
{
u ∈ S(R) : F

[
u
]
∈ V (R)

}
biçiminde tanımlanır [56].

Tanım 3.9. (Fourier ve Ters Fourier Dönüşümleri) u ∈ S(R) olmak üzere Fourier ve ters

Fourier dönüşümleri sırasıyla

F
[
u(t)

]
(w) = û(w) =

∞∫
−∞

exp(iwt)u(t)dt, (w ∈ R),

F−1
[
û(w)

]
(t) =

1

2π

∞∫
−∞

exp(−iwt)û(w)dw, (t ∈ R)

şeklindedir [35].

Tanım 3.10. (Fourier Konvolüsyonu) u ve v fonksiyonlarının konvolüsyonu

(u ∗ v)(t) =

∞∫
−∞

u(t− τ)v(τ)dτ, (t ∈ R)

biçimindedir [15].

Tanım 3.11. (Laplace ve Ters Laplace Dönüşümleri) Reel değişkenli bir t ∈ R+ için u

fonksiyonunun Laplace ve ters Laplace dönüşümleri sırasıyla

L
[
u(t)

]
(s) = û(s) =

∞∫
0

exp(−st)u(t)dt, (s ∈ C) ,

L−1
[
û(s)

]
(t) =

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

exp(st)û(s)ds, (γ = <(s) > α)

olarak tanımlanır [35].
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Tanım 3.12. (Laplace Konvolüsyonu) u ve v fonksiyonlarının konvolüsyonu

(u ∗ v)(t) =

t∫
0

u(t− τ)v(τ)dτ, (t ∈ R+)

bağıntısı ile verilir [35].

Tanım 3.13. (Mellin ve Ters Mellin Dönüşümleri) Reel değişkenli bir t ∈ R+ için u

fonksiyonunun Mellin ve ters Mellin dönüşümleri sırasıyla

M
[
u(t)

]
(α) = ũ(α) =

∞∫
0

tα−1u(t)dt, (α ∈ C) ,

M−1
[
ũ(α)

]
(t) =

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

t−αũ(α)dα, (γ = <(s))

olarak tanımlanır [35].

Tanım 3.14. (Mellin Konvolüsyonları) u ve v fonksiyonlarının konvolüsyonları

(u ∗ v)(t) =

∞∫
0

u(τ)v

(
t

τ

)
dτ

τ
, (t ∈ R+),

(u ◦ v)(t) =

∞∫
0

u(tτ)v(τ)dτ, (t ∈ R+)

bağıntıları ile verilir [18].

Tanım 3.15. (Dirac Delta Fonksiyonu) Dirac delta fonksiyonu

δ(t) =

{
0, t 6= 0

∞, t = 0

biçimindedir [18]. n ∈ N için Dirac delta fonksiyon dizisi ise

δn(t) =

√
n

π
exp(−nt2) (3.1)

şeklindedir. Burada t 6= 0 için n → ∞ iken δn(t) → 0 ve n → ∞ iken δn(0) → ∞ olur.
(3.1) eşitliğinin her iki yanının n→∞ iken limiti alınırsa

δ(t) = lim
n→∞

√
n

π
exp(−nt2) (3.2)

elde edilir. Ayrıca
∞∫

−∞

u(t)δ(t)dt = u(0) (3.3)

eşitliği sağlanır [18].
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Tanım 3.16. (Reel Eksen Üzerinde Sol R-L Kesirli İntegrali) u ∈ L1(R) olmak üzere u

fonksiyonunun ε. mertebeden sol R-L kesirli integrali

(
Iε+u
)

(t) =
1

Γ(ε)

t∫
−∞

(t− τ)ε−1u(τ)dτ, (t ∈ R, <(ε) > 0)

biçiminde tanımlanır [35].

Tanım 3.17. (Reel Eksen Üzerinde Sol R-L Kesirli Türevi) u ∈ L1(R) olmak üzere u

fonksiyonunun ε. mertebeden sol R-L kesirli türevi

(
Dε

+u
)

(t) =
1

Γ(m− ε)
dm

dtm

t∫
−∞

(t− τ)m−ε−1u(τ)dτ, (t ∈ R, <(ε) > 0)

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

şeklinde tanımlanır [35].

Tanım 3.18. (Reel Eksen Üzerinde Sol Caputo Kesirli Türevi) u∈ACm(R) olmak üzere

u fonksiyonunun ε. mertebeden sol Caputo kesirli türevi

(
cDε

+u
)

(t) =
1

Γ(m− ε)

t∫
−∞

(t− τ)m−ε−1u(m)(τ)dτ, (t ∈ R, <(ε) > 0)

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

olarak tanımlanır [35].

Tanım 3.19. (Pozitif Reel Eksen Üzerinde Sol R-L Kesirli İntegrali) u ∈ L1(R+) olmak

üzere u fonksiyonunun ε. mertebeden sol R-L kesirli integrali

(
Iε0+u

)
(t) =

1

Γ(ε)

t∫
0

(t− τ)ε−1u(τ)dτ, (t > 0, <(ε) > 0)

biçiminde tanımlanır [35].

Tanım 3.20. (Pozitif Reel Eksen Üzerinde Sol R-L Kesirli Türevi) u ∈ L1(R+) olmak

üzere u fonksiyonunun ε. mertebeden sol R-L kesirli türevi

(
Dε

0+u
)

(t) =
1

Γ(m− ε)
dm

dtm

t∫
0

(t− τ)m−ε−1u(τ)dτ, (t > 0, <(ε) > 0)

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

şeklinde tanımlanır [35].
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Tanım 3.21. (Pozitif Reel Eksen Üzerinde Sol Caputo Kesirli Türevi) u∈ACm(R+) için

u fonksiyonunun ε. mertebeden sol Caputo kesirli türevi

(
cDε

0+u
)

(t) =
1

Γ(m− ε)

t∫
0

(t− τ)m−ε−1u(m)(τ)dτ, (t > 0, <(ε) > 0)

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

olarak tanımlanır [35].

15



16



4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölümde, yeni genelleştirilmiş Fourier, Laplace ve Mellin dönüşümleri tanıtılacak,

temel özellikleri verilecek, açıklayıcı bazı örnekleri sunulacak ve kesirli operatörlere

uygulamalarına değinilecektir. Ayrıca, çeşitli adi, kısmi ve kesirli diferansiyel denklemlerin

çözümleri yeni tanımlanan bu integral dönüşümleri yardımıyla elde edilecektir.

4.1. Genelleştirilmiş Fourier Dönüşümleri

Bir u(t) fonksiyonu (−a, a) aralığında Dirichlet koşullarını gerçeklesin ve
∞∫
−∞
|u(t)|dt

integrali yakınsak, yani R üzerinde u(t) fonksiyonu mutlak integrallenebilir olsun. Bu

bilgiler doğrultusunda kompleks Fourier serisi ve katsayısı sırasıyla

u(t) =
∞∑

n=−∞

an exp

(
−inπt

a

)
,

an =
1

2a

a∫
−a

exp

(
inπξ

a

)
u(ξ)dξ

şeklindedir [9]. Buradan an katsayısı Fourier serisinde yerine yazılırsa

u(t) =
1

2a

∞∑
n=−∞

 a∫
−a

exp

(
inπξ

a

)
u(ξ)dξ

 exp

(
−inπt

a

)
(4.1)

elde edilir. (4.1) eşitliğinin sağ yanı π ile çarpılıp bölünürse

u(t) =
1

2π

∞∑
n=−∞

π

a

 a∫
−a

exp

(
inπξ

a

)
u(ξ)dξ

 exp

(
−inπt

a

)
(4.2)

bulunur. Ardından
wn =

nπ

a
ve ∆ (wn) = wn+1 − wn =

π

a

eşitlikleri (4.2) eşitliğinde yerlerine yazılırsa

u(t) =
1

2π

∞∑
n=−∞

∆ (wn)

 a∫
−a

exp
(
iwnξ

)
u(ξ)dξ

 exp
(
− iwnt

)
elde edilir. Burada a → ∞ iken limit alınırsa, wn değerleri birbirine yaklaşır ve yoğun bir

küme oluşturur. Böylece wn değerleri sürekli w değerine, ∆ (wn) değerleri dw değerine ve

toplam serisi integrale dönüşür. Yani,

u(t) =
1

2π

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

exp (iwξ)u(ξ)dξ

 exp (−iwt) dw (4.3)

bulunur.
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p : R→ R−{0}, q : R→ R+ olmak üzere (4.3) eşitliğinin sağ yanı p(α) ile çarpılıp

bölünür ve w yerine wq(α) yazılırsa

u(t) =
p(α)

p(α)

1

2π

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)ξ

)
u(ξ)dξ

 exp
(
−iwq(α)t

)
q(α)wq(α)−1dw

=
q(α)

p(α)

1

2π

∞∫
−∞

p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)ξ

)
u(ξ)dξ

︸ ︷︷ ︸
pFq

[
u(t)

]
(w)=pûq(w)

exp
(
−iwq(α)t

)
wq(α)−1dw

=
q(α)

p(α)

1

2π

∞∫
−∞

exp
(
−iwq(α)t

)
pFq

[
u(t)

]
(w)wq(α)−1dw

=
q(α)

p(α)

1

2π

∞∫
−∞

exp
(
−iwq(α)t

)
pûq(w)wq(α)−1dw

sonucuna ulaşılır ki bu aşağıdaki 4.1. Tanımı verir.

Tanım 4.1. u ∈ φ(R), p : R → R − {0}, q : R → R+ ve w, t ∈ R olmak üzere

genelleştirilmiş Fourier ve ters Fourier dönüşümleri sırasıyla

pFq

[
u(t)

]
(w) = pûq(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u(t)dt,

pF
−1
q

[
pûq(w)

]
(t) =

q(α)

p(α)

1

2π

∞∫
−∞

exp
(
−iwq(α)t

)
pûq(w)wq(α)−1dw

şeklinde tanımlanır. Burada exp
(
iwq(α)t

)
üstel fonksiyonu

exp
(
iwq(α)t

)
:=

{
exp

(
−i|w|q(α)t

)
, w ≤ 0

exp
(
i|w|q(α)t

)
, w ≥ 0

biçimindedir.

Uyarı 4.2. Yukarıdaki tanımda p(α)=q(α)=1 olarak alınırsa klasik Fourier ve ters Fourier

dönüşümleri elde edilir.

Teorem 4.3. Bir u(t) fonksiyonu Dirichlet koşullarına sahip, mutlak integrallenebilir ve

Lizorkin uzayına ait bir fonksiyon olsun. O zaman p : R → R − {0}, q : R → R+ ve

w, t ∈ R için u(t) fonksiyonunun genelleştirilmiş Fourier dönüşümü mevcuttur.
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İspat. Dirichlet koşullarına sahip bir u(t) fonksiyonu için mutlak integrallenebilirlik ve

Lizorkin uzay göz önünde bulundurularak, genelleştirilmiş Fourier dönüşümün tanımından∣∣∣pFq[u(t)
]
(w)
∣∣∣ =

∣∣∣p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u(t)dt

∣∣∣ ≤ ∣∣∣p(α)
∣∣∣ ∞∫
−∞

∣∣∣u(t)
∣∣∣dt <∞

sonucuna ulaşılır.
Genelleştirilmiş Fourier integral formülü

u(x) =
q(α)

p(α)

p(α)

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)(t− x)

)
u(t)wq(α)−1dtdw

şeklindedir. Burada Euler formülü kullanılırsa

u(x) =
q(α)

p(α)

p(α)

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
cos
(
wq(α)(t− x)

)
+ i sin

(
wq(α)(t− x)

))
u(t)wq(α)−1dtdw

elde edilir. w parametresine bağlı olarak simetrik aralıkta trigonometrik fonksiyonların tek
ve çift olma durumları dikkate alınırsa

u(x) =
q(α)

p(α)

p(α)

π

∞∫
0

∞∫
−∞

cos
(
wq(α)(t− x)

)
u(t)wq(α)−1dtdw

bulunur. Buradan

u(x) =
q(α)

p(α)

p(α)

π

∞∫
0

∞∫
−∞

(
cos
(
wq(α)t

)
cos
(
wq(α)x

)
+ sin

(
wq(α)t

)
sin
(
wq(α)x

))
× u(t)wq(α)−1dtdw

=
q(α)

p(α)

p(α)

π

∞∫
0

(
cos
(
wq(α)x

) ∞∫
−∞

cos
(
wq(α)t

)
u(t)dt

+ sin
(
wq(α)x

) ∞∫
−∞

sin
(
wq(α)t

)
u(t)dt

)
wq(α)−1dw (4.4)

elde edilir. Eğer (4.4) eşitliğinde u(t) çift fonksiyon ise

u(x) =
q(α)

p(α)

2

π

∞∫
0

cos
(
wq(α)x

)
p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u(t)dt

︸ ︷︷ ︸
p
cFq

[
u(t)

]
(w) = p

cûq(w)

wq(α)−1dw

=
q(α)

p(α)

2

π

∞∫
0

cos
(
wq(α)x

)
p
cFq

[
u(t)

]
(w)wq(α)−1dw

sonucuna ulaşılır.
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Eğer (4.4) eşitliğinde u(t) tek fonksiyon ise

u(x) =
q(α)

p(α)

2

π

∞∫
0

sin
(
wq(α)x

)
p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u(t)dt

︸ ︷︷ ︸
p
sFq

[
u(t)

]
(w) = p

sûq(w)

wq(α)−1dw

=
q(α)

p(α)

2

π

∞∫
0

sin
(
wq(α)x

)
p
sFq

[
u(t)

]
(w)wq(α)−1dw

sonucuna ulaşılır. Bu sonuçlar aşağıdaki 4.4. ve 4.5. Tanımları verir.

Tanım 4.4. u ∈ φ(R), p : R → R − {0}, q : R → R+ ve w, t ∈ R+
0 olmak üzere

genelleştirilmiş Fourier sinüs ve ters Fourier sinüs dönüşümleri sırasıyla

p
sFq

[
u(t)

]
(w) = p

sûq(w) = p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u(t)dt,

p
sF−1

q

[
p
sûq(w)

]
(t) =

q(α)

p(α)

2

π

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
p
sûq(w)wq(α)−1dw

şeklinde tanımlanır.

Tanım 4.5. u ∈ φ(R), p : R → R − {0}, q : R → R+ ve w, t ∈ R+
0 olmak üzere

genelleştirilmiş Fourier kosinüs ve ters Fourier kosinüs dönüşümleri sırasıyla

p
cFq

[
u(t)

]
(w) = p

cûq(w) = p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u(t)dt,

p
cF−1

q

[
p
cûq(w)

]
(t) =

q(α)

p(α)

2

π

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
p
cûq(w)wq(α)−1dw

biçiminde tanımlanır.

Uyarı 4.6. Genelleştirilmiş Fourier sinüs, ters Fourier sinüs, Fourier kosinüs ve ters Fourier

kosinüs dönüşümlerinde p(α) = q(α) = 1 alınırsa sırasıyla klasik Fourier sinüs, ters Fourier

sinüs, Fourier kosinüs ve ters Fourier kosinüs dönüşümleri elde edilir.

4.1.1. İntegral Dönüşümlerin Temel Özellikleri

Bu bölüm boyunca aksi belirtilmedikçe u, v ∈ φ(R), p : R→ R− {0}, q : R→ R+

olarak alınacaktır. Ayrıca genelleştirilmiş Fourier, ters Fourier, Fourier sinüs, ters Fourier

sinüs, Fourier kosinüs ve ters Fourier kosinüs dönüşümleri sırasıyla pFq, pF−1
q , psFq, psF−1

q ,

p
cFq ve p

cF−1
q sembolleri ile gösterilecektir.

20



Teorem 4.7. λ1, λ2, w, t ∈ R olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
λ1u(t) + λ2v(t)

]
(w) = λ1 pFq

[
u(t)

]
(w) + λ2 pFq

[
v(t)

]
(w)

lineerlik özelliğine sahiptir.

İspat. pFq dönüşümü kullanılarak

pFq

[
λ1u(t) + λ2v(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

) (
λ1u(t) + λ2v(t)

)
dt

= λ1

p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u(t)dt

+ λ2

p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
v(t)dt


= λ1 pFq

[
u(t)

]
(w) + λ2 pFq

[
v(t)

]
(w)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.8. w, t ∈ R olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
u(t− x)

]
(w) = exp

(
iwq(α)x

)
pFq

[
u(t)

]
(w)

eşitliğini sağlar.

İspat. pFq dönüşümü kullanılarak

pFq

[
u(t− x)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u(t− x)dt, (t− x = τ)

= p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)(x+ τ)

)
u(τ)dτ

= exp
(
iwq(α)x

)
p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)τ

)
u(τ)dτ

= exp
(
iwq(α)x

)
pFq

[
u(t)

]
(w)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.9. w, t ∈ R ve n ∈ N olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
u(n)(t)

]
(w) =

(
−iwq(α)

)n
pFq

[
u(t)

]
(w) (4.5)

eşitliğini sağlar.
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İspat. n = 1 için

pFq

[
u′(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u′(t)dt

=
(
−iwq(α)

)
p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u(t)dt

=
(
−iwq(α)

)
pFq

[
u(t)

]
(w)

bulunur. n = 2 için

pFq

[
u′′(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u′′(t)dt

=
(
−iwq(α)

)
p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u′(t)dt

=
(
−iwq(α)

)2
p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u(t)dt

=
(
−iwq(α)

)2
pFq

[
u(t)

]
(w)

elde edilir. n = k için

pFq

[
u(k)(t)

]
(w) =

(
−iwq(α)

)k
pFq

[
u(t)

]
(w) (4.6)

eşitliği doğru olsun. (4.6) eşitliği göz önünde bulundurularak, n = k + 1 için

pFq

[
u(k+1)(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u(k+1)(t)dt

=
(
−iwq(α)

)p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u(k)(t)dt


=
(
−iwq(α)

) ((
−iwq(α)

)k
pFq[u(t)](w)

)
=
(
−iwq(α)

)k+1
pFq

[
u(t)

]
(w)

eşitliğinin doğru olduğu görülür.

Teorem 4.10. w, t ∈ R olmak üzere konvolüsyonun pFq dönüşümü

pFq

[
(u ∗ v)(t)

]
(w) =

pFq

[
u(t)

]
(w) pFq

[
v(t)

]
(w)

p(α)
(4.7)

şeklindedir.
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İspat. pFq dönüşümü ve konvolüsyon kullanılarak

pFq

[
(u ∗ v)(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
(u ∗ v)(t)dt

= p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

) ∞∫
−∞

u(t− x)v(x)dxdt

elde edilir. Fubini teoremi göz önünde bulundurulur ve τ = t− x dönüşümü yapılırsa

pFq

[
(u ∗ v)(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

v(x)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)(x+ τ)

)
u(τ)dτdx

= p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)x

)
v(x)dx

p(α)

p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)τ

)
u(τ)dτ

=
pFq

[
u(t)

]
(w) pFq

[
v(t)

]
(w)

p(α)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.11. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

sFq dönüşümü

p
sFq

[
u′(t)

]
(w) = −wq(α)

p
cFq

[
u(t)

]
(w),

p
sFq

[
u′′(t)

]
(w) = −w2q(α)

p
sFq

[
u(t)

]
(w) + wq(α)p(α)u(0) (4.8)

eşitliklerini sağlar.

İspat. psFq dönüşümünde u(t) yerine u′(t) yazılır ve gerekli hesaplamalar yapılırsa

p
sFq

[
u′(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u′(t)dt

= p(α)

 lim
A→∞

[
sin
(
wq(α)t

)
u(t)

]A
0
− wq(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u(t)

 dt

= −wq(α)p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u(t)dt

= −wq(α)
p
cFq

[
u(t)

]
(w)

sonucuna ulaşılır.
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Yine p
sFq dönüşümünde u(t) yerine u′′(t) yazılır ve gerekli hesaplamalar yapılırsa

p
sFq

[
u′′(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u′′(t)dt

= p(α)

 lim
A→∞

[
sin
(
wq(α)t

)
u′(t)

]A
0
− wq(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u′(t)

 dt

= −wq(α)p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u′(t)dt

= −wq(α)p(α)

 lim
A→∞

[
cos
(
wq(α)t

)
u(t)

]A
0

+ wq(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u(t)

 dt

= −w2q(α)p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u(t)dt+ wq(α)p(α)u(0)

= −w2q(α)
p
sFq

[
u(t)

]
(w) + wq(α)p(α)u(0)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.12. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

cFq dönüşümü

p
cFq

[
u′(t)

]
(w) = wq(α)

p
sFq

[
u(t)

]
(w)− p(α)u(0),

p
cFq

[
u′′(t)

]
(w) = −w2q(α)

p
cFq

[
u(t)

]
(w)− p(α)u′(0) (4.9)

eşitliklerini sağlar.

İspat. pcFq dönüşümünde u(t) yerine u′(t) yazılır ve gerekli hesaplamalar yapılırsa

p
cFq

[
u′(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u′(t)dt

= p(α)

 lim
A→∞

[
cos
(
wq(α)t

)
u(t)

]A
0

+ wq(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u(t)

 dt

= wq(α)p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u(t)dt− p(α)u(0)

= wq(α)
p
sFq

[
u(t)

]
(w)− p(α)u(0)

sonucuna ulaşılır.
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Yine p
cFq dönüşümünde u(t) yerine u′′(t) yazılır ve gerekli hesaplamalar yapılırsa

p
cFq

[
u′′(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u′′(t)dt

= p(α)

 lim
A→∞

[
cos
(
wq(α)t

)
u′(t)

]A
0

+ wq(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u′(t)

 dt

= wq(α)p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u′(t)dt− p(α)u′(0)

= wq(α)p(α)

 lim
A→∞

[
sin
(
wq(α)t

)
u(t)

]A
0
− wq(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u(t)

 dt− p(α)u′(0)

= −w2q(α)p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u(t)dt− p(α)u′(0)

= −w2q(α)
p
cFq

[
u(t)

]
(w)− p(α)u′(0)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.13. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

cF−1
q dönüşümü

p
cF−1

q

[
exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

1

p(α)

1√
aπ

exp

(
− t

2

4a

)
(4.10)

eşitliğini sağlar.

İspat. pcF−1
q dönüşümün tanımından

p
cF−1

q

[
exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

q(α)

p(α)

2

π

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
wq(α)−1 exp

(
−aw2q(α)

)
dw

bulunur. Burada cos
(
wq(α)t

)
=

exp(iwq(α)t)+exp(−iwq(α)t)
2

formülü kullanılırsa

p
cF−1

q

[
exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t)

=
q(α)

p(α)

1

π

∞∫
0

exp
(
−aw2q(α)

) (
exp

(
iwq(α)t

)
+ exp

(
−iwq(α)t

) )
wq(α)−1dw

elde edilir. Üstel fonksiyon dağılımı yapılarak

p
cF−1

q

[
exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

q(α)

p(α)

1

π

( ∞∫
0

exp
(
−aw2q(α) + iwq(α)t

)
wq(α)−1dw

+

∞∫
0

exp
(
−aw2q(α) − iwq(α)t

)
wq(α)−1dw

)
bulunur.
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Gerekli hesaplamalar yapılırsa

p
cF−1

q

[
exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

q(α)

p(α)

1

π

[ ∞∫
0

exp

(
−a
(
wq(α) − it

2a

)2

− t2

4a

)
wq(α)−1dw

+

∞∫
0

exp

(
−a
(
wq(α) +

it

2a

)2

− t2

4a

)
wq(α)−1dw

]
elde edilir. Düzenlemeler yapılarak

p
cF−1

q

[
exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

q(α)

p(α)

1

π
exp

(
− t

2

4a

)
×

[ ∞∫
0

exp

(
−a
(
wq(α) − it

2a

)2
)
wq(α)−1dw

+

∞∫
0

exp

(
−a
(
wq(α) +

it

2a

)2
)
wq(α)−1dw

]
bulunur. Ardından y =

(
wq(α) − it

2a

)
ve z =

(
wq(α) + it

2a

)
dönüşümleri yapılırsa

p
cF−1

q

[
exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

1

p(α)

1

π
exp

(
− t

2

4a

)[ ∞∫
0

exp
(
−ay2

)
dy +

∞∫
0

exp
(
−az2

)
dz

]

elde edilir. Burada
∞∫
−∞

exp (−ax2) dx =
√

π
a

eşitliği kullanılırsa

p
cF−1

q

[
exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

1

p(α)

1√
aπ

exp

(
− t

2

4a

)
sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.14. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

sF−1
q dönüşümü

p
sF−1

q

[
wq(α) exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

1

p(α)

t

2
√
π

1

a3/2
exp

(
− t

2

4a

)
(4.11)

eşitliğini sağlar.

İspat. pcF−1
q dönüşümün tanımından

p
cF−1

q

[
exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

q(α)

p(α)

2

π

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
wq(α)−1 exp

(
−aw2q(α)

)
dw

bulunur. (4.10) eşitliği göz önünde bulundurularak t parametresine göre türevlenirse

d

dt

exp
(
− t2

4a

)
p(α)
√
aπ

 =
d

dt

q(α)

p(α)

2

π

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
wq(α)−1 exp

(
−aw2q(α)

)
dw


elde edilir.
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Gerekli hesaplamalar yapılarak

p
sF−1

q

[
wq(α) exp

(
−aw2q(α)

) ]
(t) =

1

p(α)

t

2
√
π

1

a3/2
exp

(
− t

2

4a

)
sonucuna ulaşılır.

4.1.2. Bazı Elementer Fonksiyonların İntegral Dönüşümleri

Örnek 4.15. w, t ∈ R olmak üzere Dirac delta δ fonksiyonunun pFq dönüşümü

pFq

[
δ(t)

]
(w) = p(α) (4.12)

şeklindedir. pFq dönüşümün tanımından

pFq

[
δ(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
δ(t)dt

bulunur. Ardından (3.3) eşitliği kullanılırsa

pFq

[
δ(t)

]
(w) = p(α)

sonucuna ulaşılır.

Sonuç 4.16. (4.12) eşitliğine pF
−1
q dönüşümü uygulanır ve ardından t = wq(α) dönüşümü

yapılırsa

δ
(
wq(α)

)
=

1

2π

∞∫
−∞

exp
(
−iwq(α)t

)
dt (4.13)

elde edilir.

Örnek 4.17. w, t ∈ R olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
exp

(
−at2

) ]
(w) = p(α)

√
π

a
exp

(
−w

2q(α)

4a

)
, (a > 0) (4.14)

eşitliğini sağlar. pFq dönüşümün tanımından

pFq

[
exp

(
−at2

) ]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
exp

(
−at2

)
dt

= p(α)

∞∫
−∞

exp

(
−a
(
t− iwq(α)

2a

)2

− w2q(α)

4a

)
dt

bulunur.

27



Ardından x = t− iwq(α)

2a
dönüşümü yapılarak

pFq

[
exp

(
−at2

) ]
(w) = p(α) exp

(
−w

2q(α)

4a

) ∞∫
−∞

exp
(
−ax2

)
dx

elde edilir. Burada a > 0 için
∞∫
−∞

exp (−ax2) dx =
√

π
a

formülü kullanılırsa

pFq

[
exp

(
−at2

) ]
(w) = p(α)

√
π

a
exp

(
−w

2q(α)

4a

)
sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.18. w, t ∈ R ve c sabit bir sayı olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
c
]
(w) = 2cπp(α)δ

(
wq(α)

)
eşitliğini sağlar. pFq dönüşümün tanımından

pFq

[
c
]
(w) = cp(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
dt

bulunur. I = exp
(
− t2

4n

)
birim fonksiyon dizisi olmak üzere c = cI dönüşümü yapılırsa

pFq

[
c
]
(w) = cp(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
exp

(
− t

2

4n

)
dt

elde edilir. Ardından (4.14) eşitliğinde a = 1/4n alınır ve burada kullanılırsa

pFq

[
c
]
(w) = cp(α)

√
π4n exp

(
−nw2q(α)

)
bulunur. Eşitliğin sağ yanı

√
π ile çarpılıp bölünürse

pFq

[
c
]
(w) = 2cπp(α)

√
n

π
exp

(
−nw2q(α)

)
elde edilir. (3.1) eşitliği kullanılırsa

pFq

[
c
]
(w) = 2cπp(α)δn

(
wq(α)

)
bulunur. Son olarak (3.2) eşitliği kullanılırsa

pFq

[
c
]
(w) = 2cπp(α)δ

(
wq(α)

)
sonucuna ulaşılır.
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Örnek 4.19. w, t ∈ R olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
exp (−a|t|)

]
(w) =

2ap(α)

a2 + w2q(α)
, (a > 0)

eşitliğini sağlar. pFq dönüşümün tanımından

pFq

[
exp (−a|t|)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
exp (−a|t|) dt

bulunur. İntegralin sınırları bölünerek

pFq

[
exp (−a|t|)

]
(w) = p(α)

( 0∫
−∞

exp
(
t
(
iwq(α) + a

))
dt+

∞∫
0

exp
(
−t
(
a− iwq(α)

))
dt

)

elde edilir. Limit kullanılarak integraller hesaplanırsa

pFq

[
exp (−a|t|)

]
(w) = p(α) lim

A→∞

([
exp

(
t
(
iwq(α) + a

))
iwq(α) + a

]0

−A

+

[
exp

(
−t
(
a− iwq(α)

))
iwq(α) − a

]A
0

)

= p(α)

(
1

a+ iwq(α)
+

1

a− iwq(α)

)
bulunur. Gerekli hesaplamalar yapılarak

pFq

[
exp (−a|t|)

]
(w) =

2ap(α)

a2 + w2q(α)

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.20. w, t ∈ R olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
H(a− |t|)

]
(w) =

2p(α) sin
(
awq(α)

)
wq(α)

eşitliğini sağlar. pFq dönüşümün tanımından

pFq

[
H(a− |t|)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
H(a− |t|)dt

bulunur. Burada H(a− |t|) Heaviside fonksiyonu [48]

H(a− |t|) =

{
1, |t| < a

0, |t| > a

şeklindedir.
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Heaviside tanımı integral dönüşümünde kullanılırsa

pFq

[
H(a− |t|)

]
(w) = p(α)

a∫
−a

exp
(
iwq(α)t

)
dt

elde edilir. Ardından integral hesaplanırsa

pFq

[
H(a− |t|)

]
(w) = p(α)

[
exp

(
iwq(α)t

)
iwq(α)

]a
−a

bulunur. Sınırlar yerine yazılırsa

pFq

[
H(a− |t|)

]
(w) = p(α)

(
exp

(
iawq(α)

)
iwq(α)

−
exp

(
−iawq(α)

)
iwq(α)

)
elde edilir. Eşitliğin sağ yanı 2 ile çarpılıp bölünürse

pFq

[
H(a− |t|)

]
(w) =

2p(α)

wq(α)

(
exp

(
iawq(α)

)
− exp

(
−iawq(α)

)
2i

)

bulunur. Son olarak sin
(
wq(α)t

)
=

exp(iwq(α)t)−exp(−iwq(α)t)
2i

formülü kullanılırsa

pFq

[
H(a− |t|)

]
(w) =

2p(α) sin
(
awq(α)

)
wq(α)

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.21. w, t ∈ R olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
exp(−at)H(t)

]
(w) =

p(α)
(
a+ iwq(α)

)
a2 + w2q(α)

eşitliğini sağlar. pFq dönüşümün tanımından

pFq

[
exp(−at)H(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
exp(−at)H(t)dt

bulunur. Burada H(t) Heaviside fonksiyonu [48]

H(t) =

{
1, t > 0

0, t < 0

şeklinde olup integral dönüşümünde kullanılırsa

pFq

[
exp(−at)H(t)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

exp
(
−t
(
a− iwq(α)

))
dt

elde edilir.
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Limit kullanılarak integral hesaplanırsa

pFq

[
exp(−at)H(t)

]
(w) = p(α) lim

A→∞

[
exp

(
−t
(
a− iwq(α)

))
iwq(α) − a

]A
0

=
p(α)

a− iwq(α)

bulunur. Gerekli hesaplamalar yapılarak

pFq

[
exp(−at)H(t)

]
(w) =

p(α)
(
a+ iwq(α)

)
a2 + w2q(α)

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.22. w, t ∈ R olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
sin(at)

]
(w) = −iπp(α)

(
δ
(
−wq(α) − a

)
− δ

(
−wq(α) + a

) )
eşitliğini sağlar. pFq dönüşümün tanımından

pFq

[
sin(at)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
sin(at)dt

bulunur. Burada sin(at) = exp(iat)−exp(−iat)
2i

formülü kullanılırsa

pFq

[
sin(at)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)(exp(iat)− exp(−iat)
2i

)
dt

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılarak

pFq

[
sin(at)

]
(w) =

p(α)

2i

( ∞∫
−∞

exp
(
−it

(
−wq(α) − a

))
dt

−
∞∫

−∞

exp
(
−it

(
−wq(α) + a

))
dt

)

bulunur. Ardından eşitliğin sağ yanı π ile çarpılıp bölünürse

pFq

[
sin(at)

]
(w) =

πp(α)

i

(
1

2π

∞∫
−∞

exp
(
−it

(
−wq(α) − a

))
dt

− 1

2π

∞∫
−∞

exp
(
−it

(
−wq(α) + a

))
dt

)

elde edilir. Son olarak (4.13) eşitliği kullanılırsa

pFq

[
sin(at)

]
(w) = −iπp(α)

(
δ
(
−wq(α) − a

)
− δ

(
−wq(α) + a

) )
sonucuna ulaşılır.
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Örnek 4.23. w, t ∈ R olmak üzere pFq dönüşümü

pFq

[
cos(at)

]
(w) = πp(α)

(
δ
(
−wq(α) − a

)
+ δ

(
−wq(α) + a

) )
eşitliğini sağlar. pFq dönüşümün tanımından

pFq

[
cos(at)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
cos(at)dt

bulunur. Burada cos(at) = exp(iat)+exp(−iat)
2

formülü kullanılırsa

pFq

[
cos(at)

]
(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)(exp(iat) + exp(−iat)
2

)
dt

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılarak

pFq

[
cos(at)

]
(w) =

p(α)

2

( ∞∫
−∞

exp
(
−it

(
−wq(α) − a

))
dt

+

∞∫
−∞

exp
(
−it

(
−wq(α) + a

))
dt

)

bulunur. Ardından eşitliğin sağ yanı π ile çarpılıp bölünürse

pFq

[
cos(at)

]
(w) = πp(α)

(
1

2π

∞∫
−∞

exp
(
−it

(
−wq(α) − a

))
dt

+
1

2π

∞∫
−∞

exp
(
−it

(
−wq(α) + a

))
dt

)

elde edilir. Son olarak (4.13) eşitliği kullanılırsa

pFq

[
cos(at)

]
(w) = πp(α)

(
δ
(
−wq(α) − a

)
+ δ

(
−wq(α) + a

) )
sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.24. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

sFq dönüşümü

p
sFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)wq(α)

a2 + w2q(α)
, (a > 0) (4.15)

eşitliğini sağlar. psFq dönüşümün tanımından

p
sFq

[
exp(−at)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
exp(−at)dt

bulunur.
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Burada sin
(
wq(α)t

)
=

exp(iwq(α)t)−exp(−iwq(α)t)
2i

formülü kullanılırsa

p
sFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2i

∞∫
0

(
exp

(
iwq(α)t

)
− exp

(
−iwq(α)t

))
exp(−at)dt

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa

p
sFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2i

( ∞∫
0

exp
(
−t
(
a− iwq(α)

))
dt

−
∞∫

0

exp
(
−t
(
a+ iwq(α)

))
dt

)

bulunur. Her iki integral hesaplanırsa

p
sFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2i
lim
A→∞

([
exp

(
−t
(
a− iwq(α)

))
− (a− iwq(α))

]A
0

−

[
exp

(
−t
(
a+ iwq(α)

))
− (a+ iwq(α))

]A
0

)
elde edilir. Sınırlar yerine yazılırsa

p
sFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2i

(
1

a− iwq(α)
− 1

a+ iwq(α)

)
bulunur. Gerekli hesaplamalar yapılarak

p
sFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)wq(α)

a2 + w2q(α)

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.25. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

cFq dönüşümü

p
cFq

[
exp(−at)

]
(w) =

ap(α)

a2 + w2q(α)
, (a > 0) (4.16)

eşitliğini sağlar. pcFq dönüşümün tanımından

p
cFq

[
exp(−at)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
exp(−at)dt

bulunur. Burada cos
(
wq(α)t

)
=

exp(iwq(α)t)+exp(−iwq(α)t)
2

formülü kullanılırsa

p
cFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2

∞∫
0

(
exp

(
iwq(α)t

)
+ exp

(
−iwq(α)t

))
exp(−at)dt

elde edilir.
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Gerekli düzenlemeler yapılırsa

p
cFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2

( ∞∫
0

exp
(
−t
(
a− iwq(α)

))
dt

+

∞∫
0

exp
(
−t
(
a+ iwq(α)

))
dt

)

bulunur. Her iki integral hesaplanırsa

p
cFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2
lim
A→∞

([
exp

(
−t
(
a− iwq(α)

))
− (a− iwq(α))

]A
0

+

[
exp

(
−t
(
a+ iwq(α)

))
− (a+ iwq(α))

]A
0

)
elde edilir. Sınırlar yerine yazılırsa

p
cFq

[
exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2

(
1

a− iwq(α)
+

1

a+ iwq(α)

)
bulunur. Gerekli hesaplamalar yapılarak

p
cFq

[
exp(−at)

]
(w) =

ap(α)

a2 + w2q(α)

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.26. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

sFq dönüşümü

p
sFq

[
t

a2 + t2

]
(w) =

πp(α) exp
(
−awq(α)

)
2

eşitliğini sağlar. psFq dönüşümün tanımından

p
sFq

[
t

a2 + t2

]
(w) = p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

) t

a2 + t2
dt (4.17)

bulunur. psF−1
q dönüşümü (4.15) eşitliğine uygulanırsa

exp(−at) =
2q(α)

π

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
w2q(α)−1

a2 + w2q(α)
dw

elde edilir. Burada t = wq(α) dönüşümü yapılırsa

exp
(
−awq(α)

)
=

2

π

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

) t

a2 + t2
dt (4.18)

bulunur.
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Son olarak (4.18) eşitliği (4.17) eşitliğinde kullanılırsa

p
sFq

[
t

a2 + t2

]
(w) =

πp(α) exp
(
−awq(α)

)
2

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.27. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

cFq dönüşümü

p
cFq

[
1

a2 + t2

]
(w) =

πp(α) exp
(
−awq(α)

)
2a

eşitliğini sağlar. pcFq dönüşümün tanımından

p
cFq

[
1

a2 + t2

]
(w) = p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

) 1

a2 + t2
dt (4.19)

bulunur. pcF−1
q dönüşümü (4.16) eşitliğine uygulanırsa

exp(−at) =
2aq(α)

π

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
wq(α)−1

a2 + w2q(α)
dw

elde edilir. Burada t = wq(α) dönüşümü yapılırsa

exp
(
−awq(α)

)
=

2a

π

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

) 1

a2 + t2
dt (4.20)

bulunur. Son olarak (4.20) eşitliği (4.19) eşitliğinde kullanılırsa

p
cFq

[
1

a2 + t2

]
(w) =

πp(α) exp
(
−awq(α)

)
2a

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.28. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

sFq dönüşümü

p
sFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

2ap(α)wq(α)

(a2 + w2q(α))
2 , (a > 0)

eşitliğini sağlar. psFq dönüşümün tanımından

p
sFq

[
t exp(−at)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
t exp(−at)dt

bulunur. Burada sin
(
wq(α)t

)
=

exp(iwq(α)t)−exp(−iwq(α)t)
2i

formülü kullanılırsa

p
sFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2i

∞∫
0

(
exp

(
iwq(α)t

)
− exp

(
−iwq(α)t

))
t exp(−at)dt

elde edilir.

35



Gerekli düzenlemeler yapılırsa

p
sFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2i

( ∞∫
0

t exp
(
−t
(
a− iwq(α)

))
dt

−
∞∫

0

t exp
(
−t
(
a+ iwq(α)

))
dt

)

bulunur. Burada her iki integral için kısmi integrasyon kullanılır ve sınırlar yerine yazılırsa

p
sFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2i

( ∞∫
0

exp
(
−t
(
a− iwq(α)

))
a− iwq(α)

dt

−
∞∫

0

exp
(
−t
(
a+ iwq(α)

))
a+ iwq(α)

dt

)

elde edilir. Ardından her iki integral hesaplanarak

p
sFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2i

(
1

(a− iwq(α))
2 −

1

(a+ iwq(α))
2

)
bulunur. Son olarak gerekli hesaplamalar yapılarak

p
sFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

2ap(α)wq(α)

(a2 + w2q(α))
2

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.29. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

cFq dönüşümü

p
cFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)
(
a2 − w2q(α)

)
(a2 + w2q(α))

2 , (a > 0)

eşitliğini sağlar. pcFq dönüşümün tanımından

p
cFq

[
t exp(−at)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
t exp(−at)dt

bulunur. Burada cos
(
wq(α)t

)
=

exp(iwq(α)t)+exp(−iwq(α)t)
2

formülü kullanılırsa

p
cFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2

∞∫
0

(
exp

(
iwq(α)t

)
+ exp

(
−iwq(α)t

))
t exp(−at)dt

elde edilir.
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Gerekli düzenlemeler yapılırsa

p
cFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2

( ∞∫
0

t exp
(
−t
(
a− iwq(α)

))
dt

+

∞∫
0

t exp
(
−t
(
a+ iwq(α)

))
dt

)

bulunur. Burada her iki integral için kısmi integrasyon kullanılır ve sınırlar yerine yazılırsa

p
cFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2

( ∞∫
0

exp
(
−t
(
a− iwq(α)

))
a− iwq(α)

dt

+

∞∫
0

exp
(
−t
(
a+ iwq(α)

))
a+ iwq(α)

dt

)

elde edilir. Ardından her iki integral hesaplanarak

p
cFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)

2

(
1

(a− iwq(α))
2 +

1

(a+ iwq(α))
2

)
bulunur. Son olarak gerekli hesaplamalar yapılarak

p
cFq

[
t exp(−at)

]
(w) =

p(α)
(
a2 − w2q(α)

)
(a2 + w2q(α))

2

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.30. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

sFq dönüşümü

p
sFq

[
H(a− t)

]
(w) =

p(α)
(
1− cos

(
awq(α)

))
wq(α)

, (a > 0)

eşitliğini sağlar. psFq dönüşümün tanımından

p
sFq

[
H(a− t)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
H(a− t)dt

bulunur. Burada H(a− t) Heaviside fonksiyonu [48]

H(a− t) =

{
1, a > t

0, a < t

şeklinde olup integral dönüşümünde kullanılırsa

p
sFq

[
H(a− t)

]
(w) = p(α)

a∫
0

sin
(
wq(α)t

)
dt

elde edilir.
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Ardından integral hesaplanarak

p
sFq

[
H(a− t)

]
(w) = p(α)

[
−

cos
(
wq(α)t

)
wq(α)

]a
0

bulunur. Son olarak sınırlar yerine yazılırsa

p
sFq

[
H(a− t)

]
(w) =

p(α)
(
1− cos

(
awq(α)

))
wq(α)

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.31. w, t ∈ R+
0 olmak üzere p

cFq dönüşümü

p
cFq

[
H(a− t)

]
(w) =

p(α) sin
(
awq(α)

)
wq(α)

, (a > 0)

eşitliğini sağlar. pcFq dönüşümün tanımından

p
cFq

[
H(a− t)

]
(w) = p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
H(a− t)dt

bulunur. Burada H(a− t) Heaviside fonksiyonu integral dönüşümünde kullanılırsa

p
cFq

[
H(a− t)

]
(w) = p(α)

a∫
0

cos
(
wq(α)t

)
dt

elde edilir. Ardından integral hesaplanarak

p
cFq

[
H(a− t)

]
(w) = p(α)

[
sin
(
wq(α)t

)
wq(α)

]a
0

bulunur. Son olarak sınırlar yerine yazılırsa

p
cFq

[
H(a− t)

]
(w) =

p(α) sin
(
awq(α)

)
wq(α)

sonucuna ulaşılır.

4.1.3. Dönüşümün Kesirli Operatörlere Uygulanması

Teorem 4.32. w, t ∈ R olmak üzere reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integralin pFq

dönüşümü

pFq

[ (
Iε+v
)

(t)
]
(w) =

(
−iwq(α)

)−ε
pv̂q(w), (0 < <(ε) < 1) (4.21)

biçimindedir.
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İspat. Reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integral

(
Iε+v
)

(t) =
1

Γ(ε)

t∫
−∞

(t− τ)ε−1v(τ)dτ

şeklindedir. Burada u(t− τ) = (t−τ)ε−1

Γ(ε)
için u(t) = tε−1

Γ(ε)
olur. Ayrıca u+(t) fonksiyonu

u+(t) =

{
tε−1

Γ(ε)
, t > 0

0 , t ≤ 0

biçimindedir [50]. Böylece reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integral ile u+(t) ve v(t)

fonksiyonlarının konvolüsyonu arasında(
Iε+v
)

(t) = (u+ ∗ v) (t) (4.22)

şeklinde ilişki vardır. u+(t) fonksiyonuna pFq dönüşümü uygulanırsa

pFq

[
u+(t)

]
(w) = p(α)

(
−iwq(α)

)−ε
(4.23)

bulunur. (4.22) eşitliğine pFq dönüşümü uygulanırsa

pFq

[ (
Iε+v
)

(t)
]
(w) = pFq

[
(u+ ∗ v)(t)

]
(w)

elde edilir. (4.7) eşitliği göz önünde bulundurulursa

pFq

[ (
Iε+v
)

(t)
]
(w) =

pFq

[
u+(t)

]
(w) pFq

[
v(t)

]
(w)

p(α)

bulunur. Son olarak (4.23) eşitliği kullanılırsa

pFq

[ (
Iε+v
)

(t)
]
(w) =

(
−iwq(α)

)−ε
pv̂q(w)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.33. w, t ∈ R olmak üzere reel eksen üzerinde sol R-L kesirli türevin pFq

dönüşümü

pFq

[ (
Dε

+v
)

(t)
]
(w) =

(
−iwq(α)

)ε
pv̂q(w),

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

biçimindedir.

İspat. Reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integral ile türev arasında(
Dε

+v
)

(t) =
dm

dtm
(
Im−ε+ v

)
(t)

şeklinde ilişki vardır.
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Burada

g(t) :=
(
Im−ε+ v

)
(t) (4.24)

denirse (
Dε

+v
)

(t) = g(m)(t) (4.25)

elde edilir. (4.5) eşitliği göz önünde bulundurularak (4.25) eşitliğine pFq dönüşümü

uygulanırsa

pFq

[ (
Dε

+v
)

(t)
]
(w) =

(
−iwq(α)

)m
pĝq(w) (4.26)

bulunur. (4.21) eşitliği göz önünde bulundurularak (4.24) eşitliğine pFq dönüşümü uygulanırsa

pĝq(w) =
(
−iwq(α)

)−(m−ε)
pv̂q(w) (4.27)

elde edilir. (4.26) eşitliğinde (4.27) eşitliği kullanılırsa

pFq

[ (
Dε

+v
)

(t)
]
(w) =

(
−iwq(α)

)ε
pv̂q(w)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.34. w, t ∈ R olmak üzere reel eksen üzerinde sol Caputo kesirli türevin pFq

dönüşümü

pFq

[ (
cDε

+v
)

(t)
]
(w) =

(
−iwq(α)

)ε
pv̂q(w),

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

biçimindedir.

İspat. Reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integral ile Caputo kesirli türev arasında(
cDε

+v
)

(t) =
(
Im−ε+ v(m)

)
(t)

şeklinde ilişki vardır. Burada
g(t) := v(m)(t) (4.28)

denirse (
cDε

+v
)

(t) =
(
Im−ε+ g

)
(t) (4.29)

bulunur. (4.28) eşitliğine pFq dönüşümü uygulanırsa

pĝq(w) =
(
−iwq(α)

)m
pv̂q(w) (4.30)

elde edilir.
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(4.21) eşitliği göz önünde bulundurularak (4.29) eşitliğin her iki tarafına pFq

dönüşümü uygulanırsa

pFq

[ (
cDε

+v
)

(t)
]
(w) =

(
−iwq(α)

)−(m−ε)
pĝq(w)

bulunur. Ardından (4.30) eşitliği kullanılırsa

pFq

[ (
cDε

+v
)

(t)
]
(w) =

(
−iwq(α)

)ε
pv̂q(w)

sonucuna ulaşılır.

Uyarı 4.35. 4.33. ve 4.34. Teoremden görüldüğü üzere reel eksen üzerinde sol yan R-L ve

Caputo kesirli türev operatörlerinin pFq dönüşümü çakışır.

4.1.4. Çeşitli Diferansiyel Denklemlerin Çözümleri

Örnek 4.36. Kesirli hareket denklemi

y′′(t) + λ1

(
cDε

+y
)

(t) + λ2y(t) = f(t), (0 < <(ε) < 1)

olmak üzere pFq dönüşümünden

pFq

[
y′′(t)

]
(w) + λ1 pFq

[ (
cDε

+y
)

(t)
]
(w) + λ2 pFq

[
y(t)

]
(w) = pFq

[
f(t)

]
(w)

elde edilir. Ardından gerekli hesaplamalar yapılarak(
−iwq(α)

)2
pFq

[
y(t)

]
(w) + λ1

(
−iwq(α)

)ε
pFq

[
y(t)

]
(w)

+ λ2 pFq

[
y(t)

]
(w) = pFq

[
f(t)

]
(w)

bulunur. pFq
[
y(t)

]
(w) yalnız bırakılırsa

pFq

[
y(t)

]
(w) =

pFq

[
f(t)

]
(w)

(−iwq(α))
2

+ λ1 (−iwq(α))
ε

+ λ2

elde edilir. Burada

pFq

[
g(t)

]
(w) :=

1

(−iwq(α))
2

+ λ1 (−iwq(α))
ε

+ λ2

(4.31)

denirse

pFq

[
y(t)

]
(w) = pFq

[
f(t)

]
(w) pFq

[
g(t)

]
(w)

bulunur. Ardından pF
−1
q dönüşümü uygulanırsa

y(t) = pF
−1
q

[
pFq

[
f(t)

]
(w) pFq

[
g(t)

]
(w)
]
(t) (4.32)

elde edilir.
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4.10. Teoremden

pFq

[
(f ∗ g)(t)

]
(w) =

pFq

[
f(t)

]
(w) pFq

[
g(t)

]
(w)

p(α)

eşitliğine pF
−1
q dönüşümü uygulanırsa

(f ∗ g)(t) =
pF
−1
q

[
pFq

[
f(t)

]
(w) pFq

[
g(t)

]
(w)
]
(t)

p(α)
(4.33)

bulunur. (4.32) eşitliğinin sağ yanı p(α) ile çarpılıp bölünür ve (4.33) eşitliği kullanılırsa

y(t) = p(α) (f ∗ g) (t)

elde edilir. Fourier konvolüsyonu kullanılarak

y(t) = p(α)

∞∫
−∞

f(t− τ)g(τ)dτ (4.34)

bulunur. (4.31) eşitliğinin her iki tarafına pF
−1
q dönüşümü uygulanırsa

g(t) =
q(α)

p(α)

1

2π

∞∫
−∞

exp
(
−iwq(α)t

)
wq(α)−1

(−iwq(α))
2

+ λ1 (−iwq(α))
ε

+ λ2

dw (4.35)

elde edilir. Son olarak (4.35) eşitliği (4.34) eşitliğinde kullanılırsa

y(t) =
q(α)

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(t− τ) exp
(
−iwq(α)τ

)
wq(α)−1

(−iwq(α))
2

+ λ1 (−iwq(α))
ε

+ λ2

dwdτ (4.36)

sonucuna ulaşılır.

Sonuç 4.37. (4.36) eşitliğinde q(α) = 1 seçilirse

y(t) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(t− τ) exp (−iwτ)

(−iw)2 + λ1(−iw)ε + λ2

dwdτ

sonucuna ulaşılır ki bu klasik Fourier dönüşümünün çözümü ile çakışır [14, 33].

Örnek 4.38. L: endüktans, I: akım, R: direnç ve E: uygulanan elektromanyetik kuvvet

olmak üzere elektrik akım denklemi

L
dI(t)

dt
+RI(t) = E(t)

şeklindedir. Burada elektromanyetik kuvvet E(t) = δ(t) (Dirac delta fonksiyonu) olarak

seçilir ve ardından pFq dönüşümü uygulanırsa

L pFq

[
dI(t)

dt

]
(w) +R pFq [I(t)] (w) = pFq

[
δ(t)

]
(w)

elde edilir.

42



Gerekli hesaplamalar yapılarak

−iLwq(α)
pFq

[
I(t)

]
(w) +R pFq

[
I(t)

]
(w) = p(α)

bulunur. pFq
[
I(t)

]
(w) yalnız bırakılırsa

pFq

[
I(t)

]
(w) =

p(α)

R− iLwq(α)
(4.37)

elde edilir. (4.37) eşitliğine pF
−1
q dönüşümü uygulanırsa

I(t) =
q(α)

L

1

2πi

∞∫
−∞

exp
(
−iwq(α)t

)
wq(α)−1(

R
iL
− wq(α)

) dw (4.38)

bulunur. (4.38) eşitliğinde w =
(
R
iL

) 1
q(α) kutup noktası olup Cauchy Rezidü Teoremi [66]

kullanılırsa

I(t) =
q(α)

L

2πi

2πi
Res

(
w =

(
R

iL

) 1
q(α)

)

=
q(α)

L
lim

w→( RiL)
1

q(α)

(
R
iL
− wq(α)

)
exp

(
−iwq(α)t

)
wq(α)−1(

R
iL
− wq(α)

)
elde edilir. Buradan

I(t) =
q(α)

L
exp

(
−Rt
L

)(
R

iL

) q(α)−1
q(α)

(4.39)

sonucuna ulaşılır.

Sonuç 4.39. (4.39) eşitliğinde q(α) = 1 seçilirse

I(t) =
1

L
exp

(
−Rt
L

)
(4.40)

sonucuna ulaşılır ki bu klasik Fourier dönüşümünün çözümü ile çakışır [18].

Örnek 4.40. Başlangıç ve sınır koşulları

(a) u(t, 0) = 0, 0 < t <∞,

(b) u(0, ξ) = f(ξ), ξ ≥ 0, t→∞ iken u(t, ξ)→ 0,

(c) ut(0, ξ) = f(ξ), ξ ≥ 0, t→∞ iken u(t, ξ)→ 0

şeklinde olan ve κ sabit olmak üzere

∂u

∂ξ
= κ

∂2u

∂t2
, (0 < t <∞, ξ > 0)

difüzyon denklemini ele alalım.
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Bir u(t, ξ) fonksiyonunun p
sFq dönüşümü

p
sFq

[
u(t, ξ)

]
(w) = p

sûq(w, ξ) = p(α)

∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u(t, ξ)dt

şeklindedir. (4.8) eşitliği göz önünde bulundurularak difüzyon denklemi ve başlangıç koşulu

(a) eşitliklerine p
sFq dönüşümü uygulanırsa

d

dξ
{psûq(w, ξ)} = κ

(
wq(α)p(α)u(0, ξ)− w2q(α)

p
sûq(w, ξ)

)
p
sûq(w, 0) = 0

bulunur. Sınır koşulu (b) kullanılırsa

d

dξ
{psûq(w, ξ)} = κwq(α)p(α)f(ξ)− κw2q(α)

p
sûq(w, ξ)

elde edilir. Son eşitliğin çözümü

p
sûq(w, ξ) = κwq(α)p(α)

ξ∫
0

f(τ) exp
(
−κw2q(α)(ξ − τ)

)
dτ

şeklinde bulunur. psF−1
q dönüşümü uygulanırsa

u(t, ξ) = κp(α)

ξ∫
0

f(τ) p
sF−1

q

[
wq(α) exp

(
−κw2q(α)(ξ − τ)

) ]
(t)dτ

elde edilir. (4.11) eşitliğinde a = κ(ξ − τ) seçilir ve yukarıdaki son eşitlikte kullanılırsa

verilen difüzyon denkleminin p
sFq dönüşümü yardımıyla çözümü

u(t, ξ) =
t

2
√
κπ

ξ∫
0

f(τ)

(ξ − τ)3/2
exp

(
−t2

4κ(ξ − τ)

)
dτ

biçiminde bulunur ki bu klasik Fourier sinüs dönüşümünün çözümü ile çakışır [18].

Benzer olarak bir u(t, ξ) fonksiyonunun p
cFq dönüşümü

p
cFq

[
u(t, ξ)

]
(w) = p

cûq(w, ξ) = p(α)

∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u(t, ξ)dt

şeklindedir. (4.9) eşitliği göz önünde bulundurularak, difüzyon denklemi ve başlangıç koşulu

(a) eşitliklerine p
cFq dönüşümü uygulanırsa

d

dξ
{pcûq(w, ξ)} = κ

(
−p(α)u′(0, ξ)− w2q(α)

p
cûq(w, ξ)

)
p
cûq(w, 0) = 0

bulunur.
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Sınır koşulu (c) kullanılırsa

d

dξ
{pcûq(w, ξ)} = −κp(α)f(ξ)− κw2q(α)

p
cûq(w, ξ)

elde edilir. Son eşitliğin çözümü

p
cûq(w, ξ) = −κp(α)

ξ∫
0

f(τ) exp
(
−κw2q(α)(ξ − τ)

)
dτ

şeklinde bulunur. pcF−1
q dönüşümü uygulanırsa

u(t, ξ) = −κp(α)

ξ∫
0

f(τ) p
cF−1

q

[
exp

(
−κw2q(α)(ξ − τ)

) ]
(t)dτ

elde edilir. (4.10) eşitliğinde a = κ(ξ − τ) seçilir ve yukarıdaki son eşitlikte kullanılırsa

verilen difüzyon denkleminin p
cFq dönüşümü yardımıyla çözümü

u(t, ξ) = −
√
κ

π

ξ∫
0

f(τ)√
(ξ − τ)

exp

(
−t2

4κ(ξ − τ)

)
dτ

biçiminde bulunur ki bu klasik Fourier kosinüs dönüşümünün çözümü ile çakışır [18].

4.2. Genelleştirilmiş Laplace Dönüşümü

Fourier integral formülü

u1(x) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

exp(ikx) exp(−ikt)u1(t)dtdk

biçimindedir [18]. Heaviside fonksiyonu

H(x) =

{
1, x > 0

0, x < 0

şeklindedir [48]. x < 0 iken u1(x) = 0 ve γ pozitif sabit olmak üzere u1(x) fonksiyonu

u1(x) = exp(−γx)u(x)H(x) = exp(−γx)u(x), (x > 0)

biçiminde seçilirse

u(x) =
exp(γx)

2π

∞∫
−∞

∞∫
0

exp(ikx) exp
(
− t(γ + ik)

)
u(t)dtdk

elde edilir. n ∈ R− {0} olmak üzere γ + ik = sn seçilir ve yerine yazılırsa

u(x) =
exp(γx)

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

∞∫
0

exp
(
(sn − γ)x

)
exp(−snt)u(t)dtd (sn)
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=
n

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

exp(snx) sn−1

∞∫
0

exp(−snt)u(t)dt

︸ ︷︷ ︸
Ln

[
u(t)

]
(s)=ûn(s)

ds

=
n

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

exp(snx)ûn(s)ds

= L−1
n

[
ûn(s)

]
(t)

sonucuna ulaşılır ki bu aşağıdaki 4.41. Tanımı verir.

Tanım 4.41. < (sn) > 0, n ∈ R − {0} ve u(t) fonksiyonu parçalı sürekli ve α-üstel

mertebeden olmak üzere genelleştirilmiş Laplace ve ters Laplace dönüşümleri sırasıyla

Ln

[
u(t)

]
(s) := ûn(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)u(t)dt,

L−1
n

[
ûn(s)

]
(t) := u(t) =

n

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

exp(snt)ûn(s)ds

şeklinde tanımlanır.

Uyarı 4.42. Yukarıdaki tanımda n = 1 olarak alınırsa klasik Laplace ve ters Laplace

dönüşümleri elde edilir.

Teorem 4.43. Bir u(t) fonksiyonu sürekli veya her sonlu (0, T ) aralığında parçalı sürekli ve

α-üstel mertebeden ise, o zaman < (sn) > α ile sağlanan tüm sn için u(t) fonksiyonunun

genelleştirilmiş Laplace dönüşümü mevcuttur.

İspat. Genelleştirilmiş Laplace dönüşümü

Ln

[
u(t)

]
(s) =

sn−1

T∫
0

exp(−snt)u(t)dt

+

sn−1

∞∫
T

exp(−snt)u(t)dt

 = I1 + I2

şeklinde yazılsın. I1 integrali, exp(−snt)u(t) ifadesinin sürekli olduğu aralıklar üzerinden

alınan integrallerin toplamı şeklinde yazılabildiğinden mevcuttur. I2 integralin varlığı

yeterlidir. Buradan M pozitif sabit sayı ve 0 ≤ t < ∞ aralığındaki tüm t > T için

|u(t)| ≤M exp(αt) eşitsizliği göz önünde bulundurularak

∣∣I2

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣sn−1

∞∫
T

exp(−snt)u(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣sn−1
∣∣ ∞∫
T

exp(−snt) |u(t)| dt
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≤
∣∣sn−1

∣∣M ∞∫
T

exp(−snt) exp(αt)dt ≤
∣∣sn−1

∣∣M ∞∫
0

exp
(
− t(sn − α)

)
dt

elde edilir. Limit kullanılarak gerekli hesaplamalar yapılırsa

∣∣I2

∣∣ =
∣∣sn−1

∣∣M lim
A→∞

A∫
0

exp
(
− t(sn − α)

)
dt

=
∣∣sn−1

∣∣M lim
A→∞

[
−

exp
(
− t(sn − α)

)
sn − α

]A
0

=
∣∣sn−1

∣∣M lim
A→∞

(
−

exp
(
− A(sn − α)

)
sn − α

+
1

sn − α

)

=
M |sn−1|
sn − α

lim
A→∞

(
1− 1

exp
(
A(sn − α)

)) , (
< (sn) > α

)
=
M |sn−1|
sn − α

sonucuna ulaşılır.

4.2.1. İntegral Dönüşümünün Temel Özellikleri

Bu bölüm boyunca aksi belirtilmedikçe < (sn) > 0, t ≥ 0, n ∈ R − {0} ve u, v

fonksiyonları parçalı sürekli ve α-üstel mertebeden olarak alınacaktır. Ayrıca genelleştirilmiş

Laplace ve ters Laplace dönüşümleri sırasıyla Ln ve L−1
n sembolleri ile gösterilecektir.

Tanım 4.44. u ve v fonksiyonlarının konvolüsyonu

(u ∗ v)(t) = sn−1

t∫
0

u(t− τ)v(τ)dτ (4.41)

şeklinde tanımlanır.

Teorem 4.45. Konvolüsyonun Ln dönüşümü

Ln

[
(u ∗ v)(t)

]
(s) = ûn(s)v̂n(s) (4.42)

biçimindedir.

İspat. Ln dönüşümün tanımından

Ln

[
(u ∗ v)(t)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)
(
(u ∗ v)(t)

)
dt

bulunur.
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(4.41) eşitliği kullanılırsa

Ln

[
(u ∗ v)(t)

]
(s) = sn−1sn−1

∞∫
0

t∫
0

exp(−snt)u(t− τ)v(τ)dτdt

= sn−1sn−1

∞∫
0

∞∫
t=τ

v(τ) exp(−snt)u(t− τ)dtdτ

elde edilir. Burada x = t− τ dönüşümü yapılırsa

Ln

[
(u ∗ v)(t)

]
(s) = sn−1sn−1

∞∫
0

∞∫
0

v(τ) exp
(
− sn(x+ τ)

)
u(x)dxdτ

= sn−1

∞∫
0

exp(−snx)u(x)dx sn−1

∞∫
0

exp(−snτ)v(τ)dτ

= ûn(s)v̂n(s)

sonucuna varılır.

Teorem 4.46. λ1, λ2 ∈ R olmak üzere Ln dönüşümü

Ln

[
λ1u(t) + λ2v(t)

]
(s) = λ1Ln

[
u(t)

]
(s) + λ2Ln

[
v(t)

]
(s)

lineerlik özelliğine sahiptir.

İspat. u ve v fonksiyonlarına sırasıyla Ln dönüşümü uygulanırsa

Ln

[
u(t)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)u(t)dt,
(
< (sn) > α1

)
,

Ln

[
v(t)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)v(t)dt,
(
< (sn) > α2

)
bulunur. < (sn) > max {α1, α2} olmak üzere

Ln

[
λ1u(t) + λ2v(t)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)
(
λ1u(t) + λ2v(t)

)
dt

= λ1s
n−1

∞∫
0

exp(−snt)u(t)dt+ λ2s
n−1

∞∫
0

exp(−snt)v(t)dt

= λ1Ln

[
u(t)

]
(s) + λ2Ln

[
v(t)

]
(s)

sonucuna ulaşılır.
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Teorem 4.47. m. mertebeden türevli u fonksiyonunun Ln dönüşümü

Ln

[
u(m)(t)

]
(s) = smnûn(s)− sn−1

m−1∑
k=0

(sn)m−1−ku(k)(0) (4.43)

şeklindedir.

İspat. t→∞ iken u(t) exp (−snt)→ 0 varsayımı altında, m = 1 için

Ln

[
u′(t)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)u′(t)dt

= sn−1

 lim
A→∞

[
u(t)

exp(snt)

]A
0

+ sn
∞∫

0

exp(−snt)u(t)dt


= snsn−1

∞∫
0

exp(−snt)u(t)dt− sn−1u(0)

= snûn(s)− sn−1u(0)

bulunur. t → ∞ iken u′(t) exp (−snt) → 0 ve u(t) exp (−snt) → 0 varsayımı altında,

m = 2 için

Ln

[
u′′(t)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)u′′(t)dt

= sn−1

−u′(0) + sn
∞∫

0

exp(−snt)u′(t)dt


= sn−1

−u′(0) + sn

 lim
A→∞

[
u(t)

exp(snt)

]A
0

+ sn
∞∫

0

exp(−snt)u(t)dt


= sn−1

−u′(0)− snu(0) + s2n

∞∫
0

exp(−snt)u(t)dt


= s2nûn(s)− s2n−1u(0)− sn−1u′(0)

elde edilir. Kabul edelim ki t → ∞ iken u(α)(t) exp (−snt) → 0, (α = 0, 1, . . . , r − 1)

varsayımı altında, m = r için

Ln

[
u(r)(t)

]
(s) = srnûn(s)− sn−1

r−1∑
k=0

(sn)r−1−ku(k)(0) (4.44)

eşitliği sağlansın.
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(4.44) eşitliği göz önünde bulundurularak t → ∞ iken u(α)(t) exp (−snt) → 0,

(α = 0, 1, . . . , r) varsayımı altında, m = r + 1 için

Ln

[
u(r+1)(t)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)u(r+1)(t)dt

= sn−1

−u(r)(0) + sn
∞∫

0

exp(−snt)u(r)(t)dt


= sn

(
srnûn(s)− sn−1

r−1∑
k=0

(sn)r−1−ku(k)(0)

)
− sn−1u(r)(0)

= s(r+1)nûn(s)− sn−1

r∑
k=0

(sn)r−ku(k)(0)

bulunur.

Uyarı 4.48. m. mertebeden türevli u fonksiyonunun Ln dönüşümü

Ln

[
u(m)(t)

]
(s) = smnûn(s)− sn−1

m−1∑
k=0

(
sn
)k
u(m−k−1)(0) (4.45)

şeklinde de yazılabilir.

Teorem 4.49. m ∈ N olmak üzere Ln dönüşümü

Ln

[
tm
]
(s) =

m!

smn+1
(4.46)

eşitliğine sahiptir.

İspat. m = 1 için

Ln

[
t
]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)tdt

= sn−1

 lim
A→∞

[
t exp(−snt)
−sn

]A
0

+
1

sn

∞∫
0

exp(−snt)dt


= sn−1 lim

A→∞

[
exp(−snt)
−s2n

]A
0

=
1

sn+1

bulunur. m = 2 için

Ln

[
t2
]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)t2dt
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= sn−1

 lim
A→∞

[
t2 exp(−snt)
−sn

]A
0

+
2

sn

∞∫
0

exp(−snt)tdt


=

2

s

 lim
A→∞

[
t exp(−snt)
−sn

]A
0

+
1

sn

∞∫
0

exp(−snt)dt


= − 2

sn+1

1

sn
lim
A→∞

[
1

exp(snt)

]A
0

=
2

s2n+1

elde edilir. Kabul edelim ki m = k için

Ln

[
tk
]
(s) =

k!

skn+1
(4.47)

eşitliği sağlansın. (4.47) eşitliği göz önünde bulundurularak, m = k + 1 için

Ln

[
tk+1

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)tk+1dt

= sn−1

 lim
A→∞

[
tk+1 exp(−snt)

−sn

]A
0

+
(k + 1)

sn

∞∫
0

exp(−snt)tkdt


=

(k + 1)

sn

sn−1

∞∫
0

exp(−snt)tkdt


=

(k + 1)!

sn(k+1)+1

elde edilir.

Teorem 4.50. Ln dönüşümü

Ln

[
exp(at)u(t)

]
(s) =

sn−1

(sn − a)
n−1
n

Ln

[
u(t)

]
(sn − a)

1
n

eşitliğine sahiptir.

İspat. Ln dönüşümü kullanılarak

Ln

[
exp(at)u(t)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt) exp(at)u(t)dt

=
sn−1

(sn − a)
n−1
n

(sn − a)
n−1
n

∞∫
0

exp
(
−
(

(sn − a)
1
n

)n
t
)
u(t)dt

=
sn−1

(sn − a)
n−1
n

Ln

[
u(t)

]
(sn − a)

1
n

sonucuna ulaşılır.
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4.2.2. Bazı Elementer Fonksiyonların İntegral Dönüşümü

Örnek 4.51. Ln dönüşümü

Ln

[
1
]
(s) =

1

s
(4.48)

eşitliğini sağlar. Ln dönüşümün tanımından

Ln

[
1
]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)dt

= sn−1 lim
A→∞

A∫
0

exp(−snt)dt

=
1

s

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.52. a sabit sayı ve < (sn) > a olmak üzere

Ln

[
exp(at)

]
(s) =

sn−1

sn − a
eşitliği sağlanır. Ln dönüşümün tanımından

Ln

[
exp(at)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt) exp(at)dt

= sn−1 lim
A→∞

A∫
0

exp
(
− t(sn − a)

)
dt

=
sn−1

sn − a
sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.53. sin(at) fonksiyonunun Ln dönüşümü

Ln

[
sin(at)

]
(s) =

asn−1

s2n + a2

şeklindedir. Ln dönüşümün tanımından

Ln

[
sin(at)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt) sin(at)dt

elde edilir.
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Burada sin(at)= exp(iat)−exp(−iat)
2i

formülü kullanılır ve gerekli hesaplamalar yapılırsa

Ln

[
sin(at)

]
(s) =

sn−1

2i

∞∫
0

exp(−snt)
(

exp(iat)− exp(−iat)
)
dt

=
sn−1

2i
lim
A→∞

 A∫
0

exp
(
− t(sn − ia)

)
dt−

A∫
0

exp
(
− t(sn + ia)

)
dt


=
sn−1

2i

(
1

sn − ia
− 1

sn + ia

)
=

asn−1

s2n + a2

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.54. cos(at) fonksiyonunun Ln dönüşümü

Ln

[
cos(at)

]
(s) =

s2n−1

s2n + a2

biçimindedir. Ln dönüşümün tanımından

Ln

[
cos(at)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt) cos(at)dt

elde edilir. Burada cos(at) = exp(iat)+exp(−iat)
2

formülü kullanılır ve gerekli hesaplamalar
yapılırsa

Ln

[
cos(at)

]
(s) =

sn−1

2

∞∫
0

exp(−snt)
(

exp(iat) + exp(−iat)
)
dt

=
sn−1

2
lim
A→∞

 A∫
0

exp
(
− t(sn − ia)

)
dt+

A∫
0

exp
(
− t(sn + ia)

)
dt


=
sn−1

2

(
1

sn − ia
+

1

sn + ia

)
=

s2n−1

s2n + a2

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.55. sinh(at) fonksiyonunun Ln dönüşümü

Ln

[
sinh(at)

]
(s) =

asn−1

s2n − a2

biçimindedir. Ln dönüşümün tanımından

Ln

[
sinh(at)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt) sinh(at)dt

elde edilir.
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Burada sinh(at)= exp(at)−exp(−at)
2

formülü kullanılır ve gerekli hesaplamalar yapılırsa

Ln

[
sinh(at)

]
(s) =

sn−1

2

∞∫
0

exp(−snt)
(

exp(at)− exp(−at)
)
dt

=
sn−1

2
lim
A→∞

 A∫
0

exp
(
− t(sn − a)

)
dt−

A∫
0

exp
(
− t(sn + a)

)
dt


=
sn−1

2

(
1

sn − a
− 1

sn + a

)
=

asn−1

s2n − a2

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.56. cosh(at) fonksiyonunun Ln dönüşümü

Ln

[
cosh(at)

]
(s) =

s2n−1

s2n − a2

şeklindedir. Ln dönüşümün tanımından

Ln

[
cosh(at)

]
(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt) cosh(at)dt

elde edilir. Burada cosh(at) = exp(at)+exp(−at)
2

formülü kullanılır ve gerekli hesaplamalar

yapılırsa

Ln

[
cosh(at)

]
(s) =

sn−1

2

∞∫
0

exp(−snt)
(

exp(at) + exp(−at)
)
dt

=
sn−1

2
lim
A→∞

 A∫
0

exp
(
− t(sn − a)

)
dt+

A∫
0

exp
(
− t(sn + a)

)
dt


=
sn−1

2

(
1

sn − a
+

1

sn + a

)
=

s2n−1

s2n − a2

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.57. Ln dönüşümü

Ln

[
exp(at) sin(bt)

]
(s) =

bsn−1

(sn − a)2 + b2

eşitliğine sahiptir.
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4.50. Teoremde u(t) = sin(bt) seçilir ve 4.53. Örnek göz önünde bulundurularak

Ln

[
exp(at) sin(bt)

]
(s) =

sn−1

(sn − a)
n−1
n

b
(

(sn − a)
1
n

)n−1((
(sn − a)

1
n

)2n

+ b2

)
=

bsn−1

(sn − a)2 + b2

sonucuna varılır.

Örnek 4.58. Ln dönüşümü

Ln

[
exp(at) cos(bt)

]
(s) =

sn−1(sn − a)

(sn − a)2 + b2

eşitliğine sahiptir. 4.50. Teoremde u(t) = cos(bt) seçilir ve 4.54. Örnek göz önünde

bulundurularak

Ln

[
exp(at) cos(bt)

]
(s) =

sn−1

(sn − a)
n−1
n

(
(sn − a)

1
n

)2n−1((
(sn − a)

1
n

)2n

+ b2

)
=

sn−1(sn − a)

(sn − a)2 + b2

sonucuna varılır.

Örnek 4.59. Ln dönüşümü

Ln

[
exp(at)tm

]
(s) =

sn−1m!

(sn − a)m+1

eşitliğine sahiptir. 4.50. Teoremde u(t) = tm seçilir ve 4.49. Teorem göz önünde

bulundurularak

Ln

[
exp(at)tm

]
(s) =

sn−1

(sn − a)
n−1
n

m!(
(sn − a)

1
n

)mn+1

=
sn−1m!

(sn − a)m+1

sonucuna varılır.

4.2.3. Dönüşümün Kesirli Operatörlere Uygulanması

Teorem 4.60. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integralin Ln dönüşümü

Ln

[ (
Iε0+u

)
(t)
]
(s) = s−εn ûn(s), (<(ε) > 0)

şeklinde elde edilir.
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İspat. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integral

(
Iε0+u

)
(t) =

1

Γ(ε)

t∫
0

(t− τ)ε−1u(τ)dτ

şeklindedir. Eşitliğin sağ yanı sn−1 (s 6= 0) ile çarpılıp bölünürse

(
Iε0+u

)
(t) =

1

Γ(ε)sn−1

sn−1

t∫
0

(t− τ)ε−1u(τ)dτ


bulunur. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integralin konvolüsyon ile olan ilişkisi(

Iε0+u
)

(t) =
(tε−1 ∗ u) (t)

Γ(ε)sn−1
(4.49)

şeklindedir. tε−1 fonksiyonunun Ln dönüşümü

Ln

[
tε−1

]
(s) =

Γ(ε)

s(ε−1)n+1
(4.50)

biçimindedir. (4.49) eşitliğine Ln dönüşümü uygulanırsa

Ln

[ (
Iε0+u

)
(t)
]
(s) =

1

Γ(ε)sn−1
Ln

[ (
tε−1 ∗ u

)
(t)
]
(s)

elde edilir. (4.42) eşitliği kullanılırsa

Ln

[ (
Iε0+u

)
(t)
]
(s) =

1

Γ(ε)sn−1
Ln

[
tε−1

]
(s)Ln

[
u(t)

]
(s)

bulunur. Son olarak (4.50) eşitliği kullanılırsa

Ln

[ (
Iε0+u

)
(t)
]
(s) = s−εn ûn(s) (4.51)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.61. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli türevin Ln dönüşümü

Ln

[ (
Dε

0+u
)

(t)
]
(s) = sεn ûn(s)−

m−1∑
k=0

snk+n−1
[(
Dε−k−1

0+ u
)

(t)
]
t=0

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

şeklindedir.

İspat. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli türev

(
Dε

0+u
)

(t) =
dm

dtm
1

Γ(m− ε)

t∫
0

(t− τ)m−ε−1u(τ)dτ

biçimindedir.
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Burada

v(t) :=
1

Γ(m− ε)

t∫
0

(t− τ)m−ε−1u(τ)dτ

denirse (
Dε

0+u
)

(t) = v(m)(t) (4.52)

elde edilir. Ayrıca v(t) fonksiyonu

v(t) =
(
Im−ε0+ u

)
(t) (4.53)

şeklindedir. (4.52) eşitliğine Ln dönüşümü uygulanırsa

Ln

[ (
Dε

0+u
)

(t)
]
(s) = Ln

[
v(m)(t)

]
(s)

bulunur. (4.45) eşitliği kullanılırsa

Ln

[ (
Dε

0+u
)

(t)
]
(s) = smn v̂n(s)− sn−1

m−1∑
k=0

snkv(m−k−1)(0) (4.54)

elde edilir. (4.53) eşitliğine Ln dönüşümü uygulanırsa

Ln

[
v(t)

]
(s) = Ln

[ (
Im−ε0+ u

)
(t)
]
(s)

bulunur. (4.51) eşitliği kullanılırsa

Ln

[
v(t)

]
(s) = s−(m−ε)n ûn(s) (4.55)

elde edilir. (4.53) eşitliği (m−k−1). mertebeden türevlenirse

v(m−k−1)(t) =
dm−k−1

dtm−k−1

(
Im−ε0+ u

)
(t)

bulunur. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli türev ve integralin(
Dε

0+u
)

(t) =
dm

dtm
(
Im−ε0+ u

)
(t) (4.56)

ilişkisi kullanılırsa

v(m−k−1)(t) =
(
Dε−k−1

0+ u
)

(t) (4.57)

elde edilir. Son olarak (4.55) ve (4.57) eşitlikleri (4.54) eşitliğinde yerine yazılırsa

Ln

[ (
Dε

0+u
)

(t)
]
(s) = sεn ûn(s)−

m−1∑
k=0

snk+n−1
[(
Dε−k−1

0+ u
)

(t)
]
t=0

sonucuna ulaşılır.
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Teorem 4.62. Pozitif reel eksen üzerinde sol Caputo kesirli türevin Ln dönüşümü

Ln

[ (
cDε

0+u
)

(t)
]
(s) = sεn ûn(s)−

m−1∑
k=0

sεn−nk−1u(k)(0) (4.58)

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

şeklindedir.

İspat. Pozitif reel eksen üzerinde sol Caputo kesirli türev

(
cDε

0+u
)

(t) =
1

Γ(m− ε)

t∫
0

(t− τ)m−ε−1u(m)(τ)dτ

biçimindedir. Burada

v(t) := u(m)(t) (4.59)

denirse

(
cDε

0+u
)

(t) =
1

Γ(m− ε)

t∫
0

(t− τ)m−ε−1v(τ)dτ

elde edilir ki bu pozitif reel eksen üzerinde sol Caputo kesirli türev ile R-L kesirli integral

arasındaki (
cDε

0+u
)

(t) =
(
Im−ε0+ v

)
(t) (4.60)

ilişkisini verir. (4.60) eşitliğine Ln dönüşümü uygulanırsa

Ln

[ (
cDε

0+u
)

(t)
]
(s) = Ln

[ (
Im−ε0+ v

)
(t)
]
(s)

bulunur. (4.51) eşitliği kullanılırsa

Ln

[ (
cDε

0+u
)

(t)
]
(s) = s−(m−ε)n v̂n(s) (4.61)

elde edilir. (4.59) eşitliğine Ln dönüşümü uygulanırsa

v̂n(s) = smn ûn(s)− sn−1

m−1∑
k=0

(sn)m−k−1u(k)(0) (4.62)

bulunur. Son olarak (4.62) eşitliği (4.61) eşitliğinde kullanılırsa

Ln

[ (
cDε

0+u
)

(t)
]
(s) = sεn ûn(s)−

m−1∑
k=0

sεn−nk−1u(k)(0)

sonucuna ulaşılır.
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4.2.4. Çeşitli Diferansiyel Denklemlerin Çözümleri

Örnek 4.63. Bagley-Torvik kesirli diferansiyel denklemi ve başlangıç koşulları

y′′(t) +
(
cD

3
2
0+y
)

(t) + y(t) = t+ 1, y(0) = y′(0) = 1

şeklinde olmak üzere Ln dönüşümünden

Ln

[
y′′(t)

]
(s) + Ln

[ (
cD

3
2
0+y
)

(t)
]
(s) + Ln

[
y(t)

]
(s) = Ln

[
t
]
(s) + Ln

[
1
]
(s)

bulunur. Buradan verilen başlangıç koşulları göz önünde bulundurularak sırasıyla (4.48)

eşitliği, m = 1 için (4.46) eşitliği, m = 2 için (4.45) ve (4.58) eşitlikleri kullanılırsa

s2nŷn(s)− s2n−1 − sn−1 + s
3n
2 ŷn(s)− s

3n
2
−1 − s

3n
2
−n−1 + ŷn(s) =

1

sn+1
+

1

s

elde edilir. Burada ŷn(s) yalnız bırakılırsa

ŷn(s) =
s−n−1 + s−1 + s2n−1 + sn−1 + s

3n
2
−1 + s

3n
2
−n−1

s2n + s
3n
2 + 1

=
1

sn+1
+

1

s

bulunur. Ardından L−1
n dönüşümü uygulanırsa

L−1
n

[
ŷn(s)

]
(t) = L−1

n

[ 1

sn+1

]
(t) + L−1

[1

s

]
(t)

y(t) = t+ 1

sonucuna ulaşılır ki bu klasik Laplace dönüşümünün çözümü ile çakışır [32].

Örnek 4.64. 1 < <(ε) < 2 için harmonik titreşim denklemi ve başlangıç koşulları(
cDε

0+y
)

(t) + w2y(t) = 0, y(0) = A, y′(0) = B

şeklinde olmak üzere Ln dönüşümünden

Ln

[ (
cDε

0+y
)

(t)
]
(s) + w2Ln

[
y(t)

]
(s) = 0

bulunur. Buradan verilen başlangıç koşulları göz önünde bulundurularak m = 2 için (4.58)

eşitliği kullanılırsa
sεnŷn(s)− Asεn−1 −Bsεn−n−1 + w2ŷn(s) = 0

elde edilir. Ardından ŷn(s) yalnız bırakılırsa

ŷn(s) =
Asεn−1

sεn + w2
+
Bsεn−n−1

sεn + w2

=
As−1

1 + w2s−εn
+

Bs−n−1

1 + w2s−εn

bulunur.
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Burada 1
1+t

=
∞∑
k=0

(−t)k formülü kullanılırsa

ŷn(s) = A

∞∑
k=0

(−1)kw2ks−εkn−1 +B
∞∑
k=0

(−1)kw2ks−εkn−n−1

elde edilir. Son olarak eşitliğin her iki yanına L−1
n dönüşümü uygulanırsa

y(t) = A

∞∑
k=0

(−1)kw2kL−1
n

[
s−εkn−1

]
(t) +B

∞∑
k=0

(−1)kw2kL−1
n

[
s−εkn−n−1

]
(t)

= A
∞∑
k=0

(−w2tε)
k

Γ (εk + 1)
+Bt

∞∑
k=0

(−w2tε)
k

Γ (εk + 2)

bulunur. Buradan

y(t) = AEε,1
(
−w2tε

)
+BtEε,2

(
−w2tε

)
(4.63)

sonucuna ulaşılır ki bu klasik Laplace dönüşümün çözümü ile çakışır [40]. Burada kullanılan

Eα,β(·) fonksiyonu iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur (bkz. Bölüm 3.).

Sonuç 4.65. Özel olarak (4.63) eşitliğinde sırasıyla w = A = B = 1, w = A = B = 2,

w = A = B = 3 alınır ve Mittag-Leffler fonksiyonlarının ilk üç terimi açılırsa

y(t) =
2∑

k=0

(−tε)k

Γ (εk + 1)
+ t

2∑
k=0

(−tε)k

Γ (εk + 2)
, (4.64)

y(t) = 2
2∑

k=0

(−4tε)k

Γ (εk + 1)
+ 2t

2∑
k=0

(−4tε)k

Γ (εk + 2)
, (4.65)

y(t) = 3
2∑

k=0

(−9tε)k

Γ (εk + 1)
+ 3t

2∑
k=0

(−9tε)k

Γ (εk + 2)
(4.66)

elde edilir ki bu eşitliklerin farklı ε değerleri için yaklaşık davranışları Şekil 6.3’de

sunulmuştur.

4.3. Genelleştirilmiş Mellin Dönüşümü

Fourier ve ters Fourier dönüşümleri sırasıyla

F {v(ξ)} = V (w) =

∞∫
−∞

exp(iwξ)v(ξ)dξ, (4.67)

F−1 {V (w)} = v(ξ) =
1

2π

∞∫
−∞

exp(−iwξ)V (w)dw (4.68)

şeklindedir [18].
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α ∈ C, γ ∈ R olmak üzere (4.67) ve (4.68) eşitliklerinde exp(ξ) = t, iw = α − γ
dönüşümleri yapılırsa sırasıyla

V

(
α− γ
i

)
=

∞∫
0

tα−1t−γ v (log t) dt, (4.69)

v (log t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

tγ−α V

(
α− γ
i

)
dα (4.70)

bulunur. (4.69) eşitliğinde

u(t) := t−γ v (log t) (4.71)

denirse

V

(
α− γ
i

)
=

∞∫
0

tα−1u(t)dt = ũ(α) (4.72)

elde edilir. Ardından (4.71) bağıntısı göz önünde bulundurularak (4.72) eşitliği (4.70)

eşitliğinde kullanılırsa

u(t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

t−α ũ(α)dα (4.73)

bulunur. p : C → C − {0}, q : C → C olmak üzere (4.73) eşitliğinin sağ yanı p(α) ile

çarpılıp bölünür ve α yerine q(α) yazılırsa

u(t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

t−q(α)q′(α)

p(α)
p(α)ũ

(
q(α)

)︸ ︷︷ ︸
pMq

[
u(t)

]
(α)

dα

=
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

t−q(α)q′(α)

p(α)
pMq

[
u(t)

]
(α)︸ ︷︷ ︸

û
(
q(α)
) dα

=
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

t−q(α)q′(α)û
(
q(α)

)
p(α)

dα

sonucuna ulaşılır ki bu aşağıdaki 4.66. Tanımı verir.

61



Tanım 4.66. u : (0,∞) → R, p : C → C − {0}, q : C → C ve t > 0 olmak üzere

genelleştirilmiş Mellin ve ters Mellin dönüşümleri sırasıyla

pMq

[
u(t)

]
(α) = û

(
q(α)

)
:= p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u(t)dt,

pM
−1
q

[
û
(
q(α)

)]
(t) = u(t) :=

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

t−q(α)q′(α)û
(
q(α)

)
p(α)

dα

şeklinde tanımlanır.

Uyarı 4.67. Yukarıdaki tanımda p(α)=q(α)=1 olarak alınırsa klasik Mellin ve ters Mellin

dönüşümleri elde edilir.

Teorem 4.68. Bir u(t) fonksiyonu her kapalı [a, b] ⊂ (0,∞) aralığında parçalı sürekli olsun.

O zaman p : C → C − {0}, q : C → C ve γ1 < <(q(α)) < γ2 için u(t) fonksiyonunun

genelleştirilmiş Mellin dönüşümü mevcuttur.

İspat. Genelleştirilmiş Mellin dönüşümün tanımından∣∣∣pMq

[
u(t)

]
(α)
∣∣∣ =

∣∣∣p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u(t)dt
∣∣∣ ≤ ∣∣∣p(α)

∣∣∣ ∞∫
0

tq(α)−1
∣∣∣u(t)

∣∣∣dt
elde edilir. Buradan γ1 < <(q(α)) < γ2 için

∣∣∣pMq

[
u(t)

]
(α)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣p(α)

∣∣∣ 1∫
0

tγ1−1
∣∣∣u(t)

∣∣∣dt+
∣∣∣p(α)

∣∣∣ ∞∫
1

tγ2−1
∣∣∣u(t)

∣∣∣dt <∞
sonucuna ulaşılır.

4.3.1. İntegral Dönüşümünün Temel Özellikleri

Bu bölüm boyunca aksi belirtilmedikçe u, v : (0,∞) → R, p : C → C − {0},
q : C → C ve t > 0 olarak alınacaktır. Ayrıca genelleştirilmiş Mellin ve ters Mellin

dönüşümleri sırasıyla pMq ve pM
−1
q sembolleri ile gösterilecektir.

Teorem 4.69. λ1, λ2 ∈ R olmak üzere pMq dönüşümü

pMq

[
λ1u(t) + λ2v(t)

]
(α) = λ1 pMq

[
u(t)

]
(α) + λ2 pMq

[
v(t)

]
(α)

lineerlik özelliğine sahiptir.
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İspat. pMq dönüşümü kullanılarak

pMq

[
λ1u(t) + λ2v(t)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1
(
λ1u(t) + λ2v(t)

)
dt

= λ1 p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u(t)dt+ λ2 p(α)

∞∫
0

tq(α)−1v(t)dt

= λ1 pMq

[
u(t)

]
(α) + λ2 pMq

[
v(t)

]
(α)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.70. a > 0 olmak üzere pMq dönüşümü

pMq

[
u(at)

]
(α) =

û
(
q(α)

)
aq(α)

eşitliğini sağlar.

İspat. pMq dönüşümü kullanılarak

pMq

[
u(at)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u(at)dt, (at = x dönüşümü ile)

= p(α)

∞∫
0

(x
a

)q(α)−1

u(x)
dx

a

=
p(α)

aq(α)

∞∫
0

xq(α)−1u(x)dx

=
û
(
q(α)

)
aq(α)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.71. pMq dönüşümü

pMq

[
tau(t)

]
(α) = û

(
q(α) + a

)
(4.74)

eşitliğini sağlar.

İspat. pMq dönüşümü kullanılarak

pMq

[
tau(t)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1tau(t)dt

= p(α)

∞∫
0

tq(α)+a−1u(t)dt

= û
(
q(α) + a

)
sonucuna ulaşılır.
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Teorem 4.72. pMq dönüşümü

pMq

[
u (ta)

]
(α) =

1

a
û

(
q(α)

a

)
eşitliğini sağlar.

İspat. pMq dönüşümü kullanılarak

pMq

[
u (ta)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u (ta) dt, (ta = x dönüşümü ile)

= p(α)

∞∫
0

(
x

1
a

)q(α)−1

u(x)
dx

ax
a−1
a

=
p(α)

a

∞∫
0

x
q(α)
a
−1u(x)dx

=
1

a
û

(
q(α)

a

)
sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.73. n ∈ N olmak üzere pMq dönüşümü

pMq

[
u(n)(t)

]
(α) = (−1)n

Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α)− n

) û(q(α)− n
)

eşitliğini sağlar.

İspat. n = 1 için

pMq

[
u′(t)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u′(t)dt

= p(α) lim
A→∞

[
tq(α)−1u(t)

]A
0
− (q(α)− 1)p(α)

∞∫
0

tq(α)−2u(t)dt

= −(q(α)− 1)p(α)

∞∫
0

tq(α)−2u(t)dt

= −(q(α)− 1)û
(
q(α)− 1

)
= −

Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α)− 1

) û(q(α)− 1
)

elde edilir.
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Burada t→ 0 ve t→∞ iken tq(α)−1u(t) = 0 olarak kabul edilir. n = k için

pMq

[
u(k)(t)

]
(α) = (−1)k

Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α)− k

) û(q(α)− k
)

eşitliği sağlansın. n = k + 1 için

pMq

[
u(k+1)(t)

]
(α) = pMq

[
d

dt
u(k)(t)

]
(α)

= (−1)k(q(α)− 1)(q(α)− 2) . . . (q(α)− k)p(α)

∞∫
0

tq(α)−(k+1)u′(t)dt

= (−1)k+1(q(α)− 1)(q(α)− 2) . . . (q(α)− (k + 1))p(α)

∞∫
0

tq(α)−(k+2)u(t)dt

= (−1)k+1(q(α)− 1)(q(α)− 2) . . . (q(α)− (k + 1))û
(
q(α)− (k + 1)

)
= (−1)k+1 Γ

(
q(α)

)
Γ
(
q(α)− (k + 1)

) û(q(α)− (k + 1)
)

sonucuna ulaşılır. Burada belirtilmelidir ki t → 0 ve t → ∞ iken kısmi integrasyondan

gelen ilk terimler sıfır olarak kabul edilir.

Teorem 4.74. n ∈ N olmak üzere pMq dönüşümü

pMq

[
tnu(n)(t)

]
(α) = (−1)n

Γ
(
q(α) + n

)
Γ
(
q(α)

) û
(
q(α)

)
(4.75)

eşitliğini sağlar.

İspat. n = 1 için

pMq

[
tu′(t)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)u′(t)dt

= p(α) lim
A→∞

[
tq(α)u(t)

]A
0
− q(α)p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u(t)dt

= −q(α)p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u(t)dt

= −q(α)û
(
q(α)

)
= −

Γ
(
q(α) + 1

)
Γ
(
q(α)

) û
(
q(α)

)
elde edilir.
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Burada t→ 0 ve t→∞ iken tq(α)u(t) = 0 olarak kabul edilir. n = k için

pMq

[
tku(k)(t)

]
(α) = (−1)k

Γ
(
q(α) + k

)
Γ
(
q(α)

) û
(
q(α)

)
eşitliği sağlansın. n = k + 1 için

pMq

[
tk+1u(k+1)(t)

]
(α) = pMq

[
t
d

dt
tku(k)(t)

]
(α)− pMq

[
ktku(k)(t)

]
(α)

= −q(α)(−1)kq(α)(q(α) + 1)(q(α) + 2) . . . (q(α) + k − 1)û
(
q(α)

)
− k(−1)kq(α)(q(α) + 1)(q(α) + 2) . . . (q(α) + k − 1)û

(
q(α)

)
= (−1)k+1q(α)(q(α) + 1)(q(α) + 2) . . . (q(α) + k)û

(
q(α)

)
= (−1)k+1 Γ

(
q(α) + k + 1

)
Γ
(
q(α)

) û
(
q(α)

)
sonucuna ulaşılır. Burada belirtilmelidir ki t → 0 ve t → ∞ iken kısmi integrasyondan

gelen ilk terimler sıfır olarak kabul edilir.

Teorem 4.75. n ∈ N olmak üzere pMq dönüşümü

pMq

[(
t
d

dt

)n
u(t)

]
(α) = (−1)n

(
q(α)

)n
û
(
q(α)

)
eşitliğini sağlar.

İspat. n = 1 için

pMq

[(
t
d

dt

)
u(t)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1

(
t
d

dt

)
u(t)dt

= −q(α)û
(
q(α)

)
elde edilir. Burada t→ 0 ve t→∞ iken tq(α)u(t) = 0 olarak kabul edilir. n = k için

pMq

[(
t
d

dt

)k
u(t)

]
(α) = (−1)k

(
q(α)

)k
û
(
q(α)

)
eşitliği sağlansın. n = k + 1 için

pMq

[(
t
d

dt

)k+1

u(t)
]
(α) = pMq

[(
t
d

dt

)(
t
d

dt

)k
u(t)

]
(α)

= (−1)k
(
q(α)

)k
p(α)

∞∫
0

tq(α)−1

(
t
d

dt

)
u(t)dt

= (−1)k+1
(
q(α)

)k+1
û
(
q(α)

)
sonucuna ulaşılır. Burada belirtilmelidir ki t → 0 ve t → ∞ iken kısmi integrasyondan

gelen ilk terimler sıfır olarak kabul edilir.
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Teorem 4.76. n ∈ N olmak üzere pMq dönüşümü

pMq

[
Inu(t)

]
(α) = (−1)n

Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α) + n

) û(q(α) + n
)

eşitliğini sağlar. Burada Inu(t) =

t∫
0

t∫
0

. . .

t∫
0︸ ︷︷ ︸

n kez

u(x)dx biçimindedir.

İspat. U(t) = Inu(t) ve U (n)(t) = u(t) olmak üzere n = 1 için

pMq

[
U ′(t) = u(t)

]
(α) = −

Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α)− 1

) Û(q(α)− 1
)

= −
Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α)− 1

) Î1u
(
q(α)− 1

)
elde edilir. Burada q(α) yerine q(α) + 1 yazılırsa

pMq

[
I1u(t)

]
(α) = −

Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α) + 1

) û(q(α) + 1
)

bulunur. n = k için

pMq

[
Iku(t)

]
(α) = (−1)k

Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α) + k

) û(q(α) + k
)

(4.76)

eşitliği sağlansın. n = k + 1 için

pMq

[
U (k+1)(t) = u(t)

]
(α) = pMq

[
d

dt
U (k)(t) = u(t)

]
(α)

elde edilir. (4.76) eşitliği gözönünde bulundurulursa

û
(
q(α)

)
= (−1)k+1 Γ

(
q(α)

)
Γ
(
q(α)− k − 1

) Îk+1u
(
q(α)− k − 1

)
bulunur. Ardından q(α) yerine q(α) + k + 1 yazılırsa

pMq

[
Ik+1u(t)

]
(α) = (−1)k+1 Γ

(
q(α)

)
Γ
(
q(α) + k + 1

) û(q(α) + k + 1
)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.77. Konvolüsyonların pMq dönüşümü

pMq

[
(u ∗ v)(t)

]
(α) =

û
(
q(α)

)
v̂
(
q(α)

)
p(α)

, (4.77)

pMq

[
(u ◦ v)(t)

]
(α) =

û
(
q(α)

)
v̂
(
1− q(α)

)
p(α)

(4.78)

biçimindedir.
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İspat. pMq dönüşümü ve konvolüsyon kullanılarak

pMq

[
(u ∗ v)(t)

]
(α) = pMq

[ ∞∫
0

u(ξ)v

(
t

ξ

)
dξ

ξ

]
(α)

= p(α)

∞∫
0

∞∫
0

tq(α)−1u(ξ)v

(
t

ξ

)
dξ

ξ
dt,

(
t

ξ
= η dönüşümü ile

)

= p(α)

∞∫
0

∞∫
0

(ξη)q(α)−1u(ξ)v(η)
dξ

ξ
ξdη

= p(α)

∞∫
0

ξq(α)−1u(ξ)dξ

∞∫
0

ηq(α)−1v(η)dη

bulunur. Eşitliğin sağ yanı p(α) ile çarpılıp bölünürse

pMq

[
(u ∗ v)(t)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

ξq(α)−1u(ξ)dξ
p(α)

p(α)

∞∫
0

ηq(α)−1v(η)dη

=
û
(
q(α)

)
v̂
(
q(α)

)
p(α)

sonucuna ulaşılır. Yine pMq dönüşümü ve konvolüsyon kullanılırsa

pMq

[
(u ◦ v)(t)

]
(α) = pMq

[ ∞∫
0

u(tξ)v(ξ)dξ

]
(α)

= p(α)

∞∫
0

∞∫
0

tq(α)−1u(tξ)v(ξ)dξdt,
(
tξ = η dönüşümü ile

)
= p(α)

∞∫
0

∞∫
0

(
η

ξ

)q(α)−1

u(η)v(ξ)dξ
dη

ξ

= p(α)

∞∫
0

ηq(α)−1u(η)dη

∞∫
0

ξ−q(α)v(ξ)dξ

elde edilir. Eşitliğin sağ yanı p(α) ile çarpılıp bölünürse

pMq

[
(u ◦ v)(t)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

ηq(α)−1u(η)dη
p(α)

p(α)

∞∫
0

ξ−q(α)v(ξ)dξ

=
û
(
q(α)

)
v̂
(
1− q(α)

)
p(α)

sonucuna ulaşılır.

68



Sonuç 4.78. (4.78) eşitliğine pM
−1
q dönüşümü uygulanırsa

(u ◦ v)(t) = pM
−1
q

[
û
(
q(α)

)
v̂
(
1− q(α)

)
p(α)

]
(t)

bulunur. Konvolüsyon tanımı kullanılırsa
∞∫

0

u(tξ)v(ξ)dξ = pM
−1
q

[
û
(
q(α)

)
v̂
(
1− q(α)

)
p(α)

]
(t)

elde edilir. Burada u(t) = exp(−t) seçilir ve gerekli hesaplamalar yapılırsa

L
[
v(ξ)

]
(t) = pM

−1
q

[
Γ
(
q(α)

)
v̂
(
1− q(α)

)]
(t)

sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.79. pMq dönüşümü

pMq

[
tλ
∞∫

0

τ ηu(tτ)v(τ)dτ

]
(α) =

û
(
q(α) + λ

)
v̂
(
η + 1− q(α)− λ

)
p(α)

(4.79)

eşitliğini sağlar.

İspat. pMq dönüşümü kullanılarak

pMq

[
tλ
∞∫

0

τ ηu(tτ)v(τ)dτ

]
(α)

= p(α)

∞∫
0

∞∫
0

tq(α)−1tλτ ηu(tτ)v(τ)dτdt, (tτ = x dönüşümü ile)

= p(α)

∞∫
0

∞∫
0

(x
τ

)q(α)+λ−1

τ ηu(x)v(τ)dτ
dx

τ

= p(α)

∞∫
0

xq(α)+λ−1u(x)dx

∞∫
0

τ η−q(α)−λv(τ)dτ

bulunur. Eşitliğin sağ yanı p(α) ile çarpılıp bölünürse

pMq

[
tλ
∞∫

0

τ ηu(tτ)v(τ)dτ

]
(α) = p(α)

∞∫
0

xq(α)+λ−1u(x)dx
p(α)

p(α)

∞∫
0

τ η−q(α)−λv(τ)dτ

=
û
(
q(α) + λ

)
v̂
(
η + 1− q(α)− λ

)
p(α)

sonucuna ulaşılır.
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Teorem 4.80. (Parseval Özelliği) pMq dönüşümü

pMq

[
u(t)v(t)

]
(α) =

1

p(α)

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

û
(
q(s)

)
q′(s)v̂

(
q(α)− q(s)

)
ds

eşitliğini sağlar.

İspat. pMq ve pM
−1
q dönüşümleri kullanılarak

pMq

[
u(t)v(t)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u(t)v(t)dt

=
p(α)

p(α)

1

2πi

∞∫
0

γ+i∞∫
γ−i∞

tq(α)−1t−q(s)v(t)û
(
q(s)

)
q′(s)dsdt

=
1

p(α)

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

û
(
q(s)

)
q′(s)v̂

(
q(α)− q(s)

)
ds (4.80)

sonucuna ulaşılır.

Sonuç 4.81. (4.80) eşitliğinde p(α) = q(α) = 1 ve q(s) = s olarak seçilirse

pMq

[
u(t)v(t)

]
(α) =

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

û(s)v̂(1− s)ds

elde edilir.

4.3.2. Bazı Elementer Fonksiyonların İntegral Dönüşümü
Örnek 4.82. a > 0 olmak üzere exp(−at) fonksiyonunun pMq dönüşümü

pMq

[
exp(−at)

]
(α) =

p(α)Γ
(
q(α)

)
aq(α)

,
(
<(q(α)) > 0

)
(4.81)

şeklindedir. pMq dönüşümün tanımından

pMq

[
exp(−at)

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1 exp(−at)dt,
(
at = x dönüşümü ile

)
= p(α)

∞∫
0

(x
a

)q(α)−1

exp(−x)
dx

a

=
p(α)

aq(α)

∞∫
0

xq(α)−1 exp(−x)dx

=
p(α)Γ

(
q(α)

)
aq(p)

sonucuna ulaşılır.
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Örnek 4.83. 1
exp(t)−1

fonksiyonunun pMq dönüşümü

pMq

[
1

exp(t)− 1

]
(α) = p(α)Γ

(
q(α)

)
ζ
(
q(α)

)
,
(
<(q(α)) > 1

)
(4.82)

biçimindedir. pMq dönüşümünde
∞∑
n=1

exp (−nt) =
1

exp(t)− 1

formülü kullanılırsa

pMq

[
1

exp(t)− 1

]
(α) = p(α)

∞∑
n=1

∞∫
0

tq(α)−1 exp (−nt) dt

= p(α)
∞∑
n=1

Γ
(
q(α)

)
nq(α)

= p(α)Γ
(
q(α)

)
ζ
(
q(α)

)
bulunur. Burada kullanılan ζ(·) fonksiyonu Riemann zeta fonksiyonudur (bkz. Bölüm 3.).

Örnek 4.84. 2
exp(2t)−1

fonksiyonunun pMq dönüşümü

pMq

[
2

exp(2t)− 1

]
(α) = 21−q(α)p(α)Γ

(
q(α)

)
ζ
(
q(α)

)
,
(
<(q(α)) > 1

)
(4.83)

şeklindedir. pMq dönüşümün tanımından

pMq

[
2

exp(2t)− 1

]
(α) = 2p(α)

∞∑
n=1

∞∫
0

tq(α)−1 exp (−2nt) dt

= 21−q(α)p(α)
∞∑
n=1

Γ
(
q(α)

)
nq(α)

= 21−q(α)p(α)Γ
(
q(α)

)
ζ
(
q(α)

)
sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.85. 1
exp(t)+1

fonksiyonunun pMq dönüşümü

pMq

[
1

exp(t) + 1

]
(α) =

(
1− 21−q(α)

)
p(α)Γ

(
q(α)

)
ζ
(
q(α)

)
,
(
<(q(α)) > 1

)
biçimindedir. pMq dönüşümü(

1

exp(t)− 1
− 1

exp(t) + 1

)
=

2

exp(2t)− 1

eşitliğine uygulanırsa
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pMq

[
1

exp(t) + 1

]
(α) = pMq

[
1

exp(t)− 1

]
(α)− pMq

[
2

exp(2t)− 1

]
(α)

bulunur. (4.82) ve (4.83) eşitlikleri göz önünde bulundurulursa

pMq

[
1

exp(t) + 1

]
(α) =

(
1− 21−q(α)

)
p(α)Γ

(
q(α)

)
ζ
(
q(α)

)
sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.86. 1
1+t

fonksiyonunun pMq dönüşümü

pMq

[
1

1 + t

]
(α) = p(α)B(q(α), 1− q(α)),

(
0 < <(q(α)) < 1

)
biçimindedir. pMq dönüşümün tanımından

pMq

[
1

1 + t

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1

(
1

1 + t

)
dt,

(
t =

x

1− x
dönüşümü ile

)

= p(α)

1∫
0

(
x

1− x

)q(α)−1

(1− x)
dx

(1− x)2

= p(α)

1∫
0

xq(α)−1(1− x)−q(α)dx

= p(α)B
(
q(α), 1− q(α)

)
sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.87. n > 0 olmak üzere 1
(1+t)n

fonksiyonunun pMq dönüşümü

pMq

[
1

(1 + t)n

]
(α) = p(α)B

(
q(α), n− q(α)

)
,
(
0 < <(q(α)) < n

)
şeklindedir. pMq dönüşümün tanımından

pMq

[
1

(1 + t)n

]
(α) = p(α)

∞∫
0

tq(α)−1 1

(1 + t)n
dt,

(
t =

x

1− x
dönüşümü ile

)

= p(α)

1∫
0

(
x

1− x

)q(α)−1

(1− x)n
dx

(1− x)2

= p(α)

1∫
0

xq(α)−1(1− x)n−q(α)−1dx

= p(α)B
(
q(α), n− q(α)

)
sonucuna ulaşılır.
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Örnek 4.88. cos(nt) ve sin(nt) fonksiyonlarının pMq dönüşümleri sırasıyla

pMq

[
cos(nt)

]
(α) =

p(α)Γ
(
q(α)

)
cos
(
q(α)π

2

)
nq(α)

,

pMq

[
sin(nt)

]
(α) =

p(α)Γ
(
q(α)

)
sin
(
q(α)π

2

)
nq(α)

biçimindedir. (4.81) eşitliğinde a = in seçilirse

pMq

[
exp(−int)

]
(α) = pMq

[
cos(nt)− i sin(nt)

]
(α)

=
p(α)Γ

(
q(α)

)
(in)q(α)

elde edilir. Burada i−q(α) =exp
(
− iq(α)π

2

)
=cos

(
q(α)π

2

)
−i sin

(
q(α)π

2

)
formülü kullanılırsa

pMq

[
cos(nt)− i sin(nt)

]
(α) =

p(α)Γ
(
q(α)

)
nq(α)

(
cos

(
q(α)π

2

)
− i sin

(
q(α)π

2

))
bulunur. Dolayısıyla

pMq

[
cos(nt)

]
(α) =

p(α)Γ
(
q(α)

)
cos
(
q(α)π

2

)
nq(α)

,

pMq

[
sin(nt)

]
(α) =

p(α)Γ
(
q(α)

)
sin
(
q(α)π

2

)
nq(α)

sonuçlarına ulaşılır.

4.3.3. Dönüşümün Kesirli Operatörlere Uygulanması

Teorem 4.89. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integralin pMq dönüşümü

pMq

[ (
Iε0+u

)
(t)
]
(α) =

Γ
(
1− q(α)− ε

)
Γ
(
1− q(α)

) û
(
q(α) + ε

)
, (<(q(α) + ε) < 1)

şeklindedir.

İspat. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integral kullanılarak

(
Iε0+u

)
(t) =

1

Γ(ε)

t∫
0

(t− τ)ε−1u(τ)dτ, (τ = tξ dönüşümü ile)

=
tε

Γ(ε)

1∫
0

(1− ξ)ε−1u(tξ)dξ

=
tε

Γ(ε)

∞∫
0

u(tξ)v(ξ)dξ (4.84)

bulunur.
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Burada v fonksiyonu

v(t) =

{
(1− t)ε−1, 0 ≤ t < 1

0 , t ≥ 1

biçiminde olup bu fonksiyona pMq dönüşümü uygulanırsa

v̂
(
q(α)

)
= p(α)

∞∫
0

tq(α)−1v(t)dt

= p(α)

1∫
0

tq(α)−1(1− t)ε−1dt

= p(α)B
(
q(α), ε

)
= p(α)

Γ
(
q(α)

)
Γ
(
ε
)

Γ
(
q(α) + ε

) (4.85)

elde edilir. Ardından (4.79), (4.84) ve (4.85) eşitlikleri kullanılarak pozitif reel eksen

üzerinde sol R-L kesirli integralin pMq dönüşümü

pMq

[ (
Iε0+u

)
(t)
]
(α) = pMq

[
tε

Γ
(
ε
) ∞∫

0

u(tξ)v(ξ)dξ

]
(α)

=
û
(
q(α) + ε

)
v̂
(
1− q(α)− ε

)
p(α)Γ(ε)

=
Γ
(
1− q(α)− ε

)
Γ
(
1− q(α)

) û
(
q(α) + ε

)
şeklinde elde edilir.

Teorem 4.90. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli türevin pMq dönüşümü

pMq

[ (
Dε

0+u
)

(t)
]
(α) =

Γ
(
1− q(α) + ε

)
Γ
(
1− q(α)

) û
(
q(α)− ε

)
, (<(q(α)) < 1)

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

biçimindedir.

İspat. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integral ve türev sırasıyla

(
Iε0+u

)
(t) =

1

Γ(ε)

t∫
0

(t− τ)ε−1u(τ)dτ,

(
Dε

0+u
)

(t) =
1

Γ(m− ε)
dm

dtm

t∫
0

(t− τ)m−ε−1u(τ)dτ

şeklindedir.
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Bu iki kesirli operatör arasında

(
Dε

0+u
)

(t) =
dm

dtm
1

Γ(m− ε)

t∫
0

(t− τ)m−ε−1u(τ)dτ

=
dm

dtm
(
Im−ε0+ u

)
(t)

biçiminde ilişki vardır. Burada

v(t) :=
(
Im−ε0+ u

)
(t) (4.86)

denirse (
Dε

0+u
)

(t) = v(m)(t)

elde edilir ve ardından eşitliğin her iki yanına pMq dönüşümü uygulanırsa

pMq

[ (
Dε

0+u
)

(t)
]
(α) = pMq

[
v(m)(t)

]
(α)

= (−1)m
Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α)−m

) v̂(q(α)−m
)

=
Γ
(
m+ 1− q(α)

)
Γ
(
1− q(α)

) v̂
(
q(α)−m

)
(4.87)

bulunur. (4.86) eşitliğine pMq dönüşümü uygulanırsa

v̂
(
q(α)

)
= pMq

[ (
Im−ε0+ u

)
(t)
]
(α)

=
Γ
(
1− q(α)−m+ ε

)
Γ
(
1− q(α)

) û
(
q(α) +m− ε

)
(4.88)

elde edilir. (4.88) eşitliğinde q(α) yerine q(α)−m yazılır ve (4.87) eşitliğinde kullanılırsa

pMq

[ (
Dε

0+u
)

(t)
]
(α) =

Γ
(
1− q(α) + ε

)
Γ
(
1− q(α)

) û
(
q(α)− ε

)
sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.91. Pozitif reel eksen üzerinde sol Caputo kesirli türevin pMq dönüşümü

pMq

[ (
cDε

0+u
)

(t)
]
(α) =

Γ
(
1− q(α) + ε

)
Γ
(
1− q(α)

) û
(
q(α)− ε

)
, (<(q(α)) < 1) (4.89)

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

biçimindedir.
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İspat. Pozitif reel eksen üzerinde sol R-L kesirli integral ve Caputo kesirli türev sırasıyla

(
Iε0+u

)
(t) =

1

Γ(ε)

t∫
0

(t− τ)ε−1u(τ)dτ,

(
cDε

0+u
)

(t) =
1

Γ(m− ε)

t∫
0

(t− τ)m−ε−1u(m)(τ)dτ

şeklindedir. Burada

v(t) := u(m)(t) (4.90)

denirse bu iki kesirli operatör arasında

(
cDε

0+u
)

(t) =
1

Γ(m− ε)

t∫
0

(t− τ)m−ε−1v(τ)dτ =
(
Im−ε0+ v

)
(t)

biçiminde ilişki olup eşitliğin her iki yanına pMq dönüşümü uygulanırsa

pMq

[ (
cDε

0+u
)

(t)
]
(α) = pMq

[ (
Im−ε0+ v

)
(t)
]
(α)

=
Γ
(
1− q(α)−m+ ε

)
Γ
(
1− q(α)

) v̂
(
q(α) +m− ε

)
(4.91)

bulunur. (4.90) eşitliğine pMq dönüşümü uygulanırsa

v̂
(
q(α)

)
= pMq

[
u(m)(t)

]
(α)

= (−1)m
Γ
(
q(α)

)
Γ
(
q(α)−m

) û(q(α)−m
)

=
Γ
(
m+ 1− q(α)

)
Γ
(
1− q(α)

) û
(
q(α)−m

)
(4.92)

elde edilir. (4.92) eşitliğinde q(α) yerine q(α)+m−ε yazılır ve (4.91) eşitliğinde kullanılırsa

pMq

[ (
cDε

0+u
)

(t)
]
(α) =

Γ
(
1− q(α) + ε

)
Γ
(
1− q(α)

) û
(
q(α)− ε

)
sonucuna ulaşılır.

Teorem 4.92. pMq dönüşümü

pMq

[
tε
(
cDε

0+u
)

(t)
]
(α) =

Γ
(
1− q(α)

)
Γ
(
1− q(α)− ε

) û(q(α)
)

(4.93)

(m− 1 < <(ε) < m, m ∈ N)

eşitliğini sağlar.

İspat. (4.74) ve (4.89) eşitlikleri birlikte değerlendirilerek istenilen sonuca ulaşılır.
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4.3.4. Çeşitli Diferansiyel Denklemlerin Çözümleri

Örnek 4.93. k = 0, 1, . . . ,m için Ak ∈ R ve <(ε) > 0 olmak üzere
m∑
k=0

Ak t
ε+k
(
cDε+k

0+ y
)

(t) = u(t)

kesirli diferansiyel denklemine pMq dönüşümü uygulanırsa
m∑
k=0

Ak pMq

[
tε+k

(
cDε+k

0+ y
)

(t)
]
(α) = pMq

[
u(t)

]
(α)

elde edilir. (4.93) formülü göz önünde bulundurulursa
m∑
k=0

Ak
Γ
(
1− q(α)

)
Γ
(
1− q(α)− ε− k

) ŷ(q(α)
)

= û
(
q(α)

)
bulunur. Burada

ĥε
(
1− q(α)

)
:=

m∑
k=0

Ak
Γ
(
1− q(α)

)
Γ
(
1− q(α)− ε− k

)
denirse

ŷ
(
q(α)

)
ĥε
(
1− q(α)

)
= û

(
q(α)

)
elde edilir. ŷ

(
q(α)

)
yalnız bırakılırsa

ŷ
(
q(α)

)
=

û
(
q(α)

)
ĥε
(
1− q(α)

)
bulunur. Burada

v̂ε
(
1− q(α)

)
:=

1

ĥε
(
1− q(α)

)
denirse

ŷ
(
q(α)

)
= û

(
q(α)

)
v̂ε
(
1− q(α)

)
elde edilir. Eşitliğin sağ yanı p(α) ile çarpılıp bölünür ve konvolüsyon teoremi (4.78)

kullanılırsa

ŷ
(
q(α)

)
= p(α)

û
(
q(α)

)
v̂ε
(
1− q(α)

)
p(α)

= p(α) pMq

[
u(t) ◦ vε(t)

]
(α)

= p(α) pMq

[ ∞∫
0

u(tτ)vε(τ)dτ

]
(α)

bulunur.
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Ardından eşitliğin her iki yanına pM
−1
q dönüşümü uygulanırsa

y(t) = p(α)

∞∫
0

u(tτ)vε(τ)dτ

sonucuna ulaşılır.

Örnek 4.94. λ ∈ R ve <(ε) > 0 olmak üzere

tε+1
(
cDε+1

0+ y
)

(t) + λ tε
(
cDε

0+y
)

(t) = u(t)

kesirli diferansiyel denklemine pMq dönüşümü uygulanırsa

pMq

[
tε+1

(
cDε+1

0+ y
)

(t)
]
(α) + λ pMq

[
tε
(
cDε

0+y
)

(t)
]
(α) = pMq

[
u(t)

]
(α)

elde edilir. (4.93) formülü göz önünde bulundurulursa

Γ
(
1− q(α)

)(
1− q(α) + λ− ε− 1

)
Γ
(
1− q(α)− ε

) ŷ
(
q(α)

)
= û

(
q(α)

)
bulunur. Ardından ŷ

(
q(α)

)
yalnız bırakılırsa

ŷ
(
q(α)

)
=

Γ
(
1− q(α)− ε

)
Γ
(
1− q(α)

)(
1− q(α) + λ− ε− 1

) û(q(α)
)

elde edilir. Burada

v̂ε,λ
(
1− q(α)

)
:=

Γ
(
1− q(α)− ε

)
Γ
(
1− q(α)

)(
1− q(α) + λ− ε− 1

) (4.94)

denirse

ŷ
(
q(α)

)
= û

(
q(α)

)
v̂ε,λ
(
1− q(α)

)
bulunur. Eşitliğin sağ yanı p(α) ile çarpılıp bölünür ve konvolüsyon teoremi (4.78)

kullanılırsa

ŷ
(
q(α)

)
= p(α)

û
(
q(α)

)
v̂ε,λ
(
1− q(α)

)
p(α)

= p(α) pMq

[
u(t) ◦ vε,λ(t)

]
(α)

= p(α) pMq

[ ∞∫
0

u(tτ)vε,λ(τ)dτ

]
(α)

elde edilir ve ardından pM
−1
q dönüşümü uygulanırsa

y(t) = p(α)

∞∫
0

u(tτ)vε,λ(τ)dτ (4.95)

bulunur.
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Burada t > 1 için vε,λ(t) = 0 olduğu aşağıdaki adımlar ile gösterilir. (4.94) eşitliği

v̂ε,λ
(
q(α)

)
:=

Γ
(
q(α)− ε

)
Γ
(
q(α)

)(
q(α) + λ− ε− 1

) (4.96)

şeklinde yazılır. Burada

v̂1

(
q(α)

)
:=

Γ
(
q(α)− ε

)
Γ
(
q(α)

) (4.97)

ve

v̂2

(
q(α)

)
:=

1(
q(α) + λ− ε− 1

) (4.98)

denirse

v̂ε,λ
(
q(α)

)
= v̂1

(
q(α)

)
v̂2

(
q(α)

)
(4.99)

elde edilir. (4.97) ve (4.98) eşitliklerine pM
−1
q dönüşümü uygulanırsa

v1(t) =

{
t−ε(1−t)ε−1

p(α)Γ(ε)
, 0 < t < 1

0 , t > 1
(4.100)

ve

v2(t) =

{
t−ε−1+λ

p(α)
, 0 < t < 1

0 , t > 1
(4.101)

bulunur. (4.99) eşitliği p(α) ile çarpılıp bölünür ve konvolüsyon teoremi (4.77) kullanılırsa

v̂ε,λ
(
q(α)

)
= p(α)

v̂1

(
q(α)

)
v̂2

(
q(α)

)
p(α)

= p(α) pMq

[
v1(t) ∗ v2(t)

]
(α)

= p(α) pMq

[ ∞∫
0

v1

(
t

τ

)
v2(τ)

dτ

τ

]
(α)

elde edilir ve ardından pM
−1
q dönüşümü uygulanırsa

vε,λ(t) = p(α)

∞∫
0

v1

(
t

τ

)
v2(τ)

dτ

τ

bulunur ve (4.100), (4.101) eşitliklerinden t > 1 için vε,λ(t) = 0 olduğu görülür. Böylece

(4.95) eşitliği

y(t) = p(α)

1∫
0

u(tτ)vε,λ(τ)dτ (4.102)

olur.
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(4.96) eşitliğine pM
−1
q dönüşümü uygulanırsa

vε,λ(t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

q′(α)

p(α)

Γ
(
q(α)− ε

)
t−q(α)

Γ
(
q(α)

)(
q(α) + λ− 1− ε

)dα
elde edilir. Burada q(α) = ε + 1 − λ ve qk(α) = ε − k, k ∈ N0 kutup noktalardır. Cauchy

Rezidü Teoremi [66] kullanılırsa

vε,λ(t) = Res

[
q′(α)

p(α)

Γ
(
q(α)− ε

)
t−q(α)

Γ
(
q(α)

)(
q(α) + λ− 1− ε

) , q(α) = ε+ 1− λ

]

+
∞∑
k=0

Res

[
q′(α)

p(α)

Γ
(
q(α)− ε

)
t−q(α)

Γ
(
q(α)

)(
q(α) + λ− 1− ε

) , q(α) = ε− k

]
bulunur. Gerekli hesaplamalar yapılırsa

vε,λ(t) =
A(ε, λ)

p(α)

Γ(1− λ)

Γ(ε+ 1− λ)
tλ−ε−1 +

∞∑
k=0

B(ε, k)

p(α)

tk−ε(−1)k

(λ− k − 1)Γ(ε− k)k!
(4.103)

elde edilir. Burada

A(ε, λ) := lim
q(α)→ε+1−λ

q′(α)

ve

B(ε, k) := lim
q(α)→ε−k

q′(α)

biçimindedir. Böylece (4.103) eşitliği (4.102) eşitliğinde kullanılırsa

y(t) =

1∫
0

u(tτ)

(
A(ε, λ)Γ(1− λ)

Γ(ε+ 1− λ)
τλ−ε−1 +

∞∑
k=0

B(ε, k)τ k−ε(−1)k

(λ− k − 1)Γ(ε− k)k!

)
dτ (4.104)

sonucuna ulaşılır.

Sonuç 4.95. Eğer (4.104) eşitliğinde A(ε, λ) = B(ε, k) = 1 seçilirse

y(t) =

1∫
0

u(tτ)

(
Γ(1− λ)

Γ(ε+ 1− λ)
τλ−ε−1 +

∞∑
k=0

τ k−ε(−1)k

(λ− k − 1)Γ(ε− k)k!

)
dτ

sonucuna ulaşılır ki bu klasik Mellin dönüşümünün çözümü ile çakışır [35].

Örnek 4.96. λ sabit sayı olmak üzere kısmi diferansiyel denklem ve sınır koşulları

t2utt + tut + urr = 0, 0 ≤ t <∞, 0 < r < 1,

u(t, 0) = 0, u(t, 1) =

{
λ, 0 ≤ t ≤ 1

0, t > 1

şeklinde verilsin.
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Bir u(t, r) fonksiyonunun t parametresine göre pMq dönüşümü

û
(
q(α), r

)
= p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u(t, r)dt

biçimindedir. pMq dönüşümü verilen kısmi diferansiyel denkleme uygulanırsa

pMq

[
t2utt

]
(α) + pMq

[
tut

]
(α) + pMq

[
urr

]
(α) = 0

elde edilir. (4.75) formülü göz önünde bulundurulursa

d2 û
(
q(α), r

)
dr2

+
(
q(α)

)2
û
(
q(α), r

)
= 0 (4.105)

bulunur ve ardından verilen sınır koşullarına pMq dönüşümü uygulanırsa

û
(
q(α), 0

)
= 0 ve û

(
q(α), 1

)
= λp(α)

1∫
0

tq(α)−1dt =
λp(α)

q(α)
(4.106)

elde edilir. Buradan (4.106) eşitlikleri göz önünde bulundurularak (4.105) diferansiyel
denkleminin çözümü

û
(
q(α), r

)
=

λp(α)

q(α) sin
(
q(α)

) sin
(
q(α)r

)
,
(
0 < <(q(α)) < 1

)
(4.107)

olarak bulunur. (4.107) eşitliğine pM
−1
q dönüşümü uygulanırsa

u(t, r) =
λ

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

t−q(α)q′(α)

q(α)

sin
(
q(α)r

)
sin
(
q(α)

) dα (4.108)

elde edilir. Burada 0 < <
(
q(α)

)
= γ < π aralığında û

(
q(α), r

)
analitiktir. (4.108) eşitliği

q(α) = nπ, n ∈ N değerlerinde basit kutuplara sahiptir ve bu kutup noktalar sağ yarı
düzlemde yarım daire biçimli bir çevrenin içinde yer alır. Dolayısıyla t > 1 için Cauchy
Rezidü Teoremi [66] kullanılırsa

u(t, r) = 2πi
∞∑
n=1

λ

2πi

t−nπA(n)

nπ

sin(nπr)

sin(nπ)
sin(nπ)

=
λ

π

∞∑
n=1

A(n)

n
(−1)nt−nπ sin(nπr) (4.109)

sonucuna ulaşılır. Burada
A(n) := lim

q(α)→nπ
q′(α)

biçimindedir.

Sonuç 4.97. Eğer (4.109) eşitliğinde A(n) = 1 seçilirse

u(t, r) =
λ

π

∞∑
n=1

1

n
(−1)nt−nπ sin(nπr)

bulunur ki bu klasik Mellin dönüşümünün çözümü ile çakışır [18].
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında Fourier, Fourier sinüs, Fourier kosinüs, Laplace ve Mellin

integral dönüşümlerinin genelleştirilmiş formları tanıtılmış ve onların potansiyel özellikleri

verilmiştir. Ayrıca, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli operatörlerin ve bazı elementer

fonksiyonların genelleştirilmiş integral dönüşümleri hesaplanarak sunulmuştur. Son olarak

bu integral dönüşümleri yardımıyla çeşitli adi, kısmi ve kesirli diferansiyel denklemlerin

çözümleri elde edilmiştir.

Genelleştirilmiş Fourier, Fourier sinüs, Fourier kosinüs, Laplace ve Mellin integral

dönüşümleri literatürde bulunan diğer bir çok integral dönüşümünden daha genel bir forma

sahiptir. Bunu göstermek amacıyla bu çalışmada tanıtılan integral dönüşümleri ile literatürde

bulunan diğer integral dönüşümleri arasındaki ilişkiler aşağıda sunulmuştur.

• pFq, p
sFq ve p

cFq dönüşümleri ile literatürde yer alan diğer dönüşümler arasında

aşağıdaki ilişkiler mevcuttur.

(2.1) ile verilen α-mertebeden kesirli Fourier dönüşümü arasındaki ilişki:

1F 1
α

[
u(t)

]
(w) = (Fαu) (w).

(2.2) ile verilen α-mertebeden kesirli Fourier dönüşümü arasındaki ilişki:

1F1

[
u(t)

]
(w) = F1 {u(t)} .

(2.3) ile verilen α-mertebeden kesirli Fourier dönüşümü arasındaki ilişki:

1F 1
α

[
u(t)

]
(w) = Fα[u](w).

(2.4) ile verilen µ-mertebeden kesirli Fourier dönüşümü arasındaki ilişki:

1F ρ
µ

[
u(t)

]
(w) = Ωµ[u](w).

(2.5) ve (2.6) ile verilen kesirli Fourier sinüs ve Fourier kosinüs dönüşümleri

arasındaki ilişkiler:

1
sF1

[
u(t)

]
(w) = f̂ 1

s (w),

1
cF1

[
u(t)

]
(w) = f̂ 1

c (w).

• Ln dönüşümü ile literatürde yer alan diğer dönüşümler arasında aşağıdaki ilişkiler

mevcuttur.

(2.7) ile verilen Sumudu dönüşümü arasındaki ilişki:

sL−1

[
u(t)

]
(s) = S

[
u(t)

]
.
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(2.8) ile verilen N -dönüşümü arasındaki ilişki:

L1

[
u(λt)

]
(s) = N (u) .

(2.9) ile verilen Elzaki dönüşümü arasındaki ilişki:

s3L−1

[
u(t)

]
(s) = E

[
u(t)

]
.

(2.10) ile verilen Aboodh dönüşümü arasındaki ilişki:

s−1L1

[
u(t)

]
(s) = A

[
u(t)

]
.

(2.11) ile verilen Kashuri-Fundo dönüşümü arasındaki ilişki:

s2L−2

[
u(t)

]
(s) = K

[
u(t)

]
(s).

(2.12) ile verilen Atangana-Kilicman dönüşümü arasındaki ilişki:

L1

[
tnu(t)

]
(s) = Mn

[
u(t)

]
(s).

(2.13) ile verilen M-dönüşümü arasındaki ilişki:

L1

[ u(λt)

(tm + λm)ρ

]
(s) = Mρ,m

[
u(t)

]
(s, λ).

(2.14) ile verilen α-integral Laplace dönüşümü arasındaki ilişki:

s
α−1
α L 1

α

[
u(t)

]
(s) = Lα

[
u(t)

]
(s).

(2.15) ile verilen Kamal dönüşümü arasındaki ilişki:

s2L−1

[
u(t)

]
(s) = K

[
u(t)

]
.

(2.16) ile verilen ZZ dönüşümü arasındaki ilişki:

sL1

[
u(λt)

]
(s) = H {u(t)} .

(2.17) ile verilen Mahgoub dönüşümü arasındaki ilişki:

sL1

[
u(t)

]
(s) = M

[
u(t)

]
.

(2.18) ile verilen G-dönüşümü arasındaki ilişki:

s2+βL−1

[
u(t)

]
(s) = G

(
u
)
.

(2.19) ile verilen Mohand dönüşümü arasındaki ilişki:

s2L1

[
u(t)

]
(s) = M

[
u(t)

]
.
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(2.20) ile verilen Sadik dönüşümü arasındaki ilişki:

s1−α−βLα

[
u(t)

]
(s) = S

[
u(t)

]
.

(2.21) ile verilen HY dönüşümü arasındaki ilişki:

L2

[
u(t)

]
(s) = HY {u(t)} .

(2.22) ile verilen Sawi dönüşümü arasındaki ilişki:

L−1

[
u(t)

]
(s) = S

[
u(t)

]
.

(2.23) ile verilen Shedu dönüşümü arasındaki ilişki:( s
λ

)1−n
L1

[
u(t)

] ( s
λ

)
= S

[
u(t)

]
.

(2.25) ile verilen ARA dönüşümü arasındaki ilişki:

sL1

[
tn−1u(t)

]
(s) = Gn

[
u(t)

]
(s).

(2.26) ile verilen Gupta dönüşümü arasındaki ilişki:

s−3L1

[
u(t)

]
(s) = Ṙ {u(t)} .

(2.27) ile verilen Jafari dönüşümü arasındaki ilişki:

p(s)L1

[
u(t)

]
(q(s)) = T {u(t); s} .

(2.24) ile verilen Upadhyaya dönüşümü arasındaki ilişki:

κL1

[
u(λt)

]
(s) = U {u(t);κ, s, λ} .

Burada aj, bj, cj, dj, ej, fj kompleks sabitler ve j = 1, 2, . . . , 6 için mj, rj pozitif tamsayılar

olmak üzere κ, s ve λ değerleri

κ =

(
r1∑
j=0

ajz
j
1

)m1

(
r2∑
j=0

bjz
j
2

)m2
, s =

(
r3∑
j=0

cjz
j
3

)m3

(
r4∑
j=0

djz
j
4

)m4
, λ =

(
r5∑
j=0

ejz
j
5

)m5

(
r6∑
j=0

fjz
j
6

)m6

biçimindedir.

• pMq dönüşümü ile literatürde yer alan diğer dönüşümler arasında aşağıdaki ilişkiler

mevcuttur.

(2.28) ile verilen modifiye Mellin dönüşümü arasındaki ilişki:

αMα

[
u(t)

]
(α) = Mm

u (α) .
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(2.29) ile verilen genelleştirilmiş Mellin dönüşümü arasındaki ilişki:

1Msα

[
u(t)

]
(α) =Mα (u(t), sα) .

(2.30) ile verilen genelleştirilmiş Mellin dönüşümü arasındaki ilişki:

1Mnα

[
u(t)

]
(α) = Mn {u(t);α} .

İlerleyen çalışmalarda, benzer tanımlamalarla çift katlı integral dönüşümleri için

yeni genelleştirmeler verilebilir, bu genelleştirmelerin temel özellikleri incelenebilir ve bu

dönüşümler çeşitli diferansiyel denklem içeren problemlerin çözümlerini elde etmek için

kullanılabilir.
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Şekil 6.1. pFq Dönüşümü Yardımıyla Elde Edilen (4.39) ve (4.40) Çözümlerinin Farklı q(α)
Değerlerine Karşılık Gelen Davranışları
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EK-2

Tablo 6.1. Genelleştirilmiş Fourier Dönüşümü Tablosu

u(t) pFq

[
u(t)

]
(w) = pûq(w) = p(α)

∞∫
−∞

exp
(
iwq(α)t

)
u(t)dt Koşullar

exp (−at2) p(α)
√

π
a

exp
(
−w2q(α)

4a

)
a > 0

exp (−a|t|) p(α)
(

2a
a2+w2q(α)

)
a > 0

H (a− |t|) 2p(α)

(
sin(awq(α))

wq(α)

)
H(t)

exp(at)
p(α)

a−iwq(α) a > 0

δ(t) p(α)

sin(at) −p(α)iπ
(
δ
(
−wq(α) − a

)
− δ

(
−wq(α) + a

) )
cos(at) p(α)π

(
δ
(
−wq(α) − a

)
+ δ

(
−wq(α) + a

) )
c : constant 2p(α)cπδ

(
wq(α)

)
(u ∗ v)(t) pûq(w) pv̂q(w)

p(α)

u′(t)
(
−iwq(α)

)
pûq(w)

u′′(t)
(
−iwq(α)

)2
pûq(w)

u(n)(t)
(
−iwq(α)

)n
pûq(w) n ∈ N(

Iε+u
)

(t)
(
−iwq(α)

)−ε
pûq(w) 0 < <(ε) < 1(

Dε
+u
)

(t)
(
−iwq(α)

)ε
pûq(w) <(ε) > 0(

cDε
+u
)

(t)
(
−iwq(α)

)ε
pûq(w) <(ε) > 0
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Tablo 6.2. Genelleştirilmiş Fourier Sinüs Dönüşümü Tablosu

u(t) p
sFq

[
u(t)

]
(w) = p

sûq(w) = p(α)
∞∫
0

sin
(
wq(α)t

)
u(t)dt Koşullar

exp (−at) p(α)
(

wq(α)

a2+w2q(α)

)
a > 0

t exp (−at) p(α)

(
2awq(α)

(a2+w2q(α))
2

)
a > 0

t
a2+t2

p(α)π exp(−awq(α))
2

a > 0

H (a− t) p(α)

(
1−cos(awq(α))

wq(α)

)
a > 0

u′(t) −wq(α)
p
cûq(w)

u′′(t) −w2q(α)
p
sûq(w) + wq(α)p(α)u(0)

Tablo 6.3. Genelleştirilmiş Fourier Kosinüs Dönüşümü Tablosu

u(t) p
cFq

[
u(t)

]
(w) = p

cûq(w) = p(α)
∞∫
0

cos
(
wq(α)t

)
u(t)dt Koşullar

exp (−at) p(α)
(

a
a2+w2q(α)

)
a > 0

t exp (−at) p(α)

(
a2−w2q(α)

(a2+w2q(α))
2

)
a > 0

1
a2+t2

p(α)π exp(−awq(α))
2a

a > 0

H (a− t) p(α)

(
sin(awq(α))

wq(α)

)
a > 0

u′(t) wq(α)
p
sûq(w)− p(α)u(0)

u′′(t) −w2q(α)
p
cûq(w)− p(α)u′(0)
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Tablo 6.4. Genelleştirilmiş Laplace Dönüşümü Tablosu

u(t) Ln

[
u(t)

]
(s) = ûn(s) = sn−1

∞∫
0

exp(−snt)u(t)dt Koşullar

1 1
s

< (sn) > 0

exp(at) sn−1

sn−a < (sn) > a

sin(at) asn−1

s2n+a2
< (sn) > 0

cos(at) s2n−1

s2n+a2
< (sn) > 0

sinh(at) asn−1

s2n−a2 < (sn) > 0

cosh(at) s2n−1

s2n−a2 < (sn) > 0

t 1
sn+1 < (sn) > 0

t2 2
s2n+1 < (sn) > 0

tm m!
smn+1 < (sn) > 0

exp(at)tm m!sn−1

(sn−a)m+1 < (sn) > a

exp(at) sin(bt) bsn−1

(sn−a2)+b2
< (sn) > a

exp(at) cos(bt) sn−1(sn−a)
(sn−a)2+b2

< (sn) > a

u′(t) sn ûn(s)− sn−1u(0) < (sn) > 0

u′′(t) s2n ûn(s)− s2n−1u(0)− sn−1u′(0) < (sn) > 0

u(k)(t) skn ûn(s)− sn−1
k−1∑
m=0

(sn)k−1−mu(m)(0) < (sn) > 0(
Iε0+u

)
(t) s−εn ûn(s) <(ε) > 0(

Dε
0+u
)

(t) sεn ûn(s)−
m−1∑
k=0

snk+n−1
[(
Dε−k−1

0+ u
)

(t)
]
t=0

<(ε) > 0(
cDε

0+u
)

(t) sεn ûn(s)−
m−1∑
k=0

sεn−nk−1u(k)(0) <(ε) > 0
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Tablo 6.5. Genelleştirilmiş Mellin Dönüşümü Tablosu

u(t) pMq

[
u(t)

]
(α) = û

(
q(α)

)
= p(α)

∞∫
0

tq(α)−1u(t)dt Koşullar

exp(−at) p(α)Γ(q(α))

aq(α)
<(q(α)) > 0

1
exp(t)−1

p(α)Γ
(
q(α)

)
ζ
(
q(α)

)
<(q(α)) > 1

2
exp(2t)−1

21−q(α)p(α)Γ
(
q(α)

)
ζ
(
q(α)

)
<(q(α)) > 1

1
exp(t)+1

(
1− 21−q(α)

)
p(α)Γ

(
q(α)

)
ζ
(
q(α)

)
<(q(α)) > 1

1
1+t

p(α)Γ(q(α))Γ(1−q(α))
Γ(1)

0 < <(q(α)) < 1

1
(1+t)n

p(α)Γ(q(α))Γ(n−q(α))
Γ(n)

0 < <(q(α)) < n

cos(kt) p(α)Γ(q(α))

kq(α)
cos
(
q(α)π

2

)
<(q(α)) > 0

sin(kt) p(α)Γ(q(α))

kq(α)
sin
(
q(α)π

2

)
<(q(α)) > 0

u′(t) − Γ
(
q(α)
)

Γ
(
q(α)−1

) û(q(α)− 1
)

<(q(α)) > 1

u′′(t)
Γ
(
q(α)
)

Γ
(
q(α)−2

) û(q(α)− 2
)

<(q(α)) > 2

u(n)(t) (−1)n
Γ
(
q(α)
)

Γ
(
q(α)−n

) û(q(α)− n
)

<(q(α)) > n

tu′(t) −Γ(q(α)+1)
Γ(q(α))

û
(
q(α)

)
<(q(α)) > 0

t2u′′(t) Γ(q(α)+2)
Γ(q(α))

û
(
q(α)

)
<(q(α)) > 0

tnu(n)(t) (−1)n Γ(q(α)+n)
Γ(q(α))

û
(
q(α)

)
<(q(α)) > 0(

t d
dt

)2
u(t) (q(α))2û

(
q(α)

)
(
t d
dt

)n
u(t) (−1)n(q(α))nû

(
q(α)

)
Inu(t) (−1)n

Γ
(
q(α)
)

Γ
(
q(α)+n

) û(q(α) + n
)

<(q(α)) > 0(
Iε0+u

)
(t)

Γ
(

1−q(α)−ε
)

Γ
(

1−q(α)
) û
(
q(α) + ε

)
<(q(α) + ε) < 1(

Dε
0+u
)

(t)
Γ
(

1−q(α)+ε
)

Γ
(

1−q(α)
) û
(
q(α)− ε

)
<(q(α)) < 1(

cDε
0+u
)

(t)
Γ
(

1−q(α)+ε
)

Γ
(

1−q(α)
) û
(
q(α)− ε

)
<(q(α)) < 1

u(t) ∗ v(t)
û
(
q(α)
)
v̂
(
q(α)
)

p(α)

u(t) ◦ v(t)
û
(
q(α)
)
v̂
(

1−q(α)
)

p(α)
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