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1 GIRIS

Fonksiyon uzaylarimin modern teorisi S. L. Sobolev, A. Zygmund, S. M. Nikolskii,
A. P. Calderon, V. Mazya, L. D. Kudryavtsev, N. Aronszayn, E. M. Stein, O. V. Besov,
P. I. Lizorkin, H. Triebel ve V. I. Burenkov gibi diinyaca iinlii matematikgiler tarafindan
incelenmigtir. Bu teori reel ve fonksiyonel analizin bir¢ok konusuna ve diger matematiksel
disiplinler icinde kismi diferensiyel denklemler ve matematiksel fizik gibi bir cok alanlara
basariyla uygulanmigtir. Ayrica ortaya ¢ikan yeni problemlerin ¢oziilebilmesi ve fonksiyon
uzaylarindaki bazi bosluklarin giderilebilmesi i¢in yeni tip fonksiyon uzaylarinin tanimlan-
masi ve aragtirilmasi gerekmektedir. Lebesgue (LP, 1 < p < 00) uzaylar1 matematik anali-
zin birgok alaninda 6nemli bir rol oynamaktadir. Lebesgue uzaylari, cogunlukla fonksiyon
uzaylar1 tizerindeki operatorlerin 6zelliklerinin arastirilmas: ile ilgili olarak Kolmogorov,
Zygmund, Titchmarsh ve diger matematikgiler tarafindan 1920°li yillarda incelenmigtir.
Boylece, yirminci yiizyihin ilk yarisinda fonksiyon uzaylarinda daha yeni olciiler ortaya
¢gikmigtir. Young, Orlicz, Hardy, Littlewood, Zygmund, Halperin, Kéthe, Marcinkiewicz,
Lorentz, Liiksemburg, Morrey, Campanato ve diger matematilgilerin ¢aligmalari ile fonksi-
yon uzaylarinin daha genis kapsamli matematiksel bir disiplininin gelisimine olanak saglan-
migtir. Bununla beraber 6lgiilebilir fonksiyonlarin Banach uzaylarinin ¢ok kullanigh bagka
smiflar1 da vardir. Ornegin, Orlicz ve Lorentz uzaylarmim daha genis siniflar1 esasl 6neme
sahiptir (Bakimz [2], [12], [13] ve [16]).

Banach fonksiyon uzaylari, 6lciilebilir fonksiyonlarin Banach uzaylaridir. Bu uzayin
normu bir 6zel tanimlanan 6lgiiye baghdir. Bu uzaylar fonksiyonel-analitik ve 6lgii-teorik
teknikler arasinda faydal bir etkilesime izin verir (Bakiniz [2], [16] ve [18]). Olgiilebilir
fonksiyonlarin ¢ogu somut uzaylar1 (Orlicz, Lorentz ve Marcinkiewicz uzaylar1 vb.) genel
Banach fonksiyon uzaylarinin bakig agisindan elde edilmistir. Banach fonksiyon uzaylar:
teorisi Lebesgue, Orlicz ve Morrey uzaylar: ve onlarin gesitli modifikasyonlar: dahil olmak
iizere fonksiyon uzaylarimin ol¢iileri ile ilgili bir¢cok énemli 6zelligi iceren bir yapidir. Ayrica,
Lorentz uzaylari ve Lorentz uzaylarinin ¢ok 6nemli bir sinifini ve ayrica yeniden diizenleme
altinda degismez kalan uzaylar: da kapsamaktadir (Bakimz [8], [22] ve [27]).

Banach fonksiyon uzaylari fikri 1950’li yillarda ortaya konuldu ve bu giine kadar
yogun bir gekilde calhisildi. A. C. Zaanen ve galigma arkadaglar1 bu alana esash katkida
bulunmuslardir (Bakiniz [38] ve [39]). A. C. Zaanen’in doktora 6grencilerinden W. A. J.
Luxemburg 1955 yilinda, M. A. Kaashoek 1964’te ve J. J. Grobler 1970 yilinda Banach
fonksiyon uzaylar1 iizerine birer tez yazmiglardir. 1960’larin ortalarinda W. A. J. Luxem-
burg ve A. C. Zaanen tarafindan “The Notes of Banach Function Spaces” bagligiyla tarihsel
bir dizi bildiri (Proc. Acad. Sci. Amsterdam, Ser. A, 1963-65) yayinlandi. Bu bildiriler,
Banach fonksiyon uzaylar1 teorisi ve vektor latislerin(Bir siralama bagintisiyla tanimli latis

ile verilen bir kismi sirali reel vektor uzayi) teorisinin bir sentezini iiretmede yeni aragtir-



malara ufuk agmig bu da fonksiyonel analiz, cebir ve 6l¢ii teorinin birlikte galigilmasi igin
uygun bir ortam saglamistir.

Integral ve diferensiyel operatorlerin farkli norm esitsizlikleri fonksiyon uzaylarmin
teorisinde ve onlarm uygulamalarmda esash 6neme sahiptir. Ozellikle diferensiyellenebilir
fonksiyonlarin klasik uzaylar teorisi (Sobolev uzaylari, Besov uzaylari, agirlhiklh Besov tipi
uzaylar, vb.) bu esitsizlikler {izerine esash olarak insa edilirler. Yakin zamanlarda in-
tegral ve diferensiyel operatérler icin norm esitsizlikleri ile ilgili bir¢cok zor problemler
¢oziilmiigtiir. Bu sonuglar fonksiyonel analizin 6zellikle de genis olarak lineer ve lineer
olmayan kismi diferensiyel denklemlere uygulamalar: icin temel araclar olmustur. Har-
monik analizin klasik operatorleri olan maksimal fonksiyon, Riesz potansiyeli ve singiiler
integral operatorleri de Fourier doniisiimii teorisinde, kismi tiirevli denklemler teorisinde,
olasilik teorisinde (Markov siirecleri i¢in potansiyel fonksiyonlar ve duragan rasgele siireg-
lerin spektral yogunluk fonksiyonlar1 galigmalarinda), fonksiyonel analizde ve &zel olarak
operatorlerin interpolasyonu teorisinde genis uygulamalara sahiptir.

Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde, calismamiz ile
ilgili fonksiyon uzaylar1 ve operatorler hakkinda bazi temel kavramlara yer verilmistir.
Uciincii boliimde, Banach fonksiyon uzaylarmm tanimi ve bazi temel ozellikleri verilmis-
tir. Doérdiincii boliimde, maksimal operator ve Hilbert doniigiimiiniin Banach fonksiyon

uzaylarindaki sinirliliklar: detayli bir sekilde incelenmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Normlu Uzaylar

Tanim 2.1.1 X, K cismi iizerinde taniml bir vektér uzay1 olsun. Eger
X =R,z — |z

doniigiimii Vz,y € X ve a € K igin

(V1) flzl = 0 ve [lz]| =0 =2z =0

(N2) o] = |e [|]]

(N3) [z +yll < |zl + [yl (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini saghyorsa bu doniigiime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||-||) ikilisine bir
normlu vektor uzay: denir. (X, ||-||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir (Alp ve Musayev,

2000).
Teorem 2.1.2 X, K cismi tizerinde taniml bir vektor uzayi olsun.
l-]:X—=R

seklinde tanimli her norm doéniigiimii X vektor uzay: iizerinde siireklidir (Alp ve Musayev,

2000).

Teorem 2.1.3 Bir K cismi {izerinde tanimli herhangi bir X normlu vektér uzayinda vek-

torel toplama ve skalerle carpma doniigiimleri siireklidir (Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.1.4 (Denk Norm) X, K cismi iizerinde taniml bir vektor uzayi olsun. Vo € X
icin
cllzfly < flzfls < Cllfly

olacak sekilde ¢, C' € R pozitif sayilar1 varsa X iizerinde tanimh || - ||; ve || - [|2 normlarina

denk normlar denir (Rudin, 1991).

Tanim 2.1.5 {z,} 7, (X,| - ||) normlu uzaymnda bir dizi ve 2y € X olsun. Eger
lim ||z, —x0]| =0
n—oo

olursa x,, dizisi xg noktasina yakinsiyor denir ve x,, — xg veya lim x, = zg seklinde gos-
n—oo
terilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakisamaya norma gore yakinsama denir (Rudin,

1991).



Tanim 2.1.6 (Cauchy Dizisi) (X, | -||) normlu uzay: i¢inde {z,} - bir dizi olsun.
Ve > 0 igin m,n > n. oldugunda ||x,, — z,|| < € olacak sekilde € sayisina bagh bir n. dogal

sayist varsa {xy} - , bir Cauchy dizisidir denir (Rudin, 1991).

Tamim 2.1.7 (Banach Uzay1) Bir (X, || - ||) normlu uzay: i¢indeki her Cauchy dizisi X
icindeki bir noktaya yakinsiyor ise bu (X, || - ||) normlu uzayma Banach Uzay1 ad: verilir
(Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.1.8 (Riesz-Fischer 6zelligi) Eger

o0
> unllx < o (2.1)
n=1
o0
ozelligine sahip her {u,}2° icin ) u, = u olacak sekilde bir u € X varsa, yani
n=1
n
nlgrolo Z up —ull =0
k=1 X

oluyorsa (X, || - || x) uzayma Riesz-Fisher ozelligini saghyor denir (Pick vd., 2012).
Teorem 2.1.9 Bir normlu lineer uzayin tam olmasi icin gerek ve yeter sart Riesz-Fischer
ozelligine sahip olmasidir (Pick vd., 2012).

2.2 Operator Teorisi

Tanim 2.2.1 X ve Y iki lineer uzay ve T : Dy C X — Y bir fonksiyon olsun. T
fonksiyonuna operator denir. Burada Dy, T nin tanim kiimesi ve R =T (Dy) CY de T

nin goriintii kiimesidir (Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.2.2 R" {izerinde 6l¢iilebilir fonksiyonlar kiimesinin bir lineer alt uzayi1 G olmak

tizere T : G — G operatorii Vf, g € G ve VA € R i¢in

T(f+9)=T(f) +T(g) ve T(\f)=AT(f)

sartlarini sagliyorsa lineer operator,

T+ 9l <ITNHI+1T(9)] ve [TAN= AT

sartlarini sagliyorsa altlineer operator, bir C' > 0 sabiti igin

T(f + 9l <CUTNI+1T(9)) ve [T =IAIT(S)]

sartlarim sagliyorsa quasilineer operator olarak adlandirilir (Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.2.3 T : X — X operatorii verilsin. Vo € X igin T'(z) = x ise T operatoriine
birim(veya 6zdeslik) operatorii denir. Ix veya I ile gosterilir (Alp ve Musayev, 2000).
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Tamim 2.2.4 X ve Y iki normlu uzay ve D (T) C X olmak iizere T : D (T') — Y lineer
operator olsun. Eger Vo € D (T) igin,

ITz]] < Cl|

olacak sekilde bir C reel sayis1 varsa, 1" operatoriine simirlidir denir. Bir 7' operatoriiniin

normu
Tx
I7l = sup 172
I P
x#0

seklinde tanimlanir (Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.2.5 X ve Y iki normlu uzay ve T : D(T) — Y operatorii verilsin. Asagidaki

sartlar saglandiginda T' operatorii g € D(T') noktasinda siireklidir denir.
(a) Ve >01igin 36 > 0> Ve € D(T), |z — zo| < 6 iken

| Tz — Txo| < e.

(b) z¢ noktasma yakmsayan V(x,) C D(T) dizisi i¢in

lim T(x,) = T (o).

n—oo

(Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.2.6 Eger T': X — Y operatorii D(T") nin her noktasinda siirekli ise 7" operatorii
D(T) tizerinde siireklidir denir (Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.2.7 X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak iizere T': D (T') — Y lineer
operatdr olsun. Bu durumda 7' operatoriiniin siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul T

operatoriiniin sinirl olmasidir (Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.2.8 (Gémme) X ve Y iki normlu lineer uzay ve X C Y olsun.

yani Vx € X igin I(x) = x olacak sekilde Y de en az bir eleman olmak iizere
I:X—>Y
ile verilen operatore birim operatorii denir. Bu operatér siirekli ise yani her x € X igin

lzlly < ellz]lx



olacak gekilde bir ¢ > 0 sabiti var ise X uzay1 Y uzayina siirekli gomiiliir denir. I oper-
atoriine X uzaymmdan Y uzaymna bir gémme operatorii denir. Alternatif olarak bazen X
uzaymin Y uzayina bir siirekli(veya sinirl) gémmesi mevcuttur denir.

T lxesy = sup Iflly
20 1 fllx

seklinde gosterilen bu sayiya da I nin operator normu denir. Eger X ve Y iki normlu lineer

uzay olmak iizere X uzayindan Y uzayina bir siirekli gomme mevcut ise
X =Y

seklinde gosterilir. Eger
X—=>YveY —>X

ayni anda oluyorsa,
Xa2Y

seklinde gosterilir ve eger bu gbmme operatorii kompakt ise de

X ——Y

seklinde gosterilir (Pick vd., 2012).

Tanim 2.2.9 (Konveks) Bir X vektor uzaymin bir Y alt kiimesi verilsin. Eger

Y1, Y2 € Y oldugunda
M={yeX :y= A+ (1-Ny, 0<A<1}CY

oluyorsa, Y alt kiimesi konvekstir(veya digbiikeydir) denir (Alp ve Musayev, 2000).
2.3 Olgii Teorisi

X bogtan farkli bir kiime olmak iizere X kiimesinin biitiin alt kiimelerinden olugsan

kiime P(X) ile gosterilmistir.
Tamim 2.3.1 (Cebir ve 0—Cebir) X bostan farkli bir kiime ve A C P(X) olsun.
(i) 0, X e A

(i) VE€ A, EC= X\E € A

(i) Vk=1,2,...,n, {Ex}32, € A= | JEr €A
k=1

sartlar1 saglaniyor ise bu durumda A smifina X iizerinde bir cebirdir denir. Eger (iii) sart1

yerine

VneN, (B e A= | JE e A (2.2)
n=1

sart1 alimirsa A4 cebirine bir o-cebir denir (Royden, 1968).
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Teorem 2.3.2 () # K € X olsun. K smufim kapsayan o—cebirlerinin bir en kiiciigii vardir
(Royden, 1968).

Tanmim 2.3.3 (Borel Cebiri) Bir £ siifim kapsayan o-cebirlerinin en kii¢iigiine I nin
tirettigi(veya dogurdugu) o-cebiri denir ve D(K) ile gosterilir. R™ deki biitiin agik (a,b)
araliklarinin dogurdugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R"™) ile gosterilir. n = 1 olmasi
halinde B(R!) Borel cebiri B(R) ile gosterilir. B(R) nin herbir elemanina Borel kiimesi
denir (Royden, 1968).

Tamim 2.3.4 (Olgii) (X, .A) bir olgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tamml genisletilmis

reel degerli bir p fonksiyonu

(i) n@®@) =0

(i) VA€ A, p(A) >0

(iii) Her ayrik {A,}2° icin pu( U An) = D n(4n)
=1 n=1

n=

ozelliklerini saghyorsa bu fonksiyona 6l¢ii fonksiyonu(veya 6l¢ii) adi verilir. Eger her A € A
icin p(A) < oo oluyorsa p ye sonlu 6lgii adi verilir. X kiimesi herbiri sonlu 6lgiiye sahip
sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p oOlgiisiine o-sonlu denir.

Eger u(X) = 1 ise bu élgiiye olasilik dlgiisii adi verilir (Royden, 1968).

Tanim 2.3.5 (Olgii Uzay1) X, bostan farkl bir kiime, A C P(X) de X in bir o—cebiri
ve p: A — [0,00) de A iizerinde bir 6lgii olsun. (X, .A) ikilisine bir dl¢iilebilir uzay ve
(X, A, ) tigliisiine de bir 6lgii uzay1 denir. A daki herbir eleman da 6lgiilebilir kiime olarak
adlandiriir (Royden, 1968).

Tanim 2.3.6 (Atomik Olgii) (X, A, ) bir 6lgii uzay1 olsun. Eger u(A) > 0 ve her
B € A kiimesi i¢in B C A ise ya u(B) = 0 yada u(A\B) = 0 olacak sekildeki bir A € A
kiimesine atom denir. Eger u(X\M) = 0 olacak gekilde bir M C X kiimesi mevcutsa
ve her x € M icin p({z}) # 0 ise bu (X, A, p) 6lcii uzay: biitiiniiyle atomik(veya sadece
atomik veya ayrik) diye adlandirihr. Sayet A da herhangi bir atom mevcut degil ise

(X, A, p) 6lgi uzayr atomik olmayan diye adlandirilir (Pick vd., 2012).

Ornek 2.3.7 X bostan farkl bir kiime ve A := P(X) olsun. A € A igin

A nin elemanlarimin sayisi, A sonlu
p(A) =

0, A sonsuz

seklinde tanimlanan g bir dl¢iidiir. Bu 6lgiiye X iizerinde sayma 0lciisii denir.

Teorem 2.3.8 (X, A, p) bir 6lgii uzay: olsun.



1. {A,}0°,, A daki elemanlarin artan bir dizisi ise
[0.9]
p (U An> = g HlAn)
n=1
2. {Bp}>2,, A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(B;) < oo ise

u (ﬂ Bn) = lim p(B,)

n=1

(Rudin, 1987).
Sonug 2.3.9 (X, A, u) bir dlgii uzay: olsun.

1. {A,}02,, A daki elemanlarin bir artan dizisi ise

u(lim Ap,) = lim u(A,).

n—oo n—oo

2. {Bn}>2,, A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(Bg) < oo ise

u( lim By) = lim wu(By,)

n—0o0 n—o0

(Rudin, 1987).

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Teorem 2.3.10 (X, A, ) bir 6lgii uzay1 olsun. A ya ait kiimelerin herhangi bir dizisi

{A,}5°, olmak tizere
p (U Ak) < u(Ay)
k=1 k=1

(Rudin, 1987).

(2.7)

Tanim 2.3.11 (Dig Olgii) X bostan farkl bir kiime olsun. P(X) iizerinde tanimli ge-

nigletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu icin

(i) p*(@) =0

(i) VE € P(X), p*(E) > 0

(iil) AC BC X, i*(A) < yu*(B)
(iv) Vn €N, 4, € P(X) = p*( E'jl) < fl 1 (Ap)

sartlar1 saglanirsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dig 6lgii denir (Royden, 1968).

Tanim 2.3.12 (Lebesgue Dig Olgiisii) {I;}2°, , R nin smirh ve acik alt araliklarnin

bir dizisi ve

TA = {(Ik):AC Ufk}

k=1



olsun. P (R) iizerinde
A* (A) = inf {Zl([k) (I) € TA}
k=1

seklinde tanimlanan A* bir dig olgiidiir. Bu dig olgiiye Lebesgue dig Olciisii adi verilir.
Lebesgue dig 6lciisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu kargilik getirir.

n—boyutlu R” uzayinda Lebesgue dig 6lgiisiinii tanimlamak icin
I={x:a0;<2;<b;, i=1,...,n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 g6z 6niine alalim. Bu araliklarin hacimleri

v(I) =] (i = a)

i=1

bi¢imindedir. Keyfi bir & C R™ kiimesinin Lebesgue dig 6l¢iisii

A (E) = inf {Zv (In): Ec |JIn, I bir arahk}
k=1 k=1

ile tanimlanir. VA C R” igin eger
AX(A) =X ANE)+ X (ANn(R" - E)) (Caratheodary Olgiimii)
ise E kiimesine Lebesgue olgiilebilirdir denir (Royden, 1968).

Teorem 2.3.13 R” iizerindeki Lebesgue dig 6lciisii her bir araliga onun hacmini kargilik
getirir (Royden, 1968).

Sonug 2.3.14 A sayilabilir bir kiime ise \* (4) = 0.
Sonug 2.3.15 [0, 1] kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tanim 2.3.16 (Lebesgue élgﬁsﬁ) M (R, %), X\* dig Ol¢iisiine gore olgiilebilen R nin
alt kiimelerinin bir siifi olsun. A* Lebesgue dig dl¢iisiiniin M (R, \*) simifina da B (R)

smifina da olan kisitlanmasina Lebesgue 6lgiisii denir, A ile gosterilir (Royden, 1968).

Tanim 2.3.17 (X, A, 1) bir o—sonlu 6l¢ii uzay1 ve A € A olsun. Eger,
E:={zeA: V(x) dogru degildir}

ile gosterilen bir kiime
ECA ve p(E)=0

sartlarin sagliyorsa V' (z), A izerinde (veya hemen her x € A igin) p ile baglantih olarak
hemen her yerde (veya h.h.y) dogrudur denir (Pick vd., 2012).



Teorem 2.3.18 (Levi Monoton Yakinsaklik Teoremi) {f,}>°

n=1»

olciilebilir Q ¢ RV
kiimesi iizerinde integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Oyle ki ¥n € N ve hemen

her x € Q igin
fn(x) S fn-‘rl(x)

olmak tiizere

/fl(:z:)d:c > —00.

Q

Bu durumda hemen her z € € i¢in

f(x) = lim f,(x)

n—o0

limiti mevcut olup f fonksiyonu integrallenebilirdir ve

/nhjolofn dx—/f )do = lim fn(>

Q

esitligi gergeklenir (Pick vd., 2012).

Teorem 2.3.19 (Radon-Nikodym) v € AC|u| sonlu bir fonksiyon kiimesi olsun. Bu
durumda {2 tizerinde sonlu Lebesgue integraline sahip bir f fonksiyonu kesinlikle mevcut-

tur, oyle ki her £& C 2 Lebesgue 6lgiilebilir alt kiimeleri igin

N / Fz)de
E

(Pick vd., 2012).

Tanmim 2.3.20 (X, A) bir 6l¢iilebilir uzay olsun. f: X — R fonksiyonu 6lgiilebilir olmasi
igin gerek ve yeter kosul Vo € R i¢in

(e, +0) ={z e X: f(z)>a}c A
olmasidir (Royden, 1968).

Simdi yukardaki tanimda gegen kiimelerin geklini degigtirmeye olanak veren bir lemmay1

ifade edelim.

Lemma 2.3.21 (X, .A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. f: X — R fonksiyonu i¢in
(i) VaeR, Ay ={z e X: f(z) >ale A

(1) Vo e R, Bp={z € X : f(z)<a}e A

(7it) Va e R, Co={r e X : f(z) >a}le A

() Va e R, Dy ={z e X: f(x)<a}e A

10



onermeleri denktir (Royden, 1968).

Teorem 2.3.22 f ve g olciilebilir fonksiyonlar ve ¢ € R olsun.

cf, f% f+g, fg, |f|

fonksiyonlar1 da olgiilebilirdir (Royden, 1968).

Tanmim 2.3.23 (X, .A) bir 6lgiilebilir uzay ve A € A olsun.

f:A— R olgiilebilirdir & Va e R, f((a,+x])={zc A: f(z) >a} € A

olmalidir. X kiimesi iizerinde tanimli, genisletilmis reel degerli A 6lc¢iilebilir biitiin fonk-
siyonlarim kiimesi M (X, A) ile gosterilir. Eger f € M (X, A) ise
A={zeX: f(xr) =+oo}

= ﬂ{meX:f(a:)>n}
n=1

B={zeX: f(zx)=—o0}

= ﬂ{xeX:f(m)g—n}

n=1

= <ﬂ{x€Xf(a:) >—n}>

n=1

olacagindan A ve B 6l¢iilebilirdir (Royden, 1968).
Teorem 2.3.24 f: A — R olciilebilirdir <=
A={z e X: f(z) = +oo},

B={reX: f(x)=—o0}
kiimeleri ve

(2.8)

_J f(x),z¢ AUB
fl(m)_{ 0,r€ AUB

bi¢iminde tanimlanan reel degerli f; fonksiyonu él¢iilebilirdir (Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.3.25 B(R") Borel cebirine gore dlgiilebilen bir fonksiyona Borel 6lgiilebilir fonk-
siyon(veya Borel fonksiyonu) adi verilir. M(RR, A*) o—cebirine gore 6lgiilebilen bir fonk-
siyona Lebesgue ol¢iilebilir fonksiyon denir. R nin Borel kiimesi olmayan fakat Lebesgue
Olciilebilir alt kiimeleri mevcut oldugundan R iizerinde herbir Borel olgiilebilir fonksiyon
Lebesgue 6lgiilebilirdir (Royden, 1968).
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Tanim 2.3.26 f: A — R olsun.
fH(z) = max{f(z),0}
f~(x) = max{—f(z),0}

bi¢iminde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlar:1 da X {izerinde tanmiml ve negatif olmayan
fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna f nin pozitif pargasi, f~ fonksiyonuna da f nin negatif
parcasi denir.

Bu durumda, tanimdan
f=r—=f =+,
P01+, =500

bagmtilar1 mevcuttur (Royden, 1968).

Teorem 2.3.27 f: A — R olciilebilir olmas: icin gerek ve yeter sart f+ ve f~ fonksiyon-
larmin 6l¢iilebilir olmasidir (Royden, 1968).

Teorem 2.3.28 (X, .A) bir slciilebilir uzay ve A € A olsun. f,g : A — R 6lciilebilir ise

bu durumda

{red:flx) <glx)}, {red:flx)<g)}, {reA:f(x)=g)}
kiimeleri 6lgiilebilirdir (Royden, 1968).

Teorem 2.3.29 (X, A) bir ol¢iilebilir uzay ve A € A olsun. f,g : A — R 6lciilebilir ise
(fVg) ve (f Ag) fonksiyonlar: olgiilebilirdir (Royden, 1968).

Teorem 2.3.30 {f,}°,, A € A iizerinde tamimh R-degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir

n=1>

dizisi ise sup f, ve ing fn fonksiyonlar1 da 6lgiilebilirdir (Royden, 1968).
neN ne

Teorem 2.3.31 (X,.A) bir ol¢ii uzay1 ve A € A olsun. {f,}>°,, A {izerinde tanimh

R-degerli ¢lciilebilir fonksiyonlarm bir dizisi ise liminf f,, ve limsup f,, fonksiyonlar1 6lcii-
n—00 n—o0

lebilirdir.

Ayrica tamim kiimesi Ag = {z € A : limsup f,(z) = liminf f,(z)} olan lim f, fonksiyonu

n—oo
da olgiilebilirdir (Royden, 1968).

Tanim 2.3.32 (Karakteristik Fonksiyon) X bogtan farkl bir kiime ve £ C X olsun.

1, z€eFk

seklinde tammlanan x ;) @ X — [0,00) fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksi-
yonu denir (Pick vd., 2012).
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Simdi, negatif olmayan olgiilebilir basit fonksiyonlarin integrali, daha sonra da
negatif olmayan, R-reel degerli, 6lciilebilir fonksiyonlarin integrali ile ilgili bilgiler veri-
lecektir. Sonra da R-degerli fonksiyonlarin integrali iizerinde durulacaktir. Once basit

fonksiyonun tanimini verelim.

Tanim 2.3.33 Goriintii kiimesi sonlu elemandan olusan ¢ fonksiyonuna basit fonksiyon
adi verilir (Royden 1968).

o reel degerli bir basit fonksiyon ve Xz, Ej kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak

lizere

n
= arxs,, o E€R (2.9)
=1

bi¢iminde yazilabilir. Eger ¢ fonksiyonu X {izerinde taniml ise

UEk:X.

k=1

Burada Ej, kiimelerinin segilisi tek olmadigindan ¢ nin (2.9) tipindeki gosterimi tek degildir.

Eger a1, as, ..., a;, sayilar ¢ nin X tizerinde aldig farkli degerler ve
Ex=x2€ X ve f(z)=ag

secilirse Ej kiimeleri ayrik olur. Bu durumda

n
= Z akXEk
k=1

gosterimine ¢ fonksiyonunun standart gosterimi adi verilir. X {izerinde tanimli, reel
degerli, A olciilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi S = S(X,.A), S deki negatif olmayan
fonksiyonlarin kiimesi S7 ile gosterilir (Royden, 1968).

Tanim 2.3.34 (X, A, ) bir dl¢ii uzay: olsun. ay sayilari negatif olmayan reel sayilar ve

Ay, As, ..., Ay ler A ya ait olmak {izere
n n
U Ar=X wve ¢= ZakXEk (2.10)
k=1 k=1

gosterimine sahip bir ¢ € St fonksiyonunun p &lgiisiine gore integrali

/SOdM = appu(Ap) (2.11)
% k=1

(Royden, 1968).

Bu tanima goére ¢ nin u ye gore integrali ya negatif olmayan bir reel say1 ya da u 6lgiisiiniin
sonlu olmayan bir 6l¢ii olmasi haline kargilik gelen 400 degeridir. Belirtelim ki, ¢ fonksi-
yonunun g ye gore integrali ne ay sayilarina ne de Ay kiimelerine baghdir. Bununla ilgili

olarak agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 2.3.35 (X, A, 1) bir 8lgii uzay1 p € ST (X, A) ve Ay lar ayrik olmak iizere ¢ nin
n

bir gosterimi ¢ = > agx a olsun. ¢ nin y Olgiisiine gore integrali ne ag sayilarina ne de
k=1
Aj, kiimelerine baghdir (Royden, 1968).

Simdi negatif olmayan basit fonksiyonlarin integraline ait temel 6zellikleri verelim.
Teorem 2.3.36 (X, A, 1) bir 6lgii uzayi, p € ST, ¥ € St ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda
(i) [ewdu=c[edu
X X
(il) [(p+®)dp= [edu+ [Pdpu
X X

X

(iil) Vz € X, ¢(z) < ¥(z) = [@du < [ Wdu
X X
sartlar saglanir (Royden, 1968).

Tanim 2.3.37 (X, A, p) bir 6lgii uzay1 ve f € M (X, A) olsun. f fonksiyonunun p

Olciisiine gore integrali

/fd,u:sup/godu:<,0€5”L ve p < f (2.12)
X X

genigletilmis reel sayisidir.

E € Aolsun. f nin p ye gore E iizerindeki integrali

[ in= [ frean (2.13)
X X

seklinde verilir (Royden, 1968).
Teorem 2.3.38 f,ge MT(X, A) ve E, F € A olsun.
(i) Ve € X, f(z) < g(x) = [ fdu < [ gdp.
X X
(i) ECF = [ fdu< [ fdu
B F
sartlar1 saglanir (Royden, 1968).

Simdi integral teorisinin temel teoremlerinden birini ifade edelim.

Teorem 2.3.39 (Monoton Yakinsaklik Teoremi) (X, A, ;1) bir 6lcii uzay1 ve {f,}72 4
de M*(X, A) daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. f,, dizisi f fonksiyonuna

yakinsak ise

ILm fnd,u:/fd,u, (2.14)
X X

(Pick vd., 2012).
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Teorem 2.3.40 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi) (X, A, p) bir olgii uzay: ve
{fn}2, de M (X, A) daki fonksiyonlarmm bir dizisi olsun. Hemen her z € X igin

()] < g(x)

olacak sekilde g bir integrallenebilir fonksiyon olsun. f, — f ise Vn € N igin f, ve f

integrallenebilirdir ve

lim [ fodp = / fdp
n—o0

X X

(Pick vd., 2012).

Lemma 2.3.41 (X, A) bir slciilebilir uzay, A € A ve f : A — R fonksiyonu olciilebilir

olsun. Bu taktirde A iizerinde tanimli R-degerli, élciilebilir basit fonksiyonlarm 6yle bir

artan ¢, dizisi vardir ki lim ¢, = f olur. Eger f sinirh ise bu yakinsama diizgiindiir
n—oo

(Royden 1968).

Teorem 2.3.42 (i) fe Mt vec>0=cfe M ve

/cfd,u:c/fd,u.

X X

(i) f,ge Mt = f+ge M™" ve

[+ gdu= [ sau+ [ gan

X X X

(Royden, 1968).

Teorem 2.3.43 (Fatou Lemma) (X, A, u1) bir 8lgii uzay1 ve f,, de M (X, A) daki fonk-

siyonlarin bir dizisi ise

n—oo

/ lim inf f,dup < li_)m inf/fnd,u (2.15)
X X

(Royden, 1968).

Teorem 2.3.44 (Beppo-Levi Teoremi) (X, A, u) bir 6lgii uzay1 ve ka da X iize-

rinde tanimli [0, +oo] degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir serisi olsun. Bu durumda

/ (i fk) dp = i (X/fkdu (2.16)

X k=1

(Royden, 1968).
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Tanim 2.3.45 (X, A, ) bir olgii uzay: ve f € M(X,.A) olsun. Eger /f*d,u ve /fd,u
X X
integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonu X {izerinde integrallenebilirdir denir. Bu

[ tdn= [ rrau= [ a

X X X

integral

reel saywsidir. X {izerinde p Glgiisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi
£=L(X, A, p) ile gosterilir (Royden 1968).

Teorem 2.3.46 (X, A, u) bir 6lgii uzay1 ve f € M(X,.A) olsun. Bu durumda
felselflel

olur ve bunlarin biri gerceklendiginde

B
X X

olur (Royden, 1968).

Teorem 2.3.47 (Chebyshev Esitsizligi) (X, .A, ) bir 6l¢ii uzay: ve
f:X — [0,400] fonksiyonu élgiilebilir olsun. « > 0 i¢in

Ay ={z e X : f(z) > a}
olmak {izere
1 1
pa) < - [ gau < [ ran
a a
Ao X

(Royden, 1968).

Teorem 2.3.48 (X, A, ) bir 6lgii uzayi, f ile g X iizerinde integrallenebilen reel degerli

fonksiyonlar ve av herhangi bir reel say1 olsun. Bu durumda

(i) afeLve f+geLl

(i) [asdu=a [ say

X X
(iii) /(f+g)du= /fduz /fdu+/gdu
X X X X

sartlar: saglanir (Royden, 1968).
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2.4 Lebesgue Uzaylar

Fonksiyonel analizde, Banach uzay1 ve topolojik vektor uzaylarimin 6nemli bir
smifin1 Lebesgue uzayr LP(R™) olugturur. Harmonik analizin 6nemli konularindan biri
olan Lebesgue uzayi, harmonik analizin i¢ problemlerinin ¢éziilmesinde oldugu gibi kismi
tiirevli denklemler teorisi ile fizik, istatistik, finans, miithendislik ve ayrica diger disiplin-

lerde de uygulamalara sahiptir.

Tanim 2.4.1 R" ile n boyutlu Oklid uzaymi gésterelim.
x=(z1,...,Tn), Y= (Y1,...,Yn) € R" ve

|z| =\/2? + ...+ 22, 2 €R", |z| >0

olsun. Tiim R™ de veya R" in bir alt kiimesinde tanimh bir fonksiyon g(x) = g (z1,...,xy)
ve f, [0,00) da hemen her yerde tamimh tek degiskenli fonksiyon olsun. Eger n-degigkenli
bir ¢g fonksiyonu herhangi bir tek degiskenli f fonksiyonunun yardimiyla g(x) := f (|z|)

seklinde gosterilebiliyorsa g fonksiyonuna radyal fonksiyon denir. Yani
g(xl,...,mn):f( x%—i——l—x%)
(Royden, 1968).

Tanim 2.4.2 R" iizerinde dx = dzi...dx, ile Lebesgue 6l¢iisii ve R™ uzay tizerinde f

fonksiyonunun (Lebesgue) integrali
/f(a:)d:c:/---/f(xl,...,xn)dxl...dmn

Cok katli integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢ogu kez kullanigh olmak-

seklinde gosterilir.

tadir. 7 = |z| olsun ve S"~! = {x : |2| = 1} ile birim kiire gosterilsin.

[ #slyda
J

integralinin hesab1 igin

0<r<oo, 0<64,...,0, o<m, 0<6,1<27 olmak iizere
T1 = rcosb
Lo = rsin #7 cos Oy

r3 = 7 sin #1 sin O, cos O3

T, = rsinfq sinfsy...sinb,_1

doniisiimii yapilir. Bu doéniigiimiin Jakobiyeni
n—1 )
J (1,01, .00 1) =" ] ] (singy)" 1
j=1
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olarak hesaplanir.

co ™ T 2

[rtabar= [ [ [ [re)76odam. ...
R™ 0 0 O 0
00 T 27r_
= /Tn_lf dro/o/ 0/1;[ smé? n—1— ]dgl den—l

0

= wp_1 | fr)r"dr
/

elde edilir. Burada w,_1, birim kiirenin yiizey alanidir. Genel olarak

/f(a:)dx:/ / f(rsin@l,...,rsin@l...sinen_l)r"_ldrdﬁl...dﬁn_l
Rn 0 gn—1
_ / / I (r,0) 7" drdo
0 gn—1

biciminde yazilir. dz hacim elemam dz = r"~'drdo biciminde yazihr. Burada do, S™~!

iizerinde dx tarafindan belirlenen yiizey ol¢iisiidiir. Ayrica,

]B(:L',r)]—/dy— / dy = / dz = | B0, )|

B(z,r) {zeR™;lz—y|<r} {z€R™:|z|<r}
ve
|B(z,7)| = / dz:/ / t"dtdo
B(z,r) 0 gn-1
= / do / "Lt
Sn—1 0
=[S"" 1\ = wur"

(Sadosky, 1979).

Tanmim 2.4.3 1 < p < oo olmak iizere Q2 C X = R” bolgesinde tanimh ve

/ (@) Pz < oo
Q

ozelligine sahip olgiilebilir f :  — R fonksiyonlar simifina LP(€2) uzay: veya 2 bolgesinde

p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzay: denir. LP(Q) uzay:
1/p

1l = I flloe = / F)Pdr | <oo
Q
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seklindeki norm ile tamimlanir. Buradaki || f|| » gosterimine f fonksiyonunun LP(Q2)-normu

denir.

Q bolgesinde hemen her z icin f(x) < M olacak sekilde bir M sabiti varsa f
fonksiyonuna hemen heryerde smirlidir denir. Boyle M sabitlerinin en biiyiik alt sinirina

da |f] nin Q bolgesindeki esas supremumu(veya esash sinir1) denir ve

esssup |f(x)| :=essinf {K : |f(x)| < K hemen her z € Q}
TS

seklinde gosterilir. €2 bolgesindeki hemen heryerde smirli f fonksiyonlar: ile tanimlanan

uzay L>°() seklinde gosterilir. Buna gore bir f fonksiyonunun L°°—normu
]|z := essinf |f(x)]
z€eQ
seklinde tanimlanir (Pick vd., 2012).

Tanim 2.4.4 (Zay:if Lebesgue Uzay1) 1 < p < oo, f: R” — R 6lgiilebilir bir fonksiyon

ve

3=

Il fllwrr :=sup A dx
A>0
{zeR™:|f(z)|>A}

olmak tizere zayif Lebesgue uzay1
WLP(R") :={f:R" = R: f — olgiilebilir ve || f|lwrr < oo}
seklinde tanimlanir (Grafakos, 2004; Sadosky, 1979).
Uyar:1 2.4.5 1 <p < oo i¢in LP(R™) — W LP(R"). Ayrica
Ifllwee < [1fllze

esitsizligi saglanir (Grafakos, 2004; Sadosky, 1979).

Sonug 2.4.6 (Lebesgue Diferansiyelleme Teoremi) Eger f € L'(R") ise bu durumda

hemen her z icin

r—0 |B(x,r

o o
i |ty = s
B(z,r)

(Pick vd., 2012).

Teorem 2.4.7 (Hélder esitsizligi) p € (1,00) ve ;1) + 1% = 1 olmak iizere f € LP ve

g € L¥ olsun. Bu durumda fg € L' olur ve

/f(x)g(l‘ﬂdﬂﬁ < fllzellgll (2.17)
Q
esitsizligi saglanir (Pick vd., 2012).
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Teorem 2.4.8 (Minkowski esitsizligi) p € [1,00) ve f,g € LP olsun. Bu durumda
(f + g) € L? olmak iizere

1f +9lle < I Fllze + llgllze (2.18)
esitsizligi saglanir (Pick vd., 2012).

Lebesgue integralinin 6zellikleri ve Holder esitsizligi gozoniine alindiginda LP uza-
yinin 1 < p < oo i¢in bir vektor uzay:r oldugu goriiliir. Bununla beraber bir f € LP olmak

tizere || f||» normu altinda;

(L1) [[fller =0

(L2) |fllze =0 = hhy f(z) =0
(L3) llafllzr = lall[fllze, x € R
(L4) [If +gllee < N fllze + llglle

sartlar saglandigindan 1 < p < oo i¢in L? bir normlu uzaydir.

Teorem 2.4.9 (Young esitsizligi) p € (1,00) ve %—i—i = lolsun. Va,b € Rigina,b >0
ve p/ = z% olmak iizere

Py
ab< =+ (2.19)
p p
esitsizligi saglanir (Pick vd., 2012).

Tamim 2.4.10 (L? uzayinda yakinsaklik) f,, f € L? olmak tizere {f,}°° ; nin f fonk-
siyonuna p. mertebeden yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart Ve > 0 icin en az bir

no € N mevcuttur dyle ki her n > ng i¢in ||f, — f|lzr < £ olmasidir.

Burada

1o — Fllir = /!fn—f!pdu  l<peoo
Q

Buna gore, {f,}>2 nin f fonksiyonuna LP de yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim an - fHLp =0
n—oo

olmasidir (Pick vd., 2012).

Teorem 2.4.11 © C R” olmak iizere LP(Q2), 1 < p < 0o uzayl
1/p

1l = / f (@) Pde
Q

normu altinda tam ve dolaysiyla Banach uzayidir (Royden, 1968).
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Teorem 2.4.12 (Fubini) f, R™*" iizerinde 8lgiilebilir bir fonksiyon ve

n= [ If ol dody

Riitm

b= [ | [yl
2\

b= [ 1@yl
S\

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I3 i¢cin bu R" {izerinde integrallenebilen
bir g fonksiyonu vardir dyle ki g (y) hemen her y i¢in igteki integrale esittir anlamindadir

ve I3 icin de aymnisi gegerlidir. Bu durumda
(a) Hemen her y € R™, f (-,y) € L' (R")
(b) Hemen her 2 € R", f (z,-) € L' (R™)

/f y)dy € L' (R")

/ f(z,-)dz € L* (R™)

(e) Il = IQ = Ig
sartlar1 elde edilir (Pick vd., 2012).

Tanim 2.4.13 (Homojen Fonksiyon) A ve « iki reel say1 olmak iizere

fQz) = A" f(=)
oluyorsa f fonksiyonuna «. dereceden homojen fonksiyon denir (Pick vd., 2012).

Tanim 2.4.14 (Ortii) Birlesimleri A kiimesini kapsayan | kiimeler ailesine A kiimesinin
bir ortiisiidiir denir. Bu |J kiimelerinin her biri aciksa blu halde |J, A kiimesinin acik
ortiisiidiir denir. Birle§imlelri A kiimesini kapsayan alt topluluklar aillesine verilen ortiiniin
alt ortiisii ismi verilir. Eger bu topluluklar ailesi sonlu sayida kiimelerden oluguyorsa, bu

ortitye sonlu alt ortii denir (Alp ve Musayev, 2000).

Tanim 2.4.15 (Kompaktlik) X kiimesinin her acik ortiisiiniin sonlu sayida bir alt ortiisii
varsa, X kiimesine “kompakttir” denir. Kapali ve sinirli her kiimenin acik &rtiisiiniin
sonlu sayida bir alt ortiisii vardir. Yani, kapal ve sinirh her kiime kompakttir (Alp ve
Musayev, 2000).
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Tamim 2.4.16 (Destek) (X, p) bir metrik uzay:1 ve f : X — [0,00] olsun. f(x) # 0

sartini saglayan x noktalarinin kapanisina f fonksiyonunun destegi denir ve

supp f = {z € X : f(z) # 0}

ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi kompakt bir kiime ise bu durumda f kompakt
destekli fonksiyon adim alir (Pick vd., 2012).

Tanmim 2.4.17 (X, A, 1) metrik ile verilen bir o—sonlu 6lgit uzay: olsun. Bu durumda bir
s : X — R fonksiyonunun basit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul s fonksiyonunun goriintiisii

sonlu bir kiime ve desteginin sonlu 6lgiilii olmasidir (Pick vd., 2012).

Teorem 2.4.18 Eger 1 < p < oo ise LP deki basit fonksiyonlarin kiimesi LP de yogundur
(Royden, 1968).

Tanim 2.4.19 (Lokal integrallenebilme) f olgiilebilir bir fonksiyon olmak {izere her

I[|fdﬂ<00

ise f fonksiyonuna lokal(veya yerel) integrallenebilir ad1 verilir ve

K kompakt kiimesi iizerinde

Lige(R™) =4 f: /\fldu < o0, K ¢ R", K kompakt
K

seklinde ifade edilir. Ayrica,

=

loc

¥ (R"):=X f: /]f\pd,u < oo, K C R", K kompakt

seklinde tanimlanir (Royden, 1968).

Teorem 2.4.20 1 <p<oo= L,(R") C LV

loc

(R") C Lt . (R") (Royden, 1968).

loc

Tamim 2.4.21 (Agirhkh L, Uzay1) 1 < p < oo, w bir agirhik fonksiyonu olsun. Bu
durumda, L,(w) = Ly(R", w) agirhkl Lebesgue uzay1

1Ay = 1fll2yp@ny = (/Rn |f(x)|P w(m)da:)p < 00

normuna sahip biitiin biitiin 6lgiilebilir f fonksiyonlarin uzay: olarak tanimlanir. p = co

durumunda ise Loo(w) = Loo(R™,w) de norm
I loe e Z 1 F N2 iany = €8 sup|f(@)] wiz)

ile tamimlanir (Royden, 1968).
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Simdi, LP(£2), 1 < p < oo uzaymn [LP(Q)]* dual uzaym ifade eden tanimi verelim.
Tanim 2.4.22 (Dual Uzay1) g € L? olmak iizere f € LP(f) icin

®,(f) = [ f@)go)is
Q
gosterilsin. Bu durumda,
o, € [LP(Q)]"

ve

gl = llglly

(Pick vd., 2012).

Lemma 2.4.23 ), R™ nin bir bog olmayan sinirhi acgik alt kiimesi ve g de {2 lizerinde bir
Olciilebilir fonksiyon olsun. Kabul edelimki p > 1 ve M > 0 mevcuttur 6yle ki keyfi bir
f e LP(Q) icin

f-geLl’(Q)

ve

/ F(@)9()dz| < M|l

Q

Bu durumda g € L (Q) ve ||g|,y < M (Pick vd., 2012).
2.5 Maksimal Operatorii

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak Hardy ve Littlewood tarafindan
bir boyutlu durumda, kompleks analizin uygulamalarina yonelik olarak tanimlanmigtir.
Maksimal fonksiyon, analizde pek ¢ok operatoriin sinirhiliginda ¢cok énemli bir role sahiptir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun farkli tanimlar agagidaki gibi verilebilir.

Tanim 2.5.1 f € L] (R") olsun. Bu durumda M f Hardy-Littlewood maksimal fonksi-
yonu

M (z) = sup | B(0, )| ! / Fla—y)ldy
r>0 B(or)

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyon +oo a esit olabilir (Grafakos, 2004).

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine kiip alinarak asagidaki gibi tanim-

lanabilir.
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Tamm 2.5.2 f € Ll (R") olsun. Eger Q,, [—r,7]" kiibii ise M’'f merkezli Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu

r>0

M f(z) = p(;) / @ —y)|dy
Qr

seklinde tanimlanir. n =1 iken M ve M’ cakigir. Eger n > 1 ise bu durumda
cnM'f(z) < Mf(z) < CM' f(x)

olacak sekilde sadece n boyutuna bagh ¢, ve C), sabitleri vardir. Bu egitsizlikten dolay1 M

ve M’ operatorleri uygun kogullara gore degistirilebilir (Hardy ve Littlewood, 1930).

Tanim 2.5.3 f € L} (R") olsun. M”f merkezli olmayan Hardy-Littlewood maksimal

loc

fonksiyonu

seklinde tanimlanir. Burada supremum z i iceren biitiin B C R™ yuvarlar: iizerinden
alinmaktadir. M ve M" noktasal olarak esdegerdir.

M maksimal operatorii altlineer ve homojendir. Yani,
M(f+g) <Mf+Mg ve MAf)=AMf), VA=0
saglanir (Stein, 1970; Duoandikoetxea, 2001).

Agagidaki teorem M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin hemen her yerde

sonlu, zayif (1,1) ve 1 < p < o0 igin (p, p) tipinden bir operator oldugunu ifade etmektedir.
Teorem 2.5.4
(1) f e LP(R™) ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda hemen her z € R” igin M f(z) < oo.
(2) p =1 ise bu durumda VYA > 0 ve f € L!(R") igin
n C
{e e R": Mf(z) > A} < FlIfllgn)
olacak gekilde bir C' = C'(n) > 0 sabiti vardir.

(3) 1<p<ooiseVfeLPign
M flle < C|lflle

olacak gekilde bir C' = C(n,p) > 0 sabiti vardir (Grafakos, 2004; Hardy ve
Littlewood, 1930).

24



2.6 Hilbert Déniigtimii

Hilbert doniigiimii, Riemann tarafindan ortaya atilan analitik fonksiyonlar acisin-
dan 6nemli bir problemin 1905 yilinda Hilbert tarafindan ¢alhigilmasiyla ilk olarak ortaya
gikt1 (Khvedelidze, 2001; Hilbert, 1953) Riemann-Hilbert problemi olarak bilinir
hale geldi. Hilbert’in ¢alhismasi: (Khvedelidze, 2001; Hilbert, 1953) ¢emberin iizerinde
tanimhi fonksiyonlar i¢in Hilbert doniigiimii ile ilgiliydi. Ayrik Hilbert doniisiimii ile ilgili
daha Onceki ¢aligmalarin bazilarim Goéttingen’e geri doniigiinde verdi. Bu sonuglar daha
sonra (Hardy vd., 1952), Hermann Weyl tarafindan doktora tezinde yayinlanmigtir.
Ayrik Hilbert doniigiimii ile ilgili olan Hilbert’in bu sonuglar1 Schur tarafindan geligtirdi
ve (Hardy vd., 1952) integral durumu icin bu sonuclar genisletildi. Bu sonuclar L? ve
12 uzaylari ile smurh kaldi. 1928 yilinda ise Marcel Riesz tarafindan Hilbert doniisiimiiniin
ayni araliktaki p i¢in LP {izerinde bir sinirli operatér oldugunu, 1 < p < oo igin L? icinde
u i¢in tamimlanabilir ve benzer olabilecegi ispatlandi. Hilbert cember doniigiimiiniin yani
sira ayrik Hilbert (Riesz, 1928) doniisiimii i¢inde sonuglar aymidir. Singiiler integrallerin
Hilbert doniigiimii (Calderén ve Zygmund, 1952) kendi ¢aligmalar: sirasinda Antoni
Zygmund ve Alberto Calderén igin etkileyici bir 6rnek oldu. Onlarin aragtirmalari, mo-
dern harmonik analizde temel bir rol oynamigtir. Hilbert’in bilineer ve trilineer gibi cesitli
genellemeleri bugiin Hilbert doniisiimiiniin hala aktif arastirma alanlaridir.

f fonksiyonunun Hilbert déniisiimii, h(x) = 1/(7wx) fonksiyonu ile f fonksiyonu-
nun evrigimi olarak diigliniilebilir. Ciinkii h yakinsak olmayan evrigim tanimlayan integ-
raller integrallenebilir degildir. Bunun yerine, Hilbert doniisiimii Cauchy esas degeri kul-
lanilarak tanimlanir (burada p.v. ile gosterilir). Agikca, bir fonksiyonun Hilbert doniigiimii
f tarafindan s6yle verilir:

feLP(R"), 1 <p<ooolsun. Bu durumda f fonksiyonunun H f Hilbert déniigiimii,

strpod [ gy [ 19
R

|z—y|>e

seklinde tammmlanir. Eger f € LP(R™), 1 < p < oo ise bu durumda f fonksiyonunun Riesz

doniigiimii

R;f p’UC/‘xJ ‘n+1 (y)dy, 1<j<n

seklinde tanimlanir. Riesz doniigiimii, Hilbert doniigimiiniin bir buyuttan n boyuta
genellestirmesidir. Riesz doniigiimii, ikinci boyutta eliptik denklemlerin ¢6ziimlerinin diiz-
giinliigii galigmalarinda ortaya gikmaktadir (Pandey, 1966; Schwartz, 1950; Torchin-
sky, 1986; Zygmund, 1968).
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3 BANACH FONKSIYON UZAYLARI

Banach fonksiyon uzaylar1 dlciilebilir fonksiyonlarin Banach uzaylaridir. Oyle ki
burada Banach fonksiyon normu, uygun bir sekilde tanimlanan 6lciiye baghdir. Bu da
fonksiyonel-analitik ve olgii-teorik teknikler arasinda faydali bir iligkiye imkan saglar. Ba-
nach fonksiyon uzaylar teorisi Lebesgue, Orlicz ve Morrey uzaylar: ve onlarin gesitli modi-
fikasyonlar1 dahil olmak tizere fonksiyon uzaylarinin olciileri ile ilgili bircok 6nemli 6zelligi
igeren bir yapidir. Lorentz uzaylari1 ve Lorentz uzaylarinin ¢ok 6nemli bir sinifin1 ve ayrica
yeniden diizenleme altinda degismez kalan uzaylar:1 da kapsamaktadir.

Bu tez boyunca (R, u) ikilisi ile bir o-sonlu 6lgii uzay1 gosterilmigtir. Yani,
VneN, wu(R,) <o
olmak iizere
o
R=J R
n=1

olacak sekilde bir {R,,}°° ; mevcuttur.

Ayrica tezde kullamilan bazi notasyonlar agsagidaki gibidir;

(R, 1), o-sonlu atomik olmayan bir 6l¢ii uzayidir.

M(R, 1), R iizerindeki biitiin olgiilebilir reel fonksiyonlarin kiimesidir.

e My(R, 1), hemen her yerde sonlu olan M(R, p1) kiimesindeki fonksiyonlarm simifidir.

M4 (R, i), negatif olmayan fonksiyonlarin olugturdugu Mo(R, ) smifinin alt kiime-

sidir.

R bir (a,b) aralig, u de bir boyutlu Lebesgue 6l¢iisii oldugunda M (a, b) gosterimi

tercih edilmistir.

X, R nin bir élciilebilir £ kiimesinin karakteristik fonksiyonudur.
3.1 Banach Fonksiyon Uzaylar:

Bu kisimda Banach fonksiyon uzaylarimin tanimi ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Uyar1 3.1.1 H.h.y—u igin herhangi iki fonksiyon tanimlanmig olsun. Dogal vektor uzay:
islemleri My iizerinde (M’nin biitiinii {izerinde olmamasina ragmen) iyi tammmhdir. My,
sonlu 6l¢iiniin kiimeleri {izerinde 6l¢iideki yakinsamanin topolojisi olarak verildiginde met-

riklenebilir topolojik vektor uzay: olur.

Vn € N ve U Sp =R igin pu(S,) < o
neN
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olacak gekildeki kiimelerin parcalanigi S, olmak iizere bu uzaya kargilik gelen metriklerden

biri agagidaki gibidir;

S [ gl
W9 =22 S/ 05 17 - oo

Ayrica, (M, d) metrik uzay: tamdir (Pick vd., 2012).

Tanim 3.1.2 (Banach Fonksiyon Normu) Eger Vf,g € M4, {f,}32, C M4, A >0
ve Olciilebilir £ C R kiimesi igin

(P1) o(f) =0« f=0 hhy—u; oAf)=Aeo(f); o(f+g)<o(f)+olg)
(P2) 0<g < fhhy—p=o(g9) <o(f) (latis ozelligi)
(P3) 0< fut f hhy—p = o(fn) T o(f) (Fatou ozelligi)

(P4) u(E) <00 = o(xz) < o0

(P5) u(E) < oo = /fdu < Cgo(f)
E

ozellikleri bir Cg € (0, 00) sabiti ve tiim f fonksiyonlar i¢in saglaniyorsa, o : M4 — [0, 0]

fonksiyoneline bir Banach fonksiyon normu denir (Pick vd., 2012; Megan vd., 2003).

Tanim 3.1.3 (Banach Fonksiyon Uzay1) g, bir Banach fonksiyon normu olsun. M
kiimesindeki o(| f|) < oo ozelligine sahip fonksiyonlarm X = X (p) kiimesine Banach fonk-
siyon uzay1 denir ve Vf € X igin

1fllx = ol f]) (3.1)

seklinde tanimlanir (Pick vd., 2012; Megan vd., 2003).

Uyar1 3.1.4 || f||x fonksiyoneli, Vf € My i¢in tanimlanmig oldugu halde sonsuz olabilir.
feX, X=X« |fllx <o

(Pick vd., 2012).

Tanim 3.1.5 (Basit Fonksiyon) Eger (R, ) 6lgii uzay: iizerinde reel degerli bir s fonk-
siyonu sonlu 6lciiye sahip olgiilebilir kiimelerinin karakteristik fonksiyonlarmin sonlu bir

lineer kombinasyonuysa p-basit fonksiyon olarak adlandirilir. Eger bir m € N mevcutsa,

reel sayilarm sonlu bir dizisi {a1,...,a,} ve R sonlu 6l¢iiniin p-6lgiilebilir alt kiimelerin
parcalaniginin sonlu bir dizisi {E4, ..., E,,} ise
aj, wve€kj j=1,...,m

— m
@W=30 ser\ () E;.
j=1
Biitiin p-basit fonksiyonlarin kiimesini S ile gosterilecektir (Pick vd., 2012).
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Teorem 3.1.6 X, ¢ Banach fonksiyon normu tarafindan iiretilen bir Banach fonksiyon

uzay1 olsun. O halde (X, | - ||x) bir normlu lineer uzaydir. Ayrica,
SCX <= Mg (3.2)
(Bennett ve Sharpley, 1988; Pick, 1990).

Ispat. u bir o-sonlu dlcii oldugunda lokal integrallenebilir fonksiyonlar h.h.y—u sonludur.
Dolayisiyla, X C My olur. |- || x normunun Tanim 3.1.2°deki (P5) 6zelliginden, X uzayn-
daki biitiin fonksiyonlar R iizerinde lokal integrallenebilirdir. Bu sekilde, My bir vektor
uzay1 oldugunda X uzayi da vektor uzayidir. Aym zamanda (P1) 6zelliginden de X, bir
normlu uzaydir. (P4) ozelliginden, her F kiimesi i¢in p(E) < oo olmak iizere x, € X

olur. Sonug olarak, X uzaymnin lineerliginden S C X elde edilir.
Simdi X < My gébmmesinin siirekli oldugunu gosterelim. Kabul edelimki X uza-

yinda bir {f,,}7° ; icin f, — f yakimmsamas: saglaniyor olsun. O halde (3.1) denkleminden,
lim Q(‘fn - .ﬂ) =0.
n—oo

Verilen ¢ > 0 igin pu(E) < oo olacak gekilde en az bir E C R var olsun. (P5) ozelliginden,

n boyutundan bagimsiz olan Cg sabiti i¢in, n — oo iken sifira yakinsayan

1 Cg
pla € B [f(@) - fula)| > 2} < 2 [ 17 = fuld < Eollf - fu)
E
esitsizligi elde edilir. Bundan dolayi, sonlu &lciiniin her bir kiimesi iizerinde Olgiideki

fn — f, yani My iizerindeki f, — f olur. ]

Lemma 3.1.7 (Banach fonksiyon uzaylar: i¢in Fatou lemma) X, bir Banach fonk-

siyon uzayi1 olsun. Kabul edelimki,
fn€ X, VneNveban f e M

olmak tizere h.h.y—u icin
S = f

ve ayrica
liminf || fp]|x < 00
n—oo
olsun. O halde f € X ve
[fllx < liminf {| fo[| x
n—oo

olur (Pick vd., 2012).
Ispat. Bir g, (z) := ir;f | fm ()| ile gosterilsin. O halde
m>n

hhy —p, 0< g, 1|[fl.
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Bu nedenle (P2) ve (P3) 6zelliklerinden,

1Fllx = lim {lga]x

< lim mf | fn |l x

n—,oom

= lim inf ||anX < 00
n—oo

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla
feX

ve
[fllx <lminf || fol x-
n—oo

Teorem 3.1.8 (Riesz-Fischer) Her Banach fonksiyon uzay: Riesz-Fischer 6zelligine sahip-
tir (Pick vd., 2012).

Ispat. X bir Banach fonksiyon uzay: olsun. Kabul edelimki, {fn}e, C X ve

> lifallx < 00 (3.3)
n=1

olsun. Vn € N i¢in

n
dn ‘= Z ‘fk‘
k=1

[e.9]

:Z|fn| 0<gntTyg

ve

seklinde gosterelim.

n (o0
lgnllx <D lIfellx <D Ifallx, neN
k=1 n=1

oldugunda, (3.3) denklemi ve Lemma 3.1.7’den g € X olur. (3.2) deki X < My gémmesi
oo

ve Uyar 3.1.1’den goriildiigii iizere h.h.y — p i¢in Z | frn(x)| serisi noktasal yakinsar ve

n=1

dolayisiyla bu seri, Z fn(x) olur.

n=1

f = an
n=1

seklinde gosterilmek {izere

hn=Y fr, n€N
k=1
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ise o halde h.h.y — p i¢in h, — f olur. Bu nedenle, 3m € N igin
n — o0, h'h-y_ﬂa (hn - hm) — (f - hm)

elde edilir. Ayrica,

n o0
liminf | Ay, — honlx < liminf Y (lfellx = > [allx
k=m+1 k=m+1

esitsizligi (3.3) denkleminden dolayr m — oo oldugunda sifira yakinsar. Bu nedenle,
Lemma 3.1.7°den f — h,,, € X elde edilir. Ayrica,

f EX, lim Hf—hmHX =0
m—0o0
olur. Bu da Ym € N icin

1fllx < 11f = hmllx + [Pl x

<N = hallx + D Ifellx

k=1
olmasini gerektirir. m — oo alindiginda ise
oo
I£1lx < Y fallx (3-4)
n=1

esitsizligi elde edilir. [
Sonug 3.1.9 Her Banach fonksiyon uzay:1 tamdir (Pick vd., 2012).

ispat. Bu, Teorem 3.1.8 ve Teorem 2.1.9’un yakin bir sonucudur. [

Simdi, Banach fonksiyon uzaylarinin temel 6zelliklerini 6zetleyen bir uyar: verelim.

Uyar1 3.1.10 X, p Banach fonksiyon normu tarafindan iiretilen bir Banach fonksiyon
uzay1 olsun. Kabul edelimki Vf € X icin || f||x = o(|f]) olsun. Bu durumda (X, | - ||x),
bir Banach uzayidir. Vn € N olmak iizere f, g, f,, € M igin ve biitiin ' C R &lgiilebilir alt

kiimeleri i¢in agsagidaki 6zellikler saglanir;

(i) (Latis 6zelligi) h.h.y—p icin
gl < £

ve

feX=g9geX

ve

lgllx < fllx-
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(ii) Kabul edelimki f € M olsun.

feX<=|fleX

ve
1fllx = [FLfT -
(iii) (Fatou ozelligi) Kabul edelimki f,, € X, f, >0, n € N ve h.h.y—p igin f,, T f olsun.
O halde,
feX=|fullx TIflx
ve

fE&X = |fall T o0

(iv) (Fatou lemma) Kabul edelimki f,, € X, n € N, f, hhy fveliminf, o || fnllx < 00
olsun. O halde,
feX

ve
[fllx <liminf || fy| x.
n—oo

(v) X uzay biitiin basit fonksiyonlarin S kiimesini igerir.

(vi) Sonlu o&lgiiye sahip her bir E kiimesine karsilik gelen yalmizca E kiimesine bagh

pozitif bir Cr sabiti vardir 6yle ki her f € X i¢in

/ Fldp < Crllf | x.
E

(vii) X, fn, = f = sonlu 6lgiiye sahip biitiin kiimeler iizerinde f, £ f. Ayrica, hemen
her yerde f fonksiyonuna noktasal yakimsak olan bir {f,}°2 alt dizisi vardir (Pick
vd., 2012).

Teorem 3.1.11 X ve Y aym 6lgii uzay: tizerinde iki Banach fonksiyon uzayi ve X C Y
olsun. O halde X — Y olur (Pick 1990; Pick vd., 2012).

Ispat. Kabul edelimki X < Y gommesi saglaniyor olmasm. O halde X iizerinde f, > 0

icin fonksiyonlarm bir {f,}5° ; vardir dyle ki

Ifallx <1, ([ fally > ’n3, n € N.

Teorem 3.1.8’den, Z f—g serisi X deki bir f € X fonksiyonuna yakinsar. X C Y hipotezin-
n
den dolay1 f € Y dir. Ayrica, 0 < n2f, < f ven € Nicin [|f]ly > n 2| fully > n

oldugundan, f € Y ile bir geligki elde edilerek ispat tamamlanmig olur. ]
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Ornek 3.1.12

(i) 1 <p < oo olsun. LP(Q)) Lebesgue uzay1 bir Banach fonksiyon uzayidir.

(ii)) 1 < p < oo ve w da  tizerinde bir agirhk olsun. Agirlikli Lebesgue uzay1 LP(Q,w)

bir Banach fonksiyon uzayidir.
(iii) ®, Young fonksiyonu olsun. Orlicz uzay1 L® () bir Banach fonksiyon uzayidir.
(iv) A>0ve p € (1,00) olsun. Morrey uzay1 LIJU\}[)‘(Q) bir Banach fonksiyon uzayidir.

(v) A >0 vep € (1,00) olsun. Campanato uzay1 Lg’/\(Q) bir Banach fonksiyon uzay1
degildir.

(Pick vd., 2012)
3.2 Tlisik Uzay

Bu béliimde, 1 < p < oo olmak iizere LP ve L Lebesgue uzaylar arasidaki

duallik model alinarak verilen bir Banach fonksiyon uzayimin iligsik uzay1 arastirilmigtir.

Tanim 3.2.1 o, bir Banach fonksiyon normu olsun. M™ {izerinde
¢'(g) = sup /fgdu cfeMbo(f)<ty, geM* (3.5)
R

ile tanimlanan ¢’ fonksiyoneline ¢ normunun iligsik normu denir (Pick vd., 2012).

Teorem 3.2.2 o bir Banach fonksiyon normu olsun. ¢’ da bir Banach fonksiyon normudur
(Pick vd., 2012).

Ispat. Kabul edelimki o(f) < 1 olsun. O halde (3.2) denkleminden h.h.y— icin f(z) < co
esitsizligi saglanir. Eger h.h.y—p i¢in g = 0 ise

/fgdu =0.
R

Dolayisiyla, (3.5) denkleminden, ¢'(g) = 0 olur.
Eger ¢/(g) = 0 ise o(f) < 1 olacak sekilde biitiin f € M™ igin /fgdu = 0.
R

Eger 0 < pu(E) < oo araligiyla verilen £ C R bir p-olgiilebilir kiime ise bu durumda p
normunun (P1) ve (P4) 6zelliklerinden 0 < g(x,) < co. Buda f := x,/0(x,) fonksiyonu
i¢in o(f) = 1 esitligini saglar. Dolayisiyla,

@(XE)l/gduz/fgduzo.
R

E
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Bu sekilde, FE iizerinde h.h.y—u icin g = 0 olur. Clinkii E keyfi olarak segilir ve h.h.y—pu
i¢cin g = 0 oldugu elde edilir. ¢’ i¢in pozitif homojenlik ve ii¢gen esitsizligi kolayca dogru-
lanabilir ve buda (P1) ozelligini gosterir. Sonra yine, (P2) ozelligi de basit bir sekilde o
tanimindan dogrulanir.

Simdi (P3)’i gosterelim. Kabul edelimki {g,}2°; € M ve g € M ve h.h.y—pu igin

0 < gn T g olsun. ¢ normunun (P2) latis 6zelligine sahip oldugu biliniyor. Buradan,
Vm,n €N, m <n, (gn) < d'(gn) < 0'(9).

Genellenirse Vn € N i¢in o(g,) < oo oldugu oldugu kabul edilebilir. & < ¢'(gy,) esitsizligini
saglayan herhangi bir e sayis1 var olsun. (3.5) denkleminden, M {izerinde o(f) < 1 ile

verilen bir f fonksiyonu vardir 6yle ki / fgdp > €. Simdi h.h.y—p icin 0 < fg, T fg yani
monoton yakinsaklik Teoremi 2.3.18’den / fon T / fg sartin1 saglar. Bu nedenle en az

bir ng € N vardir 6yle ki tiim n > ng igin / fgn > € olur. Bu sgekilde, (3.5) denkleminden
tiim n > ng sayilar igin ¢/(g,,) > € esitsizligi elde edilir. Sonug olarak, ¢'(g,) 1 0'(g) elde
edilir yani ¢’ igin (P3) ozelligini saglar.

o' i¢in (P4) 6zelligini dogrulamak amaciyla, ¢ igin verilen (P5) 6zelligi kullanilir ve
tersi de dogrudur. E C R kiimesi p(F) < oo sarti saglasin. Bu durumda, g i¢in verilen
(P5) 6zelliginden,

/fodM < Cro(f), (feM™)

R

esitsizligini saglayan bir Cp < oo sabiti vardir. (3.5) denklemiyle birlikte bu ¢ i¢in verilen
(P4) sartim saglayan ¢'(x,) < Cp < oo esitsizligini verir.

Son olarak, u(E) < oo olacak sekilde E' C R olsun. Eger u(E) = 0 ise bu durumda
/ fdp = 0. Bu da (P5) 6zelligi dogrudan gegerli kilar. pu(E) > 0 oldugunda p i¢in verilen
E

(P4) 6zelliginden o(x ) < oo ve g igin verilen (P1) 6zelliginden de o(x ) > 0 esitsizligi elde
XE

o(xp)

bir g € M i¢in o(f) = 1 oldugunda ¢ igin verilen (P5) 6zelligini saglayan

edilir. Burada, Cj = o(x,) ve f = seklinde gosterilirler. Bu durumda, herhangi

/ gdy = Cl; / fodu < Chd(g)
E R

esitsizligi (3.5) denkleminden elde edilir. ]

Tanim 3.2.3 p bir Banach fonksiyon normu ve X de p tarafindan iiretilen bir Banach
fonksiyon uzay1 olsun. o', ¢ normunun iligik normu ve X’ de ¢’ tarafindan iiretilen Banach

fonksiyon uzay1 olsun. O halde, X’ de X uzaymin iligik uzayidir denir (Pick vd., 2012).
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Uyar1 3.2.4 X bir Banach fonksiyon uzay1 ve X’ de onun iligik uzay1 olsun. Bu durumda
Vg € M igin

lgllx: = sup / Faldu: feX, Ifllx <1 (3.6)

(Pick vd., 2012).

Teorem 3.2.5 (Hélder esitsizligi) X bir Banach fonksiyon uzayi ve X’ de onun iligik
uzay1 olsun. Eger f € X ve g € X" ise [ fgdp < oo ve ayrica,
R

/ Faldp < 11 Fllx gl (3.7)

R
(Pick vd., 2012).

Ispat. Kabul edelimki ||f||x = 0 olsun. O halde, R iizerinde h.h.y—pu i¢in f = 0 olur.
Buradan, (3.7) denkleminin her iki tarafi da sifirdir. || f||x > 0 oldugunda

H 11 x H
Boylece, X' tanim yardimiyla (6.2.2) denkleminden

/‘<|f|| )9‘dMSHgHX/

elde edilir. En son iglemin her iki tarafinin || f||x fonksiyoneli ile ¢arpimindan (6.2.3)

denklemi elde edilir. m

Teorem 3.2.6 (Landau Rezonans Teoremi) X bir Banach fonksiyon uzay1 olsun. Ol-
giilebilir bir g fonksiyonunun X’ iligik uzayma ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart her f € X

i¢in fg garpiminin integrallenebilir olmasidir (Pick vd., 2012).

Ispat. Ispatin (=) kismi Teorem 3.2.5’den gelir. (<) kisminda ise ||g||x = co oldugu
ama X tizerindeki her f fonksiyonu icin fg carpiminin da integrallenebilir oldugu kabul
edilir. (3.5) denkleminden,

denklemini saglayan negatif olmayan f,, fonksiyonlar: vardir. Dolayisiyla Teorem 3.1.8’den
=2 ,n"%f, € X olur. Ayrica,

/Ifgldu >n? / |fagldp>n, neN
R R
esitsizligi bir geligkidir. ispat tamamlanmigtir. ]

X bir Banach fonksiyon uzay1 ve X’ de onun iligik uzay1 olsun. Bu durumda X

uzaymm (X')’ iligsik uzayma ikinci iligik uzay denir ve X" ile gosterilir.
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Teorem 3.2.7 (Lorentz-Luxemburg) X bir Banach fonksiyon uzayi olsun. O halde
X, ikinci ilisik uzay1 X" ile

fexX & feXx’
anlaminda cakisir ve
Ifllx =1flx feM (3.8)
(Pick vd., 2012).
Ispat. Eger f € X ise bu durumda (3.7) Holder esitsizliginden
Vge X', fge L.
Teorem 3.2.6’dan (X yerine X’ kullamlirsa) f € X" elde edilir. Bu sekilde
XcXx”

alimir. (3.6) ve (3.7) denklemlerinden de

£l = sup (/wfmdungHx'S'l < |Ifllx
R

esitsizligi elde edilir. Buradan, ispat1 tamamlamak icin sadece
X"cX
ve

Ifllx < [ fllxr,  feX” (3.9)

oldugunu gostermemiz gerekir. Aksine, f € X” ve n € N olsun. kiimelerin dizisi { R, }5°

oldugunda
fu() := min(|f(2)[, n)Xp, (), n €N (3.10)
gosterimi kullanilir. Simdi,
0 < fn <nxg,

olsun. Boylece Uyari 3.1.10’daki (i) ve (v) ozelliklerinden, f, € X ve de f, € X" olur.

Ayrica, X ve X" uzaylarmin her ikisi de Fatou ozelligine sahiptir ve

0< fat|fl

Dolayisiyla, (3.9) denkleminin saglamasi igin

Ifallx < [l fallx7, n€N (3.11)
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oldugu gosterilmelidir. Buradan itibaren f ve n ifadeleri birer sabit olarak kabul edilir.

Genellersek, ||f.]lx > 0 oldugu kabul edilebilir. Ayrica,

gl = / l9(@)\du(z)
Rn

normuyla verilen
M, :={f € M: suppf C R,}

seklinde tanimli uzaya bir Banach uzay1 denir. Sx, X {izerindeki kapali birim yuvar olmak

uzere
U:=SxnNM,
gosterimiyle verilen U, M,, uzaymin konveks alt kiimesidir. Eger
{hetpiz C U

ve
hk—>h

sartlar1 M, tizerinde saglaniyorsa, o halde bir {hkj };’il alt dizisi mevcuttur 6yle ki R
tizerinde h.h.y—pu icin
hkj — h.

Vj € N olacak sekilde hy, € Sx odugunda, Fatou lemmasindan (Uyar1 3.1.10 (iv)) dolay
h € Sx. Bunedenle h € U da yazilabilir, buradaki U, M,, uzayinin kapali bir alt kiimesini
gosterir.

Simdi A > 1 olsun. O halde

Jn
[ fnllx

Buradan, Hahn-Banach teoremi yardimiyla g ve U kiimesini ayiran kapali bir hiper-diizlem

g:=A e (M\U). (3.12)

vardir. Bir bagka deyisle, R iizerinde supp ¢ C R, ve baz1 v € R ile verilen sifir olmayan
bir ¢ € L* fonksiyonu vardir 6yle ki U iizerindeki her h igin

/(bhd,u <y < /¢gdu. (3.13)
R, R,

|| = 1 oldugunda kutupsal formdaki ¢ yerine ¢ = |p|¢) yazilir, ve 1|h| € U olmasi i¢in

gerek ve yeter sart h € U olmasidir. Buradan

sup [Joid <5< [ 6gdn < [ ool (3.14)
esitsizligi elde edilir. Vh € S igin

h(z) = lim hy(z) := min (h(x), k)X, (¥), € Ry.

k—o0

36



Buradan
hi, € M,

oldugu agikca goriiliir ve bu nedenle Vk € N icin
hy € U.

Bir h € S fonksiyonuna {hy}32, C U dizisiyle yakinsanabilir oldugu agikca goriiliir. U C S

oldugunda, monoton yakinsaklik teoreminden (Teorem 2.3.18)
sup/l@h!duzsup/lwh\du
helU heS

Ry Ry

oldugu elde edilir. Boylece, X’ uzaymm tanimi ve (3.13) denkleminden

A
lllxr = sup / ohldp <y < —2 / ofldu
=J 7l

esitsizligi (Burada supp ¢ C R,,) elde edilir. (3.7) Holder esitsizligi ile birlikte bu, X’ ve

Iullx < A /

R

X" i¢in uygulanir ve

¢
AT d < A n ”
=0 < Al

anlamima gelir. A — 1 olmasi durumunda, (3.11) denklemi elde edilir. Boylece ispat
tamamlanir. [

X bir Banach fonksiyon uzay1 olarak verildiginde, bu uzaya karsilhik gelen X' ilisik
uzay1 ve X* dual uzaylarinin karsilagtirilmasi oldukga ilgingtir. Tanimlardan aciktir ki her
zaman X' C X* saglanir. Ote yandan, Teorem 3.2.7°den dolay1 tersinin (6rnegin X = L)
genellikle dogru olmadig1 asikardir. Asagidaki lemma X' ile X* arasindaki iligkilerin bu

caligmadaki ilk adimidir.

Lemma 3.2.8 X, bir Banach fonksiyon uzay1 ve X’ de onun iligik uzay1 olsun. Bu du-

rumda

lgllxr = sup / fodu| : FeX, flx<1b, gem (3.15)
R

(Pick vd., 2012).

Ispat. Teorem 3.2.5’dan,
VieX, |Iflx <1

esitsizligi elde edilir ve her g € X’ icin

/fgdu S/\fg\du
R R

< IFlxllgllx

< llgllx-
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Bu da dogrudan

sup /mw:fexwm$1 <llglx
R

esitsizligini saglar. Ters egitsizligi ispat etmek icin, X iizerindeki birim yuvar Sy ile

gosterilir. Verilen g € M igin
E:={xeR, glx)#0}
gosterimi kullanilir ve |1)| = 1 durumunda polar bigimdeki g fonksiyonu
9(x) == |g(x)|P(z), z€E
seklinde yazilir. Ayrica, f € Sx olsun.
h(z) = |f(x)[p(@)xp(2), z€R

gosterimi kullanilmak tizere

[h(2)] < [f(z)], zeR.

Dolayisiyla, X uzaymmin latis 6zelliginden h € Sx. Genelde,

/Ifg\duz/lfgldu=/|f|¢gdu.
R E E

Buradan,

/\fg!du—/hgduﬁ /hgdu < sup /fgdu :
feSx
R R R R

Biitiin f € Sy fonksiyonlar iizerinden supremuma soldaki gecisle ve (3.6) denkleminin

kullanilmasiyla
lollxr <sup | [ fodu| s 7 € XAk <1f g€ M
R
esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Uyar1 3.2.9 X, bir Banach fonksiyon uzay1 ve X’ de bu uzaym ilisik uzay1 olsun. g € M

i¢in ||g|| x» normu

ffgdﬂ‘
lgllxr = sup =
f

20 |Ifllx

seklinde de ifade edilebilir (Pick vd., 2012).

(3.16)
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Onerme 3.2.10 X ve Y iki Banach fonksiyon uzay: olsun. O halde
X>YseY <X,
Ayrica, gomme sabitleri ¢akisir (Pick, 1990; Pick vd., 2012).

Ispat. (3.16) denkleminden,

HfH ‘ffgdﬂ ‘ffgdﬂ
1| xsy = SUp 1 = sup sup —&———— = sup sup —————
20 1fllx  pz0 620 Iflxllgllyr g20 r0 I flIxlglly
gllx’
N I
g0 [19llys
elde edilir ve buradan iddianin dogru oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir. [

Tanim 3.2.11 X bir Banach fonksiyon uzay1 ve f € X olsun. Eger h.h.y—u i¢in
E,—0
sartin saglayan her {E,}>  igin
1 fXg,lx — 0
ise f fonksiyonu X {iizerinde bir mutlak(veya tamamiyla) siirekli norma sahiptir denir.
X, :={f € X : f fonksiyonu X iizerinde mutlak siirekli bir norma sahiptir}

seklinde gosterilir. Eger X, = X oluyorsa o halde X uzaymin bir mutlak(veya tamamiyla)

siirekli norma sahip oldugu soylenir (Pick vd., 2012).

Onerme 3.2.12 X bir Banach fonksiyon uzay1 ve f € X olsun. O halde f fonksiyonu
bir mutlak(veya tamamiyla) siirekli norma sahip olmas igin gerek ve yeter gsart h.h.y—p

i¢in E,, | 0 sartini saglayan her {E,}> ; icin

1/ Xg, lx 40
olmasidir (Pick vd., 2012).
Ornek 3.2.13

(i) X = LP,p € [1,00) olsun. Bu durumda X = X, olur ki bu, LP deki her fonksiyon

kesinlikle bir siirekli norma sahiptir demektir.
(ii) X = L*° olsun ve (R, i), atomik olmayan 6lgii uzay: olsun. Bu durumda
(L=(R, n))a = {0}

olur ki bu, bu uzayda yalmzca ayni sekilde sifira esit olan fonksiyon kesinlikle bir

stirekli norma sahiptir demektir.
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(iii) N tizerinde aritmetik 6lglintin m oldugu yerde (R, u) = (N,m) olsun ve X = ¢

olsun. Bu durumda X, = ¢y.
(iv) ® Young fonksiyonu ve L® de Orlicz uzayma kargilik olsun. Bu durumda
L? = %
(K6the, 1969; Pick vd., 2012; Rana, 2002).

Teorem 3.2.14 X bir Banach fonksiyon uzay1 ve f € X olsun. Bu durumda f € X,
olmasi i¢in gerek ve yeter sart f, < |fy| esitsizligini saglayan her {f,}5° ; dizisi ve f, | 0
icin || f|| 4 0 olmasidir (Pick vd., 2012).

Teorem 3.2.15 X, bir Banach fonksiyon uzayi ve f € X olsun. Bu durumda f € X,
olmasi igin gerek ve yeter sart her {f,}5°;, ¢ € X ve h.h.y—p icin f, — g olmak iizere

lim || fn — gl =0
n—o0
olmasidir (Pick vd., 2012).

Ispat. (<) kismmm ispat: asikardir (sadece f,, = [Xg, ve g =0 almr). (=) kism igin
kabul edelimki f € X, olsun ve R {izerinde h.h.y—p icin

[fl = |fnl ve fn—yg

sartlarini saglayan bir {f,}°%; olsun.

hn(z) := sup |fm(z) — g(z)], neN

m>n

ifadesi verilsin. Bu durumda, h.h.y—pu igin

2| f] > hy N\ 0.
Ayrica, Teorem 3.2.14’den
[l x ™\ O

elde edilir. Dolayisiyla,
1fn = gllx < [[hnllx

ve buradan istenildigi tizere

[fn = 9gllx = 0.

lim
n—oo
Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 3.2.16 X, bir Banach fonksiyon uzay1 olsun. Bu durumda X, uzayi, X iizerinde
bir idealdir (Pick vd., 2012).
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Ispat. X, c X oldugu agiktir. Ayrica, eger f € X, ve h.h.y—p i¢cin ¢ € M olmak
tizere |g| < |f] ise o halde g € X, oldugu da agikardir. Biitiiniiyle agik olmayan iddianin
yeterlilik kismi, X iizerinde X, nin kapalihgidir. Kabul edelimki {f,}5°,, X, tizerindeki

fonksiyonlarin bir dizisi ve
lim ||fn— fllx =0
n—o0o
olsun. Bu durumda £ > 0 i¢in ng € N mevcuttur 6yle ki her n € N olmak iizere n > nyg
icin
€
17 = fallx < §

esitsizligi elde edilir. {Ej}32,, R nin p-6lciilebilir alt kiimelerinin bir dizisi olsun &yle ki
h.h.y—p icin & — oo oldugunda Ej, \, @) olur. Kabul edelim n > ng olsun. f, € X, icin
Jko € N vardir 6yle ki Vk € N olmak iizere k > kg icin

€

s, lx < 5

esitsizligi elde edilir. Boylece, Vk > kg icin

[ xe Ix < = Fa)xg, 12+ | fuxe, [ x

< Hf - anX + ||f7LXEk HX

-2 2

elde edilir. Dolayisiyla, klim Il fx 5, |lx = 0 oldugu agiktir ve buradan f € X, olur. Bagka
—00
bir deyisle, X,, X uzaymin kapali bir alt uzayidir. [

Sonug 3.2.17 X bir Banach fonksiyon uzay1 ve f € X, olsun. Kabul edelimki {f,}7,
h.h.y—p icin

0<futf
sartin1 saglayan X {izerindeki fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu durumda
Hf - anX — 0.

(Pick vd., 2012).

Tanim 3.2.18 X bir Banach fonksiyon uzay1 olsun ve basit fonksiyonlarin uzay: da S ile

gosterilsin. S uzaymin X uzayindaki kapanmgt X ile gosterilir.

Teorem 3.2.19 X, bir Banach fonksiyon uzay1 olsun. O halde X uzayinin norm topolojisi

anlaminda kapanisi

Xp={f € X : fsmurh ve pu(suppf) < oo}

(Pick vd., 2012).
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Ispat. Sadece 7’>” igermesini ispat etmek yeterlidir. f, R tizerinde sinirli bir fonksiyon ve
p(supp f) < oo olsun. Once kabul edelimki f > 0 olsun. R iizerindeki basit fonksiyonlarin

bir dizisi { f,}22, olmak iizere
supp fn = suppf

ve
d.y

fo— [

Bu durumda

[ = Fllx = [1(fn = F)Xeuppr 1x

< = Fllzee Xaupps llx-
p(supp f) < oo kogulu ve X uzaymin (P4) 6zelliginden
||XsupprX < o0.
Buradan, istenildigi tizere
Jim [ f — fllx =0.
Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 3.2.20 X, bir Banach fonksiyon uzayi olsun. O halde X3, X iizerinde bir idealdir

ve
X, CXpCX
(Pick vd., 2012).

Ispat. X {izerinde X} nin kapaliligi hemen tanimdan gelir. Kabul edelimki f € X; ve
g € Mp(R) olacak sekilde R tizerinde h.h.y—p i¢in |g| < |f] olsun. Ayrica, R iizerinde

basit fonksiyonlarin bir dizisi { f,,}52; olacak sekilde
lim ||f, — fllx =0
n—oo
olsun. O halde, n € N ve x € R icin
gn(x) := sgn(g(z)) min{| fn(z)], [g(z)[}
gosterimi tanimlanir. O halde, R iizerinde her n € N i¢in g,, sinirhdir ve

p(suppf) < oo.

Ayrica

|g - gn‘ = max{|g| - |fn‘70}
< If1 = [ fnll
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Bu nedenle

Hg_gnHX < Hf_anX — 0.

Teorem 3.2.19’dan, g € X} elde edilir. Yani X;, X iizerinde bir idealdir.

Son olarak, f € X, ve sonlu pozitif 6l¢iiniin R iizerindeki u-olgiilebilir alt kiime-
lerinin bir dizisi {Ry};2 olsun. O halde, Teorem 3.2.19’dan, f;, fonksiyonlari, k € N ve
r € R icin

fr(@) := sign(f(x)) min{[f (2)[, kxp, ()},

seklinde tamimlanir ki her k£ € N i¢in f; € X3 olmasimi gerektirir ve R {izerinde h.h.y—pu
icin
lim fi(x) = f(z).

k—o00
Bu durumda Teorem 3.2.15’den

lim || fx — fllx =0.

k—o00
Fakat, X3, X uzaymin kapali bir alt uzayidir, bu nedenle de f € X} olur. Bu,

Xa C Xb

icermesini kanitlar. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 3.2.21 X bir Banach fonksiyon uzay: olsun. Bu durumda X, = X} olmasi igin
gerek ve yeter sart sonlu olciintin her £ C R kiimesi i¢in x, € X, olmasidir (Pick vd.,
2012).

Teorem 3.2.22 X, bir Banach fonksiyon uzay1 ve Y de X iizerinde S C Y olacak sekilde
bir ideal olsun. Bu durumda Y* = X’ <= Y C X, (Pick vd., 2012).

Teorem 3.2.23 X, (R, p) tzerinde bir Banach fonksiyon uzayi ve Y € X de S C Y
sartin saglayan X iizerindeki bir ideal olsun. O halde Y uzaymnin ayrilabilir olmasi igin

gerek ve yeter sart Y = Y, olmas1 ve p-niin bir ayrilabilir 6l¢ii olmasidir (Pick vd., 2012).
3.3 Dagilim Fonksiyonlar:1 ve Artmayan Yeniden Diizenlemeler

Tanmim 3.3.1 (Dagilim Fonksiyonu) f : (R, ) — R bir 6l¢iilebilir fonksiyon olsun. Bu
durumda her A > 0 icin

urN) = pl{a € R : |f(2)] > A)) (3.17)

seklinde tamimlanan gy fonksiyonuna f fonksiyonunun dagihim fonksiyonu denir (Pick
vd., 2012).
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Tanim 3.3.2 (Denk Olgiilebilir Fonksiyon) f € My(R,u) ve g € My(S,v) olsun.
Eger f ve g fonksiyonlar: ayni dagilim fonksiyonuna sahip ise bu fonksiyonlara denk 6l¢ii-
lebilirdir denir. Yani her A > 0 igin pf(X) = v4(A) oluyorsa f ve g fonksiyonlarinin denk
Olciilebilir olduklar: s6ylenir.

f~yg
seklinde yazilir (Pick vd., 2012).
Onerme 3.3.3 f € My(R,p) olsun. Bu durumda f fonksiyonunun py dagilm fonksi-

yonu, [0, 00) aralig1 iizerinde negatif olmayan, artmayan ve sagdan siirekli bir fonksiyondur
(Pick vd., 2012).

Ispat. p ¢ fonksiyonunun negatif olmayan ve artmayan oldugu aciktir.
Ey:={z:|f(z)| >A}, A>0

olsun. O halde A1 < A i¢in
E>\2 C E>\1'

Ayrica, her g € R igin

o
By, = U E\ = U Ejp41-
A> Ao n=1

Monoton yakinsaklik teoremi Teorem 2.3.18’den

Qo+ 1) = By 4 1) T (Brg) = g )

olur. Bu nedenle, uy sagdan siireklidir. [

Tanim 3.3.4 (Artmayan Yeniden Diizenleme Fonksiyonu) f € My(R,pu) olsun.
O halde

Fr(#) = inf{\ : pup(A) < £}, t € [0,00) (3.18)

seklinde tanimlanan

f*:10,00) — [0, 00)

fonksiyonu f fonksiyonunun artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu olarak adlandirilir

(Pick vd., 2012).

Uyar1 3.3.5 f € My(R,p) fonksiyonunun dagilm fonksiyonu jiy siirekli ve kesinlikle
azalan fonksiyon ise f* uygun bir aralik tizerinde iy fonksiyonunun adi tersidir. Ayrica

¢ fonksiyonunun monotonlugundan ve (3.18) denkleminden
o) = sup{A: pp(N) >t} = pp,(t), t >0 (3.19)
elde edilir (Pick vd., 2012).
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Uyar: 3.3.6 Kabul edelimki

1
S
fa)=1-—= zel0,x)
olsun. O halde t > 0 igin f*(¢) = 1 sartinin ispatlanmas: zor degildir. Bu nedenle, bir
fonksiyonun artmayan yeniden diizenlemesine gegiste bazi bilgiler ifade edilmeyebilir (Pick

vd., 2012).

Onerme 3.3.7 f,g € Mo(R,u) ve Mo(R, ) iizerinde bir dizi {f,}2%, olsun. A € R

oldugunda f* bir negatif olmayan, artmayan, [0, c0) iizerinde sagdan siirekli bir fonksiyon-

dur oyle ki
R, Why—p, o] < |f| = ¢*(t) < (1), t€ [0,u(R)), (3.20)
(af)" = lalf*, (3.21)
R, hhy—p, |f| < lini)inf |ful = [ < lini)inf I (3.22)

Ozel olarak,

R, hhy—p, [fol Tf1= fr T

(Pick vd., 2012; Talenti, 1995).

Ispat. Bu ifadelerin dogrulugu hemen Onerme 3.3.3 ve Tanim 3.3.4’den gériilebilir (Pick
vd., 2012). ]

Onerme 3.3.8 f,g € Mo(R,u) ve s,t € [0, u(R)) olmak iizere s +t € [0, u(R)) olsun.
O halde

(f +9)(s+1) < f*(s) +97(t) (3.23)
(Pick vd., 2012).

Onerme 3.3.9 f € M olsun. Eger 0 < p < oo ise bu durumda

Jisvau=p [ tuooar= [y era (3.24)
R 0 0

Ayrica, p = oo durumunda

esssup |f(x)| = inf{\: up(X) = 0}
T€R

~ £ (0) (3.25)

olur (Pick vd., 2012).
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3.4 Hardy-Littlewood Esitsizligi

Onerme 3.4.1 g € M (R, p) ve E C R alt kiimesi p-olciilebilir olsun. Bu durumda

w(E)
/ gdp < / g"(s)ds (3.26)
E 0

(Pick vd., 2012).
ispat. {E; };7‘:1, R’nin alt kiimelerinin p-6l¢iilebilir sonlu bir dizisi olsun.
E1CE2C"'CEn
ve ayrica {a;}_; reel sayilar olmak tizere
n
g(z) = ZanEj (z), zeR.

j=1

O halde

T =D WXy B L€, u(R))
j=1

oldugunu gostermek zor degildir. Bu nedenle,

Il
o
<.
=
o"\/@
= 3
o
E
o
[}

=]

oldugundan negatif olmayan basit fonksiyonlar icin (3.26) denklemi bulunur. Keyfi bir

g € M icin algilmig yogunluk argiimanina bagvurulur. |

Yeniden diizenleme altinda degismez kalan uzaylarinin kuramsal olarak en énemli
teorik araglarindan birisi Hardy-Littlewood esitsizligidir. Simdi bu teoremi ifade ve ispat

edelim.

Teorem 3.4.2 (Hardy-Littlewood) f,g € My(R, ) olsun. O halde
[1sstdn < [ 500 (3.27)
R 0

(Pick vd., 2012).
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Ispat. ilk olarak Kabul edelimki f, bir negatif olmayan basit fonksiyon olsun. R nin

p—olgiilebilir alt kiimelerinin bir sonlu dizisi {£;}7_; olsun.
Ey CEQC...CEn,

{aj}j— reel sayilar ve ayrica
n
f@) = Yo, (@), wER
j=1
olmak {izere
n
LD MYTIC)
=

Kabul edelimki g € My (R, 1) olsun. Onerme 3.4.1’den,

/Ifglduzzaj/gdu
R =1 g

n u(E;)
< Zaj g*(s)ds
j:l 0
o0 n
:/ZO‘J'X[O w9 (8)ds
0 J=1

elde edilir. f € M4 (R, p) oldugunda

0 f; /f

olmak iizere monoton yakinsaklik teoremi (Teorem 2.3.18) kullamlarak bir {f;}32; bu-

lunur. Bu da f ve g fonksiyonlar1 negatif olmadiklarindan sonug icin iddiay1 verir. Genel
durum sirasiyla gelir. Ciinkii sag taraf yalmiz f* ve ¢g* fonksiyonlarina baghdir. Bu nedenle

f ve g fonksiyonlarinm mutlak degeri {izerindedir. Ispat tamamlanmistir. [

Sonug 3.4.3 f,g € My(R, p) ve g € My(R, p) de R iizerinde g ile denk 6l¢iilebilir olsun.

Bu durumda
/ Faldp < / ()9 (1)t (3.28)
R 0

(Pick vd., 2012).

Ispat. Bu iddia, hemen Teorem 3.4.2'nin bir sonucudur ve §* = g*. ]
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Tanim 3.4.4 (Giiglii Rezonant) Eger Vf, g € My(R, 1) igin

F*(H)g* (t)dt = sup / |F3ldp (3.20)

g~g

oluyorsa o-sonlu 6l¢ii uzay1 (R, p) rezonanttir denir. Eger Vf,g € My(R,u) ve 3g € R
icin

g~g

/ faldn = / FH(t)g"dt (3.30)
0

R

ve

oluyorsa giiclii rezonanttir denir (Pick vd., 2012).

Uyari 3.4.5 (R, u) uzay: giiglii rezonans ise bu uzay rezonanstir (Pick vd., 2012).

Asgagidaki 6rnekte goriildiigii iizere genelde tersi dogru degildir.

Ornek 3.4.6 Bir boyutlu du(z) = dr Lebesgue Slciisiine sahip ([0, 00),dz) dl¢ii uzay

rezonanttir. Kabul edelimki f, Uyar1 3.3.6’da tanimlanan bir fonksiyon olsun. Yani,

1

f($):1—x+1, l’E[0,00)

seklinde verilsin. O halde, V¢ € [0, oo) i¢in f*(¢) = 1. Simdi kabul edelimki g = x, ,

7)Ve

9 = Xy Olsun. O halde ¢* = g" = x, - Ayrica,

/ (g (Hdt = 1
0

oldugunda

/|f )g(x |dx—/<1—>dm:1—log2<1

denklemi elde edilir. Bu nedenle, verilen 6l¢ii uzay1 giiclii rezonant degildir (Pick vd.,
2012).

Uyar1 3.4.7 Her 6lgii uzay: rezonant degildir. Rezonant olmayan 6l¢ii uzayina tipik bir
ornek, denk olmayan olgiiniin en az iki atomuna sahip bir atomik 6l¢ii uzayidir. Yani,

a,b € R olsun.
pla) =a ve p(b) =p

olmak tizere

0<a<p.
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f=x @ Ve 9 = Xy, olsun. O halde § ~ ¢ sartim1 karsilayan her ¢ fonksiyonu b ¢ supp §

ifadesine uygun oldugu aciktir. Buna baglh olarak, boyle her g icin

[1ilau=o
R

Diger taraftan,
"= Xpp Ve 9" =Xpa

oldugundan dolay1
oo
[ rgw=a
0
Sonug olarak, rezonant olabilen boyle bir 6l¢ii yoktur (Pick vd., 2012).
3.5 Maksimal Artmayan Yeniden Diizenleme
E, w(E) =1t € (0, co) sartin1 saglamak iizere R nin p-6lgiilebilir bir alt kiimesi

olsun. O halde, g = x, alinmasiyla ve bu g fonksiyonu (3.27) Hardy-Littlewood esitsizligi

igine ilave edilmesiyle

1
N(E)E/mdﬂﬁ

elde edilir. En son ifade, yani (0, t) araligindaki integral iizerinde f* nin integral ortalamasi

. / f(s)ds, e Mo(R,p) (3.31)
0

onun ¢ok biiyiik bir énemi oldugu sonucuna gider. Bu kisimda (3.31) ile ifade edilen

maksimal artmayan yeniden diizenlemenin temel 6zellikleri ¢aligilmigtir.

Tamim 3.5.1 f € My(R, p) icin (0, u(R)) tizerinde f** fonksiyonu

() =

~+ | =

/ F(s)ds, t€ (0, u(R)) (3.32)
0

seklinde tanimlanir (Pick vd., 2012).
Uyar1 3.5.2 f € My(R, ) olsun. O halde

[5@t) < (), te(0,u(R)). (3.33)

Gergekten de kabul edelimki ¢ € (0, p(R) olsun. O halde f* nin monotonlugundan

() = / F(s)as > 0 / ds = f*(t)
0 0

Sl

t
elde edilir (Pick vd., 2012).
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Onerme 3.5.3 f € My(R,u) olsun, O halde (0,u(R)) iizerinde f** negatif olmayan,
artmayan ve siirekli bir fonksiyondur (Pick vd., 2012).

ispat. f **(t) nin tanimindan ve f* nin monotonlugundan ya
vt € (0, u(R)), f(t) <oo

yada
vt € (0, p(R)), f(t) =00

oldugu goriiliir. Acgikca goriiliiyor ki her durumda f** negatif olmayan ve siireklidir. Ayrica
[ artmayandir ve artmayan fonksiyonun bir integral ortalamasi olur. Yani, Kabul ede-

limki 0 < s <t < pu(R) olsun. O halde (3.33) denkleminden istenildigi gibi

0= [ Foa
0

IN
~
*
*
©
+
~
*
@
~—
EE. .
o
<

Il IA
~ I
o
@ *
—~

N— CIJ
S—

+
—

—_

|
S~—
s
*
*
—

'S
N—

ispat tamamlanmigtir. n

Onerme 3.5.4 f,g € My(R, 1) fonksiyonlarinm her bir ¢ifti icin Mo(R, u) smifindan olan

fonksiyonlarm her bir {f,}>° dizisi ve her a € R igin

f*=0 < hhy—p, f=0 (3.34)
hhy—pu, 0<g<f = g% < f* (3.35)
(af)™ = la[f™ (3.36)
hhy—p, 0< fut f = fi5t f* (3.37)

denklemleri elde edilir (Pick vd., 2012; Talenti, 1995).

Ispat. f** nin 6zelliklerinin tamami f* nin benzer olanlarmmdan kolayca goriiliir (Onerme
3.3.7’e bakiniz). |

Onerme 3.5.5 t € (0, u(R))N R(p) ve f € Mo(R, ) olsun.
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(i) Eger (R, u) rezonant ise bu durumda
k% 1
fr) = ysup g [ Ifldp(BE) =t (3.38)
E

(ii)) Eger (R, p) giiglii rezonant ise bu durumda R nin pu(E) = ¢ ile verilen bir E alt

kiimesi vardir dyle ki
*ok 1
70 =1 [ 17l (3:39)
E

(Pick vd., 2012).

Ispat. F C R olsun dyle ki pu(F) =t. Bir g fonksiyonu g = x,. seklinde tanimlansm. O
halde g* = X(o.0 olur. Bu nedenle, eger bir g ~ ¢ ise bu durumda bir £ C R mevcuttur
oyle ki u(F) =t ve |g| = x . Boylece her iki gosterim de (3.29) ve (3.30) denklemlerinden

gelir. ]

Sonug 3.5.6 (R, ) bir rezonant olgii uzay1 olsun. Kabul edelimki f,g € My(R, pu) ve
t € (0,(R)) NAR(p) olsun. Bu durumda

(f+9)7 (@) < f7() + g7 () (3.40)
(Pick vd., 2012).

Ispat. Bu gosterim, hemen (3.38) denkleminden ve supremumun alt toplamsalligindan

gelir. [

Uyar1 3.5.7 Sonug 3.5.6'da ileri siiriilen f +— f** fonksiyonelinin alt toplamsalligi sadece
rezonant olanlar i¢in degil keyfi 6l¢ii uzaylari igin de saglanir. Bu, olmayana ergi yontemiyle
ispatlanabilir (Pick vd., 2012).

Ornek 3.5.8 Olasi olmayan f +— f** iglemi, f — f* fonksiyoneli alt toplamsaldir.
(6rnegin R = [0, oo) alalim, p bir boyutlu Lebesgue 6lgiisii olsun. f ve g fonksiyon-
lant f = X, ve g = X, seklinde diizenlensin). f — f*, zayif ozelligi veren (3.23)

denklemine sahip olmasi halinde en iyi sonucun alinmasi beklenir (Pick vd., 2012).
3.6  Yeniden Diizenleme Altinda Degigmez Kalan Uzaylar

Bu kisimda (R, p) 6lgii uzayinin resonant oldugu kabul edilimistir.

Tanim 3.6.1 o , (R, p) iizerinde bir Banach fonksiyon normu olsun. Eger her denk

slgiilebilir f,g € Md (R, p) fonksiyon cifti icin



oluyorsa ¢ normuna yeniden diizenleme altinda degigsmez kalan denir. Bu gibi durumlarda,
Banach fonksiyon uzayima kargilik gelen X = X(p) uzaymma yeniden diizenleme altinda

degismez kalan Banach fonksiyon uzay: denilir (Carro vd., 2005; Pick vd., 2012).

Uyar1 3.6.2 X bir Banach fonksiyon uzayi olsun. X uzayinin yeniden diizenleme altinda
degismez kalan olmasi icin gerek ve yeter sart f € X ve g ~ f oldugunda g € X ve
lgllx = [|fl|x olmasidir (Carro vd., 2005; Pick vd., 2012).

Ornek 3.6.3 Kabul edelimki p € [1, oo] olsun. Bu durumda LP(R, p) Lebesgue uzay:
bir yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzayidir. Ashinda bu,

Onerme 3.3.9’dan gelir.

Uyar1 3.6.4 Cogu durumda, verilen bir f fonksiyonuyla denk 6lgiilebilir bir fonksiyonun

dogal se¢imi onun f* artmayan yeniden diizenlemesidir (Pick vd., 2012).

Onerme 3.6.5 o, (R, ) iizerinde yeniden diizenleme altinda degismez kalan fonksiyon
normu olsun. Bu durumda ¢ normunun ¢’ ilisik normu da yeniden diizenleme altinda

degismez kalandir. Ayrica,

w(R)
d(g) = sup /f*(t>g*(t)dt:@(f)§1 L ge M, (3.41)
0
ve
w(R)
o(f) = sup /f*(t)g*(t)dtrg’(g)ﬁl L feMy (3.42)
0

elde edilir (Pick vd., 2012).

ispat. Tanim 3.2.1’den bilindigi {izere
dlo)=supd [ Ifoldus o) <1, g€ M (3.43)
R

Hemen ilk olarak, (3.27) denklemiyle verilen Hardy-Littlewood esitsizliginden anlasildig:

iizere g € MJ icin

w(R)
0'(g) < sup /f*(t)g*(t)dt:g(f)§1
0

Ters egitsizligi ispat etmek icin, ¢ normunun yeniden diizenlemesi, f ile denk olgiilebilir

her f icin o(f) = o(f) olmasim garantiledigine dikkat edilmelidir. Boylece, (R, ) 6lcii
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uzaymnin rezonansindan dolayi, Vg € My(R, ) icin

w(R)

sup / F(Og"(Hdt  o(f) < 1% = sup / Foldu: F~ foolf) <1
R

0

> sup /Ifgldu to(f) <1
R

Bu tiimiiyle (3.41) denklemini verir. Sonug itibariyle, ¢’ yerine ¢” gosteriminin evvelce
yapilan ispata uygulanmasi ve Teorem 3.2.7’nin kullanilmast ile (3.42) elde edildi. Boylece

ispat tamamlanir. [

Teorem 3.6.6 (Holder Esitsizligi) o, rezonant 6lgii uzay1 (R, p) iizerinde bir yeniden

diizenleme altinda degismez kalan norm olsun. Eger f,g € M (R, ) ise bu durumda

w(R)
[totn< [ £ )s < )0 (3.44)
R 0
(Pick vd., 2012).
ispat. Teoremin ispati, hemen Teorem 3.4.2 ve Onerme 3.6.5’den gelir. [

Biraz 6nce normlar igin elde edilen sonuglarin uzay bigimlerinin de formiile edilmesi

yararh olacaktir.

Sonug 3.6.7 X, rezonant 0Olgii uzay tizerinde bir Banach fonksiyon uzayi olsun. O halde
X, yeniden diizenleme altinda degismez kalan olmasi icin gerek ve yeter sart X' iligik

uzaymin yeniden diizenleme altinda degismez kalan olmasidir. Ayrica,

m(R)
lgllx+ = sup / g @de:([flx <1y, geX' (3.45)
0
ve
m(R)
[fllx = sup / ffOg )dt:lgllx, <10, feX (3.46)
0

elde edilir (Pick vd., 2012).

Sonug 3.6.8 (Holder Esitsizligi) X, rezonant 6lgii uzayr (R, u) iizerinde bir Banach
fonksiyon uzay: olsun. Eger f € X ve g € X’ ise bu durumda
m(R)

/ Faldp = / F (g0t < | lxllglx (3.47)
R

0

(Pick vd., 2012).
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Ornek 3.6.9 Q ¢ RY uygun bir tamm kiimesi olsun.

(i) 1 < p < oo olsun. Bu durumda Lebesgue uzay1 LP(£2) bir yeniden diizenleme altinda

degismez kalan Banach fonksiyon uzayidir.

(ii)) 1 < p < oo olsun ve g da Q iizerinde bir agirlik olsun. Bu durumda agirhikh
Lebesgue uzay1 LP(£2, o), genelde bir yeniden diizenleme altinda degismez olmayan

Banach fonksiyon uzayidir.

(iii) @ bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda Orlicz uzay1 L®(£2), bir yeniden diizen-

leme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzayidir.

(iv) A > 0 ve p € (1,00) olsunlar. Bu durumda Morrey uzay: L’j\’/;\ (©), bir yeniden

diizenleme altinda degismez olmayan Banach fonksiyon uzayidir.

(Pick vd., 2012)
3.7 Temel Fonksiyon

Bu kisimda, verilen bir yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksi-
yon uzayinin temel fonksiyon diye adlandirilan ¢ok 6nemli bir karakteristigi incelenmistir.
Ayrica, bu kisim boyunca biitiin yeniden diizenleme uzaylarinin bir rezonant 6l¢ii uzayi

(R, p) iizerinde oldugu kabul edilmistir.

Tanmim 3.7.1 (Temel Fonksiyon) X, bir yeniden diizenleme altinda degismez kalan Ba-

nach fonksiyon uzay1 olsun. Kabul edelimki ¢ € (i) olsun. O halde

px(t) = lIxpllx, t€R(p) (3.48)

olmak {izere
px : R(p) = [0,00)
seklinde bir fonksiyon tanimlansin. Bu fonksiyona, X uzayimin temel fonksiyonu denir

(Pick vd., 2012).

Uyar1 3.7.2 Her yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzayr X
i¢in temel fonksiyonun (3.48) denkleminden iyi tanimh oldugunu kesinlikle saglanmaldir.
Bu maksatla, ¢x(t) fonksiyonunun degeri E kiimesinin se¢iminden bagimsiz olduguna

dikkat edilmelidir. Gercekten, eger E bdyle olan bagka bir kiime ise bu durumda
(Xe)" = (X5)" = Xy
Boylece,
Ixellx = lxzllx
(Pick vd., 2012).
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Ornek 3.7.3 Kabul edelimki (R, 1) atomik olmayan bir 6l¢gii uzay: olsun.
(i) p € [1,00) olmak tizere X = LP(R, ) olsun. Bu durumda
1
@X(t) =tr, tec [07 :U(R)) (349)

(ii) X = L*°(R, u) olsun. Bu durumda

(3.50)

(iii) ®, bir Young fonksiyonu olsun. L®(R,u), Orlicz normuna sahip Orlicz uzay1 ve
X = L?® olsun. ¥ ise ® fonksiyonunun tiimleyen Young fonksiyonunu gostersin. Bu

durumda

—-1(1
@Xu):{é@ (. teOum)

(iv) @, bir Young fonksiyonu olsun. L?®(R,u), Orlicz normuna sahip Orlicz uzay1 ve

X = L% olsun. Bu durumda

%a le (O»M(R))7
px(t) =4 2@ (3.51)
0, t=0

(Musielak, 1983; Pick vd., 2012; Rao ve Ren, 1991).

Ornek 3.7.4 Kabul edelimki m sayma &lgiisii oldugunda (R, u) = (NU {0}, m) olsun.

(i) p € [l, oo) olmak {izere X = (P olsun. Bu durumda

ox(n) = n%, n € N. (3.52)
(ii) X = £ olsun. Bu durumda
0, n=0,
pxn)= 3.53
(n) {17 " (3.53)

(Pick vd., 2012).

Temel fonksiyonlarin en ¢nemli iglevlerinden biri de ilisik uzaylarin nasil ifade

edildigiyle ilgilidir. Asagida baz1 genel sonuclar verilmigtir.

Teorem 3.7.5 X, bir yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzay:

ve X’ de X in iligik uzay1 olsun. Bu durumda
Vt € [0, oo) NR(u)
icin
ex()ex(t) =t (3.54)

(Pick vd., 2012).
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Ispat. Her temel fonksiyon ¢x(0) = 0 durumunu saglar dyle ki bu iddia t = 0 igin
agikardir. Kabul edelimki ¢ € (0, co) N9R(u) olsun. Bu durumda p(E) = ¢ sartim saglayan
bir E C R o6lgiilebilir kiimesi mevcuttur. (3.47) Holder esitsizliginden,

- / du < [ lx e e = ox (o ()
E

elde edilir. Tersi durumda,

ox() = lxgllx = sup / gdi:ge X g=0,llglx <19 (3.55)
F

lgllxs <1 sartim saglayan g € X', negatif olmayan bir fonksiyon olsun ve

1
h(zx) := t/gd;z Xg(x), z€R
E

gosterilsin. Simdiyse Teorem 7.8.1 kullanilarak

~+ | =

/ gdpt | oxr(t) = [l < llgllxr < 1 (3.56)
E

elde edilir. Sonug olarak, sol tarafta boyle g fonksiyonlarinin tamam iizerinde supremum
alimir ve (3.55) denklemi kullanilir. Buradan istenildigi iizere
SDX(t);PX’(t) <1

ters esitsizligi elde edilir. Ispat tamamland. [

Uyar1 3.7.6 X, bir yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzay:
ve ¢x onun temel fonksiyonu olsun. Bu durumda ¢x, [0, u(R)) lizerinde azalmayandir,
yalniz ve yalmiz sifirda yok olur ve (0, u(R)) iizerinde siireklidir. (sadece orijin {izerinde

miimkiin olan siireksizlikle beraber - bakiniz Ornek 3.7.3 (ii)), ve

, (0, u(R)) tizerinde azalmayandir. (3.57)
ex(t)

Aslinda, [0, u(R)) tizerinde ¢y fonksiyonunun monotonlugu, Banach fonksiyon uzay-
larmim (Uyar1 3.1.10 (i)) latis 6zelliginin dogrudan bir sonucudur. X', bir yeniden dii-
zenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzay: oldugundan ¢xs fonksiyonu da
[0, 1(R)) tizerinde azalmayandir. Ayrica, (3.54) denkleminden,

ox(t) = Lo 1€ (0.u(R))
elde edilir. Sonug olarak, (3.57) denklemi elde edilir. (R, u) atomik oldugunda, ¢ x dogru-
dan siirekli olur. Eger (R, u) atomik olmayan ise bu durumda ¢x fonksiyonunun mono-

tonlugu sadece (0, 00) iizerinde onun siireksizliginin sayilabilir bir¢ok noktasimin varhigini
gerektirir. Oyle ki bu, (3.57)’dan dolay1 miimkiin degildir (Pick vd., 2012).
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Teorem 3.7.7 (R,u), bir atomik olmayan 6lgii ve X de (R, pu) iizerinde yeniden dii-
zenleme altinda degismez kalan uzay olsun. Bu durumda asagidaki sartlar X iizerinde
esdegerdir;

(1) Jlim ox(t) =0

(i) Xo = X,
(i) (X,)7 = X’

Eger, bir de p ayrilabilir ise bu durumda (i), (ii) ve (iii) 6zelliklerinin her biri

dordiincii sarta egit olur;
(iv) X ayrlabilirdir (Pick vd., 2012).

Ispat. Teorem 3.2.22’den (ii) < (iii) oldugu goriiliir. u, bir ayrilabilir 6l¢ii oldugunda
Teorem 3.2.23’den (ii) < (iv) olur. Kabul edelimki (i) sart: saglansin ve E C R igin
pu(E) < oo olsun. O halde x, € X, oldugu iddia edilir. Gergekten de h.h.y—p igin E,, | 0.
Bu durumda yakinsaklik teoremi yardimiyla u(E N E,) | 0 elde edilir. Bu nedenle

”XEXEn HX o HXEﬂEn HX

< ex(WENE,)) 0.

Teorem 3.2.21’den bu, (ii) sartin saglar. Boylece (i) = (ii) gosterilmig olur.

Simdi, tersine (ii) sart: saglansin. Yani, X, = X olur. 0 < u(R) < oo ve EC R
olsun. (R, ut) atomik olmayan 6l¢ii icin E nin alt kiimelerinin bir {E,, }2° ; dizisi mevcuttur
oyle ki Vn € N igin u(FE,) = 27"u(E) ve Ep4q1 C Ey. Bu durumda h.h.y—p igin E, | 0 ve
(ii) sartindan x, € X, oldugu goriiliir. Bu nedenle,

ex (27"W(E)) = lIxg, lIx = IXeXe, Ix 1 0.

Ciinkii px, (0, (R)) iizerinde azalmayandir ki bu, (i) sartim gdsterir. Ispat tamamlan-
mustir (Pick vd., 2012). |

Uyar1 3.7.8 Eger tl_i)r& wx(t) > 0 ise bu durumda X, = {0}.

Bunu gostermek i¢in Kabul edelimki 0 # f € X, olsun. Bu durumda ¢ > 0 ve
bir £ C R kiimesi i¢gin u(E) < oo olmak iizere ex, < f. Bu nedenle x, € X,. Teorem
3.2.16’den dolay1, X, bir idealdir. Bu durumda (Teorem 3.7.7’nin ispatinda bu iddia
kullanildi) ¢ | 0 oldugunda ¢x (t) | 0.

¢ fonksiyonu, a € (0, oo] igin [0, a) bi¢imindeki bir aralik {izerinde tanimlanmasi
ve bazi yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzaylarinin bir temel
fonksiyonu olmasi halinde Uyar1 3.7.6’da bahsedilen 6zellikler saglanmak zorundadir. Bu

kogullara uyan fonksiyonlarinin smifini birer birer almak kullanigh olacaktir (Pick vd.,
2012).
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Tamim 3.7.9 a € (0, oo] olsun. Eger
ot) =0 & t=0, (3.58)

t
o0
ise bu durumda bir azalmayan ¢ : [0,a) — [0, c0) fonksiyonu [0, a) iizerinde kuasi-konkav
diye adlandirilir (Pick vd., 2012).

(0,a) tizerinde azalmayandir (3.59)

Uyar: 3.7.10 Yalniz orjinde sifir olan a € (0, 00] ile verilen [0,a) {izerinde her negatif
olmayan konkav fonksiyon kendiliginden [0,a) iizerinde kuasi-konkavdir. Tersi dogru

degildir. Ornegin, a = co alalm, Bu durumda

) max{1,t}, t € (0,00)
w@%—{Q f—o

fonksiyonu kuasi-konkavdir ama [0, a) tizerinde konkav degildir (Pick vd., 2012).

Uyar: 3.7.11 Eger X, yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzay1
ve @x onun temel fonksiyonu ise bu durumda ¢x fonksiyonunun [0, ;1(R)) iizerinde kuasi-
konkav oldugu Uyar1 3.7.6’den dolay1 dogrudur. Tersi de bir bakima dogrudur So6yle ki,
eger ¢, [0,00) iizerinde bir kuasi-konkav fonksiyon ise bu durumda en az bir X yeniden
diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzayir mevcuttur oyle ki ¢ = @px
(Pick vd., 2012).

Simdi, basit ama kullanigh bir egitsizlikle bu kismi bitirelim.

Lemma 3.7.12 X, bir yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzay:

ve @px onun temel fonksiyonu olsun. Bu durumda,
vt € (0,00) NR() ve f € (M(R,p)

icin
t
/ F*(s)ds < ox(B)1 1 (3.60)
0

esitsizligi elde edilir (Pick vd., 2012).

Ispat. ¢t € (0,00) N9R() oldugunda R nin bir p-6lcillebilir E alt kiimesi vardir dyle ki
w(E) =t olur. Bu nedenle, Holder esitsizliginden (Teorem 3.2.5), istenildigi gibi

t 00
[ s = [ xp(o)1s)as
0 0
< IxgllxIflx
= ex @) fllx
ispat tamamlanmigtir. ]
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4 BANACH FONKSIiYON UZAYLARINDA MAKSIMAL OPERATORU
VE HIiLBERT DONUSUMUNUN SINIRLILIKLARI

Bu béliimde, maksimal operatorii ve Hilbert doniigtimiiniin Banach fonksiyon uzay-

larindaki sinirliliklar ile ilgili incelemelere yer verilmistir.

Onerme 4.0.13 Her ¢t > 0 icin E; : X — X operatorii smirhdir. hy, (0,00) iizerinde

artan ve alt toplamsaldir, hx (1) = 1 durumunu saglar ve
hx(t) <max(1,t), 0<t< oco. (4.1)
Ayrica, eger X', X uzaymn ilisik uzayim gosteriyorsa bu durumda
1
hx(t) = thx (t)’ 0<t<oo (4.2)
(Bennett ve Sharpley, 1988).

Tanmim 4.0.14 X, bir yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzay:

olsun. X uzaymin Boyd indisleri olan ax ve ax sayilari agagidaki gibi tanimlanir;

log hx (t) log hx (t)

i @y = inf 4.3
X OS<121<)1 logt ' OX = | eoo logt (43)
(Boyd, 1969).
Onerme 4.0.15 X uzayinin a = ay ve & = ax indisleri
log hx (t log hx (t
Qax = sup 08 hx ( ), ax = inf 0g hx (t) (4.4)
o+ logt t—oo  logt
limitleriyle verilir ve bu indisler i¢in
0<a<ac<l (4.5)
sart1 saglanir. Ayrica, X' iligik uzaymin o/ = ay ve @ = ax indisleri
d=1-a, ad=1-aqa (4.6)
seklinde verilirler (Bennett ve Sharpley, 1988; Boyd, 1969).
ispat. Bu 6zdesglik
log h (¢ log h,(1/t
logha(t) _ ) _logha(1/t) =~ _ (4.7)
logt log(1/t)

(4.2) denkleminin yakin bir sonucudur. Hemen (4.7) ve (4.3) denklemlerinden goriildiigii

iizere bu (4.6) ile ilgilidir. Onerme 4.0.13’de h, igin ifade edilen 6zellikler @ iist indeksinin

a(V) = lim log W(t) = inf
t—oo logt t>1 logt

log W(t)
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ile tamimlanan @(h,) sabitiyle gakistigini gosterir ve bu nedenle (4.4) denklemindeki bu
ozdesliklerin ikincisinden gelir. Simdi (4.4) denklemindeki ilk 6zdeslik (4.6) ve (4.7) denk-
lemlerinin kullanilmasiyla ikincisinden gelir. (4.1) ve (4.3) denklemlerinden @ < 1 elde
edilir. Bu sonucun X’ uzayma uygulanmasi ile « = 1 — @' > 0 elde edilir. Boylece, sadece
a < @ kogulunun gosterilmesi kalir. h, alt garpimsal oldugundan 1 = h,(1) < h,(1/t)
esitsizligi elde edilir. Bu nedenle, V¢ > 1 icin

log h.(1/t) log (hz(ll/t)) < log h(t)

log(1/t) logt —  logt

t — oo durumunda (4.3) denkleminden istendigi tizere a < @ elde edilir. ]

Tanim 4.0.16 P,, 0 < a <1 igin M4 (R, u) iizerinde

t
d
(Pof)(t) :t_"’/s“f(s);, 0<t<oo (4.8)
0
ile tamiml integral operatorii olsun. Benzer gekilde, Q, da 0 < a < 1 i¢in M4 (R, )
iizerinde
—a I a ds
(Quf)(t) =t /s f(s)?, 0<t<oo (4.9)
0

seklinde tanimli integral operatorii olsun. a + b = 1 oldugunda @y, P, operatoriiniin
diizgiin adjointi olduguna dikkat edilir. Yani, integrasyon sirasina gore yer degistirirken

integralleri mevcut olan tiim f ve g fonksiyonlar: icin
0o 00
[Enwea= [ so@u)oa (4.10)
0 0

oldugu goriiliir (Bennett ve Sharpley, 1988).

4.1 Maksimal Operatoriiniin Banach Fonksiyon Uzaylarinda Sinirlilig

Bu kisimda maksimal operatoriiniin Banach fonksiyon uzaylarindaki sinirligi ince-

lenmistir. Oncelikle gerekli olan bazi tanim ve teoremler ispatsiz olarak asagida verilmistir.
Tanim 4.1.1 R" iizerinde her lokal integrallenebilir f fonksiyonu icin
(M) (t) < f™(t) < (M[f)*(t), t>0 (4.11)

olacak sekilde yalmiz n boyutuna bagh ¢ ve ¢’ sabitleri vardir (Bennett ve Sharpley,
1988).
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Lemma 4.1.2 ¥(1) = 1 sartim saglayan ¥, (0, c0) iizerinde bir artan alt toplamsal fonk-
siyon ve a bir keyfi pozitif say1 olsun. Bu durumda @(¥) < a olmas: i¢in gerek ve yeter

kosul

[e.o]

/t (¢ —<oo

1

olmasidir (Bennett ve Sharpley, 1988).

Teorem 4.1.3 P, operatoriiniin X iizerinde sinirl olmasi icin gerek ve yeter sart a > ax
olmasidir ve @, operatériiniin X iizerinde simirli olmasi icin gerek ve yeter sart a < ay

olmasidir (Bennett ve Sharpley, 1988).

ispat. Ilk olarak kabul edelimki P, operatdrii X iizerinde smurh olsun. f ve g fonksiyonlar:

X ve X iizerinde birer fonksiyon olsunlar. Bunlar sirasiyla
Ifllx<1 ve lglg <1. (4.12)
Bu durumda

/f* s/t)g*(s)ds | t
0

ve boyle her bir ¢ > 0 sabiti igin
1/t

/f* s)ds = at® /f* ds /ua_ldu
0 0 0

l/t fe'e)

Sat“o/ O/f*(su)g*(s)ds u*du
—at“/ /f suu?u ds

elde edilir. Egert > 1ise 0 < u < 1i¢in i¢ integraldeki integrasyonun araligi genisletilebilir.

Bu durumda, degigsken degistirmesi yardimiyla (4.12) denkleminden

/f ds<at“/ /f o) as

o0

:at“/g*(s)(Paf*)(s)ds

0
< at®|| P gz

elde edilir. (4.12) denklemini saglayan f ve g fonksiyonlarinin tamam iizerinde supremum

aliirsa

hx(t) = HEl/t”B(Y) < at“HPaHB(Y), t>1
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elde edilir. Bu nedenle, ¢ — oo oldugunda

loghx(t) _ . log(alFull)
logt — logt

olur ve bdylece @x < a oldugu (4.4) denkleminden gelir. Bu gekilde,
[1Pall = | Pall gy <00 = a>ax (4.13)

oldugu gosterilmig olur. Simdi, a > @x tam esgitsizligini elde etmek gerekir. Yeterince
kiiciik € > 0 secilsin &yle ki €||P,|| < 1 olsun. Bu durumda (1 — ¢P,) € B(X) operatorii

ters gevirilebilirdir ve yakisamasi B(X) in normu altinda oldugunda
(I —eP,) Z enpr, (4.14)
Bu nedenle

T = P,(I —<P,) Z gnprtl (4.15)
operatorii de B(X) altindadir. Buradan, P, operatériiniin PP*! yinelemesinin

1
(PPHLf) (¢t /f logl/s 5% 1ds (4.16)
0

kapali formda yazlabilir oldugu iddia edilir. Ispat, n iizerinde tiimevarim ile devam eder.
n = 0 durumu dogrudan P, nin tamimindan gelir, boylece n = 0,1,2,..., N icin (4.16)
denkleminin sagladig1 kabul edilir. Bu durumda

1

(PNFLP) () = Pa(PY £)(t) = / BN f(rt)yra)dr

/ /f logl/s) s 1gs | ra—1ar

icin u = rs degigsken degistirmesi yapilirsa

(PN+1f / /f logr/u) uaildu @

r

elde edilir. Integralleme sirasma gore degigim ve v = r Ju degisken degistirmesi yapilirsa

1

PN+1f / / lOg T/U 7 f(ut)u“_ldu

0 u

1 1/u N
/ /(loi;;)civ fut)udu
0 1 '

1

1 N+1

/( O(%\;/f)l)' f(ut)uafldu
0
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elde edilir. Tiimevarimi tamamlanir ve bu nedenle her n sayisi i¢in (4.16) denklemi bu-

lunur.

(4.15), (4.16) ve Teorem 2.3.44’iin kullamimiyla, X altindaki negatif olmayan f

1 1
/( Elogl/s) ) g4~ 1d$ /fSt a—e— 1d8
n.
0 0 0

elde edilir. Pozitif ve negatif kisimlar: igindeki bir fonksiyon bélmenin aligilmig araciyla,

fonksiyonlar: i¢in

n—=

X icindeki biitiin f fonksiyonlar icin bu 6zdeslik elde edilir. Bu nedenle, T' = P,_. olur.
T € B(X) oldugundan dolay1 a — ¢ > @y esitsizligini elde etmek icin (4.13) denklemi
uygulanir. Bu durumda, istenildigi tizere a > ax olur.

Tersi durumda a > @x oldugunu kabul edelim. O halde Lemma 4.1.2’den

(o.o]

/HE 535 1ds_/t “hy(t)— ' (4.17)
1

Bu nedenle, eger f ve g (4.12) denklemini saghyorsa

') 0 1
/ (Paf)(D)g()dt] < / / F(st)ls™ds | |a(t)ldt
0 0

0
= /1 7|f(8t)g(t)| s ds
0 \0

< [ 1B s, 5.
0

(4.17) denkleminin kullamilmas: ve (4.12) denklemini saglayan biitiin f ve g fonksiyonlari
iizerinde supremum alinmasiyla, P, nin X iizerinde bir simirli operatoér oldugu goriiliir.
Bu nedenle P, operatoriiniin X iizerinde sinirh oldugu gostermek icin gerek ve yeter sart
a > ax olmasidir.

Eger 0 < a < 1 olmak iizere (4.10) denkleminden goriildiigii gibi X iizerinde Q,
operatoriiniin sinirl olmasi igin gerek ve yeter sart P;_, operatoriiniin X iizerinde smurl
olmasidir. Bunun olmasi igin gerek ve yeter sart 1 — a > @y olmasidir. Fakat (4.6)
denkleminden @x: = 1 — ay olur. Béylece Q, operatériiniin X iizerinde siirlh olmasi igin
gerek ve yeter sart a < ay olmasidir. [

Simdi, Banach fonksiyon uzaylarinda maksimal operatoriiniin simirliligr ile ilgili

teoremin ifade ve ispatini verelim.

Teorem 4.1.4 (Lorentz, Shimogaki) X, R" {izerinde bir yeniden diizenleme altinda
degismez kalan Banach fonksiyon uzayi olsun. Bu durumda M Hardy-Littlewood maksimal

operatoriiniin X iizerinde sinirh olmasi igin gerek ve yeter sart X uzaymin iist indeksi
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tarafindan @y < 1 kosulunun saglanmasidir (Bennett ve Sharpley, 1988; Lerner ve
Perez, 2007; Stein, 1993; Curbera, 2006).

ispat. Teorem 4.1.1’den goriildiigii gibi X {iizerinde M operatoriiniin sinirli olmasi igin
gerek ve yeter sart X iizerinde P; operatoriiniin sinirli olmasidir. Theorem 4.1.3’den bunun

ortaya cikmasi icin gerek ve yeter sart ax < 1 olmasidir. [
4.2 Hilbert Doniigiimiiniin Banach Fonksiyon Uzaylarinda Sinirlilig

Bu kisimda Hilbert donitigiimiiniin Banach fonksiyon uzaylarindaki simirligi incelen-

mistir. Oncelikle gerekli olan bazi tanim ve teoremler ispatsiz olarak asagida verilmistir.

Teorem 4.2.1 f, R iizerinde lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve

1 00
S = [ r@is+ [ £ < (4.18)
0 1
oldugunu kabul edelim. Bu durumda, bir ¢ sabiti f fonksiyonu ve t parametresinden
bagimsiz olmak iizere
(H)*(t) <cS(f*)(t), 0<t<oo (4.19)
(Bennett ve Sharpley, 1988).

Teorem 4.2.2 Eger f fonksiyonu (4.18) denklemini sagliyorsa bu durumda h.h.y—u icin

esas-deger integrali

dt
x—1

1)) =y [ 100

mevcuttur. Ayrica, ¢ sabiti f fonksiyonu ve ¢ parametresinden bagimsiz olmak iizere
(HF) () < eS(F)(B), >0 (4.20)
(Bennett ve Sharpley, 1988).

Onerme 4.2.3 Eger S(f*)(1) < oo ise bu durumda f ile denk 6l¢iilebilir bir g fonksiyonu

vardir 6yle ki
S(f*)(t) <2n(Hg)*(t), t>0 (4.21)
(Bennett ve Sharpley, 1988).

Simdi, Banach fonksiyon uzaylarinda Hilbert déniisiimiiniin sinirlilig: ile ilgili teo-

remin ifade ve ispatimi verelim.
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Teorem 4.2.4 (Boyd) X, R iizerinde bir yeniden diizenleme altinda degigmez kalan Ba-
nach fonksiyon uzayi olsun. O halde H Hilbert doniisiimiiniin X {izerinde sinirli olmasi

icin gerek ve yeter gart
olmasidir (Boyd, 1967; Curbera, 2006).

Ispat. Eger 0 < ay < ax < 1 ise bu durumda Teorem 4.1.3’den P; ve Qg operatorleri X
iizerinde siirhdir. Oyleyse, Teorem 4.2.2, H déniigtimiiniin X iizerinde siirhi oldugunu
gosterir. Tersi durumunda, eger H doéniisiimii X iizerinde siirli ise bu durumda Onerme

4.2.3’den gosterilir. Yani, Vf € X i¢in f ile denk-6lgiilebilir bir g fonksiyonu vardir 6yle ki
S(f*) < 2(Hg)"
O halde, tim f € X i¢in

1S()lx < 20(Hg)"|lx
=2||Hyg|x
< 2cllg||x
= 2¢|| f*[|l%- (4.22)

X iizerinde S nin sinirli oldugunu gostermek icin (4.22) yeterlidir. Bu nedenle, X iizerinde

Py ve Qg operatorleri de sinirhidir. X uzayimnin indisleri
ax < 1 ve ayxy > 0

sartlarini sagladigindan Teorem 4.1.3’den ispat tamamlanmig olur. [
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