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OZET

Bu caligmada, smir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran Sturm-
Liouville problemi incelenmistir.

Bes boliimden olusan bu calismanin “Girig” boliimiinde, Sturm-Liouville
denklemi, matematiksel fizik, Sturm and Liouville ile ilgili bilgiler verilmistir.

“Literatlir 6zeti” boliimiinde 6zdeger parametresi igeren lineer diferansiyel
denklemler i¢in sinir deger problemlerinin genel tarihine ve diger ¢aligsmalardan elde
edilmis sonuglarin kisa bir 6zetine deginilmistir.

“Genel Bilgiler” boliimiinde tez konumuzla ilgili olan genel bilgilere ve
tanimlara yer verilmistir.

“Bulgular ve Tartigma” bdliimiinde Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri
incelenmis, asimptotik ifadeler ve Green Fonksiyonu bulunmustur.

Calismamizin sonuncu béliimii olan “Sonuc¢ ve Oneriler” béliimiinde ise

arastirmamizdan elde edilen sonuglara ve bu sonuglarin 6nemine yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Smir deger problemi, Sturm-Liouville teorisi,

diferansiyel operator, 6zdeger, 6zfonksiyon, asimptotik davranis, Green Fonksiyonu



ABSTRACT

In this study we have examined Sturm-Liouville Problem which has
eigenvalue parameter in the boundary conditions.

This study has arranged in 5 chapters, in “The Introduction” chapter,
informations related to Sturm-Liouville equation, mathematical physics, Sturm and
Liouville has been given.

In “The Literatur” chapter, we have mentioned the general history of
boundary value problems for linear differential equations which has eigenvalue
parameter and a brief summary of the results obtained from other studies.

In “The General Knowledge” chapter, we have mentioned the general
knowledge and definitions about the subject of our thesis.

In “Finding and Discussion” chapter, we have examined eigenvalue of
Sturm-Liouville Problem and obtained asymptotic formulas and Green’s function.

In “Conclusions and Recommendations” chapter, we have mentioned

possible solutions obtained from the study and important of these solutions.

Key Words: Boundary value problem, Sturm-Liouville Theory, Differential

operator, eigenvalue, eigenfunction, asymptotic behavior, Green’s Function.
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1. GIRIS

Isinin bir nesne {izerinde, belli bir konumda ve zamanda, nasil dagilacagini
tamimlayan pargali diferansiyel denkleme 1s1 denklemi denir. Kartezyen koordinat

sisteminde, (x,y,z) konumu ve t zamanm gostermek iizere, 1s1 denkleminin genel

ifadesi

ou ou o%u o
——k 2 T2 T2
ot ox~ oy- oz
seklindedir. Burada k bir sabit ve u=u(x, y, z,t) dir. Is1 denklemi bir boyutta ise

2
a g
ot OX

seklindedir.

Matematik fizigin bir¢ok problemlerinin ¢oziimiinde en etkili ve klasik
yontemlerden biri, Fourier yontemidir. Degiskenlerine ayirma yontemi de denilen bu
yontemin uygulanmasi sonucunda, bir¢ok problem, adi diferansiyel denklemler i¢in
siir deger problemine dontstliriiliir. Ancak, Fourier yonteminin esaslandirilmasi i¢in
elde edilen sinir deger probleminin, 6zfonksiyonlarinin baz olusturmasi veya hig
olmazsa, 6zfonksiyonlarin ve bu fonksiyonlara baglanmis fonksiyonlarin tam olmasi
gosterilmelidir. Bu ise, Lineer Diferansiyel operatorlerin spektral teorisinin baslica

konusudur.

Matematik fizikte biliniyor ki, u(x,t) fonksiyonu

=a’u O<x</, t>0 (1.1)

XX ?

U,

denklemini saglar. Burada «, telin yapildigi maddeye uygun fiziksel sabittir.

K e
(a® = —; K -dahili 1s1 iletme katsayis1, p - yogunluk, C - 1s1 tutumudur.)

Jolo
Baslangi¢ aninda telin her noktasindaki 1sinin degeri f (X) ile gosterilirse,
u(x,0)=f(x), O<x</ (1.2)
baslangi¢ sartini almis oluruz. (1.1) denkleminin
u(0,t)=0, u(4t)=0, t>0 (1.3)

¢Ozliimiinii bulacagiz. Fourier yontemine gore (1.1) denkleminin herhangi ¢6ziimiinii



u(x,t)=X(x)T(t) (1.4)
seklinde arayalim. (1.4)” i (1.1) de yerine yazarsak,
u=xT, u=TX, u,=TX"

oldugundan
XT' = a?X"T (1.5)
elde edilir. (1.5) denklemini
X" 1T
EANN L 1.6
X o7 (16)

seklinde yazarak degiskenlerine ayirmis oluruz. Sol taraf sadece X degiskenine, sag

taraf ise sadece t degiskenine bagli oldugundan, (1.6) esitliginin her iki tarafi X’e

ve t’ye bagli olmayan herhangi o sabitine esittir (Bu sabite, ayirma sabiti denir.).
X" 1T

X aT

Boylece X (X) ve T (t) fonksiyonlart icin iki adi diferansiyel denklem elde
edilmis olur.
X"—oX =0
T' —oa’T =0 (1.7)
(1.3) sinir sartlart ise (1.4) denkleminden yararlanilarak
u(x,t)=X(x)T(t)

(01 =X(0)T(t) = 0=X(0)T(t) = X(0)=0

ve
u(4t)=X(O)T(t) = 0=X(O)T(t) = X(¢)=0
sekline doniisiir. Boylece X (x) fonksiyonu igin
X"=oX (1.8)
X (0)=X(¢£)=0 (1.9)
sinir deger problemi elde edilmis olur. $imdi elde edilen bu smir deger problemini

¢ozelim. Kolaylik olmasi i¢in o =—A% ile gosterelim. O halde (1.8) denklemi

X"+ 12X =0 (1.10)



seklinde yazilir. A =0 oldugunda bu denklemin genel ¢oziimi X (X) =k x+Kk,
seklindedir. (1.9) smnir sartlarinda yerine yazarsak k =k, =0, yani u(xt)=0

trivial (asikar) ¢oziimii elde edildiginden A =0 hali incelenmelidir. O halde (1.10)

denkleminin genel ¢oziimii;
X (x) =ke"™ +k,e™ =k cos Ax +k, sin Ax (1.12)

seklinde olur. (1.9) simnir sartlarinda yerine yazarsak X (0)=0 i¢in

X (0)=k,cos0+k,sin10 = k=0
bulunur. Benzer sekilde X (E) =0 i¢in

X (£)=k cosAl+k,sinAl = k,sinAl=0
olur. k, =0 i¢in (1.11) denklemi

X (x)=0cos Ax+0sin Ax =0

oldugu goriliir. Bu ise bizi U (X, t) =0 asikar ¢oziime gotirir. O halde
k, #0, sinA¢ =0 durumu incelenmelidir.

X(,€)=O iken sinA¢=0 ifadesinden A =n7ﬂ, n=+1+2,... oldugu

n

goriiliir. o =-A1% oldugundan

elde edilir. Bu sayilara (1.8), (1.9) sinir deger probleminin 6zdegerleri denir. Bu

degerlere uygun gelen ¢oziimler ise
X,(x)=sin—=, n=12, ..

fonksiyonlaridir ve bunlarin keyfi sabitle ¢arpimlaridir. Bu fonksiyonlara ise (1.8),

(1.9) sinir deger problemlerinin 6zfonksiyonlart denir. (1.7)’nin ¢oziimleri ise

nza
e

T (t)ze_[ !

n

seklinde bulunur. O halde

nrzo 2
TJt . NzX

Un(x,t):e( sin—=



fonksiyonu (1.1) denklemini ve (1.3) smir sartlarini saglar. Bu durumda (1.2)

baslangi¢ sart1

f, (x)=sin— (1.12)

sartina doniistir. O halde f(x), (1.12) seklinde degilse (1.1), (1.3) smur deger

probleminin (1.12) seklinde ¢6ziimii bulunmaz. (1.1) denklemi ve (1.3) sinir sartlar
homojen olduklarindan

u(x,t)=>u,(x,tcn, _Ze 7 ]sm7c
n=1
seklindeki lineer birlesimlerde (1.1) denklemini ve (1.3) sinir sartlarini saglar. (1.2)

baslangi¢ sartin1 saglamasi i¢in f (X) fonksiyonu

Zsm X (1.13)

seklinde olmalidir. (1.13) sart1 ise (1.1) ve (1.3) problemi i¢in hem fiziksel, hem de

matematiksel agidan ¢ok agir olan sinirlayict sarttir. Bunu aradan kaldirabilmek i¢in

F(x)= 2 X, (X)C,

serisine ag¢ildigini kabul edelim. Bu halde belli sartlar altinda
2 = {0 nax
=>u,(xt)C =D sin—-C,
n=1 n=1 f
fonksiyonu (1.1), (1.3) probleminin ¢6ziimii oluyor.
Yukaridaki 6rnekte goriildiigii gibi birgok matematiksel fizik probleminin

¢Oziimii uygun Ozdeger probleminin 6zdeger ve Ozfonksiyonlar1 kullanilarak insa
edilebilir.



2. LITERATUR OZETi

Son yillarda olduk¢a ¢cok 6nem arz eden ve iizerine bir ¢ok calisma yapilan
Sturm-Liouville problemleri ilk olarak 19. ylizyilin ortalarinda arastirilmaya
baslanmigtir. C. Sturm ve J. Liouville isimli iki bilim adami 1s1 iletimi problemini
Fourier yontemi ile arastirdiklarinda karsilarina 6zdeger parametresi igeren adi
diferansiyel denklemin bazi smir sartlarini saglayan ¢oziimlerinin arastirilmasi
problemi ¢ikmistir. Adi diferansiyel denklemler igin sinir deger probleminin genel

hali
0y, A)=y" +p,(x, Ay" +...+ p,(x,A)y =0 (2.1)

LN

n

V(D)= X (2 (A)Y(0)+by™ (1)) =0, j=L2..n  (22)

A
I
o

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada
P (X, 2)=D P (X)A", pg(x)=const, s=1,..,n
Y=0

P %0, &, (4), by (4) fonksiyonlari ise A nin polinomlaridir.

(2.1), (2.2) tipinde problemlerin arastirtlmasi G.D.Birkoff’'un [3] ve [4]
caligmalariyla baslamistir. G.D.Birkhoff’in bu ¢alismalarinda 6zdeger parametresine
bagli lineer diferansiyel operatorler i¢in temel ¢oziim sistemini olusturan ¢oziimlerin
asimptotik davraniglar1 incelenmis ve bazi asimptotik esitlikler bulunmustur. Ayrica
G.D.Birkhoff’un bu caligmalarinda adi diferansiyel operatorler igin regular sinir
sartlar1 kavrami tanimlanmis ve uygun sinir deger probleminin kok fonksiyonlarinin
(yani, 6zfonksiyonlarinin ve serik fonksiyonlarinin (eigen functions and associated
functions)) tamlig1 hakkinda teorem ispatlanmustir.

Bu tip problemler ilerleyen yillarda, J.D.Tamarkin’in [22] ¢alismasinda (2.1)
denkleminin temel ¢6ziim sistemini olusturan fonksiyonlarin asimptotik davranislar
incelenmis regular ve giiclii reguler siir deger problemi kavrami tanimlanmistir.
Gliglii regular smir deger probleminin O6zdegerleri i¢in asimptotik formiiller
bulunmustur. Regular problemler i¢in ise Green fonksiyonu degerlendirilmistir ve
kok fonksiyonlar: iizerine acilim teoremleri ispatlanmistir. Daha sonraki yillarda bu

ve benzer problemler bircok matematik¢i tarafindan yogun sekilde arastirilmistir.



Son yillarda adi diferansiyel operatorler teorisi ile ilgili farkli problemler de
yogun bir bigcimde incelenmis ve sadece denklemde degil, sinir sartlarinda da
O0zdeger parametresi bulunduran Sturm-Liouville tipinde problemler o6zel ilgi
cekmeye baglamistir. Bu konuda ¢ok sayida calisma yapilmis, makale ve kitaplar
yazilmistir.

Bu konudaki 6nemli ¢aligmalar hakkinda [7], [8], [9], [14], [15], [17], [18],
[21], [25], [28], [30] kaynaklarinda yeteri kadar bilgi verilmistir.

Ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler i¢in baz1 kendine eslenik sinir
deger problemleri [2], [10], [11], [12], [19], [20], [27], [29] ¢alismalarinda
incelenmistir. Ornegin;

J. Walter’in [27] ¢alismasinda

%{—(pu')’+qu}:iu, xela,a,] (2.3)
_(ﬁllu(ai)_ﬂlzu,(al)):Z(allu(ai)_alzu'(al)) (2-4)
_(,leu (az ) _ﬂzzu,(az )) = ﬂ'(azlu (az ) _azzu,(az )) (2.5)

biciminde Sturm-Liouville problemi i¢in yeni bir x 6l¢iimii tanimlanmis (problemin

katsay1 fonksiyonlar1 olan p(X) ve r(x) fonksiyonlarindan bagimli olan 6l¢iim) ve
uygun  L,((a,b];x) Hilbert uzaymda (2.3)-(25) problemine  uygun
A:L, ((a, b];,u) —L, ((a, b];,u) operatorii tanimlayarak (2.3)-(2.5) probleminin

operatdr-teorik yorumlamasint vermistir. Daha sonra A operatdriiniin kendine
eslenikligini ispatlayarak, kendine eslenik operatorlerin fonksiyonel analizinden
bilinen 6zelliklerinden yararlanmakla acilim teoremi ispatlanmastir.

Schneider’in [20] ¢alismasinda ise

!

—(pu’) +qu=Aru
u(a)=0
—(Bu(b)-Bu'(b))=2(au(b)-au'(b))
siir sartlarinin sadece bir tanesinde 6zdeger parametresi igeren uygun problem i¢in
S-hermityen siir deger problemleri yontemiyle arastirilabilecegini gostermis ve

ozfonksiyonlar sistemi lizerine ac¢ilimin diizgiin ve mutlak yakinsakligi i¢in yeter

sartlar bulmustur.



Fulton’un [8] ¢alismasinda,

r=—Uu"+qu=Au

cosau(a)+sinau’(a)=0

~(Bu(b)- A (b)) =2(u(b)- £ u' (b))

seklinde bir problem ele almig ve problemde sadece fonksiyonel analizin
yontemlerini  degil, Titcmarsh’m [25] c¢alismasinin klasik yontemlerinden de
faydalanarak Ozdeger parametresinin siir sartlarindan sadece bir tanesinde
bulundugu durum igin ¢alismalar yapmistir. Calismalarinda uygun problem ig¢in
O0zdeger ve Ozfonksiyonlarin asimptotigini bulmus ve farkli agilim teoremleri
ispatlanmugtir.

Russakovskiy’nin [19] ¢aligmasinda, sinir sartlar1 polinom bigiminde 6zdeger
parametresi iceren problemlerin operatdr-teorik yorumunu vermistir.

Kerimov ve Mamedov’un [12] ¢alismasinda

—u"+q(x)u=2%, O0<x<l (2.6)
(ap + oA+, A% )u(0)+u'(0)=0 (2.7)
(By+BA+ P27 u(l)+u'(1)=0 (2.8)

problemine uygun
A(}t)/iz + B(/’t)i+C(ﬂ):O
bi¢iminde operatorler demetini kurarak (2.6)-(2.8) problemine farkli bir yaklagimla
operator-teorik yorum getirmislerdir. Bu c¢alismada 6zdeger ve o6zfonksiyonlarin
asimptotik davraniglari incelenmis ve ayrica 6zfonksiyonlarin sifir yerleri hakkinda
klasik sorulara benzer sonuglar bulmuslardir.
Tez calismamizda ise sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran Sturm-

Liouville tipindeki bir probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 incelenmistir.



3. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde tez ¢alismamizda yararlandigimiz temel kavram ve sonuglar

hakkinda kisa ve 0z bilgilere yer verilmistir.

3.1. Lineer Operatorler

E kiimesi ve bu kiimenin elemanlar arasinda asagidaki sartlari saglayan ““+”
islemi (+: E — E) tamimlansin;
1. X+y=y+X (Degisme ozelligi)
2. (X+ y)+ Z= x+(y+ Z) (Birlesme 0zelligi)
3. "®" ile gosterilen ve VXeE i¢in X+O®=X sartin1 saglayan bir tek
® € E elemani mevcuttur.

4. Her xeE igin —x ile gdsterilen ve X+(—X) sartii saglayan bir tek

—X € E elemani mevcuttur. Yani her X € E i¢in x+y =0 olacak sekilde
bir tek y € E vardir. Bu durumda y eleman1 —X ile gosterilir.
Ayrica bir K cismi (genel olarak K =[] veyall olarak disiiniiliir, say1 cismi

(12

olarak da adlandirilir) i¢in K ile E nin elemanlar1 arasinda ile gosterilen

- 1 KxE — E islemi tanimlansin ve bu islem i¢in asagidaki 6zellikler saglansin;

5. a(px)=(af)x (Va, B eK ve VxeE igin)

6. a(x+y)=ax+ay

7. (a+p)x=ax+px

8. 1.-x=x (“1” K cisminin birim elemant)

Bu sartlar1 (aksiyomlar1) saglayan E =(E, K,+,-) kiimesi K cismi iizerinde
lineer veya vektor uzay olarak adlandirilir. Kisaca E lineer uzaydir denir.

E lineer uzaymin herhangi D alt kiimesinin elemanlar1 E lineer uzayinda
tamiml1 “+” ve “-” islemlerine gore bir lineer uzay olusturuyorsa, D’ye E lineer
uzayinin lineer alt uzay1 denir.

E lineer uzayi, bu uzaym bir D lineer alt uzayi ve bir A: D — E dontisimi

verilsin. Eger her X,y € D ve her 1 €K igin



A(x+y)=Ax+Ay, A(Ax)=1Ax

sartlar1 saglaniyorsa, A doniisiimii lineer operator olarak adlandirilir. D’ye A lineer

operatdriiniin tanim bolgesi denir [17].
3.2. Lineer Diferansiyel ifade ve Siir Sartlari

p,(x):00 -0 (1=0,12,...,n), siirekli fonksiyonlar olmak iizere

(y) = po ()Y + P ()Y +..+ P, (¥)y,  xe(ab)
bi¢iminde ifadeye n—mertebeden lineer diferansiyel ifade denir. Genel olarak her x
icin p,(X) # 0 oldugu kabul edilir.

U(y)=apy(@)+ay'(@)+..+a,,y" " (@)+Ay0) + By 0) +...+ B,y (b)
bi¢cimindeki ifadeye ise smir deger ifadesi denir. U,(y), i=12,...,m ifadeleri sinir
deger ifadeleri oldugunda

U(y)=0, i=12..m
bigimindeki esitlikler sinir sartlar1 olarak adlandirilir.
Bilindigi gibi C [a, b] ile, [a, b] araliginda tanimli ve siirekli olan
fonksiyonlarin lineer uzay1 gosterilir.
{fec[ab]|f,f".., 1" eC[ab]

lineer uzay1 ise C™ [a, b] bi¢ciminde gosterilir.

L:C[a,b]>CJ[a,b]

D(L)=D={yeC[ab] |yeC™[ab]U,(y)=0, i=12,..,m}
L(y) =2(y) = P, (Y™ + p,0Qy"™ +...+ p, (X)y

esitlikleri ile tanimlanan L —lineer operatdriine lineer diferansiyel operator veya

¢(y) diferansiyel ifadesi ile U.(y)=0,i=12,...,m smir sartlarinin rettigi lineer

diferansiyel operator denir [17].



3.3. Diferansiyel Operatorlerin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlari

E lineer uzayinda tanim bolgesi D(A) olan A:E — E lineer operatorii
verilsin. Eger herhangi A = A, ve herhangi u, € H, u, #0 i¢in
Ay = AU,
esitligi saglanirsa, 4, sayisina A operatdriiniin 6zdegeri, u, € H, u, #0 elamanina

ise A, 6zdegerine uygun 6zelementi (6zfonksiyonu) denir [17].

3.4. Metrik Uzaylar

X kiimesi ve d: X x X —[] doniisiimii i¢in
(x.y)=d(x.y)

1. d(xy)=0,d(xy)=0=x=y WxyeX

2. d(xy)=d(y,x) WVxyeX

3. d(xy)<d(xz)+d(z,y) Vxy,zeX
ozellikleri saglanirsa X :(X , d) uzay1 metrik uzay olarak adlandirilir.

X =(X,d) metrik uzayinda bir {x,} dizisi ve bir x, noktas: verilsin. Eger
d (X”’Xo)njo 0 ise, {x,} dizisi x, noktasina yakinsiyor denir.

{Xn} dizisi verilsin. Eger d(X”’XO)n:L 0 olacak bigimde x, € X mevcutsa
{Xn} dizisine yakinsak dizi denir.

3.4.1. Tamm: X =(X,d) metrik uzay1 ve bu uzayda {Xn} dizisi verilsin.

Eger d(x,,X,) — 0 ise budurumda {x,} dizisi Cauchy dizisi olarak adlandirilir.

3.4.2. Tanim: X = ( X, d) metrik uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya Tam Metrik Uzay denir [28].
3.5. Normlu Uzaylar ve Banach Uzaylari

E lineer uzay1 [I veya [J cismi lizerinde ve |||| E —>[] doniisiimii igin

xeE x|l

asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim;

10



1. WxeE igin ||[x|>0 ve [x|=0=x=0 (|x|=0<x=0)

2. VxeE ve Vaell igin |ax|=|a|-|X|

3. Wx,yeE igin ||x+y|<|X|+]y]

Bu durumda E lineer uzayinda bir norm tanimlanmustir denir. |x|| e X
elemaninin normu, iizerinde norm tanimlanmis E lineer uzayma lineer normlu uzay
denir ve (E,[{) seklinde gosterilir. Lineer normlu uzayda d(x,y)=|x—y| esitligi
bir metrik tanimlar. Bu nedenle her normlu uzay ayni zamanda bir metrik uzay kabul
edilir. Eger lineer normlu uzay tam ise (lineer normlu uzay d(x,y)=|x—Yy]|

metrigine gore metrik uzay olarak kabul edildigi i¢cin metrik uzaylardaki biitiin
kavramlar lineer normlu uzaylar i¢in de tanimlanmis olur) bu uzay Banach Uzayi

olarak adlandirilir [28].
3.6. i¢ Carpim Uzaylar ve Hilbert Uzaylar

Kompleks sayilar cismi {lizerinde E lineer uzay1 verilsin. Bu uzayda her

X,y € E eleman g¢iftine <X, y) ile gosterilen bir tek kompleks sayr karsilik

getirilmigse ve de bu durumda her x,y,z € E ve her ¢ kompleks sayis1 igin

L (xy)=(y.x)
2. {ax,y)=a(xy)
3. (xx)=0, (x,x)=0<x=0

4. (xy+2)=(Xy)+(x2)
sartlar1 saglanirsa, E’de bir i¢ ¢arpim tanimlanmistir. <X, y> sayisina X Ve Yy
elemanlarinin i¢ ¢arpimi denir. E = ( E, < >) ise i¢ ¢arpim uzayi olarak adlandirilir.

E =(E, <,>) i¢ ¢carpim uzayinda ||X|| = m esitligi ile bir norm tanimlar.
Bu nedenle her i¢ ¢arpim uzay: bir normlu uzay, dolayisiyla bir metrik uzay olarak

kabul edilir. Eger E i¢ carpim uzayi tam ve de sonsuz boyutlu ise (yani sonlu

boyutlu degilse) Hilbert uzay1 olarak adlandirilir [28].
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3.7. Hilbert Uzayinda Simetrik Operatorler

H —Hilbert uzay1 ve A: D(A)C H—>H lincer wuzayr verilsin.
(AX, y>H :<X, Ay>H esitligi her X, ye D(A) icin saglaniyorsa A operatdriine

simetrik operator denir. Simetrik operatdrlerin biitiin 6zdegerleri reel ve farkli

0zdegerlere uygun 6zfonksiyonlari ortogonaldir [22].

38. L, (a, b) Uzay ve Sobolev Uzayi

Verilmis [a,b] araliginda tanimli ve Lebesgue anlaminda oOlgiilebilir olan

f(x) fonksiyonu igin |f(x)|2 fonksiyonu bu aralikta Lebesgue anlaminda

integrallenebilirse  f(x) fonksiyonuna [a,b] araliginda karesi integrallenebilir

fonksiyon denir. Karesi integrallenebilir fonksiyonlarin lineer uzayinda
b
<f,g>:=jf(x)g(x)dx
ile gosterilen bu formiil bir i¢ ¢arpim tanimlar. Bu sekilde tanimlanan i¢ ¢arpim

uzayimnin bir Hilbert uzayr oldugu bilinmektedir. Bu uzay Lz(a,b) ile gosterilir.

[a,b] aralig1 sonlu oldugu durumda Lz(a,b)’den olan her bir fonksiyonun (a,b)

araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir olacag: agiktir [17].

3.8.1. Tammm: (a,b) araliginda tammli ve lokal integrallenebilir olan u(x)

ve v(x) fonksiyonlar1 verilsin. Eger sonsuz mertebeden diferansiyellenebilir ve

Suppe = {X| (p(x) # 0} c (a, b) sartin1 saglayan her (p(x) fonksiyonu i¢in

jju(X)(o(") (x)dx :(—1)n iv(x)(p(x)dx

esitligi saglaniyorsa v(x) fonksiyonu u(x) fonksiyonunun n(nell) mertebeden

genellestirilmis tlirevi denir.

(a, b) ) arahigr q>1 reel sayist ve m>0 tamsayisi verildiginde W," (a, b)

ile (a,b) araliginda Lebesque anlaminda olgiilebilir ve u(x),u”(x),...,u(m)(x)
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genellestirilmis tiirevleri bulunan ve her k=1,2,...,.m i¢in u(k)(x)e Lz(a,b) olan
fonksiyonlarin lineer uzayini gosterecegiz. Bu uzayda

1
m 2
<U, V>vv2m(a,b) = (z<u(k) ! V(k) >L2(a,b)j

k=0
formiili bir i¢ ¢arpim tanimliyor. Bu uzaylara Sobolev uzaylar1 denir. Bu uzaylarin

Hilbert uzaylari oldugu bilinmektedir. [26]

3.9. Kompleks Fonksiyonlarin Sifir Yerlerinin Sayisi

3.9.1. Tamm: Bir f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir z,
noktasinin 6 komsulugunun tiim noktalarinda diferansiyellenebiliyorsa f(z)

fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [16].

3.9.2. Tamim: Biitiin kompleks diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam

fonksiyon denir. Tam fonksiyonlarin sifir yerlerinin sonlu veya en fazla sayilabilir

sayida oldugu kompleks analizden bilinmektedir. f:0 -0 ile tammh f(z)
fonksiyonu ve z, €[] noktasi verildiginde

f(zo)=1'(2)) == T*V(2,)=0, f¥(z,)%0
ise bu durumda z =1z, noktasma f(z) fonksiyonunun k katli sifir yeri denir. Tam

fonksiyonlarin (sifir olmayan) biitiin sifir yerlerinin sonlu katli oldugu agiktir [25].

3.9.3. Rouche Teoremi: Eger f(z) ve ¢(z) kompleks fonksiyonlar1 kapali
diizlenebilir Jordan egrisi olan I' {izerinde ve i¢inde analitiklerse ve her z eI igin,

| f (z)| > |(p(z)| sarti saglaniyorsa; o halde T egrisinin i¢inde f(z)+¢(2)
fonksiyonun sifir yerlerinin sayisi ile f (Z) fonksiyonunun sifir yerlerinin sayis1 (her

sifir yeri kat1 sayida hesaplamak {izere) esittir [24].

3.10. Mutlak ve Diizgiin Yakinsakhk

a, = (akl, Ay akn) ell" olmak iizere (ak) dizisi verilmis olsun.
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o0

ata,tota =Y a = (80, 8p.8,)
k=1 k=1

ifadesine (] "de seri denir. S, =a, +a, +...+a, 'ya serinin kismi toplam ve (S, )

dizisine ise serinin kismi toplamlar dizisi denir (k =1,2,...)

(Sy) kismi toplamlar dizisi a=(a,a,,....an)ell"’ye yakinsak ise Zak
k=1

serisi a’ya yakinsaktir denir ve » a, =a yazilir. (S,) aksak ise seriye iraksak
k=1

denir (Burada Zak simgesinin yerine gore seriyi, yerine gore ise serisin toplamini
k=1

gosterdigine dikkat ediniz) [1].

0

3.10.3. Tamm: [1"’de ) a, serisi verilmis olsun. Eger ) ||a | reel serisi
P o=

yakinsak ise Zak serisine mutlak yakinsak denir [1].
k=1

3.10.4. Tamm: f:Scl —[ olmak iizere (f,) fonksiyon dizisi ve &>0
sayist verilmis olsun. Biitiin x ve k >k, =k, (&) i¢in S de
[ (x)—f(X)|<e
olacak sekilde, sadece ¢ ’a bagl fakat X ’e bagli olmayan bir k, sayisi varsa (fk ),

S *de diizgilin yakinsaktir denir [1].

3.10.5. Teorem (Diziler icin Cauchy Kriteri) : f :Scl —[] olmak iizere
(f,) dizisi ve &>0 verilmis olsun. ( f, ) nin diizgiin yakinsak olmasi igin gerek ve
yeter sart K> p >k, i¢in S ’de
‘fk (x)-f, (x)‘ <¢ (3.10.1)
olacak sekilde bir k, €[] "nin olmasidir [1].
Ispat: (f, (X)) dizisi S’de f ’ye diizgiin yakinsak ve & >0 verilmis olsun.

Bu takdirde her xS ve her k >k, i¢in

(0= (0] <3
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olacak sekilde k, €[] vardir. Béylece her xe S ve k> p>Kk; i¢cin

\fk(x)— fp(x)\z\fk(x)— f(x)+f(x)- fp(x)\s\fk(x)— f (x)\+\fp(x)— f (x)\

& €
<—+—-=¢
2 2

olur. Tersine olarak, verilmis &>0 sayis1t ve k>p>k, i¢in S’de
‘fk(x)—fp(x)‘<golacak sekilde k, pozitif tam sayisinin oldugu yani (3.10.1)

Cauchy sartinin saglandigini farz edelim. Bu demektir ki her bir xe 'S i¢in ( f, (X))

dizisi bir Cauchy dizisi ve dolayisiyla yakinsaktir.

lim f, (x) = f(x)

k—o0

olsun. Simdi bu yakinsamanin diizgiin oldugunu gosterelim. Eger £ >0 verilmisse

bu halle ilgili kabulden dolayr her xeS ve k> p>k, igin ‘fk (X)— fp(x)‘ <¢
olacak sekilde k, €[] vardir. Bu takdirde her x € S i¢in

lim| f, (x)— f, (X)|=|f, ()= f (X)| <&, k>k,

p—>o0
yazabiliriz ve boylece f, — f dir.

3.10.6. Teorem (Weierstrass M-Kriteri): f : Acl —[ olmak iizere her

0

X e A i¢in ‘fk(x)‘< M, olacak sekilde M, reel sayilar meveut ve » M, serisi
k=1

yakinsak ise Z f, serisi diizgiin ve mutlak yakinsaktir [1].
k=1

Ispat: Teoremi ispat etmek icin (3.10.1) Cauchy sartinin saglandigini

[e¢)

gostermek yeterlidir. Hipotezden dolay1 ZMK yakinsak oldugu i¢cin £>0 ve

k=1
K
k> p>Kk, igin Z M, < ¢ olacak sekilde k, sayisi vardir. Boylece genellestirilmis
n=p+1

ticgen esitsizliginden

5. (x)-5, ()= D WIACED WIF

n=p+1 n=p+1

> 1,(x)

n=p+1
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yazilabilir. Demek ki her x e A igin ‘Sk (x)-S, (X)‘ <& ve boylece ZOO: f, (x) serisi
k=1

A da diizgiin yakinsaktir. Ayrica son esitsizlikten dolay: Z‘f (X)‘ serisi de
k=1

yakinsaktir.

3.11. SDP’nin Coziimiiniin Varhgi, Tekligi ve Parametreye Gore Tamhk

Teoremi

q:[a,b]—>D ile tanimh q(x) fonksiyonun siirekli bir fonksiyon oldugunu
kabul edelim. O halde
—u"+q(x)u=Au, xe[ab]
diferansiyel denkleminin
u(a)=sina, u'(a)=—cosa, ae[0,x)
siir sartlarini saglayan bir tek U(X,/I) ¢ozimi bulunur ve bu ¢dziim her x e [a, b]

icin A ell parametresinin tam fonksiyonudur [25].

3.12. Asimptotik Davramslar

Verilmis f (X) fonksiyonunun X — oo i¢in davranisi bazi durumlarda bilinen
“basit” ¢ (X) fonksiyonunun X —oo i¢in davranigindan yararlanilarak ifade

edilebilir. Boyle durumlarda f(x) ve g(x) in Xx—oo i¢in davrams “yakinhigr”
incelenirken “07”, “O”, “11” gibi simgelerden yararlanilmaktadir. Ayrica, X — o

i¢in ¢ (X) iizerine dnceden higbir sart konulmamaktadir.

Kompleks diizlemin herhangi G [l bdlgesinde tanimli olan f (Z), g (Z) ve

f(z)
9(z)

[f(z)|<M|g(z), zeGn{z:|z|>R}

h ( Z) fonksiyonlar1 verilsin. Eger fonksiyonu bu bolgede sinirlt ise, yani;

esitsizligi saglanacak sekilde R >0, M >0 sayilari mevcutsa

f(z2)=0(g(z)), zeG, z->w (3.12.1)
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seklinde yazilir. Bu ifadeye asimptotik esitlik denir. Eger,
f(z)-h(z)=0(g(z)), z€G, z-w
ise
f(z)=h(z)+0(g(z)), zeG, z-x (3.12.2)

yazilir. z, € G verilsin. Bu taktirde

f(z)

li =0
e a(2)
f(z)=0(g(z)), zeG, z-w (3.12.3)

yazilir ve f(z) fonksiyonu Z(O) noktasinin yakin komsulugunda g(Z) ye gore

f(2)

sonsuz kiigiiktiir denir. —— fonksiyonu z(0) noktasimn herhangi komsulugunda

9(z)

sinirli ise

f(z)=0(g(z)), z€G, z-7z (3.12.4)
yazilir. Eger
li f(z)_l
= g(2)
ise
f(z)0g(z), zeG, z-7 (3.12.5)

yazilir. Hangi G bolgesinden bahsedildigi acik sekilde bilinirse Z € G yazisi atilir.

{an}, {bn} ve {Cn} reel veya kompleks say1 dizileri verildiginde (%] dizisi smirl

n

oldugunda
a, =O(bn) (3.12.6)

yazilir. a,—c, =O(h,) oldugunda ise bu esitlik
a,=c,+0(b,) (3.12.7)

seklinde gosterilir.

oldugunda bu esitlik
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a,=o(b,) (3.12.8)
seklinde gosterilir. a,—C, = O(bn) oldugunda ise bu esitlik
a, =¢,+o(b,) (3.12.9)

seklinde gosterilir. (3.12.1)-(3.12.9) seklindeki formiillere asimptotik formiiller denir
[25].

3.13. Sturm-Liouville Problemleri

H — herhangi Hilbert uzay1 L:H — H ise bu uzayda tanimli olan lineer

operator olsun. Eger herhangi A, skaleri i¢in (H uzaymnin cisminden alinmis)
Ly, =4,Y, olacak bigcimde y,eH , y,#0 eleman1 bulunursa, 4, sayisma L
operatoriiniin 6zdegeri, Yy, elemanina ise bu 6zdegere uygun olan 6zeleman (veya

0zvektor) denir. Uygulamalarda sik sik rastlanan diferansiyel operatdrlerden biri de
d
L=——+q(x
oz a0

bi¢iminde ifade edilen operatordiir (bu operatdr genelde H =L, (a,b) bi¢cimindeki

Hilbert uzaylarinda incelenmektedir). L — operatdrii i¢in en 6nemli sinir sartlart

y(@)cosa +y'(a)sina=0 (3.13.1)
y(b)cos B+ y'(b)sin 5 = O} o
(a, B €[0, 7)) bigiminde veya
y(@)=y(b) (3.13.2)
y'(a)=y'(b) o

bigiminde verilmis sinir sartlaridir.
Ly(x)==y"+q(x)y=A4y
denkleminin (3.13.1) veya (3.13.2) tipindeki sinir sartlarini saglayan ¢oziimlerinin

bulunmasi problemi klasik Sturm-Liouville problemi olarak adlandirilir.

Eger [a,b] arahig smurli, g(x) fonksiyonu ise integrallenebilir ise o halde

boyle problemlere Regiiler Sturm-Liouville problemleri denir. Daha genel olan

y'+p(X)y +{¢(x)+Ar(x)}y=0 (3.13.3)
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bi¢imindeki diferansiyel denklemlerde (X, y) degiskenlerinden (t,u) degiskenlerine

X

.[ \/@ds ( %j p(s)ds

t=f—«—,
e
Laplace doniistimii ile gegersek, (3.13.3) denklemi

u"+q(t)u=-Au
denklemine doniislir. Burada r(X)>O olmak iizere, ikinci mertebeden siirekli
diferansiyellenebilir  bir  fonksiyon;  p(x) ise 1. mertebeden siirekli

diferansiyellenebilir fonksiyondur. Ayrica bu durumda [a,b] arahg da [0,1]

araligina doniismiis olur [14].

3.13.1. Wronskian Determinanti

f,g e C' herhangi iki fonksiyon olmak iizere

f(x) 9(x)
F'(x) g'(x)

seklinde tanimlanan determinanta Wronskian determinanti denir [13].

w(1.9)-]

=1 (x) ' (x)=f'(x)g(x)

3.13.2. Teorem: a,,a,,...,a, fonksiyonlar: bir | acik aralifinda siirekli ve bu

araliktaki X i¢in @, (x)# 0 olsun. Bu takdirde

Ly =a,(x)y" +a (x)y"™ +..+a,,(X)y' +a,(x)y=0  (3.13.4)
homojen lineer diferansiyel denkleminin vy,,Vy,,...,y, ¢6ziimlerinin | da lineer

bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, | araligindaki her X icin

W (Y5 Yo ¥ ) (X) %0

olmasidir [6].
Ispat: Once kosulun, yeter bir kosul oldugunu ispat edelim. Bunun igin

(3.13.1) homojen lineer denkleminin vy,,Y,,...,y, ¢Oziimlerinin Wronkskianinin

n

| araligindaki her X icin sifirdan farkli, fakat bu ¢oziimlerin | da lineer bagiml
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oldugunu varsayalim. Bu takdirde hepsi birden sifir olmayan b;,b,,...,b, sabitleri ve

| araligindaki her x icin

by, (X)+b,Yy, (X)+...+b,y, (X)

by, (X)+b,y, (X)+..+by, (x)

by, (X)+h, y, " (X)+...+b, y (™Y (x)=0

bagintilar1 saglanir. | araligindaki her x i¢in (3.13.5) ve (3.13.6) bagintilarina,

0 (3.13.5)

0

(3.13.6)

b,b,,...,b, bilinmeyenlerine goére bir homojen cebirsel denklem sistemi olarak
bakilabilir. Bu sistemin katsayilar determinanti, agikga W (Y, Y,,..., ¥,)(X) dir.

Vi, Yoy Y, ¢Ozlimleri | da lineer bagimh varsayildigindan, s6z konusu homojen

cebirsel denklem sistemi agikar olmayan bir ¢dziim takimina sahip olmalidir. Bunun
icin, homojen cebirsel denklem sistemleri teorisinden bilindigi iizere, | araligindaki

her X igin sistemin katsayilar determinant sifir, yani

WYy, Yo Vo ) (X) =0
olmalidir. Bu | araligindaki her i¢in W(yl,yz,...,yn)(x);to kabuliiyle c¢elisir.
Demek ki, her xel igin W(Y,,Y¥,..... ¥,)(X)=0 ise, (3.13.4) homojen lineer
diferansiyel denkleminin vy,,v,,...,y, ¢dzlimleri | da lineer bagimsizdir.

Simdi kosulun, gerek bir kosul oldugunu ispat edelim. Bunun i¢in,
a,(X)y" +a, (x)y" ™ +..+a,, (X)y +a,(x)y=0
homojen lineer denkleminin vy,,y,,...,y, ¢oziimlerinin | da lineer bagimsiz, fakat |
nin hi¢ olmazsa bir x, noktasinda W (y,,¥,,....¥,)(X)=0 oldugunu varsayalim.

X =X, 1¢in (3.13.5) ve (3.13.6) cebirsel denklem sistemini tekrar goz oniine alalim.

b Y; (%) +5,Y, (X )+ 4B, Y, (%) =0
’ (3.13.7)

0y, " (%) +0,%," Y (%) + ...+ by, (%) =0
sistemi, W(yl, Yoyeens yn)(x)=0 oldugundan, en az bir b,b,,...,b, ¢6ziim takimina
sahiptir ve b, lerin hepsi birden sifir degildir.

Simdi (3.13.5) nin bir ¢6ziimii olan bu b, b,,...,b, sabitleriyle
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2(X)=byy; (X)+b,y, (X)+...+b,y, (X)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon
8, (X)y" +a,(x)y"Y +..+a,, (x)y' +a,(x)y=0
homojen denkleminin bir ¢6ziimiidiir ve (3.13.7) geregince
2(%)=0, 7 (%)=0, ... 2" (%)=0
Baslangic kosullarin1 saglar. Boylece | araligindaki her X igin ;((X) =0dur.
sabitleri i¢in

Buradan, | araligindaki her x ve hepsi birden sifir olmayan b, b,,...,b

By, (X)+0,Y, (X)+...+b,y, (X) =0

elde edilir. Bu vy,,V,,...,y, lerin I da lineer bagimsiz oldugu varsayimiyla celisir.

n

Demek ki
8, (X)y" +a,(x)y"Y +..+a,, (x)y' +a,(x)y=0
homojen lineer diferansiyel denkleminin vy,,y,,...,y, ¢ozlimleri | da lineer bagimsiz

ise, | daki tim x ler igin W (y,, Y,,.... ¥, )(X) #0 dur.

3.14. ikinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler Icin

Paramatrelerin Degisimi Yontemi:

Parametrelerin degisimi yontemi

8, (X)y" +a (x)y" +..+a,, (X)y +a, (X)y =Q(x) (3.14.1)
denklemine ait
8, (X)y" +a,(x)y"Y +..+a,, (x)y' +a,(x)y=0
homojen lineer denkleminin n lineer bagimsiz ¢oziimiinin (dolayisiyla genel

¢Oziimiiniin) bilinmesi halinde (3.14.1) denkleminin bir 06zel ¢6ziimiiniin

bulunmasinda etkilidir. Yontemi 6nce, ikinci mertebeden

3, (X)y"+a,(X)y'+a,(x)y=Q(x) (3.14.2)
denklemi i¢in agiklayalim. (3.14.2) ‘ye ait
8 (X)Y"+2,(x)y +a,(x)y=0 (3.14.3)

homojen lineer denkleminin
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¥, =C.y; (X)+C,Y,(X) (3.14.4)

genel ¢dziimiiniin bilindigini varsayalim. Burada C, ve C, keyfi sabitlerdir. (3.15.4)
de C, ve C, yerine sirastyla v, (), v, (x) fonksiyonlarini alarak

Yo =Vi (X) Yy (X)+V,(X)y,(x) (3.14.5)
fonksiyonunu teskil edelim. Acaba v,(x) ve v,(x), (3.14.5) ifadesi (3.14.2)

denkleminin bir ¢6ziimii olacak sekilde belirtilebilinir mi? Soruyu cevaplandirmak
igin (3.14.5) deki y, yi ve bunun
yp’ = V1y1’ +V, yzl +V1, Y1 +V2, Y,
yp” = 1y1” + 2V1l yl' +V, y2" + 2V2' yz! +V1” Y1 +V2" Y,
tirevlerini (3.14.2) denkleminde yerlerine koyalim. Gerekli diizenlemelerden sonra

Q(x)= (3w +ay +a v +(ay, +ay, +a. v,
(3.14.6)

!

g (WY 'y, ) +a (W 'y e (W sy,
elde edilir. y, ve y, (3.14.3) homojen lineer denkleminin ¢dzlimleri oldugundan v,

ve v, nin katsayilari sifirdir. Boylece (3.14.6)

a, (vl'yl +v,'y, )r +a, (vl' Yy, +V, Y, ) +a, (vl'y1 +V,'Y, ) =Q(x) (3.14.7)
olur.

v, ve v, fonksiyonlarini belirtmek i¢in, bunlar arasinda iki bagint1 bulmak
yeterlidir. | araligindaki her X igin v,'y, +v,'y, =0 segilirse, (3.14.7) ifadesinden |
araligindaki her X igin ao(vl'yl' +V2'y2') =Q(x) bulunur. Yani v, ve v,  igin

v, (X) Y. (X)+V, (X)y,(x)=0

W () v, )+, (x)y, (%) =

(3.14.8)

denklemleri elde edilir. (3.14.8), her xel igin v, , v, bilinmeyenlerine gére

homojen olmayan bir lineer cebirsel denklem sistemi olarak distiniilebilir. Bu

sistemin katsayilar determinanti
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Y1 (X) Y, (X)
Y (X) ¥, (%)

dir. Bu, (3.14.3) homojen lineer diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz y, , V,

¢oziimlerinin Wronskianidir ve Teorem 3.13.2 geregince sifirdan farklidir.
Dolayisiyla (3.14.8) sistemi bir ve yalmz bir (vl(x) : VZ(X)) ¢Oziim takimina
sahiptir. v, ve v, x’in fonksiyonlari olup bunlarin integralleri v,(X) ve v, (X)
fonksiyonlarim verir. Demek ki, v,(X) , V,(x) fonksiyonlar: (3.14.5) fonksiyonu
(3.14.2) denkleminin bir ¢oziimii olacak sekilde belirtilebilir.

Simdi varsayalim ki, (vl'(x) , VZ'(X)) (3.14.8) sisteminin (tek) ¢dziimiidiir.
Bu takdirde, asikar olarak, her Xeli¢in (3.14.7) saglanir. Yani
Y, =V, (X) ¥ (X)+V, (x)y, (x) fonksiyonu (3.14.2) denkleminin bir ¢éziimiidiir [6].

Sonucu bir teorem olarak ifade edelim.

Teorem 3.14.1. a,,a,,a, ve Q fonksiyonlari bir | agik araliginda stirekli ve
| da ao(x);to olsun. 'y, ve vy, | da (3.14.3) homojen lineer diferensiyel

denkleminin lineer bagimsiz iki ¢6ziimii olsun. Eger v, ve v, fonksiyonlar
v, (X) . (X)+V, (X)y,(x)=0

v, (X)y, (X)+v, (x 'x:Q(X)
y (X) ¥y (¥)+v, (%)Y, (%) 2, (X)

sistemini saghyorsa, y, =V, (X) Y, (X)+V,(x)y,(x) fonksiyonu (3.14.2) denkleminin

bir ¢ozlimiidiir [6].

3.15. Green Fonksiyonu

Asagidaki sartlant saglayan G(x,&):[a,b]x[a,b] >C  fonksiyonuna
L operatoriiniin Green Fonksiyonu denir.

1. G(X,f) fonksiyonu siireklidir ve X’e gore (n—2). mertebeye kadar (bu

mertebe dahil) biitiin stirekli tiirevleri vardir.
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2. Her g“e(a,b) icin [a,é) ve (ﬁ,b] araliklariin her birinde G(X,ﬁ)

fonksiyonunun (n—2). ve n. mertebeden tirevleri var ve x’e gore (n-1).
mertebeden tiirev fonksiyonu

an—l anfl 1
S 06 +08) -5 6(E-0.8)=

ozelligine sahiptir.
3. Her bir [a,&) ve (&,b] araliginda G(x,¢&) fonksiyonu x degiskeninin

fonksiyonu gibi ,€(G) =0, U, (G) =0, v =1,_n sinir deger probleminin ¢oziimiidiir
[17].
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4. MATERYAL ve METOD

Bu tez ¢alismasinda materyal olarak kaynaklar kisminda verilen kitap ve
makalelerden ve gerekirse c¢alisigimiz konu ile ilgili yeni kaynaklardan
yararlanilmistir. Bu kaynaklarda uygulanan yontemler incelenerek tez konumuzdaki
probleme uygulanabilir hale doniistiiriilmiistiir. Adi diferansiyel denklemler i¢in sinir
deger problemlerinin 6zdegerlerinin asimptotik davraniglarinin incelenmesi igin
uygulanan karakteristik fonksiyonun kurulmasi yonteminden, Klasik Sturm-Liouville
teorisi yontemlerinden, fonksiyonel analizden bazi temel tanimlar ve simetrik
operatorlerin bazi temel 6zelliklerden, kompleks analizdeki tam fonksiyonlarin sifir
yerleri ile ilgili olan teoremlerden, son yillardaki ¢alismalarda uygulanan

yontemlerden ve asimptotik yontemlerden yararlanilmistir.
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5. BULGULAR VE TARTISMA

5.1. Smir Deger Probleminin Ifadesi

Bu boliimde
tu=—u"+q(x)u=Au (5.1.1)
Sturm-Liouville denkleminden,
[ Bu(0)-B,u'(0)]=4[ Bu(0)-Bu'(0)] (5.1.2)
~[Bu(r) - B ()] = A Bu(x) - Bu'(7) ] (5.1.3)

sinir  sartlarindan olusan sinir deger probleminin 6zdeger ve oOzfonksiyonlar
incelenmistir. Burada q(x), [0,7[] araliginda siirekli ve A4 kompleks ozdeger

parametresidir.

5.2. Verilen Siir Deger Problemi fle Aym1 Ozdegere Sahip Olan Lineer

Operatoriin Kurulmasi

f(x)
U¢ bilesenli F=| F |, f(x)eL[0z], F,F,el  bigimindeki
F2

elemanlarin lineer uzaymi H =L, [0,7[]69D @[ ile gosterelim. Eger

B B
B B,

b B
B B
olmak tizere p, >0, p, >0 kabul edersek
f(x) 9(x)
F=| F |eH, G=| G |eH
FZ GZ

101= , 102 =

i¢cin

(F.G)=]t (x)g (X)dx + — F1€1+pi F,G, (5.2.1)
0 1 2

i¢ carpimina gore H lineer uzayi bir Hilbert uzay1 tanimlar. Bu Hilbert uzay1 (5.1.1)-
(5.1.3) sinur deger problemine uygun Hilbert uzayidir. Islemlerin kolaylig1 icin
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N, (u)=Au(0)-gu’'(0), N,(u)=4u(0)-Au'(0)
N, (u)=gu(z)-pu' (7)., N, (u)=fu(z)-Au'(x)

ifadelerini tanimlayalim. Diger taraftan f (x) ve g(x) fonksiyonlarmm Wronskian

determinantini
W(F.gx)= F ()9(x)- T'(x)g (4
seklinde gosterirsek,
Nl(f)Nl(g)—Nl(f)Nl(g):plw(f,g;o)
N, (f)N,(9)-N,(f)N,(9)=pW (f,9;7)
ifadelerini elde ederiz. Gergekten;
()R, (0)- R, ()N, (0)= (A (0)-4,1(0)) (A0 (0)- A0'(0)
-(A.1(0)-£,1(0))(89(0)-£,9'(0))
=AAT(0)9(0)- 441 (0)9'(0)
~B.5,1'(0)g(0)+ £,5,1'(0) g’
-~ £.5.£(0)9(0)+ 4,1 (0)g'(
+5.5,1'(0)g(0)- 152:32 '(0)g’
=(B8,-BS,)(f(0)g'(0)-f’
=pW (f.9:0)

(5.2.2)

(0)
0)

(0)
(0)9(0))

oldugu goriiliir. Benzer sekilde
NZ(f)NZ(g)_Nz(f)Nz(g):(ﬂsf(”)_ﬁztf'(”))(Bsg(”)_&tg'(”))

—(/§3f(ﬂ)—[ﬁf'(ﬂ))(ﬂ3g(ﬂ)—ﬂ4g'(ﬂ))
=t (7)9(7)= BT ()9’ (7)
- BB, (7)9(x)+ BB (7)9' (%)
=Bt (7)a(7)+ Bt (7)9'(7)
+BB 1 (7)9(7)= BB ()9 ()
=(8:s =B, )(f (2)9' ()~ f'(x)g(n))
=pW(f,g:7)

esitligi gosterilebilir. Buna gore (5.1.1)-(5.1.3) siir deger problemine uygun

A:H — H operatoriinii
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f(x)
D(A)=1| Ny(f)|eH|f(x)eW;}(0,7) (5.2.3)
N, (f)
—f"+q(x) f
A(F)= N, (f) (5.2.4)
=N, (f)
f(x)
esitlikleri ile tanimlayim. Burada F e D(A) ve F=| N,(f) | dir. Yani A operatdrii
N, (f)

bigiminde tanimlidir. O halde,
AF = AF (5.2.5)

—f"+q(x) f f(x)
N,(f) =2 N(f) (5.2.6)
[ _NZ(f) J [N f J

bi¢iminde yazilir. (5.2.6) esitliginden
—f"+q(x) f =4f

esitligi,

f(x)
elde edilir. Ayrica F { F, Je D(A) olduguicin F,=N,(f) ve F,=N,(f)
FZ

esitlikleri saglanir. O halde, (5.1.1)-(5.1.3) smir deger problemi
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olmak tizere AU =AU bi¢iminde yazilabilir. Tanimladigimiz bu A operatoriin

simetrik oldugu (5.2.2) ifadeleri geregi aciktir.
5.2.1.Teorem:H =L,(0,7)®0 @  Hilbert uzaymnda (5.2.3)-(5.2.4)

esitlikleriyle taniml1 A operatdrii simetriktir.
Ispat: Her F,GeD(A) i¢in (AF,G)=(F,AG) oldugunu gdstermemiz

gerekir. Gergekten H Hilbert Uzayindaki i¢ ¢arpimin tanimi geregi

f " = 1 4 1 q
G)=J(~f"( ) T ())a (x)dx+ =N, ()N, (g)-—N,(f)N,(g)
0 pl p2
T !l 1 q
If dx+_[q (x)g (x)dx+—N,(f)N,(9)
0 P
1 ~
-——N,(f)N,(g
2, ()8 (0)
yazabiliriz. Son esitligin birinci integraline
f'(x)dx=dv , f'(x)=v
g(x)=u, g'(x)dx=du
seklinde kismi integrasyon uygulanirsa;
[ £7(x)g (x)d (x (x)]+] £(x)g' (x)dx (5.2.7)
0 0 %

olur. Bulunan bu esitligin sag tarafindaki integrale

f'(x)dx=dt , f(x)=t
{g’(x):z , §"(x)dx =dz

seklinde kismi integrasyon uygulanirsa;

If'(x)g'(x)d(x)=§'(x) f (X)I—I f(x)g" (x)dx (5.2.8)

elde edilir. (5.2.7) ve (5.2.8) esitliklerinden yararlanilarak <AF,G> ifadesi
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QT 0]+ 2N (0) N ()R 9)
:_I f (x)g"(x)dx+Iq(x) £ (x)g (- g (2)f'(7)+ 9 (0)F'(0)
+qmﬁwy@@vwwiwmw&wriwxw&w>

T 1 -~ 1 -~
WA®=ﬁuxg<>w<m<mm;wmwmmr;wxwmw>
——[ 1 (x)9( x)dx+j x)dx+;N(f)Nl(g)_piNZ(f)Nz(g)
dir. Ustteki iki esitlik taraf taraf glkarlhrsa ve (5.2.2) ifadelerinden yararlanilirsa;
<AF,G>_<F,AG>:w(f,g;ﬂ)_W(f,g;o)+piN1(f)Nl(g)_piNz(f)Nz(g)
1 - 1 -
——N,(f)N, —N,(f)N,
(RN (9)
=W (f,g;7)-W(f,5;0)+W(f,53;0)-W(f,g;7)
=0

elde edilir. Dolayistyla her F,G e D(A)igin, (AF,G)=(F, AG) esitligi bulunur.

5.2.2. Sonug: Eger p,=f8,-B5,>0 ve p,=p.8,-pBB, >0 sartlan
saglantyorsa (5.1.1)-(5.1.3) smir deger probleminin biitiin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: A sayisinin (5.1.1)-(5.1.3) sir deger probleminin 6zdegeri oldugunu
kabul edelim. Bu durumda A sayist (5.2.3)-(5.2.5) esitlikleri ile tanimlhi A

operatoriiniin 6zdegeri olacaktir. Dolayisiyla U,, A operatoriiniin A 06zdegerine

uygun herhangi bir 6z elementi olmak iizere
AMUg Us ), ={AUg.Us ), = (AU, Uy),, =(Ug, AU, =(U,, AU, ), =Z<U0’U0>H

esitligini elde ederiz. Buradan
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(A-2)(Uy,U,),, =0
yazabiliriz. (U,,U,),, #0 oldugundan 1—2 =0 dolayisiyla =2 bulunur. Bunun

anlamu biitiin 6zdegerler reeldir.

5.2.3. Sonuc: Eger p,=A8,-B5,>0 ve p,=pBB, -6, >0 sartlan

saglantyorsa (5.1.1)-(5.1.3) smir deger probleminin iki farkli 4 ve u 6zdegerlerine

karsilik gelen u, (X) ve u, (X) Ozfonksiyonlari i¢in asagidaki esitlik saglanir.

r 1o . 1 - -
jui X, (x :—;Nl(ul(x))Nl(uﬂ(x))—;Nz(ul(x))Nz(u#(x)) (5.2.9)
Ispat: H - Hilbert uzayinda (5.2.4) ile tamml1 A operatérii igin
u,(x) u,(x)
U,=| N, |, U, =] Ny(u, ()
N, (u, (x)) N, (u, (%))

elemanlarinin A ve u 6zdegerlerine karsilik gelen 6z elementleri oldugu agiktir. A
ve u Ozdegerlerinin reel ve A operatoriiniin H -Hilbert uzayinda simetrik oldugunu

dikkate alirsak,
MUY, =(0,0,), ~(AU,U,), =0, A0, ~(U,,), = (U0,
bulmus oluruz. Buradan
MUU,), alUa0,), = G U, -0
yazilabilir. A u oldugundan
(U,.u,), =0 (5.2.10)

dir. O halde H-Hilbert Uzayinda tanimlamis oldugumuz (5.2.1) i¢ ¢arpim formiiliinii
dikkate alirsak (5.2.9) ile (5.2.10) ifadelerinin esdeger oldugu goriiliir.

5.3. Smr Deger Problemi ile ilgili Baz1 Yardima Baslangic- Deger
Problemlerinin  Coziimleri ve Bu Coziimlerin  Ozdeger

Parametresine Gore Analitikligi

Bu boliimde verilen
—u"+q(x)u=Au, xe[0,7] (5.3.1)

denkleminin
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[Bu(0)-pu'(0)]=4| Bu(0)-Bu'(0)] (5.3.2)
[ Bu(r)- By (7)]= 4] Bu(x)-Bu'(z)] (5.3.3)

sinir sartlarini saglayan ¢oziimiinii aragtirmak i¢in bazi yardimci baslangig-deger
problemlerinin ¢dziimlerinin mevcutlugu ve bu ¢oziimlerin 4 kompleks 6zdeger
parametresine gore biitiin kompleks diizlemde analitikligi gosterilecektir. Daha sonra
(5.3.1) denkleminin (5.3.1)-(5.3.3) problemi igin temel olacak ¢Oziimleri
tanimlanacaktir.

5.3.1. Teorem: Her A e€l] i¢in

—u"+q(x)u=Au, xe[0,r] (5.3.4)
u(0)=4, -4, (5.35)
u'(0)=4-45 (5.3.6)

baslangic deger probleminin, bir tek U :@(x) ¢Oziimii mevcuttur ve ayrica

x€[0,7] degiskeninin her bir degerinde ¢, (x) fonksiyonu A parametresinin tam

fonksiyonundur.
Ispat: Adi diferansiyel denklem teorisinden ¢ok iyi bilinen ve bu teorinin en

temel teoremlerinden biri olan Cauchy-Picard teoremi geregi (5.3.4)-(5.3.6)

baslangig-deger probleminin (Cauchy probleminin) her A€ll igin bir tek ¢, (x)
¢oziimii mevcuttur. Bu teoremin esas ve Onemli olan kismini, yani ¢, (X)
¢Oziimiiniin, degiskenin her bir x e [0, 72'] degeri igin A ell degiskenine gore biitlin
kompleks diizlemde analitik oldugunu ispat edelim. ¢, (x) fonksiyonu her x &[0, 7]

ve her A €l] i¢in (5.3.4) denklemini sagladigindan
7 (x)=[-2+a(x)]4, (%)
denklemini saglayacaktir. Burada her iki tarafinin [0, X] araliginda integrali alinirsa,

¢;(x)=f[—ﬂ+q(t)]¢ﬂ (t)dt+C,(4) (5.3.7)

bi¢iminde esitlik elde edilir. A ’ya bagh olan C,(4) ifadesini bulmak i¢in (5.3.7) de

x =0 yazarsak
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¢, (x)=C,(4) (5.3.8)

esitligi elde edilir. Diger taraftan ¢, fonksiyonunun tanimi geregi,

#,(0)= A~ A5 (5.3.9)
esitligi saglanir. (5.3.8) ve (5.3.9) ifadelerinden
C.(4)=8-5 (5.3.10)

esitligi elde edilir. (5.3.10) ifadesi (5.3.7) de yerine yazilirsa her x€[0,7] ve her

A ell igin gegerli olan
¢;(x)::[[—i+q(t)]¢l (t)dt+5,— A5, (5.3.11)
esitligi elde edilir. (5.3.11) esitligi [0, X] araliginda integrallenirse,
¢, (x)= Edsj;[—ﬂ +q(t)]¢, (V)dt+x(B-245,)+C, (1)  (5.312)

esitligi elde edilir. Bu esitligi X=0 i¢in yazarsak ¢A(X) fonksiyonunun (5.3.5)

baslangi¢ sartini sagladigini da dikkate alirsak,

Cz(ﬂ)=¢l (0) (5.3.13)
esitligi elde edilir. Diger taraftan ¢, fonksiyonunun tanimi geregi,
¢,(0)=5,- 15, (5.3.14)
esitligi saglanir. (5.3.13) ve (5.3.14) ifadelerinden
C,(4)=5-5, (5.3.15)

esitligi elde edilir. (5.3.15) ifadesi (5.3.12) de yerine yazilirsa,
8, (x)=[ds[[-2+a(t)]g, (t)dt+x(8—4B,)+ B, — A, (5.3.16)
0 0
olur. Esitligin sag tarafindaki integral ifadede integralleme siras1 degistirilirse,

:[dsJ:[—/Hq(t)]@ (t)dt = idt{:[[—brq(t)]@ (t)ds} _ i[_Mq(t)]@ (t)(x=t)at

esitligi bulunur. Son esitligi (5.3.16) de yerine yazarsak her x [0, 7] ve her 1€

i¢in gegerli olan
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¢, (X)= I[—/%Lq(t)]@ (1) (x—t)dt+x(B,— AB,)+ B, — 45, (5.3.17)

esitligi (6zdesligi) elde edilir. Bdylece ¢,(X) ¢oziim fonksiyonu igin (5.3.17)
biciminde verilmis integral denklem elde edildi. Bu integral denklemin ¢6ziimiine
(yani (zﬁl(x) fonksiyonuna) yakinsayan fonksiyon dizisinin inga edilmesi igin,

integral denklemler teorisinden 1iyi bilinen ardisik yaklasma yonteminden
yararlanilacaktir. Bu yontem gere8i asagidaki rekurrent (ard-arda birbirini iireten)

fonksiyonlar dizisi insa edilecektir.

8,,(X)=x(8,-4B,)+ B, - 15, (5.3.18)
8, () =4, (x)+ [~2+a(0)]4., (O(x-t)dt, n=12.. (5319)

M =max|q(t) ve K(4)=max

te[0,7] te[0,7]

9 4(0‘ gosterimlerinden yararlanilarak

R>0 keyfi say1 olmak iizere {¢ ﬂ(x)} fonksiyonlar dizisinin herhangi kapali ve

smirl |/1| <R yuvarinda

0

8, ()+ 2[4, (x)=4,.. () (5.3.20)
fonksiyonlar dizisinin yakinsaklik durumu incelenecektir. Bu fonksiyonlar dizisi ile
{(én B (X)} fonksiyonlar dizisinin ya her ikisinin yakinsak ya da her ikisinin 1raksak
olduklar1 ve de yakinsak olduklar1 durumda verilmis (5.3.20) serisinin toplami ile
{(én R (X)} dizisinin limitinin ayn1 oldugu agiktir. Bu nedenle {¢ B (X)} dizisi yerine

(5.3.20) serisi incelenecektir. Bu serinin terimleri ard arda degerlendirilecektir.

4., (90—, (0|=([[A-a(t)]4,, (©)(x-t)dt| <

0

(R+M)K(4)(x—t)dt

O L <

_ %(R FM)K(A)K  (5.3.21)

esitsizligi bulunur.
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¢ (X)=¢,(x)+ ["1+q(t)]¢n44 (t)(x—t)dt

O ey <

ifadelerinden yararlanilarak n>2 i¢in gegerli olan

X

4, ()¢, ()=[[-A+a(t)][4.. ()4, (1) |(x-t)dt  (5322)

0
esitligi elde edilir. (5.3.21) esitsizliginden ve (5.3.22) esitliginden yararlanilarak

(5.3.20) serisinin diger terimleri degerlendirilecektir. N =2 igin

mx)—mx)\sj [a+a()][4, (-, (O](x-t)dt

s%(R+M)2K(l)Et2(x—t)dt

X4

=(R+|\/|)2K(/1)Z

bulunur. Boyle devam ederek timevarim yontemi ile

X2n

(2n)

esitsizliginin her n>1 i¢in saglandigr kolayca bulunur. XE[O,?Z'] oldugu i¢in

8, (x)=4,. ()| <(R+M)"K(2) n=1.2,... (5.3.23)

0< x*" < 7*" olur. Dolayistyla (5.3.23) ifadesinden
[(R+M)z*| K ()

(2n)!

6, ()9, (x)<

esitsizligi elde edilir.

» [(R+M)7° | K(A)
K(z)+;[ (2n)!]

sayisal serisi yakinsak oldugundan Weierstrass M-Kriteri geregi (5.3.20) serisi

mutlak ve diizglin yakinsaktir. {¢ J (X)} fonksiyonlarmin (5.3.18) ve (5.3.19)
esitlikleri ile verilmis tanimlar1 geregi bu fonksiyonlarin her biri her X e [0, 7z] icin
{A€D :|4|<R} bolgesinde analitik oldugundan ve her xe[0,7] icin {¢ ,(x)}
dizisi ¢, (X) fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsak oldugundan ¢, (x) fonksiyonu da

her x e [0,7[] icin 4 degiskeninin tam fonksiyonudur.
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5.3.2. Sonug: ¢, (x) fonksiyonu (5.3.1) denklemini ve (5.3.2) sinir sartini

saglayan ve her X e [0, 7[] icin A parametresinin tam fonksiyonu olan ¢éziimdiir.

5.3.3. Teorem: Her A €l] i¢in

—u"+q(x)u=Au, xe[0,7] (5.3.24)
u(z)=pB,+15, (5.3.25)
u'(z)= B, + B, (5.3.26)

baslangi¢ deger probleminin, bir tek u=y,(X) ¢dziimi mevcuttur ve ayrica

x [0, 7] degiskeninin her bir degerinde y,(x) fonksiyonu A parametresinin tam

fonksiyonudur.

Ispat: Adi diferansiyel denklem teorisinden cok iyi bilinen ve bu teorinin en
temel teoremlerinden biri olan Cauchy-Pikard teoremi geregi verilmis (5.3.24)-
(5.3.26) baslangig-deger probleminin (Cauchy probleminin) her A€l igin bir tek

¥, (X) ¢oziimii mevcuttur. Bu teoremin esas ve onemli olan kismini, yani y,(X)
¢Oziimiiniin, degiskeninin her bir X € [O, zz] degeri icin A €[l degiskenine gore biitlin
kompleks diizlemde analitik oldugunu ispat edelim. y, (x) fonksiyonu her x &[0, 7]

ve her A €[] i¢in (5.3.24) denklemini sagladigindan
21 (x)=[~A+a(x)] 2. (%)
denklemini saglayacaktir. Burada her iki tarafinin [X, 71] araliginda integrali alinirsa,

ZE(XH [-2+a(t) ]z (1)dt+C,(2) (5.3.27)

bi¢iminde esitlik elde edilir. A’ya bagh olan C,(4) ifadesini bulmak igin (5.3.27)

ifadesinde x = yazarsak

2, (7)=C,(4) (5.3.28)
esitligi elde edilir. Diger taraftan y, fonksiyonunun tanimi geregi,

2, (7) = By + 2B, (5.3.29)
esitligi saglanir. (5.3.28) ve (5.3.29) ifadelerinden

C.(1)=p,+AB, (5.3.30)
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Esitligi elde edilir. (5.3.30) ifadesi (5.3.27) de yerine yazilirsa her X e [0,7[] ve her

A €ll igin gegerli olan
7 (x I [—2+a(t)] z (t)dt+5, + 44, (5.3.31)

esitligi elde edilir. (5.3.31) esitligi [X, 7z] araliginda integrallenirse,
= [ds[[-2+a(t) ]z, ()dt+x(B,+4B,)+C, (5.3.32)

esitligi elde edilir. Bu esitligi X =7 i¢in yazarsak ZA(X) fonksiyonunun (5.3.25)
baslangi¢ sartini sagladigini da dikkate alirsak,
C,(A)= 1, (7)-7(B,+A5,) (5.3.33)

esitligi elde edilir. Diger taraftan y, fonksiyonunun tanimi geregi,

2, (7) =B+ 2B, (5.3.34)
esitligi saglanir. (5.3.33) ve (5.3.34) ifadelerinden
C,(A) =B+ AB,— 7 (B, +2f;) (5.3.35)

esitligi elde edilir. (5.3.35) ifadesi (5.3.32) de yerine yazilirsa,
[dsj[ A+q(t) ]z, (t)dt+x(B,+ 4B, )+ B, + 4B, (5.3.36)

esitligi elde edilir. Son esitlikte integralleme siras1 degistirilirse,

V4 4 4 t 4
[ds[[=A+a(t)]z, (t)dt =fdt{'|.[—/1+q(t)]zﬁ (t)ds}:j[—hq(t)]% (t)(x—t)dt
esitligi bulunur. Son esitligi (5.3.36) de yerine yazarsak her x [0, 7] ve her 1€

icin gecerli olan

j[ A+0(t) 7, (1) (x=t)dt+ (B, + 4B, )+ B, + A, — (B, + 4B, ) (5.3.37)
esitligi (6zdesligi) elde edilir. Bdylece y,(X) ¢dziim fonksiyonu i¢in (5.3.37)
biciminde verilmis integral denklem elde edildi. Bu integral denklemin ¢dziimiine

(yani ;(ﬂ(x) fonksiyonuna) yakinsayan fonksiyon dizisinin insa edilmesi igin,

integral denklemler teorisinden 1iyi bilinen ardisik yaklasma yoOnteminden
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yararlanilacaktir. Bu yontem geregi asagidaki rekurrent (ard-arda birbirini iireten)

fonksiyonlar dizisi inga edilecektir.

2,5 (X)=X(B,+ 2B, )+ By + By + 7 B+ AB,) (5.3.38)
2, (9=2, )+ [[~2+a0)] 7, (O(x-)dt, n=12.. (5.339)

flk 6nce M:=max|q(t) ve K(1)=m

tef0,7] 0 6313[(] (t)‘ gosterimlerinden

yararlanilarak R >0 keyfi sayr olmak {izere {Zl(x)} fonksiyonlar dizisinin

herhangi kapali ve sinirl |/1| <R yuvarinda

0

2, () + X {2 ()=, (%) (5.3.40)

n=1

fonksiyonlar dizisinin yakinsaklik durumu incelenecektir. Bu fonksiyonlar dizisi ile
{ X4 (X)} fonksiyonlar dizisinin ya her ikisinin yakinsak ya da her ikisinin 1raksak
olduklar1 ve de yakinsak olduklari durumda verilmis (5.3.40) serisinin toplami ile
{ X l(x)} dizisinin limitinin ayn1 oldugu ag¢iktir. Bu nedenle { X, (X)} dizisi yerine

(5.3.40) serisi incelenecektir. Bu serinin terimleri ard arda degerlendirilecektir.

(R+M)K(4)(x—t)dt

;(ﬂ ‘ J.[/’tq ];(l (x—t)dt|<

N'—.x

=%(R+M)K(/1)(X—7r)2 (5.3.41)

esitsizligi bulunur.

2, (%)= 1,.(%) I[ 2+q(1)]z,,, (O(x-t)dt

Zn,l/l( ) Zi J.[ ﬂv"'q ]Z /1 X t)dt
ifadelerinden yararlanilarak n> 2 igin gegerli olan

2, ()= 7, ( j[ Arat)][ 2 (-2 (O](x-t)dt  (53.42)

n

esitligi elde edilir. (5.3.41) esitsizliginden ve (5.3.42) esitliginden yararlanilarak

(5.3.40) serisinin diger terimleri degerlendirilecektir. N=2 igin
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2, () =7, ()| < I[ A+a(t) ][ 2. (V)= 7, (t) |(x-t)dt

=(R+M)2K(/I)(X_4T)

bulunur. Béyle devam ederek tliimevarim yontemi ile
( X _ ﬂ_)Zn

(2n)!

esitsizliginin her n>1 i¢in saglandig1 kolayca bulunur. XE[O, 7[] oldugu igin

7, (0)=x, ()| <(R+M)'K(4) n=12,.. (5.3.43)

0<(x— 7z)2n < 7" olur. Dolayistyla (5.3.43) ifadesinden

[(R+M)z* ] K(4)

" (X)—)(nﬂ(x)‘ﬁ (2n)!

esitsizligi elde edilir.
= [(R+M ) Tk (2)
)+ 20y

n=1

sayisal serisi yakinsak oldugundan Weierstrass M-Kriteri geregi (5.3.40) serisi

mutlak ve diizglin yakinsaktir. { X ( X)} fonksiyonlarnin (5.3.38) ve (5.3.39)
esitlikleri ile verilmig tanimlar1 geregi bu fonksiyonlarin her biri her X e [O, 72'] icin
{A€D :|4|<R} bolgesinde analitik oldugundan ve her xe[0,7] igin {7 ,(x)}
dizisi y,(x) fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsak oldugundan ZA(X) fonksiyonu
daher xe [O, 72'] icin A degiskeninin tam fonksiyonudur.

5.3.4. Sonuc: ;(A(X) fonksiyonu (5.3.1) denklemini ve (5.3.3) sinir sartini

saglayan ve her X € [O, 7[] icin A parametresinin tam fonksiyonu olan ¢éziimdiir.

5.4. Temel Coziimler ve Karakteristik Fonksiyon

Bu kesimde

u=—u"+q(x)u=Au , xe[0,r] (5.4.1)
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7, =[ Bu(0)-B,u'(0)]- 2| Bu(0)-Au'(0)]=0 (5.4.2)
7, =[ Bu(r)-Bu'(7)]+ A Bu(x)-Bu'(7)|=0 (5.4.3)

smir deger probleminin Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 arasindaki bazi temel

bagintilar1 incelenecektir.

—u"+q(x)u=Au, xe[0,7]

u(0)= 4, - A8
,( )=F. ﬁf (5.4.4)
u (0) =p—AB
sartlarindan olusan baslangi¢-deger probleminin ¢oziimiinii ¢, (X) ile,

—u"+q(x)u=Au, xe[0,7]

{u (7)= B, + B, 545

u'(7)= B, +Ap,
sartlarini saglayan ¢dziimiinii g, (x) ile gosterelim. Bu ¢, (x) ve z,(X) ¢dzim
fonksiyonlar1 A parametresinin tam analitik fonksiyonlaridir [14]. Bundan dolayi
W (X, A)=W (4, 2,:X) =6, (X) 25 (X)— ¢ (X) 2, (X) (5.4.6)
Wronskian determinanti [0,7] araliginda X - degiskeninden bagimsiz olup [5],
A’nmn tam analitik fonksiyonudur. W (¢, 7,;X) Wronskian determinantinin X

degiskeninden bagimsiz oldugu agiktir. Bu nedenle bundan sonra W(X,ﬂ,)yerine

sadece W (1) yazacagiz. Burada ozel olarak x =0 yazarsak, bu fonksiyon i¢in
W ()=, (%) 2; (X) =4, (x) 2. (X) = ¢,(0) 2; (0) = ¢; (0) 2. (0)
= (:82 _iﬁz)l,li (0) _(181 _/?’Bl)lz (O) = 1827(,’1 (O)_/?’le; (O)_ﬂllﬂ (0)"‘251)(1 (O)

=-N, (Zi ) +AN~1 (7(/1)
ifadesini, 6zel olarak X =7 yazarsak, bu fonksiyon icin

W (2)=¢, (%) 22 (x) = () 2: () = 4. (7) 2. () = 4. (%) 2. (=)
= ¢/1 (”)(ﬂs +ﬂ’ﬁ3)_¢/’1 (”)(ﬂ4 +/1:B4) = ¢ﬂ (”)ﬂs +ﬂ“¢z (”)lgs _¢/,1 (”):B4 _/1¢,; (”)B4
= N2(¢A)+}“N~2(¢A)

ifadesini elde ederiz. Benzer olarak
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N~1 (¢/1 ) = 5’1@ (O) _B2¢}l. (O) = Bl (ﬂz _ﬂﬁz ) _Bz (:B1 _ﬂ’ﬁl)
= 51132 - ﬂﬁlﬁz - ﬂlﬁz + ﬂ“ﬁlBZ = 51ﬂ2 - ﬂ1/§2
=P

N2 (7(/1) = :BSZ/I (7[)_184;(,'1 (7[) = 53 (ﬂ4 +iﬁ4)‘ﬁ~4 (ﬂa +}“183)
= B3ﬂ4 + lﬁy@ - ﬂ3ﬁ4 - /133134 = ﬁ3ﬂ4 - ﬂ3ﬁ4
=P

esitligi bulunur.
5.4.1. Teorem: (5.4.1)-(5.4.3) smir deger probleminin 6zdegerleri ancak ve

ancak W (/1) fonksiyonunun sifir yerlerinden ibarettir.
Ispat: W (ﬁ) nin bir sifi1 4, olsun. O halde,
W(4)=¢, (x) 2, (x)=4, (x) 2, (x)=0
olacaktir. Bu durumda ¢, (X) ve x, (X) fonksiyonlari, diferansiyel denklemler

teorisinde bilinen “y,(X),Y,(X),...,¥,(X) fonksiyonlart n.mertebeden diferansiyel

denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri ise, bu fonksiyonlarin Wronskian determinanti

biitiin noktalarda sifirdan farklidir.” teoreminin sonucu olarak lineer bagimlidir. Yani
¢, (X)=kz, (x), xe[0,7] (5.4.7)

olacak sekilde bir k =0 sabiti mevcuttur.
9. (X) fonksiyonu (5.4.1) denklemini ve (5.4.2) siur sartini, y, (X)

fonksiyonu ise (5.4.1) denklemini ve (5.4.3) siur sartin1 sagladig agiktir. Dolayisiyla
(5.4.7) geregi bu fonksiyonlarin her biri iki smir sartin1 da saglar. O halde bu
fonksiyonlar (5.4.1)-(5.4.3) sinir deger probleminin ¢dziimii olur. Bu ise A=A,

sayisinin 0zdeger oldugunu gosterir.

Simdi ise A =4, sayisiin, (5.4.1)-(5.4.3) probleminin 6zdegeri oldugunu
kabul ederek, W (4,)=0 esitliginin dogrulugunu ispatlayalim. Herhangi A =4,
ozdegeri igin, W (4,)#0 oldugu kabul edilsin. O halde ¢, (x) ve y, (X) ¢6ziim
fonksiyonlar1 lineer bagimsiz olur [5]. (5.4.1) denkleminin genel ¢6ziimii i¢in

u(x,4)=C.(1)¢,(x)+C,(2) x,(x)

yazilabilir. Dolayisiyla 4, 6zdegerine uygun olan her bir u, (X) fonksiyonu i¢in,
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Uy (X) =C, (%), (X)+C. (%) 75, (X)
olacak sekilde en az biri sifirdan farkli olan C;, C, sayilar1 bulunur. (5.4.1) esitligi

ile verilen u, (X) ozfonksiyonu (5.4.2)-(5.4.3) sinir sartlarini sagladigindan

o (¢, (0)Cu+7i (1, (x))C, =0
(4, (%)) €t (2, (x))€, =0

esitlikleri gecerlidir. C, katsayilarinin en az biri sifirdan farkli oldugu i¢in buradan
T1(¢/10 (X)) Tl(ZAO (X)) B
& (@ﬂ (X)) & (7% (X))

elde edilir. Simdi bu determinantin elemanlar1 hesaplanirsa ¢(X,/1) ve ;((X,ﬂ)

Ady = (5.4.8)

fonksiyonlariin tanimi geregi,

7(#, (%) =] B, (0)- B4, (0)|-2 B, (0)- 5.4, (0) ]
= B(B,—4B,)~ B, (B~ AB.) = AB.(B, = 4B, )+ 1B, (B~ 2,)
= 181:82 - ﬂ’ﬁlIEZ _ﬂlﬁz + ;tﬁlﬂz - ﬂﬁlﬂz + lﬂﬁlﬁz + ﬂ’ﬂlﬁZ - ﬂﬂ’ﬁlﬁZ
=0

Tl(;% (X)) - [1317% (0)- 5o, (O)]_’I[ﬁllﬂo (0)_527530 (O)]
=iz, (0)= B2}, (0) =Bz, (0)+ 25,2, (0)
= Nl(;{l)_ﬂ’Nl (}(/1)
=W (2)

7 (¢, () =[ Bg, (2)- B8, () |+ 2| Bs, (7)-Big, (7)]
=Bt (7)- B, (”)Jrﬂ:és@o (”)_/154@'0 ()
=N, (¢)+ 1N, (¢)
W (2)

& (7% (X)) = _[ﬂsbﬂ (7)-Bix, (”)J_’i[ﬁﬂ% (”)_BM% (”)]
= _ﬂs (ﬁ4 + ﬂ“ﬁ4)+ﬂ4 (133 + iﬁ?;)_ﬂﬁs (ﬂ4 +/1:6~)4)+ﬂ~ﬁ~4 (ﬁs +ﬁ’:6~)3)

= _ﬂ3ﬂ4 - ﬂ“ﬂ3lg4 + ﬂ3ﬂ4 + iﬁ3ﬂ4 - j“ﬂ~3ﬂ4 - iﬁﬁsﬂl + iﬂa:é4 + 1/153&4
=0

elde edilir. Bulunan bu esitlikler (5.4.8) determinantinda yerlerine yazilirsa,
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0 -W(1)

A%:‘W(ﬂ) 0 ‘:o = 0—(-W(2))(W(4))=0 = W(1)=0

esitligi elde edilir. Bu ise W (ZO) # 0 kabuliiyle ¢elisir ve teoremin ispati tamamlanur.
Simdi ise normallestirilmis Ozelementleri bulalim. W (l) fonksiyonunun
sifirlarin1 n=0,1,2,... olmak lizere A, ile gosterirsek
4, (%)
®,=| N,(¢, ) |€D(A)
N (¢,
esitligi ile tanimladigimiz @ elementleri
AD, =14,
denklemini saglar. Dolayisiyla @ ’ler A operatoriiniin 6zelementleri olur.
W () fonksiyonunun her 4 sifirt igin (5.4.6) geregi ¢, (x) ile x, (x)
lineer bagimli olurlar. O halde her n=0,1,2,... i¢in
7, ()=kg, (x). xe[or]
olacak sekilde k, =0 sabiti vardir. A operatorii simetrik oldugu igin A, # A, iken bu
Ozdegerlere uygun olan @& ve @ Ozelementleri ortogonal olur [31]. Yani

<CDn,CDm>=O dir. O halde A operatoriiniin @, o6zelementlerinin normallestirilmis

halini
o v, (%)
¥, _”?:” = Nl('/’ﬂn )
Nz(‘//;,n

seklinde gosterebiliriz.

5.5. ¢,(x) ve x,(x) Coziim Fonksiyonlarinin Asimptotigi

5.5.1. Lemma: A=s® olmak iizere (5.1.1) diferansiyel denkleminin (5.4.4)

sartin1 saglayan ¢oziimii
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gé,l(x)z(ﬂ2 _SZﬁz)cossx+%(ﬂl_5251)sinsx+%:[sins(x—y)q(y)(/ﬁl(y)dy

integral denklemini saglar.
Ispat: (5.1.1) diferansiyel denklemini
u"+Au=qu (5.5.3)
bi¢iminde yazdiktan sonra bu denklemi homojen olmayan denklem gibi diisiinerek
sabitin degisimi yontemiyle ¢ozelim. Uygun u”+ Au =0 denkleminin genel ¢6ziimii
u(x,s)=C, cossx+C,sinsx
biciminde oldugu i¢in (5.5.3) denkleminin genel ¢oziimiinii
u(x,s) =C,(x,s)cossx+C,(x,s)sinsx (5.5.4)
biciminde arayacagiz. Sabitin degisimi yontemi geregi,
C, (x,s)cossx+C, (x,s)sinsx =0
—C, (x,5)ssinsx+C, (x,s)scossx=q(x)u(x,s)
denklem sistemini saglasinlar. Bu sistemi C,(x,s) ve C,(x,s) degiskenlerine gore

lineer denklem sistemi gibi ¢ozersek,

—q(x)u(x,s)sinsx
S

q(x)u(x,s)cossx (5.5.9)
S

C, (x,s)=

C, (x,5)=

bulunur. (5.5.5)’den buldugumuz
C,(x9) :—éisin sy q(y)u(y,s)dy+C,
C,(xs) :%l‘cossy a(y)u(y,s)dy+C,
ifadelerini (5.5.4)’de yerine koyarsak,

u(x,s)=—%cossxjsin sy q(y)u(y,s)dy+%sin sxjcossy q(y)u(y,s)dy
0 0

+C, cossx+C, sin sx

=%J.Si” s(x—y) a(y)u(y,s)dy +C,cossx+C,sinsx (5.5.6)
0
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esitligini elde ederiz. (5.1.1) denkleminin (5.4.4) sartin1 saglayan c¢oziimiini

aradigimizdan bu sartlar1 kullanirsak

0
B,—-s°5, zéjsin s(0—y) g(y)u(y,s)dy+C,cos0+C,sin0
0

ifadesi elde edilir. Buradan C, = 8, —s*/3, bulunur. (5.5.6) ifadesinin tiirevini alirsak,
u'(x,s)=sin sxjsin sy q(y)u(y,s)dy
0
—%cos sx[sinsx q(x)u(x,s)x —sins0 q(0)u(0,s)0’]

+cossxjcossy q(y)u(y.s)dy

0
+%sin sx| cossx q(x)u(x,s)x —coss0 q(0)u(0,s)0’ ]
—sC, sin sx+sC, cos sx
=sinsxjsinsy q(y)u(y,s)dy+cossxjcossy a(y)u(y,s)dy
0 0

—SC, sin sx+sC, cos sx
elde edilir. Buradan

u'(x,s) :jcoss(x— y)a(y)u(y,s)dy—sC,sinsx+sC, cossx (5.5.7)
0

esitligini elde ederiz. Bu ifadede (5.4.4) sartin1 kullanirsak
0
B —sp, = Icoss(O— y)a(y)u(y,s)dy—sC,sin0+sC,cos0
0

By

y -
=—"L pulunur. Bulunan C,, C, degerlerini

ifadesi elde edilir. Buradan C, =
S

(5.5.6) ve (5.5.7) ifadelerinde yerlerine yazip gerekli diizenlemeleri yaparsak,
u(x,s) :(,82 —szﬁz)cossx+%(ﬂl—szﬁl)sin sx+%J'sins(x— y)a(y)u(y,s)dy
0

u’(x,s):—s(,B2 —sz,éz)sin sx+(ﬂ1—szﬁl)cossx+jcoss(x— y)a(y)u(y,s)dy
integral denklemleri elde edilir. Buradan
#,(x)=(5 —s,z,éz)cossx+%(,81 —s*f3, )sin sx+%J'sin s(x=y)(y)g, (y)dy

yazilabilir ve ispat tamamlanir.
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5.5.2. Sonug: ¢, (x) ¢dziim fonksiyonu i¢in
~ 1 ~N 17 .
¢A(x):(ﬂ2—szﬁz)cossx+g(ﬂ1—szﬂl)sm sx+;fsms(x—y)q(y)@(y)dy
0

41751’(x):—s(,b’2 —szﬁz)sin sx+(,81—szﬁl)cossx+j'coss(x—y)q(y)@(y)dy

0

esitlikleri saglanir.

5.5.3. Lemma: A=s’ olmak iizere (5.1.1) diferansiyel denkleminin (5.4.5)

sartin1 saglayan ¢oziimii

ﬁ3+52ﬁ3)

;(l(x)z(ﬂ4 +52,B4)coss(x—7z)+( 5 sin s(x—;z)—%jfsin s(x—=y)(y)z, (y)dy

integral denklemini saglar.

Ispat: Benzer sekilde ispat edelim. O halde (5.5.5)’den buldugumuz

17 .
Cl(x,s):gj'smsy a(y)u(y,s)dy+C,

17[
Cz(x,s):—gfcossy q(y)u(y,s)dy+C,
ifadelerini (5.5.4) de yerine koyarsak,
u(x,s)zécossxj'sin sy q(y)u(y,s)dy—%sin sxjcossy q(y)u(y,s)dy
+C, cossx+C, sin sx
1% . .
:—g£3|ns(x—y) q(y)u(y,s)dy+C,cossx+C,sinsx (5.5.8)

formiliinii elde ederiz. (5.1.1) denkleminin (5.4.5) sartin1 saglayan ¢Oziimiini

aradigimizdan bu sartlar1 kullanirsak

B, +5°B, :—%Jsin s(z—y) a(y)u(y,s)dy+C,cossz+C,sinsz

ifadesi elde edilir. Buradan
B, +°f, =C, cossz+C,sinsz (5.5.9)

bulunur. (5.5.8) ifadesinin tiirevini alirsak,
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u'(x,s)=-sin sxjsin sy a(y)u(y,s)dy
+%cossx[sin sw q(z)u(z,s)z' —sinsx q(x)u(x,s)x']
—cossxjcossy q(y)u(y,s)dy

—%sin sx| cossz q(z)u(z,s) 7' —cossx q(x)u(x,s)X ]

—sC, sin sx+sC, cos sx
=—sin sxjsin sy a(y)u(y, s)dy—cossxjcossy q(y)u(y,s)dy

—SC, sin sx+sC, cos sx

elde edilir. Buradan
u'(x,s)= —]{coss(x— y)a(y)u(y,s)dy—sC,sinsx+sC,cossx  (5.5.10)
esitligini elde ederiz. Bu ifadede (5.4.5) sartin1 kullanirsak
B, +5°5, =—_Tcoss(7z— y)a(y)u(y,s)dy—sC,sinsz+sC,cossz

ifadesi elde edilir. Buradan
B, +8°f, =—sC, sinsr +sC, cos sz (5.5.11)

bulunur. (5.5.9) ifadesi —scossz ile, (5.5.11) ifadesi sinsxz ile ¢arpilip, taraf tarafa

toplanirsa,
—sC, cos? sz —sC, sin’ s = —Sc0s s;r(,b’4 +32,5’4)+sin s;z(ﬂ3 +sz/§’3)
—SC, =—5(, +5°, )cossm+( B, +5*f )sin sz
C, =(,B4 +szﬁ4)cos s;r—%(ﬁg +52B3)sin sz

bulunur. Ote yandan, (5.5.9) ifadesi ssinsrx ile, (5.5.11) ifadesi cossz ile ¢arpilip,

taraf tarafa toplanirsa,
SC, sin” sz +5C, C0s” 57 = ssinsz (B, +5° B, )+ cossz (B, +5° ;)
sC, = s(,B4 + szﬁ4)sin s;r+(ﬂ3 + szﬁs)cos s7

C, =(B,+5° B, )sin S7r+%(ﬁ3 +5° B, )cossm
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bulunur. Bulunan C,, C, degerlerini (5.5.8) ve (5.5.10) ifadelerinde yerlerine yazip

gerekli dlizenlemeleri yaparsak,
u(xs)=(A, +szﬁ4)coss(x—7z)+§(ﬁ3 +5°,)sins (x—r)
—%J'sin s(x—y)a(y)u(y,s)dy
u'(x,s) =—s(/5'4 +sz,34)sin s(x—;z)+(ﬁ3 +sz,§3)coss(x—7r)
—Icoss(x— y)(y)u(y,s)dy
integral denklemleri elde edilir. Buradan
7,0 =(ﬁ4 +52ﬁ4)COSS(X—7Z')+%(ﬂ3 +52[33)sin s(x—7)
—%jsin s(x=y)a(y) z:(y)dy

yazilabilir ve ispat tamamlanir.

5.5.4. Sonug: g, (X) ¢oziim fonksiyonu i¢in asagidaki esitlikler saglanir:
25 1 25 - 1 f -
2,(X) :(,64 +5 ﬂ4)COSS(X—7Z')+g(ﬂ3+S /33)sm s(x—zz)—g_[sm s(x—y)a(y)x,(y)dy

;(;(x)=—s(ﬂ4+52,B4)sins(x—7z)+(53+52ﬁ~3)coss(x—7z)—'[coss(x—y)q(y);gl(y)dy
555. Teorem: p, >0, p,>0, 8 #0, B0 (i=14) kabul edelim ve
A=s?, s=o+it ile gdsterelim. O halde dyle s, >0 vardir ki [s|> s, i¢in asagidaki

asimptotik esitlikler saglanir.

1) B, #0 ise
|6, (%)| = O(ISI2 e“‘x) (5.5.12)
PAGIE O(ISIS e‘t‘x) (5.5.13)
2) B, =0 ise
14,00]=0([sle*) (5.5.14)
AGE O(ISI2 e‘t‘x) (5.5.15)
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Ispat: Once ﬁ~2 #0 icin ¢, (X) ¢6zilim fonksiyonunun asimptotigini bulalim.

R (x)=e™"g,(x) (5.5.16)

ile gosterelim. O halde F,, (x) fonksiyonu

S S

F,(x)= gl {(ﬂz —32[32)003 sx+wsin sx}+le” [Jx.sin s(x=y)(y)ds, (y)dy}

=gl l:(ﬁz —s°f3, ) cos sx + Msin sx} +£j.sin s(x=y)(y)F, (y)e™e ™ dy
S 0

S

=et{(ﬂz—szﬁz)cossxﬁt(ﬂl_%msmsx} J'sms(x y)a(y)F, (v)e"dy (5517)

integral denklemini saglar. (5.5.17) de her iki tarafinin mutlak degerini alirsak,

i (dfe |

a —SZBZHCOS sx|+§‘ﬁl —sz,Blﬂsin sx@

‘ —ftl(y-x)

+§:[‘sin s(x=y)||a(y)||Fu.(v)le

se“{ﬂz

< ‘ﬂz _52B2‘+§‘ﬂ1 _5251‘+§£‘Q(y)“|:1/1 (Y)‘dy

dy

_ 52,5’2 ‘ allx | ﬁ ‘,81 — 321571‘ gltix } N éj‘et(xy) ‘q ( y)‘ ‘ F, (y)‘ e—\t\(y—x)dy
0

esitsizligini elde ederiz. Burada

M, (1) = max|F, (X)| (5.5.18)

Xe[O 71']

ile gosterirsek, sonuncu esitsizlikten
~ 1 ~1 1 T
< ‘ﬂz _52182""@‘@ _Szﬂl""H Ml (ﬂ)_ﬂq(y)‘dy
0
esitsizligi elde edilir. Buradan ise
M, ( [1_— fla(y \dyJ s|° Uﬂz\ s |\ﬂ1\ —|B,|+ o 13
esitsizligi bulunur. O halde

|s|> Z'Hq(y)‘ dy =r, (5.5.19)
0
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igin
1 15 1 1
Ml(/i)<2|s|2[‘ﬂ2‘+r_‘ﬂl‘+F|ﬂz|+F|ﬂl|j
0 0 0

M, (2) <M,ls|’ (5.5.20)

bulunur. Burada
{ |+ Ll Zate S1a
dir. Dolayisiyla r, >0 sayist (5.5.19) ile tammlanmak iizere [s|>r, i¢in (5.5.16),
(5.5.18) ve (5.5.20)’den
I8, ()| < M, 8| ™ (5.5.21)
esitsizligi elde edilir. Buradan ise
[4,001=0(|sf" ")

yazilir ve (5.5.12) esitligi ispatlanmais olur.
Simdi (5.5.13) esitliginin dogrulugunu ispatlayalim. (5.5.21) esitsizligi ve

Sonug 5.5.2. geregince |S| > T, i¢in

|S”/3 =S ﬂz‘e‘t‘ ‘ﬂ sﬂ‘e“‘ +J'e“‘X ) ¢/1( )

(s8]l - T

~ 1~ 1 ix "

< ‘ﬂz‘+ﬂﬂ1+g|ﬂz| o |ﬂ1|J|S| e +[s|" &M Iq
G|+ B+ — ix

: ‘ﬂ2‘+?ﬂ1+r—z|ﬁz|+ﬁ|ﬂl|+ _[q )dy |5 e

IN

%+%ij|s|3 ol
2 r 2

ifadesinden
() < My s e
esitsizligi elde edilir. Buradan ise

[#9]=0(|sf"¢"")
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yazilir ve (5.5.13) esitligi ispatlanmais olur. ,32 =0 durumu igin, (5.5.14) ve (5.5.15)
esitlikleri de benzer sekilde ispatlanir.

55.6. Teorem: p, >0, p,>0, 8 #0, B =0 (i=14) kabul edelim ve
A=8% s=o+it ile gosterelim. O halde dyle s, >0 vardir ki |S| > S, i¢in asagidaki

asimptotik esitlikler saglanir.

1) B, #0 ise
2,00 =O(|s[ ) (5.5.22)
20| = O(|s|3 e“‘(x‘”)) (5.5.23)
2) B,=0 ise
|2, (9] =O(|s]e" ) (5.5.24)
2,00 =O(|s[ ) (5.5.25)

ispat: Once f3, #0 igin y,(X) ¢oziim fonksiyonunun asimptotigini bulalim.
F,, (x):=e"" 4, (%) (5.5.26)

ile gosterelim. O halde F, (x) fonksiyonu

F,, (x)=e ! [(,84 +52B4)coss(x—7r)+%(ﬂ3 +32,B3)sin S(X—ﬂ'):|

_ L oen)
S

— pln) [(,84 +52,B4)coss(x—7z)+%(,83 +szﬂ~3)sin s(x—zr)}

X C—

sin s(X—y)q(y);a(y)dy}

114 7)) o tl(x-7
_g.[s'n S(x_y)q(y) FZA(y)eM(y )e ftl( )dy
0

— o lxn) [(@1 + 52ﬁ4)COSS(X—ﬂ)+E(ﬂ3 + 32,5’3)sin S(X—ﬂ'):|
X > (5.5.27)
—%jsin s(x=y)a(y)F,, (y)e " dy

integral denklemini saglar. Bu durumda (5.5.27) esitliginin her iki tarafinin mutlak

degerini alirsak,
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IF,, (%)< et(xn){ﬂ1 +52ﬁ4HCOSS(X—ﬂ')‘+§‘IB3 +521‘§3Hsin S(X—ﬂ)q

e‘t‘(x_”) :|

<|s, +32B4\+§\ﬂ3 +5253\+§I\q(y)\\% (y)]dy

+§ﬂ8in s(x— y)Hq(y)HFM (y)‘ e 10y

< e_‘t‘(x_”) |:

+§ [ a(y)l|F., (y)]e ™ dy

B, +5s°B,

o Ll e
S

esitsizligini elde ederiz. Burada

Y,(4) = max|F,, (x)| (5.5.28)

XeOﬂ'

ile gosterirsek, sonuncu esitsizlikten
2)<|s, +szﬂ~’4‘+§‘ﬂ3 +52ﬁ3‘+§Y1(/1)I‘q(y)‘dy
esitsizligi elde edilir. Buradan ise
o g Sy I T e
esitsizligi bulunur. O halde
|s|> Zz‘q(y)‘ dy =r, (5.5.29)
icin
() <2 | 213 Sl 1)

Y, (2) <Yls|” (5.5.30)

bulunur. Burada
~ 1, 1 1
= 2[‘,34‘+r—‘ﬂ3‘+ﬁ|ﬁ4|+ﬁ|ﬁ3|j
0 0 0

dir. Dolayisiyla r; >0 sayist (5.5.29) ile tanimlanmak iizere |S|> r, i¢in (5.5.26),
(5.5.28) ve (5.5.30)’den
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2,00/ <Y, |s[* e (5.5.31)
0
esitsizligi elde edilir. Buradan ise
2, ()| = O(|s|2 e\t\(H))

yazilir ve (5.5.22) esitligi ispatlanmis olur.
Simdi (5.5.23) esitliginin dogrulugunu ispatlayalim. (5.5.31) esitsizligi ve

Sonug 5.5.4. geregince |3 > I, igin
00 <[ B+ 5% B 0 4|, + 52907 + [ (y) 1, (v)ay
0
< (|s|‘,84 +5° B[ +[ B+ sZ,BSDe‘t‘(X‘”) + Tet(x‘y)q (Y)Y |s|" e dy
0
: \Ba\ﬁﬁ}+#Iﬂ4l+§lﬂs|]|5|se‘“”)+|Slze‘(”’YoIQ(y)dy

~1 1~ 1 1 A e
e ) T
rO rO rO rO 0

IN

IN

Y_0+Y_Or_0 |S|3e‘t‘(x_”)
2 1,2

ifadesinden
12 3 X—1
FAG R AN
esitsizligi elde edilir. Buradan ise

7,(9]=0(jsf ")

yazilir ve (5.5.23) esitligi ispatlanmis olur. ,34 =0 durumu igin, (5.5.24) ve (5.5.25)
esitlikleri de benzer sekilde ispatlanir.

55.7. Teorem:p >0, p,>0, B #0, B #0 (i=1,4) kabul edelim ve
A=8% s=o+it ile gosterelim. O halde dyle s, >0 vardir ki |S| > S, i¢in asagidaki
asimptotik esitlikler saglanir.

1) B, #0 ise

@, (X)=—5"f3, cossx+ O(|s|e‘t‘x) (5.5.32)

@, (x)=5°B,sin sx+O(|s|2e‘t‘X) (5.5.33)
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2) B,=0 ise
@, (X)=—-sf,sin sx+O(e“‘X) (5.5.34)

¢, (x)=-s4 cossx+0(|s|e‘t‘x) (5.5.35)

ispat: S, =0 olsun. (5.5.21) ifadesini, Sonu¢ 5.5.2. deki ¢,(x) ¢oziim

fonksiyonunun integral kisminda dikkate alirsak, yeteri kadar biiyiik |S| "ler igin

X

Jsins (x-y)a(y)#, (v)y] < [lsins (=) la (vl (v )y < M, s [ a(y ey

<M, Js[’ e“‘xj.

0

a(y)|

esitligini elde ederiz. Buna gore
'[sin s(x=y)(y)g,(y)dy= O(|s,|2 e‘t‘x)
0

asimptotik esitligi saglanir. Bunu Sonug 5.5.2. deki ¢, (x) ifadesinde dikkate alirsak,
(5.5.32) ifadesini elde ederiz.(5.5.33) ifadesi (5.5.32)’ye benzer sekilde ispatlanir.
B, =0 igin, (5.5.34) ve (5.5.35) esitlikleri, S, #0 durumuna benzer sekilde
ispatlanir.

55.8. Teorem: p >0, p,>0, B #0, =0 (i=14) kabul edelim ve

A=8% s=o+it ile gosterelim. O halde dyle s, >0 vardir ki |S| > S, i¢in asagidaki

asimptotik esitlikler saglanir.

1) B, #0 ise
2,() =3B, coss(x— )+ O(|s] ") (5.5.36)
2,00 ==B,sins(x—7)+0(|sf ¢ ")) (5.5.37)

2) B, =0 ise
2,() =sB,sins(x—z)+0(e) (5.5.38)
2,() =5, coss(x—)+0(e" ) (5.5.39)
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ispat: S, #0 olsun. (5.5.31) ifadesini, Sonu¢ 5.5.4. deki y,(X) ¢oziim

fonksiyonunun integral kisminda dikkate alirsak, yeteri kadar biiyiik |S| "ler igin

jsin s(x=y)(y)x, (y)dy| < j|sins(x_ a2, ldy <Y, |s| J‘eh\(x—y) la(y)E""dy

<Y, |s" " la(y)
esitligini elde ederiz. Buna gore
Isin s(x=y)a(y)g, (y)dy = O(|s|2 e“‘(x‘”))
0

esitligi saglanir. Bunu Sonug 5.5.4. deki ¢, (x) ifadesinde dikkate alirsak, (5.5.36)
ifadesini elde ederiz. (5.5.37) ifadesi (5.5.36)’ye benzer sekilde ispatlanir. ,54 =0

icin, (5.5.38) ve (5.5.39) esitlikleri, ,&1 # 0 durumuna benzer sekilde ispatlanir.
5.6. ¢,(x) ve x,(x) Fonksiyonlarmmn Wronskiammnin Asimptotigi

5.6.1. Teorem: W (/”t) icin asagidaki asimptotik formiiller gecerlidir.
1) 5,#0, B, #0ise

W (ﬂ“) = —85ﬁ2ﬁ~4 sinsz+ O(|5|4 e\t\”)

2) 5220 , ,34 #0 ise

W (1) =54, cossz +O(|s|3 e\t\ﬂ)
3) B,#0 , B,=0ise

W (2)=-s*A,B, cossz+0(|s[ e
4) ,5220 , ,3420 ise

W (1) =-s°BB,sin S7[+O(|3|2 e\t\ﬂ)
Ispat:

W (1) =g, () B, = 24, (%) By + ¢, (%) B~ ¢ (%) B, (5.6.1)

oldugunu daha 6nceden biliyoruz.
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1) B,#0, B,#0 oldugu durumunu arastiralim. A=s oldugunu dikkate

alarak (5.5.32) ve (5.5.33) asimptotik esitliklerini (5.6.1) esitliginde yerine yazarsak
W(1)=s’ (—sz,ﬁ2 cos s;z+0(|s|e‘t‘”))53 —s? (33,52 sin sx +O(|s|2 e”)),&4
+(—32ﬁ2 oS ST + O(|s|e“"’))ﬂ3 —(33,52 sin sx+O(|s|2 gt ))ﬂ4

esitligi elde edilir. Buradan

W (2)=—s*B,B, cossz +O(‘S‘°"e‘t‘”)— s°, 3, sinsx +O(|s|4 e“‘”)

—s’f3,B, cos sz +O(|s|e‘t‘” ) —s°A,B,sinsx +O(|s|2 e‘t‘”)
=—s°B,B,sin sz + O(|s|4 e‘t‘”)

bulunur.

2) B,=0, B,#0 durumunu arastiralm. A=s> oldugunu dikkate alarak
(5.5.34) ve (5.5.35) asimptotik esitliklerini (5.6.1) esitliginde yerine yazarsak
W(A)=5s’ (—sﬁl sinsz + O(|s|_1 e"’))ﬁ3 —s’ (—sz,él cos s;r+0(|s|e“‘”))ﬁ4
+(—sﬁlsin ST+ O(|s|_l e‘”))ﬂ3 —(—32,5’1 cos sz +O(|s|e“‘”))ﬁ4
esitligi elde edilir. Buradan
W (1) =-sBB,sinsz + O(|s|e‘t‘”)+ s*B.p, cossr +O(|s|3 e“‘”)
—sB,B,sinsx +O(|s|_1 ell” ) +s°,B, coss+0 (|s|e‘t‘”)
=s'B B, cossm + O(|s|3 e“‘”)
bulunur.

3) Bz #0 , BA =0 durumunu arastiralim. Bu durumda ,54 =0 oldugu i¢in

W (1) fonksiyonu

W (ﬂ“) =19, (7[)53 +9, (”)ﬁ3 ~¢; (”)ﬂzt

seklinde ifade edilir. Buradan
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W(/l)=52(—szﬂ~2 coss;z+o(|s|e\t\”))ﬂ”3+(_Szﬂ~2 COSSiZ'+O(|S|eM”))IB3
—(ssﬁzsinsx+o(|s|2 o))

~s* BB, cosst+0([s°]e) -

~5°f3, 3, sin S7Z+O(s| el )

)

=—s'B, B, cos s + O( s el

s?f3,/3,cos sz +0 (|s|e‘t‘”)

esitligi elde edilir.
4) B,=0, B, =0 durumunu arastiralim. Bu durumda W (1) fonksiyonu
W (1) =-sBB,sinsz + O(|s|e‘t‘”)— s, p,sinsz+0 (|s|71 e‘t‘”)
+s%f3, 8, cos s + O(|s|e“‘”)
=—s°BB,sinsTt+0 (|s|2 ell” )

seklinde ifade edilir.

5.7. Green Fonksiyonunun Kurulmasi

Oncelikle ele aldigimiz problemdeki sinir sartlarini
(ﬂl_ﬂ’lél)u(o)z(ﬂZ_A’BZ)U'(O) (5-7-1)

(8,+ 4B, )u(7)=(B, + 1B, v (x) (5.7.2)
seklinde yazalim. Ozdegerlerden farkli her Aell kompleks sayisi igin (5.5.3)
diferansiyel denkleminin ¢,(x) ve y,(X) ¢ozlimleri lineer bagimsiz olduklarindan
bu denklemin genel ¢oziimiinii
u(x,1)=C,(2)¢,(x)+C, (1) x,(x)

seklinde yazabiliriz. Sabitin degisimi yontemini kullanarak

u"(x)+q(x)u(x)=Au—f (x) (5.7.3)
denkleminin genel ¢6ziimiinii
u(x,1)=C,(x,4)¢,(xX)+C, (% 4) z,(X) (5.7.4)

seklinde arayalim. Sabitin degisimi yontemi geregi

C/ (% 2),()+C; (x.4) 7,(x) =0
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C, (%2)g,(x)+C, (x,2) x,(x) = f (X)

denklem sistemini saglasinlar. Bu sistemden

) L0
/(1 -£2100

elde edilir. Bu ifadelerden buldugumuz

cl(x,4)=—vﬁjm(y)f (y)dy+C,(4)

C,(x,A)= j@(y)f )dy+C, ()

ifadelerini (5.7.4)’de yerlerine koyarsak,

u(x )@(x){ fﬂa(y)f )dy+cl(ﬂ)}

+Z/1(X)|: J‘@(y)f dy+C2 (ﬁ):|

(1) = LT (8 S 8 (1)

(5.7.5)
) (X)+C( )ZA(X)
W1,1 {@(X)T%(Wf (Y)dy =4,z () f (x)}
11 |:Z,1(X)J.¢,1(y)f dy+¢ﬂ(X)Zi(x)f (X)j|
#,(0)+C,(4) 2, (%)
¢A(X) 2 1
I LT )y ! 4,01 (y)dy -

1( )¢/1(X)+C2( )Z;(X)
elde edilir. Bulunan (5.7.5) ve (5.7.6) ifadeleri (5.7.1) smir sartinda yerlerine

yazilirsa
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(5 —ﬂﬁl)m((% [ 2,001 (¥)dy+C,(2)6,©+C, (2) 2, (O)}

(5, —ﬂﬁz)m((% [ 2.1 (y)dy+C, (1) 4 ©)+C,(2) 7, (0)}

olur. (5.4.4) esitlikleri kullanilirsa

(ﬁlzﬁl)[(ﬂjv_(fz)

[ 2.1 (Y)dy+C.(2)(8,-28,)+C.(2) 7, (0)]

(ﬂl - /I:él)
A)

:(/Bz_/lﬁz) W(

Tmy)f (y)dy+C,(4)(8—24,)+C, (ﬂ)z;(O)}

yazilir. Buradan

(B=2B.)(B.~25,)C.(2)+ (B~ 25) 2, OC. (2)

=(8,-28,) (8.~ 28,)C.(2) +(B.~ 2B,) £,(O1C, (2)

[(B.=28) 2, (B, - 28,) 1,0 |C, (1) =0
bulunur. Burada

(B.=4B) 2. ~ (B, 48,) 1, (0) =-W (4) %0
oldugundan
C,(4)=0

elde edilir. Benzer sekilde (5.7.5) ve (5.7.6) ifadeleri (5.7.2) sinir sartinda yazilirsa

(ﬁs +lﬁs){\j{vl((;[; }[@(y) f (Y)dy+C1(i)¢A (7)+C, (}“)ZA (ﬂ)}

(8, +zﬁ4){{,‘;g; J4.0)1 (1) +C,(2)g; )+ (ﬂ)zé(ﬂ)}

olur. (5.4.5) esitlikleri kullanilirsa

B, + AP,
W (4)

(5 +z/?3){ [4.001 (¥)dy+C.(2)4, () +C, (2)(, w/z)}

(5, +iﬁ4){% [0 () +C,(2)6: ) +C. (2) 4 +u@)}

yazilir. Buradan
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(8,+2B,) 8. (1)CL(A)+ (B, + 4B, ) (B + 4B, ) C, (2)

=B+ 2B, )8, (2)C, () +(B, + 2B, ) ( By + 25: ) C, (2)

[(B.+2B,)8,() - (B + 4B,)#,(m) | C.(2) = 0
bulunur. Burada

(B,+24B,) 8. (x) = (B, + 4B, ) 4, (x) =W (2) % 0
oldugundan
C,(4)=0

elde edilir. O halde (5.7.3) denkleminin (5.7.1), (5.7.2) sinir sartlarim saglayan

¢Ozimii i¢in

u(x2) =285 ) (y)ay+

Z&(X)X
$,(y) T (y)dy (5.7.7)
W) DIEO1)

W

formiili bulunur. Burada

2,8, (y) , 0<y<x<~«
syl W) (5.7.8)

ﬂiﬁ&iﬁ 0<x<y<r

w() T

olarak alirsak, (5.7.7) esitligi
u(x,1)= jG(x, y,2)f (y)dy
0

seklinde yazilir. Bu sekilde (5.1.1)-(5.1.3) sinir deger probleminin Green fonksiyonu
(5.7.8) seklinde olur.

5.8. Ozdegerler icin Asimptotik Formlar

Bu boliimde 6zdegerlerin asimptotik agiliminin ilk iki terimini bulacagiz.

Bunun i¢in ilk olarak W (ﬂ,) fonksiyonunun sifir yerlerinin asimptotik davraniglarini

inceleyecegiz. Daha sonra Teorem 5.6.1 de oldugu gibi dort durum igin ayr1 ayri

arastiracagiz.
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Teorem 5.8.1. (5.1.1)-(5.1.3) smir deger probleminin 6zdegerleri igin

asagidaki asimptotik formiiller gecerlidir.

1) B, #0, B, #0 durumu i¢in

S, :(n—2)+0(ij

n

2) B,=0, B,#0 durumu i¢in

3ol

3) B, #0, 3, =0durumu igin

S, =(n—§j+0(ij
2 n
4) B, =0, B, =0durumu igin
1

S, :(n—1)+0(—j

Ispat: n
1) B,#0, B, #0 ise
W(2) =5, fsinsw O ¢
asimptotik ifadesini
W, (1)=-sB,B,sinsz ve W,(1)= o(|5|4 e‘t‘”)
olmak iizere
W (A)=W, (1)+W, (1)

seklinde gosterebiliriz. Kompleks s -diizleminde s=o +it olmak iizere

(o s

bolgesinin sinirm I', ile gosterelim.

(2= SRR et

W, ()~ O(|s|4 e“‘”) , §—> 0
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oldugundan, yeteri kadar biiyiik n sayilari i¢in T, lizerinde ‘Wl(/l)‘ >‘W2 (/1)‘
oldugu goriilir. O halde Rouche Teoremi geregi I', egrisi iginde W (A)
fonksiyonunun sifir yerlerinin sayisit n>2 olmak iizere, 2(n —1)+6 oldugu agiktir
(0,0,0,0,0,0,-1,1,-2,2,..,—(n-2),(n-2),..).

Wl(/’t)=Wl(sz) fonksiyonu cift fonksiyon oldugu i¢in sadece pozitif reel

eksen iizerindeki sifir yerlerini incelemek yeterli olacaktir. Bu sifir yerlerini
5=5=5=0 §=15§5=2 ..,5,=n-2,.. n=234,..

seklinde siralayabiliriz. I' , egrisi ile I', egrisi arasinda kalan bolgede 2 tane sifir

yeri mevcuttur. Rouche Teoremini uygulayarak, n>n, icin pozitif reel eksenin bu

bolgede kalan
3 1
Nn——<sS<nN-——
2 2

araliginda tek bir tane s, sifir yeri bulunur. Buradan

1
—(n=2)<=
s, —(n-2)|< >
elde edilir.
|5n| =S, —(n—2)
seklinde ifade edersek
|6,| < 1 (5.8.1)
2
olur. Boylece
s,=(n-2)+56,

esitligini elde etmis oluruz. s, sayilarmin Wl(/i) fonksiyonunun sifir yerleri

n

oldugunu dikkate alarak W (/1) =0 esitliginde s yerine s, yazarsak,

—[(n—2)+5n]5 B.B,sin[(n-2)z+8,z]=0(n")
asimptotik esitligi bulunur. Buradan

1

sin[ (n-2)z+6,7 | :O(—j

n
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sing,r = o(lj
n

esitligini elde ederiz. Bu esitlikten ve (5.8.1) geregi,

e

sn:(n_z)+o(lj

n

bulunur. Buradan

asimptotik esitligini elde ederiz. Benzer ispat diger durumlar i¢in de yapilabilir.
Lemma 5.8.2. (5.1.1) diferansiyel denkleminin (5.3.5) ve (5.3.6) sartlarini

saglayan ¢, (X) ¢oziimii igin

1) f,#0ise

@, (X)=—s"f3, cossx—sf, sin sx—%,@2 sin sxj.q(y)dy+0(1)

2 X
¢, (x)=5°5,sinsx—s4, cossx—%ﬁ2 cossqu(y)dy+0(|s|)
0

2) B,=0ise
- 1 - ¢ 1
¢, (X)=—sp,sinsx+ 3, cossx+§ﬂ1 cossx.[q(y)dy+0(—)
S
0
@, (X)=—5"f, cossx—s,sin sx—%ﬁlsin squ(y)dy+0(1)
0
asimptotik ifadeleri saglanir.
Ispat:
1) B, #0 ise

(5.1.1)-(5.1.3) smur deger probleminin 6zdegerleri reel say1 oldugundan Ims=t=0

olur. Boylece (5.5.32) asimptotik formiiliinden
¢, (x)=—sB,cossx+0(|s]) (5.8.2)

yazilir. 5.7.2 asimptotik ifadesini Lemma 5.5.1 de yerine yazarsak
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w |~

¢A(x):(,b’2—szﬁz)cossx+%(ﬂ1—szﬁl)sinsx+ j —s?3, cossysin(sx—sy)q(y)dy

+%Esin (sx—sy)a(y)O(|s|)dy

=(ﬂz —szﬁz)cossx+%(ﬂl—szﬁl)sin sx—%jszﬁz cos sysinsxcossyq(y)dy
0

X

j . COS Sy sin sy cos sxq(y)dy+%jsin SX COS syq(y)O(|s|)dy
0

0

—%Jsin sycossxq(y)O(|s|)dy
0
= (5, —sZﬁZ)COSSX+%(ﬁl — %3, )sin sx—s3, sin sxjcossycossyq(y)dy
0
+s3, C0S sxj cossysinsyq(y) +O(%)
0

= 3,0 5X —S° 3, COS SX — S 3, sin sx — S 3, sin sx'[cos sy cossyq(y)dy
0

+s3, C0S sxjcos sysinsyq(y)dy+0O (E)
s
0
buluruz.

Isin sycossyq(y)dy = %jsin 2syq(y)dy = OG)
0 0

¢ 1% 1% 1
'[cosz syq(y)dy:EI(l+cosZsy)q(y)dy:qu(y)dy+o[g)
0 0

0

ifadelerini son buldugumuz ¢, (x) ifadesinde yerine yazarsak
2
@, (X)=—s"f3, cossx—sf sin sx—%ﬁz sin squ(y)dy+o(1)
0

asimptotigini elde ederiz. (5.8.2) ifadesini Sonu¢ 5.5.2 deki ¢,(x) de yerine

yazarsak

$',(X)==s(B,~5B, )sinsx+(B,—s* B )cossx+ [coss(x—y)a(y)¢, (y)dy
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=—s(8, -5, )sinsx+ (B, —s,2ﬁ~1)cos,sx+j—sz,52 cossy cos(sx—sy)q(y)dy
0
+:[ cos(sx—sy)a(y)O(]s|)dy
=—s(B,—5°B, )sinsx+ (5, —szﬁl)cossx—j.sz,é2 COS Sy C0S $X cos syq (Y dy
0
_Iszﬁz cos sy sin sxsin syq(y)dy+icossxcos sy (y)O([s|)dy
. >
+Jx'sin sxsinsyq(y)O(|s|)dy
0
=—s(B,—5°B, )sinsx+ (B, —s° B, ) cossx—s° 5, cossx‘x[cossycossyq(y)dy
0
—s?f,sin sxjx'cos sysinsyq(y)dy +cos stx' CcoS syq(y)O(|S|)dy
0 0

+sin sxjx.sin sya(y)O(|s|)dy
0

SZ

=53, sinsx—s?f3, cos SX—E,@ cos squ (y)dy+0O(]s|)
0
asimptotigini elde ederiz.
2) ,32 =0 durumu i¢in ayn1 yontem takip edilerek

¢, (X)=—-sp,sinsx+ 5, cossx+%,§lcosstq(y)dy+O(%j
0

¢', (X)=—sp, cossx—sp, sinsx—%,ﬁlsin sxiq(y)dy+o(1)

asimptotik ifadelerini elde ederiz.

Teorem 5.8.3. (5.1.1)-(5.1.3) smir deger probleminin o6zdegerleri igin
asagidaki asimptotik formiiller gecerlidir.

1) B, #0,5,#0 ise

(n_o1._C 1Y) 1A 17 B
s, =(n 2)+(n—2)+o(n2j’ C-ﬂ[ﬂ~2+2.(|:q(y)dy ,34]
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2- ,=0,p3,#0 ise
(3D (1) p_i(A .1 B
sn_En 2] (n_3j+0(n2j, D ﬂ[34+2£q(y)dy+lglj

3) B, #0, 5, =0durumu igin

(08B of1) e 1A LT e
~[n-3) (s)o(j ; ﬂ(ﬁle‘*(y)d“ﬁj
2

4) Bz =0, ,34 =0 durumu i¢in

seo0-ogeofe) £=3f3faome

Ispat:
1) B, #0, B, #0 ise
W(2)=24,(7) B, =29, (%) B+ 8. (%) B8, (%) B,
esitliginde
@, (7)=—sf3, cossz —sp, sin Sﬂ—%ﬁz SiﬂSﬂIQ(Y)dy-i-O(l)

SZ

¢, (7)=-sB,sinsz s’ cos s;r—?,éz cos s;zjq(y)dy+0(|s|)
0

ifadeleri yerlerine yazilirsa

W(2) =B cossm s sz S fufsins[a(y)ay <O(f )

4 V4
~s°B, B, sinsw+s" B, B3, cossx +SE,BZ,E4 cos s;;_[q (y)dy+O (‘53‘)
0

—sf3, 3, cos sz —S 3, B, sin s;z—%ﬁzﬁ3sin s;zjq(y)dy+o(1)
0
2 T
—s°f,3,sinsz—s*B,f, coss;r+%ﬁ2ﬂ~4 cos s;:jq(y)dy+0(|s|)
0
4

~s*B, B, cossz—S° 3, B, sinsz +s* 3,3, cossx +%/§’2ﬂ~4 cossz [q(y)dy+O (|s|3)
0

elde edilir. Bu ifadeyi s°3,, ye bolersek
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15, A

1
——2C0SS7 — sms;z+——00337r+—coss”J‘q dy+O —
s B, s S, 2s S

J:ozwu)

sms/z——coss {—1——+ J'q dy}o( j
s

bulunur.

oldugundan

o=sinH(r12)+o(%j}ﬂ}(n_z)io(ljw{{(n2)+o(%jH

n

{%_ééiq(y)dy}m(a
e[ -2 of2)

lsin g, 7| = —|cos57r|[—1——+ Iq dy}o( j

[sin &, 7| =

coss, 7| B, |cosS,z| B, |cosd,a] (1]
dy+0| =
2 & 2 Ban _Z)Iq(y)y ;

RIS L E e

n-2 p, n-2 B, 2(n-2

1V 1 4 1 ﬁs 1 1
|57T|+O( *) n-2p, n-2p, 2( J'qdy+0( ZJ
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_ YA B 17 1
ot ool )

0
seklinde bulunur. |5,|=s, —(n—2) oldugundan

sn:;[w_z)ﬂ%{%_%%jqdy}o(n_gﬂ

0

Sn=(n—2)+L+O(i2J, C:l &_&JFEquy
(n-2) n 7| B, B 2%
elde edilir. Teoremin 2., 3., ve 4. durumlart i¢in de ayn1 yontem takip edilerek ispat

yapilabilir.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

Yiiksek lisans tez calismamizda
Tui=—U"+q(x)u=Au
Sturm-Liouville denkleminden ve

[ Bu(0)-Bu'(0)]= /1[,5’1u (0) —ﬁzu’(o)]
~[Bu() - Bu'()] = A| Bu(z) - Bu'(r) ]

simnir sartlarindan olusan sinir deger problemine ait Hilbert uzayr olusturulmus,
probleme uygun operatoriin simetrikligi gosterilmis, ¢6ziim fonksiyonlarinin
asimptotigi ve bunlardan yararlanarak Kkarakteristik fonksiyonun asimptotigi

bulunmustur. Ayrica Green fonksiyonu elde edilmis ve son bolimde 6zdegerlerin

asimptotik ac¢ilimi incelenmistir. Burada q(x), [0,72'] araliginda siirekli bir

fonksiyondur.

Bu calismada dikkat c¢eken Ozellik ise hem denklemde hem de sinir
sartlarinda A 6zdeger parametresinin bulunmasidir. Ayrica tezde bulunan sonuglar
orijinal olup, giris boliimiinde de belirttigimiz gibi fizigin bircok somut
problemlerinin analitik ve yaklasik ¢6ziimlerinin bulunmasinda da uygulanabilir.

[leriye déniik calismalar olarak bu tip problemlerin ¢alisildig: aralikta bir ya

da daha fazla noktada siireksiz olmas1 durumuna gore yeni ¢aligmalar yapilabilir.
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