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OZET

Bu cahiymada Binom katsayilarn ile merkezi Binom katsayisinin 6zelliklerinden
faydalanilarak Catalan sayilarinin o6zellikleri incelenmistir. Ayrica Catalan
sayllan kullanilarak olusturulan Catalan matrisi ile bu matisin baz1 6zellikleri
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Binom katsayilar, Catalan sayilar, Catalan matrisi
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ABSTRACT

In this study, the Catalan numbers have been analysed by making use of Binom
factors and the features of central Binom factor. Together with the Catalan
matrice made by using Catalan numbers, some features of this matrice has been
analysed, as well.

Key Words : Binomial ceofficients, Catalan number, Catalan matrice
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama
r Gamma fonksiyonu
I, Genellestirilmis Hipergeometrik Polinomlar
P Pochhammer fonksiyonu
(x)n Pochhammer fonksiyonunun diger gosterimi
C n. Catalan sayis1

Merkezi binom katsayisi

x ten kiiciik veya esit olan en biiyiik tam say1

P [x] Genellestirilmis Pascal matrisi

C,[x] n. mertebeden Catalan matrisi
E(m) [k m Catalan sayismin toplami

G(a, x) a, dizisinin iirete¢ fonksiyonu
n!! Cift faktoriyel

viil



1. BOLUM
ONBILGILER

Bu boliimde, ¢alismamizda sik¢a kullanacagimiz Binom ag¢ilimini ve Binom

katsayilarinin bazi 6nemli 6zelliklerini vermek istiyoruz.
1.1. Binom Katsayisi :

n ve r negatif olmayan tamsayilar olsun. 0 <r < n olmak tizere

e

ifadesine binom katsayis1 denir.

n
Eger n < r olursa (

]: 0 olarak tanimlanir. Ayrica 0!=1 olarak tanimlan-
r

digindan

dir.

Diizlemde herhangi ii¢ tanesi ayni dogru iizerinde bulunmayan n tane

n n
noktadan (2] tane dogru gecer. Ayrica bu n tane nokta ile (3] tane ticgen
cizilebilir.

n kenarli bir diizgiin cokgenin kdsegen sayisi:

("]—n: n(n=1) ,_n(n-3)
2 2 2

tanedir.



n
Kosegenlerin ikiser ikiser kesisme noktalarmin sayisi (4] tanedir. Bu

kesisme noktalarmimn farkli olmalar1 gerekmez. (Ornegin 3 tane kdsegen ayni noktada

3
kesigebilir, bu noktadaki ikiser ikiser kesismelerin sayisi (2] =3 tanedir.)

n tane farkli noktadan gecen paralel ¢izgiler diizlemi en az

{H;

parcaya ayirir.

Dogrular paralel olmadiginda parga sayis1 artacagindan, en ¢ok parca sayisi,

1+n+mz n+n+n
2 0 1 2

tanedir. Ug boyutlu bir yas pastay1 n tane diizlemle bdlersek parga sayisi en cok

HLBRERY

tanedir. Genelleme yapilacak olursa, m boyutlu bir yas pasta n tane diizlemle en fazla

o (G0

parcaya ayrilir. [15]

1.2. Uggensel ve Dortyiizliisel Sayilar:

1’den n’e kadar olan n tane dogal sayinin toplamina ii¢gensel say1 denir. Bu
sayilara licgensel denmesinin sebebi, bir iliggen seklinde dizilebilecek esit capli

toplarin sayilarma karsilik gelmeleridir. n-inci tiggensel sayinin formiili soyledir:



~
I

n

2 +1
k:1+2+...(n—1)+n=—n(n2+1)z(n ]
k=1

2 --'l- l‘:.l
o & & & & @ & &8 e
& - e i‘l‘i .'.l.!. .l.l.l.l. 'i.i-i.-'.'
. +1
t, - ninz J

Dortyiizliisel (tetrahedral veya ii¢gen piramidal) sayi, licgen tabanli ve bir
piramidi temsil eden bi¢cimli sayilardir. Yukaridaki sekilde her bir liggensel sayiy1
temsil eden bilyeler, en kiicligii iistte olacak sekilde iist iiste konuldugunda piramidal
sekil elde edilir. Bu sekil dikkate alindiginda n. dortyiizliisel sayi, ilk n liggensel

saymin toplammna esittir. Ik on yedi dortyiizliisel say1 sunlardir:
1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, 165, 220, 286, 364, 455, 560, 680, 816, 969, ...

n. dortytizliisel sayr formiilii 3. artan faktoriyelin 3. faktoriyele bolimii bigiminde

gosterilir ve soyledir;

o n(n+1)(n+2)
! 6

Uggensel ve dortyiizliisel sayilar binom katsayisi olarak yazilabilir. [8-9]

t_n.(n+1)_ n+1
2 2

T nn+)(n+2) (n+2
" 6 3

Buradan t, = t,; + n oldugundan

SPREESHRY



seklinde yazilabilir.

Bir problem iizerinde tiggensel ve dortyiizliisel sayilar1 inceleyelim: Yeni evli
olan bir adam evliliginin ilk giinii esine bir kirmiz1 giil alir. ikinci giin bir kirmiz1 giil
ve 2 lale alir. Ugiincii giin 1 kirmiz1 giil, 2 lale ve 3 karanfil alir. Dérdiincii giin 1
kirmiz1 giil, 2 lale, 3 karanfil ve 4 papatya alir. Bu hediye alma islemi bu sekilde

devam ederse akla iki ilging soru gelir:
e Verilen diizen n giin devam ederse ¢iceklerin sayisi g,. giinde kac tane olur?

e n giinde alinan toplam ¢igeklerin sayis1 S, ise S, kagtir?

1. giin 2. glin 3.gin .... n.gln

1 1+2 1+2+3 142+ ... +n

Ik olarak n. giinde gonderilen hediyelerin sayis1 bir &nceki giin gonderilen
hediyelerin sayisindan n fazla olduguna dikkat edelim. g, = gn,.i+tn olup g;=I

oldugundan n. giindekilerin toplamu,

:l(n(n+l)(2n+l)+n(n+l)]
2 6 2



_ n(n+1)

> [(2n+1)+3]

_n(n+D(n+2)
6

7

olarak bulunur.

1.3. Kombinasyon Ozellikleri:
Teorem 1.1:

n ve r negatif olmayan tamsayilar olsun. 0 <r <k < n olmak iizere asagidaki

ozellikler vardir:

(M

n n(n-1

2) r :;(r—lj (12)
n n (n-1

3) r :n—r( r ] (1.3)
n n—r+l1{ n

4) . = . (r—l] (1.4)

5 n\(k (n)\(n-r 15

) kN\r) \r \k=r (15

6) Z +("2_ ]:(n—l)2 (1.6)
1(nm nm-—1

n L ]( ] (17
n\ m m—1

8) n(': :(r+1)(rzlj+r(’z] (1.8)



Ispat:

(1.1) 6zdesliginin sag taratindan sol tarafini elde edelim,

{n’jr]:(n—r)![nni(n—r)]!

n!
(n—r)!r!

n!
r!(n—r)!

(1.2) 6zdesliginin sag tarafindan sol tarafini elde edelim,

2("—1]22&

r—1 r(n—r)!(r—l)!

n!
(n—r)!r!

(1.3) 6zdesliginin sag tarafindan sol tarafini elde edelim,

n n—1 . n (}’l—l)!
n—-r{ r _n—r(n—r—l)!r!




(1.4) 6zdesliginin sag tarafindan sol tarafini elde edelim,

n—r+1( n ]_n—r+1 n!

r r—1 r (n—r+1)!(r—l)!

(1.5) 6zdesliginin sag tarafindan sol tarafini elde edelim,

(ﬁ](z::]:(njjﬂrWn—$3Q2irﬁ

n! k!
(n—k) k! (k—r)!

i

(1.6) 6zdesliginde soldan saga dogru ispat yapilirsa,

(Z]J{n;l] B (n—nz!)!zz (;(1}1—_3;?'2'
_nte(n=1)}(n-2)
(n-2)12

(11—2)!(112 —n+n’ —3n+2)

B (n-2)12

:(n—l)2



(1.7) 6zdesliginde soldan saga dogru ispat yapilirsa,

e

_ (mn—l)!mn

nm(m—l)!(mn—m)!

(mn—l)!
(m—l)!(mn—m)!

()

(1.8) 6zdesliginin sag tarafindan sol tarafini elde edelim,

I R R e et e

n!(n—r) nlr
= +
(n—r)!r! (n—r)!r!

oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 1.2: (Pascal Ozdesligi)

r ile n pozitif tamsayilar ve r <n olmak lizere

AT



Ispat:

Esitligin sag tarafindan yola ¢ikarak sol tarafini elde etmeye ¢aligalim,

(}Z:i}_(n;l]:(r—(ln)ii)ir)!-’_r!((nn—_rl)—!l)!
r(n-1)t | (n=r)(n-1)!
r(r=D)(n—=r)t ri(n-r)(n-r-1)!

Il
TN
N S
~_

oldugundan ispat tamamlanir. [3]

Teorem 1.3.
n
Her n > 0 tamsayis1 i¢in ( ] binom katsayisi tamsayidir.
r
Ispat:
Timevarimdan n=0 i¢in =1 tamsay1 sonucu dogrudur. Simdi negatif
r

k-1 k-1
olmayan tiim k tamsayilar1 i¢cin dogru oldugunu varsayalim. ( 1] ve ( ]
r— r

sayilar1 da tlimevarim hipotezinden tamsayidir. O halde bu tamsayilarin toplami da



n
tamsayidir. Buna gore Pascal 6zdesliginden ( ] tamsayidir. Boylece her binom
r

katsayisinin tamsay1 oldugu gosterilmis olur.

Sonug 1.1:
Ardigik r tane tamsayinin ¢arpimi r! ile tam boliintir.
Ispat:

r tane ardisik pozitif tamsayinin ¢arpimini incelemek yeterlidir. Bu sayilarin

en kii¢iigli n olsun.

n(n+1)..(n+r-1) _(n+r-1 :(n+r—1]

r! rli(n—1)! r

n+r-1 n(n+)...(n+r-1)

Teorem 1.3 e gore ( ] ifadesi tamsay:1 dolayisiyla

r r!

tamsay1 oldugundan n.(n+1)....(n+r-1) carpimi r! ile tam bo liniir.

1.4. Hermite’in Bolme Prensibi:

m, n > 0 olmak lizere

m m
(m,n) n

m+n—1 m
(m+1,n) n

Burada m ile n pozitif tamsayilar olmak iizere (m,n) , m ile n sayilarinin en biiyiik

ortak bolenini gosterir.

10



Ispat:
d = (m, n) olsun. Oklid algoritmasindan, dyle A,B tamsayilar1 vardi ki;

d=Am+ Bn

Her iki taraf (m] ile carpilirsa
n

m-—1

m
olur. Teorem 1.3 e gore ( ] ile ( ] binom katsayilar1 tamsay1 oldugundan
n

ey

ifadesi de tamsayidir. Buradan

seklinde tamsay1 olarak bulunur. O halde

m m m
( ] olur. Boylece ‘ ( ]
n (m,n) n

d=(m+1,n) olsun. Daha 6nce oldugu gibi P ve Q sayilari i¢in

mn
d

elde edilir.

d=P(m+1)+Qn

=(m-n+1)P+n(P+Q)

11



m! (m m
L))o

m—n+1 m
d n
olur. Boylece montl | fm olur. [15]
(m+1,n) n
Sonug 1.2:

2n
1) ( ] binom katsayisi ¢ift tamsayidir. (n>1)
n

(7]

2)m=2n, (2ntl,n)=1 ise nt+l

1 (2n) . -

3) — ifadesi bir tamsayidir.
ntl\ »

Bu sonuglarin ispat1 sonraki boliimde yapilacaktir.

1.5. Ozel Fonksiyonlar:

Negatif olmayan bir n tamsayisi i¢in

seklinde tanimlanan fonksiyona Pochhammer fonksiyonu denir. Pochhammer

fonkiyonu artan faktoriyel olarak da tanimlanir. Bu fonksiyon ayrica

12



(x),= P, =;(x+1)...;(x+n_1):%

n tane

seklinde de ifade edilir. Burada I'(n)=(n-1)! olan Euler gama fonksiyonudur.[1-3]

a, B, vy € C olmak tizere,

B g ym 130 DB alas Das PP,

y.1 y(y+1).1.2 y(y+1)(y+1).1.2.3

genel sekliyle tanimlanan seriye hipergeometrik seri denir. Hipergeometrik seriler , a
veya f negatif tamsayiya veya sifira esit oldugunda sinirh olur. y=-n (n=0,1,2,...)
icin o = -m veya f = -m (n < m ve m dogal say1)’e esit olmadig: siirece hipergeo-

metrik seri smirsizdir. [16]

JF(a,,....a,; b,...b, ;x) seklinde tanimlanan fonksiyona genellestirilmis

hipergeometrik fonksiyon denir. Bu fonksiyonda p =2 ve q = 1 yazilirsa,;

F(ab'C'Z): ]+a.bz+a(a+]).b(b+])22+
T 1l¢ 2lc(c+1)

elde edilir.[10-12]
Ornek 1.1.

L1 I(I+1).1(1+1)

F(lLl 1 z)= 1+ zZ+
Al / 1'1 201(1+1)

=l+z+z+2 +....

~

13



Ornek 1.2.

F(L2; 1 z)= ]+£z+1(1+])'2(2+1)22+
s 11 201(1+1)

1.2 1223 , 123234 ;
+ z+ z + z+
111 2!11.2 3/1.2.3

=]+2z4+32°+42° +...

(1-z)

Ornek 1.3.

F (L2 2, z)= 1+ 1'22+1(1+1)'2(2+1)22+
s 112 212(2+1)

1.2 1223 , 123234 ;
+ zZ+ z + z +
112 2123 31234

=]+z+z°+2 4.

1

11—z

1.6. indirgeme Bagmtis1 ve Urete¢ Fonksiyonu:
a9, 41, Ay, ....a,, .... bir sonsuz dizi, keN sabit ve f:NxZ* - R bir fonksiyon
olsun. Bagslangi¢ degerleriag_ a;, .... ax; ve her n >k icin

a,= f(n, an_,’an_z’....’an_k) (1.9)

seklinde tanimlanan fonksiyona k. dereceden indirgeme bagntist denir. Dizinin

biitiin elemanlar1 denklem (1.9) ve a,,q,,...., a,_, degerleri ile belirlenir.

Ornek 1.4.

ap=c ve a,= f(n, a,.;) birinci dereceden indirgeme bagntisidir.

14



a,=c,, a,=c,vea,=f(n a,, a,,) ikinci  dereceden  indirgeme

bagntisidir.

a,=c, a,=c,vea,=4n’a, ,+na, , ikinci dereceden homojen lineer

indirgeme bagntisidir.
Tamm 1.1.

Bir a, dizisi verilsin.
o0
. _ n
G(a,;x)= Zanx
n=0

ifadesine a, dizisinin lirete¢ fonksiyonu denir.

Ornek 1.5.

(a,)= (n2 ) dizisinin iirete¢ fonksiyonu

G(nz,'x):znzx":x+22x2+32x3+....=x(1+22x+32x2+....)
" k A(x)
A(x):x+2x2+3x3+....:x(1+2x+3x2+....)
) B"(,x)
2, .3 X , 1
B(x)=x+x"+x"+...=——=B(x) = >
I—-x (I—x)
A(x)=x— = 4= 2
(1-x) (1-x)
G(ng;x):x(x—+13)
(1-x)
seklindedir.

15



2. BOLUM

CATALAN SAYILARI VE OZELLIKLERI

1 (2n . .
C, :Tl( ] seklinde tanimlanan tamsayilara Catalan Sayilar1 denir.
n n

Catalan sayilar1 kombinatorik matematikte bir¢ok problemin ¢dziimiinde
kullanilabilen 6zel bir sayr dizisidir. Dizinin terimleri 1, 2, 5, 14, 42,....

seklindedir.[2]

2.1. Merkezi Binom Katsayisi:

2n
Pascal iiggeninin merkez siitununda bulunan 1,2,6,20,... sayilar1 ( ]
n

seklinde ifade edilir. Bu sayilar asagidaki sekilde de goriildiigli gibi Pascal iicgeninin

¢ift numarali satirlarinda bulunur.

2n

Sonug¢ 1.2 de n > 1 igin ( ]ifadesinin cift tamsay1 oldugu belirtildi. Simdi

n

bu sonucun farkl: ispatlarmi inceleyelim:

2n) 2n!
n) (2n—n)!.n!

(2n-2)12n(2n-1)
(n—l)!n.n!

16



_(2n—2)!

=2(2n-1) n!(n_l)!(2n—(2n—l))}

| (n—l)!(n—l)! n!(n—l)!

=2(2n-1)[2 (2n-2)! _ (2n-1)!

| (2n-2—(n-1))Y(n-1)! (2n-1=(n=1))(n-1)!

L)

:2(2}1_1)_2 (2n-2)1  (2n-1)! }

=2(2n-1

—

2n
Her binom katsayis1 bir tamsay1 oldugu i¢in ( ]ifadesi bir ¢ift tamsayidir.[5] Bu
n

ispatin dordiincii satirindaki hafif bir degisiklik ikinci ispati verir;

[ (2n-2)!

=2(2n-1) n!(n_l)!(n—(n—l))}

oy e

yine c¢ift tamsay1 oldugu elde edilir.[13] Bir diger ispat ise Pascal 6zdesliginden

:2(2n—1

—~—

kolaylikla yapilabilir;[6]
2n)  (2n-1 2n—1
n) \n-1 n

2n—1 2n—1
:( ]—( ] ((n-1)+n=2n-1 oldugundan)

n n

e

17



Asagidaki kombinasyon 6zdeslikleri de ayni sonucu verir:

(nr)!

Daha genel olarak — ifadesi bir tamsayidir. Bu ifadenin dogrulugunu

r!

asagidaki ornekte gosterecegiz.

Ornek 2.1.

- nr)l . 5 o
n>0 i¢in (—)n ifadesinin bir tamsay1 oldugunu gosteriniz.

nl(r!

Coziim:

(r)!

=1 ve n=1 igin ~%~=1 olu
01(r1)’ MY P

Tiimevarim yontemine gore n=0 i¢in

her ikisi de tamsay1 oldugu i¢in sonu¢ dogrudur. Simdi bir k>0 i¢in dogru oldugunu

(k.r)!

.r!k

varsayalim, yani tamsayidir. (k+1) i¢in ifadenin dogru oldugunu gosterelim.

[(k+1).r]!
(ki)™ [+ ]t (Y
(R) (k) () ()

k\(rt)

_ (kr+r)(kr+r—1)....(kr+l)
(k+1)r!
(kr+r—1)....(kr+1)

(r—l)!

_ kr+r—1
r—1

18



n
Teorem 1.3 e gore her n > 0 tamsayist i¢in ( ] binom katsayis1 tamsay1 oldugundan
r

k+1)r|!
esitligin sag tarafi tamsayidir. Dolayisiyla M ifadesi bir tamsayidir. [7]

(k+1)1(r1)"

Ornek 2.2.

n>0 igin (n+1)

2n g o
( ] oldugunu gosteriniz.
n

Ispat:

1 (2n :
Teorem 1.3 e gore sol taraf tamsayidir, bu yiizden C, :—( ] sayis1 bir
n

n+l
. . . 2n
tamsayidir. Diger bir deyisle (n+1) ( ] olur.[14]
n

Alternatif Ispatlar:

(211]:(211)!
_(2n+1)(2n+2)(2n)!(n+1)(n+1)
(2n+1)(2n+2)n!n!(n+1)(n+l)

19



_ (2n+2)Y(n+1)
(2n+1)2(n+1)(n+1)!

~ (n+1) (2n+2j

2(2n+1)\ n+1

(nt1) ile (2n+1) aralarinda asal oldugundan (n+1)

(2n]
olur.
n

1 (2n
Diger bir ispattaise C, = ( ] olsun.
n+1

2 2
C, :(2n+1)Cn—2nCn=2n+1 m)_2n[en
n+1 n+1

_(2n+1)t  2n(2n)!
(n+1)'n' (n+1)n!n!

_ (2n+1)! 2(2n)!

(n )'n' (n+1)!(n—1)!
2n+1 2n
= -2
n+l1 n+1
Esitligin sag tarafi tamsay1 oldugundan sol tarafi da tamsayr olacaktr. O halde

(2n]
olur.[4]
n

1 (2n
C,=— tamsay1 olup (n+1)
ntl\ »

Wahlins’in Ispati:

1 (2;1]:( (2n)!  2n(2n-1)...(n+1)

n+l n+1)!n!_ (n+1)!

2n(2n—1)....(n +1)

Sonu¢ 1.1den N = :
n!

bir tamsayidir. Ayn1 nedenle

(2n+1)2n(2n-1)...(n+1)
(n+1ﬂ

(2n+1)

(n+1)

r_

de bir tamsayidir. Yani N' = N olur.
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(2n+1,n+1)=1 oldugunu biliyoruz. Buradan

:2n(2n—1)....(n+1) oldugundan N :2n(2n—1)....(n+1): 1 (2n
n! n+l1 (n+1)! n+1{ n

.1 (2n
olur ki — tamsay1 olur.[15]
ntl\ »

2.2. Merkezi Binom Katsayisinin En Biiyiik Uslii Asal Carpam:

x reel sayis1 bir taban olmak iizere x ten kiigiik veya esit olan en biiylik

tamsay1 |x | seklinde gosterilir. Ornegin L—3,21J =—4, L—ZJ =-2, L3,21J =3 olur.
p asal say1 olmak iizere p <m olsun. Buna gore
m!=1.2.3...p...(2p)...(p.p)...m

seklinde ifade edilirse m! ¢carpimindaki p asal ¢arpanini bulunduran sayilarin sayisi

{EJ tanedir. Benzer sekilde p® ¢arpanini bulunduran sayilarin sayisi {%J tanedir,
p p

p’ carpanmin bulunduran sayilarmn sayisi {%J tanedir. Bu sekilde devam edilirse m!

carpimindaki p asal ¢arpanlarmin toplam sayist:

35

tanedir. Ornegin 12! carpimindaki 3 carpanlarinin sayist ;

[2J+[%J:4+1:5
3 3

tanedir. 2 carpanlarinin sayisi;

[2J+[%J+[%J:6+3+1:10
2 2 2
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tanedir.

il

e=zH @

p

olsun. k, p nin en biiyiik {issii, yani p* <m, p*"' >m olsun. Bu durumda { I:L J =0
p

olur. Sonug olarak (2.1) deki denklem sonludur. Bu durumda
Elm
e=y {—i J (2.2)
i=1 | P

1

olur. Burada 1<=Llogp mJ olur. Ornegin p=2, m=12 igin kZLlog2 12J :L3,...J =3

olur.

Simdi e en biiyiik {is olmak tizere p°
n

n
( ] durumunu inceleyelim. Burada

2 2n)! | 2
( n]:( 'n)' olup, (2n)! ifadesini bdlen p sayismin en biiyiik kuvveti Z{—?J ve
n nln! =1 P

k
(n)! ifadesini bolen p sayisinin en biiyiik kuvveti Z‘{%J olur. Burada k= Llogp 2nJ

i=l1
2n)!
olur. Sonug olarak —( ' )' ifadesini tam bolen p sayisinin en biiyiik kuvveti
n'n!

seklinde bulunur.[1]
Ornek 2.3.

n=9 ve p=5 i¢in,
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2n) (18) 18!
=| 7 |=—==48620
n) 9] 9191

ve k:Llog5 ISJ =1 bulunur. 5’in en biiyiik iisslii ¢ olmak tizere 5°

18
( ] olmalidir.
9

Gergekten

S g2

1
i=l1
olmak tizere 5[48620 oldugu goriliir. 5° nin 48620 sayisin1 bolmedigine dikkat

edelim. Benzer sekilde n=14 ve p=5 alinirsa

2n 28
= =40116600
n 14

ve k:Llog5 28J =2 bulunur. 5’in en biiyiik iissii ¢ olmak tizere 5°

28
olmalidir.
14

Gergekten

zZ| 28 2114
IR
=(5+1)-2(2+0)
=2

olmak iizere 5°|40116600 oldugu goriiliir. 5° iin 40116600 sayismi bolmedigine
dikkat edelim.

Lemma 2.1.

x>0 reel say1 olmak iizere

L3XJ:LXJ+{X+%J+{X+§J

esitligi saglanir.
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Ispat:

Esitligin sag tarafindan baslayip sol tarafini elde etmeye calisalim. 0 < x <1 ve n po-

zitif tamsay1 olmak iizere;
1. Durum: Eger 0 < x < 1/3 ise 0 < 3x < 1 oldugundan esitlik
0+0+0=0
2. Durum: Eger 1/3 < x <2/3 1se 1 < 3x < 2 oldugundan esitlik
0+0+1=1
3. Durum: Eger 2/3 < x <1 ise 2 < 3x < 3 oldugundan esitlik
0+1+1=2
O halde sonug her x>0 reel sayisi i¢in gecerlidir.
Lemma 2.2.

p bir asal say1 ve m pozitif tamsay1 olmak tizere p™ > 3 olsun. Bu durumda

bl b

esitsizligi vardir.

Ispat:

Lemma 2.1 de x= pl”‘ alinirsa kolayca goriiliir.

Teorem 2.1.
n >3 olmak tzere

(3n)!
" nl(n+1)!(n+2)!
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ifadesi bir tamsayidir.
Ispat:

p keyfi bir asal say1 ve p°

R olacak sekilde e en biiyiik iis olsun.

S EIEENE)

e >0 oldugunu gostermek yeterlidir.

Lemma 2.2 ye gore eger p #2 ise e > 0.

p = 2 oldugunu varsayalim. Bu durumda (n+2, 3n] araliginda 2* seklinde bir say1

vardir. Lemma 2.2 ye gore

> f(n)
Burada
gL

Dikkat edilirse f(0) = 0-2.0-0 =0 ve f(1)=1-2.0-0-1=0 oldugundan

f(0) = 0 =1(1) olur. Ayrica,
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3(n+2)
2

N
(3))-{E]
5 H

=f(n)

2)
+1

Boylece tiimevarimdan her n > 0 i¢in f(n) = 0 olur. Sonug olarak her zaman e pozitif

olur. Dolayistyla R, bir tamsayidir.[15]

, !
Ornegin R, = 15! ':3003 tamsayidir.

51617
2.3. Conway’in Genellemesi :
Conway, Ornek 2.2 yi asagidaki sekilde genellemistir:

m!n! ‘ (m,n)(m+n—1)!

Burada (m,n) m ile n’nin OBEB’idir. Ispatta asagidaki bilgiler kullanilir:
e Iki pozitif tamsayinin OBEB’i pozitif tamsay1dir.

e Her binom katsayis1 tamsayidir.

m(m+n-1)! (m+n—1]

[ ] _— — m =
m!n! m-—1

e (ab, ac)=a(b, c¢)

Buradan,

e o (W
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(m+n—1)!

Sol tarafin tamsay1 olmasi igin (m,n) ifadesi tamsay1 olmahdir. Bunun

m!n!

sonucunda ise m!n!‘(m,n)(m+n—1)! olmalidur.

Ornegin m=6 ve n=9 i¢in (m,n)=(6,9)=3 olur. Buradan

(m,n)(m+n-1)! _3.14! 1001
m!n! 6!9!

tamsay1 olarak bulunur.[15]
Ornek 2.4.

m ve n pozitif tamsay1 olmak iizere

Hzf;nj(znnﬂ _ (2m)!(2m)!(2n)!(2n)!m!n!
(m;n] m!m!m!m!n!n!n!n!(m-+n)!

(2m)!(2n)!

m!n!(m+n)!

Esitligin sol tarafi tamsay1 oldugundan ifadesi de tamsay1 olmalidir.

2.4. Merkezi Binom Katsayisi icin indirgeme fliskisi:

Simdi merkezi binom katsayis1 i¢in indirgeme bagintisi elde edelim. Bunun

. 2n
icin A, = ( ] olsun.
n

(2n+2j

An+] =

n+l1
(2n+2)!

(n+1)!(n+1)!
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_2(2n+1) (Zn)!
n+l n'n!

:2(2n+1)A
n+l

n

oldugundan indirgeme bagtis1 vardir. Buna gore indirgeme bagintisi,
(n+1)A,,, =2(2n+1).A,
seklindedir. Burada Ap= 1 alinir.[4]

2.5. Merkezi Binom Katsayisi icin Uretec Fonksiyonu:

Simdi merkezi binom katsayisi i¢in iirete¢ fonksiyonu olusturalim. A,

1fadesinde n>0 olmak tizere

A(x)= iAnx"
n=0
=A, + iAon“”

n=0

x degiskenine gore her iki tarafin tiirevi alinirsa
A'(x)=) (n+1)A,,x" 2.1)
n=0
xA'(x) = Z(n +1)A,,x""
n=0
:z nA x"
n=0
(2.1) de indirgeme iliskisi kullanilirsa
A'(x)=) (n+1)A,, X"
n=0

:iz(zn +1)A, x"
n=0
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=2 {ZinAnX" + iAnx" }
=2[2xA'(x) + A(x)]
=4xA'(x) + 2A(X)

(1-4x) A'(x)=2A(x)

Ax)_ 2
A(x) 14x

Her iki tarafin integrali alinirsa

InA(x)=1n ! +InC
1-4x
C
Ax) =
(x) 1-4x
A(0) = Ap= 1 oldugundan C = 1 bulunur.
1
AX) =
1-4x
1 > (2n)
= z X
1-4x n=o\ 1N

elde edilir.[15]
Teorem 2.2. (Binom Teoremi):

x ile y keyfi reel sayilar ve n keyfi negatif olmayan bir tamsay1 olsun.

(s =3[y

r=0 r

Ispat:

. . . . . . _ s 0_ 0 0 O-r.r _ _0_0 _
Verilen ifadeyi P(n) ile gosterelim. n=0 i¢in; (x+y) =1 ve z X y=xy =1
r=0 r
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oldugundan esitlik dogrudur.

Varsayalim ki keyfi bir k > 0 tamsayisi i¢cin P(k) dogru olsun. Bu durumda

oy =3[y

r=0 r
dogrudur. k+1 i¢in,

(x+y)k+] :(x+y)k (x+y)

ek k
Xk—r r+l + k+1
{ r=0 ( J g (kJ g }

k +1 k+1 ‘ k k+l-r_ r £ k k+l-r_ r k +1 k+1
= x4 X + X +
0 ; r] Y r—1 Y k+1 Y

r=1

k+1 K+l el k k k+l-r_.r k+1 k+1
= x + +
0 ; (r] (r—lﬂx Y k+1 Y

k+1 k+1 L k+1 k+l-r_ r k+1 k+1
= x4 X +
0 z ] k1)

T
Sk+1
ZZ( ]Xkﬂ—ryr
r=0

r

I
7N\
(=
N——
>
N
x
+
1M~
7~ N\
-
N——
>
N
.
0
I——‘J
+

Boylece tiimevarimdan her n > 0 i¢in esitligin dogrulugu ispatlanir.[14]

Sonug 2.1.

57

Diger bir ifadeyle binom katsayilarinin toplami 2" olur.
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Ispat:

Binom teoreminde x=y=1 alinarak sonug elde edilir.
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3. BOLUM

CATALAN MATRISLERI

Genellestirilmis Pascal matrisi P, [x] = [ p [xn (i,j=12,..,n) seklinde

i,j

gosterilir. Burada

i—1
x|, 14920

bi; [x] = (] _1]
0 , 19<0

3.1)
biciminde elemanlara sahiptir. Genellestirilmis Pascal matrisinde x =1 alinirsa
Pascal matrisi P, :[pl.,j} (i,j=12,..,n) ile gosterilir.

Ozel fonksiyonlar teorisindeki biitiinliigii bozmadan ana tanimlar1

yineleyelim. Genellestirilmis hipergeometrik fonksiyon, ,Fq sonsuz toplami olarak

tanmimlanir
» (a,)]....(ap Y
Fla,..,a ;b,.b ;A= L.
P q(al ay5 0 q ) ;(b] 1""(bq)1 i
burada
Pn=P(a, n) = (a)n :a(a+1)....(a+n—1) :%
< . a

n tane

seklinde tanimlanan Pochhammer fonksiyonu (ayni zamanda artan faktoriyel

gosterimi olarak da bilinir) ve I'(n) =(n-1)! olan Euler gama fonksiyonudur.[10-12]

Catalan sayilari {C,}” = seklinde almarak incelenmistir. Burada terimler

0
srrasiyla 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, ...  olur. Dizinin ilk terimi Co=1 ve n-inci terim

Binom katsayilar1 cinsinden agikca ifade edilirse,

C —Lf"]:ﬂ n>0 (3.4)

"t n (n+1)!n! ’
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Ayrica Catalan sayismin asagidaki gosterimine dikkat ediniz,

F(1+n)
4" 2

O T

n keyfi. (3.5

Asagida verilen formiil, bilinen Catalan sayilarini kapsayan formiildiir
C,..=>,GC, ., n>0. (3.6)
k=0

Ayrica ardigik iki Catalan sayilar1 arasindaki indirgeme bagintisi

B 2(2n+l)C

n+l n

n+2
seklindedir.

Bundan sonraki kisimda alt tiggen matrisin sifirdan farkli elemanlar1 olarak
Catalan sayilar1 kullanmaktir. Catalan matrisini gostermek i¢in bu matrisi

kullanacagiz.

Tanmm 3.1.

n. mertebeden genellestirilmis Catalan matrisi C, [x]= [cl.,j [xn ile gosterilir,

diger bir ifadeyle 1,j=1, 2, ... ,n olmak iizere,

XC ., i§20
ci,j[x]:{ 0 ' i-j<0

seklindedir, burada Cy sayis1 k. Catalan sayis1 ve xeR dir.

Ornek 3.1.

7x7 tipindeki genellestirilmis Catalan matrisi
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1 0 0 0 0 00
x 1 0 0 0 00

2x° x 0 0 00

C,[x]=| 5> 2 x 1 0 0 0
14x* 5 2> x 1 0 0

2x 14x* 5 2¥* x 1 0

[132x° 42x° 14x* 5¢° 2x° x 1]

seklinde gosterilir. Basitlik i¢in, x = 1 olmas1 durumunda n. dereceden Catalan matri-

si C,=[C;;] seklinde gosterilir. Ornegin 7x7 tipindeki Catalan matrisi x =1olmasi

durumunda
1 0 0 0 0 0 O]
1 1 0 0 00 0
2 1 1 00 00
C,[x]I=| 5 2 1 1000
4 5 2 1 1 00
42 14 5 2 1 1 0
1132 42 14 5 2 1 1]
seklindedir.

Teorem 3.1.

nxn tipindeki genellestirilmis Catalan matrisi birim alt {iggen matris oldugu

icin determinant1 1 dir, dolayisiyla tersi vardir. C, [x]:[cl.,j [xn matrisinin ters

matrisi (C, [x])_] =[ ¢/, [x]] olup burada

1, i=j
o [x]=1-x"C_,, i>j+1 (3.7
0, diger durumlarda

seklindedir.
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ispat :

q,,[x]=2._c.[x)ci, [x]oldugunu dikkate alalm. i< igin g, [x]=0
oldugunu gérmek zor degildir. Ayrica ¢, [x]=1, =1, 2,.,n olur. i>; durumunda
(3.6) da baz1 cebirsel doniisiimler ve bagmtilar kullanilirsa asagidaki esitlik elde
edilir:

n

q.,[x]= Zci,k [x]i, [%]

k=1

i

:Zcz-,k ]t [x]

Bu nedenle C,[x].(C, [x])_] =1, oldugu goriiliir, burada I, , nxn tipinde birim
matristir. Benzer sekilde (Cn [x])_] .C,[x]=1, oldugu da gosterilebilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Ornek 3.2.

7x7 tipindeki genellestirilmis Catalan matrisinin tersi
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! 0 0 0 0 0 O]
—X 0 0 0 0 0
—x’ —X 0 0 0 0
(C,[x])'=| 2 ¥ —x 1 0 0 0
Sxt 2 x> —x 1 0 0
—14x =5x* 2x° x> —x 1 0
| —42x° -14x° —5x" 2 —x* -x 1]

seklindedir.
Teorem 3.2.

[Ik m Catalan sayismin toplami

m—1 1_
Z(m)=Y.C, = ;ﬁ - C, .,F, (1, m+—; m+2; 4]
k=0

seklindedir, burada i =~/~1 sanal birimdir.
Ispat:

(3.5) denklemiyle verilen Catalan sayis1 gosterimini kullanalim. Bu denklem

dikkate alinarak

o Tart) s o o)
SJr T(2+k) 2z D(2+m) °

F](l,m+%; m+2; 4)

oldugunu ispatlamaliyiz. Ispat1 matematiksel tiimevarim yontemiyle yapalim.

m=1 i¢in dogrulugunu inceleyelim,

r(ijzg, r(3)=2ve ,F (1,%; 3; 4]:—%i(—i+\/§)

2

degerleri denklemde yerlerine yazilirsa denklemi sagladigi goriiliir. m i¢in dogru
olsun, m+1 i¢in dogrulugunu inceleyelim. Tiimevarim adimini ispatlamak i¢in

genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonun asagidaki 6zelligini kullanacagiz;
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JF (1,a; b; A):ﬂ,%- S (La+1; btl; 2)+1

Ayrica tiimevarim hipotezi kullanilirsa,

1 1 1
5 4 _r(2+kj:1—i\/§_ 4" .F(2+mj.4_2+m
Sr T(2+k) 2z T(24+m)  2+m

- F (l,%+ m; 3+m; 4]

bulunur. Simdi I'(z+1) = zI'(z) esitligi yerine yazilirsa,

1 3
r( Lok r(2
n 4 (2+ j_l—i\/g_4'"” (2+mj -

Z:;J;' r(2+k) 2 Jr T(3+m) *!

(1,§+m; 3+m; 4]
2

olup ispat tamamlanir.[16]
Sonug 3.1.

m > 0 keyfi olmak {izere Catalan sayilar1 i¢in asagidaki indirgeme bagintisi

gecerlidir

1-i\3
C,= A
2F](l,m+2; m+2; 4]

—E(m)

3.1. Kombinasyon Ozdesliklerine Bagh Ters Matrisler:

G, [x]:[gl.,j [xn , H, [x]:[hl.,j [xn , (=1, 2, ,....,n) matrisleri tanimlan-

sin. Asagidaki iki teorem genellestirilmis Catalan matrisi ve genellestirilmis Pascal

matrisi arasindaki iliskiyi verir. Cesitli kombinasyon 6zdesliklerinin sonuglar1 olarak

tiiretilmistir. Basitlik i¢in bundan sonra G, [1] ifadesini G, ve g, [l1] ifadesini de
g, ;seklinde gosterelim. Ayni sekilde H,[1] ifadesinin yerine H, ve & [1] ifa-

desinin yerine de /4, ; ifadelerini kullanalim.
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Teorem 3.3.

G, [x] = [gl.,j [xn (i,j=1, ... ,n) matrisinin elemanlar1

1 ;
| 1 i1 T . | .
g [x]=1x ][5(j_1]_ci—j—l' ZFI(]’]_Z’ PARL Zn ;
0 ;

olmak uzere
B [x]=C,[x]-G, []
dir.

Ispat :
G,[x]= (Cn [x])_] - P [ x] esitligini ispatlamak i¢in yeterlidir.

n

D i lx]p,[x] toplammmi s, [x] ile gdsterelim. i < igin

s, [x]=0=g, ;[ x] oldugu agiktir. O halde i >/ durumu dogrulayalim.

n

s, [x]= 2l [x]-pe, []

k=1

i

ZZ% [x].ps, [ ]

k=j

i—1

=2 clilxlpuy[x]+ el [x]py ]

k=j

(3.7)1le (3.1) ifadelerinden;

38

(3.8)

(3.9)



—1

Elde edilir. i = j durumunda s, , [x] :(l' 1] =1=g,,[x] olur. Simdi i > j i¢in asag:-
J a—

daki 6zdesligi ispat etmemiz gerekir.

S k=11 _1(i-1 |
2.Cii =S| oy [F G B = St g (3.10)

k=j ]_1 J_l

basitlestirmek amaciyla esitligin sol tarafina R diyelim. Hipergeometrik fonksiyon

dontistimleri uygulanirsa asagidaki gibi olur

r=M"ie Rl 3
20 /-1 imj1 2 o T 5 Js 4

1

e gpsanl]

|
k>0(3_l+J] k-
2 k

Pochhammer fonksiyonundaki temel doniistimler dikkate alinirsa

(j+k=1)!
(J=1)!

(1) =

(i_i”l (1) (2i—2j—3)(2i—2j;f)....(2i—2j—2k—1)

(-1)" (2i-2j-3)! (i-j—k=2)!
45 (2i-2j-2k-3) (i-j-2)!

sk <izj-2

(DT (2i-2)-3)! o
=2 o (i—j—Z)/ s k=i-j-1

(-1y7" (2i-2j-3)!
47 (i-j-2)!

- k=i

Toplam, en biiyiik degerini i-j ye esit oldugunda alir.
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__(26=j-n)
Cior = (i j)(i-j-1)!

i—1 2 (25— 7 =2k =3V 4 — i-2 i—1
el ol (202 .2k.3)!(]+k 1)! 1 1 1
2 j-1 k=0 (l_J_k)! (] 1) (l_J k- 2)'k' 2 Jj-1 4 J-1
2 (2k +1)1(i =3~ k)! 1 . =2
P k+2) (j—l)!k!(l—]—k—2)! j-1

olur. Simdi asagidaki esitligi yazabiliriz

yerine yazilirsa

i

2 S S A i-2
. i (2k+2)! | (i .3 .k). .
= (k2 (k+1) (i -1)(i—j—k=2)! j-1
i=j=2 i-3-k i-2
= Ces +G
=0 j—1 j—1
i k-1
=2.Ciin )
J j—1

olur. Buna gore (3.10) un sol tarafi da bulunmus olur. Bu teorem dogrultusunda

.
Il

asagidaki sonucu elde ederiz.[17]

Sonug 3.2.

Keyfi bir pozitif n tamsayisi i¢in Catalan sayilarinda asagidaki indirgeme

bagintis1 vardir:

n—1
C,=1-E(n)+ Y C,E(n—k) (3.12)
k=0
ayrica
n+l 5 1
l_zcn (= k)( Cian (l,l—k; E_k;z jj (3-13)
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Ispat:

Keyfi n boyutlu bir C, matrisi secelim. (3.8) ve (3.9) dan

) () Lo ()

elde edilir. (i, j)=(n, 1) oldugunda

buradan

ve sonugta (3.12) bulunmus olur.

(3.13) i kanitlamak i¢in Teorem 3.3 teki 6zdeslikleri kullanirsak, asagidaki

esitlik bulunur

Burada i=n, j =7alinwsa (3.13) bulunur. C ,=-1/2,,F,(a,0;b;A)=1 ve n nin

keyfiligi dikkate almarak ispat tamamlanir.

41



Teorem 3.4.

H,[x]=]h[x]] (ij=1....n) seklinde tanimlanan matriste

. I+, K —l,j—i;j;—4
o) o[ 2 iz 3.14
i,j[x]_ j—l 2 ? = ( . )
0 ; aksi durumda
olmak tiizere
ﬂ[x]an [x]-Cn [x] (3.15)

esitligi vardir.
ispat :
(3.14) 6zdesligini asagidaki sekilde gosterebiliriz:

1
IZC i—1 _ i—1 1- ZE(_za]_lajs 4] (3 16)
k-1 2 '

k=j+1 ]_1

esitliginden ispata devam edelim. (3.11) de yapilan kisaltmalar da dikkate

alindiginda

(_lj :_(2k2—k3)// (3.17)

olur. Yapilan dontistimler (3.16) nin sag tarafinda yazilirsa
1

i) o S Gloes

j-1 - J—1 k=0 (j)kk!

2 2

:l(i—l (§(2k—3)!!(i—j)!(j—l)!2k]

20 -\ S (i—j—k)(j+k—-1)lk!
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1 (2k=3)n(i-1)12"
295 (i—j—k)\(j+k—1)k!

(
= (2k=1)N(i-1)12"
)

(i—j—k=D)(j+k) (k+1)!
UG i1 (2k-1)N28 k!
S\J+k) (k+1)k!

ol

elde edilir. Boylece (3.16) esitliginin sag tarafindan, sol tarafi elde edilerek ispat

tamamlanir.[17]
Sonug 3.2.

=1 olan keyfi bir tamsaymin Catalan sayisina karsilik gelen ifadesi asagida

verilen esitlikteki gibidir:

51 i—1 1
XN i WYY (3.18)

Ispat:

(3.15) den asagidaki esitlik yazilabilir,

-1 L(i-1 (i1
l. :lz : Ce, +12 l Ce, '2E(—l’k_i§ k;_4j (3.19)
j-1) 25\ k-1 25\ k-1 2

Simdi asagidaki kisma odaklanarak ispata devam edelim,
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1
i P -_ 1—2E(—,j—i—l; j-1;-4 j
ch-j(l 1]:(1 1] 2 (3.20)

Bu esitlik Teorem 3.4 deki gibi ispatlanir, ayrica (3.17) 6zdesligi de kullanilirsa,

o
(j—i—]%z{—]f((l T s ks

i—j—k+1)!

\

2

1 ..
1 w3 Um0,
F(—EJ—pqg4r4]= &

‘ - (j-1), k!

k

Bu degerler (3.20) ve (3.19) da yerine yazilirsa

r . . ..
i—1 i—1 1—2E(—2,]—l—1,]—1,—4j 1<a(i-1 1 .
- E +— ~ Co o E|—=k—i; k;—4
j—1 j—2 2 25 \k-1 2

burada C.;=-1/2, j=2 degerlerini yerine yazarsak ispat tamamlanir.

nxn tipindeki pascal matrisinin tersinin bulunabileceginden hareketle, tersi

(P, [x])_] = p,[—x] olmak iizere yeni kombinasyon dzdeslikleri bulunabilir.

Teorem 3.5.

Catalan sayilari,

C (—Uk(l]-lm(13—k;z4:], i>1
pary k 2

seklinde gosterilebilir.
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Ispat :
(3.8) den G, [x]:[gl.,j [xﬂ matrisinin  tersinin  oldugu agiktir ve

(G, [x])_] =(P, [x])_] -C,[x] seklindedir. (G, [x])_] = [gl.’,j [xﬂ formunu bulalim,
I 1
i—j _1 ik 4 l . . > .
g 0" B G (k—lj - (3:21)
0 S i<

(3.8) den C,[x]=P,[x](G,[x]) - Simdi I <j <i<nigin (3.21) i elde edelim,

1yerine i+ / kullanilir ve j =1 almirsa

-5 g (7 )e)

olur. Simdi, 6zel fonksiyonlarin temel tanim ve 6zelliklerini kullanarak keyfi pozitif

bir k tamsayi i¢in asagidaki 6zdesligi yazabiliriz,

le“ ’*‘( ]C— (;11(24]

Gercekten de, Catalan sayilarinin tanimi ve binom katsayilar1 temel o6zellikleri

kullanilirsa,




olur, buradan

& a2’ 2 2

(1+1), (200 (20=1)1(20)" _(1]

n keyfi olmak tizere genellestirilmis hipergeometrik fonksiyon tanimi dikkate alinir

ve ispat tamamlanir.
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