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OZET

Bu tez caligmasinda ¢ift katlh seriler incelenmis ve bir ya da daha ¢ok degigkenli hiperge-
ometrik fonksiyonlarla olan iligkilerine deginilmistir. Ayrica hipergeometrik polinomlarin belli

siniflarini iceren bazi dogurucu fonksiyon iligkileri verilmigtir.

Bunun i¢in 6nce c¢ift kath serilere kuadratik doniisiimler, kiibik doéniisiimler ve toplam
teoremleri uygulanmigtir. Daha sonra, verilen ¢ift kath seri 6zdeglikleri, iki degiskenli Srivastava-
Daoust hipergeometrik fonksiyonu yardimiyla tek kath serilere indirgenmistir. Son olarak belli
bir polinom sinifi i¢in elde edilen 6zdegliklerden de yararlanilarak karsilik gelen hipergeometrik

dogurucu fonksiyon iligkileri verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Cift kathi seriler, Hipergeometrik fonksiyonlar, Hipergeometrik polinom-

lar, Dogurucu fonksiyonlar.



ABSTRACT

In this thesis, double series identities were examined and their consequences involving

hypergeometric functions in one or more variables were investigated.

To do this, the quadratic transformations, cubic transformations or summation theo-
rems were applied to double series firstly. Then, the identities that given for double series were
reduced to series in one variable with the help of Srivastava-Daoust hypergeometric function.
Finally, the associated generating function relations were given by using the identities that ob-

tained for a class of polynomial.

Keywords: Double series, Hypergeometric functions, Hypergeometric polynomials, Genera-

ting functions.
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suz tegekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

(A)n : Pochhammer sembolii

I'(z) : Gama fonksiyonu

o F1 : (Gauss) Hipergeometrik fonksiyon

oFy : Genellegtirilmis hipergeometrik fonksiyon

[%] : = degerine esit veya - degerinden kiiglik en biiyiik tamsay1
{Q(n)}re, : Kompleks sayilarin sinirh bir dizisi

A(m;A)  : m tane parametrenin bir dizisi

Om.n : Kronecker sembolii

Th™(z; 1) : Keyfi katsayih bir polinom smifi



1 GIRIS

“Hipergeometrik Seri” kelimesi ilk olarak 1655 yilinda John Wellis’in “Arith-
metica Infinitorum” adh kitabinda kullanilmigtir. Tek degiskenli hipergeometrik
seri teorisindeki ¢aligmalar ikiyiiz yil 6ncesine dayanmaktadir. Bu serilerle ilgili
ilk caligmalar Euler tarafindan gerceklestirilmistir. Ancak ilk sistemli caligma

1813 yilinda Gauss tarafindan yapilmigtir.

1836 yilinda Kummer tarafindan da cegitli caligmalar yapilmig olmasina
ragmen hipergeometrik fonksiyonlarin temel gosterimleri Riemann tarafindan,
diferensiyel denklemler yardimiyla verilmistir. Barnes ve Mellin bu serilerin in-
tegral gosterimlerini tanimlamig, Schwarz ve Goursat ise bu gosterimlerin 6zel

durumlarini incelemislerdir.

Tek degiskenli hipergeometrik seri teorisindeki biiyiik basari, iki veya daha
cok degigkenli hipergeometrik serilerin geligimini tetiklemigtir. 1880 yilinda ilk
olarak Appell; F, Fy, F5, F) ile gosterilen iki degiskenli, dort seri tanimlamigtir.
Picard, bu dort seriden birisini, 1870 yilinda Pochhammer tarafindan ¢alisilan
bir fonksiyonla iligkilendirmistir. Ayrica Picard ve Goursat, Appell serilerinin

teorisini geligtirmiglerdir.

1889 yilinda Horn, iki degigkenli hipergeometrik serilerin yakinsakligini
aragtirmis ve onlara kargilik gelen kismi diferensiyel denklem sistemlerini kur-
mustur. Iki degiskenli konfluent hipergeometrik seriler ise ilk olarak P. Humbert
tarafindan caligilmigtir. Konu {izerinde ¢alisan Appell ve Kampé de Fériet’in 1926
yili yayini daha sonra yapilan ilgili tiim ¢aligmalarin temel kaynagim olusturmus-

tur.

Literatiir tarandiginda bu konuda yapilmig oldukca fazla sayida tez, kitap
ve makaleye rastlanmaktadir. Son yillarda ise tek ve cift katli hipergeometrik se-
riler, bunlarin ¢ift katli seriler ile iligkileri, yakinsaklik durumlari ve indirgenebilir-

likleri iizerine gesitli caligmalar yapilmaktadir.

Bu tez caligmasinda, 2005 ve 2006 yillarinda Kung-Yu Chen, H. M. Sri-
vastava ve ark. [11,12| tarafindan yaymlanan ¢ift katl seri 6zdeglikleri ve kargilik
gelen dogurucu fonksiyon iligkilerinin ele alindigi iki caligma, ayrintili bir bicimde

incelenmigtir.



Tez beg ana béliimden olugmaktadir. Birinci boliim girig kismina ayrilmigtir.

Ikinci béliimde, énbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak bazi tanim ve

lemmalar verilmigtir.

Uciincii boliimde, baz cift kath seriler, kuadratik déniisiimler, kiibik donii-
stimler ve toplam doniigiimleri tanimlanmigtir. Bu tanimlar, (bilinen veya yeni)

tek ve ¢ift degiskenli baz seri formiilleri elde etmek i¢in kullanilmigtir.

Dordiincii boliimde, iki degiskenli Srivastava-Daoust hipergeometrik fonksi-
yonu tanitilmig ve bu fonksiyon yardimiyla cesitli ¢ift katli hipergeometrik fonksi-

yonlarin indirgenebilirlik durumlar1 verilmigtir.

Besginci boliimde ise 6zel bir hipergeometrik polinom tanimlanarak, bu
polinomun bazi siiflarina karsilik gelen dogurucu fonksiyon iligkileri incelen-

migtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez ¢aligmasinin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak bazi temel

bilgiler verilecektir.

a reel ya da kompleks bir say1, k sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak iizere

(a)y ifadesi

(a)r =

rm+k%:{1 k=0 21

[(a) ala+1)...(a+k—1);k#0
olarak tammmlanir. Bu ifadeye Pochhammer sembolii denir. Ayrica (1)y = k!

oldugundan Faktoriyel fonksiyonu olarak da bilinir [9].

a, B ve 7 reel ya da kompleks sabitler olmak tizere

afzr  ala+1)B(B+1)a?

- _|_ JE—

v 1! v(y+1) 2!

olarak ifade edilen seri matematikte biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu seri

1+ (2.2)

1+x—|—x2+...:Zm”
n=0

geometrik serisinin bir genellestirmesi oldugundan hipergeometrik seri adin alir.
(2.2) ifadesinden goriilmektedir ki v degeri sifir ya da negatif bir tamsay1 ol-
mamalidir. (2.2) hipergeometrik serisi || < 1 igin yakinsak, || > 1 igin ise
wraksaktir. = = 1 i¢in eger Re(y — a — ) > 0 ise seri mutlak yakinsak olur.

Ayrica x = —1 iken —1 < Re(y —a — () <0 ise seri yakinsaktir [18].

Pochhammer semboliiniin (2.1) gosterimi dikkate alinarak, (2.2) hiperge-

ometrik serisi

oFi (v, Byys ) = Z (&zggf)ng

n=0
seklinde yazilabilir. (2.3) esitliginin genellegtirilmig ifadesi

(2.3)

F,

P~ q

ALy Qp
) X :qu(alaa2>-"aap;’Yl)’YQV"vaq;x)
DRI (A

o)

_ (a1)n(a2)n - - - (ap)n "
B Z (VI)n(V2)n ce (’Vq)n n!

n=0
seklindedir [18]. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden oF; gosterimi yerine

genellikle sadece F' kullanilir. Yani,

o1 (a, B;y;2) = Fla, B;7; )



olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak tammlanir. (2.3)
egitliginden hipergeometrik fonksiyonun « ve S degigskenlerine gore simetrik
oldugu goriiliir yani

F(a,B;v;z) = F(B, ;v )

esitligi saglanir.

Lemma 2.1 m, keyfi pozitif tamsay1 olmak {izere

ZZA(k,n):ZEm: A(k,n —mk)

n=0 k=0 n=0 k=0

\ 3

esitligi gecerlidir. Burada [%] - degerine esit veya = degerinden kiigiik en
biiyiik tamsayidir [4].

ispat.

ST

n=0 k=0
cift katli toplami gz oniine alinsin. Burada £ = j, n + mk = N alinirsa n =

N —myj olur. £ > 0 oldugundan j > 0 olacaktir. Dolayisiyla

N
N—-—mj>0=N>mj>0=>0<7<—
m
elde edilir. 0 < 5 < % ve 7 tamsay1 oldugundan yeni toplamdaki j indisi 0

degerinden [%} degerine alinabilir. Dolayisiyla buradan

ZZA (k,n)ttmk = ZZA Jj, N —mj)t

n=0 k=0 N=0 j=0
elde edilir. Bu esitlikte eger t = 1, j ve N sirasiyla k ve n alinirsa istenilen sonuca

ulagilir. m

Yukaridaki lemmadan agagidaki iki sonuca ulasilabilir:

Sonug 2.2 A(k,n), iki degigkenli herhangi bir dizi olmak iizere

esitligi gegerlidir [4].

Sonug 2.3 A(k,n), iki degiskenli herhangi bir dizi olmak iizere

3]

Sl

£ 5 s S
n=0 k=0 n=0 k=0

4



esitligi gegerlidir [4].

Lemma 2.4 m, keyfi pozitif tamsay1 olmak {izere

esitligi gegerlidir [4].

ispat. .

Z Z B(k,n + mk)t"tmk

n=0 k=0
¢ift toplami gbz Oniine alinsin. Burada k& = j, n = N —mk alinirsa n =N —mj
ve 0 <k<oo ve 0<n < oo yazilabilir. Buradan yeni indisler yer degisirse
0<j<oo ve 0<N-—mj<oo olup 0<mj<N ve 0<j <2 elde edilir.
Dolayisiyla

oo |a] oo
Bkn—l—mktnﬂnk ZZ (7, N —mj + myj)t :ZZ
N=0 j=0

N=0 j=

3\2

oo o0

n=0 k=0

bulunur. Bu esitlikte eger ¢ = 1, j ve N sirasiyla k£ ve n alinirsa .

ZZB(k,n+mk) :ZZB(/’{: n)

n=0 k=0 n=0 k=0

3z

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar. m

Lemma 2.5 {Q(n)}22, kompleks sayilarin sinirli bir dizisi olmak {izere

ZQm—l—n L ZQ “y (2.4)

m,n=0

esitligi gegerlidir [11].

Ispat. (2.4) esitliginin sol tarafi

Z Q(m+n)—'y—‘ = Z ZQ(m —i—n)—‘n—?:
m,n=0 m=0 n=0

myn S~ m rmn yn
ng o~ 20 D



m

bulunur. Burada (z+y)™ =Y (")2™"y" oldugundan

n
n=0

S Qm )Y 3 o B

I nl |
=0 m: n: 0 m:

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. m



3 SERI OZDESLIKLERI

Bu boliimde baz cift katli serilere, kuadratik doniigtimler, kiibik déniigiim-
ler ve toplam doniigiimleri uygulanip ¢esitli (bilinen veya yeni) tek ve ¢ift kath
seriler elde edilecektir. Ayrica teoremlerin 6zel durumlar: verilip, bu 6zel durum-

larda ¢ift kath serilerden tek kath serilerin nasil elde edilecegi gosterilecektir.

Teorem 3.1 {Q(n)}°,, kompleks sayilarin sinirli bir dizisi olsun. A + p ¢ Zg
icin agagidaki ¢ift kath serilerin her birinin mutlak yakinsak olmasi sartiyla

> m yn
> m A+ 1) NaminNmsan(@m(Wn—

m! n!
m,n=0

_ = (N mr2n(N)2mt3n (1) man (A + 1) 2mran (2 +y)" (—2y)"
N Z Q(m * 2n) ()\ + ,u)zm+3n m! n!

(3.1)

esitligi gecerlidir [11].

Ispat. (3.1) esitliginin sol tarafi O(z,y) ile gosterilir ve 2.2. Sonugtan

Ofr.y)= - fm + n><A>2m+n<A>m+2n<u>m<u>n%i—f

o Z Z (1) (M) msn( )2n—m(ﬂ)m(ﬂ)n—mx_.—

n=0 m=0

elde edilir. Burada

= e,
(1)n

Wl = 0~ ),
(Nmtn = (A +1)m(An

olup bu 6zellikler son esitlikte yerlerine yazilirlarsa

>\ + 1) (N (Nan (1)m (1)n (=)™ (=1)m 2™ y" "
ZZ ML =X —2n)p(—1)™(1 — pp — n)p m! 0l

n=0 m=0

D IININANL) e CEAI R (j)

—n, A +n, x



elde edilir. (3.2) esitliginde 3F; fonksiyonuna

a, 3,7 ; Z]

3Fo
a—pF+1l,a—vy+1;

tata+ia—-B-v+1; 4z

=(1—2)%3F
( )7 ek a—B+lLa—y+1; (1-2)2

] (3.3)

seklinde tammmlanan Whipple Kuadratik Doniigiimii [9] uygulanirsa

O y) = 3 An)(NaWan (i) 22

n!

—ln,—%n—i-%,l—/\—,u—Qn; 4y

2
l-A—2n,1—pu—n; (z+y)?

- 3l

- Z_;mn)(x)nwzn(mn%
L (), (), 0 Ao, (GE)
m=0 (I =A=2n)n(1 = p—n)m m!
bulunur. Buradan
—A—2n :w —u—-n :(_1)m(ﬂ)n n—2m) — n!
A (A)2nm (s (1) rm  (n=2m) (=1)2™(=n)am’

(—n)am = 2°7" (-g)m (—7124— 1)m, (1—=X—p—2n), = (_(/1\>I<;‘);/22n

olduklar1 géz 6niine alinip bu degerler yukaridaki son esitlikte yerlerine yazilir ve

diizenlenirse
0o (3] _
(NnN2n—m (1)n-mA + p)on (=2y)™ (z +y)" "
= Q A4
O(z,y) HZ:O — (n) (A + 1) 2n—m m!  (n—2m)! (3:4)
elde edilir. (3.4) esitliginde 2.4. Lemmadan

Oy = 3 Qzmtn) (A)Qmm(x)g,(n;?%);:,f + W amion (—ﬁ)m (« Z!y)n

m,n=0

bulunur. Son egitlikte n+—— m ve m +—— n alinarak ispat tamamlanir. m
3.1. Teorem, y = —x i¢in agagidaki seri 6zdegligine indirgenir:

Sonug 3.2 {Q(n)}22,, kompleks sayilarim sinirh bir dizisi olsun. A+p ¢ Zg icin

agagidaki serilerin her birinin mutlak yakinsak olmasi gsartiyla

Z (=1)"Q(m 4+ n)(N)2man(N)maon (1) m (1) :Z:::



esitligi gegerlidir [11].

Ispat. y = —z icin (3.1) esitliginden, (3.5) esitliginin sol tarafin1 gérmek kolay-
dir. (3.5) egitliginin sag tarafi igin

o0

Z Q(m + 27’L) (A)m+2n(>‘)2m+3n(u)m+n<)‘ + u)2m+4n (I’ + y)m (_an
iy (A4 1) 2m+3n m n!
_ {Q(Zn) (A)2n(N)3n(1)n (X + ) an (—7y)
o ()\ + ,U)gn n!
(M1r2n(N)2430 (1) 100 (A + 11)214n (—ay)"
+ Q1 +2n T+ +
(1+2n) S, o+ y)
olup y = —=z icin ilk terim hari¢ digerleri sifir olacagindan
o0 . mtn
Z (—=1)"Q2(m + 1) (A 2m+n (A mt2n (1) m (W)n ]
o mln

_ S (A)2n(N)zn (1) n (X + 1) an ﬁ
DR e e ol

elde edilir. m

Teorem 3.3 {Q(n)}22,, kompleks sayilarin smirh bir dizisi olsun. v+3,2v ¢ Zg

icin agagidaki ¢ift kath serilerin her birinin mutlak yakinsak olmasi sartiyla

o0

Q2m +n 4x 2x "
ZO ((V+;) — n' ZOQm+ )) (m!) ( ;r!y) (3.6)

N |

_ i Q(m+n)(2y+m+n_1)m{ (y — Vy? — 42)}™ (Vy? — da)"

| |
o (V)m m! n!

esitlikleri gecerlidir [11].

Ispat. (3.6) esitliginin sol tarafi ¢(x,y) ile gosterilir ve 2.3. Sonuctan

i Q2m +n) 2> y"

d(z,y) = (1/ + %) m! nl

m,n=0
_ f: 5] Q x2m yn—Qm
e L 0 ) m! (n—2m)!



olup

n! n -n+1
_ | — _ _ 2m (77
(n=2m)! = g+ (=2 2>m( 2 >m
ozelliklerinden
e} [%] 2 2 n n+1
B Qn)(=1)*2°" (=3)  (F5H),, 2y
¢(337y) - ;mzo (V‘f‘%)m m)! nl
2m
) % n n 2x
S S 2, 5, (5)
n=0 n‘ m=0 (V + %)m m'
o0 1 1 1 2
y" —5n,—5n+ 3 ; 2x>
= Q(n)= L F 2 2 2 — 3.8
;(n),zl H%;(y ] (3.8)

elde edilir. (3.8) esitliginde oF; Gauss hipergeometrik fonksiyonuna
200,y — % ;22
2y —1; 1+=2

1

7

2F1 (1—|—Z) 2 Fl

seklinde tanimlanan kuadratik doniigiim [9] uygulanirsa

—n,v; 4z
2v; 2v+y

4x mn
2x —|— y)" (=) (V) m (2z+y>
o Z Q(n Z 2 !
= (20)m m!
sonucuna ulagilir. Buradan
n!
= gt — )

oldugu goz oniine alinip bu deger yukaridaki son egitlikte yerine yazilir ve diizen-

lenirse

=33 SR BT 39

bulunur. (3.9) esitliginde 2.4. Lemmadan

ZQmM (V) (—42)" (22 +y)"

2V),  m! n!

elde edilir ki bu ilk iddiay1 ispatlar. Ikinci iddia icin (3.7) esitliginin sol tarafi

w(z,y) ile gosterilir ve 2.3. Sonugtan

w(x,y) = Z Mﬁﬁ




olup

ozelliklerinden

wlz.y) =3 - W), —= m! 7;!

n=0 m=0

o n [%] _n —n+1 <4—x>m
:ZQ(n)y_' ( 2)m( 2 )m y?

n=0 m=0 V)m m!

= " —inglog

n=0 )

bulunur. (3.10) esitliginde oF; Gauss hipergeometrik fonksiyonuna

20,27 — 20 — 1 \/1—,2—1]

F
. v, 21—z

aa+i; _
2 Z]:(l—Z)azFl
v

seklinde tammlanan kuadratik doniigiim [9] uygulanirsa

ZQ (m) i _n72V+n_1;%<\/m_y>
T ‘

3

elde edilir. Buradan |
n!

e = iyt —m)

oldugu goz oniine alinip bu deger yukaridaki son egitlikte yerine yazilir ve diizen-

lenirse

21/+n—1) (%(y_\/y2_4x>>m
;mZoQ Jmml(n —m)! (\/m)m‘”

bulunur. (3.11) esitliginde, 2.4. Lemmadan

im0 vPE)) ()

(V)m m! n!

(3.11)

Wl y)= 3 Qme+n)

m,n=0

11



sonucuna ulagilir ve boylece ikinci iddia da ispatlanmig olur. m

(3.6) esitliginde = = —1y ve (3.7) esitliginde y =2/ almarak, 3.3.

Teorem asagidaki 6zdeglige indirgenir :

Sonug 3.4 {Q(n)}°

icin agagidaki serilerin her birinin mutlak yakinsak olmas: sartiyla

n—0, kompleks sayilarin smirh bir dizisi olsun. v+ 35 Lo Zy

= QQm—l—n "
> (E/+2) ZQ ) |> (3.12)

n
m,n=0

ve v,2v—1¢ Z; icin

= Q2m+n > 4
Z:O ((V): 1z i ZO 2,,_1) <\Tg> (3:13)

esitlikleri gecerlidir [11].

Ispat. = = —2y icin (3.6) esitliginden, (3.12) esitliginin sol tarafin gormek
kolaydir. (3.12) esitliginin sag tarafi igin

E:Qm+n (V) (o)™ (20 +y)"

o 2V)ym  m! n!
N (V)m (=42)™ (V)m_ (=42)™
= Q Q 1 2
> |atm g S ot g SR e+
olup = = —%y i¢in ilk terim hari¢ digerleri sifir olacagindan
( Jm (—42)™ e +y)" (V)m (29)™
Z Um +n) 2U)m  m! n! B Z Um) (2v);, m!

m=0

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafi

bi¢iminde yazilabileceginden

f: Q(2m +n) (3y

D), wla

—
[\
S

~—

3
S

m,n=0

olup ilk iddia ispatlanms olur. Ikinci iddia da y = 2\/z icin (3.7) esitliginden,
(3.13) esitliginin sol tarafim gérmek kolaydir.
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(3.13) esitliginin sag tarafi i¢in

o 3 VR4 § VY2 —dx !
ZQ(m+n)(2”+”ZVJ)rmn1)m( <y :ﬂ >) ( yn!4>

m,n=0

olup y = 2y/x i¢in ilk terim hari¢ digerleri sifir olacagindan

o0 % _m § Vy? —4x !
ZQ(ern)(?”ﬂz;)rmnl)m( <y ﬂyﬂ >) ( yn!4>

m,n=0

:iQ 2V+m—1) (V)™

yazilabilir. Buradan

2v+m—1), = H , (2U = 1)y, = (2”2_ 1>m (V)22

esitlikleri goz ontine alinir ve yerlerine yazilirlarsa

o0 3 VR4 . VY2 —dx !
ZQ(m+n)(2V+WZVJ)rmn1)m( <y nyﬂ >) ( yn!4>

iﬂ — 1), 2" (o)

2v—-1), m!

=0

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafi

—3), 2" (Ve (v —3), 2" (Vo)
Z Ym 2v—1)m m' Z Un ( -1, n!

bi¢iminde yazilabileceginden

o0

SS Q0m ) @) 5o (), (4VE)

(V) m!  nl

m,n=0

olup ikinci iddia da ispatlanmig olur. m

Uyar1 3.5 (3.12) egitliginde y = 22 ve v = v — 5 alnisa, (3.13) esitligi
elde edilir [9)].
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neNy ve v¢7Z, icin

_ =)y = F)n
(Vnly —a = B)n

bigiminde verilen Pfaff-Saalschiitz Doniigiimiiniin [9], genellegtirilmig versiyonu

_n7a75;
Y,a+pf—y—n+1

3Fo (3.14)

Srivastava tarafindan [20] n, N € Ny i¢in

_ (Yy—a+N)y n(y=B+N)yn
Y+ N)un(y—a—B)n
k=

.E:(g)mnwnw—a—ﬁnuk(aw)

5 (v +n)k

seklinde verilmigtir. Bu egitlik, N =0 i¢in (3.14) esitligine indirgenir.

_naaaﬂ;

YENa+B-y-n+l;

Teorem 3.6 {Q(n)}°°,, kompleks sayilarin sinirh bir dizisi olsun. N € Ny igin

n=01

agagidaki serilerin her birinin mutlak yakinsak olmas: gsartiyla

S NominA—p—v+1), ™"
—-1)"Q

A= g+ Dy = (N e = o= v+ Di(v = Nx—i
o (i)

L —p)n(w)n <=\ k (A= p+ 1)k
- A+ E)n(pp = N)p(¥)n z"
'E;QWRA—M+k+UAA—V—N+k+1%ZT (3.16)

esitligi gegerlidir [11].

Ispat. (3.16) esitliginin sol tarafi (x) ile gosterilir ve 2.2. Sonugtan

it m NominAN—p—v+1), ™"
vle) = mZn;O(—” Um0 S N T D — v 1 1),y il
_ o\ m (NmenA—p—v+1), "
= nZ:OmZ:O(_D ) N T D vt Doyl )
olup |
(n - m)' = (_1):('_n)m ) ()‘)m—i—n = ()‘ + n)m()‘)n
ozelliklerinden

() = Z Z(_l)m(_DmQ(n) (=) A+ 1) (N)nA=p—v + 1), 2"

A=p+N+1)pA=—v+1), mn!

n=0 m=0
= " i~ (=) (A + 1) (A — g — v+ 1
=) 2N — = ,
— nl 2= (A= p+ N+ 1)p(A — v+ 1),m!
- x" N, A+ A—pu—v+1;
::jgzg)(n)(A)n_j.gfg K 1 (3.17)
— n! A—p+N+1L,A—v+1;
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elde edilir. (3.17) egitliginde 3F, fonksiyonuna (3.15) doniigiimii uygulanirsa

ZQ ZL’_(l—M—ﬂ+N)n N(V+N)n—N
"nIA—p+N+1),_yv—XA—n),

.55(N)Q+HMQ—M—V+DAV—A—MN%

k A=p+n+1)

k=0
sonucuna ulagilir. Burada

(14+A=p+N)yny = [ (v + N)n-n = EZ)):[?
L+ A—ptn)y = 2 _M&)ﬁ(z;’f):“ 2Ly
(v—=A=n),=(=1)"(1=v+ A,
. (1 —V—+ )\)n(lj — A)N—k
(v =A=n)x-i = 1—v+A—N+k),’
(1—p—n+N), ny= (_1<)1 (_NN_)A][V)’I , A+n) = Q) 8)—: k)
olup bu o6zellikler son esitlikte yerlerine yazilirlarsa
N " (D"t = N)n()n(1L+ A — p)n
v = 2 A N = I A — (=171 — 0+ )

i( ) OB ==+ 1A = 4 D1 = v+ N (v — N v_s
A=+ 1)eA—p+k+1),1—v+A—=N+k),

elde edilir. Buradan gerekli sadelegtirmeler ve basit diizenlemelerle

(A= i+ Dy o= (N N — = v+ D(v = Mg
(1—#)N(V)Nkz:;(k’> (A =+ 1)

iﬁ(n) A+ E)n(pp = N)p(v), z"

P(r) =

— A=—p+k+1),A=v—-N+k+1),n!

bulunup ispat tamamlanir. m
3.6. Teorem, N =0 06zel durumunda agagidaki sonucu verir:

Sonug 3.7 {Q(n)}22,, kompleks sayilarin sinirh bir dizisi olsun. Agagidaki seri-

lerin her birinin mutlak yakinsak olmasi sartiyla

" (NamnA = p — v+ 1) 2™
Z (=1)™Q(m +n) A — g+ DA — v + 1), minl

m,n=0

[e.e]

n

i (A)n(1)n(V)n - (3.18)

— )\ 41N =v+1),n!

esitligi gecerlidir [11].
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Ispat. N =0 icin (3.16) esitliginden, (3.18) esitliginin sol tarafim gormek kolay-
dir. (3.18) esitliginin sag tarafi igin, N = 0 oldugundan

(A =+ D g~ (V) QA = = v Dav = N
(1_“)N(V)Nk§:%(k> (A= p+ 1)

) - (A4 K)n(pt = N)n(¥)n -
A=—p+k+1),A—v—-—N+k+1),n!

& Nlal)e o
- ZQ(”)(A—Wr Dur— v+ 1), 0l

8

elde edilir. m

Uyar: 3.8 3.7. Sonugta Q(n) =1 alinirsa, (3.18) esitliginin sag tarafinin, (3.3)
esitliginin sol tarafina esit oldugu aciktir [11].

7Fs formundaki hipergeometrik seriler i¢cin Dougall Toplam Doniigiimii
[9] n € Ny i¢in

o, sa+1,8,7,0,e,—n
%a,a—5+1,a—7—|—1,a—5+1,a—5+1,a—|—n+1;
C(atpla=B=—y+pla=B—=0+1pla—y—=56+1),

(a=pF+1(a—v+1)(a=d+1)(a=B—7y—=0+1),

7F6

(3.19)

seklinde olup (3.16) ve (3.18) esitliklerine benzer olarak asagidaki seri 6zdegligi

verilebilir:

Teorem 3.9 {Q(n)}x

daki serilerin her birinin mutlak yakinsak olmasi sartiyla

o o, kompleks sayilarimn sinirh bir dizisi olsun. O halde agag:-

AN —p—v—041)amin
Q(m +
Z m+n) At Dopmin@rA—p—v—04+1)pinA—p—v =04 1)pmin

_ (A)m@A £ Do (1) (D) (0) A = o — v — & + 1), 47
G =+ DA =v+ 1D =0+ 1), min!

iQ A—p—rv+1)A—p—0c+1)A-v—-0+1), 2"
— >\ p+ 1)y A=v+1),A—0c+1),A=—p—v—0+1),n!
(3.20)

esitligi gegerlidir [11].
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Ispat. (3.20) esitliginin sol tarafi o(z) ile gosterilir ve 2.2. Sonugtan

o0

2\ —u—v— Doman
ZQm+n ( p=v =0 % Doms
— A+ DomynCA —p—v =0+ Dma

_ N (GA + Do () () (0)m
GNmA =+ 1A =v+ 1A =0+ 1),
A=—p—v—0+1), ™"
. ()\—,u—y—a—l—l)mﬂl min!
CAX—=p—v—0+1)min
_;%mz:o A+ DA =—p—v—0+1),A—p—v—0+1),
) (/\)m(i)‘ + D)) m (V) im(0)m N —pp—v — 0 + 1) z"
GN)mA=p+1)mA=v+1),A=0+1),  mli(n—m)

elde edilir. Burada

n!
(_1)m(_n)m
CA\—p—v—0+1)pn=A\—p—v—0c+1),2\—p—v—0+n+1),,
()" —p—v—o 1),
(vt o—A—n)n
olup bu 6zellikler son esitlikte yerlerine yazilir ve diizenlenirse

(n—m)! = , A+ D =AM+ 1) A+n+1),,

A—p—v—0o+1)pm

Crx—p—v—0+1),CA—p—v—0c+n+1),
nz()mZoQ A+, A+n+1)n@Cr\—p—v—0+1),
I GA Dan(@m()m(@)m(=1)"A = p—v =0+ 1)
(+v+o=—A=n)nGN)mn\—p+1)nA—v+1),
| (~1)"(=n)na”
AN=—p—v—0+1),(A—0c+1),mn!

-3 aw

(m(0)m(PA —p—v—0+n+1)nm

NG EHT
(F Dah 0+ D
-

'(u—l-y—l—a—)\—n)mn!m!

Jm
VA =+ DA —v+ 1A =0+ 1),

elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler ile

i%()

n

(/\)Tn(i)‘ + D) m (V) m(0)m(A —p—v — 0 +n+ 1)y
GN)mA =+ 1)mA=v+ 1A =0+ 1)mA+n+1),
(_n)m

(pHv+o—A—n),m

m=0
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0o
=2 G
— n

)\,%)\+1,u,y,a,2)\—u—y—a—l—n+1,—n
%A,A—u—l—1,)\—V+1,)\—a—|—1,,u+u+a—)\—n,/\+n+1;
(3.21)

- 7l

bulunur. (3.21) esitliginde 7Fs fonksiyonuna (3.19) Dougall Toplam Doniisiimii
uygulanirsa
x):ig ™ A+, A—p—v+1),A—p—0c+1),
+1),n! A=—p+1),A=—v+1),A—0c+1),
(A= v—a+1),
AN—p—v—0+1),
_Z A=—p—v+1),A—p—0c+1),A-v—-—0+1), "
)\ p+1),A=v+1)A=0c+1)yA=p—v—-—0+1),n!

olup ispat tamamlanir. m

(3.19) Dougall Toplami, 5 =1+ a+n ve n — oo igin

a,%a+1,7,5,5; )
o l+a—yl+a—-61+a—c;
T4+ a-l+a-0)I(l+a—-e)l(l+a—vy—6—c¢)
F'l+a)l(l+a—-0—e)lfl+a—y—e)'l+a—v—9)

bigimindeki 5F} hipergeometrik serisine indirgenir [9]. 3.9. Teorem ise, |o| —

5F4

(3.22)

oo i¢in agagida verilen seri 6zdegligine indirgenir:

Sonug 3.10 {Q(n)}>2,,, kompleks sayilarin sinirh bir dizisi olsun. Agagidaki seri-
lerin her birinin mutlak yakinsak olmasi sartiyla

= m N (GA + D () (V) g
2. (1) mm*”)uﬂ)mﬁ( VO — i+ Dnh — v + 1), minl

m,n=0
- A—p—v+1), "
Z >\ 4 Dn(A—v+1),n! (3:23)
esitligi gegerlidir [11].
Ispat. (3.23) esitliginin sol tarafi (z) ile gosterilir ve 2.2. Sonuctan
- (N (A + Din () () ™t
= —1)"Q(m +
v W;O( ) m ">( F Damin G A — i+ DX — v + 1), mln!
_ Z Z (Mm(3A + ) (1) (V) m a"
=0 m—0 )‘+1)m+n(% Jm(A =+ D) (A = v 4 1), ml(n —m)!
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elde edilir. Burada

n!
(=1)™(=1)m

olup bu 6zellikler son esitlikte yerlerine yazilirlarsa

(n—m)! = ; A+ Dy = A+ 1) (A +n+ 1),

_ o\ _\m(_1\ym (A)m(%)‘"i_l)m(lt)m(’/)m(_n)m
_nz:%mzz:o( D=1 Q(n)()\—i-l)n()\—i-n—l—l)m(% YA =+ 1),

:L,TL

A —v+ Dpminl

bulunur. Buradan basit diizenlemelerle

IRt Nm(GA+ D) (M)m() ( n)m x
w@)_EZE:Qm%A+U(A+n+U ENmO — o+ DonA— v + 1) mln

=, Q(n)z" m —1N)m
Z() 3 (N)m(3A )()()()

n

= A+ Dpnl 2= (G (1 + X = )14+ A = ) (1 + X 4 n)m!
= Q " AN+ —n;

_ Z (n)az 5F4 X ) + y oy Vy =T 1 (324)
= (A + 1)ynl INT+A—p 1+ A=y, 1+ A +n

elde edilir. (3.24) esitliginde 5F, fonksiyonuna (3.22) doniigiimii uygulanir ve

'A+n+1)
A1)y =—F777
A+ D= =051
oldugu goz oniine alinirsa
i TA+1DT(1+ A=)+ A=) T(1+ A +n)

—~ FA+n+DI'A+NIA+A—v+n) 1+ X—p+n)

Fl+A—p—v+n)z"
F'l14+A—p—v)n!

sonucuna ulagilir. Buradan gerekli sadelegtirmeler yapilir ve

'l+A=—p—v+n) F'1+XA—p+n)

:()\—,u—y—l—l)n ) :(A—M—I—l)n,

Fl+A—p—v) F1+A—p)
I'l+X—v+n)
=(A— 1
Tiga—yy A vtbe
olduklar1 g6z 6niine alinirsa
i A—p—v+1), a"
)\ w4+ 1A —v+1),n!

bulunur. =
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Agagidaki bicimde verilen iki kiibik déniigiim

a,2b—a—1,a—2b4+2; x
ba—b+3; 4]

A(3,a); 27z
b,a—b—l—%; 4(1 —x)?
(3.25)
A(3,a);  272?
ba—b+2; (4—a)

(3.26)

3l =(1—x2)"3F

2 —1,2a —2b+2 ;

b—La—b+1; | —a
3F2[a’ 24T o) =(1-3) P

yaklagik 70 y1l 6nce Wilfred Norman Bailey tarafindan kanitlanmigtir [3-6]. Bu-

rada m € N i¢in A(m;A), m tane parametrenin bir dizisi olup

i A1 A4+m-—1

m - m m

ile gosterilir. Ayrica m = 0 durumunda dizinin tanimsiz olacag agiktir. (3.25)

ve (3.26) esitliklerinin kullamlmasiyla ispatlanacak ilk teorem agagidaki gibidir:

Teorem 3.11 {Q(n)}°°,, kompleks sayilarin sinirh bir dizisi olsun. b,2b—1 ¢ Zg

icin agagidaki ¢ift kath serilerin her birinin mutlak yakinsak olmasi sartiyla

- (b — %)n (2b — Damin 2™ y"
m;_og(m”) D2 —1), minl
> b — 1 T 2\m T n
= Q(3m+n)< (bQ))ij( zl !> (4 ;y) (3.27)

ve b,2b—1¢ Z, igin

3
—~
LSS
~—

3

> (b= 3), (20 = Dmsan (—2)
> Sm+n) (0)n(26— 1), ol

m,n=0

- i QBm+n) (b _ %)2m+n <%>m (y — )"

m,n=0

esitlikleri gecerlidir [12].

Ispat. (3.27) esitliginin sol tarafi ¢(x,y) ile gosterilir ve 2.2. Sonugtan

> b—13), (2b = D)o 2™ y"
d(x,y) = m;:OQ(m +n) ( (b))m(Qb — 1), M%
G (b= 3)p D= Digngm gy
- ; ;)Q(”) )b — 1)y ml (n—m)!

20

|



elde edilir. Burada

(n—m)! = % , (20— D)man=2b—=1),(2b+n —1),,,
_ (=D)m@b=1), 1 =D -3),
(25 = Ln-m = (2—2b—n), ’(b_§)n_m_ (%—b—n)m

olup bu 6zellikler son esitlikte yerlerine yazilir ve diizenlenirse

oley) =33 Q)

. (:1)m(—1)m (b—3), (2b=1)u(2b+ 71— 1) (2 = 20 — n) (=1
(=)™ (5 —b—n)),, ®)m(2b— 1),

o0 n L (=1)m(20+n = 1)p(2 = 20— n)p (=7
=2 ) (- %)ﬁmo E—b-n),, (Bm >

> 1 n —n,2b —1,2—-2b—n:
=Y (b-3) Lam| IR noe
! b,%—b—n; Y

2
n=0
(3.29)
sonucuna ulagilir. (3.29) egitliginde 3F, fonksiyonuna (3.25) doniigiimi
uygulanirsa
= 1\ (4z +y)" A3;—n);  27xy?
=» Q b— =) ————— 3F —_
n n n n 272y "
o (1) 5] (-5, (=), (-282),, (2
= n _— -
n=0 2 n n! m=0 (b>m (% —b— n)mm'

Re (b—3), Wz +9)" (=5),, (-57),. (=757),, 3" ()"
B nz%mog(n) (D) m (% —b— n)m (4x + y)3™m!n!

bulunur. Burada

0-3, 3., n!

Go-m, o T T,

= (3, (4, ()

olup yukaridaki son esitlikte yerlerine yazilir ve diizenlenirse
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elde edilir. (3.30) esitliginde 2.4. Lemmadan

1

= b— = 202 (4o n
o(x,y) = Z Q(3m—i—n)( 2)n+2(7g)fn?i'31'( +y)

m,n=0

olup béylece ilk iddia ispatlanmug olur. Ikinci iddia igin (3.28) esitliginin sol
tarafi w(z,y) ile gosterilir ve 2.2. Sonugtan

> b—1) (25— Dmion (—2)™ (1)"
wiay) = ;L;OQ(””‘”)( (b))n(Zb— Dim ( m!) (n)!

v\ (0= 3) 20— Donm (=)™ ()"
=22 %) O — 1) m! (n—m)!

n=0 m=0

elde edilir. Burada

— _ (=)
(n—m)!—m ) (b)n_m_m ’
(26 = Lzn-m = (2—2b—2n),
1 (p=1 b), 4"
2= Lan = (b - %)n (0)nd" = (20— D)on-m = ( 1()2 _< % _2)27;1()2 :

olup bu 6zellikler son esitlikte yerlerine yazilir ve diizenlenirse

—\ (0—3), (=1)™(=1)"™(1 =b—=n)m(—n)m
wlzy) =3 > Q) (—1)™(2 — 26— 20)m(2b — D)

(0= 3), 0)nd" (=)™ ()"

. (D), m! n!
S g g (09,00 ()
— n! — (2—2b—2n),(20 — 1),,m!
> h—1 n _ N N T N
S om T g b b dn) g,
s n: 2—-20—2n,20—-1; ¥y

bulunur. (3.31) esitliginde 3F, fonksiyonuna (3.26) doniigiimii uygulanirsa
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- b—3),y—o" | AG-n); 2%y ]

n=0 n! bai_b_n;4(y_x)3
o o) e BB ), (o), ()
B ZQ(TL) n! (b) (§ —b— n) m!
n=0 m=0 m\2 m
0 [g] _1 _\n(_n _n+l _ n+2 3m [ =%y m
3 gy O e (), (), (5,8 ()
n=0 m=0 (b)m (% —b- n)m (y o :U)3mm'n'
elde edilir. Burada
n! n n+1 n+ 2
— | — _ Y _ . 3m
(n —3m)! EEIEnE (—1)3m ( 3>m < 3 )m < 3 >m3
esitliklerinden

wlr,y) =Y Qn)

(b - %)n_m _ ((—%1):”;6—71)%)”

m

bulunur. Boéylece

oldugu goz oniine alinir ve yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

d (6=, -2 ()"

(3.32)

elde edilir. (3.32) esitliginde 2.4. Lemmadan

w(z,y) = i Qn + 3m) (b - §)n+2m (y — )" t3m (J;Ty)

m,n=0

sonucuna ulagilir ki bu ikinci iddiay1 ispatlar. =

Uyar: 3.12 (3.27) egitliginde x = iy ,Yy=—x ve m+—n,n+—>m alimrsa
(3.28) egitligi elde edilir |12].

(3.27) seri egitliginde y = —4z ve (3.28) seri esitliginde y =z alnirsa,

agagidaki sonuca ulagilir:
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Sonug 3.13 {Q(n)}>2,, kompleks sayilarin siirh bir dizisi olsun. b,2b — 1 ¢ Z

icin agagidaki serilerin her birinin mutlak yakinsak olmasi §art1yla

nd b—3), (20— )2m+n ™ 1623
Z Q(m—l—n)( (b))m(2b_ D, . ZQ 3n n) n p S

(3.33)

ve b,2b —1¢Z; igin

ad b—% m(2b—1)m+2n —x)™ %n S b_% 2m %3 i
ZQ(T’””)( (b;n(%—l)m <m!) (73 ZQ<3m)( : <>

esitlikleri gecerlidir [12].

Ispat. y = —4z icin (3.27) esitliginden, (3.33) esitliginin sol tarafim gormek
kolaydir. (3.33) esitliginin sag tarafi igin

s b_l T > p— 1 2u2)"
ZQ(i’)m—i—n)( ())2m+n(m!) (4 —|—y ZO[ 3m Q)Zm(y.)

m,n=0
(b l) (z 2)m
Q(3m +1 2/2mit WY )y
+QBm+1) D) - (dr+y)+
olup y = —4x icin ilk terim hari¢ digerleri sifir olacagindan

o p—1 2™ (4 n o0 p_ 1 L3\m
Z Q(3m+n)( (bz)),jern(:ﬂ) (4 :'y) :ZQ(gm)( 2)2m(16 )

elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafi

m)!

biciminde yazilabileceginden

> b—13) (20— )2m+nx 16z
> oo <b>>m<2b—1> | ZQ?’” >n) L

olup ilk iddia ispatlanmig olur. Ikinci iddia da y = = icin (3.28) esitliginden,
(3.34) esitliginin sol tarafim gérmek kolaydir. (3.34) esitliginin sag tarafi icin

S gm0 o () w-ar S [9(3m> -y, (=)

(0)m m! n! (0)m m!

m,n=0




olup y = x icin ilk terim hari¢ digerleri sifir olacagindan

i Q(3m +n) (b B %)Qm—‘rn <%>m iQ 1)2m <%)m

Rt (D) m m! — (D)m m!

yazilabilir. Dolayisiyla

> b—1 (2b—1)m2n_ —%m =)
Zﬂ(m+n)< (b))n(Qb—l)m+ ( ZQ?)m ) < )

m,n=0

olup ikinci iddia da ispatlanmig olur. m

Sonug 3.14 6,,, (m,n € Ny), Kronecker sembolii olmak iizere, belirli bir k € Ny
icin (3.33) esitliginde sirasiyla Q(n) = 0p3141 ve 2(n) = 6,342 alinirsa bu

durumda
ST NCE PO 59
n=0 (3k —n+ 1)!(b)sk— "+1(26 — L 0l |
:%2 (0=2), @b~ Dornts (4" _ (3.36)
3k —n+2)!(b)skni2(26— 1), nl |

esitlikleri gegerli olur [12].

Ispat. (3.33) esitliginin sag tarafi icin €(3n) = dsn3p41 olup 7 degiskeninin
alacag degerler i¢in 3n # 3k+1 oldugundan ds, 3,11 = 0 degeri alir. Dolayisiyla
(3.33) esitliginin sag tarafi sifir olur. (3.33) esitliginin sol tarafii¢in 2.2. Sonugtan

1

(b—35), (20— Do 2™ (—4a)"
ZQ’”*” Om2b—1),  ml 7l

NV (b %)H(Qb— Dom—n ™™ (—4x)"
=22, m) O mn(2— 1), (m—n) nl

— i i Q(m) (b B %)n (2b B 1>2m_” ™ (_4)n

D mn(2b— 1)y (m—n)! nl

e (b—3), 2b=1D)opp 2™ (—4)"
N Z Z Om.h1 OD)mn(20—1), (m—n)! n!

m,n=0

elde edilir. Burada ¢ift toplam, m # 3k 4+ 1 igin sifir olacagindan m = 3k + 1
icin

=0

35;“ (b— %)n (20 = 1)p—nt2 (—4)ng3ktt
Bk —n+ D)0)sna -1 7l
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bulunup esitlikte = =1 alinirsa

3k+1
2 (1), @ Vs ()"
2 (

n=0
elde edilir. Béylece ilk iddia ispatlanmis olur. Ikinci iddia igin Q(n) = 6,352
ve (3.33) esitliginin sag tarafindaki Q(3n) = d3,3k4+2 olup benzer sekilde n
degigkeninin alacagi degerler icin 3n # 3k+2 oldugundan 03, 3x+2 = 0 bulunur.
Dolayisiyla (3.33) esitliginin sag tarafi sifir olur. (3.33) esitliginin sol tarafi igin
2.2. Sonuctan
S (0= 3), (20 = Domin 2™ (—42)”
(b)m(2b — 1), m!  n!

& (b—3) (20 =1)om—p o™ (—4z)"
=22 m) Omn(2b—1), (m—n)! nl

O e N C e
=2 9m) (B)m-n(26—1),  (m—n)! nl

- f: Em: O 3k+2 <b — %)" (20~ Damn o™ (=4)"

Dmn(b— 1) (m—n) 7l

elde edilir. Burada ¢ift toplam, m # 3k + 2 i¢in sifir olacagindan m = 3k + 2
icin
Z (0=5), 0= Dorna  (—4)"a?+
— (3k — n + 2)!(b)3k—n+2(20 — 1), n!
bulunur. Egitlikte = =1 alinirsa

3k+2
2 (=1, (b= Duss (4

=0

=0

n=0

olup ikinci iddia da ispatlanmig olur. m

Ustelik (3.35) ve (3.36) esitliklerinde b= 1 almip

1y  (2n)
2). 22l
oldugu da goz 6niine alinirsa sirasiyla (3.35) esitliginden

341 (1), (Dor-nto (4 & (1) (2n)!(6k — n + 2)!
Z Bk —n+1)!(Vsp_nsi(1), n! Z 4rnl((3k —n + 1)!)2nln!

n=0
3k+1

e (=D)"(2n)!(6k —n + 2)!
-2 BBk —n + 1))

=0
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ve (3.36) esitliginden

3k+2 1 3k+2
(3),, (Dk—nta (4" (=1)"4™(2n)!(6k — n + 4)!
nZ:o Bk —n+2)!(sp_nya(l), n! Z 4nl((3k — n + 2)!)2nin!

(—1)™(2n)(6k — n + 4)!
2 (n)3((3k —n + 2)1)2

elde edilir.

Sonug 3.15 Belirli bir £ € Ny ve Q(n) =6, ic¢in (3.27) esitliginden

S (0—3), (25 ~Digmam g Lh (0= 1), () (o)
m;) B2 — Vi ml(k=m)l = (D) m!  (k—3m)!

(3.37)
olup bu egitlikte y =2 ve b=1 alinirsa

elde edilir [12].

Ispat. (3.27) esitliginin sol taraf icin 2.2. Sonugtan

i Q(m+n) (b_%)n(Qb_ )2m+n$ y

=0 (b)m(2b0 — 1), m! n!
O (b - %)n_m (2b - 1)m+n x™mooynTm
- ; T;Q(n) (0)m(20 = 1), m! (n—m)!

I (T

0)m(2b—1)p—y,  m!(n—m)!

elde edilir. Burada ¢ift toplam, n # k£ icin sifir olacagindan n = k igin

N (b B %)n (20 = L)amqn 2™ y"
D W C T i

1

- (b B E)k_m (20 — 1)y 2™ yk—m
:mz:() (b)m(2b - ]‘)k‘—m W (k _ m)| (338)

elde edilir. (3.27) esitliginin sag tarafi igin 2.1. Lemmadan
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elde edilir. Burada ¢ift toplam, n # k igin sifir olacagindan n =k igin

- O~ Danen (202" (o + )"
5 a4 g D (" 0

L =Dy ) (g

_ 2
_m:0 (0)m m! (k- 3m)! (3:39)
olup (3.38) ve (3.39) esitliklerinden
E
i _% e (2~ )k+mﬁ yero L =), ) (g 4 gy
(D) m( 2b — 1) m! (k—m)! (0)m m!  (k—3m)!

m=0 m=0

elde edilir ki buda istenilendir. (3.37) esitliginde y =2 ve b=1 alinirsa

)i
1

o 5,1?)k 3m
)m m' (k: 3m)!

5k73mxk

—m : . )k—m
Z: (m!(k —m)H2 (m!)2(k — 3m)!

olup bu egitliklerde = =1 alinirsa

k (%)k_m (k+m)! [%] (%)k_m 5k—3m
Z (m!(k —m)!)?

m=0

bulunur. =
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4 INDIRGENEBILIR CIFT KATLI HIPERGEOMETRIK
FONKSIYONLAR

Iki degiskenli ¢ok katl hipergometrik fonksiyonlar hakkindaki ilk calig-
malar, yaklagik 30 y1l 6nce Srivastava ve Daoust tarafindan yapilmigtir [16-19].

Iki degiskenli cok kathi bir hipergeometrik fonksiyon

aepp (1(@) 29,0 [(0) 0L (V) 0
FC:D;D’( () &) - [(d) : ¢ [(d) = ¢)s ’y)

A B B/
oo TL(aj)mo; ey TT(0)my; TT(O))nyr
_ Z i=1 J=1 =1 Ty (4.1)
B c D b m! n! '
=0 L1 (¢ ) me;4nmy T1(di)me; T1(d5)ns
j=1 j=1 Jj=1

bi¢iminde tanimlanir. Burada ¢ift kath hipergeometrik seri

C D A B
LY &+) G=D 0= 420
j=1 j=1 j=1 j=1

ve

C D’ A B’
LD m+) G pi=> 120
j=1 j=1 j=1 j=1

i¢in yakinsak olup yukaridaki esitsizlikler yalmzca |z| ve |y| uygun araliklara
kisitlandiginda egitlik halini alir [10, 17]. Burada (a); a1, ag,..., aa seklinde
olup A tane parametreden olugur. (b), (V'), (¢), (d) ve (d’) igin de ayn1 gey soz
konusudur. Ayrica (4.1) esitliginde 9, ¢, ¥, ¢/, £ n, ¢, ¢’ parametrelerinin
1 secilmesi, cift katli hipergeometrik fonksiyonlarin indirgenebilirligi acisindan
¢ok yararhdir [8, 19].

3.2. Sonug, 3.4. Sonug, 3.6. Teorem ve 3.9. Teoremde n € Ny icin

':1>
)
B

I
—

=
2

I
<

(4.2)

w
=
5

<.
Il
-

alinarak sirasiyla agagidaki ¢ift katlh hipergeometrik fonksiyonlarin indirgenebilir-
lik durumlar1 verilecektir. Bunun igin kiibik doniigiimde de belirtildigi {izere

m €N igin A(m;\), m tane parametrenin bir dizisi olup

A A+1 At+m—1
T -
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bigiminde verilir. Am; (a)] ise

a; a; +1 a; +m—1 )
—J, J—,...,J— (j=1,... ,A; meN)
m m m

seklindeki mA tane parametreden olusur.

3.2. Sonug kullanilarak elde edilen indirgeme formiilii :

e (). 052) () (59, 05)
o () (5529 52

(At A p+1 A+ 2 A p+3 in
o= (151) () () ()

A

H(%‘)m = (a1)an(az)2n - - - (@a)2n

7=1
:(ﬂ> a; +1 22n<%) az + 1 22"...(a—’4) as+1 o2
2/n 2 N 2/n 2 " 2 /n 2 .
- (ﬂ) a1 (@) az +1 (a_A> as+1 o(2n+2n+...+2n)
2/n 2 2\N2/n 2 n 2 /n 2 "
B (@) ap +1 (@) as +1 (a_A> as+1 92An
SN2/, 2 ) N2/, 2 ) \2/.\ 2 )
B

i=1

n n n n n n
n n n n n

esitliklerinin gz 6niinde tutulmasiyla

F([A 20 N L2 (@) LA s e 3]s e 1) _x>

B:0;0

®): L1 = 5 =

S (TL(@)msn) Nz in Vs zn2)n ()"
= > ()=

0 (Jl;[l(bj)m+n)m!n!
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i < ﬁ (aj)m+n) (A)2mtn (N mton () m () nx™a™
(~1)" == 5
st (TL®)en)min

(A—i—Z—i—l)n (A—I—Z—&-Z)n (M—Z—H’))n

+|3

(5), (57), (557),, ()n (%2

= (554), (55), (359),

%_H> >(4A—B+5)n$2n

A(2;0), A3 ), 1, A4 N+ ), A2; (a)] ;4A—B+5x2
A A+ ), Al2; (0)] 5

elde edilir.

3.4. Sonug kullanilarak elde edilen indirgeme formiilii:

oo ()20 = 5= (1N = ]Hl(ajhmm) (30)"y"
B:1;0 [(b):Q,l]:[y+%:1];_;(_y> Y Z

2

VS

olup
(@) 07 o (L) @)
= (ﬁ(b])zmm) T > (ﬁ(bnn) (2v),n!
= aafsa |, @ 224
bulunur.
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3.6. Teorem kullanilarak elde edilen indirgeme formiilii:

FA+LL0 [A:2,1][(a) - 1, 1] [)‘_“_V—'_l:l];_;—xx
B [(0): L1 : A —p+ N+1:1,A—v+1:1]; - ’
S O L o

- Z B
nmﬂ(ﬁ)mmyx B4 N+ 1)) — v+ 1)pmlnl
olup
A
o (L@ i) Wamsn(A = = v 4 ()"
>
mw%{U@MMyA pA N+ 1A — v+ 1)

(A —p+l)y u+1) - b= = v+ (v = Mg
(=N Z( ) (A =g+ 1

( 1 >A+@(M—N%@%W

Jj=
B
e ,JA—u+k+DAA—V—N+k+Dm!

A—p+ 1N N\ NN —p—v+ D — N v
- 23( ) (A= i+ 1y
A+hu—Nw4@;]

. F !
A+3L'B+2 A—H+k+17/\_V_N+k+17(b),

bulunur. Buradan N =0 6zel durumunda

FATLLO [A:2,1],[(a) : 1,1] AN—p—v+1:1];—; —z.x
o [(B): 1,1 A=p+1:1],A=v+1:1;—
00 < ﬁ(aj)m—l-n) (>‘)2m+n<)\ —u—v+ 1)m(—$)m56n

=0 (] (b)) (A = o+ DA = v+ 1)umin!

j=1

oldugu dikkate alinir ve 3.7. Sonug¢ kullanilirsa

( ﬁ (a])m+n>( JamanA — o — v + D) (—2) ™"

J=1

>
=0 (H

Jj=1

()mmﬁk—u+UmQ—u+1mmm!
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e (@) Wal0n@)aa”
-y =

1
B
nzo( b])n) = g+ Dn(r — v + 1!

]_
A, v (@) ]
X

= a+3FBi2 (4.4)

A—p+LA=—v+1,(b);

elde edilir.

Uyar: 4.1 Yukarida da goriildiigii gibi 3.7. Sonugta Q(n), (4.2) esitliginde
oldugu gibi segilirse, 3.7. Sonug i¢in indirgeme bagintisi (4.4) esitligi gibi olur.

3.9. Teorem kullanilarak elde edilen indirgeme formiilii:

RPA\—p—v—0c+1:21],[(a):1,1] :

FA+1:5;1
A+1:2 1A\ —p—v—0o+1:1,1],[A\—p—v—0c+1:1,1],[(b) : 1,1] :

B+3:4;0

[)\:1],[%)\—1—1:1],[u:1],[V:1],[0:1];[)\—,LL—V—U—|—1:1]; o
A A —p+ 10 A —v+1: 1 A—o+ 11—

( ﬁ (aj>m+n> 2N —p—v =0+ 1omsn(MN)m (%/\ + 1)m

j=1

=2 3
m,n=0 ( H( )m-l—n) (/\ + 1)2m+n(2/\ —p—Vv—0+ 1)m+n()‘ —p—V—0+ 1)m+n

: (,u_m(]/)m( ) (/\ —H—V—=0 + 1)nxm+”
(%)\)m A= g4 DA = v+ (N =0 + 1)m!n!

olup

( ﬁ (aj>m+n) CA—p—v =0+ Damen(Nm (%A + 1)m

Jj=1

2.5
mn:O( [1(b )m+n> A+ DomnCA—p—v =0+ DpmnA—pp—v =0+ 1)min

. ] (H)m(V)m(O')m()\ —u—v—o+ 1)n$€m+”
(%)\)m A=p+1)pyA—v+1)u(A—0+1),mn!

<H(aj)n>(>\_#_7/+1)n(>\—,u—a—|—1)n(>\—y—g+1)n$n

o
=2 5

=0 ( ﬁ(bj)n>()\ —p+1),A=v+1),A=0c+1),A—p—v—0+1),n!

A—p—v+1lA—p—oc+1L,A—v—0+1,(a);
T

= F
A+3L'B+4 A—p+1lA=v+1l Ao+ 1L, A—p—v—0+1,();
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elde edilir. Buradan |o| — oo limit durumunda 3.10. Sonug kullanilarak elde

edilen indirgeme formiilii:

A0 [(a):1,1]: A1 BA+ 1] [ 1, [v s 1) —; e
PASON N+ 102,10, [(0) - L1 BN A=+ L1 A=+ 11—

(T1@ ) W (3A+ 1), () V(="

Ny
mm0<‘NQWMXA+UMM(?LAA—M+UmQ—V+Dmmm

J

olup

(T @men) W (G 1), G )"

Jj=1

>
mn=0 ( I (bj)m) A+ Don (3A) (A= 4 1A= v + 1),umln!

j=1

o (M@h) ==y

:ZB

=0 (1)) A= 4 DA = v+ D

j=1
)‘_M_V+1>(a);
xz
A—p+1A—v+1,0);

<

= a+1FB42

bulunur.

Simdi 3.11. Teorem ve 3.13. Sonugta Q(n), (4.2) esitligindeki gibi
alinarak iki degigkenli Srivastava-Daoust hipergeometrik fonksiyonu icin cesitli

doniisiim ve indirgeme formiilleri elde edilecektir.

Teorem 4.2 (4.1) ile tamimh Srivastava-Daoust ¢ift kath hipergeometrik fonksi-

yonu i¢in
A0 2A—1:2/1],[(a) : 1,1] : — [A—%:l];x
Bl [(B) : 1,1] = [A:1] 5 2N —1:1]; Y
_ [ A+1:050 [)‘ - % 1 2, 1]7 [(a) 03, 1] ST s Ty 9
= Fiio ( Kb):S,H:[A:]};——;xy’4m_%y>
AL 2A—1:1,2),[(a): 1,1] : [A=3:1]; — Py
B [(b) : 1,1] : [2A—1:1]; [A: 1]; "4
:FA—H:O;O [)‘_%:271]7[(a):3’1]: - ;_§x_y2y_x
e [(0):3,1) = A1) 5 =5 4

bigimindeki doniigiimler dogrudur [12].
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ispat. Ik olarak

A+1:0’1<[2)‘ —1: 271]a [(a) : 171] : - ; [/\ - % : 1]a )
FB.l.l ’ x’y
" [(b) : 1,1) : [A:1] 5 20 —1:1];

e (T1@)min) @A = Dsun (A= 1), 27y

-y

m,n=0 <j1§[1<bj)m+n> (AN)m(2X = 1), m!n!

oldugu dikkate alimir ve (3.27) egitligi kullanilirsa
A

2
o (T1@)min) A= Dain (A = 1), "
>
mn—=0 (

J

(bj)mn) (N (2A — 1)mln!

1

(T1@amin) (A= Dy @)+ )"

j=1

- f: B
m=0 (TL® D) N)mint

J

:FA—i—l:O;O([)‘_%:271]7[(@3371}3 - 5

1. ;a: 2 4a +
() 3,1 pe1) -7 Y

elde edilir. Ikinci olarak

FA+1:1;0 [2/\—1:1,2],[(6L)21,1]2 [/\_%:1]; - ;—.I‘y
it [(B):1,1]:[2A—1:1]; [A:1]; 4

S (L)) (27 = iz (A=), ()" (2)"
w0 (L0 ) @A (i

J=1

oldugu dikkate alinir ve (3.28) esitligi kullanilirsa
A

e (T (@)men)2A = Do (A= 3),,, (=) (3)"
> —

w20 (1L (27— 1) (A) i

e (El(bj)?)mm)()\)mm'n'
_ pATL00 [/\—%:2,1],[(@ 3,1] _ ,_’x_yg B
o ) :3,1] A1 ;—; 47



olup ispat tamamlanir. m

Sonug 4.3 (4.1) ile tanimli Srivastava-Daoust ¢ift kath hipergeometrik fonksi-

yonu i¢in
paron [ PA=1:2,00[(0) 1] — [A—%:l];q; s
B:1;1 [(B) :1,1) : [(A:1] s [2A—1:1);
B A2A=35),AB(0)] 5 aim, 3
= 3a+2l3B41 N A (0)] (37 7dx) ]
AFLLO 2A-1:12[(a): 1,1 s A=5:1]5 — 3z
B3l (B):1,1]: A —1:1];[A:1]; 4
_ 2 A (20— 3) A3 (a)] 5 (34-B )3
3a+2t3B4+1 A3 ()] :

seklindeki indirgeme bagintilart dogrudur [12].

Ispat. ik iddia g6z Oniine alinirsa

FATLOL 2A—=1:2,1],[(a) : 1,1] 1 — 5 [A— % : 1] v Ay
B [(B) :1,1) - [A:1] s [2A—1:1);

e

( ; 1(aj>m+"> (2A = Damin (A — %)nl‘m(_4x)n

00
=2~
m,n=0 <

i

(bj)m+n> (N (2A — 1)mln!

1

J

olup (3.33) esitligi ile beraber

(-3), - (), (=) =
2 2n 2 n 2 n

A

H(aj)Sn = (a1)3n -+ - (@a)3n

() () () ()
_ (%>n<a1;1)n(a1;2>nm<a§) (aA;r1)n<aA;r2>n3(3n+m+3n)
(%) (a1;—1) (a1;r2> (C%A) (aA;rl) <a,4;2> gn
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mnoeo . B)3n
by +1 by +2 q3n b_B bp +1 bp + 2 30
n 3 n 3 n o 3 n 3 n 3 n
) 1 ' B 3n+...+3n
by +1
n 3 n
ozellikleri kullanilirsa

o (@) AV =1, 27407 (T
Z = B :Z =

b
3
by
3
b
3

N I B €1 (Y [V

A (20— 1), AB; (a)] g4

= F.
3A+28'3B+1 N AB: ()] -

elde edilir. Ikinci iddia icin

[(b) : 1,1) : [2A—=1:1]; [A:1]; !

o (@) A= Dan (= 1), (2" (5)"
S

(TLG)men) @A = DAl




ozellikleri kullanilirsa

A

53(ly%»WJ@A—nmun@—énxﬁwm&r

w0 (L)) (23 = DA

= 3A+2F3B+1

olup ispat tamamlanir. =
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5 DOGURUCU FONKSIYON ILISKILERI

F(z,t) iki degigkenli fonksiyonu, degigskenlerinden birine gore

=" ful)" (5.1)

seklinde bir Taylor serisine agilmig olsun. Boyle bir durumda F'(z, t) fonksiyonuna
{fu(z)}, n=0,1,2,...fonksiyonlari i¢in dojurucu fonksiyon denir. (5.1) serisinin
tiim x ve t degerleri i¢in yakinsak olmasi gerekmez. [ belirli bir aralik ve r pozitif
bir sabit olmak iizere |t| < r ve x € I i¢in yakinsak olmasi yeterlidir. Ortagonal
(dik) fonksiyon ailelerinin pek ¢ogunun dogurucu fonksiyonu bilinmektedir. Bu
tip ailelerin 6nemli baz1 Gzelliklerinin ortaya c¢ikarilmasinda dogurucu fonksiyon

onemli rol oynar [1].

T.bm(2; 1) polinomu, keyfi katsayili bazi polinomlar smifinin 6zel bir du-
rumu olup ilk olarak 1972 yilinda Srivastava tarafindan, son zamanlarda ise Lin

tarafindan ele almmigtir [13]. 7,™(z; 1) polinomu [13]

[ ]

3z

) mi “ i n)le(k)zk . (LmeN;, neNy) (52

M

k=0
bigiminde tamimli olup, burada {Q2(n)}>,, daha 6nce de belirtildigi gibi keyfi
reel veya kompleks sayilarin smirh bir dizisidir. Bu béliimde 7,5 (z; 1) polinom

sinifi i¢in iki adet dogurucu fonksiyon bulunacaktir. Bunun i¢in

(5.2) tanim kullanilarak

S Oty = 52 Ve S sl 0y g

— n! — n! prd k!
olup
_ Wwlp+k)y (—=1)"*nl
bt = e
ozelliklerinden
. o ]
nzzo T ()t —nZ:MZO = k) il R

elde edilir. 2.4. Lemmadan

> % L/ . \un e (—1)mk()\)n+mk(,u)lk(,u+lk)nerk kan4mk
D SR gt ST Q)¢
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bulunur. Béylece

O‘)n—l-mk = (A)ka‘ + mk)n ) (M)?H—mk = (N)mk(ﬂ + mk)n
() + 1) k(mr
Gt et = =00
ozelliklerinden
>, (2), (25 )t

= i i mk mk(A + mk)n(ﬂ)lk(:u)n(,u + n)k(m+l)
n=0 k=0 En () e (16 4 mk)n (1) 16
elde edilir.

Q(k) Zktn+mk

(1) k(mry (o + K(m 1))
(14)n

ifadesi yukaridaki son esitlikte yerine yazilir ve egitlik diizenlenirse

(1 + 1) k(mr) =

o

SO

n=0

i D)™ ()t (A + 10k (1) (1) ko) (1 + K (m A+ 1))
El (1) mr (10 4 mk ) (1)

[
Mg

Q(k})zktn+mk

n=0 k=0
_ i N )k(m+l i Z (u+Ek(m+10)n(A+ mk),t"
= ()mik! (1 +mk),n!

[
Mg

(w

)

(A) (1 )k(m—l—l)Q(k) 2 w+ (I+m)k, A+ mk ;
) 2471

(1) mrk! w+mk ;

sonucuna ulagilir. Son egitlikten & — n indis degigimi ile

G /\n m n
Z%ﬁf’ (2; )t

Ed

[e=]

t] {z(=t)"}*

n=0
- )\ mn n(m l 7)‘ ) —t)m "
:Z() (1) H)Q(n)QFl w4 (L +m)n, A+ mn ; {z( ‘) }
n—0 (N)mn n+mn n!
(5.3)
elde edilir. Pfaff-Kummer Doniigiimii |14]
aHB ; —a Q, 7y — /6 ; z
2F1 Z| = (1 - Z) 2F1 7 ] (54)
o v #—1

seklinde olup (5.4) doniiglimii, (5.3) esitligindeki oF; Gauss hipergeometrik

fonksiyonuna uygulanirsa

o0

Z ()\)' 7:llm Z :U“ Z mn ”(m+l)Q( )( ) [+ (1+m)n]
n.
n=0 n=
o u+(l+m)n,u—/\; t | {z(=t)mn
. pw+mn; t—1 n!
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bulunur. Son esitlik diizenlenirse [t| < 1; [,m € N igin

i O)"Tlvm(z;u)t” (1 i Q1) (A)mn (W) nem-+1

n=0 7’L' ! n=0 (’u)mnn'
prammng—x: t ][ {=0"\"
h w+mn ; t—l] ((1—t)l+m> (5-5)

elde edilir. (5.5) esitligi icin A = p 6zel durumunda

+(+mn,0; ¢ (e (1 m)n)(0) ()"
oI H ] Z k!

pw+mn; t—1 pr (e +mn)y
0
g+ (L+m)n)o(0)o (+5)
(1 -+ mn)o0!
=1
olacagindan |t| < 1; [,m € N i¢in
ot - n mw>www"
(1—t)~* .
; l n nz (1= )i (5.6)

sonucuna ulagihir. Ayrica (5.5) egitliginin sag tarafi

(1 S ARV )n(m+l)({2( D }>n

(1 — t)ltm
- ,u+l+m Wl —=Ne [t \F
Z (p + mn)k! <t — 1)

_ —u - Q(n)<>‘)mn<ﬂ)n(m+l) (p+ (L+m)n),(p — Nk
- Z (1) mn (p =+ mn)pn!k!

=0\t
: <(1 _t)z+m> (t— 1)
olup
(Wi (L4 ) — Pnm)k
(opmm)e = 20 e =

ozelliklerinden son egitligin sag tarafi

(1—t)™" i Q(n)()‘)mn(ﬂ)n(m+l)(ﬂ)n(l+m)+k(ﬂ — A1) mn <{z<_t)m} >" ( t

n,k=0 (N)n(l+m) (:U')mn(:u)mn—l—kn‘k' (1 - t)l-i—m t—1

olarak bulunur. Bu son ifade diizenlenirse
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—(1—t)" i Q1) (A mn (1) r(t4my+k (1 — A ({Z(—t)m}> ( t )k

n,k=0 (1) mn+in k! (1 —t)+m

elde edilir. Simdi sirasiyla (5.6) ve (5.7) egitlikleri i¢in hipergeometrik dogurucu
fonksiyon ailesi bulunacaktir. Bunun igin sirasiyla (5.6) ve (5.7) esitliklerinden
it| < 1; I,m e N igin

o (2) (55 () e

ptn) (ptntl pAn+l—1\ 4,
- | — 1
(1 +n)p ( l >k( l )k ( I . )
+1 +n(l+m)—1
<u><l+m>_( 2 ) (u ) (u (i+m) ) (L )0k

l4+m l4+m l4+m
-n —n+1 -n+m-—1
A(m;—n)zﬁ, e PEEE - ,
1 [—1
A(z;m+n):ml+”,m+7+ %
oo op+1 p+l+m-—1
A(l : =
(+m7/“’b) l+m’l+m7 Y l+m

ozelliklerinin goz oniine alinmasi ve (n) degerinin, (4.2) egitligindeki gibi

alinmasiyla istenilen hipergeometrik dogurucu fonksiyon ailesi

> n A(m;—n), A(l;m +n), (a) ; .
SN ECEE O CREROR DR b
n=0 n (b)v

= (1=t tsmyals

A(l+m;p), (a) ; w (LEm\T"

ve

A(m;—n), A(l;m +n), (a) ;

[e'S) )\n
Z ( ) l+m+AFB

n=0 n! (b) ;
114451 [l 4+m A [Aem], [(a) 1) 5 [p — Ac1) 5 2(=0)" t
s ( P R (01 LAY G i 1) (59)

olarak bulunur.

Ayrica (5.9) ve (5.8) hipergeometrik dogurucu fonksiyonun gesitli 6zel
durumlar1 ve sonuclari matematiksel literatiirde oldukca yaygindir [18]. Uste-

lik Ben Cheikh’nin son ¢aligmalarindan bazilari bu tip hipergeometrik dogurucu
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fonksiyonlarin ailelerine dayanir [7]. Ozellikle (5.8) esitliginde [ =m = 1 alinirsa
it| <1 igin

> s

n=0

A(2; ), (a) 3 —dat
(b) ; (1—1)?

elde edilir ki bu da Chaundy’nin hipergeometrik dogurucu fonksiyonlarindan
biridir [18].

—n,pu+n,(a) ;
() ;

Z] :<1 — t)_u A+2FB

Teorem 5.1 N € N— {1,2} igin

Dn{(1—2)t}"

<
Il
R

|
N =
~—
3
—
—~

IS

[

aN+(N—1B) Fan+(N—1)A—2

(A
2

n=0

—w

S
3
S

.
Il
-

A(N:=n), A[N = 1:1— (b) — n], A(N:2 — 2\ — )
A[N — 1; 1—()—n], (N:3 = A—n), A(N —2,2—2) —n), \;

—FQTBM( [)\ } [((@) SiE _;_;x(1—$)2tN+2,(1 —x)t+4:1:tN>

[(b):3,1]: [A:1];
(5.10)

seklinde verilen, hipergeometrik dogurucu fonksiyon iligkisi dogrudur. Burada

uygunluk i¢in
1)(A+B) xNN(N _ 1)(N—1)(B—A)
(N =2)V=2(1 — )V

2= (=)W~

alinmahdir [12].

Ispat. (5.10) hipergeometrik dogurucu fonksiyon iligkisinin sol tarafina (z,1)
denirve j=1,2,...,A , j=1,2,...,B icin

-n —n+1 —n+N—-1
A(N;—n) = —
( Y n) N’ N Y Y N Y
2—2\—n 3 -2\ — 1—-2\+ N —
A(N;2 -2\ —n) = N n) N n,..., ;\Lf n7
3 %—A—ng—)\—n %—)\—i—N—n
A(N,E—)\—n)— N N N ,
2=2\—n 3-2\—n N-2\—-n-1
A(N —2;2—-2\—n) = N 3 0 N_3 N2 )
l—aj—n 2—a;—n N—-aj—n-1
A[N —1;1 = (a) — n] = Nil ; Nil e N]—l ,
1—-bj—n 2—-0b;—n N—-bj—n—-1
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(=1) ym = (_Wn)m o (L]H)WNN’" :

N
(2 20 — 1)y = (2—2)\—n) ”'<1—2/\+N—n) NVm

N

2—-2\— N-2\-n-1
—_— ] ... N —2)V=2)m

3 %—/\—n %+N—/\—n N
—— )\ - ==/ N&Y™
l1—a;—n N—-—a —n—-—1
H(l—aj—n)uv—l)m:H(N—il) ( N1 ) (N —1)t=bam

1—b;—n N—b—n—1 .
) N — 1)(N-1Bm
N -1 )m ( N -1 )m( )

olduklar1 g6z 6niine alinirsa

—~
>
I
N
~—
3
—=
—~
Q
S
S~—
3
~=
~~
[u—
I
8
N~—
~
—
3

<
3
=
Il
3
I M8
o
<
—w| L
=
S/
s

<.
Il
-

( [T(1—0b;— n)(N—l)m) (—1) Nm

Jj=1

| m=0 ( [T(1—a; — n)(N1)m> (2=2XA—n)(v-2ym

j=

‘ (2=2\—n)Nm \(N-1)(a+B)_ T "
(3—=A=n),, (N)nmm! <( D (1—:1:)N>

—_

elde edilir. Burada

(=D (=n)vm
_ (ED™ImEA 1),
 (2—-2\—n)y_om
_ (=DTERA-1),

220 -1 n m )

( Jnn (2—2)\—n)Nm
f[ g _ H XDan(),
o Jn(N m : 1—CL]—7’L(N )m’
B B )Bm<b )
H(b )n—(N m — H 2

1—b —TL)(N 1)m
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esitliklerinden yararlanarak
A

o (= 4), T - 2y
= J

[T (by)un!

J=1

RE A=) ) = DA = Doy _opm
A — D)o nm (=)™ (n — Nm)!Im!(—=1)N=2m(2)\ — 1),

(A= 2) o (1)OB [T (), 1101y

J=1 J=1

(=19 (4= 4), (=)0 T ) )

. ((_1)(N1)(A+B) m)

bulunur. Gerekli sadelegtirmeler yapilirsa

m=0

R

(@ =ty e = o)™ (A= 1) (@A = Do
(n — Nm)!m!(X\)m(2A — 1)p_nm

=
ﬁ
T
hE

3
I
<)
3
Il
=)

S

(a’j )n (N=1)m

<.
I
-

w
=
3
g
T
E

<.
I
—

elde edilir. 2.4. Lemmadan
A

o T1(@)men (A= 3), (22X = Do (at™){ (1 — 2)t}"

’g/)(l‘,t) = Z = B
o 116 W) (22 — )t

J=1

bulunur. (3.27) esitliginde Q(n), (4.2) esitligindeki gibi secilir, b = \ |, = = xt"
ve y=(1—az)t almirsa

o0 ﬁ (@) min (A= 3),, (2A = Damn (@t)"{(1 — 2)t}"

w(xat) = Z =

n,m=0

e

(0;)man(N)m(2A = 1), m!n!

1

J
A

o T1(@)3min (A= 5) g0, (21— 2)2VF2)™ ((1 = 2)t + 42t™)

-y =
w0 H( Damin(A)mmin]
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esitligi yazilabileceginden

_ parneo (A3 21)(0):3,1]0 — _N2N+2 (1 N
Y(x,t) = Fplg ( [(b>:3’1]:[>\:1];_;x(1 )t (1 x)t+4xt>

olarak bulunur ki bu da ispati tamamlar. =
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