
T.C.

AH� EVRAN ÜN�VERS�TES�

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ

Ç�FT KATLI SER�LER VE H�PERGEOMETR�K

FONKS�YONLARLA �L��K�LER�

Hüseyin SANCAR

YÜKSEK L�SANS TEZ�
MATEMAT�K ANAB�L�M DALI

KIR�EH�R - 2012



T.C.

AH� EVRAN ÜN�VERS�TES�

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ

Ç�FT KATLI SER�LER VE H�PERGEOMETR�K

FONKS�YONLARLA �L��K�LER�

Hüseyin SANCAR

YÜKSEK L�SANS TEZ�
MATEMAT�K ANAB�L�M DALI

DANI�MAN:

Yrd. Doç. Dr. �. Onur KIYMAZ

KIR�EH�R - 2012



Fen Bilimleri Enstitüsü Müdürlü§ü'ne

Bu çal�³ma jürimiz taraf�ndan MATEMAT�K Anabilim Dal�nda YÜKSEK L�SANS

TEZ� olarak kabul edilmi³tir.

Ba³kan:

Yrd. Doç. Dr. Ay³egül ÇET�NKAYA

Üye:

Yrd. Doç. Dr. Yasemin KIYMAZ

Üye:

Yrd. Doç. Dr. �. Onur KIYMAZ

Onay

Yukar�daki imzalar�n, ad� geçen ö§retim üyelerine ait oldu§unu onaylar�m.

.../.../20..

Doç. Dr. Mahmut YILMAZ

Enstitü Müdürü



ÖZET

Bu tez çal�³mas�nda çift katl� seriler incelenmi³ ve bir ya da daha çok de§i³kenli hiperge-

ometrik fonksiyonlarla olan ili³kilerine de§inilmi³tir. Ayr�ca hipergeometrik polinomlar�n belli

s�n��ar�n� içeren baz� do§urucu fonksiyon ili³kileri verilmi³tir.

Bunun için önce çift katl� serilere kuadratik dönü³ümler, kübik dönü³ümler ve toplam

teoremleri uygulanm�³t�r. Daha sonra, verilen çift katl� seri özde³likleri, iki de§i³kenli Srivastava-

Daoust hipergeometrik fonksiyonu yard�m�yla tek katl� serilere indirgenmi³tir. Son olarak belli

bir polinom s�n�f� için elde edilen özde³liklerden de yararlan�larak kar³�l�k gelen hipergeometrik

do§urucu fonksiyon ili³kileri verilmi³tir.

Anahtar Kelimeler: Çift katl� seriler, Hipergeometrik fonksiyonlar, Hipergeometrik polinom-

lar, Do§urucu fonksiyonlar.
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ABSTRACT

In this thesis, double series identities were examined and their consequences involving

hypergeometric functions in one or more variables were investigated.

To do this, the quadratic transformations, cubic transformations or summation theo-

rems were applied to double series �rstly. Then, the identities that given for double series were

reduced to series in one variable with the help of Srivastava-Daoust hypergeometric function.

Finally, the associated generating function relations were given by using the identities that ob-

tained for a class of polynomial.

Keywords: Double series, Hypergeometric functions, Hypergeometric polynomials, Genera-

ting functions.
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S�MGELER VE KISALTMALAR

(λ)n : Pochhammer sembolü

Γ(x) : Gama fonksiyonu

2F1 : (Gauss) Hipergeometrik fonksiyon

pFq : Genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksiyon[
n
m

]
: n
m
de§erine e³it veya n

m
de§erinden küçük en büyük tamsay�

{Ω(n)}∞n=0 : Kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi

∆(m;λ) : m tane parametrenin bir dizisi

δm,n : Kronecker sembolü

T l,m
n (z;µ) : Key� katsay�l� bir polinom s�n�f�

v



1 G�R��

�Hipergeometrik Seri� kelimesi ilk olarak 1655 y�l�nda JohnWellis'in �Arith-

metica In�nitorum� adl� kitab�nda kullan�lm�³t�r. Tek de§i³kenli hipergeometrik

seri teorisindeki çal�³malar ikiyüz y�l öncesine dayanmaktad�r. Bu serilerle ilgili

ilk çal�³malar Euler taraf�ndan gerçekle³tirilmi³tir. Ancak ilk sistemli çal�³ma

1813 y�l�nda Gauss taraf�ndan yap�lm�³t�r.

1836 y�l�nda Kummer taraf�ndan da çe³itli çal�³malar yap�lm�³ olmas�na

ra§men hipergeometrik fonksiyonlar�n temel gösterimleri Riemann taraf�ndan,

diferensiyel denklemler yard�m�yla verilmi³tir. Barnes ve Mellin bu serilerin in-

tegral gösterimlerini tan�mlam�³, Schwarz ve Goursat ise bu gösterimlerin özel

durumlar�n� incelemi³lerdir.

Tek de§i³kenli hipergeometrik seri teorisindeki büyük ba³ar�, iki veya daha

çok de§i³kenli hipergeometrik serilerin geli³imini tetiklemi³tir. 1880 y�l�nda ilk

olarak Appell; F1, F2, F3, F4 ile gösterilen iki de§i³kenli, dört seri tan�mlam�³t�r.

Picard, bu dört seriden birisini, 1870 y�l�nda Pochhammer taraf�ndan çal�³�lan

bir fonksiyonla ili³kilendirmi³tir. Ayr�ca Picard ve Goursat, Appell serilerinin

teorisini geli³tirmi³lerdir.

1889 y�l�nda Horn, iki de§i³kenli hipergeometrik serilerin yak�nsakl�§�n�

ara³t�rm�³ ve onlara kar³�l�k gelen k�smi diferensiyel denklem sistemlerini kur-

mu³tur. �ki de§i³kenli kon�uent hipergeometrik seriler ise ilk olarak P. Humbert

taraf�ndan çal�³�lm�³t�r. Konu üzerinde çal�³an Appell ve Kampé de Fériet'in 1926

y�l� yay�n� daha sonra yap�lan ilgili tüm çal�³malar�n temel kayna§�n� olu³turmu³-

tur.

Literatür tarand�§�nda bu konuda yap�lm�³ oldukça fazla say�da tez, kitap

ve makaleye rastlanmaktad�r. Son y�llarda ise tek ve çift katl� hipergeometrik se-

riler, bunlar�n çift katl� seriler ile ili³kileri, yak�nsakl�k durumlar� ve indirgenebilir-

likleri üzerine çe³itli çal�³malar yap�lmaktad�r.

Bu tez çal�³mas�nda, 2005 ve 2006 y�llar�nda Kung-Yu Chen, H. M. Sri-

vastava ve ark. [11,12] taraf�ndan yay�nlanan çift katl� seri özde³likleri ve kar³�l�k

gelen do§urucu fonksiyon ili³kilerinin ele al�nd�§� iki çal�³ma, ayr�nt�l� bir biçimde

incelenmi³tir.

1



Tez be³ ana bölümden olu³maktad�r. Birinci bölüm giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r.

�kinci bölümde, önbilgiler ve di§er bölümlerde kullan�lacak baz� tan�m ve

lemmalar verilmi³tir.

Üçüncü bölümde, baz� çift katl� seriler, kuadratik dönü³ümler, kübik dönü-

³ümler ve toplam dönü³ümleri tan�mlanm�³t�r. Bu tan�mlar, (bilinen veya yeni)

tek ve çift de§i³kenli baz� seri formülleri elde etmek için kullan�lm�³t�r.

Dördüncü bölümde, iki de§i³kenli Srivastava-Daoust hipergeometrik fonksi-

yonu tan�t�lm�³ ve bu fonksiyon yard�m�yla çe³itli çift katl� hipergeometrik fonksi-

yonlar�n indirgenebilirlik durumlar� verilmi³tir.

Be³inci bölümde ise özel bir hipergeometrik polinom tan�mlanarak, bu

polinomun baz� s�n��ar�na kar³�l�k gelen do§urucu fonksiyon ili³kileri incelen-

mi³tir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez çal�³mas�n�n ilerleyen bölümlerinde kullan�lacak baz� temel

bilgiler verilecektir.

a reel ya da kompleks bir say�, k s�f�r ya da pozitif bir tamsay� olmak üzere

(a)k ifadesi

(a)k =
Γ(a+ k)

Γ(a)
=

{
1 ; k = 0

a(a+ 1) . . . (a+ k − 1) ; k ̸= 0
(2.1)

olarak tan�mlan�r. Bu ifadeye Pochhammer sembolü denir. Ayr�ca (1)k = k!

oldu§undan Faktöriyel fonksiyonu olarak da bilinir [9].

α, β ve γ reel ya da kompleks sabitler olmak üzere

1 +
αβ

γ

x

1!
+
α(α+ 1)β(β + 1)

γ(γ + 1)

x2

2!
+ . . . (2.2)

olarak ifade edilen seri matematikte büyük bir öneme sahiptir. Bu seri

1 + x+ x2 + . . . =
∞∑
n=0

xn

geometrik serisinin bir genelle³tirmesi oldu§undan hipergeometrik seri ad�n� al�r.

(2.2) ifadesinden görülmektedir ki γ de§eri s�f�r ya da negatif bir tamsay� ol-

mamal�d�r. (2.2) hipergeometrik serisi |x| < 1 için yak�nsak, |x| > 1 için ise

�raksakt�r. x = 1 için e§er Re(γ − α − β) > 0 ise seri mutlak yak�nsak olur.

Ayr�ca x = −1 iken −1 < Re(γ − α− β) ≤ 0 ise seri yak�nsakt�r [18].

Pochhammer sembolünün (2.1) gösterimi dikkate al�narak, (2.2) hiperge-

ometrik serisi

2F1(α, β; γ; x) =
∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

xn

n!
(2.3)

³eklinde yaz�labilir. (2.3) e³itli§inin genelle³tirilmi³ ifadesi

pFq

[
α1, . . . , αp ;

γ1, . . . , γq ;
x

]
= pFq(α1, α2, . . . , αp; γ1, γ2, . . . , γq; x)

=
∞∑
n=0

(α1)n(α2)n . . . (αp)n
(γ1)n(γ2)n . . . (γq)n

xn

n!

³eklindedir [18]. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden 2F1 gösterimi yerine

genellikle sadece F kullan�l�r. Yani,

2F1(α, β; γ; x) = F (α, β; γ;x)
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olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak tan�mlan�r. (2.3)

e³itli§inden hipergeometrik fonksiyonun α ve β de§i³kenlerine göre simetrik

oldu§u görülür yani

F (α, β; γ; x) = F (β, α; γ;x)

e³itli§i sa§lan�r.

Lemma 2.1 m, key� pozitif tamsay� olmak üzere

∞∑
n=0

∞∑
k=0

A(k, n) =
∞∑
n=0

[ n
m ]∑
k=0

A(k, n−mk)

e³itli§i geçerlidir. Burada
[
n
m

]
; n
m

de§erine e³it veya n
m

de§erinden küçük en

büyük tamsay�d�r [4].

�spat.
∞∑
n=0

∞∑
k=0

A(k, n)tn+mk

çift katl� toplam� göz önüne al�ns�n. Burada k = j, n + mk = N al�n�rsa n =

N −mj olur. k ≥ 0 oldu§undan j ≥ 0 olacakt�r. Dolay�s�yla

N −mj ≥ 0 ⇒ N ≥ mj ≥ 0 ⇒ 0 ≤ j ≤ N

m

elde edilir. 0 ≤ j ≤ N
m

ve j tamsay� oldu§undan yeni toplamdaki j indisi 0

de§erinden
[
N
m

]
de§erine al�nabilir. Dolay�s�yla buradan

∞∑
n=0

∞∑
k=0

A(k, n)tn+mk =
∞∑
N=0

[Nm ]∑
j=0

A(j,N −mj)tN

elde edilir. Bu e³itlikte e§er t = 1, j ve N s�ras�yla k ve n al�n�rsa istenilen sonuca

ula³�l�r.

Yukar�daki lemmadan a³a§�daki iki sonuca ula³�labilir:

Sonuç 2.2 A(k, n), iki de§i³kenli herhangi bir dizi olmak üzere
∞∑
n=0

∞∑
k=0

A(k, n) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

A(k, n− k)

e³itli§i geçerlidir [4].

Sonuç 2.3 A(k, n), iki de§i³kenli herhangi bir dizi olmak üzere

∞∑
n=0

∞∑
k=0

A(k, n) =
∞∑
n=0

[n2 ]∑
k=0

A(k, n− 2k)

4



e³itli§i geçerlidir [4].

Lemma 2.4 m, key� pozitif tamsay� olmak üzere

∞∑
n=0

∞∑
k=0

B(k, n+mk) =
∞∑
n=0

[ n
m ]∑
k=0

B(k, n)

e³itli§i geçerlidir [4].

�spat.
∞∑
n=0

∞∑
k=0

B(k, n+mk)tn+mk

çift toplam� göz önüne al�ns�n. Burada k = j, n = N −mk al�n�rsa n = N −mj

ve 0 ≤ k < ∞ ve 0 ≤ n < ∞ yaz�labilir. Buradan yeni indisler yer de§i³irse

0 ≤ j <∞ ve 0 ≤ N −mj <∞ olup 0 ≤ mj ≤ N ve 0 ≤ j ≤ N
m

elde edilir.

Dolay�s�yla

∞∑
n=0

∞∑
k=0

B(k, n+mk)tn+mk =
∞∑
N=0

[Nm ]∑
j=0

B(j,N −mj +mj)tN =
∞∑
N=0

[Nm ]∑
j=0

B(j,N)tN

bulunur. Bu e³itlikte e§er t = 1, j ve N s�ras�yla k ve n al�n�rsa .

∞∑
n=0

∞∑
k=0

B(k, n+mk) =
∞∑
n=0

[ n
m ]∑
k=0

B(k, n)

elde edilir ki bu ispat� tamamlar.

Lemma 2.5 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olmak üzere

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
xm

m!

yn

n!
=

∞∑
m=0

Ω(m)
(x+ y)m

m!
(2.4)

e³itli§i geçerlidir [11].

�spat. (2.4) e³itli§inin sol taraf�

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
xm

m!

yn

n!
=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

Ω(m+ n)
xm

m!

yn

n!

³eklinde yaz�l�r ve 2.2. Sonuçtan

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
xm

m!

yn

n!
=

∞∑
m=0

Ω(m)
m∑
n=0

xm−n

(m− n)!

yn

n!
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bulunur. Burada (x+ y)m =
m∑
n=0

(
m
n

)
xm−nyn oldu§undan

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
xm

m!

yn

n!
=

∞∑
m=0

Ω(m)
(x+ y)m

m!

elde edilir. Bu ise ispat� tamamlar.
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3 SER� ÖZDE�L�KLER�

Bu bölümde baz� çift katl� serilere, kuadratik dönü³ümler, kübik dönü³üm-

ler ve toplam dönü³ümleri uygulan�p çe³itli (bilinen veya yeni) tek ve çift katl�

seriler elde edilecektir. Ayr�ca teoremlerin özel durumlar� verilip, bu özel durum-

larda çift katl� serilerden tek katl� serilerin nas�l elde edilece§i gösterilecektir.

Teorem 3.1 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. λ + µ /∈ Z−
0

için a³a§�daki çift katl� serilerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)(λ)2m+n(λ)m+2n(µ)m(µ)n
xm

m!

yn

n!

=
∞∑

m,n=0

Ω(m+ 2n)
(λ)m+2n(λ)2m+3n(µ)m+n(λ+ µ)2m+4n

(λ+ µ)2m+3n

(x+ y)m

m!

(−xy)n

n!

(3.1)

e³itli§i geçerlidir [11].

�spat. (3.1) e³itli§inin sol taraf� Θ(x, y) ile gösterilir ve 2.2. Sonuçtan

Θ(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)(λ)2m+n(λ)m+2n(µ)m(µ)n
xm

m!

yn

n!

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)(λ)m+n(λ)2n−m(µ)m(µ)n−m
xm

m!

yn−m

(n−m)!

elde edilir. Burada

(n−m)! =
n!

(−1)m(−n)m
, (λ)2n−m =

(λ)2n
(−1)m(1− λ− 2n)m

,

(µ)n−m =
(µ)n

(−1)m(1− µ− n)m
,

(λ)m+n = (λ+ n)m(λ)n

olup bu özellikler son e³itlikte yerlerine yaz�l�rlarsa

Θ(x, y) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)
(λ+ n)m(λ)n(λ)2n(µ)m(µ)n(−1)m(−n)m
(−1)m(1− λ− 2n)m(−1)m(1− µ− n)m

xm

m!

yn−m

n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)(λ)n(λ)2n(µ)n
yn

n!

n∑
m=0

(−n)m(λ+ n)m(µ)m
(1− λ− 2n)m(1− µ− n)m

(
−x
y

)m
m!

=
∞∑
n=0

Ω(n)(λ)n(λ)2n(µ)n
yn

n!
3F2

[
−n, λ+ n, µ ;

1− λ− 2n, 1− µ− n ;
− x

y

]
(3.2)
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elde edilir. (3.2) e³itli§inde 3F2 fonksiyonuna

3F2

[
α, β, γ ;

α− β + 1, α− γ + 1 ;
z

]

= (1− z)−α 3F2

[
1
2
α, 1

2
α+ 1

2
, α− β − γ + 1 ;

α− β + 1, α− γ + 1 ;
− 4z

(1− z)2

]
(3.3)

³eklinde tan�mlanan Whipple Kuadratik Dönü³ümü [9] uygulan�rsa

Θ(x, y) =
∞∑
n=0

Ω(n)(λ)n(λ)2n(µ)n
(x+ y)n

n!

· 3F2

[
−1

2
n,−1

2
n+ 1

2
, 1− λ− µ− 2n ;

1− λ− 2n, 1− µ− n ;

4xy

(x+ y)2

]

=
∞∑
n=0

Ω(n)(λ)n(λ)2n(µ)n
(x+ y)n

n!

·
[n
2
]∑

m=0

(
−1

2
n
)
m

(
−1

2
n+ 1

2

)
m
(1− λ− µ− 2n)m

(1− λ− 2n)m(1− µ− n)m

(
4xy

(x+y)2

)m
m!

bulunur. Buradan

(1−λ−2n)m =
(−1)m(λ)2n
(λ)2n−m

, (1−µ−n)m=
(−1)m(µ)n
(µ)n−m

, (n−2m)!=
n!

(−1)2m(−n)2m
,

(−n)2m = 22m
(
−n
2

)
m

(
−n+ 1

2

)
m

, (1− λ− µ− 2n)m =
(−1)m(λ+ µ)2n
(λ+ µ)2n−m

olduklar� göz önüne al�n�p bu de§erler yukar�daki son e³itlikte yerlerine yaz�l�r ve

düzenlenirse

Θ(x, y) =
∞∑
n=0

[n
2
]∑

m=0

Ω(n)
(λ)n(λ)2n−m(µ)n−m(λ+ µ)2n

(λ+ µ)2n−m

(−xy)m

m!

(x+ y)n−2m

(n− 2m)!
(3.4)

elde edilir. (3.4) e³itli§inde 2.4. Lemmadan

Θ(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(2m+ n)
(λ)2m+n(λ)3m+2n(µ)m+n(λ+ µ)4m+2n

(λ+ µ)3m+2n

(−xy)m

m!

(x+ y)n

n!

bulunur. Son e³itlikte n 7−→ m ve m 7−→ n al�narak ispat tamamlan�r.

3.1. Teorem, y = −x için a³a§�daki seri özde³li§ine indirgenir:

Sonuç 3.2 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. λ+µ /∈ Z−
0 için

a³a§�daki serilerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla
∞∑

m,n=0

(−1)nΩ(m+ n)(λ)2m+n(λ)m+2n(µ)m(µ)n
xm+n

m!n!

=
∞∑
n=0

Ω(2n)
(λ)2n(λ)3n(µ)n(λ+ µ)4n

(λ+ µ)3n

x2n

n!
(3.5)

8



e³itli§i geçerlidir [11].

�spat. y = −x için (3.1) e³itli§inden, (3.5) e³itli§inin sol taraf�n� görmek kolay-

d�r. (3.5) e³itli§inin sa§ taraf� için
∞∑

m,n=0

Ω(m+ 2n)
(λ)m+2n(λ)2m+3n(µ)m+n(λ+ µ)2m+4n

(λ+ µ)2m+3n

(x+ y)m

m

(−xy)n

n!

=
∞∑
n=0

[
Ω(2n)

(λ)2n(λ)3n(µ)n(λ+ µ)4n
(λ+ µ)3n

(−xy)n

n!

+ Ω(1 + 2n)
(λ)1+2n(λ)2+3n(µ)1+n(λ+ µ)2+4n

(λ+ µ)2+3n

(x+ y)
(−xy)n

n!
+ . . .

]
olup y = −x için ilk terim hariç di§erleri s�f�r olaca§�ndan

∞∑
m,n=0

(−1)nΩ(m+ n)(λ)2m+n(λ)m+2n(µ)m(µ)n
xm+n

m!n!

=
∞∑
n=0

Ω(2n)
(λ)2n(λ)3n(µ)n(λ+ µ)4n

(λ+ µ)3n

x2n

n!

elde edilir.

Teorem 3.3 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. ν+ 1
2
, 2ν /∈ Z−

0

için a³a§�daki çift katl� serilerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla
∞∑

m,n=0

Ω(2m+ n)(
ν + 1

2

)
m

x2m

m!

yn

n!
=

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
(ν)m
(2ν)m

(−4x)m

m!

(2x+ y)n

n!
(3.6)

ve ν /∈ Z−
0 için

∞∑
m,n=0

Ω(2m+ n)

(ν)m

xm

m!

yn

n!

=
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)
(2ν +m+ n− 1)m

(ν)m

{1
2
(y −

√
y2 − 4x)}m

m!

(
√
y2 − 4x)n

n!

(3.7)

e³itlikleri geçerlidir [11].

�spat. (3.6) e³itli§inin sol taraf� ϕ(x, y) ile gösterilir ve 2.3. Sonuçtan

ϕ(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(2m+ n)(
ν + 1

2

)
m

x2m

m!

yn

n!

=
∞∑
n=0

[n2 ]∑
m=0

Ω(n)(
ν + 1

2

)
m

x2m

m!

yn−2m

(n− 2m)!

9



olup

(n− 2m)! =
n!

(−1)2m(−n)2m
, (−n)2m = 22m

(
−n
2

)
m

(
−n+ 1

2

)
m

özelliklerinden

ϕ(x, y) =
∞∑
n=0

[n2 ]∑
m=0

Ω(n)(−1)2m22m
(
−n

2

)
m

(−n+1
2

)
m(

ν + 1
2

)
m

x2m

m!

yn−2m

n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)
yn

n!

[n2 ]∑
m=0

(
−n

2

)
m

(−n+1
2

)
m(

ν + 1
2

)
m

(
2x
y

)2m
m!

=
∞∑
n=0

Ω(n)
yn

n!
2F1

[
−1

2
n,−1

2
n+ 1

2
;

ν + 1
2
;

(
2x

y

)2
]

(3.8)

elde edilir. (3.8) e³itli§inde 2F1 Gauss hipergeometrik fonksiyonuna

2F1

[
α, α + 1

2
;

γ ;
z2

]
= (1 + z)−2α

2F1

[
2α, γ − 1

2
;

2γ − 1 ;

2z

1 + z

]
³eklinde tan�mlanan kuadratik dönü³üm [9] uygulan�rsa

ϕ(x, y) =
∞∑
n=0

Ω(n)
(2x+ y)n

n!
2F1

[
−n, ν ;

2ν ;

4x

2x+ y

]

=
∞∑
n=0

Ω(n)
(2x+ y)n

n!

n∑
m=0

(−n)m(ν)m
(2ν)m

(
4x

2x+y

)m
m!

sonucuna ula³�l�r. Buradan

(−n)m =
n!

(−1)m(n−m)!

oldu§u göz önüne al�n�p bu de§er yukar�daki son e³itlikte yerine yaz�l�r ve düzen-

lenirse

ϕ(x, y) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)
(ν)m
(2ν)m

(−4x)m

m!

(2x+ y)n−m

(n−m)!
(3.9)

bulunur. (3.9) e³itli§inde 2.4. Lemmadan

ϕ(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)
(ν)m
(2ν)m

(−4x)m

m!

(2x+ y)n

n!

elde edilir ki bu ilk iddiay� ispatlar. �kinci iddia için (3.7) e³itli§inin sol taraf�

ω(x, y) ile gösterilir ve 2.3. Sonuçtan

ω(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(2m+ n)

(ν)m

xm

m!

yn

n!

=
∞∑
n=0

[n2 ]∑
m=0

Ω(n)

(ν)m

xm

m!

yn−2m

(n− 2m)!
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olup

(n− 2m)! =
n!

(−1)2m(−n)2m
,

(−n)2m = 22m
(
−n
2

)
m

(
−n+ 1

2

)
m

özelliklerinden

ω(x, y) =
∞∑
n=0

[n2 ]∑
m=0

Ω(n)(−1)2m22m
(
−n

2

)
m

(−n+1
2

)
m

(ν)m

xm

m!

yn−2m

n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)
yn

n!

[n2 ]∑
m=0

(
−n

2

)
m

(−n+1
2

)
m

(ν)m

(
4x
y2

)m
m!

=
∞∑
n=0

Ω(n)
yn

n!
2F1

[
−1

2
n,−1

2
n+ 1

2
;

ν ;

4x

y2

]
(3.10)

bulunur. (3.10) e³itli§inde 2F1 Gauss hipergeometrik fonksiyonuna

2F1

[
α, α + 1

2
;

γ ;
z

]
= (1− z)−α 2F1

[
2α, 2γ − 2α− 1 ;

γ ;

√
1− z − 1

2
√
1− z

]
³eklinde tan�mlanan kuadratik dönü³üm [9] uygulan�rsa

ω(x, y) =
∞∑
n=0

Ω(n)

(√
y2 − 4x

)n
n!

2F1

−n, 2ν + n− 1 ;

ν ;

1
2

(√
y2 − 4x− y

)
√
y2 − 4x



=
∞∑
n=0

Ω(n)

(√
y2 − 4x

)n
n!

n∑
m=0

(−n)m(2ν + n− 1)m
(ν)mm!

(
1
2

(√
y2 − 4x− y

))m
(√

y2 − 4x
)m

=
∞∑
n=0

Ω(n)

(√
y2 − 4x

)n
n!

n∑
m=0

(−n)m(2ν + n− 1)m
(ν)mm!

(−1)m
(

1
2

(
y −

√
y2 − 4x

))m
(√

y2 − 4x
)m

elde edilir. Buradan

(−n)m =
n!

(−1)m(n−m)!

oldu§u göz önüne al�n�p bu de§er yukar�daki son e³itlikte yerine yaz�l�r ve düzen-

lenirse

ω(x, y) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)
(2ν + n− 1)m
(ν)mm!(n−m)!

(
1
2

(
y −

√
y2 − 4x

))m
(√

y2 − 4x
)m−n (3.11)

bulunur. (3.11) e³itli§inde, 2.4. Lemmadan

ω(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(m+n)
(2ν +m+ n− 1)m

(ν)m

(
1
2

(
y −

√
y2 − 4x

))m
m!

(√
y2 − 4x

)n
n!
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sonucuna ula³�l�r ve böylece ikinci iddia da ispatlanm�³ olur.

(3.6) e³itli§inde x = −1
2
y ve (3.7) e³itli§inde y = 2

√
x al�narak, 3.3.

Teorem a³a§�daki özde³li§e indirgenir :

Sonuç 3.4 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. ν + 1
2
, 2ν /∈ Z−

0

için a³a§�daki serilerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla

∞∑
m,n=0

Ω(2m+ n)(
ν + 1

2

)
m

(
1
2
y
)2m
m!

yn

n!
=

∞∑
n=0

Ω(n)
(ν)n
(2ν)n

(2y)n

n!
(3.12)

ve ν, 2ν − 1 /∈ Z−
0 için

∞∑
m,n=0

Ω(2m+ n)

(ν)m

xm

m!

(2
√
x)

n

n!
=

∞∑
n=0

Ω(n)

(
ν − 1

2

)
n

(2ν − 1)n

(4
√
x)

n

n!
(3.13)

e³itlikleri geçerlidir [11].

�spat. x = −1
2
y için (3.6) e³itli§inden, (3.12) e³itli§inin sol taraf�n� görmek

kolayd�r. (3.12) e³itli§inin sa§ taraf� için

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
(ν)m
(2ν)m

(−4x)m

m!

(2x+ y)n

n!

=
∞∑
m=0

[
Ω(m)

(ν)m
(2ν)m

(−4x)m

m!
+ Ω(m+ 1)

(ν)m
(2ν)m

(−4x)m

m!
(2x+ y) + . . .

]
olup x = −1

2
y için ilk terim hariç di§erleri s�f�r olaca§�ndan

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
(ν)m
(2ν)m

(−4x)m

m!

(2x+ y)n

n!
=

∞∑
m=0

Ω(m)
(ν)m
(2ν)m

(2y)m

m!

elde edilir. Yukar�daki e³itli§in sa§ taraf�

∞∑
m=0

Ω(m)
(ν)m
(2ν)m

(2y)m

m!
=

∞∑
n=0

Ω(n)
(ν)n
(2ν)n

(2y)n

n!

biçiminde yaz�labilece§inden

∞∑
m,n=0

Ω(2m+ n)(
ν + 1

2

)
m

(
1
2
y
)2m
m!

yn

n!
=

∞∑
n=0

Ω(n)
(ν)n
(2ν)n

(2y)n

n!

olup ilk iddia ispatlanm�³ olur. �kinci iddia da y = 2
√
x için (3.7) e³itli§inden,

(3.13) e³itli§inin sol taraf�n� görmek kolayd�r.
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(3.13) e³itli§inin sa§ taraf� için

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
(2ν +m+ n− 1)m

(ν)m

(
1
2

(
y −

√
y2 − 4x

))m
m!

(√
y2 − 4x

)n
n!

=
∞∑
m=0

[
Ω(m)

(2ν +m− 1)m
(ν)m

(
1
2

(
y −

√
y2 − 4x

))m
m!

+ Ω(m+ 1)
(2ν +m)m

(ν)m

(
1
2

(
y −

√
y2 − 4x

))m
m!

(√
y2 − 4x

)
+ . . .

]
olup y = 2

√
x için ilk terim hariç di§erleri s�f�r olaca§�ndan

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
(2ν +m+ n− 1)m

(ν)m

(
1
2

(
y −

√
y2 − 4x

))m
m!

(√
y2 − 4x

)n
n!

=
∞∑
m=0

Ω(m)
(2ν +m− 1)m

(ν)m

(
√
x)m

m!

yaz�labilir. Buradan

(2ν +m− 1)m =
(2ν − 1)2m
(2ν − 1)m

, (2ν − 1)2m =

(
2ν − 1

2

)
m

(ν)m2
2m

e³itlikleri göz önüne al�n�r ve yerlerine yaz�l�rlarsa

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
(2ν +m+ n− 1)m

(ν)m

(
1
2

(
y −

√
y2 − 4x

))m
m!

(√
y2 − 4x

)n
n!

=
∞∑
m=0

Ω(m)

(
ν − 1

2

)
m
22m

(2ν − 1)m

(
√
x)m

m!

elde edilir. Yukar�daki e³itli§in sa§ taraf�
∞∑
m=0

Ω(m)

(
ν − 1

2

)
m
22m

(2ν − 1)m

(
√
x)m

m!
=

∞∑
n=0

Ω(n)

(
ν − 1

2

)
n
22n

(2ν − 1)n

(
√
x)n

n!

biçiminde yaz�labilece§inden
∞∑

m,n=0

Ω(2m+ n)

(ν)m

xm

m!

(2
√
x)

n

n!
=

∞∑
n=0

Ω(n)

(
ν − 1

2

)
n

(2ν − 1)n

(4
√
x)

n

n!

olup ikinci iddia da ispatlanm�³ olur.

Uyar� 3.5 (3.12) e³itli§inde y = 2
√
x ve ν = ν − 1

2
al�n�rsa, (3.13) e³itli§i

elde edilir [9].
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n ∈ N0 ve γ /∈ Z−
0 için

3F2

[
−n, α, β;

γ, α + β − γ − n+ 1;
1

]
=

(γ − α)n(γ − β)n
(γ)n(γ − α− β)n

(3.14)

biçiminde verilen Pfa�-Saalschütz Dönü³ümünün [9], genelle³tirilmi³ versiyonu

Srivastava taraf�ndan [20] n,N ∈ N0 için

3F2

[
−n, α, β;

γ +N,α + β − γ − n+ 1;
1

]
=

(γ − α+N)n−N(γ − β +N)n−N
(γ +N)n−N(γ − α− β)n

·
N∑
k=0

(
N

k

)
(α)k(β)k(γ − α− β)N−k

(γ + n)k
(3.15)

³eklinde verilmi³tir. Bu e³itlik, N = 0 için (3.14) e³itli§ine indirgenir.

Teorem 3.6 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. N ∈ N0 için

a³a§�daki serilerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla
∞∑

m,n=0

(−1)mΩ(m+ n)
(λ)2m+n(λ− µ− ν + 1)m

(λ− µ+N + 1)m(λ− ν + 1)m

xm+n

m!n!

=
(λ− µ+ 1)N
(1− µ)N(ν)N

N∑
k=0

(
N

k

)
(λ)k(λ− µ− ν + 1)k(ν − λ)N−k

(λ− µ+ 1)k

·
∞∑
n=0

Ω(n)
(λ+ k)n(µ−N)n(ν)n

(λ− µ+ k + 1)n(λ− ν −N + k + 1)n

xn

n!
(3.16)

e³itli§i geçerlidir [11].

�spat. (3.16) e³itli§inin sol taraf� ψ(x) ile gösterilir ve 2.2. Sonuçtan

ψ(x) =
∞∑

m,n=0

(−1)mΩ(m+ n)
(λ)2m+n(λ− µ− ν + 1)m

(λ− µ+N + 1)m(λ− ν + 1)m

xm+n

m!n!

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

(−1)mΩ(n)
(λ)m+n(λ− µ− ν + 1)m

(λ− µ+N + 1)m(λ− ν + 1)m

xn

m!(n−m)!

olup

(n−m)! =
n!

(−1)m(−n)m
, (λ)m+n = (λ+ n)m(λ)n

özelliklerinden

ψ(x) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(−1)m(−1)mΩ(n)
(−n)m(λ+ n)m(λ)n(λ− µ− ν + 1)m

(λ− µ+N + 1)m(λ− ν + 1)m

xn

m!n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)(λ)n
xn

n!

n∑
m=0

(−n)m(λ+ n)m(λ− µ− ν + 1)m
(λ− µ+N + 1)m(λ− ν + 1)mm!

=
∞∑
n=0

Ω(n)(λ)n
xn

n!
3F2

[
−n, λ+ n, λ− µ− ν + 1 ;

λ− µ+N + 1, λ− ν + 1 ;
1

]
(3.17)
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elde edilir. (3.17) e³itli§inde 3F2 fonksiyonuna (3.15) dönü³ümü uygulan�rsa

ψ(x) =
∞∑
n=0

Ω(n)(λ)n
xn

n!

(1− µ− n+N)n−N(ν +N)n−N
(λ− µ+N + 1)n−N(ν − λ− n)n

·
N∑
k=0

(
N

k

)
(λ+ n)k(λ− µ− ν + 1)k(ν − λ− n)N−k

(λ− µ+ n+ 1)k

sonucuna ula³�l�r. Burada

(1 + λ− µ+N)n−N =
(1 + λ− µ)n
(1 + λ− µ)N

, (ν +N)n−N =
(ν)n
(ν)N

,

(1 + λ− µ+ n)k =
(λ− µ+ 1)k(λ− µ+ k + 1)n

(λ− µ+ 1)n
,

(ν − λ− n)n = (−1)n(1− ν + λ)n,

(ν − λ− n)N−k =
(1− ν + λ)n(ν − λ)N−k

(1− ν + λ−N + k)n
,

(1− µ− n+N)n−N =
(−1)n(µ−N)n

(1− µ)N
, (λ+ n)k =

(λ)k(λ+ k)n
(λ)n

olup bu özellikler son e³itlikte yerlerine yaz�l�rlarsa

ψ(x) =
∞∑
n=0

Ω(n)(λ)n
xn

n!

(−1)n(µ−N)n(ν)n(1 + λ− µ)N
(1− µ)N(ν)N(1 + λ− µ)n(−1)n(1− ν + λ)n

·
N∑
k=0

(
N

k

)
(λ)k(λ+ k)n(λ− µ− ν + 1)k(λ− µ+ 1)n(1− ν + λ)n(ν − λ)N−k

(λ)n(λ− µ+ 1)k(λ− µ+ k + 1)n(1− ν + λ−N + k)n

elde edilir. Buradan gerekli sadele³tirmeler ve basit düzenlemelerle

ψ(x) =
(λ− µ+ 1)N
(1− µ)N(ν)N

N∑
k=0

(
N

k

)
(λ)k(λ− µ− ν + 1)k(ν − λ)N−k

(λ− µ+ 1)k

·
∞∑
n=0

Ω(n)
(λ+ k)n(µ−N)n(ν)n

(λ− µ+ k + 1)n(λ− ν −N + k + 1)n

xn

n!

bulunup ispat tamamlan�r.

3.6. Teorem, N = 0 özel durumunda a³a§�daki sonucu verir:

Sonuç 3.7 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. A³a§�daki seri-

lerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla
∞∑

m,n=0

(−1)mΩ(m+ n)
(λ)2m+n(λ− µ− ν + 1)m
(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m

xm+n

m!n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)
(λ)n(µ)n(ν)n

(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)n

xn

n!
(3.18)

e³itli§i geçerlidir [11].
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�spat. N = 0 için (3.16) e³itli§inden, (3.18) e³itli§inin sol taraf�n� görmek kolay-

d�r. (3.18) e³itli§inin sa§ taraf� için, N = 0 oldu§undan

(λ− µ+ 1)N
(1− µ)N(ν)N

N∑
k=0

(
N

k

)
(λ)k(λ− µ− ν + 1)k(ν − λ)N−k

(λ− µ+ 1)k

·
∞∑
n=0

Ω(n)
(λ+ k)n(µ−N)n(ν)n

(λ− µ+ k + 1)n(λ− ν −N + k + 1)n

xn

n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)
(λ)n(µ)n(ν)n

(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)n

xn

n!

elde edilir.

Uyar� 3.8 3.7. Sonuçta Ω(n) = 1 al�n�rsa, (3.18) e³itli§inin sa§ taraf�n�n, (3.3)

e³itli§inin sol taraf�na e³it oldu§u aç�kt�r [11].

7F6 formundaki hipergeometrik seriler için Dougall Toplam Dönü³ümü

[9] n ∈ N0 için

7F6

[
α, 1

2
α+ 1, β, γ, δ, ε,−n ;

1
2
α, α− β + 1, α− γ + 1, α− δ + 1, α− ε+ 1, α + n+ 1 ;

1

]

=
(α+ 1)n(α− β − γ + 1)n(α− β − δ + 1)n(α− γ − δ + 1)n
(α− β + 1)n(α− γ + 1)n(α− δ + 1)n(α− β − γ − δ + 1)n

(3.19)

³eklinde olup (3.16) ve (3.18) e³itliklerine benzer olarak a³a§�daki seri özde³li§i

verilebilir:

Teorem 3.9 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. O halde a³a§�-

daki serilerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)
(2λ− µ− ν − σ + 1)2m+n

(λ+ 1)2m+n(2λ− µ− ν − σ + 1)m+n(λ− µ− ν − σ + 1)m+n

·
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m(σ)m(λ− µ− ν − σ + 1)n

(1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m(λ− σ + 1)m

xm+n

m!n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)
(λ− µ− ν + 1)n(λ− µ− σ + 1)n(λ− ν − σ + 1)n

(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)n(λ− σ + 1)n(λ− µ− ν − σ + 1)n

xn

n!

(3.20)

e³itli§i geçerlidir [11].
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�spat. (3.20) e³itli§inin sol taraf� φ(x) ile gösterilir ve 2.2. Sonuçtan

φ(x) =
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)
(2λ− µ− ν − σ + 1)2m+n

(λ+ 1)2m+n(2λ− µ− ν − σ + 1)m+n

·
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m(σ)m

(1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m(λ− σ + 1)m

· (λ− µ− ν − σ + 1)n
(λ− µ− ν − σ + 1)m+n

xm+n

m!n!

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)
(2λ− µ− ν − σ + 1)m+n

(λ+ 1)m+n(2λ− µ− ν − σ + 1)n(λ− µ− ν − σ + 1)n

·
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m(σ)m(λ− µ− ν − σ + 1)n−m

(1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m(λ− σ + 1)m

xn

m!(n−m)!

elde edilir. Burada

(n−m)! =
n!

(−1)m(−n)m
, (λ+ 1)m+n = (λ+ 1)n(λ+ n+ 1)m ,

(2λ− µ− ν − σ + 1)m+n = (2λ− µ− ν − σ + 1)n(2λ− µ− ν − σ + n+ 1)m ,

(λ− µ− ν − σ + 1)n−m =
(−1)m(λ− µ− ν − σ + 1)n

(µ+ ν + σ − λ− n)m

olup bu özellikler son e³itlikte yerlerine yaz�l�r ve düzenlenirse

φ(x) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)
(2λ− µ− ν − σ + 1)n(2λ− µ− ν − σ + n+ 1)m

(λ+ 1)n(λ+ n+ 1)m(2λ− µ− ν − σ + 1)n

·
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m(σ)m(−1)m(λ− µ− ν − σ + 1)n

(µ+ ν + σ − λ− n)m(
1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m

· (−1)m(−n)mxn

(λ− µ− ν − σ + 1)n(λ− σ + 1)mm!n!

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)

·
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m(σ)m(2λ− µ− ν − σ + n+ 1)m

(λ+ 1)n(λ+ n+ 1)m(
1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m(λ− σ + 1)m

· (−n)mxn

(µ+ ν + σ − λ− n)mn!m!

elde edilir. Buradan gerekli düzenlemeler ile

φ(x) =
∞∑
n=0

Ω(n)
xn

n!(λ+ 1)n

·
n∑

m=0

(λ)m(
1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m(σ)m(2λ− µ− ν − σ + n+ 1)m

(1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m(λ− σ + 1)m(λ+ n+ 1)m

· (−n)m
(µ+ ν + σ − λ− n)mm!
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=
∞∑
n=0

Ω(n)
xn

(λ+ 1)nn!

· 7F6

[
λ, 1

2
λ+ 1, µ, ν, σ, 2λ− µ− ν − σ + n+ 1,−n ;

1
2
λ, λ− µ+ 1, λ− ν + 1, λ− σ + 1, µ+ ν + σ − λ− n, λ+ n+ 1 ;

1

]
(3.21)

bulunur. (3.21) e³itli§inde 7F6 fonksiyonuna (3.19) Dougall Toplam Dönü³ümü

uygulan�rsa

φ(x) =
∞∑
n=0

Ω(n)
xn

(λ+ 1)nn!

(λ+ 1)n(λ− µ− ν + 1)n(λ− µ− σ + 1)n
(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)n(λ− σ + 1)n

· (λ− ν − σ + 1)n
(λ− µ− ν − σ + 1)n

=
∞∑
n=0

Ω(n)
(λ− µ− ν + 1)n(λ− µ− σ + 1)n(λ− ν − σ + 1)n

(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)n(λ− σ + 1)n(λ− µ− ν − σ + 1)n

xn

n!

olup ispat tamamlan�r.

(3.19) Dougall Toplam�, β = 1 + α+ n ve n −→ ∞ için

5F4

[
α, 1

2
α+ 1, γ, δ, ε ;

1
2
α, 1 + α− γ, 1 + α− δ, 1 + α− ε ;

1

]

=
Γ(1 + α− γ)Γ(1 + α− δ)Γ(1 + α− ε)Γ(1 + α− γ − δ − ε)

Γ(1 + α)Γ(1 + α− δ − ε)Γ(1 + α− γ − ε)Γ(1 + α− γ − δ)
(3.22)

biçimindeki 5F4 hipergeometrik serisine indirgenir [9]. 3.9. Teorem ise, |σ| −→
∞ için a³a§�da verilen seri özde³li§ine indirgenir:

Sonuç 3.10 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. A³a§�daki seri-

lerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla
∞∑

m,n=0

(−1)mΩ(m+ n)
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m

(λ+ 1)2m+n(
1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m

xm+n

m!n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)
(λ− µ− ν + 1)n

(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)n

xn

n!
(3.23)

e³itli§i geçerlidir [11].

�spat. (3.23) e³itli§inin sol taraf� ψ(x) ile gösterilir ve 2.2. Sonuçtan

ψ(x) =
∞∑

m,n=0

(−1)mΩ(m+ n)
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m

(λ+ 1)2m+n(
1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m

xm+n

m!n!

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

(−1)mΩ(n)
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m

(λ+ 1)m+n(
1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m

xn

m!(n−m)!
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elde edilir. Burada

(n−m)! =
n!

(−1)m(−n)m
, (λ+ 1)m+n = (λ+ 1)n(λ+ n+ 1)m

olup bu özellikler son e³itlikte yerlerine yaz�l�rlarsa

ψ(x) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(−1)m(−1)mΩ(n)
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m(−n)m

(λ+ 1)n(λ+ n+ 1)m(
1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m

· xn

(λ− ν + 1)mm!n!

bulunur. Buradan basit düzenlemelerle

ψ(x) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)
(λ)m(

1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m(−n)m

(λ+ 1)n(λ+ n+ 1)m(
1
2
λ)m(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m

xn

m!n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)xn

(λ+ 1)nn!

n∑
m=0

(λ)m(
1
2
λ+ 1)m(µ)m(ν)m(−n)m

(1
2
λ)m(1 + λ− µ)m(1 + λ− ν)m(1 + λ+ n)mm!

=
∞∑
n=0

Ω(n)xn

(λ+ 1)nn!
5F4

[
λ, 1

2
λ+ 1, µ, ν,−n;

1
2
λ, 1 + λ− µ, 1 + λ− ν, 1 + λ+ n;

1

]
(3.24)

elde edilir. (3.24) e³itli§inde 5F4 fonksiyonuna (3.22) dönü³ümü uygulan�r ve

(λ+ 1)n =
Γ(λ+ n+ 1)

Γ(λ+ 1)

oldu§u göz önüne al�n�rsa

ψ(x) =
∞∑
n=0

Ω(n)
Γ(λ+ 1)Γ(1 + λ− µ)Γ(1 + λ− ν)Γ(1 + λ+ n)

Γ(λ+ n+ 1)Γ(1 + λ)Γ(1 + λ− ν + n)Γ(1 + λ− µ+ n)

· Γ(1 + λ− µ− ν + n)xn

Γ(1 + λ− µ− ν)n!

sonucuna ula³�l�r. Buradan gerekli sadele³tirmeler yap�l�r ve

Γ(1 + λ− µ− ν + n)

Γ(1 + λ− µ− ν)
= (λ− µ− ν + 1)n ,

Γ(1 + λ− µ+ n)

Γ(1 + λ− µ)
= (λ− µ+ 1)n ,

Γ(1 + λ− ν + n)

Γ(1 + λ− ν)
= (λ− ν + 1)n

olduklar� göz önüne al�n�rsa

ψ(x) =
∞∑
n=0

Ω(n)
(λ− µ− ν + 1)n

(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)n

xn

n!

bulunur.
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A³a§�daki biçimde verilen iki kübik dönü³üm

3F2

[
a, 2b− a− 1, a− 2b+ 2 ;

b, a− b+ 3
2
;

x

4

]
= (1− x)−a 3F2

[
∆(3, a) ;

b, a− b+ 3
2
;
− 27x

4(1− x)3

]
,

(3.25)

3F2

[
a, b− 1

2
, a− b+ 1 ;

2b− 1, 2a− 2b+ 2 ;
x

]
=
(
1− x

4

)−a
3F2

[
∆(3, a) ;

b, a− b+ 3
2
;

27x2

(4− x)3

]
(3.26)

yakla³�k 70 y�l önce Wilfred Norman Bailey taraf�ndan kan�tlanm�³t�r [3-6]. Bu-

rada m ∈ N için ∆(m;λ), m tane parametrenin bir dizisi olup

λ

m
,
λ+ 1

m
, . . . ,

λ+m− 1

m

ile gösterilir. Ayr�ca m = 0 durumunda dizinin tan�ms�z olaca§� aç�kt�r. (3.25)

ve (3.26) e³itliklerinin kullan�lmas�yla ispatlanacak ilk teorem a³a§�daki gibidir:

Teorem 3.11 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. b, 2b−1 /∈ Z−
0

için a³a§�daki çift katl� serilerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m+n

(b)m(2b− 1)n

xm

m!

yn

n!

=
∞∑

m,n=0

Ω(3m+ n)

(
b− 1

2

)
2m+n

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)n

n!
(3.27)

ve b, 2b− 1 /∈ Z−
0 için

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
m
(2b− 1)m+2n

(b)n(2b− 1)m

(−x)m

m!

(
y
4

)n
n!

=
∞∑

m,n=0

Ω(3m+ n)

(
b− 1

2

)
2m+n

(b)m

(
x2y
4

)m
m!

(y − x)n

n!
(3.28)

e³itlikleri geçerlidir [12].

�spat. (3.27) e³itli§inin sol taraf� ϕ(x, y) ile gösterilir ve 2.2. Sonuçtan

ϕ(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m+n

(b)m(2b− 1)n

xm

m!

yn

n!

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n−m (2b− 1)m+n

(b)m(2b− 1)n−m

xm

m!

yn−m

(n−m)!
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elde edilir. Burada

(n−m)! =
n!

(−1)m(−n)m
, (2b− 1)m+n = (2b− 1)n(2b+ n− 1)m ,

(2b− 1)n−m =
(−1)m(2b− 1)n
(2− 2b− n)m

,

(
b− 1

2

)
n−m

=
(−1)m

(
b− 1

2

)
n(

3
2
− b− n

)
m

olup bu özellikler son e³itlikte yerlerine yaz�l�r ve düzenlenirse

ϕ(x, y) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)

·
(−1)m(−1)m

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)n(2b+ n− 1)m(2− 2b− n)m(−n)m

(−1)m
(
3
2
− b− n)

)
m
(b)m(2b− 1)n

· x
m

m!

yn−m

n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n

yn

n!

n∑
m=0

(−n)m(2b+ n− 1)m(2− 2b− n)m

(
−x
y

)m(
3
2
− b− n

)
m
(b)mm!

=
∞∑
n=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n

yn

n!
3F2

[
−n, 2b+ n− 1, 2− 2b− n ;

b, 3
2
− b− n ;

− x

y

]
(3.29)

sonucuna ula³�l�r. (3.29) e³itli§inde 3F2 fonksiyonuna (3.25) dönü³ümü

uygulan�rsa

ϕ(x, y) =
∞∑
n=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n

(4x+ y)n

n!
3F2

[
∆(3;−n) ;

b, 3
2
− b− n ;

27xy2

(4x+ y)3

]

=
∞∑
n=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n

(4x+ y)n

n!

[n3 ]∑
m=0

(
−n

3

)
m

(
−n+1

3

)
m

(
−n+2

3

)
m

(
27xy2

(4x+y)3

)m
(b)m

(
3
2
− b− n

)
m
m!

=
∞∑
n=0

[n3 ]∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n
(4x+ y)n

(
−n

3

)
m

(
−n+1

3

)
m

(
−n+2

3

)
m
33m(xy2)m

(b)m
(
3
2
− b− n

)
m
(4x+ y)3mm!n!

bulunur. Burada(
b− 1

2

)
n(

3
2
− b− n

)
m

=

(
b− 1

2

)
n−m

(−1)m
, (n− 3m)! =

n!

(−1)3m(−n)3m
,

(−n)3m =
(
−n
3

)
m

(
−n+ 1

3

)
m

(
−n+ 2

3

)
m

33m

olup yukar�daki son e³itlikte yerlerine yaz�l�r ve düzenlenirse
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ϕ(x, y) =
∞∑
n=0

[n3 ]∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n−m (xy2)m(4x+ y)n−3mn!

(−1)m(b)m(−1)3m(n− 3m)!m!n!

=
∞∑
n=0

[n3 ]∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n−m (xy2)m(4x+ y)n−3m

(b)m(n− 3m)!m!
(3.30)

elde edilir. (3.30) e³itli§inde 2.4. Lemmadan

ϕ(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(3m+ n)

(
b− 1

2

)
n+2m

(xy2)m(4x+ y)n

(b)mm!n!

olup böylece ilk iddia ispatlanm�³ olur. �kinci iddia için (3.28) e³itli§inin sol

taraf� ω(x, y) ile gösterilir ve 2.2. Sonuçtan

ω(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
m
(2b− 1)m+2n

(b)n(2b− 1)m

(−x)m

m!

(
y
4

)n
n!

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
m
(2b− 1)2n−m

(b)n−m(2b− 1)m

(−x)m

m!

(
y
4

)n−m
(n−m)!

elde edilir. Burada

(n−m)! =
n!

(−1)m(−n)m
, (b)n−m =

(−1)m(b)n
(1− b− n)m

,

(2b− 1)2n−m =
(−1)m(2b− 1)2n
(2− 2b− 2n)m

,

(2b− 1)2n =

(
b− 1

2

)
n

(b)n4
n =⇒ (2b− 1)2n−m =

(−1)m
(
b− 1

2

)
n
(b)n4

n

(2− 2b− 2n)m

olup bu özellikler son e³itlikte yerlerine yaz�l�r ve düzenlenirse

ω(x, y) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
m
(−1)m(−1)m(1− b− n)m(−n)m

(−1)m(2− 2b− 2n)m(2b− 1)m

·
(
b− 1

2

)
n
(b)n4

n

(b)n

(−x)m

m!

(
y
4

)n−m
n!

=
∞∑
n=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n
yn

n!

n∑
m=0

(−n)m
(
b− 1

2

)
m
(1− b− n)m

(
4x
y

)m
(2− 2b− 2n)m(2b− 1)mm!

=
∞∑
n=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n
yn

n!
3F2

[
−n, b− 1

2
, 1− b− n ;

2− 2b− 2n, 2b− 1 ;

4x

y

]
(3.31)

bulunur. (3.31) e³itli§inde 3F2 fonksiyonuna (3.26) dönü³ümü uygulan�rsa
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ω(x, y) =
∞∑
n=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n
(y − x)n

n!
3F2

[
∆(3;−n) ;

b, 3
2
− b− n ;

27x2y

4(y − x)3

]

=
∞∑
n=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n
(y − x)n

n!

[n3 ]∑
m=0

(
−n

3

)
m

(
−n+1

3

)
m

(
−n+2

3

)
m

(
27x2y

4(y−x)3

)m
(b)m

(
3
2
− b− n

)
m
m!

=
∞∑
n=0

[n3 ]∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n
(y − x)n

(
−n

3

)
m

(
−n+1

3

)
m

(
−n+2

3

)
m
33m

(
x2y
4

)m
(b)m

(
3
2
− b− n

)
m
(y − x)3mm!n!

elde edilir. Burada

(n− 3m)! =
n!

(−1)3m(−n)3m
, (−n)3m =

(
−n
3

)
m

(
−n+ 1

3

)
m

(
−n+ 2

3

)
m

33m

e³itliklerinden

ω(x, y) =
∞∑
n=0

[n3 ]∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n
(y − x)nn!

(
x2y
4

)m
(−1)3m(n− 3m)!(b)m

(
3
2
− b− n

)
m
(y − x)3mm!n!

bulunur. Böylece (
b− 1

2

)
n−m

=
(−1)m

(
b− 1

2

)
n(

3
2
− b− n

)
m

oldu§u göz önüne al�n�r ve yukar�daki e³itlikte yerine yaz�l�rsa

ω(x, y) =
∞∑
n=0

[n3 ]∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n−m (y − x)n

(
x2y
4

)m
(−1)3m(−1)m(n− 3m)!(b)m(y − x)3mm!

(3.32)

elde edilir. (3.32) e³itli§inde 2.4. Lemmadan

ω(x, y) =
∞∑

m,n=0

Ω(n+ 3m)

(
b− 1

2

)
n+2m

(y − x)n+3m
(
x2y
4

)m
(b)m(y − x)3mm!n!

=
∞∑

m,n=0

Ω(n+ 3m)

(
b− 1

2

)
n+2m

(b)m

(
x2y
4

)m
m!

(y − x)n

n!

sonucuna ula³�l�r ki bu ikinci iddiay� ispatlar.

Uyar� 3.12 (3.27) e³itli§inde x = 1
4
y , y = −x ve m 7−→ n , n 7−→ m al�n�rsa

(3.28) e³itli§i elde edilir [12].

(3.27) seri e³itli§inde y = −4x ve (3.28) seri e³itli§inde y = x al�n�rsa,

a³a§�daki sonuca ula³�l�r:
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Sonuç 3.13 {Ω(n)}∞n=0, kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisi olsun. b, 2b− 1 /∈ Z−
0

için a³a§�daki serilerin her birinin mutlak yak�nsak olmas� ³art�yla
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m+n

(b)m(2b− 1)n

xm

m!

(−4x)n

n!
=

∞∑
n=0

Ω(3n)

(
b− 1

2

)
2n

(b)n

(16x3)n

n!

(3.33)

ve b, 2b− 1 /∈ Z−
0 için

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
m
(2b− 1)m+2n

(b)n(2b− 1)m

(−x)m

m!

(
x
4

)n
n!

=
∞∑
m=0

Ω(3m)

(
b− 1

2

)
2m

(b)m

(
x3

4

)m
m!

(3.34)

e³itlikleri geçerlidir [12].

�spat. y = −4x için (3.27) e³itli§inden, (3.33) e³itli§inin sol taraf�n� görmek

kolayd�r. (3.33) e³itli§inin sa§ taraf� için

∞∑
m,n=0

Ω(3m+ n)

(
b− 1

2

)
2m+n

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)n

n!
=

∞∑
m=0

[
Ω(3m)

(
b− 1

2

)
2m

(b)m

(xy2)m

m!

+ Ω(3m+ 1)

(
b− 1

2

)
2m+1

(b)m

(xy2)m

m!
(4x+ y) + . . .

]
olup y = −4x için ilk terim hariç di§erleri s�f�r olaca§�ndan

∞∑
m,n=0

Ω(3m+ n)

(
b− 1

2

)
2m+n

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)n

n!
=

∞∑
m=0

Ω(3m)

(
b− 1

2

)
2m

(b)m

(16x3)m

m!

elde edilir. Yukar�daki e³itli§in sa§ taraf�
∞∑
m=0

Ω(3m)

(
b− 1

2

)
2m

(b)m

(16x3)m

m!
=

∞∑
n=0

Ω(3n)

(
b− 1

2

)
2n

(b)n

(16x3)n

n!

biçiminde yaz�labilece§inden
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m+n

(b)m(2b− 1)n

xm

m!

(−4x)n

n!
=

∞∑
n=0

Ω(3n)

(
b− 1

2

)
2n

(b)n

(16x3)n

n!

olup ilk iddia ispatlanm�³ olur. �kinci iddia da y = x için (3.28) e³itli§inden,

(3.34) e³itli§inin sol taraf�n� görmek kolayd�r. (3.34) e³itli§inin sa§ taraf� için

∞∑
m,n=0

Ω(3m+ n)

(
b− 1

2

)
2m+n

(b)m

(
x2y
4

)m
m!

(y − x)n

n!
=

∞∑
m=0

[
Ω(3m)

(
b− 1

2

)
2m

(b)m

(
x2y
4

)m
m!

+ Ω(3m+ 1)

(
b− 1

2

)
2m+1

(b)m

(
x2y
4

)m
m!

(y − x) + . . .

]
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olup y = x için ilk terim hariç di§erleri s�f�r olaca§�ndan

∞∑
m,n=0

Ω(3m+ n)

(
b− 1

2

)
2m+n

(b)m

(
x2y
4

)m
m!

(y − x)n

n!
=

∞∑
m=0

Ω(3m)

(
b− 1

2

)
2m

(b)m

(
x3

4

)m
m!

yaz�labilir. Dolay�s�yla

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
m
(2b− 1)m+2n

(b)n(2b− 1)m

(−x)m

m!

(
x
4

)n
n!

=
∞∑
m=0

Ω(3m)

(
b− 1

2

)
2m

(b)m

(
x3

4

)m
m!

olup ikinci iddia da ispatlanm�³ olur.

Sonuç 3.14 δm,n (m,n ∈ N0), Kronecker sembolü olmak üzere, belirli bir k ∈ N0

için (3.33) e³itli§inde s�ras�yla Ω(n) = δn,3k+1 ve Ω(n) = δn,3k+2 al�n�rsa bu

durumda

3k+1∑
n=0

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)6k−n+2

(3k − n+ 1)!(b)3k−n+1(2b− 1)n

(−4)n

n!
= 0 (3.35)

3k+2∑
n=0

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)6k−n+4

(3k − n+ 2)!(b)3k−n+2(2b− 1)n

(−4)n

n!
= 0 (3.36)

e³itlikleri geçerli olur [12].

�spat. (3.33) e³itli§inin sa§ taraf� için Ω(3n) = δ3n,3k+1 olup n de§i³keninin

alaca§� de§erler için 3n ̸= 3k+1 oldu§undan δ3n,3k+1 = 0 de§eri al�r. Dolay�s�yla

(3.33) e³itli§inin sa§ taraf� s�f�r olur. (3.33) e³itli§inin sol taraf� için 2.2. Sonuçtan

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m+n

(b)m(2b− 1)n

xm

m!

(−4x)n

n!

=
∞∑
m=0

m∑
n=0

Ω(m)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m−n

(b)m−n(2b− 1)n

xm−n

(m− n)!

(−4x)n

n!

=
∞∑
m=0

m∑
n=0

Ω(m)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m−n

(b)m−n(2b− 1)n

xm

(m− n)!

(−4)n

n!

=
∞∑
m=0

m∑
n=0

δm,3k+1

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m−n

(b)m−n(2b− 1)n

xm

(m− n)!

(−4)n

n!

= 0

elde edilir. Burada çift toplam, m ̸= 3k + 1 için s�f�r olaca§�ndan m = 3k + 1

için
3k+1∑
n=0

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)6k−n+2

(3k − n+ 1)!(b)3k−n+1(2b− 1)n

(−4)nx3k+1

n!
= 0

25



bulunup e³itlikte x = 1 al�n�rsa
3k+1∑
n=0

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)6k−n+2

(3k − n+ 1)!(b)3k−n+1(2b− 1)n

(−4)n

n!
= 0

elde edilir. Böylece ilk iddia ispatlanm�³ olur. �kinci iddia için Ω(n) = δn,3k+2

ve (3.33) e³itli§inin sa§ taraf�ndaki Ω(3n) = δ3n,3k+2 olup benzer ³ekilde n

de§i³keninin alaca§� de§erler için 3n ̸= 3k+2 oldu§undan δ3n,3k+2 = 0 bulunur.

Dolay�s�yla (3.33) e³itli§inin sa§ taraf� s�f�r olur. (3.33) e³itli§inin sol taraf� için

2.2. Sonuçtan
∞∑

m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m+n

(b)m(2b− 1)n

xm

m!

(−4x)n

n!

=
∞∑
m=0

m∑
n=0

Ω(m)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m−n

(b)m−n(2b− 1)n

xm−n

(m− n)!

(−4x)n

n!

=
∞∑
m=0

m∑
n=0

Ω(m)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m−n

(b)m−n(2b− 1)n

xm

(m− n)!

(−4)n

n!

=
∞∑
m=0

m∑
n=0

δm,3k+2

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m−n

(b)m−n(2b− 1)n

xm

(m− n)!

(−4)n

n!

= 0

elde edilir. Burada çift toplam, m ̸= 3k + 2 için s�f�r olaca§�ndan m = 3k + 2

için
3k+2∑
n=0

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)6k−n+4

(3k − n+ 2)!(b)3k−n+2(2b− 1)n

(−4)nx3k+2

n!
= 0

bulunur. E³itlikte x = 1 al�n�rsa
3k+2∑
n=0

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)6k−n+4

(3k − n+ 2)!(b)3k−n+2(2b− 1)n

(−4)n

n!
= 0

olup ikinci iddia da ispatlanm�³ olur.

Üstelik (3.35) ve (3.36) e³itliklerinde b = 1 al�n�p(
1

2

)
n

=
(2n)!

22nn!

oldu§u da göz önüne al�n�rsa s�ras�yla (3.35) e³itli§inden
3k+1∑
n=0

(
1
2

)
n
(1)6k−n+2

(3k − n+ 1)!(1)3k−n+1(1)n

(−4)n

n!
=

3k+1∑
n=0

(−1)n4n(2n)!(6k − n+ 2)!

4nn!((3k − n+ 1)!)2n!n!

=
3k+1∑
n=0

(−1)n(2n)!(6k − n+ 2)!

(n!)3((3k − n+ 1)!)2

= 0
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ve (3.36) e³itli§inden

3k+2∑
n=0

(
1
2

)
n
(1)6k−n+4

(3k − n+ 2)!(1)3k−n+2(1)n

(−4)n

n!
=

3k+2∑
n=0

(−1)n4n(2n)!(6k − n+ 4)!

4nn!((3k − n+ 2)!)2n!n!

=
3k+2∑
n=0

(−1)n(2n)!(6k − n+ 4)!

(n!)3((3k − n+ 2)!)2

= 0

elde edilir.

Sonuç 3.15 Belirli bir k ∈ N0 ve Ω(n) = δn,k için (3.27) e³itli§inden

k∑
m=0

(
b− 1

2

)
k−m (2b− 1)k+m

(b)m(2b− 1)k−m

xm

m!

yk−m

(k −m)!
=

[ k3 ]∑
m=0

(
b− 1

2

)
k−m

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)k−3m

(k − 3m)!

(3.37)

olup bu e³itlikte y = x ve b = 1 al�n�rsa

k∑
m=0

(
1
2

)
k−m (k +m)!

(m!(k −m)!)2
=

[ k3 ]∑
m=0

(
1
2

)
k−m 5k−3m

(m!)2(k − 3m)!

elde edilir [12].

�spat. (3.27) e³itli§inin sol taraf� için 2.2. Sonuçtan

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m+n

(b)m(2b− 1)n

xm

m!

yn

n!

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n−m (2b− 1)m+n

(b)m(2b− 1)n−m

xm

m!

yn−m

(n−m)!

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

δn,k

(
b− 1

2

)
n−m (2b− 1)m+n

(b)m(2b− 1)n−m

xm

m!

yn−m

(n−m)!

elde edilir. Burada çift toplam, n ̸= k için s�f�r olaca§�ndan n = k için

∞∑
m,n=0

Ω(m+ n)

(
b− 1

2

)
n
(2b− 1)2m+n

(b)m(2b− 1)n

xm

m!

yn

n!

=
k∑

m=0

(
b− 1

2

)
k−m (2b− 1)k+m

(b)m(2b− 1)k−m

xm

m!

yk−m

(k −m)!
(3.38)

elde edilir. (3.27) e³itli§inin sa§ taraf� için 2.1. Lemmadan
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∞∑
m,n=0

Ω(3m+ n)

(
b− 1

2

)
2m+n

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)n

n!

=
∞∑
n=0

[n3 ]∑
m=0

Ω(n)

(
b− 1

2

)
n−m

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)n−3m

(n− 3m)!

=
∞∑
n=0

[n3 ]∑
m=0

δn,k

(
b− 1

2

)
n−m

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)n−3m

(n− 3m)!

elde edilir. Burada çift toplam, n ̸= k için s�f�r olaca§�ndan n = k için

∞∑
m,n=0

Ω(3m+ n)

(
b− 1

2

)
2m+n

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)n

n!

=

[ k3 ]∑
m=0

(
b− 1

2

)
k−m

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)k−3m

(k − 3m)!
(3.39)

olup (3.38) ve (3.39) e³itliklerinden

k∑
m=0

(
b− 1

2

)
k−m (2b− 1)k+m

(b)m(2b− 1)k−m

xm

m!

yk−m

(k −m)!
=

[ k3 ]∑
m=0

(
b− 1

2

)
k−m

(b)m

(xy2)m

m!

(4x+ y)k−3m

(k − 3m)!

elde edilir ki buda istenilendir. (3.37) e³itli§inde y = x ve b = 1 al�n�rsa

k∑
m=0

(
1
2

)
k−m (1)k+m

(1)m(1)k−m

xm

m!

xk−m

(k −m)!
=

[ k3 ]∑
m=0

(
1
2

)
k−m

(1)m

(x)3m

m!

(5x)k−3m

(k − 3m)!

k∑
m=0

(
1
2

)
k−m (k +m)!xk

(m!(k −m)!)2
=

[ k3 ]∑
m=0

(
1
2

)
k−m 5k−3mxk

(m!)2(k − 3m)!

olup bu e³itliklerde x = 1 al�n�rsa

k∑
m=0

(
1
2

)
k−m (k +m)!

(m!(k −m)!)2
=

[ k3 ]∑
m=0

(
1
2

)
k−m 5k−3m

(m!)2(k − 3m)!

bulunur.
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4 �ND�RGENEB�L�R Ç�FT KATLI H�PERGEOMETR�K

FONKS�YONLAR

�ki de§i³kenli çok katl� hipergometrik fonksiyonlar hakk�ndaki ilk çal�³-

malar, yakla³�k 30 y�l önce Srivastava ve Daoust taraf�ndan yap�lm�³t�r [16-19].

�ki de§i³kenli çok katl� bir hipergeometrik fonksiyon

FA:B;B′

C:D;D′

(
[(a) : ϑ, φ] : [(b) : ψ]; [(b′) : ψ′];

[(c) : ξ, η] : [(d) : ζ]; [(d′) : ζ ′];
x, y

)

=
∞∑

m,n=0

A∏
j=1

(aj)mϑj+nφj

B∏
j=1

(bj)mψj

B′∏
j=1

(b′j)nψ′
j

C∏
j=1

(cj)mξj+nηj
D∏
j=1

(dj)mζj
D′∏
j=1

(d′j)nζ′j

xm

m!

yn

n!
(4.1)

biçiminde tan�mlan�r. Burada çift katl� hipergeometrik seri

1 +
C∑
j=1

ξj +
D∑
j=1

ζj −
A∑
j=1

ϑj −
B∑
j=1

ψj ≥ 0

ve

1 +
C∑
j=1

ηj +
D′∑
j=1

ζ ′j −
A∑
j=1

φj −
B′∑
j=1

ψ′
j ≥ 0

için yak�nsak olup yukar�daki e³itsizlikler yaln�zca |x| ve |y| uygun aral�klara

k�s�tland�§�nda e³itlik halini al�r [10, 17]. Burada (a); a1, a2, . . . , aA ³eklinde

olup A tane parametreden olu³ur. (b), (b′), (c), (d) ve (d′) için de ayn� ³ey söz

konusudur. Ayr�ca (4.1) e³itli§inde ϑ, φ, ψ, ψ′, ξ, η, ζ, ζ ′ parametrelerinin

1 seçilmesi, çift katl� hipergeometrik fonksiyonlar�n indirgenebilirli§i aç�s�ndan

çok yararl�d�r [8, 19].

3.2. Sonuç, 3.4. Sonuç, 3.6. Teorem ve 3.9. Teoremde n ∈ N0 için

Ω(n) =

A∏
j=1

(aj)n

B∏
j=1

(bj)n

(4.2)

al�narak s�ras�yla a³a§�daki çift katl� hipergeometrik fonksiyonlar�n indirgenebilir-

lik durumlar� verilecektir. Bunun için kübik dönü³ümde de belirtildi§i üzere

m ∈ N için ∆(m;λ), m tane parametrenin bir dizisi olup

λ

m
,
λ+ 1

m
, . . . ,

λ+m− 1

m
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biçiminde verilir. ∆[m; (a)] ise

aj
m
,
aj + 1

m
, . . . ,

aj +m− 1

m
(j = 1, . . . , A ; m ∈ N)

³eklindeki mA tane parametreden olu³ur.

3.2. Sonuç kullan�larak elde edilen indirgeme formülü :

(λ)2n =

(
λ

2

)
n

(
λ+ 1

2

)
n

22n , (λ)3n =

(
λ

3

)
n

(
λ+ 1

3

)
n

(
λ+ 2

3

)
n

33n ,

(λ+ µ)3n =

(
λ+ µ

3

)
n

(
λ+ µ+ 1

3

)
n

(
λ+ µ+ 2

3

)
n

33n ,

(λ+ µ)4n =

(
λ+ µ

4

)
n

(
λ+ µ+ 1

4

)
n

(
λ+ µ+ 2

4

)
n

(
λ+ µ+ 3

4

)
n

44n ,

A∏
j=1

(aj)2n = (a1)2n(a2)2n . . . (aA)2n

=
(a1
2

)
n

(
a1 + 1

2

)
n

22n
(a2
2

)
n

(
a2 + 1

2

)
n

22n. . .
(aA
2

)
n

(
aA + 1

2

)
n

22n

=
(a1
2

)
n

(
a1 + 1

2

)
n

(a2
2

)
n

(
a2 + 1

2

)
n

. . .
(aA
2

)
n

(
aA + 1

2

)
n

2(2n+2n+...+2n)

=
(a1
2

)
n

(
a1 + 1

2

)
n

(a2
2

)
n

(
a2 + 1

2

)
n

. . .
(aA
2

)
n

(
aA + 1

2

)
n

22An,

B∏
j=1

(bj)2n = (b1)2n(b2)2n . . . (bB)2n

=

(
b1
2

)
n

(
b1 + 1

2

)
n

22n
(
b2
2

)
n

(
b2 + 1

2

)
n

22n. . .

(
bB
2

)
n

(
bB + 1

2

)
n

22n

=

(
b1
2

)
n

(
b1 + 1

2

)
n

(
b2
2

)
n

(
b2 + 1

2

)
n

. . .

(
bB
2

)
n

(
bB + 1

2

)
n

2(2n+2n+...+2n)

=

(
b1
2

)
n

(
b1 + 1

2

)
n

(
b2
2

)
n

(
b2 + 1

2

)
n

. . .

(
bB
2

)
n

(
bB + 1

2

)
n

22Bn

e³itliklerinin göz önünde tutulmas�yla

FA+2:1;1
B:0;0

(
[λ : 2, 1], [λ : 1, 2], [(a) : 1, 1] : [µ : 1] ; [µ : 1] ;

[(b) : 1, 1] : − ; − ;
x,−x

)

=
∞∑

m,n=0

(−1)n

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(λ)2m+n(λ)m+2n(µ)m(µ)nx

mxn( B∏
j=1

(bj)m+n

)
m!n!
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olup

∞∑
m,n=0

(−1)n

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(λ)2m+n(λ)m+2n(µ)m(µ)nx

mxn( B∏
j=1

(bj)m+n

)
m!n!

=
∞∑
n=0

( A∏
j=1

(aj)2n

)
(λ)2n(λ)3n(µ)n(λ+ µ)4nx

2n

( B∏
j=1

(bj)2n

)
(λ+ µ)3nn!

=
∞∑
n=0

(
λ
2

)
n

(
λ+1
2

)
n

(
λ
3

)
n

(
λ+1
3

)
n

(
λ+2
3

)
n
(µ)n

(
λ+µ
4

)
n

(
λ+µ+1

4

)
n

(
λ+µ+2

4

)
n

(
λ+µ+3

4

)
n(

λ+µ
3

)
n

(
λ+µ+1

3

)
n

(
λ+µ+2

3

)
n

·

( A∏
j=1

(aj
2

)
n

(
aj+1

2

)
n

)
(4A−B+5)nx2n( B∏

j=1

(
bj
2

)
n

(
bj+1

2

)
n

)
n!

= 2A+10F2B+3

[
∆(2;λ),∆(3;λ), µ,∆(4;λ+ µ),∆[2; (a)] ;

∆(3;λ+ µ),∆[2; (b)] ;
4A−B+5x2

]
elde edilir.

3.4. Sonuç kullan�larak elde edilen indirgeme formülü:

FA:0;0
B:1;0

(
[(a) : 2, 1] : − ; − ;

[(b) : 2, 1] : [ν + 1
2
: 1] ; − ;

(
1

2
y

)2

, y

)
=

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)2m+n

) (
1
2
y
)2m

yn( B∏
j=1

(bj)2m+n

) (
ν + 1

2

)
m
m!n!

olup

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)2m+n

) (
1
2
y
)2m

yn( B∏
j=1

(bj)2m+n

) (
ν + 1

2

)
m
m!n!

=
∞∑
n=0

( A∏
j=1

(aj)n

)
(ν)n(2y)

n

( B∏
j=1

(bj)n

)
(2ν)nn!

= A+1FB+1

[
ν , (a) ;

2ν , (b) ;
2y

]
bulunur.
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3.6. Teorem kullan�larak elde edilen indirgeme formülü:

FA+1:1;0
B:2;0

(
[λ : 2, 1], [(a) : 1, 1] : [λ− µ− ν + 1 : 1] ; − ;

[(b) : 1, 1] : [λ− µ+N + 1 : 1], [λ− ν + 1 : 1] ; − ;
− x, x

)

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(λ)2m+n(λ− µ− ν + 1)m(−x)mxn( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ− µ+N + 1)m(λ− ν + 1)mm!n!

olup

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(λ)2m+n(λ− µ− ν + 1)m(−x)mxn( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ− µ+N + 1)m(λ− ν + 1)mm!n!

=
(λ− µ+ 1)N
(1− µ)N(ν)N

N∑
k=0

(
N

k

)
(λ)k(λ− µ− ν + 1)k(ν − λ)N−k

(λ− µ+ 1)k

·
∞∑
n=0

( A∏
j=1

(aj)n

)
(λ+ k)n(µ−N)n(ν)nx

n

( B∏
j=1

(bj)n

)
(λ− µ+ k + 1)n(λ− ν −N + k + 1)nn!

=
(λ− µ+ 1)N
(1− µ)N(ν)N

N∑
k=0

(
N

k

)
(λ)k(λ− µ− ν + 1)k(ν − λ)N−k

(λ− µ+ 1)k

· A+3FB+2

[
λ+ k, µ−N, ν, (a) ;

λ− µ+ k + 1, λ− ν −N + k + 1, (b) ;
x

]
bulunur. Buradan N = 0 özel durumunda

FA+1:1;0
B:2;0

(
[λ : 2, 1], [(a) : 1, 1] : [λ− µ− ν + 1 : 1];−;

[(b) : 1, 1] : [λ− µ+ 1 : 1], [λ− ν + 1 : 1];−;
− x, x

)

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(λ)2m+n(λ− µ− ν + 1)m(−x)mxn( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)mm!n!

oldu§u dikkate al�n�r ve 3.7. Sonuç kullan�l�rsa

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(λ)2m+n(λ− µ− ν + 1)m(−x)mxn( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)mm!n!

(4.3)
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=
∞∑
n=0

( A∏
j=1

(aj)n

)
(λ)n(µ)n(ν)nx

n

( B∏
j=1

(bj)n

)
(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)nn!

= A+3FB+2

[
λ, µ, ν, (a) ;

λ− µ+ 1, λ− ν + 1, (b) ;
x

]
(4.4)

elde edilir.

Uyar� 4.1 Yukar�da da görüldü§ü gibi 3.7. Sonuçta Ω(n), (4.2) e³itli§inde

oldu§u gibi seçilirse, 3.7. Sonuç için indirgeme ba§�nt�s� (4.4) e³itli§i gibi olur.

3.9. Teorem kullan�larak elde edilen indirgeme formülü:

FA+1:5;1
B+3:4;0

(
[2λ− µ− ν − σ + 1 : 2, 1], [(a) : 1, 1] :

[λ+ 1 : 2, 1], [2λ− µ− ν − σ + 1 : 1, 1], [λ− µ− ν − σ + 1 : 1, 1], [(b) : 1, 1] :

[λ : 1], [1
2
λ+ 1 : 1], [µ : 1], [ν : 1], [σ : 1]; [λ− µ− ν − σ + 1 : 1] ;

[1
2
λ : 1], [λ− µ+ 1 : 1], [λ− ν + 1 : 1], [λ− σ + 1 : 1];− ;

x, x

)

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ− µ− ν − σ + 1)2m+n(λ)m

(
1
2
λ+ 1

)
m( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ+ 1)2m+n(2λ− µ− ν − σ + 1)m+n(λ− µ− ν − σ + 1)m+n

· (µ)m(ν)m(σ)m(λ− µ− ν − σ + 1)nx
m+n(

1
2
λ
)
m
(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m(λ− σ + 1)mm!n!

olup

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ− µ− ν − σ + 1)2m+n(λ)m

(
1
2
λ+ 1

)
m( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ+ 1)2m+n(2λ− µ− ν − σ + 1)m+n(λ− µ− ν − σ + 1)m+n

· (µ)m(ν)m(σ)m(λ− µ− ν − σ + 1)nx
m+n(

1
2
λ
)
m
(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)m(λ− σ + 1)mm!n!

=
∞∑
n=0

( A∏
j=1

(aj)n

)
(λ− µ− ν + 1)n(λ− µ− σ + 1)n(λ− ν − σ + 1)nx

n

( B∏
j=1

(bj)n

)
(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)n(λ− σ + 1)n(λ− µ− ν − σ + 1)nn!

= A+3FB+4

[
λ− µ− ν + 1, λ− µ− σ + 1, λ− ν − σ + 1, (a) ;

λ− µ+ 1, λ− ν + 1, λ− σ + 1, λ− µ− ν − σ + 1, (b) ;
x

]

33



elde edilir. Buradan |σ| −→ ∞ limit durumunda 3.10. Sonuç kullan�larak elde

edilen indirgeme formülü:

FA:4;0
B+1:3;0

(
[(a) : 1, 1] : [λ : 1], [1

2
λ+ 1 : 1], [µ : 1], [ν : 1];−;

[λ+ 1 : 2, 1], [(b) : 1, 1] : [1
2
λ : 1], [λ− µ+ 1 : 1], [λ− ν + 1 : 1];−;

− x, x

)

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(λ)m

(
1
2
λ+ 1

)
m
(µ)m(ν)m(−x)mxn( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ+ 1)2m+n

(
1
2
λ
)
m
(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)mm!n!

olup

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(λ)m

(
1
2
λ+ 1

)
m
(µ)m(ν)m(−x)mxn( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ+ 1)2m+n

(
1
2
λ
)
m
(λ− µ+ 1)m(λ− ν + 1)mm!n!

=
∞∑
n=0

( A∏
j=1

(aj)n

)
(λ− µ− ν + 1)nx

n

( B∏
j=1

(bj)n

)
(λ− µ+ 1)n(λ− ν + 1)nn!

= A+1FB+2

[
λ− µ− ν + 1, (a) ;

λ− µ+ 1, λ− ν + 1, (b) ;
x

]
bulunur.

�imdi 3.11. Teorem ve 3.13. Sonuçta Ω(n), (4.2) e³itli§indeki gibi

al�narak iki de§i³kenli Srivastava-Daoust hipergeometrik fonksiyonu için çe³itli

dönü³üm ve indirgeme formülleri elde edilecektir.

Teorem 4.2 (4.1) ile tan�ml� Srivastava-Daoust çift katl� hipergeometrik fonksi-

yonu için

FA+1:0;1
B:1;1

(
[2λ− 1 : 2, 1], [(a) : 1, 1] : − ; [λ− 1

2
: 1];

[(b) : 1, 1] : [λ : 1] ; [2λ− 1 : 1];
x, y

)

= FA+1:0;0
B:1;0

(
[λ− 1

2
: 2, 1], [(a) : 3, 1] : − ; − ;

[(b) : 3, 1] : [λ : 1] ; − ;
xy2, 4x+ y

)
ve

FA+1:1;0
B:1;1

(
[2λ− 1 : 1, 2], [(a) : 1, 1] : [λ− 1

2
: 1] ; − ;

[(b) : 1, 1] : [2λ− 1 : 1] ; [λ : 1];
− x,

y

4

)

= FA+1:0;0
B:1;0

(
[λ− 1

2
: 2, 1], [(a) : 3, 1] : − ; − ;

[(b) : 3, 1] : [λ : 1] ; − ;

xy2

4
, y − x

)
biçimindeki dönü³ümler do§rudur [12].
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�spat. �lk olarak

FA+1:0;1
B:1;1

(
[2λ− 1 : 2, 1], [(a) : 1, 1] : − ; [λ− 1

2
: 1];

[(b) : 1, 1] : [λ : 1] ; [2λ− 1 : 1];
x, y

)

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ− 1)2m+n

(
λ− 1

2

)
n
xmyn( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ)m(2λ− 1)nm!n!

oldu§u dikkate al�n�r ve (3.27) e³itli§i kullan�l�rsa

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ− 1)2m+n

(
λ− 1

2

)
n
xmyn( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ)m(2λ− 1)nm!n!

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)3m+n

) (
λ− 1

2

)
2m+n

(xy2)m(4x+ y)n( B∏
j=1

(bj)3m+n

)
(λ)mm!n!

= FA+1:0;0
B:1;0

(
[λ− 1

2
: 2, 1], [(a) : 3, 1] : − ; − ;

[(b) : 3, 1] : [λ : 1] ; − ;
xy2, 4x+ y

)
elde edilir. �kinci olarak

FA+1:1;0
B:1;1

(
[2λ− 1 : 1, 2], [(a) : 1, 1] : [λ− 1

2
: 1] ; − ;

[(b) : 1, 1] : [2λ− 1 : 1] ; [λ : 1] ;
− x,

y

4

)

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ− 1)m+2n

(
λ− 1

2

)
m
(−x)m

(
y
4

)n
( B∏
j=1

(bj)m+n

)
(2λ− 1)m(λ)nm!n!

oldu§u dikkate al�n�r ve (3.28) e³itli§i kullan�l�rsa

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ− 1)m+2n

(
λ− 1

2

)
m
(−x)m

(
y
4

)n
( B∏
j=1

(bj)m+n

)
(2λ− 1)m(λ)nm!n!

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)3m+n

) (
λ− 1

2

)
2m+n

(
x2y
4

)m
(y − x)n( B∏

j=1

(bj)3m+n

)
(λ)mm!n!

= FA+1:0;0
B:1;0

(
[λ− 1

2
: 2, 1], [(a) : 3, 1] : − ; − ;

[(b) : 3, 1] : [λ : 1] ; − ;

xy2

4
, y − x

)
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olup ispat tamamlan�r.

Sonuç 4.3 (4.1) ile tan�ml� Srivastava-Daoust çift katl� hipergeometrik fonksi-

yonu için

FA+1:0;1
B:1;1

(
[2λ− 1 : 2, 1], [(a) : 1, 1] : − ; [λ− 1

2
: 1];

[(b) : 1, 1] : [λ : 1] ; [2λ− 1 : 1];
x,−4x

)

= 3A+2F3B+1

[
∆
(
2;λ− 1

2

)
,∆[3; (a)] ;

λ,∆[3; (b)] ;
(3A−B4x)3

]
ve

FA+1:1;0
B:1;1

(
[2λ− 1 : 1, 2], [(a) : 1, 1] : [λ− 1

2
: 1] ; − ;

[(b) : 1, 1] : [2λ− 1 : 1] ; [λ : 1] ;
− x,

x

4

)

= 3A+2F3B+1

[
∆
(
2;λ− 1

2

)
,∆[3; (a)] ;

λ,∆[3; (b)] ;
(3A−Bx)3

]
³eklindeki indirgeme ba§�nt�lar� do§rudur [12].

�spat. �lk iddia göz önüne al�n�rsa

FA+1:0;1
B:1;1

(
[2λ− 1 : 2, 1], [(a) : 1, 1] : − ; [λ− 1

2
: 1];

[(b) : 1, 1] : [λ : 1] ; [2λ− 1 : 1];
x,−4x

)

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ− 1)2m+n

(
λ− 1

2

)
n
xm(−4x)n( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ)m(2λ− 1)nm!n!

olup (3.33) e³itli§i ile beraber(
λ− 1

2

)
2n

=

(
λ− 1

2

2

)
n

(
λ− 1

2
+ 1

2

)
n

22n ,

A∏
j=1

(aj)3n = (a1)3n . . . (aA)3n

=
(a1
3

)
n

(
a1 + 1

3

)
n

(
a1 + 2

3

)
n

33n . . .
(aA
3

)
n

(
aA + 1

3

)
n

(
aA + 2

3

)
n

33n

=
(a1
3

)
n

(
a1 + 1

3

)
n

(
a1 + 2

3

)
n

. . .
(aA
3

)
n

(
aA + 1

3

)
n

(
aA + 2

3

)
n

3(3n+...+3n)

=
(a1
3

)
n

(
a1 + 1

3

)
n

(
a1 + 2

3

)
n

. . .
(aA
3

)
n

(
aA + 1

3

)
n

(
aA + 2

3

)
n

33An ,
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B∏
j=1

(bj)3n = (b1)3n . . . (bB)3n

=

(
b1
3

)
n

(
b1 + 1

3

)
n

(
b1 + 2

3

)
n

33n. . .

(
bB
3

)
n

(
bB + 1

3

)
n

(
bB + 2

3

)
n

33n

=

(
b1
3

)
n

(
b1 + 1

3

)
n

(
b1 + 2

3

)
n

. . .

(
bB
3

)
n

(
bB + 1

3

)
n

(
bB + 2

3

)
n

3(3n+...+3n)

=

(
b1
3

)
n

(
b1 + 1

3

)
n

(
b1 + 2

3

)
n

. . .

(
bB
3

)
n

(
bB + 1

3

)
n

(
bB + 2

3

)
n

33Bn

özellikleri kullan�l�rsa

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ−1)2m+n

(
λ− 1

2

)
n
xm(−4x)n( B∏

j=1

(bj)m+n

)
(λ)m(2λ−1)nm!n!

=
∞∑
n=0

( A∏
j=1

(aj)3n

) (
λ− 1

2

)
2n
(16x3)n( B∏

j=1

(bj)3n

)
(λ)nn!

=
∞∑
n=0

( A∏
j=1

(aj
3

)
n

(
aj+1

3

)
n

(
aj+2

3

)
n

)(
λ− 1

2

2

)
n

(
λ− 1

2
+1

2

)
n
(3A−B4x)3n( B∏

j=1

(
bj
3

)
n

(
bj+1

3

)
n

(
bj+2

3

)
n

)
(λ)nn!

= 3A+2F3B+1

[
∆
(
2;λ− 1

2

)
,∆[3; (a)] ;

λ,∆[3; (b)] ;
(3A−B4x)3

]

elde edilir. �kinci iddia için

FA+1:1;0
B:1;1

(
[2λ− 1 : 1, 2], [(a) : 1, 1] : [λ− 1

2
: 1] ; − ;

[(b) : 1, 1] : [2λ− 1 : 1] ; [λ : 1] ;
− x,

x

4

)

=
∞∑

m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ− 1)m+2n

(
λ− 1

2

)
m
(−x)m

(
x
4

)n
( B∏
j=1

(bj)m+n

)
(2λ− 1)m(λ)nm!n!

oldu§u dikkate al�n�r ve (3.34) e³itli§i ile beraber(
λ− 1

2

)
2n

=

(
λ− 1

2

2

)
n

(
λ− 1

2
+ 1

2

)
n

22n ,

A∏
j=1

(aj)3m =
A∏
j=1

(aj
3

)
m

(
aj + 1

3

)
m

(
aj + 2

3

)
m

33Am ,

B∏
j=1

(bj)3m =
B∏
j=1

(
bj
3

)
m

(
bj + 1

3

)
m

(
bj + 2

3

)
m

33Bm
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özellikleri kullan�l�rsa

∞∑
m,n=0

( A∏
j=1

(aj)m+n

)
(2λ− 1)m+2n

(
λ− 1

2

)
m
(−x)m

(
x
4

)n
( B∏
j=1

(bj)m+n

)
(2λ− 1)m(λ)nm!n!

=
∞∑
m=0

( A∏
j=1

(aj)3m

) (
λ− 1

2

)
2m

(
x3

4

)m
( B∏
j=1

(bj)3m

)
(λ)mm!

=
∞∑
m=0

( A∏
j=1

(aj
3

)
m

(
aj+1

3

)
m

(
aj+2

3

)
m

)(
λ− 1

2

2

)
n

(
λ− 1

2
+1

2

)
n
(3A−Bx)3m( B∏

j=1

(
bj
3

)
m

(
bj+1

3

)
m

(
bj+2

3

)
m

)
(λ)mm!

= 3A+2F3B+1

[
∆
(
2;λ− 1

2

)
,∆[3; (a)] ;

λ,∆[3; (b)] ;
(3A−Bx)3

]
olup ispat tamamlan�r.
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5 DO�URUCU FONKS�YON �L��K�LER�

F (x, t) iki de§i³kenli fonksiyonu, de§i³kenlerinden birine göre

F (x, t) =
∞∑
n=0

fn(x)t
n (5.1)

³eklinde bir Taylor serisine aç�lm�³ olsun. Böyle bir durumda F (x, t) fonksiyonuna

{fn(x)}, n = 0, 1, 2, . . . fonksiyonlar� için do§urucu fonksiyon denir. (5.1) serisinin

tüm x ve t de§erleri için yak�nsak olmas� gerekmez. I belirli bir aral�k ve r pozitif

bir sabit olmak üzere |t| < r ve x ∈ I için yak�nsak olmas� yeterlidir. Ortagonal

(dik) fonksiyon ailelerinin pek ço§unun do§urucu fonksiyonu bilinmektedir. Bu

tip ailelerin önemli baz� özelliklerinin ortaya ç�kar�lmas�nda do§urucu fonksiyon

önemli rol oynar [1].

T l,m
n (z;µ) polinomu, key� katsay�l� baz� polinomlar s�n�f�n�n özel bir du-

rumu olup ilk olarak 1972 y�l�nda Srivastava taraf�ndan, son zamanlarda ise Lin

taraf�ndan ele al�nm�³t�r [13]. T l,m
n (z;µ) polinomu [13]

T l,m
n (z;µ) =

[ n
m ]∑
k=0

(−n)mk(µ+ n)lk
k!

Ω(k)zk , (l,m ∈ N; n ∈ N0) (5.2)

biçiminde tan�ml� olup, burada {Ω(n)}∞n=0, daha önce de belirtildi§i gibi key�

reel veya kompleks say�lar�n s�n�rl� bir dizisidir. Bu bölümde T l,m
n (z;µ) polinom

s�n�f� için iki adet do§urucu fonksiyon bulunacakt�r. Bunun için

(5.2) tan�m� kullan�larak

∞∑
n=0

(λ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn =

∞∑
n=0

(λ)n
n!

tn
[ n
m ]∑
k=0

(−n)mk(µ+ n)lk
k!

Ω(k)zk

olup

(µ+ n)lk =
(µ)lk(µ+ lk)n

(µ)n
, (−n)mk =

(−1)mkn!

(n−mk)!

özelliklerinden

∞∑
n=0

(λ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn =

∞∑
n=0

[ n
m ]∑
k=0

(λ)n(−1)mkn!(µ)lk(µ+ lk)n
n!(n−mk)!(µ)nk!

Ω(k)zktn

elde edilir. 2.4. Lemmadan
∞∑
n=0

(λ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−1)mk(λ)n+mk(µ)lk(µ+ lk)n+mk
n!k!(µ)n+mk

Ω(k)zktn+mk
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bulunur. Böylece

(λ)n+mk = (λ)mk(λ+mk)n , (µ)n+mk = (µ)mk(µ+mk)n

(µ+ lk)n+mk =
(µ)n(µ+ n)k(m+l)

(µ)lk

özelliklerinden
∞∑
n=0

(λ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−1)mk(λ)mk(λ+mk)n(µ)lk(µ)n(µ+ n)k(m+l)

k!n!(µ)mk(µ+mk)n(µ)lk
Ω(k)zktn+mk

elde edilir.

(µ+ n)k(m+l) =
(µ)k(m+l)(µ+ k(m+ l))n

(µ)n
ifadesi yukar�daki son e³itlikte yerine yaz�l�r ve e³itlik düzenlenirse

∞∑
n=0

(λ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−1)mk(λ)mk(λ+mk)n(µ)n(µ)k(m+l)(µ+ k(m+ l))n
k!n!(µ)mk(µ+mk)n(µ)n

Ω(k)zktn+mk

=
∞∑
k=0

(λ)mk(µ)k(m+l)

(µ)mkk!
Ω(k)zk(−t)mk

∞∑
n=0

(µ+ k(m+ l))n(λ+mk)nt
n

(µ+mk)nn!

=
∞∑
k=0

(λ)mk(µ)k(m+l)

(µ)mkk!
Ω(k) 2F1

[
µ+ (l +m)k, λ+mk ;

µ+mk ;
t

]
{z(−t)m}k

sonucuna ula³�l�r. Son e³itlikten k −→ n indis de§i³imi ile
∞∑
n=0

(λ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn

=
∞∑
n=0

(λ)mn(µ)n(m+l)

(µ)mn
Ω(n) 2F1

[
µ+ (l +m)n, λ+mn ;

µ+mn ;
t

]
{z(−t)m}n

n!

(5.3)

elde edilir. Pfa�-Kummer Dönü³ümü [14]

2F1

[
α, β ;

γ ;
z

]
= (1− z)−α 2F1

[
α, γ − β ;

γ ;

z

z − 1

]
(5.4)

³eklinde olup (5.4) dönü³ümü, (5.3) e³itli§indeki 2F1 Gauss hipergeometrik

fonksiyonuna uygulan�rsa
∞∑
n=0

(λ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn =

∞∑
n=0

(λ)mn(µ)n(m+l)

(µ)mn
Ω(n)(1− t)−[µ+(l+m)n]

· 2F1

[
µ+ (l +m)n, µ− λ ;

µ+mn ;

t

t− 1

]
{z(−t)m}n

n!
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bulunur. Son e³itlik düzenlenirse |t| < 1; l,m ∈ N için

∞∑
n=0

(λ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn = (1− t)−µ

∞∑
n=0

Ω(n)(λ)mn(µ)n(m+l)

(µ)mnn!

· 2F1

[
µ+ (l +m)n, µ− λ ;

µ+mn ;

t

t− 1

](
{z(−t)m}
(1− t)l+m

)n

(5.5)

elde edilir. (5.5) e³itli§i için λ = µ özel durumunda

2F1

[
µ+ (l +m)n, 0 ;

µ+mn ;

t

t− 1

]
=

∞∑
k=0

(µ+ (l +m)n)k(0)k
(

t
t−1

)k
(µ+mn)kk!

=
(µ+ (l +m)n)0(0)0

(
t
t−1

)0
(µ+mn)00!

+ . . .

= 1

olaca§�ndan |t| < 1; l,m ∈ N için

∞∑
n=0

(µ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn = (1− t)−µ

∞∑
n=0

Ω(n)(µ)n(m+l)

n!

(
{z(−t)m}
(1− t)l+m

)n

(5.6)

sonucuna ula³�l�r. Ayr�ca (5.5) e³itli§inin sa§ taraf�

(1− t)−µ
∞∑
n=0

Ω(n)(λ)mn(µ)n(m+l)

(µ)mnn!

(
{z(−t)m}
(1− t)l+m

)n

·
∞∑
k=0

(µ+ (l +m)n)k(µ− λ)k
(µ+mn)kk!

(
t

t− 1

)k
= (1− t)−µ

∞∑
n,k=0

Ω(n)(λ)mn(µ)n(m+l)(µ+ (l +m)n)k(µ− λ)k
(µ)mn(µ+mn)kn!k!

·

(
{z(−t)m}
(1− t)l+m

)n(
t

t− 1

)k
olup

(µ+mn)k =
(µ)mn+k
(µ)mn

, (µ+ n(l +m))k =
(µ)n(l+m)+k

(µ)n(l+m)

özelliklerinden son e³itli§in sa§ taraf�

(1− t)−µ
∞∑

n,k=0

Ω(n)(λ)mn(µ)n(m+l)(µ)n(l+m)+k(µ− λ)k(µ)mn
(µ)n(l+m)(µ)mn(µ)mn+kn!k!

(
{z(−t)m}
(1− t)l+m

)n(
t

t− 1

)k
olarak bulunur. Bu son ifade düzenlenirse
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∞∑
n=0

(λ)n
n!

T l,m
n (z;µ)tn

= (1− t)−µ
∞∑

n,k=0

Ω(n)(λ)mn(µ)n(l+m)+k(µ− λ)k
(µ)mn+kn!k!

(
{z(−t)m}
(1− t)l+m

)n(
t

t− 1

)k
(5.7)

elde edilir. �imdi s�ras�yla (5.6) ve (5.7) e³itlikleri için hipergeometrik do§urucu

fonksiyon ailesi bulunacakt�r. Bunun için s�ras�yla (5.6) ve (5.7) e³itliklerinden

|t| < 1; l,m ∈ N için

(−n)mk =

(
−n
m

)
k

(
−n+ 1

m

)
k

. . .

(
−n+m− 1

m

)
k

mmk ,

(µ+ n)lk =

(
µ+ n

l

)
k

(
µ+ n+ 1

l

)
k

. . .

(
µ+ n+ l − 1

l

)
k

llk ,

(µ)(l+m)n =

(
µ

l +m

)
n

(
µ+ 1

l +m

)
n

. . .

(
µ+ n(l +m)− 1

l +m

)
n

(l +m)(l+m)k ,

∆(m;−n) = −n
m
,
−n+ 1

m
, . . . ,

−n+m− 1

m
,

∆(l;m+ n) =
m+ n

l
,
m+ n+ 1

l
, . . . ,

m+ n+ l − 1

l
,

∆(l +m;µ) =
µ

l +m
,
µ+ 1

l +m
, . . . ,

µ+ l +m− 1

l +m

özelliklerinin göz önüne al�nmas� ve Ω(n) de§erinin, (4.2) e³itli§indeki gibi

al�nmas�yla istenilen hipergeometrik do§urucu fonksiyon ailesi

∞∑
n=0

(µ)n
n!

l+m+AFB

[
∆(m;−n),∆(l;m+ n), (a) ;

(b) ;
zllmm

]
tn

= (1− t)−µ l+m+AFB

[
∆(l +m;µ), (a) ;

(b) ;
z(−t)m

(
l +m

1− t

)l+m]
(5.8)

ve
∞∑
n=0

(λ)n
n!

l+m+AFB

[
∆(m;−n),∆(l;m+ n), (a) ;

(b) ;
zllmm

]
tn = (1− t)−µ

· F 1:1+A;1
1:B;0

(
[µ : l +m, 1] : [λ :m], [(a) :1] ; [µ− λ :1] ;

[µ :m, 1] : [(b) :1] ; − ;

z(−t)m

(1− t)l+m
,

t

t− 1

)
(5.9)

olarak bulunur.

Ayr�ca (5.9) ve (5.8) hipergeometrik do§urucu fonksiyonun çe³itli özel

durumlar� ve sonuçlar� matematiksel literatürde oldukça yayg�nd�r [18]. Üste-

lik Ben Cheikh'nin son çal�³malar�ndan baz�lar� bu tip hipergeometrik do§urucu
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fonksiyonlar�n ailelerine dayan�r [7]. Özellikle (5.8) e³itli§inde l = m = 1 al�n�rsa

|t| < 1 için

∞∑
n=0

(µ)n
n!

A+2FB

[
−n, µ+ n, (a) ;

(b) ;
z

]
=(1− t)−µ A+2FB

[
∆(2;µ), (a) ;

(b) ;

−4zt

(1− t)2

]
elde edilir ki bu da Chaundy'nin hipergeometrik do§urucu fonksiyonlar�ndan

biridir [18].

Teorem 5.1 N ∈ N− {1, 2} için

∞∑
n=0

(
λ− 1

2

)
n

A∏
j=1

(aj)n{(1− x)t}n

B∏
j=1

(bj)nn!
2N+(N−1B)F2N+(N−1)A−2

[
∆(N ;−n),∆[N − 1; 1− (b)− n],∆(N ; 2− 2λ− n);

∆[N − 1; 1− (a)− n],∆(N ; 3
2
− λ− n),∆(N − 2; 2− 2λ− n), λ;

z

]

= FA+1:0;0
B:1;0

([
λ− 1

2
:2, 1

]
,[(a) :3, 1] : − ;−;

[(b) :3, 1] : [λ :1] ;−;
x(1− x)2tN+2, (1− x)t+ 4xtN

)
(5.10)

³eklinde verilen, hipergeometrik do§urucu fonksiyon ili³kisi do§rudur. Burada

uygunluk için

z = (−1)(N−1)(A+B)xN
N(N − 1)(N−1)(B−A)

(N − 2)N−2(1− x)N

al�nmal�d�r [12].

�spat. (5.10) hipergeometrik do§urucu fonksiyon ili³kisinin sol taraf�na ψ(x, t)

denir ve j = 1, 2, . . . , A , j = 1, 2, . . . , B için

∆(N ;−n) = −n
N
,
−n+ 1

N
, . . . ,

−n+N − 1

N
,

∆(N ; 2− 2λ− n) =
2− 2λ− n

N
,
3− 2λ− n

N
, . . . ,

1− 2λ+N − n

N
,

∆(N ;
3

2
− λ− n) =

3
2
− λ− n

N
,
5
2
− λ− n

N
, . . . ,

1
2
− λ+N − n

N
,

∆(N − 2; 2− 2λ− n) =
2− 2λ− n

N − 2
,
3− 2λ− n

N − 2
, . . . ,

N − 2λ− n− 1

N − 2
,

∆[N − 1; 1− (a)− n] =
1− aj − n

N − 1
,
2− aj − n

N − 1
, . . . ,

N − aj − n− 1

N − 1
,

∆[N − 1; 1− (b)− n] =
1− bj − n

N − 1
,
2− bj − n

N − 1
, . . . ,

N − bj − n− 1

N − 1
,
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(−n)Nm =

(
−n
N

)
m

. . .

(
−n+N − 1

N

)
m

NNm ,

(2− 2λ− n)Nm =

(
2− 2λ− n

N

)
m

. . .

(
1− 2λ+N − n

N

)
m

NNm ,

(2− 2λ− n)(N−2)m =

(
2− 2λ− n

N − 2

)
m

. . .

(
N − 2λ− n− 1

N − 2

)
m

(N − 2)(N−2)m ,

(
3

2
− λ− n

)
Nm

=

( 3
2
− λ− n

N

)
m

. . .

( 1
2
+N − λ− n

N

)
m

NNm,

A∏
j=1

(1− aj − n)(N−1)m =
A∏
j=1

(
1− aj − n

N − 1

)
m

. . .

(
N − aj − n− 1

N − 1

)
m

(N − 1)(N−1)Am ,

B∏
j=1

(1− bj − n)(N−1)m =
B∏
j=1

(
1− bj − n

N − 1

)
m

. . .

(
N − bj − n− 1

N − 1

)
m

(N − 1)(N−1)Bm

olduklar� göz önüne al�n�rsa

ψ(x, t) =
∞∑
n=0

(
λ− 1

2

)
n

A∏
j=1

(aj)n{(1− x)t}n

B∏
j=1

(bj)nn!

·
[ n
N ]∑

m=0

(
B∏
j=1

(1− bj − n)(N−1)m

)
(−n)Nm(

A∏
j=1

(1− aj − n)(N−1)m

)
(2− 2λ− n)(N−2)m

· (2− 2λ− n)Nm(
3
2
− λ− n

)
Nm

(λ)mm!

(
(−1)(N−1)(A+B) x

(1− x)N

)m

elde edilir. Burada (
λ− 1

2

)
n−Nm

=
(−1)Nm

(
λ− 1

2

)
n(

3
2
− λ− n

)
Nm

,

(n−Nm)! =
n!

(−1)Nm(−n)Nm
,

(2λ− 1)n−(N−2)m =
(−1)(N−2)m(2λ− 1)n
(2− 2λ− n)N−2m

,

(2λ− 1)n−Nm =
(−1)Nm(2λ− 1)n
(2− 2λ− n)Nm

,

A∏
j=1

(aj)n−(N−1)m =
A∏
j=1

(−1)(N−1)Am(aj)n
(1− aj − n)(N−1)m

,

B∏
j=1

(bj)n−(N−1)m =
B∏
j=1

(−1)(N−1)Bm(bj)n
(1− bj − n)(N−1)m
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e³itliklerinden yararlanarak

ψ(x, t) =
∞∑
n=0

(
λ− 1

2

)
n

A∏
j=1

(aj)n{(1− x)t}n

B∏
j=1

(bj)nn!

·
[ n
N ]∑

m=0

n!(−1)Nm(2λ− 1)n(2λ− 1)n−(N−2)m

(2λ− 1)n−Nm(−1)Nm(n−Nm)!m!(−1)(N−2)m(2λ− 1)n

·

(
λ− 1

2

)
n−Nm (−1)(N−1)Bm

B∏
j=1

(bj)n
A∏
j=1

(aj)n−(N−1)m

(−1)Nm
(
λ− 1

2

)
n
(λ)m(−1)(N−1)Am

B∏
j=1

(bj)n−(N−1)m

A∏
j=1

(aj)n

·

(
(−1)(N−1)(A+B) x

(1− x)N

)m

bulunur. Gerekli sadele³tirmeler yap�l�rsa

ψ(x, t) =
∞∑
n=0

[ n
N ]∑

m=0

{(1− x)t}n{x(1− x)−N}m
(
λ− 1

2

)
n−Nm (2λ− 1)n−(N−2)m

(n−Nm)!m!(λ)m(2λ− 1)n−Nm

·

A∏
j=1

(aj)n−(N−1)m

B∏
j=1

(bj)n−(N−1)m

elde edilir. 2.4. Lemmadan

ψ(x, t) =
∞∑

n,m=0

A∏
j=1

(aj)m+n

(
λ− 1

2

)
n
(2λ− 1)2m+n(xt

N)m{(1− x)t}n

B∏
j=1

(bj)m+n(λ)m(2λ− 1)nm!n!

bulunur. (3.27) e³itli§inde Ω(n), (4.2) e³itli§indeki gibi seçilir, b = λ , x = xtN

ve y = (1− x)t al�n�rsa

ψ(x, t) =
∞∑

n,m=0

A∏
j=1

(aj)m+n

(
λ− 1

2

)
n
(2λ− 1)2m+n(xt

N)m{(1− x)t}n

B∏
j=1

(bj)m+n(λ)m(2λ− 1)nm!n!

=
∞∑

n,m=0

A∏
j=1

(aj)3m+n

(
λ− 1

2

)
2m+n

(
x(1− x)2tN+2

)m (
(1− x)t+ 4xtN

)
B∏
j=1

(bj)3m+n(λ)mm!n!
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e³itli§i yaz�labilece§inden

ψ(x, t) = FA+1:0;0
B:1;0

([
λ− 1

2
:2, 1

]
,[(a) :3, 1] : − ;−;

[(b) :3, 1] : [λ :1] ;−;
x(1− x)2tN+2, (1− x)t+ 4xtN

)
olarak bulunur ki bu da ispat� tamamlar.
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