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OZET

Bu tezde Lebesgue uzayi, Hardy esitsizlikleri ve degisken iistlii uzaylar
hakkinda bilgi verilecek, LP(*) uzayinda elde edilen Hardy esitsizligi ispatiyla bir-
likte verilecektir. Tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim girig kismidir.

Ikinci boliimde, bundan sonraki béliimlerde islenecek olan konular: yakin-
dan ilgilendiren temel uzay bilgisi, Lebesgue uzay1 ve bu uzayda kullanilan kavram,
notasyon ve teoremlere yer verilecektir. Ayrica L, uzaymin tanimi, normu ve 6zel-
liklerinden bahsedilecek ve Orlicz uzay: ve Modiiler uzay tanimi verilecektir. Bu
uzaylarin yapis1 hakkinda bilgiler verilecektir.

Uciincii boliimde, Hardy esitsizliklerinin baslangicindan bugiine geligimi,
kazandig1 bagka formlar hakkinda bilgiler verilecektir.

Dérdiincii béliimde, yine L, uzaymda oldugu gibi degisken iistlii LP®)
uzayinin tanimi ve ozellikleri verilecektir.

Besinci béliimde, degisken iistli L, uzay1 icin elde edilen Hardy esitsizligi
ispatiyla birlikte verilecektir.

Altinci boliimde, bazi uygulamalara yer verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Hardy operatorii, Hardy esitsizligi, degisken iistlii, agirlikh
esitsizlikler.



ABSTRACT

In this thesis, information about Lebesgue space, Hardy inequalities and
variable exponents spaces will be given, and Hardy’s inequality which obtain in
the space L,,) is investigated with it’s proof. This thesis consist of six chapters

The first chapter is devoted to introduction.

In the second chapter, we give information about some space knowledge,
definition of Lebesgue space and it’s basic properties, which is very important
for the other sections. The information about L, space, it’s norm and it’s basic
properties is given and also the definitions of Orlicz space and Modular space is
given. The information about the structures’ of these spaces is given.

In the third chapter, we talk about the beginning of Hardy inequality and
also developing from beginning to today. And we talk about Hardy’s inequalities’
the other forms.

In the fourth chapter, we give information about LP(®) space, it’s norm
and it’s basic properties like L,

In the fifth chapter, Hardy’s inequality which obtain in the space L) will
be given with it’s proof. Finally we will present our opinions and suggestions.

In the six chapter, some applications is introduced.

Keywords: Hardy operator, Hardy inequality, variable exponents, weighted in-
equality.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R : Reel sayilar kiimesi (—o0, 00)

B(x,r) . x merkezli r yaricapl yuvar

L : Agirliklh Lebesgue uzayi

| s : L8 uzaymda norm

C(a,b) : (@, b)arahginda siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
H . Hardy operatori

H : Hardy operatoriiniin eglenigi (duali)

LPO(X) = LP@(X) : Degisken iistlii L, uzay



1 GIRIS

Son yillarda klasik fonksiyon uzaylari esneklik teorisinin mo-
dern problemlerin, akigkanlar mekaniginin, degigskenin hesaplanmasi
ve standart dig1 biiytime kosullar ile diferensiyel operatorlerin ¢oziim-
lerinde yeterli degildir. Degisken iistler (Variable exponents) ile degisken-
ler uzaylarin calisilmasina, doniigtimlerin ve integralin spektral ozel-
liklerinin ve bu uzaylarda diferensiyel operatorlerin arastirilmasina
ihtiya¢ duyulmustur.

Lebesgue uzaylart modiiler uzaylar adi verilen daha biiyiik bir
aileye ait olan genellegtirilmig Orlicz uzaylarinin bir 6zel durumu olarak
gbz oniinde bulundurulabilir. Bu diisiince degisken 1tistlii Lebesgue
uzaylariin tanimlanmasina ve degiken iistlii Lebesgue uzayinda Or-
licz ve Liiksemburg normlarinin uygun benzerlerinin tanimanmasina
imkan verir. Bu nedenle bu uzayda boyle bir esitsizligin incelenmesi
daha sonraki caligmalar icin 6nemli bir temel olugturmaktadir.

Bugiline kadar Diinya'nin her yerinden S. Samko ve V. Koki-
lashvili, E. Acerbi ve G. Mingione, D. E. Edmunds ve A. Meskhi,
X-L. Fan ve D. Zhao, D. Cruz -Uribe ve A.Fiorenza, L. Diening gibi
matematigin onemli isimleri bu alanda ¢alismis ve konu alani yukarida
belirtilen bir ¢ok problemin ¢oziimii i¢in 6nemli sonuclar elde etmistir.
Geligen teknolojiye yeni bir temel olusturabilecek bu konu her gegen
glin Matematik Diinyasi icinde 6nemini artirmaktadir.

Bu tezde “Degisken Ustlii Uzaylarda Hardy Esitsizlikleri ve Baz
Uygulamalar1” konusunu ele alinacaktir. Bilindigi gibi Hardy esitsiz-
likleri Lebesgue uzayinda gémme teoremlerinin elde edilmesinde ¢ok
onemli bir aractir. Bu tezi baglangic kabul ederek “Variable Exponent
Space (Degisken Ustlii Uzaylar)” konusuna yeni bir bakigin alt yapisi
hazirlanmig olacaktir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1 Metrik Uzaylar

Tanim 2.1.1 X bog kiimeden farkli bir kiime olmak {izere X {ize-
rinde taniml reel degerli d : X x X — R fonksiyonu

(i) x,y € X igin d(x,y) > 0

)
(i) z,y € X igind(xz,y) =0 x =y
(iii) =,y € X i¢in d(z,y) = d(y, x)

)

(iv) z,y,z € X icin d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (licgen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyor ise d fonksiyonuna X {izerinde bir metrik veya
uzaklik fonksiyonu denir. Bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay
ve (i) — (iv) ozelliklerine de metrik aksiyomlar: denir. Bir kiime fize-
rinde birden ¢ok metrik tanimlanabilir.

Ornek 2.1.2 X = R olmak {izere
d:RxR =R, dz,y)=|zr—vy|l, z,yeR

seklinde tanimlanan d dontigiimii R tizerinde bir metriktir. Bu metrige
R iizerindeki adi metrik veya ¢klid metrigi denir.

Ornek 2.1.3 X bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere, Vz,y € X
icin
_J0,z=y
i) = {105
seklinde tanimlanan d doniistimii X iizerinde bir metriktir. Bu metrige
X iizerindeki ayrik metrik denir.



Ornek 2.1.4 R"(veya C"), n € N, tiim sirali reel (veya kompleks)
n-lilerin kiimesini gostermek tizere, Vo = (21, 2o, ..., T,),

vy = (y1,92,-..,yn) € R"i¢in agagida verilen d : R" x R" — R" olmak
uzere,

. 1/2
d(z,y) = (Z |z — ka)

k=1
seklindeki d doniigiimiine R" {izerindeki adi metrik veya oklid metrigi,
(R™, d) ikilisine ise n-boyutlu 6klid uzay1 denir.

Ornek 2.1.5 X bog kiimeden farkli bir kiime, B(X), X ten R ye
tanimli biitiin sinirh fonksiyonlarin kiimesi ve d : B(X) x B(X) — R
olmak {izere,

d(f,g) = sup{|f(t) —g(t)| : t € X}
seklinde tanimli d dontigiimii B(X) tizerinde bir metriktir.

Ornek 2.1.6 [a,b] C R icin C[a,b],[a,b] iizerindeki siirekli ve reel
degerli fonksiyonlar kiimesi ve d : C[a, b] x Cla,b] — R olmak tizere,

d(f,9) = max{|f(t) —g(t)] : t € X}
seklinde tanimli d dontisiimii Cla, b] {izerinde bir metriktir.

Tanim 2.1.7 (x,)nen, (X, d) metrik uzayinda bir dizi ve g € X
olmak {izere V € > 0 sayisi i¢cin 3 n. € N dyle ki n > n. icin

d(x,, x9) < € oluyorsa (z,,) dizisi xyp € X noktasina yakinsiyor denir
ve bu x, — xg veya lim,, ., x, = 2 seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.8 (z,)nen, (X, d) metrik uzaymnda bir dizi ve zyp € X
olmak iizere lim,,_,~ x, = x( ise,

(i) xo limiti tektir.

(ii) (zy,) dizisi siurhdir.

(iii) (z,) dizisinin her (z,,) alt dizisinin limiti de x dir.



(iv) Ek olarak vy, — yo ise d(zp, yn) — d(zo,yo) olur,

Tanim 2.1.9 (X, d) metrik uzay xyp € X ve r € R pozitif bir say
olmak fizere;

B(zg,r) = {z € X : d(zo,z) < r} kilmesine xy merkezli r
yaricapl bir agik yuvar,

B(zg,7) = {z € X : d(xp,z) < r} kiimesine zy merkezli r
yaricapl bir kapali yuvar,

B(zg,7) = {z € X : d(xo,z) = r} kiimesine o merkezli r
yaricapli bir yuvar yiizeyi denir.

Eger Vn € N i¢in z,, € B(a,r) olacak sekilde bir B(a,r) agk yuvar
varsa (z,) dizisi X metrik uzayinda simirhdir denir. Ayrica £ C
B(a,r) olacak gekilde B(a,r) agik yuvar: varsa £ C X alt kiimesine
X metrik uzayinda simirhidir denir.

Tanmim 2.1.10 (X, d) metrik uzay ve £ C X olmak tlizere, eger
B(xg,e) C FE olacak sekilde bir £ > 0 sayis1 varsa xy € E sayisina E
nin bir i¢ noktasi denir.

Tanim 2.1.11 (X, d) metrik uzay ve G C X olmak {izere, eger G
kiimesinin her noktast G' nin bir i¢ noktasi ise G' ye (X te) bir agik
kiime denir.

Tanim 2.1.12 (X, d) metrik uzay ve G C X olmak {izere,

(i) Ve > 0 sayist igin 0 < d(c, ) < € olacak gekilde bir z € X varsa
c € X sayisina G kiimesinin bir yigilma noktasi denir.

(ii) Eger bir ¢ € G noktast G nin bir yigilma noktasi degilse ¢ ele-
manina G nin yalitik noktasi(isolated point) denir.

Teorem 2.1.13 (X, d) metrik uzay ve E C X olmak {izere agagidaki
ifadeler denktir.



(i) ¢ € X noktasi E kiimesinin bir yigilma noktasidir.

(ii) Ve > 0 i¢in B(c,e) acgik yuvart E kiimesinin sonsuz ¢oklukta
elemanini kapsar.

(iii) £ kiimesinde bir (x,) dizisi vardir ki n € N iken z,, # ¢ ve
x, — c dir.

Tanim 2.1.14 (X, d) metrik uzay1 ve F' C X alt kiimesi verilsin.
Eger F' tiim yi1gilma noktalarini kapsiyorsa F' ye X te bir kapali kiime
denir.

Teorem 2.1.15 (X, d) metrik uzay olmak tizere,

(i) X teki agik kiimelerin herhangi bir kolleksiyonunun birlegimi X
te bir agik kiimedir.

(ii)) X teki agik kiimelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun ke-
sisimi X te bir acik kiimedir.

Teorem 2.1.16 (X, d) metrik uzay olmak tizere, F' C X alt kiimesi
X te kapalidir < F nin tiimleyeni F© = X \ F', X te bir agik kiimedir.

Teorem 2.1.17 (X, d) metrik uzay olmak tizere

(i) X teki kapali kiimelerin herhangi bir kolleksiyonunun kesigimi X
te bir kapali kiimedir.

(ii) X teki kapal kiimelerin herhangi bir sonlu kolleksiyonunun bir-
lesimi X te bir kapali kiimedir.

Tanim 2.1.18 £ C X olmak tizere

(i) £ kiimesinin tiim i¢ noktalarimin kiimesine E nin i¢i denir ve
intE seklinde gosterilir.

(ii) F kiimesinin noktalarmi ve tiim yigilma noktalarmi kapsayan
kiimeye E nin kapanisi denir ve E seklinde gosterilir.



Tanim 2.1.19 (X, d;) ve (Y, ds) metrik uzaylar £ C X, ¢ noktas1 F
nin bir yigilma noktasi ve [ € Y olsun.

x € X ve Ve > 0 igin dy(f(z),l) < € iken dy(z,c) < § olacak
sekilde bir 6 > 0 sayisi var ise [ € Y noktasina f : £ — Y fonksiyonu-
nun ¢ noktasindaki limiti denir ve lim,_,. f(x) = [ seklinde gosterilir.
Burada ¢ noktasinin F kiimesine ait olmasi gerekmez.

Tanim 2.1.20 (X, d;) ve (Y, ds) metrik uzaylar ve ¢ € X olmak
tizere, f : X — Y fonksiyonunu alalim eger;

Ve > 0 igin dy(x,c) < 6 iken do(f(z), f(c)) < € olacak sekilde
bir ¢ > 0 sayist var ise f fonksiyonu ¢ noktasinda stireklidir denir.

Eger f fonksiyonu X kiimesindeki her noktada stirekli ise f
fonksiyonu X uzayinda stireklidir denir.

Tanim 2.1.21 (X, d;) ve (Y, dy) metrik uzaylar olsun. f: X — Y
fonksiyonunu alalim, eger

Ve > 0 igin di(x1,29) < 9§ iken do(f(x1), f(x2)) < e olacak
sekilde bir § > 0 sayist var ise f fonksiyonu X te diizgiin yakinsaktir
denir.

Diizgiin yakinsak olan bir fonksiyon ayni zamanda yakinsaktir
ancak tersi dogru degildir.

Tanim 2.1.22 (X, d) metrik uzay olsun.(x,,), X te bir dizi olsun.Ve >
0 ve m > n > ng igin d(x,,, x,) < € olacak sekilde bir ng sayisi varsa
(x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.23 (X, d) metrik uzay olsun. (x,), X te bir yakinsak
dizi ise (x,) bir Cauchy dizisi olur. Bu teoremin tersi R ve C de adi
metrige gore dogru olmakla birlikte genel olarak dogru degildir.

Tanim 2.1.24 (X,d) metrik uzay ve £ C X olsun, F deki her
Cauchy dizisi E' deki bir noktaya yakinsiyor ise F kiimesine tamdir
denir.



Tanim 2.1.25 (X, d) metrik uzayimdaki her Cauchy dizisi X teki bir
noktaya yakinsiyor ise (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tanim 2.1.26 (X, d) metrik uzay ve £ C X olsun, eger E deki her
dizi, limiti E de olan yakinsak bir alt diziye sahip ise F kiimesine kom-
pakt kiime denir. Eger X kompakt ise (X, d) metrik uzayr kompakt
olur.

Bir £ C X alt kiimesinin kompaktligi, X uzayinda tanimlanan
metrige baghdir, 6rnegin [0,1] C R alt kiimesi, R deki adi metrige
gore kompakttir; ancak ayrik metrige gore kompakt degildir.

Tamim 2.1.27 (X, d) metrik uzay ve E C X olsun. X = E ise F
kiimesine X te yogun kiime denir.

Ornek 2.1.28 Q rasyonel sayilar kiimesi R de yogundur; ancak Z
tam sayilar kiimesi R de yogun degildir.

2.2 Vektor Uzaylari

Tanim 2.2.1 V bog olmayan bir kiime ve [ bir cisim olmak iizere,
+:VxV-=V (ry) —x+y

2 FxV =V, (Nz)= X\

doniigtimleri ile sirasiyla vektorel toplama ve skalerle ¢arpma iglem-
lerini tanimlayalim.

Vr,y,z € V ve A\, u € F i¢in agagidaki kogullar saglansin:

l.x+y=y+x
2.x+H(y+z)=(x+y) +z
3. Vx € V i¢in z + 0 = x egitligini saglayan bir tek 0 € V' vardir.

4. Vo € V igin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € V
vardir.



5.VreVignl-z=x
6. Mz +9y) = Az + \y

7. AN+ p)r =+ py

8. (Aw)x = A(px)

Bu durumda V' ye F cismi iizerinde bir vektor uzay1 (lineer uzay),
elemanlarina ise vektor veya nokta denir. V' = R alinirsa V' ye bir
reel vektor uzayi, V. = C alimirsa V' ye bir kompleks vektor uzayi
denir.

Tanim 2.2.2 V| [F cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve W, V nin bos
olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger W, V' vektor uzayindaki toplama
ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektor uzayi olusturuyorsa W
ye V nin bir (lineer) alt uzay1 denir

Teorem 2.2.3 () £ W C V kiimesinin V' nin bir alt uzay: olabilmesi
icin gerek ve yeter kosul y1,y2 € W ve A\, Ao € Figin \yy1+Xoyo € W
olmasidir.

Tanim 2.2.4 V| [ cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.
|-]:V =R, z— || dontgimii Vx,y € V ve YA € F igin

(1) flz =0

)
(i) [|z]| =0z =0
(i) [[Az]l = [Alll]

)

(v) flz +yll < ll=fl + lyll (ticgen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyor ise V' iizerinde bir norm olur ve bu durumda
(V. ||-1]) ikilisine bir normlu vektor uzayi denir. (i) — (iv) 6zelliklerine
ise norm aksiyomlar: denir. Bu uzay V = R i¢in reel normlu uzay,
V = C i¢in kompleks normlu uzay olur. Bir vektor uzay: {izerinde
birden ¢ok normlu uzay tanimlanabilir.



Ornek 2.2.5 n € N i¢in R" ¢klid vektor uzaymi diigiinelim.
r = (x1,22,...,2,) € R"i¢gin || - || : R* — R doniigiimii

n 1/2
] = <Z ka2>
k=1

normu ile birlikte bir normlu vektor uzayi olusturur. Bu uzaya R"
deki adi norm veya ¢klid normu denir.

Ornek 2.2.6 1,, (1 < p < o) uzay

00 1/p
(1, = (Z iﬁkp>

k=1
seklinde taniml || - [[; : 17 — R doniisiimii ile bir normlu uzaydur.
Tanim 2.2.7 Her (V|| - ||) normlu uzayindan x,y € V' olmak iizere,

d(z,y) = [l =yl

seklinde bir metrik elde edilebilir. Bu metrige || - || normu tarafindan
tiretilen metrik veya || - || normunun indirgedigi metrik denir.

Teorem 2.2.8 [F cismi tlizerinde taniml bir V' vektor uzay: iizerinde
| ]| : V — R geklinde tanimh her norm V iizerinde siireklidir.

Teorem 2.2.9 [F cismi iizerinde tanimli herhangi bir V' normlu vektor
uzayinda vektorel toplama ve skalerle carpma doniigiimleri stireklidir.

Tanim 2.2.10 V| F cismi iizerinde tanimlh bir vektér uzayr olsun.
Vo € V i¢in
kllefly < lzlle < K],

olacak gekilde k, K € R pozitif sayilar1 varsa V' {izerinde tanimh || - ||;
ve || - ||2 normlaria denk normlar denir.

Tanim 2.2.11 (z,), (V,]| - ||) normlu uzayinda bir dizi ve 29 € V
olsun. Eger

lim ||z, — x| =0
n—oo

10



olursa (x,) dizisi xy noktasina yakinsiyor denir ve x, — 1z veya
lim,, o x, = x(¢ seklinde gosterillir. Normlu uzayda tanimlanan bu
yakinsamaya norma gore yakinsama denir.

Tanim 2.2.12 (V|| - ||) normlu uzay: i¢inde bir dizi (z,,) olsun.
Ve > 0 igin m,n > n. oldugunda ||z, — z,,|| < € olacak sekilde ¢ a
bagl bir n. dogal sayisi varsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.2.13 Bir (V,|| - ||) normlu uzay: i¢indeki her Cauchy dizisi
V igindeki bir noktaya yakisiyor ise bu (V)| - ||) normlu uzayima
Banach Uzay1 adi verilir.

Ornek 2.2.14 V = R"(veya V = C") vektor uzay1

@) flzlh = X", |«
.. n 1
(i) flzll, = (0, JzP)?, 1< p < oo,

(ili) [|z]lc = max{|x;| : ¢ = 1,2,...,n} normlarina gore birer Ba-
nach uzayidir.

Ornek 2.2.15 V = R (veya V = C)olmak iizere F iizerinde taniml
V' vektor uzayi

[ llctap) = max [£(2)]

t€(a,b]

normuna gore bir Banach uzayidir.
2.3 Lebesgue Integrali

Tanim 2.3.1 X kiimesinin alt kiimelerinin bog olmayan bir H sinifi
i¢in

(i) VA, BeH, A\BeH
(i) VA, BeH, AUBecH
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ozellikleri saglanirsa bu ‘H sinifina bir halka adi verilir. Eger (ii)
yerine

Vk;eN,AkeH:UAkeH
k=1
sart1 saglanirsa bu takdirde H halkasina bir o - halka denir.

Tanim 2.3.2 X bir kiime olsun. X in bir A smfi i¢in agagidaki
ozellikler saglanirsa bu A smifina X tizerinde bir cebir denir.

i) XeAd
(i) VE€ A, E°=X\EcA
(iii) Vk=1,2,...,n, EkE.A:>UZ:1EkE.A

Eger (iii) yerine
VneN, E,eA=|]JE.cA (2.1)

n=1

sart1 saglanirsa A cebirine bir o-cebir adi verilir.

Ornek 2.3.3 X bir kiime ve A = P(X) olsun. A, X fizerinde bir o-
cebirdir.

Ornek 2.3.4 X =N, A= {2,{1,3,5,...,2n—1,..},{2,4,6,....2n,..},N}
alimirsa A, X tizerinde bir o- cebirdir.

Ornek 2.3.5 X bir sonsuz kiime ve A da X in tiim sonlu alt kiimelerinin
bir sinifi olsun. A, X {izerinde bir o- cebiri degildir. Clinkii E € A ise
E sonludur. Dolayisiyla, E° sonsuzdur, aksi takdirde X sonlu olurdu.

O halde E° & A dur.

Teorem 2.3.6 X iizerindeki o- cebirlerin herhangi adetteki kesigim-
leri yine bir o- cebiridir.
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Teorem 2.3.7 X bir kilme K da X in bog olmayan bir sinifi olsun.
IC sinifin1 kapsayan o- cebirlerinin bir en kii¢iigii vardir.

Tanmim 2.3.8 Bir K siifini kapsayan o- cebirlerinin en kii¢iigiine X
nin tirettigi (dogurdugu) o- cebiri denir, D(K) ile gosterilir. R™ deki
biittin agik (a,b) araliklarimin dogurdugu o- cebirine Borel Cebiri
denir ve B (R") ile gosterilir. n = 1 olmast halinde B(R!) Borel cebiri
B(R) ile gosterilir.

B(R™) nin herbir elemanina bir Borel Kiimesi denir.

Ornek 2.3.9 X = R = RU {—o00, +o0} ve E de bir Borel kiimesi
olsun.

Ey = FEU{—o00}, By = EU{+0o0} ve B3 = F U {—00,+00} olsun.
FE kiimesi B(R) Borel cebirini taradiginda E, Ey, Fs, F3 kiimelerinin
sinifi B(R) olsun. B(R) bir o- cebiridir. Bu o- cebirine Genisletilmis
Borel Cebiri adi verilir.

Tanim 2.3.10 X bir kiime ve A da X iizerinde bir o- cebiri ol-
sun. (X, .A) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay, A daki her kiimeye A-
Olgiilebilir uzay (veya kisaca Olgiilebilir kiime) adi verilir.

Tanim 2.3.11 (X,.A) bir 6lgiilebilir uzay olsun..A iizerinde tanimh
genisletilmis reel degerli bir p fonksiyonu

(1) p(@) =0
(i) VAe A, p(A) >0
(iii) Her ayrik (A,) dizisi igin p(US2,A,) = X022 u(Ay)

ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 6l¢ii fonksiyonu veya kisaca
olcii adi verilir.

VA € A, n(A) < oo ise i1 ye bir sonlu 6l¢ii adi verilir. X kiimesi her-
biri sonlu olciiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak
vazilabiliyorsa p 0Olglisii o- sonludur denir. Eger u(X) = 1 ise bu
olciiye olasilik olciisii adi verilir.
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Ornek 2.3.12 X # ) ve A = P(X) olsun. VE € A, u(E) = 0
biciminde tamimlanan g fonksiyonu bir sonlu 6l¢ii ve dolayisiyla bir
o- sonlu olciidiir.

Ornek 2.3.13 X # () ve A = P(X) olsun. F € A icin

WE) = {+02 g ; g (2.2)

biciminde tanimlanan p fonksiyonu bir 6l¢iidiir. Bu 6l¢ii ne sonlu ne
de o- sonludur.

Tanim 2.3.14 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri
ve A tizerinde tanimh bir y 6l¢iistinden olugan (X, A, p) 6lgiisiine bir
olcii uzayi1 adi verilir.

Teorem 2.3.15 (X, A, p) bir 6l¢ii uzay: olsun.
Eger A,B € Ave A C B ise u(A) < u(B) seklindedir. Ayrica
p(A) < oo ise

w(B\A) = u(B) — p(A) 23)
dir.

Teorem 2.3.16 (X, A, ) bir 6lgii uzay: olsun.

1. (A,), A daki elemanlarin artan bir dizisi ise

dir.

2. (By), A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(B;) < oo ise

o

M(ﬂ Bn) — nh_glo M(Bn) (25)

dir.
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Sonug 2.3.17 (X, A, 1) bir dl¢ii uzay olsun.

1. (A,), A daki elemanlarin bir artan dizisi ise
p(lim Ay) = lim (A, (2.6)
dir.
2. (B,), A daki elemanlarin bir azalan dizisi ve u(B;) < oo ise
p(lim By) = lim p(B;) (2.7)
dir.

Teorem 2.3.18 (X, A, p) bir 6l¢ii uzayi olsun. (A,,), A ya ait kiimelerin
herhangi bir dizisi ise

p(lJAr) <D n(Ar) (2.8)

k=1
dar.

Tanim 2.3.19 X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun.
P(X) tizerinde tanimh genigletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu

(1) p(0) =
(ii) VE € P(X),u*(E) >0
(ili) AC BC X = u*(A) < p*(B)

(iv) ¥n € N, Ay € P(X) = 1" (Up=y) < 2002 17 (An)

) 1
) ) 2
) (A
)

sartlar1 saglanirsa p* fonksiyonuna X {izerinde bir dig olgiisiidiir
denir.

Olcii ve dig 6lcii tanimlar1 gz oniine alinirsa ne 6lciiniin ne de dig
Olciiniin bir 6lgii olmasi gerekmedigi goriiliir. Dig 6lcii, 6lcii fonk-
siyonunun sagladigi pek cok ozelligi sagladigi icin bu ad verilmistir.
Bir dl¢iiniin bir dig 6lgii olabilmesi i¢in onun tanim kiimesinin P(X)
kuvvet kiimesi olmas1 gerekir.
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Ornek 2.3.20 X herhangi bir kiime ve P(X) iizerinde tanimlanan

W (A) = {‘f; oy (29)

fonksiyonu bir 6l¢ii olmayip bir dig ol¢iidiir.

Ornek 2.3.21 X herhangi bir sonsuz kiime ve P(X) {izerinde tanim-
lanan

. 0,n(A) <
M (A):{l,n(A):

fonksiyonu bir dig ol¢ii degildir.

z (2.10)

Bilindigi gibi, bir I araliginin (1) uzunlugu o araligin ug¢ noktalarinin
farki olarak tamimlanir. Yani I = [a,b] (veya (a,b), (a,b], [a,b)) ara-
liginin boyu ¢(I) = b — a dir. Uzunluk bir kiime fonksiyonuna (bir
koleksiyondaki herbir kiimeye bir genigletilmis reel say1 karsilik getiren
fonksiyon) bir 6rnektir. Bu durumda uzunlugun tanim kiimesi aralik-
lar koleksiyonu, deger kiimesi de genisletilmis reel sayilar kiimesidir.
Bu boliimde uzunluk kavrami araliklardan daha karigik kiimeler icin
tanimlayacagiz. Ornegin acik bir kiimenin uzunlugunu, bu kiimeyi
olugturan acik, ayrik araliklarin uzunluklar:1 toplami olarak tanim-
layacagiz. Oyle bir A fonksiyonu teskil etmek istiyoruz ki, R nin alt
kiimelerinin bir M sinifi {izerinde taniml olsun ve agagidaki ¢zellikleri
saglasin:

e )\, R nin herbir £ alt kiimesi tizerinde tanimli olsun, yani

M = P(R)

olsun.
e Her bir [ araligy i¢in A(I)=¢(I) olsun.

e Eger (E,) bir ayrik dizi ve A bunlarin herbiri tizerinde tanimh ise
n=1 n=1
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olsun.

e )\ Oteleme altinda invaryant olsun. Yani A fonksiyonu, E ve

E+y={z+y:z€ L}

kiimeleri tizerinde tanimli oldugunda

ME+y) =AE)

olsun.

Bu dort 6zelligi saglayan bir kiime fonksiyonu tanimlamak miimkiin
degildir. Bu giine kadar ilk ii¢ sart1 saglayan bir kiime fonksiyonu bil-
inmemektedir. Bu nedenle bunlardan birinden vazgecmek gerekmek-
tedir.

Son ti¢ sart1 birakip ilk sart1 degistirmek oldukga faydalidir. Bu-
rada yapilacak degisiklik A fonksiyonunu tiim alt kiimeler iizerinde
tamimlamayip daha dar o- cebiri lizerinde tamimlamaktir. Yani M
olarak P(R) kuvvet kiimesi degil, iizerinde A fonksiyonunu tanim-
layabilecegimiz uygun bir o- cebiri almaktir. Simdi bu fonksiyonu
insa etmeye baglayalim.

Ornek 2.3.22 (I;,), R nin smun ve acik alt araliklarimm bir dizisi,
Ta={(Ix) - ACUZ I}
olsun. P(R) tizerinde
A (A) = b (S, 00 - (1) € Ta) @2.11)

bi¢iminde tanimlanan A\* bir dig ol¢lidiir. Bu dig 6lgiiye Lebesgue
dis Olciisii adi verilir.

Teorem 2.3.23 Lebesgue dig 6l¢iisii R nin herbir alt araligina onun
uzunlugunu karsilik getirir, yani I C R bir aralik ise

dir.
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Teorem 2.3.24 R" iizerindeki Lebesgue dig 6l¢iisii herbir araliga onun
hacmini karsilik getirir.

Sonug 2.3.25 A sayilabilir kiime ise \*(A) = 0 dur.
Sonug 2.3.26 [0, 1] kiimesi sayilamayan bir kiimedir.

Tanim 2.3.27 X bir kiime p* da X {izerinde bir dig 6l¢ii olsun. Eger
X in herbir A alt kiimesi icin

p(A)=p (ANE)+ (AN E°) (2.12)

ise X in E alt kiimesi p*- 6lgiilebilir (u* ye gore 6lgiilebilir) denir.
p* fonksiyonunun alt toplamsallik 6zelligi de denilen p*(UAy) < u*(Ayg)
ozelliginden, X in biitiin A ve E alt kiimeleri i¢in

W(A) 2 1 (AN E) + 1 (AN E°)

olacagindan bir E kiimesinin p*- 6l¢iilebilir olup olmadigini anlamak
icin herbir A C X igin

WA < W (ANE) + (AN E°) (2.13)

esitsizliginin saglandigini gostermek yeterlidir. Ayrica, eger

p(A) = o0 ise (2.13) esitsizliginin saglanacagi agiktir. Su halde X
in bir I alt kiimesinin p*- oOlgiilebilir oldugunu gostermek icin X in
p*(A) < 400 sartin saglayan herbir A alt kiimesi i¢in (2.13) esitsiz-
liginin saglandigl gostermek yeterlidir.

Teorem 2.3.28 X bir kiime ve p* da X tizerinde bir dig 6l¢ii olsun.
X in herbir E alt kiimesi i¢in p*(E) = 0 veya p*(E¢) = 0 ise F
kiimesi p*- olgiilebilirdir.

Sonug 2.3.29 () ve X, X iizerinde tammlanan her dig 6l¢liye gore
olciilebilirdir. Ozel olarak @ ve R kiimeleri \* Lebesgue dis dlciisiine
gore Olciilebilirdir.

Teorem 2.3.30 E; ve Es, p*- oOlciilebilir kiimeler ise 4 U Ey de p*-
olciilebilirdir.
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Teorem 2.3.31 X bir kiime p* X {izerinde bir dig 6l¢ii ve M (X, u*)
da X {izerinde p*- olciilebilir kiimelerin sinifi olsun.

1. M(X, p*) bir o- cebiridir.

2. p*m M(X, p*) siifina kisitlanmasi bir olgiidiir.

Lebesgue dig dl¢iisti olan A* in M(R, A*) sinifina ve B(R) smifina olan
kisitlamasina Lebesgue Olgiisii denir, A ile gosterilir. Ikisini bir-
birinden ayirmak gerektiginde, iizerinde Lebesgue 6lciisiiniin tanim-
ladigr siuf belirtilir. "B(R) iizerindeki Lebesgue dl¢iisii" veya "M
tizerindeki Lebesgue 6lciisii" gibi. Bazen de "Borel kiimeleri iizerinde
tamiml Lebesgue 6lciisii" seklinde ifade edilir.

Lemma 2.3.32 a € R igin (a, +00) araligi A* dig dl¢iistine gore
olciilebilirdir.

Teorem 2.3.33 Herbir Borel kiimesi A\* 6l¢iilebilirdir.

2.4 Olciilebilir Fonksiyonlar

Bu béliimde once reel degerli fonksiyonlarin ol¢iilebilirligi iizerinde
durulacak, daha sonra genigletilmis reel degerli fonksiyonlara yer ve-
rilecektir.

Tanmim 2.4.1 (X;.A) bir olgtilebilir uzay olsun. f: X — R fonksi-
yonu Ol¢iilebilirdir <= Va € R i¢in

fH(a,+0)) ={z € X : f(z) > a} € A.
Simdi bu tamimdaki kiimelerin seklini degistirmeye imkan veren bir
lemmay1 ifade edelim.

Lemma 2.4.2 (X, .A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. f : X — R fonk-
siyonu icin agagidaki énermeler denktir.
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L.VoeR A, ={zeX: f(zr)>a}e A
2.VaeR, By={re X: f(x)<a}le A
3.VaeR, Co={zeX: f(z)>a}ed
4. VaeR Dy={xeX: f(x)<a}eA

Ornek 2.4.3 Her sabit fonksiyon bir él¢iilebilir fonksiyondur. Gergek-
ten, Vo € R igin f(x) = cise a > ¢ igin
{reX: flx)>a}=0€ A

ve a < ¢ i¢in
{reX: flx)>a}=XeA

olur.

Ornek 2.4.4 X = R ve A = B(R) olsun. Siirekli her f : R — R
fonksiyonu (Borel) 6lgiilebilirdir.
Gergekten f stirekli oldugunda her a € R igin

{reR: f(z) > a} = f((a,00))
kiimesi R de bir acik kiimedir. Her acgik kiime Borel cebirine ait
oldugundan
{z eR: f(x) > a} € B(R)
dir, yani Borel olciilebilirdir.

Teorem 2.4.5 f ve g olgiilebilir fonksiyonlar ve ¢ € R olsun.
cf, f2 f+ 9. .9, ]

fonksiyonlar1 da o6l¢iilebilirdir.

Tanim 2.4.6 (X, .A) bir olgiilebilir uzay ve A € A olsun.

f:A— Rolgilebilirdir & VaeRigin{z e A: f(x) >a}l e A

Lemma 2.4.2 deki denklemlerin f : A — R fonksiyonu i¢in de dogru
olacagr agiktir. Bu tanimlarin benzerleri [—oo, +00| degerli fonksi-
yonlar i¢in de verilebilir.
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Tanim 2.4.7 (X, .A) bir dl¢iilebilir uzay ve A € A olsun.
f A — [—00,+00] fonksiyonu 6l¢iilebilirdir < Vo € R igin

f (o, +x])={r€A: flz) >a}c A

olmalidir. X {izerinde tanimli, genisletilmis reel degerli A oOlgiilebilir
biitiin fonksiyonlarin kiimesi M (X, A) ile gosterilir. Eger f € M (X, .A)

1s€

A={zeX: f(z)=+o0} =z eX: f(x)>n}

B={ze€X: f(z)=-o0}=({reX: flx)<-n}

= (ﬂ{az eX: f(x) > n})

n=1

olacagindan A ve B olciilebilirdir.

Teorem 2.4.8 Genigletilmis reel degerli bir f fonksiyounun 6l¢iilebilir
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

A={ze X : f(z)=40},B={r€ X : f(zx) = —o0}

kiimelerinin ve

A = 2.1

biciminde tanimlanan reel degerli f; fonksiyonunun élgiilebilir olmasidir.

Tamim 2.4.9 B(R*) Borel cebirine gore dlciilebilen bir fonksiyona
Borel 6l¢iilebilir fonksiyon veya Borel fonksiyonu adi verilir. M (R, \*)
o- cebirine gore 6l¢iilebilen bir fonksiyona Lebesgue 6l¢iilebilir fonksiyon
denir. R nin Borel kiimesi olmayan fakat Lebesgue olciilebilir alt
kiimeleri mevcut oldugundan, R de herbir Borel ol¢iilebilir fonksiyon
Lebesgue olciilebilirdir.
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Tanim 2.4.10 f, X den R ye bir fonksiyon olsun.
fH(x) = max{f(z),0}
S (z) = max{—f(z),0}

biciminde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlar1 da X tizerinde tamimh
ve negatif olmayan fonksiyonlardir. f* fonksiyonuna f nin pozitif
parcasi, f~ fonksiyonuna da f nin negatif parcasi denir. Yukaridaki
tanim goz ontline alindiginda,

f=rr=rf=r-fr
1 1
f+:§(|f|+f)af_:§(|f|—f)

olur. Teorem geregince ve yukaridaki bagintilar géz 6niine alindiginda
asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 2.4.11 f : X — R fonksiyonunun 6lciilebilir olmasi icin
gerek ve yeter sart [+ ve f~ fonksiyonlarimn olciilebilir olmasidir.

Teorem 2.4.12 (X, A) bir lgiilebilir uzay ve A € Aolsun. fileg, A
tizerinde tanimli [—o0, +00]- degerli dl¢iilebilir fonksiyonlar olsunlar.
Bu takdirde

{red: flz) <gl@)}{veA: f(z) <glo)}{z e A: f(z) = g(x)}

kiimeleri o6l¢iilebilirdir.

Teorem 2.4.13 (X, A) bir olgiilebilir uzay A € A ve f ile g, A da
tanimli [—oo, +-00] degerli dl¢iilebilir fonksiyonlar ise (fV g) ve (fAg)
fonksiyonlar: dlgiilebilirdir.

Teorem 2.4.14 (f,), A € A iizerinde tanimli, [—o0,+o00]- degerli
olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise sup,, f,, ve inf, f,, fonksiyonlar
da olgiilebilirdir.

Teorem 2.4.15 (X, A) bir dlgii uzay1 ve A € A olsun. (f,), A tize-
rinde tanimli [—oo, +o0] degerli 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi
ise lim inf,  f, ve limsup,,_, ., f. fonksiyonlar: dlgiilebilirdir. Ayrica
tanim kiimesi Ay = {z € A : limsup,_,, fo(z) = liminf, - f.(z)}
olan lim,, ., f, fonksiyonu da olciilebilirdir.
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2.5 Integral

Bu boliimde 6nce negatif olmayan ol¢iilebilir basit fonksiyonlarin in-
tegrali, daha sonra da negatif olmayan, genisletilmis reel degerli, 6l¢iilebilir
fonksiyonlarin integrali incelenecektir. Bundan sonra da [—oo, +o0]
~degerli fonksiyonlarin integrali iizerinde durulacaktir. Once basit
fonksiyonun tanimini verelim.

Tanim 2.5.1 Goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana gelen ¢
fonksiyonuna bir basit fonksiyon adi verilir.

Bir reel degerli basit ¢ fonksiyonu a;, € R ve x g, , £} kiimesinin karak-
teristik fonksiyonu olmak iizere

P = Vho1 0k XE, (2.15)

bi¢iminde yazilabilir. Eger ¢ fonksiyonu X iizerinde tanimh ise
Uj—; Ex = X dir. Bu Ej kiimelerinin segilisi tek olmadigindan ¢ nin
(2.15) tipindeki gosterimi tek degildir. Eger aq,as, ..., a,, sayilar ¢
nin X ftizerinde aldig1 farkl degerler ve

Ek:xGX:f(x):ak
secilirse Ej kiimeleri ayrik olur. Bu durumda
¥ = E?I;:L:lak:XEk

gosterimine ¢ fonksiyonunun standart gosterimi adi verilir. X iize-
rinde tanimli, reel degerli, A ol¢iilebilir basit fonksiyonlarin kiimesi
S = S(X,A), S deki negatif olmayan fonksiyonllarin kiimesi S+ ile
gosterilir.

Tamim 2.5.2 (X, A, ) bir 6lgii uzay1 olsun ay lar negatif olamayan
reel sayilar A, Ao, ..., A, ler A ya ait olmak {izere

e
k=1
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p = Y_10kXE, (2.16)
gosterimine sahip bir ¢ € S fonksiyonunun p 6lgiisiine goére in-
tegrali

/ pdp = Xy arp(Ar) (2.17)
X
dir.

Bu tanima gore ¢ nin p ye gore integrali ya negatif olmayan bir reel
say1l ya da g Olgilisiinlin sonlu olmayan bir 6l¢ii olmasi haline karsilik
gelen +o00 degeridir. Belirtelim ki, ¢ fonksiyonunun g ye gore integrali
ne aj sayilarina ne de Ay kiimelerine baghdir. Bununla ilgili olarak
su teoremi verebiliriz.

Teorem 2.5.3 (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 ¢ € ST(X, A) ve Ay lar ayrik
olmak iizere ¢ nin bir gosterimi ¢ = X}_jarxa, olsun. ¢ nin p
olciisiine gore integrali ne ay sayilarina ne de Ay kiimelerine baghdir.

Simdi negatif olmayan basit fonksiyonlarin integraline ait temel 6zel-
likleri verelim.

Teorem 2.5.4 (X, A, u) bir ol¢ii uzay1 ¢ € ST, ¥ € ST vec >0
olsun. Bu taktirde

(i) [y codp=c [y edu
(i) [y(p+W)du= [y edu+ [y Vdpu
(ili) Vo € X i¢in ¢(z) < ¥(z) ise [, wdp < [ Wdp dir.
Burada basit fonksiyonlarin integralinden yararlanarak [0, 4o0]-

degerli fonksiyonlarin integrali tanimlanip bu fonksiyonlarin integra-
line ait ozellikleri verilecektir.

Tanim 2.5.5 (X, A, u) bir olgi uzay1 ve f € M (X, A) olsun. f
fonksiyonunun p 6lgiisiine gore integrali

/ fdu = sup/ odp o € STvep < f (2.18)
X X
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genigletilmis reel sayisidir. £ € A olsun. f nin u ye gore E tizerindeki

integrali
/fd,u:/ fxedu (2.19)
X X

Teorem 2.5.6 f,ge M (X, A) e E, F € A olsun.

sayisidir.

(i) Vo € X i¢in f(z) < g(z) ise [y fdp < [ gdp dir.
(ii) E C Fise [, fdu < [, fdu dir.

Simdi integral teorisinin temel teoremlerinden birini ifade edelim.

Teorem 2.5.7 (Monoton Yakinsaklik Teoremi) (X, A, i) bir dlgii
uzay1 ve (f,) de M*(X, A) daki fonksiyonlarin monoton artan bir
dizisi olsun. (f,) dizisi f fonksiyonuna yakinsak ise

/X fdp = /X fudp (2.20)

Lemma 2.5.8 (X, .A) bir olgiilebilir uzay, A € A ve f : A —
[—00, +00] fonksiyonu 6lgiilebilir olsun. Bu taktirde A {izerinde taniml
[—00, +00]-degerli, dl¢iilebilir basit fonksiyonlarin 6yle bir artan (¢,,)

dir.

dizisi vardir ki lim,, , @, = f dir. Eger f sinirli ise bu yakinsama
diizgiindiir.

Teorem 2.5.9 (i) fe€ M" vec>0isecf € M™" olup,
/ cfd,u:c/ fdu
X X
dir.

(i) f,g € M*ise f+ g€ MT olup,

/X(f+g)du=/deu+/ngu
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Teorem 2.5.10 (Fatou Lemmasi) (X, A, p) bir 6lgii uzay1 ve f,
de M*(X,A) daki fonksiyonlarinbir dizisi ise

/ lim inf f,dpy < lim inf/ fudp (2.21)
X’fl*}OO n—0o0 X
dir.

Teorem 2.5.11 (Beppo-Levi Teoremi) (X, A, p) bir 6l¢ii uzayi ve
> fr da X tizerinde tanimli [0, +00] degerli,olgiilebilir fonksiyonlarin
bir serisi olsun. Bu taktirde

/X (g; f’“) ap = i </X fkdu> (2.22)

Tanim 2.5.12 (X, A, u) bir 6l¢ii uzay1 ve f € M (X, .A) olsun. Eger
[y [Tdpve [, f~dp integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonu
X iizerinde integrallenebilirdir denir. Bu integral

/deu=/Xf+du—/Xf‘du

reel sayisidir. X tizerinde p Olciisiine gore integrallenebilen fonksiyon-
larmm smifi £ = L£(X, A, ) ile gosterilir.

dir.

Teorem 2.5.13 (X, A, p1) bir 6l¢ii uzay1 ve f € M(X,.A) olsun. Bu
taktirde
felLselflel

dir ve bunlarin biri gergeklendiginde

/ fdu‘ < [ 1fla

Teorem 2.5.14 (Tchebichev Esitsizligi) (X, A, i) bir 6lgii uzay
ve f: X — [0, 4o0] fonksiyonu &l¢iilebilir olsun. o > 0 igin

As={r e X : f(x) > a}

olur.
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denirse

| |
uan) < [ gauz s [ say
8} A, (8% X
dir.

Teorem 2.5.15 (X, A, u) bir 6lgii uzayi, f ile g X tizerinde integral-
lenebilen reel degerlifonksiyonlar ve o herhangi bir reel say1 olsun. Bu
taktirde

(i) afe Lvef+geLl

(i) [y afdp = o [y fdu
(i) [x(f +9)du= [ fdu= [y fdp+ [ gdn

dir.
2.6 L,(Q2) Uzay1

Tanim 2.6.1 (X, A, u) bir 6lgii uzay1 ve 1 < p < oo olmak ftizere
2 C X = R" bolgesinde tanimli ve

/umwww<m
Q

ozelligine sahip 6lgiilebilir f : 2 — R fonksiyonlar simifina L,(£2) uzay:
veya () bolgesinde p. kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar
uzay1 denir. L,(€2) uzay1

1/p

nmmm:wm:Qme%mﬁ o

seklindeki norm ile tanimlanir. Buradaki || f||, gosterimine f fonksi-
yonunun L,-normu denir.

Q2 bolgesinde hemen her z i¢in f(x) < M olacak sekilde bir M
sabiti varsa f fonksiyonuna hemen hemen heryerde sinirhidir denir.
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Boyle M sabitlerinin en biiytik alt sinirina da |f| nin € bolgesindeki

esas supremumu(esasl siniri) denir ve

ess sup | f(z)| :=inf {K : |f(z)| < Kh.h.x € Q}

e

seklinde gosterilir. €2 bolgesindeki hemen hemen heryerde smirli f
fonksiyonlar1 ile tanimlanan uzay L>°(Q2) seklinde gosterilir. Buna

gore bir f fonksiyonunun L*°-normu
[ flloo := ess sup [ f(z)]|
e
olarak tanimlanir.

Teorem 2.6.2 (Young esitsizligi) 1 < p,q < oo, = +

Va,b > 0 i¢in

=
ISE

alP  b?
ab < — + —
D q

olur.

Teorem 2.6.3 p < 1 ve a,b € R olmak iizere,
ja+ 0P < 277" (|af” + [b]F)

olur.

Teorem 2.6.4 (Holder esitsizligi) 1 < p,q¢ < oo, = +

feLr ge Liise fg € L' olur ve

/Q F@g(@)duz) < [l

=

1
p

esitsizligi saglanir.

=1 ve

=1 ve

Teorem 2.6.5 (Minkowski esitsizligi) Eger f,g € LP ve 1 < pise

f+ g€ LP olur ve

LF+glly < 1171+ llglly

esitsizligi saglanir.
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Holder teoremi ve Lebesgue integralinin ozellikleri gozontinde bulun-
duruldugunda LP;1 < p < oo, nin bir vektér uzayr oldugu goriiliir.
Bununla birlikte || f||,; L? tizerinde bir normdur ve

1. Tanimdan || f]|, > 0

2. || f]l, = 0 ise hemen hemen heryerde f(z) =0
3. laflly = lalllfll,

A ALF gl < A Fllp +11F 1l

ozellikleri saglandigindan LP, 1 < p < oo, bir normlu uzaydir.

Teorem 2.6.6 L,, 1 <p < oo, uzayl

I~ ([ \f(x)lpdu(x))l/p

normu altinda tam ve dolaysiyla Banach uzayidir.

Tanim 2.6.7 f, ve f fonksiyonlar1 LP uzayinin elemanlari olmak
tizere; (f,) dizisi f fonksiyonuna p. mertebeden yakinsaktir < V >
e > 0 i¢in Ing € N oyleki Vn > ny icin || f, — fll, < e.

Bu yakinsaklik cesidine L? de yakinsaklik da denir. Burada p > 1

olup,
U= £l = ([ 152 £
dir. Buna gore,

(fn) dizisinin f fonksiyonuna L? de yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
sart lim,, o || fn — fll, = 0 olmasidir.
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2.7 Modiiler Uzay ve Orlicz Uzay1

Tanim 2.7.1 X bir reel vektor uzay1 olsun. Eger p : X — [0, o]
fonksiyoneli Vx,y € X i¢in

a. p(r) =0&2=0
b. o) = p(—2)
c. a, >0, a+ =1igin plax + Py) < p(x) + p(y)

ozelliklerini saghyor ise, p fonksiyoneline X {izerinde bir modiiler
denir. Eger c. 6zelligi yerine o, 5 > 0, a4+ =1 i¢in
plox + Py) < ap(x) + Bp(y)

ozelligi saglaniyorsa, p modiilerine X {tizerinde bir konveks modiiler
ad1 verilir.

Ornek 2.7.2 X = L,([a, b]) olsun. Bu durumda

1)
pla) = [ letolar

fonksiyoneli p > 1 i¢in X iizerinde konveks modiilerdir.

Eger p fonksiyoneli X iizerinde bir modiiler ise

X,={zeX:1 —0}
p x € /\li)l(l)p()\a?) 0

uzayina bir modiiler uzay denir. X, modiiler uzayi X vektor uza-
yinin bir alt vektor uzayidir. Genel olarak p modiileri alt toplamsal
olmadigi i¢in bir norm veya uzaklik gibi davranamaz. Eger p fonksi-
yoneli X ftizerinde konveks modiiler ise

171l = infr > 02 p(h) < 1)

fonksiyoneli X, lizerinde Luxemburg normu adi verilen bir norm
belirler.
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Tanim 2.7.3 Q, R" de dl¢iilebilir bir kiime olsun. ¢ : 2x[0,00) — R
fonksiyonu

i. Vt € Q icin p(t, -) azalmayan siirekli bir fonksiyon,

ii. p(t,0) =0, u> 0igin p(t,u) > 0 ve lim, . @(t,u) = oo,

iii. Her w > 0 i¢in (-, u) olgiilebilir bir fonksiyon
ozelliklerine sahip ise, ¢ fonksiyonuna & sinifina aittir denir.

Eger ¢ fonksiyonu ® smifina ait ise Vo € X icin o(t, |z(t)|)
fonksiyonunun élgiilebilir ve p(z) = [, (¢, |z(t)])dt ifadesi X de bir
p modiileri tanimlar.

o(t,u) fonksiyonu her ¢ € € i¢in u nun konveks fonksiyonu ise
p, X de konveks modiilerdir.

A=01 Jo

X, = {a: € X : lim [ ot Aa(t)]) = 0}

modiiler uzayma genellestirilmis Orlicz uzay1 veya Musielak-
Orlicz uzayi denir. L, ile gosterilir.

Bunun yaninda

L) = {x €X: /ng(t, |z(t)|)dt < oo}

kiimesine genellestirilmis Orlicz sinifi adi verilir.

VA>0icin \x € Lg ise x € X fonksiyonuna L, nin bir sonlu
elemant denir. X in tiim sonlu elemanlanlarimin uzay1 £, ile gosteri-
lir. L, en az bir A > 0 i¢in p(Az) < oo olacak sekilde tiim
x € X elemanlarinin kiimesidir. Lg, L, nin bir konveks alt kiimesi
olup, L, uzay1 X in Lg kiimesini kapsayan en kiiciik alt vektor uza-
yidir. F,, X in Lg kiimesinde yer alan en biiyiik alt vektor uzayidir.
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o(t,u) = p(u) ise, L, ve L) kiimelerine sirastyla Orlicz uzayi
ve Orlicz snifi adi verilir.

Ozel olarak o(t,u) fonksiyonu V¢ € € icin v nun konveks fonk-
siyonu ve her ¢t € §Q i¢in
t t
(0) lim ol ) =0, (o0): lim ol u) = 00

u—0t u U—>00 U

kosullarini sagliyorsa ¢ fonksiyonuna bir N-fonksiyon adi verilir.
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3 HARDY ESITSiZLIKLERI

Modern matematigin en bilinen esitsizliklerinden biri olan Hardy
esitsizligi (kesikli ve siirekli formu) 1906-1928 yillar arasinda geligti-
rilmeye baglandi. Egitsizlige ismi verilen G. H. Hardy’nin yani sira E.
Landau, G. Polya, I. Schur, M. Riesz gibi 6nemli matematikg¢iler bu
esitsizligin geligtirilmesi konusunda 6énemli katkilar saglamiglardir.

Hardy esitsizligi kesikli ve siirekli formu olmak {izere iki se-
kilde incelenmis ve bu esitizligin hangi sartlar altinda dogru oldugu
aragtirilmigtir.

FEsitsizligin kesikli formu :p > 1 ve {a }7° negatif olmayan reel terimli
bir dizi olsun,

Sene) sGse e

FEsitsizligin stirekli formu :p > 1 ve f negatif olmayan (0, 00) araligi
lizerinde p-integrallenebilir fonksiyon ise f fonksiyonu her bir is x €
(0,00) i¢in (0, x) araliginda integrallenebilirdir ve

/Ooo (% /Oxf(t)dt)pda: < (%)p/j} f(a)Pda. (3.2)

dir. Bu iki tip egitsizlik, Hardy esitsizliklerinin standart formlaridir.

Uyar1 3.0.4 (i) (3.1) ve (3.2) esitsizliklerinde ortaya ¢ikan
(p/(p — 1))P sabiti degigmezdir. Yani daha kiigiik bir say1 i¢in
(3.1) ve (3.2) esitsizligi sirasiyla uygun olan dizi ve fonksiyonlar
icin saglanmaz.

(ii) (3.1) ve esitsizliginin zayif formu: >~ 1 al < oo, a, > 0 olmak

lizere > (< Zk ) < oove [;7 f(z)Pdr < oo, f(z) >0
olmak tizere [;( fo t)dt)Pdx < oo §ekhnded1r

(iii) (3.1) ve (3.2) esitlikleriyle birlikte (iii) ifadesinden kesikli Hardy
operatirii h ve siirekli Hardy operatori H,p > 1vep = p/(p—1)
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olmak tizere sirasiyla [, den [, ye ve L, den L,

b)) = (G Yo, Hiw) = [ rioyie

seklinde tanimlanir. Burada [, ve L, sirasiyla

lall, == (5 lan?) 7 < 00, [[flls, == (i |f(2)Pda) /P < oo
olacak gekilde sirasiyla a = {a, } reel terimli dizilerden ve (0, 00)
araliginda olciilebilir f fonksiyonlarindan olusan Lebesgue uzay-
laridir.

(3.2) esitsizligi klasik Hardy esitsizligi olarak kabul edilir. Bu
esitsizlik daha sonralari cok genis bir gekilde arastirilmig, incelen-
mis ve daha genel egsitsizliklerin elde edilmesinde model olarak kul-
lanilmistir. G.H.Hardy'nin (3.2) esitsizligini ispatlamasindan gok kisa
bir siire sonra bu esitsizlik degistirilerek ilk agirlikli Hardy esitsizligi,
p > 1,6 < p—1ve f negatif olmayan oOlciilebilir fonksiyon olmak
lizere,

/Ooo (i /Off(t)dt)pxedm < (ﬁ)p/j) fP(x)2*dz, (3.3)

seklinde verilmistir. Bu esitsizligin dual formu p > 1,e > p—1ve f
negatif olmayan olciilebilir fonksiyon olmak {izere,

[ o) s () [ e o

seklindedir. Bu egitsizlik (3.3) esitsizliginden kolaylikla elde edilebilir.

Hardy egitsizliginin gelisimindeki énemli igler agirlik fonksiyon-
lariin egitsizlik icinde kullanilmasiyla elde edilmistir. Hangi 6zellik-
lere sahip agirlik fonksiyonlariyla esitsizlik gercekleniyor sorusundan
hareketle aragtirilmalar derinlesmeye baglamig ve yeni neticeler ortaya
cikmigtir.
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3.1 A, Smmfi Agirhk Fonksiyonlar:

Tanim 3.1.1 w fonksiyonu h.h. € R" i¢in w(z) > 0 olacak sekilde
R™ de lokal integrallenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonuna bir
agirlik fonksiyonu denir. Ozel olarak, € Q C R” icin

d(x,y) = inf |z —y|

ve a € R olmak tizere,

w(z) = (d(x))*

agirlik fonksiyonuna kuvvet tipli agirlik fonksiyonu denir.

Eger w(2z) < Ciw(z) olacak gekilde bir 1 < C] < oo sayisi varsa ()
agirlik fonksiyonuna ¢ift kath agirlik fonksiyonu(D) ve eger

w(z) < Chw(2x) olacak gekilde bir 0 < Cy < 1 sayisi varsa w agirhik
fonksiyonuna ters ¢ift kath agirlik fonksiyonu(RD) adi verilir.

Tamm 3.1.2 ((1 <p < o0) igin A, agirliklar1 ) w(z) <0vew (x) €
L (R") olsun. Asagidaki esitsizligi saglayan bir C' > 0 sabiti

loc
ap <ﬁ /Q w (z) d:p) (WII /Q w (@) da:)pl <C  (35)

1 <p< ooiginw € A, denir. Burada ve agagida, 1/p+1/p' =1
dir.C' > 0 olmak iizere

Mw (z) < Cw (x) (3.6)

esitsizligi saglaniyorsa w € Aj. (3.5) veya (3.6) de goriinen C' sabitine
w nin A, sabiti denir.

Uyar1 3.1.3 w € A; olmasi icin gerek ve yeter sart C' > 0 ve her-
hangi @) kiibii igin
7,
— | w(x)dxr < Cinfw (x). 3.7
a1 L@ @ < Cingu ) 3.7)
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Burada ve asagida, inf ile temel infimum olarak diistiniilecektir. Da-
hasi, 1 < p < oo ve w € A, icin, A, sabiti C' < 1 oldugu kolayca
goriiliir. Aslinda, her bir @) kiibii i¢in

1= |Ull/Qw(:z:)l/pcu(x)_l/pd:z:
1

b1 /P
(@ frs) G o))

< C/p

seklindedir.

Simdi A, agirhik fonksiyonlariin bazi 6zelliklerini verelim.

Onerme 3.1.4 ( A, agirliklarmin (1.) 6zellikleri) [11]

L 1<p<g<ooise 4, G A, .

ii. 1 < p < oo olmak iizere w € A, icin gerek ve yeter sart
w(x)' " e A,

i, wo,w; € Ap ise 1 < p < 0o i¢in wow, ? < A,

iv. (1 <p < o0) olmak iizere w € A, ise herbir 0 < ¢ < 1 i¢in
w® € Ap.

v. (1<p<oo)iginw€ A, iseVf € L} (R") icin
1 p )
(@/Q‘f(ﬂf) |da:> w(Q) < C/Q If (2) Pw (z)dx.  (3.8)

vi. (1 <p<o0)iginw € A, ise herhangi bir 6 > 1 igin C (n, pd)
sabiti vardir 6yleki her bir @ kiibii i¢in, w (0Q) < C' (n,p, ) w (Q).
Ozellikle, § = 2 alimirsa A, agirhiklan ¢ift kogulu saglar.
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vil. (1 <p<1)iginw € A,iseherhangibir0 < a < 1ligin0 < § < 1
vardir 6yle ki herhangi olgiilebilir £ C @ i¢in |E| < a|Q] ve
w(F) < pw(Q).

Siradaki teorem ile A, agirhik fonksiyonlarini ¢cok 6nemli ve kul-
lanigh olan bir 6zelligi verilecektir.

Teorem 3.1.5 (Ters Holder esitsizligi) [11] 1 < p < oo igin w €
A, olsun. Bu durumda herhangi bir @) kiibii icin sadece p ye bagh
olan € > 0 ve C, w nin A, sabiti olmak iizere

(ﬁ /Q w (z)'** dx) o < % /Q w () dx (3.9)

egitsizligi saglanir.

Onerme 3.1.6 (A, agirlik fonksiyonlarimin (I1.) 6zellikleri) [11]

viii. 1 < p < 0o olmak lizere w € A, olsun. Bu durumda p —e > 1
olacak sekilde bir € > 0 i¢in w(x) € A,_..

ix. 1 <p<ooigin A4, =, 4.

Xx. 1 <p<ooiginw € A, olsun. Bu durumda e > 0 vardir oyle ki
w(z)™e e A,

xi. 1 < p < oo igin w € A, olsun.Bu durumda 6 > 0 ve C' > 0
vardir 6yle ki her bir @) kiibii ve F C @) olacak sekilde 6l¢iilebilir

E kiimesi i¢in
“E) <@>6 (3.10)
w(@) ~  \Q

Uyar1 3.1.7 w, R" de negatif olmayan lokal integrallenebilen bir fonksiyon
olsun. Eger w (3.10) denklimini saglarsa w € A, denir. xi. ozelligi
gosteriyor ki (J;<, Ap C As. Bununla birlikte (J; ., Ap D Ax
oldugu da ispatlanabilir. Sonug olarak A = U<, 4p-
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Tanim 3.1.8 w bir agirlik fonksiyonu, 0 < p < oo ve 2, R" de acik
bir bolge olsun. Bu durumda €2 bolgesinde

/ lulPwdp < oo
0

ozelligine sahip ol¢iilebilir fonksiyonlarin olusturdugu uzaya Agirlikl
Lebesgue uzay1 denir ve L, (2) = L,(w) ile gosterilir. L7 (€2) uzay

1/p
il = ( [ Jatdn) < 00,0 <p < o0
Q)

[l £ (w) := es8 sup u(z)] < oo
zef

normlari ile bir Banach uzayidir.
3.2 Hardy Esitsizliginin Modern Formu

Son yillarda yapilan ¢alismalarla birlikte (3.3) esitsizligi genellegtirile-
rek Hardy egitsizliginin modern hali olan agagidaki forma dontigtiiriilmiistiir

(/ab (/:f(t)dt>qU(x)da:>é <C (/ab fp(;g)v(g;)dxy. (3.11)

Burada, a,b € R ve —00 < a < b < 00, u ve v fonksiyonlar1 (a, b)
araliginda birer agirlik fonksiyonu, 0 < ¢ < co ve 1 < p < o0
dir. Bu esitsizligin negatif olmayan Olgiilebilir tiim fonksiyonlar i¢in
saglanabilmesi icin gerek ve yeter kogul 1 < p < ¢ < ooicin (p = ]%)

b 1/q T , 1/p
Ayq = sup (/ u(t)dt) </ v(t) P dt) <o (3.12)
a<z<b x a

0<qg<p<oo,qg#1,1<p<o0icin (%z%—%) olmak iizere
b b T/q T , T/ql , 1/T
Apgr := / (/ u(t)dt> (/ v(t)P dt) v(x)' P da < 00
(3.13)
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olmasidir.

Benzer gekilde (3.4) ile verilen Hardy egitsizligi igin

(/ab (/:f(t)dtyu(x)d:c); <C (/b fp(x)v(x)da:); (3.14)

seklinde genellestirilmis, bu esitsizligin negatif olmayan olciilebilir tiim

fonksiyonlar igin saglanabilmesi icin gerek ve yeter kosul 1 < p < ¢ <
oo i¢in (p = p%l)

!

N x 1/q b Lo\ /P
A,q = sup (/ u(t)dt) </ v(t)P dt) <oo  (3.15)
a<z<b a x

0<qg<p<oo,q#1,1<p<ooigin (%:%-%)

- b x r/q b ) r/q ) L

Apgr i= / (/ u(?ﬁ)dt) (/ v(t) P dt) v(x)'P do < 00
(3.16)

olarak elde edilmistir.

Hardy esitsizlikleri i¢in en 6nemli sorunlardan biri “en iyi sabit”
in ne olmasi gerektigidir. Buna gore (3.11) esitsizligi i¢in en iyi C
sabiti

p < ¢ i¢in qu < Ok(pa Q)A

!

/ ]./q 1/q
q<p icin ¢ (Z%) Apgr < C < g1 (p) Apgr

olarak kabul edilir. Buradaki k(p, q) sabiti
’ l/p/
k(p,q) = p"* (p )

k(p.q) = q"° (q')

q 1/q p/ 1/p
0= (45)(45)
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ifadelerinden herhangi biri ile gosterilebilir. Ayrica gsunu belirtmekte
yarar vardir ki Hardy esitsizliklerinde elde edilen en iyi C' sabitleri ile
(3.12) veya (3.13) de verilen A, ve A, degerleri karsilastirlabilirdir
yani A,,, A,y = C dir. Ve benzer sekilde yine bu C sabitler ile (3.15)
veya (3.16) da verilen Ay, ve Ay, degerleri kargilagtirilabilirdir yani
qu, flpq, ~ (' dir.

3.3 Hardy Operatorii

Tanim 3.3.1 f = f(t) > 0,t € (a,b) vea <z < b(veyal < z < 00
alimabilir) olmak {izere,
/ () (3.17)

seklinde tammh H doniigtimiine (klasik) Hardy operatorii denir. Bu
esitlik (3.4) esitsizliginde kullanmilirsa (3.11) esitsizligi

1H fllgau < Cllfp (3.18)

seklinde yeniden yazilabilir. Bu durumda (3.18) esitsizliginin 6l¢iilebilir
negatif olmayan f fonksiyonlari i¢in saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul A,, < oo veya A,, < oo olmasidir.[{ operatoriiniin eglenigi

olan H operatori
b
:/ f(t)dt (3.19)

Buna gore (3.14) esitsizligine karsilik gelen eglenik Hardy esitsizligi
w < Cllfllpe (3.20)

seklinde tanimlanir.

seklinde yeniden yazilabilir ve (3.20) esitsizliginin olgiilebilir f > 0
fonksiyonlar1 igin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul A,, < oo
veya Apg < 0o olmasidir.

Burada H operatoriiniin sinirliligr icin gerekli ve yeterli olan
Ay, < oo ve A,y < 0o kogsullarindan A operatoriiniin eglenigi olan
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H operatériiniin smrhign icin gerekli ve yeterli olan flpq < 00 ve
Apyr < 00 kosullarina gegis, degisken degistirme yontemleri ile ko-
laylikla gosterilebilir. Burada asil énemli olan sey yeni olusturulan
(3.18) ve (3.20) esitsizliklerinin

1T fllgu < CIIf

b (3.21)

seklindeki genel agirlikli norm esitsizliginin ilk modelleri olmasidir.
Burada T genel bir operatorii olup, (3.21) esitsizligi T" operatoriiniin
LP(v) yi L(u) ya siirekli bir gekilde esledigini (7" : LP(v) — L9(u))
veya bir baska deyisle T" operatoriiniin sinirhi oldugunu gosterir.
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4 DEGISKEN USTLU UZAYLAR

Bu boliimde degisken {istlii Lebesgue uzay1 tanimi ve 6zellikleri
verilecektir.

4.1 Degisken Ustlii Lebesgue Uzay1

Q, R" de dlgiilebilir bir kiime, |Q2| > 0 ve E kiimesi 2 bolgesinde
tanmimli 6lciilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. E kiimesinde h.h.h.
esit fonksiyonlar1 bir eleman olarak gz Oniine alinirsa p fonksiyonu
oOlciilebilir bir fonksiyon yani p € E olarak diigiiniilebilir.

o(z,s) =" VYreQs>0

seklinde tanimlanan ¢ : € x [0,00) — R fonksiyonu

1. Va € Qigin p(x, -) : [0,00) — R azalmayan siirekli bir fonksiyon,
2. o(z,0) =0,s > 0 igin p(x,s) > 0 ve limg_, p(z,s) = 00,
3. Her s > 0 igin ¢(+,s) € E

ozelliklerine sahip oldugundan, ¢ fonksiyonu ® sinifina aittir. Ayrica,
¢(z,s) fonksiyonunun Vx € € igin s nin bir konveks fonksiyonu
oldugu aciktir. Bu nedenle u € E fonksiyonu igin

o) =y () = / oz, Jul)dz = / ()P

seklinde tanimlanan p : E — [0, oo] fonksiyonu
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3. plau+ pv) < ap(u) + Bp(v), Yu,v € E,Va,5 >0, a+ =1

ozelliklerini sagladigindan, F kiimesi iizerinde bir konveks modiilerdir.

Boylece E, = LP®)(Q) modiiler uzay:

LP@(Q) = {u € E: lim p(hu) = o}

A—0F

genellestirilmis Orlicz uzayinin bir 6zel ¢egididir ve F kiimesinin lineer
alt uzayidir.

o(z, s) fonksiyonunun 6zelliklerinden,
LPOQ)={ue E:3IXx>0,phu) < oo}
yazilabilir. Lp(‘”)(Q) uzayinin bir konveks alt uzayi olan Lg(x)(Q) uzayl
L) = {u € B : p(u) < 00},
genellestirilmis Orlicz sinifinin bir tiiriidiir ve
Llf(x)(Q) ={ue E:VA>0,p(Au) < oo}

uzayl da E nin Lg(x)
yidir.Bu uzaylar icin genel olarak

Q) c Q) c /()

kiimesinde kapsanan en biiyiik alt vektor uza-

yazilabilir.

Q, R" de bir acik kiime ve Q C Q olsun. p : Q — [1,00)
olciilebilir fonksiyonu icin

Py = essinfp(x) ve pl, = esssupp(x)
x€ef xe)

gosterimlerini, ayrica p~ = pg, ve p* = pg kisaltilabilir. Genel olarak
1<p <p"<oo (4.1)

seklinde kullanilabilir.
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Teorem 4.1.1 L]f(x)(ﬂ) = LP"(Q) olmasi icin gerek ve yeter kosul
p € L°(Q2) olmasidir. Burada
LF(Q) = {p e L™ esstupp > 1}

dir.

Boylece p € L®(Q) ise, LX@(Q) = LI(Q) = '')(Q) = E,
yazilabilir ve LP(*)(Q) uzaymmim degisken iistlii Lebesgue uzay1, p(-)
fonksiyonu da sinirh iist olarak adlandirilir. p nin sabit olmasi duru-
munda degigken iistlii Lebesgue uzayi ile klasik Lebesgue uzay1 ¢akisir.

p € LY(Q) olmasi durumunda modiiler fonksiyona ek olarak asagi-
daki ozelliklere sahip olur.

L pu+v) <27 (p(u) + p(v))

2. u € LPW(Q) icin eger A > 1 ise
pu) < Ap(u) < W p(u) < p(hu) < N p(u)
ve eger 0 < A < 1 ise
N p(u) < p(Au) < N p(u) < Ap(u) < p(u)
elde edilir.

3. Eger h.h.h. = € Q i¢in |u(z)| < |v(z)| ve p(v) < oo ise, bu
durumda p(u) < p(v) ve |u| # |v| igin kesin esitsizlik vardir.

4. Verilen bir v € LP®)(Q) \ {0} icin, p(Au) fonksiyonu X ya gére
stirekli, konveks ¢ift fonksiyondur ve A € [0, 00) igin artandir.

p modiileri konveks oldugundan LP*)(€) iizerinde

. u
lullpiye = Il = inf {)\ >0:p (X> < 1}
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Litksemburg normu tammlanabilir. Bu norm ile birlikte LP®)(Q)
uzay1 bir Banach uzay1 olur.Eger u,v € L*@)(Q) ve h.hh. |u(z)| <

()] ise [Jull,() < |Jvlly) yazlabilir. f € LP@(Q) olmak iizere

| fllp) < Ci olmast igin gerek ve yeter kosul p(f) < Cy olmasidir. %

degeri alttan ve tistten p fonksiyonuna bagli bir sabitle siirhdir.

Modiiler fonksiyonun (4) ozelliginden ve normun tanimindan
asagidaki teorem elde edilebilir.

Teorem 4.1.2 u € LF@(Q) \ {0} olsun. Bu durumda [|ull,) = a
olmasi i¢in gerek ve yeter sart p (%) = 1 olmasidir.

||| p) normu ve p(u) modiilleri arasinda yakin bir iligki vardir.Bu
iligki asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 4.1.3 u € LP™(Q) olsun. O halde
L Jullp) < (=1;>1) & pu) <1(=1;>1)
2. Biger [lully) > 1ise ull%, < p(u) < [lully,
3. Bager [lullyiy < 1ise [[ull”, < p(u) < [ull?,

ifadeleri gegerlidir.

Teorem 4.1.4 E kiimesi {2 bolgesinin oOlgtilebilir bir alt kiimesi ve
xe de E kiimesinin karakteristik fonksiyonu olsun. Bu durumda

1 1

B~ < Ixelyo < BT, [E] <1
1 1

El7™ < lxely, < B, [E]=1

egitsizlikleri yazilabilir.

Bu uzaylarin 6nemli 6zelliklerinden biri modiiler yakinsaklik ile norm
yakinsakligi arasindaki iligkiyi veren agagidaki sonugtur.
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Teorem 4.1.5 u € LP@(Q) ve k = 1,2,... icin uy € LP™(Q) olsun.
Bu durumda
L. i — )=
B g —ulfp) =0
2. lim p(up —u) =0
k—o00

3. ug Olctimsel olarak €2 bolgesinde u fonksiyonuna yakinsar ve
limy 00 p(ur) = p(u) ozellikleri esdegerdir.

Bu teoremin bir sonucu olarak LP(*)(Q) uzalarinda asagidaki yogunluk
ile ilgili sonug elde edilebilir.

Teorem 4.1.6 € {izerinde taniml tiim sinirh olgiilebilir fonksiyonla-
rin kiimesi (LP(9Q), || - ||,(.)) uzaymda yogundur.

Teorem 4.1.7 (Holder Esitsizligi) Yu € LP@)(Q) ve Vo € LP @(Q)
icinc=1 + = — —+ olmak iizere

/ @y (@)lds < llulg ol

esitsizligi saglanir.

LP®)(Q) uzay iizerinde

Jufl, = inf A (140 (g))

seklinde tanimlanan norma Amemiya normu denir. Basit bir hesapla-
mayla eger p(x) = p seklinde bir sabit ise, bu durumda

llly = 2[ull
elde edilir. Dolaysiyla, bu iki norm esdegerdir. Yani, Vu € LP(®*)((Q)
i¢cin
[ullpy < Nully < 2flully

esitsiligi saglanir.
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Diger taraftan p~ > 1 ise LP®)(Q) uzaymda

/Qu(x)v(:c)dx

!/
[ull, = sup
P, (v)<1

Orlicz normu tanimlanabilir ve Yu € LP®) () icin
lllp < lull, < 2flull,
yazilabileceginden, |[u/|, normu [Jul|, ve ||ul|,) normlarma esdegerdir.

Teorem 4.1.8 [8, 5|[Minkowski Esitsizligi] p~ > 1 olsun. Bu du-

rumda
E / 1 Co)lody

= / 1769 o dy

dy

y)dy

esitsizlikleri saglanir.

47



5 DEGISKEN USTLU UZAYLARDA HARDY
ESITSIZLIGI

Bu boliim, degigken iistlii uzaylarda elde edilen agirlikli Hardy
esitsizliklerinin ifade ve ispatlari icermektedir. Ana sonuclar ver-
meden 6nce bazi kisaltma, notasyon ve gosterimler verilecektir.

p,q : R" — [1,00) Olgiilebilir fonksiyonlar olsun. v,w : R" —
[0, 00) agirlik fonksiyonlar: olsunlar.

Vi(z) :/ o(B)dt 2] < 6 V(z) = Ve (2),
B(0,6)\B(0,|z)

ve

Wn(z) = / odt |x| > N; W(x) = Wy(x)
B(0,Jz)\B(0,N)
ile temsil edecegiz. Agirlik fonksiyonlar: igin

o(z) = w1 e LL{R™ B(0,a))v(z) € L (R™\B(0, a))
her bir a > 0, V(0) = oo, W(o0) = 0. (5.1)

kogullar1 saglansin. p(z),q(x) fonksiyonar: i¢in 0 civarinda ve son-
suzda sirasiyla

1
36 >0, 3f(0) € R s 1) = SO s

36 >0, 3fx €R sup  |f(x) = foo|InW(x) < 0. (5.3)
2€R™\B(0,N)

< o0; (5.2)

kogullarini saglansin. p(x) fonksiyonu ig¢in (5.2) kogulundan

CTIW (2)P© < W ()P < Oy W ()P |z <6 igin (5.4)
oldugu ve (5.3) kogulundan

CTIW (z)P= < W(x)P= < OW ()P~ |z| > N icin. (5.5)

oldugu goriiliir.

48



Lemma 5.0.9 [12] f : R" — R ve p : R" — [1,00) 0lgiilebilir
fonksiyonlar olsun. Verilen her hangi bir f(z) fonksiyonu i¢in f(x) =
f (Ix%) denirse

£ Loy = Myl =27 15 (5.6)
dir.

Ispat. = = # seklinde degigsken degistirilmesi yapilir ve kiiresel

koordinat sistemine gecilirse

p(z)
LIS =
R n

oldugu goriiliir boylece ispat tamamlanmis olur. m

p(y)

—2n/p(y) £
Y| fy) Qi A >0,

A

f(z)
)

Teorem 5.0.10 [12] 1 < p < ¢ < oo olmak iizere pozitif, 6lgiilebilir
agirlik fonksiyonlari v, w : R™ — [0, 00) olup (5.1) kogulunu saglasin.Bu
durumda Vf(x) > 0 olmak tizere

(/ </{y€R":Iys|x} f(y)dy>qv(x)dx> : =C </ (f(a:))pw(x)dx) ”

(5.7)
esitsizligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart

/

qa/p
Cpg = sup (/ v(x)da:) (/ w—l/(p—1)> < o0; O Oy
t>0 \JR"\B(0,t) B(0.t)
(5.8)

dir.

Ispat. F(z) = f{yeR”:|y|§|x|} f(y)dy olsun. Buradan agik¢a goriiliir
ki F(z) radial fonksiyondur. F(|z|) = F(z) olsun. Burada F(t) tek
degiskenli bir fonksiyondur. Her bir A € (0, limy_,o sup F(t)) olmak
iizere t > py icin F(t) < X olacak sekilde py > 0 vardir. Buradan

A= / f(x)dz
Pa<|z[<pax
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olsun. Holder egitsizligi ve (5.8) kosulu kullamlarak

L e < ( / |>mv(a;)dx) G /p s f(a:)dx)q
<55 ([ o) ([, veretnie)”

/

q/p
y ( / w—l/(p—n)
|z]<paox

< S ( [ (@) wla)ie "

esitsizligi elde edilir. Elde edilen egitsizligin integrali alinip, Fubini
teoremi uygulanip ve Minkowski egitsizligi kullanilarak

- [ (P v - /0 ) ( /| mv(x)dx) ax
N /o </{x€R”:F(x)22/\} U(x)dx) w
<o [*(f . utreme)” 2
00 o q/p@

=0 | (s 1) 5

/p
) gy P/ ) 1
<aCu | [ ( L, 7) (@) (o)

~ it ([ (@) wla)ie) "

ihtiyag duyulan (5.7) esitsizligi 2(C,,q1n2)Y/? sabiti ile birlikte elde
edilir. Yeterlilik kogulu olan (5.8) esitsizliginin ispatlamasi i¢in

filw) = w "V (@)x (), t>0,

test fonksiyonu (5.7) esitsizligine yazilarak elde edilir. =
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Uyar1 5.0.11 0 < a < b < oo olmak iizere f(2)Xq<|2)<p(x) fonksiyo-
nunu (5.7) esitsizliginde test fonksiyonu yerine kullanilirsa

q 1/q 1/p
(/ v(z) (/ f(t)dt) dx) < (/ w(x)f(x)pda:>
B(0,)\B(0,a) B(0,]z) B(0,0)\B(,a)

(5.9)

esitsizligi elde edilir. Burada

/!

q/p
Cy = sup (/ v(::r;)dx) </ w(:v)_l/(p_l)> :
a<s<b \J B(0,b)\B(0,s) B(0,b)\B(.a)
(5.10)

Teorem 5.0.12 [12] z € R" i¢in ¢(x) < p(z),1 <p~ < p(x),q(x) <
gt < oo olsun. (5.2) ve (5.3) kogullar1 p(x), ¢(z) igin saglansin.

[0V 9O H £l < Clla™ ) flly, (5.11)

Her bir f(x) > 0 olmak iizere (5.11) esitsizliginin saglanmasi igin
gerek ve yeter sart

36 >0  sup Vg(x)W(x)Q(O)/pl(o) < 00 (5.12)
x€B(0,9)
ve /
aN >0 sup  V(z)Wy(z)%/P~ < oo (5.13)
2€R™\ B(0,N)
olmasidir.

Teorem 5.0.12 kuvvet agirliklarina uygulanirsa agagidaki sonug elde
edilir.

Sonug 5.0.13 [12] p, ¢, 8 fonksiyonlar i¢in (5.2) ve (5.3) kosullari,
W (x) yerine |z| ile degigtirilerek saglansin. g : R" — R olgiilebilir
fonksiyon ve f(z) > 0 olmak tizere

P — |
YO O H Fllae < Colll2)Y £l (5.14)
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esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

B(0) < 1/p(0), B < 1/py. (5.15)
dir.

Ispat. Sonuc 5.0.13 i ispatlamak icin (5.12) ve (5.13) kosullarinn
saglandigini gostermek yeterlidir. Dolayisiyla sifirda

1 1 1

|x|<ﬁ(x)_p’<m>_‘1<1@>Q(x)Tx\<B(O)_p’<0>_q<0’>qm), ] )] 20)-200)
(5.16)

ve sonsuzda

\x\(mmﬁm‘qm)q(‘”)m(5"‘”_1»@0‘%°>q°°, PO gt (5.17)
seklindeki egitsizlikler (5.2) ve (5.3) kogullarindan elde edilir. m

H f operatorii i¢in benzer bir teoremi ifade etmek icin bazi no-
tasyonlar verelim.

VW@:/ o)y || < 6 W (x) = Wao(a),
{yeRm:|z|<|y|<d}

ve
wm:/ oy o] > N V() = Vo).
{yeR™:N<|y|<|z|}

(5.1) kosulu yerine ac > 0 olmak tizere

o= Qw1 e LR B(0,q)),
v(z) € L'(B(0,a)), V(co0) = o0, W(0) = oo
diizenlemeleri yapilir, (5.2) ve (5.3) kosullar

1
aN > 1, 3f, e R" sup  |f(z) — foln=——| <00 (5.18)
z€R"\B(0,N) W(z)

ve

36 >03f(0)eR sup |f(z)— f(O)|InW(z)<oo. (5.19)
x€B(0,0)

olsun. Simdi H f operatérii icin teoremi ifade edelim.
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Teorem 5.0.14 [12] x € R" igin ¢(x) > p(x),1 < p~ < p(z),q(x) <
gt < ooolsun. p(x),q(x) ve v(zr),w(x) fonksiyonlari igin (5.18)-(5.19)
kosullar1 saglansin. Her bir f(x) > 0 olmak {izere

[0 1 H fllyey < Clla™™ fllyq (5.20)
H f operatériiniin (5.20) esitsizligini saglamas icin gerek ve yeter sart

36 >0  sup V(x)Wg(x)q(O)/p/(o) < 00, and (5.21)
x€B(0,9)

AN >0 sup VN(x)W(x)qOO/p;O < 0. (5.22)
+€R™M B(0,N)

dir.

ispat. G = H(f|y|"?") oldugundan ve Teorem 5.0.12 ve Lemma
5.0.9 den

1 f ()0 (@) 7|y = Gyl =25 4
= (f1=72) Iyl g
< Col| f Py 72|
= || fw Pl
ifadesi elde edilir. Burada G' = H f(z) dir.

Teorem 5.0.12 de v, w agirhiklar i¢in uygun olan (5.1), (5.12)
ve (5.13) kosullart yerine v; = |y|™2"0(y),w; = |y/>"P"Va&(y) icin
(5.18), (5.21) ve (5.22) kosullar1 goze almir, ¢1 = ¢(y),p1 = D(y)
olmak tizere yine Teorem 5.0.12 deki p, ¢ i¢in uygun olan (5.2) ve
(5.3) kogullarmin transformu olan (5.18) ve (5.19) kogullar1 ¢y, p1 igin
kullanilirsa Teorem 5.0.14 in ispat1 tamamlanmis olur. =

Teorem 5.0.12’tin Ispati. Yeterlilik: 0 civary esitsizlik
f(z) >0 ve
1w Pl <1 (5.23)
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kogulunu saglayan bir fonksiyon olsun. (5.2) kogulu igin yeteri dere-
cede kiiglik bir 6 > 0 sayisi igin x, B(0,¢) yuvarinda belirlenmig bir
nokta olsun. Buradan

/ f(t)dt=/ fo(t)/o(t)Zldt+/ IXr))ot)<1dt
B(0,]z]) B(0,]z]) B(0,]z])
(5.24)

olur.Holder esitsizligi ve (5.23) egitsizliginden yararlanilarak

/ fXfjo=1dt = / (f/o) Xfjo=10(t)dt
B(0,|z) B(0,|z)

([ oy o).
B(0,[])
1/p; 1/(p7)
= (/ (f /o)t Jdt) (/ adt)
B(0,[]) B(0,[])

!’

1/(pz)
< </ adt) (5.25)
B(0,]x)

esitsizligi elde edilir. ¢(z) > p(x) oldugundan ve (5.25) den

- q(x)
( / (f J O xf/a>1adt)
B(0,|z|)

W ()1 5 (Wl/mg)’ (2) /

q(x)
(f)o)P /P adt>
B(0,/z])

<(/ gy o)

W ()@@ =p2)/ ) (5.26)

%, p_f—() olmak tizere (5.26) denkleminin sag tarafina

Holder esitsizligi uygulanarak

oldugu goriiliir.
— — — p7
< W ()0 2) - -) ( / (f /o0 Odt) (5.27)
B(0,])
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denklemi elde edilir. (5.27) denkleminden ve (5.25) ifadesindeki ilk

egitsizlikten
q(x)
/ (/ fo/U>1dt) v(x)dx
B(0, \w‘l
W (x

/ pi) (1)
— p_
« ( / (f o)/ adt) o(z)dz (5.28)
EONED
esitsizligi elde edilir.
W (2) 1@/ 02) 17 ()10 O, 5 ¢ B(0,8), (5.29)

oldugundan (5.23) kosulundan faydalanilarak, (5.28) ve (5.29) esitsi-

zliklerinden
q(z)
/ (/ fo/U>1dt) v(x)dz
B(0,6) \J B(0,|z|)

a 0) _
B(0,5)

« ( /B . F o) adt)p_ o(x)dz (5.30)

esitsizligi bulunur. (5.9) esitsizligini (5.31) denkleminde kullanarak ve
p_ —1 ﬂf -
wp = w(x)p(ac)flj V] = U(x)W(x)pl(O) (» 1), QQL=p1=p , a= O’ b=

0, oldugu kabul edilirse

q(x)
/ </ fxf/c,zldt> v(x)dr < 04/ (f/o)"Wadt,
B(0,5) \JB(0,z| B(0,5)

(5.31)
denklemi elde edilir. Burada

SO _(p=—1) -1
Cy =~ sup v(x)W (z)r© dx | W(s)?
(0,6)\B(0,s)

0<s<d
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ve % — (p~ — 1) > 0 dir. (5.12) kogulu géz 6niinde bulundurularak

q(0) p/ (0)

wio " V() < GVa(e) WY 2 e B0,6) (5.32)

egitsizligi elde edilir. Orjin 0 olmak tizere kiiresel koordinatlara gecilirek
ve (5.32) denkleminden yararlamlarak

B q(0) g —_
Cym W(sy ! / o(@)W ()oY
B(0,6)\B(0,s)

) 1
< Cj {— / V_”Z;(((%)(p_l)(t)dV(t)] W(s)P ' < Cg (5.33)
esitsizligi elde edilir. Son olarak, (5.24) den esitsizlik

q(x)
/ </ fo/azldt) v(z)de < Cy (5.34)
B(0,6) \JB(0,|z|)

olur ve yine (5.24) den

/ fXflordt < / (f/o)X(f/o)<10dt < / odt (5.35)
B(0,z) B(0,|z)) B(0,|z))

elde edilir. (5.35) esitsizliginden ve (5.2) kogulunu kullanarak

q()
/ v(x) </ fxf/azldt> dx
B(0,9) B(0,|z[)
q(x)
< / v(z) (/ dt) dx
B(0,0) B(0,|z|)o

q(0)
< C’g/ v(x) </ adt) dx (5.36)
B(0,9) B(0,]z])

oldugu goriiliir. Buradan, wy(z) = w, = w(x)%, vi(z) =v(x),q1 =
q(0), p1 = p(0), a=0,b =9 denirse (5.9) esitsizliginden

q(x) -
(/ ’U(x)/ fo/o’Zldt) S / O'dt = CgW((S) = ClO-
B(0,0) B(0,|x|) B(0,0)
(5.37)
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esitsizligi elde edilir.
Sonsuzda egitsizlik: N > 1 sayisi (5.3) kosulunu saglayacak sekilde
bir say1 olsun. Buradan

q()
/ ( / f(t)dt) o(x)dz
R™\B(0,N) B(0,|z|)\B(0,N)
q(z)
< 2071 (/ (/ fo/a>1dt) v(z)dx
R\ B(0,N) B(0,|z|)\B(0,N)

q(x)
—l—/ (/ fo/a<1dt> v(z)dz
R\ B(0,N) B(0,|z|)\B(0,N)

=20 "Y1, + I) (5.38)
olur. (5.23) kogulundan

q(z)
I, = / (/ (f/a)x(f/g)zladt) v(z)dx
R\ B(0,N) B(0,|z|)\B(0,N)

q(z)

< / (/ (f/U)p(t)X(f/a)zmdt) v(z)de
R\ B(0,N) B(0,|x|)\B(0,N)
S Cll/ U(Cl?)dx = Clg (539)
R\ B(0,N)

elde edilir ve

q(x)
=/ (] Psgocadt) ol
R\ B(0,N) B(0,|z|)\B(0,N)

bulunur.
F@)= [ ot
B(0,]z])
denirse

F(z) < /B(O,x|) odt = W (x) (5.40)

elde edilir. Yz € R* i¢in g(z) = % olsun. Buradan 0 < g(z) <1

o7



dir ve (5.3) kosulundan da faydalanilarak

_ / gp(x)W‘I(‘”)v(x)dx
{z:9(x)<1l/W(x),|z|>N}

/ FOWI y(2)dx
{a:9(x)21/W (z).o]>N)

< v(x)dr + / gt g1 =t 4@y (1) d:
R”/B(0,N) {z:g(z)>1/W(z),|z|>N}

< V(N) +/ v(x)dx

R”/B(0,N)

+ gqoogq(x)—qoo W‘I(“’)v(x)dx

/{xrg(aﬁ)>1/W(x)alx>N}ﬂ{w:q(x)>qoo}

+/ gqoogtI(x)—qoqu(fE)U(x)dx
{z:9(x)=1/W (z),|z[>N}{z:q(x)<qoc}

< V(N)+/ gq“gQ(I)*q“W‘](x)v(x)dx

{z:g(2)<L[z[>N}N{z:q(r)>goo }

+ / gleWiy(z)dx
R"/B(0,N)

< V(N) —|—/ g=Wi@y(z)da
R"/B(0,N)

/ gleWy(z)dx
R"/B(0,N)

< V(N) +/ [ W) =ty (1) da:
R /B(0,N)

+ / Fi=vy(z)dx
R /B(0,N)

< V(N + Oy / Foey(z)dz (5.41)
R/ B(0,N)

_|_
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elde edilir. QY = fX(f/U)<17 v = VW = w(poo_l)/(p(x)_l), q =
(s, P1 = Poos @ = N, b = 00 oldugu kabul edilip 1 < p; < ¢1 < ©
olmak {izere (5.9) esitsizligi (5.41) esitsizligine uygulanirsa

QOO/poo
/ Fi=o(z)dz < Cyy ( / frewr=—t (p(x)_l)Xf/addx)
R"/B(0,N) R /B(0,N)
(5.42)

egitsizligi ve buradan

oo /Poo B
b=t </R /B(0,N) fpoow(poo_1)/(p(x)_1)xf/o<1dx> +V(N)

(5.43)
oldugu goriiliir. (5.10) ve (5.13) kosullar géz 6niinde bulundurulup
(5.3) ve (5.23) kogullarindan

/ P D@Dy gy
R\ B(0,N)

= / (f/o)P*X¢/oc10dx
R™\ B(0,N)

/JL/ f Jo<W=2/P% (), >N}(f/0)poon/0<1ad£U

+f (o} Xgjocrodr
{a::f/aEW—Q/POO (x),|a:|>N}

<

/ (f/o)P(f/o)>~"PXp/ec10da
{x:f/a<W—2/p°° (x),|x\>N}m{x;p(x)<poo}

+f (Fo(F o)~ jpcroda
{a::f/a<W—2/P°° (x),|x|>N}ﬁ{m:p(x)2pm}

+ / W 2odx
R"/B(0,N)

esitsizligi elde edilir. Aranilan esitsizligi elde etmek i¢in iglemlere de-
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vam edilirse

1

__‘4/(pJ)=/£nf/a<14xb4V}ﬂ{x4%w)<pm}
WQ(p_pW)(f/J)pr/Kladx

(f/o)rodx

g
{:f o <L|a[>N}in{:p(r)>poo}

+Ci5 / Jl_pfpdiC
R™\ B(0,N)

1
< — +O‘/ ol 7P fPdx
W) 7 Jansom

=Cig+ 015/ fPwdx = Cyy (5.44)

R\ B(0,N)

esitsizligi elde edilir. (5.40)-(5.44) esitsizliklerinden ve (5.39) esitsizli-
ginden

q(x)
/ (/ f(t)dt) v(x)dr < Chg (5.45)
R\ B(0,N) B(0,|z|)\B(0,N)

sonucu elde edilir.

Sifir-Sonsuz arasinda esitsizlik: Acikca goriiliiyor ki

q(x "
/Rn\B(o,N) (/B(OJV) ﬂt)dt) )U(x)dx = (1 " (fB(OJV) ﬂt)dt) )

X / v(x)dx (5.46)
R\ B(0,N)

dir.
Ly (B0 (W_l/ g ) = / w VP Dt = W(N) < Chg
B(0,N)

oldugundan (5.23) ve p(:)-normu igin Holder egitsizliginden

/B(O N) fioyde < C20HfW1/pHp(');B(O’N)Hw_l/pHp’(-);B(o,N) < Oy (5.47)
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esitsizligi elde edilir. (5.45) ve (5.47) esitliklerinden

(z)
/ </ f(t)dt)q v(z)de < (1+ Cg;)\N/(N) = (99.
R™\B(0,N) \JB(0,N)
(5.48)

ifadesi elde edilir. a > 0, b > 0, p > 1 olmak {izere
(a + b)P < 2771 (aP + VP) egitsizligini kullanarak ve (5.37), (5.45),
(5.47),(5.48) egitsizliklerinden

/ n ( /B . f(t)dt) " o(z)dz
< /B y ( /B . f(t)dt) " s
q()
i /B(OvN)\B(Oﬁ) (/B(O,Il'l) f(t)dt> q(:)(iU)d-’L'
2071 /R o < /B o f(t)dt) v(x)dz

q(x)
Lort! / ( / f(t)dt) o(x)dz
R™\B(0,N) B(0,]z|)\B(0,N)
< Oy (5.49)

oldugu gortliir. Boylelikle Teorem 5.0.12 nin yeterlilik kismi ispatlan-
mig olur.

Gereklilik: (5.2) kogulu geregi yeteri 6lglide kiigiik 6 > 0 sayisini sege-
lim, W(8) < 1 ve t € B(0,6) olsun. (5.11) esitsizligi i¢in

i) = ( / N 0ds>1/p<0) (@ vson@  (5.50)

sekilinde test fonksiyonunu alalim. Buradan

Wiz _
Hft(x) = WXB(OJ)('T) + W(t)l 1/p(O)XB(O,5)\B(O,|t\)(x)

oldugu goriiliir.(5.2) kogulu uygalanirsa

dr o(x)dx
I 1/p :/ U(I) < / -
p<><°" ft) B0, W (t)P@)/#0) = Cu oy W(t) o
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elde edilir. Yine (5.2) kogulundan
Iy (vl/qut) > / v(z)(H ;)1 da
B(0,6)
> / o(z)(H £,)1®) dz
B(0,0)\B(0,]¢])
> / o)W (1)1~ 710 g
B(0,6)\B(0,[t])

> Oy / v(:c)W(t)q(O)/p/ O dr
B(0,0)\B(0,[¢])

= 025\/(5(75)[/[/@)61(0)/1?/(0) (5.51)

elde edilir. Boylelikle (5.12) kogulunu gerekliligi ispatlanmig olur.
(5.13) kogulunu ispatlamak (5.11) kosulu test foksiyonuna uygulanirsa

—1/poc
fi(z) = </ ads) o ()Xo BoO.N(T), [t| > N.
B(0,[t)\B(0,N)

oldugu goriiliir. (5.3) kogulu igin yeteri biiytikliikte bir say1 N ve
t € R"\B(0, N) olsun. Buradan

W (z) 1-1/pec
H fi(z) = WXB(O,M)\B(O,N)(:C) +Wy & ()X B(0,)1)) (7)-

(5.52)
olup (5.3) kogulundan

—p(%)/Poc
I, (wl/pft> = / o(2)"Pw(x) </ ady) dx
B(0,[t)\B(0,N) B(0,[t)\B(0,N)

< Oy

oldugu ve

Ly <U1/qu t) = /R”\B(O,é) (@) (H ()" da

4(2)/ps
/ v(x) (/ ads) dx
R™\B(0,[¢]) B(0,[t)\B(O,N)

(5.53)

Vv
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oldugu goriiliir. (5.3) kogulu (5.53) esitsizligine uygulanirsa

9(x) /P ,
I, (VVHE) > OV (2) < / ads) oV () Wy ()19
B(0,[t)\B(0,N)

esitsizligi elde edilir. Boylelikle Teorem 5.0.12 ispatlanmig olur. m
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6 UYGULAMALAR

Tanim 6.0.15 w(z, ) : Q x (0, £) — [0, oco) ve 8(r) : (0, ¢) —
[1, ool élgiilebilir fonksiyonlar olsun. MPOPO«0)(Q) uzay

w(z,r)
T)Hf”Lp(-)(E(x,r))

||f‘|Mp(')79(')»w(')(Q) = Sup
rp(

L00(0,0)
seklinde normu sonlu olan fonksiyonlarin uzayidir. Eger 0(r) = oo ise

Mp(-),oo,w(-) (Q)

sup  w(x, T)T_meHLP(')(E(xﬂ“)) < 0
xeQ,re(0,0)

seklinde normu sonlu olan fonksiyonlarin uzayidir. Buradan
Mp(-%oow(-)(Q) _ Mp(')vﬁ(g)

dir.

Tamim 6.0.16 P& = P5(Q) sembolii ile  {izerinde tanimh ve x, y

den bagimsiz A = A(p) > 0 sabiti i¢in

A 1
— G —y| < = Q 6.1
() p(y)l__ln‘x_yr v —yl<5 vye (6.1)
kosulunu saglayan p fonksiyonlarinin kiimesini gosterecegiz. Eger
Q = (0, ¢) ise Py(0, £) sembolii ile (0, ¢) tizerinde tamml [1, 00)
degerli, siirli,

6(0) = lim 0(¢)

t—0
olacak gekilde limiti var olan ve

A 1
0(0) = 00)| < 7 0< 1< 5

sartini saglayan 6 fonksiyonlarinin kiimesini gosterecegiz.

Olgiilebilir ve [1, 0o] degerli ve
0 € L>((0, £)\Ex(0))
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olan € fonksiyonlarimin kiimesini P(0, ¢) ile gosterecegiz. Burada
Ex(0)={te (0, 0):0(t) = o0}
seklindedir.

Tamim 6.0.17 Belirlenmis § € (0, ¢) i¢in
nf lw(@, )06 >0 (6.2)

sartini saglayan (6, w) ikililerinin kiimesini W(0, /) ile gosterecegiz.

Tezin bu boliimiinde 2 C R™ acik, sinirl bir kiime olmak tizere

M) =sup|Bla, | [ )y

r>0 Bla.r)

seklinde tanimlanan Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin

MPOLOLE Q) dizerinde smirliligin inceleyecegiz.

Ayrica,f € LPM(Q) ve p € P3(Q) olsun ve p, (4.1) kosulunu
saglasin. Bu durumda

12
‘|MfHLP(')(§(m7t)) S Ctp(z)/ T_m_lHfHLp(')(E(x,T))dT 0 < t < 5
t

(6.3)
esitsizligi gegerlidir. Burada C, f, = € § ve t den bagimsizdir.(Sadece
9 deltaya baghdir ve § — ¢ iken C' artar.).

p € P8(Q) olmak iizere eger

Sup lw(@, )l oo, < 00 (6.4)
HAS

kosulu saglanir ve (6, w) € W(J, () olacak sekildeki bir 6 € (0, ¢)
varsa
L¥(Q) — MPOIOLO Q) — 1P0(Q) (6.5)

gommeleri vardir.
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Teorem 6.0.18 [6] p € P°¢(Q) ve (4.1) kosulunu saglasin. Ve

1<6] <01(t) <6 <oo, 0<t<U,
1<6; <0y(t) <0F <oo, 0<t <. (6.6)

kosgullar1 saglansin.
01(t) < 05(1), t € (0, 6) (6.7)
olacak gekilde bir § > 0 ve
(01, w1) €U'(5, L).

olsun. Bu durumda 60;(§) = infc ¢ 61(s) olmak iizere

t 1)
d 02()
sup / w(x, €)"6)( / L )#Tde < 00 (6.8)
0 ¢ [rwr(

2€Q,0<t<S z, 7)) [01())

ise MPOOL@10(Q) uzayidan MPOP20)0920 (Q) uzayma tanmmih M
operatorii siirhidir.

Ispat. f € MPONO@0(Q) olsun. Buradan

%) (SU, t)
HMfH P(),01() w7 (. < sup n_ HMfH »()(B(x
M 0@ = Pl LrO(B(a,t)) 1020(0.)
wo(z, )
+sup | —=—[|Mf HLP(')(E(QJ,t)) HL92(')(6,€)
zef) tr@)
= 11 —|— IQ (69)

elde edilir. I, igin esitsizlik (6.5) da belirtilen gommeden elde edilir.
Gergekten, (02, ws) i¢in (6.4) sartindan

Iy < C|M fll ooy llwa (@, )l poaer5.0) < ClIMf |l oo -

oldugu goriiliir ve
I < O fllroe

elde edilir. p(z) log-Holder kogulunu sagladiginda degigken tistlii Lebesgue

uzaylarinda Maksimal operatoriin sinirli oldugu goz oniinde bulun-
durulursa

I, < CHfHMp<~>,01(-),w1(.)(Q)
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elde edilir.

I esitsizligi igin (6.3) ifadesi kullanilirsa

¢
I < ngg lwa(z, t)/t r 7| Fll o @y @il e0@s)  (6.10)
esitsizligi elde edilir. Simdi degigken {istlii Lebesgue uzaylarinda bir
boyutlu Hardy operatoriinii kullanarak aradigimiz egitsizligi elde ede-
lim. Integrali (0, 0) ve (4, £) iki parcaya ayiralim. (8, £) arahgmdaki
intagral i¢in yukarida yaptigimiz gibi esitsizligi elde edebiliriz. (0, 9)
araligindaki integral i¢in Hardy esitsizligini kullanarak

wy(z,t)

[1 S CHfHMp(')’el(')»Wl(.)(Q) + CSU.p

e

1 o0 By

tr@@ L910)(0,5)

S CHfHMP(‘)ael(')vwl(-)(Q)

esitsizligi elde edilir. Boylelikle Teorem ispatlanmis olur. m

Teorem 6.0.19 [6] p € P8(Q) ve (4.1) kogulunu saglasm. 6y, 65 €
Po(0, £) ve wy, ws (4.12) belirtildigi gibi olsun. Bu durumda

1 1
601(0)"  64(0)

7(0) > < B8(0) <~(0) (6.11)

ve | .

62(0)  61(0)
sartlar: saglanirsa M maksimal operatorii MPO)010)wic) (Q) uzaymdan
MPL020)w20)(Q) uzayma smirl bir operatérdiir.

+5(0) —~(0) (6.12)

Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 6.0.18 ile benzerdir. m

Teorem 6.0.20 [6] p € PY8(Q) ve (4.1) kosulunu saglasm. 6 €
P(0, ¢) olsun. (0, wy) € W(0, ¢) olacak gekilde § > 0 sayisi var
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ve

5 0(t)
d
sup / [wQ(x, t)/ —T] dt
2€Q | J(0,6)\Ens(6) ¢ rwi(z,T)
o dr
+  sup  we(x, t) | ——— p < o0 (6.13)
t€(0,6)NEx (6) ¢ rwi(w,r)

saglansin. Bu durumda M operatorii MPU)>910 () uzaymdan
MPIC) @20 (Q) uzayina smirhdir.

Ispat. ||Mf | \gp100), nOrmunun smirhhgmi gostermek igin once-
likle (6.9) de yaptlglmlz gibi integrali iki parcaya ayiracagiz. Boyle-
likle sadece (0, d) aradigimiz esitsizligi elde ettigimiz taktirde ispat
tamamlanmig olacaktir. Buradan

wg(x t)

sup || ———— || M | o) B(a.p))
e ¢ L9C)(0,0)
i
< C'sup ||we(z, t)/ p e HfHLp() ) dr (6.14)
20 ¢ £90)(0,6)
o dr
< C’HfHMp(.),oo,wl(_) 1 + sup ||wa(z, t) 3 dr
z€Q e wy (@) L90)(0,0)

Gergekten, birinci egitsizlik (6.3) esitsizliginden elde edilir. (6.14) for-
miiliinde tiglincii satirda bulunan integrali (6, ¢) ve (0, §) tizerinde
olmak tizere iki pargaya ayiralim. Birinci integral (6.10) esitsizliginde
oldugu gibi elde edilir. Buradan, ikinci integralin sonlu oldugunu gos-
terirsek iddia ispatlanmig olacaktir. Tabi ki buradaki norm degisken
{istlii Lebesgue uzay1 L¢) normudur ve bu normun sonlu olmasi icin
gerekli ve yeterli kogulun (6.13) kogulu oldugu bilinmektedir. Boyle-
likle de ispat tamamlanir. =
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