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OZET

Bu ¢aligmada Fibonacci ve Pell sayilarinin 6zelliklerinden yararlanilarak
Fibonacci-Hankel ve Pell-Hankel matrisleri tanimlanmigtir. Ayrica bu matrislerin
normlari, bu sayilarin 6zellikleri de dikkate alinarak incelenmis ve sinirlar bulun-
mugtur.

Anahtar Kelimeler: Vektor normu, Matris normu, Spektral norm, Euclidean
norm, Fibonacci-Hankel matrisi, Pell-Hankel matrisi



ABSTRACT

In this study, we defined Fibonacci-Hankel matrix and Pell-Hankel matrix
by using Fibonacci and Pell numbers. In addition, we found new bounds of norms
of these matrices, in accordance with specification these numbers.

Keywords: Vector norm, Matrix norm, Spektral norm, Euclid norm, Fibonacci-
Hankel matrix, Pell-Hankel matrix
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1 ON BILGILER

1.1 Normlar

R tizerinde tanimlanan mutlak deger fonksiyonu ile; biiyiikliik-
leri, dizilerin yakinsakligi, fonksiyonlarin siirekliligi, limitleri ve veri-
len bir reel say1 i¢in bu sayiya en yakin asal ve tamsayiy1 bulma gibi
yaklagim problemleri ¢oziilebilir. Ayni seyler bir vektor uzayi {izerinde
tanimlanan bir norm i¢in de gecerlidir. V' reel vektér uzayr olmak
lizere bu uzayda tanimlanan bir norm ile vektor normlarini karsilagtira-
biliriz. Vektor dizilerinin yakinsakligi irdelenebilir, doniisiimlerin siirek
liligi ve limitleri ¢aligilabilir, verilen bir vektor i¢in V' vektor uzayinin
bir alt uzay1 veya bir alt ciimlesindeki en yakin elamani bulmak gibi
yaklagim problemleri diigiiniilebilir. Bu problemler genellikle analiz,
Lie teori, niimerik analiz, diferensiyel denklemlerde, Markov zincir-
lerinde, ekonometride, biyolojide ve sosyolojide, popiilasyon mod-
ellemede, fizik ve kimyada denge durumlarinda ortaya cikar. Ayrica
normlar; singiiler deger ayrigiminda, Az = b probleminin analizinde
ve sart sayisi kavraminin tanimlanmasinda onemli rol oynarlar. Bu
boliimde vektor ve matris normlar: lizerinde duracagiz.

Norm fonksiyonu ||.|, ||.||o sembollerinden birisi ile gosterilecek-
tir. « ise normun cesidini belirten sabittir.

1.1.1 Vektor Normlar:

Tanim 1.1 [8] V ,F(R veya C) cismi tizerinde bir vektor uzay1 olsun.
Eger
Il : VxV —R

fonksiyonu;



1. Vz € V i¢in ||z|| > 0 (pozitif tammlilik aksiyomu) ;

2. x € V olmak iizere ||z|| = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart z = 0
olmasidir;

3.Ve € V ve a € F igin ||ax| = |af||z| (mutlak homojenlik
aksiyomu) ;

4. Vx,y € Vigin ||z + yl| < ||z|| + |ly]] ( iicgen esitsizligi )

sartlarini sagliyorsa bu fonksiyona bir wvektér normu denir.

Yani vektor normu, her x vektoriine kargilik gelen, ||z|| seklinde
gosterilen negatif olmayan bir sayidir.

Diger bir ifade ile x vektoriiniin pozitif bir sayiya doniistiiriilmesi
islemine norm denir.

Simdi de vektor normlarinin gesitlerinden bahsedelim.

a) Toplam normu: [8] x bir vektor olmak iizere

n

|zl = o] + Jol + o ] = Y i
i=1

seklinde tanimlanir.

b) Euclid normu (Frobenius normu): [8] z bir vektér olmak
uzere,

1
i n 2
|zl = (Joa]* + 2o + .+ [aa]?)* = (Z $¢|2>
1=1

olarak tanimlanir.

c) Maksimum normu : [8] x herhangi bir vektor olmak iizere,

Izl = max ||



ile tanimlanir.

(a) ve (b) de verilen normlar genel olarak 1 < p < oo olmak
uzere,

1
[2llp = (" + ol + o 4 [a ")

- (Z |xz-|p)p (1)

Hélder normu (¢, normu) olarak adlandirilir.
(1.1) esitligi ile verilen Holder (¢,) normuna p-normu da denir. p-
normlarimin klasik bir sonucu olarak

4+ =1
b g

olmak tizere
[z, )]l < Nzllpllvllg

ile tanimlanan esitsizlige Hélder Esitsizligi denir.

x herhangi bir vektor olmak tizere normlar arasinda;
a)llzllz < llzlls < v/n =],
O)[zlloe < llzll2 < v/n l2]lo

ANl < llzlh < nlfzflo

bagintilar1 mevcuttur.



1.1.2 Matris Normlar:

Tanim 1.2 [8] M« (F) m X n matrislerinin kiimesini gostermek
uzere,

My : Myysn(F) — RT

seklinde tanimlanan doniisiim asagidaki sartlari saglarsa o zaman bu

doniisiime matris normu  denir ve matris normu A € M, (F) i¢in
Mny(A) = ||A]| seklinde gosterilir.

1. Ae M,(F)i¢in A#0Oise ||A]| >0ve A=0<«< [|A]| =0 dur.

3. A,B e M,(F) igin ||[A+ B| < ||A|| + || B|| dir.

)
2. Ae M,(F) ve a € Fic¢in ||aA|| = |af||A|| dir.
(
1 A, B € My(F) icin [ AB] < ||A]||B] dir

Eger sadece (1), (2) ve (3) aksiyomlar saglanirsa, o zaman bu
norma genellestirilmis matris normu , (1), (2), (3) ve (4) aksiyomlarinin
hepsi saglanirsa buna da matris normu denir.

Simdi de kisaca bilinen matris norm cesitlerini verelim.

Tamim 1.3 [8] A = (aij)mxn bir matris olmak tizere,

1Al = max )~ ay| (1.2)
1=1

1<j<n 4
seklinde tanimlanan norma sttun normu denir.

Tanim 1.4 [8] A = (a;j)mxn bir matris olmak tizere,

14]lo = max Y~ ay| (1.3)
7=1

1<i<n <

seklinde tanimlanan norma satir normu denir.



Tanim 1.5 [8] Herhangi bir A matrisinin A% transpozesini alalim.
AT matrisinin elamanlarinin her biri yerine elemanin kompleks konju-

gesini alarak elde edilen yeni (F) matrisine A matrisinin hermaitian

(eslenik) transpozesi denir ve A ile gosterilir.

Tanim 1.6 [8] A = (a;j)mxn ve AT A nin ézdegerlerinin karakokiine
A nin singiiler degerleri denir ve A nin singiiler degerleri kiimesi

o(A) = {VN A, AT A nn zdegerleri}
dir.

Tanim 1.7 [8] A = (a;;)mxn matris ve AY matrisi A matrisinin
eslenik transpozesi olmak iizere A” A carpim matrisinin mutlak degerce
en biyiik 6zdegerinin karekokiine A matrisinin spektral normu denir

ve ||A||2 ile gosterilir. Yani,

| Alla=1{X: X\, A A nin mutlak degerce en biiyiik 6zdegerinin karekokii}

HAH2 Y/ )‘maX(AHA) = UmaX(A)

olarak tanimlanir.

Tamim 1.8 [8] A = (aij)mxn bir matris olmak tizere,

|Allp = (ZZ %'2) (1.4)

i=1 j=1

ile verilen norma Fuclid normu denir. Burada r ranki gostermekte-
dir.

Bazen Euclid normu yerine Frobenius normu, Schur norm veya
Hilbert-Schmidt normu ifadeleri de kullanilir.



Tanim 1.9 [8] A = (a;;)mxn matris ve 1 < p < oo olmak iizere;
1
n p
Hmp=<§:%ﬁ> (1.5)
ij=1
seklinde tanimlanan norma A matrisinin ¢, normu denir.

Tanim 1.10 [8] A = (aj)nxn Ve © = (z1,22,...,2,) vektort icin
1 < p < oo olmak iizere ¢, operator normu

|Allp = max{{[| Azl - [lzfl, = 1} (1.6)
seklinde tanimlanir.

Tanim 1.11 [8] A = (aij)nx, matrisi i¢in 1 < p, ¢ < oo olmak fizere
lpq karma normu

SRS
Q=

[ Allpg = Z (Z |aijp> (1.7)

j=1
seklinde tanimlanir.

Hemen belirtelim ki; £, karma normunda p = ¢ durumunu goz
oniine alirsak, o zaman bu norm ¢, matris normu olur.

Tanim 1.12 [8] A = (a;j)mxn matris olsun. A matrisinin biitiin
satirlarinin ve siitiinlarinin Euclid uzunluklar: sirasiyla

i=1,2,....m (1.8)

ve




ile gosterilir. Ayrica maksimum satir normu,
r(A) = max [» " ay]?
1
J
ve maksimum siitun normu,
c(A) = max [ " ai;|
j ,
(3

seklinde ifade edilir.
1.1.3 Matris Normlar1 Arasindaki Bagintilar

Matris normlarinda ||.|[1, ||-]|2, |||z ve ||.||co sirasiyla satir, spec-
tral, Frobenius (Euclid) ve siitun normlarini géstermek iizere,
A = (aij)mxn tipinde bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin
normlari arasinda

o [|All2 < [IAflr < V/nl[All2

Al < [[All < VmnllAlla - ([[A]la = maxa;])

o [[Allz < VIAlL Al

1
NG

1
. \/—EHAHl < [|All2 < v/nllAll

IAlo < [JAll2 < vm||Alloo

bagintilar1 mecvuttur.



1.1.4 Hadamard Carpimi

[8] A = (a;j) ve B = (bij), m x n matrisler olsun. A ve B nin
Hadamard carpima;

C = AoB = (aijbij)

seklinde bir C' = (a;;b;;) m x n tipinde matristir ve
IO < m(A)er(B)  [4]
dir.

Hadamard carpimi i¢in uygun sartlar iki matrisin ayni merte-
beye sahip olmasi gerektigidir ve bilinen matris toplaminda oldugu
gibi kargilikli ayni indisli elemanlarin ¢carpimi seklindedir. Hadamard
carpimi alanindaki ilk sonuclar Issai Schur tarafindan elde edildigi
icin bu carpim Schur carpimi olarak da adlandirithir. Bu alandaki
calismalarin cogunlugu Hadamard ¢arpimi altinda pozitif yar1 taniml
matrislerin durumu ile alakalidir.

1.2 Hankel Matrisi

Bir Hankel matrisi;

H, = [hi]} 7L,

seklindedir ve burada h;; = h;; olarak tanimlanir. Yani

[ ho hy he ... hy, 1
hi hy hs ... h,
Hn: hg h3 h4 hn—H

_hn—l hn hn—!—l S h?n—2_

seklindedir. Buradan da gortildiigii gibi Hankel matrisleri simetriktir.



1.3 Fibonacci Sayilari ve Ozellikleri

[9] Fb = 0 ve F} = 1 olmak tizere n > 0 i¢in
Fn+2 :Fn+1+Fn (110)
seklinde tanimlanan sayilara Fibonacci sayilar: denir. Bu sayilar Pisali

Leonardo Fibonacci tarafindan tanimlanmistir. Bazi Fibonacci sayilari;

n

0
F.| 0

123456 7 8 ...
1123581321 ...

seklinde verilebilir. Ayrica Fibonacci sayilarinin negatif indisli terim-

leri
F_, = (=1)""F, olmak iizere;

seklinde tanimlanir.

Fibonacci sayilar arasindaki bazi bagintilar agagidaki gibidir.[9]

> F’=F,Fu (1.11)
=1

Fio+ Fp = P (1.13)
F2 4 F? | = Fy, (1.14)
F, 1+ F,,=F, (1.15)
~F%+1P%—1'_VF2 ::(__1)n (1'16>
F2  —F=F,2F, 1 (1.17)
2n+1
Y FF.=F,, —1 (1.18)
1=1

10



1.4 Pell Sayilar ve Ozellikleri

Pell dizist Py = 0, P, = 1 baglangic kogullar1 ve n > 0 icin
Pn+2:2pn+1+Pn

bagintisi ile tanimlanir. Bazi Pell sayilari;

34 o5 6 7
5 12 29 70 169 ...

seklinde verilebilir.  Pell dizisinin negatif indisli terimleri
P, =(-1)""P,

olmak iizere,

n_|

0
P,|0

1 2 3 4 5 6 7
1 -2 5

2 .
-2 -12 .29 -70 169 ...

seklinde tanimlanir.

Pell sayilar arasindaki bazi bagintilar agagidaki gibidir.[4]
Poy1 = P+ P},

Pn—l—T:PrPn—i—l_"Pr—an

P2n — Pn(Pn—H + Pn—l)

(
(
(

(—1)" = Pyy1Por — P} (1.22
—1=2P,P, 1+ P} | — P} (
(

2Pn P, =P}, — P> | —2P, Py
P, Pn
Z p? =l (1.25)
P2n—|—1 = 2P, + Pop—1 (1.26)

11



2 FIBONACCI-HANKEL MATRISLERI
2.1 Fibonacci-Hankel Matrisleri

Tanim 2.1 Fibonacci-Hankel matrisi F = [Fij]?j;lo, F,j = Fii; sek-
linde tanimlanir ve burada Fj,, n-inci Fibonacci sayisidir.

Fibonacci-Hankel matrisi;

B, R K ... F,
B F F ... F,
F=| F F F ... F,y

_anl FnFnJrl---FanQ_

seklindedir.
2.2 Fibonacci Hankel Matrislerinin Normlar: Icin Smirlar

Lemma 2.2 F},, n-inci Fibonacci sayisi olmak iizere;

F,(F,—F,1)—1 ;ntek
FiFs + FhF5+ ...+ F, 9F, 1 =
Fn(Fn_anl) 5 ”I’L(;ift.

ispat. Fy 4+ FyFs+ ...+ F,_oF,_4 ifadesinin egitini bulmak icin;
(1.17) esitliginde F, .o yerine F, o = F, 11 + F, degerini yazarsak,

F73+1_F73: (Fn+1‘|‘Fn)Fn—1
= n+1Fn—1 + B Fn 1 (21>

12



elde edilir. (2.1) egitliginde n yerine sirasiyla 2,3,... n-1 yazarsak
F} — Ff = I3F + R F
F} — F} = 4 F, + F3F,
F? — F} = [5F3 + FyFy

F3_2 - Fg_g = Fy oF, 4+ Fy 3F, 4
F3_1 - FE_Q = Fn—an—B + Fn—QFn—3
F,%—Fﬁ_l =F.F o+ F, 1F,
ifadelerini buluruz. Bu ifadeyi taraf tarafa toplarsak;
&2—52:F1F3+F2F4+. . .+E1_2E1‘|1€71F2+F2F3+. . -+EL—2E”L—/1 (22)
b'e dgrrsek
elde ederiz. Bu ifadede x i bulmak i¢in, (1.16) esitliginde n yerine
sirasiyla 2,3, ...,n — 1 yazip;
I = (—1)* + F2
FyFy = (-1 + F§
[l = (—1)* + F}

FoiFos = (-1)"2 + F;
FoFy o = (_1)n_1 + Fg—l

iglemlerini yapar taraf tarafa toplarsak;
F\Fs+ FyFt. . AF, oF,=F3+Fi+. . +F AH=1) =1+ H=1)"

7

-~

y
ifadesi elde edilir. Bu esitligin (2.2) de yerine yazilmasiyla;
P F=F+F+.. . +F  +y+x
=1V =F+F+..+F_ +y+x
FP=1+F+F+.. . +F  +y+x
F? = 1 oldugundan,
Fi=F +F+F+.. . +F  +y+x

Z

13



bulunur. (1.11) esitliginden,
z=F, 1F,
olarak bulunur. Buradan,

F?=F, \F, +y+x

olup, bu esitlikte y degeri

1 ;n tek ise

COPHED -+ D) = { 0 ;ncift ise

seklindedir ve dolayisiyla;

Fn(Fn_Fn—l)_

F,(F,— F,—1)

olarak bulunur. =

9

: n tek ise

n ¢ift ise

Her n dogal sayisi icin 2n ¢ift say1 oldugundan lemmada verilen

esitlik geregi,

FiFo+ FyFs+ .o+ Fop oFo, 1 = Fop(Foy — Fopq)

elde edilir. Yine lemmanin ifadesi kullanilarak her n dogal sayisi igin

2n + 1 tek say1 oldugundan,

FiFs + FyFs+ ..o+ Fop 1 Fop = Fopi1(Fopy — Fyy) — 1

esitlikleri dogrudur.

Teorem 2.3 F, n x n tipinde bir Fibonacci-Hankel matrisi olmak

(2.3)

uzere;
\/%{F2n(F2n_ F2n—1)_2(Fn(Fn_Fn—1) - 1)} y N tek ise
|F (2>
\/%{an(an—an_l)—Q(Fn(Fn—Fn_l))} L cift ise
seklindedir.

14



Ispat. Bir F Fibonacci-Hankel matrisi asagidaki gsekilde oldugundan

BB ... F,
FF, Iy ... F,
F = Fy F3 Fy ... P%+1

_P%r& P%—F%+1--- Pén—Q_

ve bu matrisin Fuclidean normu

n—1 n 2n—2
B =D F+Y Fit+...+ Y F
k=0 k=1 k=n—1
n—1 n—1 n—1
SR B Y B
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
=2 D Fi
k=0 i=0
n—1
=Y (Fi+Fly+. +Fl,y) (2.4)
k=0 ~

ag

seklinde ifade edilebilir. Bu ifade de a; y1 bulmak demek (1.11) for-
miiliinde sirasiyla n yerine k4+n—1 ve n yerine k—1 yazip aralarindaki
farki almak demektir. Buradan (2.4) esitligi,

n—1 n—1
”I?H%ﬁ: 2{:-Fk+nflfk+ﬂ/_'jg:.kalf%

k=0 k=0
2n—1 n—1

- 2{: P%—1}&7_'2£:-Fk—1f%
k=n k=0
2n—1 n—1 n—1 n—1

— Z Fk‘—le‘_ ZFk_le+ZFk_1Fk— ZFk_le.
k=n k=0 k=0 k=0
2n—1

n—1
= Z Fi_1F), — 2ZFk71Fk
k=0 k=0

15



¥ = FaR+ RE+EB+BE+. ..+ By o3
—AF- R+ FRE+EBEEB+EBEE+. . AF_oF, 1)
Fy = 0 oldugundan
HF||2E = FF5+Fols+. . .+ Fy_oF5, 1
—2(F\Fs+ FoFs+. .+ F, oF, 1)

seklindedir. Lemma(2.2) geregi bu toplam;

) {Fon(Fop — Fop1) — 2(F(F, — Fom1) — 1)} 5 notek ise
|F (| =
{FQH(FQn — F2n—1) - 2(Fn(Fn — Fn—l))} ; n (;lft ise

olarak bulunur. Normlar arasinda

1
%HAHE < [[All2 < [[Alle (2.5)

bagintist gecerli oldugundan;

\/% {FQn(FQn - F2n—1) - Q(Fn(Fn - Fn—l) o 1)} y tek ise
IFl2 =

VE B (Fon — Fou1) = 2(Fu(Fy = Fu)} s ncift ise
olarak bulunur. m

Teorem 2.4 F, n x n tipinde bir Fibonacci-Hankel matrisi olmak
uzere;

[F][2 < VR(1+5) (2.6)

dir. Burada

R=F5, oF5, 1 — F, oF,
ve

S = Fyy 3F5, 0 — F, oF, 1
seklindedir.

16



Ispat. A ve B matrisleri

. 1 Qi5 = ;z';én—l
A_[aw]_{az’j:Fi—&—j ;1=n—1

ve

1 Jbij=Fyy s i#FEn—1
B_[bw]_{bwzl ;z':n—l

seklinde tanimlanirsa matris formlar:

1 1. 1
1 1. 1
A = ;
1 1. 1
Fn—l Fn . FQn—Q
ve
R R Fyy |
o F E,
P F F,
B — 2 '3 +1

FooF,q... I3
1 1 ... 1

seklindedir ve [4] F = A o B dir.
Fibonacci sayilarinin ozelliklerini kullanarak

Tl(A) EmiaX Z\aijP:
\/ J

= \/Fg_l +F2+F2,+... +F3

n—2
E 2
Fn+k

k=-1

S F? = F,F, . esitliginde n yerine sirasiyla 2n — 2 ve n— 2 yazip
aralarindaki fark: alirsak; buradan

7”1(A) = \/an—2F2n—1 — Py ok,

17



olarak bulunur. Benzer sekilde

S F? = F,F, . esitliginde n yerine sirasiyla 2n — 3 ve n— 2 yazip
aralarindaki fark: alirsak buradan,

c1(B) = /14 Foy 3F5, 9 — Fy oF, 4
olarak bulunur. Boéylece
[Fll2 < 71(A)er(B) (2.7)
oldugundan
[F[l2 < v/ R(1+5)

burada R = Fy,_oFo,_1 — F,_oF,_1 ve S = Fy,_3F5, o — F), ol
dir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m
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3 PELL-HANKEL MATRISLERI
3.1 Pell-Hankel Matrisleri

Tanim 3.1 Pell-Hankel matrisi P = [Pz-j]zj;lo, P;; = P,; seklinde

tanimlanir ve burada P, n-inci Pell sayisidir.
Pell-Hankel matrisi;

P, PP .. P,
P P P ... P,
P—| P P P, ... Py

_Pnflpnpn+1---P2nf2_

seklindedir.
3.2 Pell-Hankel Matrislerinin Normlar1 I¢in Sinirlar

Lemma 3.2 [4] P, , n-inci Pell sayis1 olmak {izere;

P2n—1 +2PnPn—1 —1

PP+ PyPy+ ...+ P, P, = ]

dir.
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ispat. PP+ PP+ ...+ P, 1P, ifadesinin esitini bulmak i¢in
(1.24) esitliginde n yerine sirasiyla 2,3, ..., n — 1,n yazip

2P\ P, = P} — P} —2P,Py

2P,Py = P} — P} — 2P3P,

2P3P; = PZ — P§ — 2P, P;

2Pn—3Pn—2 = P3,1 - P?%*?) — 2P, 2P
2P, 2P, 1 =P>—-P?,—-2P, P,
2P, 1P, = P2, — P2 | —2P,Py1

bu ifadeyi taraf tarafa toplarsak;

2(P\Py+ PoPs+ . ++ Py 1 P)=P2 +P;— P} — Py — 2P, P,
—QPQP:;—}—. . —f—Pn_an) —2P\P>+2PPs
=P}, + P~ P}~ Py —2P,P,
—AP\Py+ PoPs+. . + P, 1 P)+2P\P,
A(PLPy+ PyPy+ ...+ P,y P,) =P+ PH1)*~(*2P,F,1+2) (2

B
Pyyy1 — 2P, Py — 1
4
(1.26) esitliginindeki P, yerine (1.21) esitliginin yazilmasiyla

(P1P2 + PP+ ...+ Pnflpn) = (31)

P2n+1 = 2PnPn+1 + 2P, Py 1+ Pop1
seklindedir. Bu egitligin (3.1) de yerine yazilmasiyla;

P2n—1 +2Pnpn—1 —1

PP+PRPP+...+P, 1P, = 1

olarak bulunur. =

Teorem 3.3 P bir Pell-Hankel matrisi olmak tizere;

1
P[]y = \/%{sz—s +2Pyy 1Pon9—2Ps, 3— 4P, 1P, 2 + 1} (3.2)
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Ispat. Bir P Pell-Hankel matrisi agagidaki gsekilde oldugundan

P, PP ... P,
P P P ... P,
P = P Py Pl P%+1

_}%ri }%/}%&{ ---}En—2_

ve bu matrisin Fuclidean normu

n—1 n 2n—2
PIZ =Y "P+> Pi+..+ > P

k=0 k=1 k=n—1
n—1 n—1 n—1

=P Pty Pl
n—1 n—1

L
k= Oi 0

= ( c+ P + '+Pk2+n—1)1 (3.3)
k TV

Yk

seklinde ifade edilebilir. Bu ifade de y; ifadesini bulmak i¢in (1.25)
esitliginde n yerine k+n — 1 ve k — 1 yazip aralarindaki farki alirsak;

(3.3) esitligi

_ Perp1Peiy <2 PP
Z Zk+21k+_z k21k;
k=0 k=0 k=0
(Z Pryn-1Bpn — Zpk: 1Pk:>
2n—1

<Z Py IPk_ZPk 1Pk>

2n—1
(ZPk 1B~ ZPk 1Pk+ZPk 1B— ZPk 1P>

BDIh* BDIPA

hﬂlhﬂ
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2n—1 n—1
1
=5 (Z PPy, — 22 Pk:lpk)
k=0

k=0
1
_ 5 (P1R+ RR+PB+PBPR+...+B, B, 1)

—(P\R+RR+PRB+BR+...+EB b 1)
Py = 0 oldugundan

n—1

Zyk:

k=0

(BPy+ PoPs+. . .4+ By 9By 1)

N | —

— (P1P2—|—P2P3+. . -—|‘Pn_2pn_1)

seklindedir. Lemma(3.2) geregi bu toplam;
2= 5 -

2 4 4

olarak bulunur. Normlar arasinda

1
—||Allg < |Al]o < ||A
\/ﬁl\ le < [|A]l2 < [[Allz

bagintisi gecerli oldugundan;

1
P2 > \/8—n{P4n—3 +2Py, 1Pop_9—2Ps,_3— 4P, _1P,_o + 1}
olarak bulunur. =

Teorem 3.4 P bir Pell-Hankel matrisi olmak tizere;

1P, < \/%R (1 + %S) (3.4)

dir. Burada

R =Py oPop1— Py 2P, 1
ve

S = Poy_3Pop_o— Py oP,
seklindedir.
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Ispat. A ve B matrislerini su gekilde tanimlayalim.
A:[aij]:{aijzl  iFn -1

ajj = Fiy; , 1 =n—1
olup A nin matris formu;

1 1. 1 ]
1 1... 1
A= :
1 1... 1
Py P, Py

ve

1 Jbij =Py i#Fn—1
B_[b”]_{bw:l ,i:n—l

olup B nin matris formu;

1 I ... 1

seklindedir ve P = A o B dir.
Pell sayilariin ozelliklerini kullanarak

max E |Clij|2 =
]
\/ J

:\/P3—1+P7%+P3+1+---+P22n—2

P2

n+k

Tl(A)

elde ederiz. (1.25) esitliginde n yerine 2n—2 ve n—2 yazip aralarindaki
farki alirsak buradan;

1
r(A) = \/§(P2n—2p2n—1 — P, 9P, 1)
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olarak bulunur. Benzer sekilde

(1.25) egitliginde n yerine 2n — 3 ve n — 2 yazip aralarindaki fark
alirsak;

1
c1(B) = \/1 + §(P2n—3pzn—2 — P, 2P, )
olarak bulunur. Boéylece
[Pl2 < ri(A)er(B) (3.5)

oldugundan

1 1
Pl <41/=R(1+ =5
Pl < /LR + L9)
elde edilir. Burada

R =Py 9P, 1 — P, 2P,

ve
S =Py 3Py 20— P 2P, 4

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m
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