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ÖZET

Özarslan ve Özergin 2010 yılında yayınladıkları bir makalelerinde [1], ori-
jinal Riemann-Liouville kesirli türev operatörüne ekstra bir parametre ekleyerek
operatörü genişletmişlerdir.

Biz bu tez çalışmasında, aynı fikirden etkilenerek, Caputo kesirli türev
operatörünün bir genelleştirilmesini tanımlayacağız. Ayrıca bu operatörün bazı
özelliklerini verecek ve elementer fonksiyonların bir sınıfının genelleştirilmiş türev-
lerini elde edeceğiz.

Anahtar Kelimeler: Kesirli türev operatörü, Hipergeometrik fonksiyonlar, Ca-
puto kesirli türevi, Mellin Dönüşümü.
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ABSTRACT

In 2010, Özarslan and Özergin give an extension of Riemann-Liouville
fractional derivative operator with including an extra parameter to the original
operator [1].

In this thesis, inspired by the same idea, we introduce an extension of
Caputo fractional derivative operator. The extended Caputo fractional deriva-
tives of some elementary functions and some properties of the extended fractional
derivative operator are also presented.

Keywords: Fractional derivative operator, Hypergeometric functions, Caputo
fractional derivative, Mellin transform.
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Γ(x) : Gama fonksiyonu

Γp(x) : Genelleştirilmiş Gama fonksiyonu

B(x, y) : Beta fonksiyonu

Bp(x, y) : Genelleştirilmiş Beta fonksiyonu

2F1 : (Gauss) Hipergeometrik fonksiyon

Fp : Genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyon

(α)n : Pochhammer sembolü

Iαz : Riemann-Liouville kesirli integrali

D−αz : Riemann-Liouville kesirli integrali

Dα
z : Riemann-Liouville kesirli türevi

D−α,pz : Genelleştirilmiş Riemann-Liouville kesirli türevi

Dα
z : Caputo kesirli türevi

Dα,p
z : Genelleştirilmiş Caputo kesirli türevi

M : Mellin dönüşümü

Re(x) : x kompleks değişkeninin reel kısmı

vi



1 GİRİŞ

Kesirli mertebeden türev ve integral, Leibniz ve Newton tarafın-

dan ayrıntılı olarak incelenen klasik türev ve integral kavramlarının

genelleştirilmesidir. Kesirli mertebeden türev ile ifade edilmek istenen

aslında herhangi bir mertebeden türevdir. Kesirli mertebeden türev ve

integral kavramları tamsayı mertebeden türev ve integral kavramları

kadar eski olup, kesirli türev ifadesi birçok kaynakta da belirtildiği

gibi ilk defa 1695 yılında Leibniz’in L’Hospital’a yazdığı mektupta

geçmektedir [2]. Leibniz’in mektubunda L’Hospital’a yönelttiği “Tam-

sayı basamaktan türevler kesirli basamaktan türevlere genişletilebilir

mi?” sorusu kesirli diferensiyel kavramının ilk ortaya çıkışı olarak gös-

terilebilir. Leibniz’in yanı sıra Liouville, Riemann, Weyl, Lagrange,

Laplace, Fourier, Euler ve Abel gibi birçok matematikçi de aynı konu

üzerine çalışmışlardır [3].

Kesirli türev için literatürde çeşitli tanımlar verilmiştir. Bun-

lardan bazıları Riemann-Liouville (R-L), Caputo, Grünwald-Letnikov,

Wely, Riesz kesirli türevleridir [4-7]. Ancak, kesirli mertebeden türev

nasıl tanımlanırsa tanımlansın türev, mertebesi tamsayıya eşit ola-

cak şekilde seçildiğinde ortaya çıkan ifade tam sayı mertebeden türev

ifadesi ile aynı olmaktadır. Yapılan bazı çalışmalarda belirli şartlar

altında bu tanımların eşdeğer olduğu gösterilmiştir [4-7]. Birbirleri

arasında geçişler olmasına rağmen, tanımları ve tanımlarının fiziksel

yorumları farklılık gösterir [4-7]. Kesirli analizde birden fazla türev

tanımının olması, problemin türüne göre en uygun olanının kullanıl-
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masını ve böylece problemin en iyi çözümünün elde edilmesini sağlar.

Caputo kesirli türev tanımı, Riemann-Liouville tanımının Lapla-

ce dönüşümü uygulamalarında ortaya çıkan başlangıç değerlerinin he-

saplanması veya deneysel yolla ölçülmesi problemini ortadan kaldır-

mak için 1960’lı yıllarda İtalyan matematikçi M. Caputo tarafından

önerilmiştir. Caputo yaklaşımının temel avantajı, Caputo türevli ke-

sirli diferansiyel denklemler için tanımlanan başlangıç koşulları ile

tamsayı mertebeli diferansiyel denklemler için tanımlanan başlangıç

koşullarının aynı olmasıdır. Bu yüzden literatürde yer alan son çalış-

malarda, kesirli diferensiyel denklemlerin analitik ve nümerik çözüm-

lerinde Riemann-Liouville kesirli türev operatörü yerine Caputo kesirli

türev operatörü daha çok tercih edilmektedir.

Son yıllarda kesirli adi ve kısmi diferensiyel denklemler ile ke-

sirli integral denklemlerinin çözümlerinin elde edilmesine yönelik çalış-

malar artmıştır. Kesirli diferensiyel denklemlerin bir çoğunun ana-

litik çözümü bulunamadığından yaklaşık ya da sayısal çözümlerinin

bulunması için çeşitli yöntemler geliştirilmiştir. Bu yöntemlerin ke-

sirli diferensiyel denklemlere uygulamalarında, kesirli integral ve türev

operatörleri etkili bir şekilde kullanılmaktadır [8-12].

Literatürde, Riemann-Liouville kesirli türevi ile kastedilen sol

türevdir. Keyfi bir [a, b] aralığında tanımlanan ve fiziksel sistem

sürecini ifade eden f(t) fonksiyonunu ele alalım. Sol ve sağ kesirli

türevler için kullanılan gösterimler sırasıyla aDα
t , tD

α
b olmak üzere,

sağ türev f fonksiyonunun gelecekteki durumunu ifade eder. Ancak,

f sürecinin şimdiki durumu gelecekteki durumuna bağlı değildir. Bu
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yüzden fiziksel bir problemin tanımlanmasında sağ türev genellikle

ihmal edilir [4]. Bu çalışmada kesirli türev tanımı olarak sol türev ve

Dα
t gösterimi kullanılacaktır.

Bu çalışmada genel olarak Riemann-Liouville kesirli türev ve in-

tegral tanımları ile Caputo kesirli türev tanımı ele alınmış ve genelleşti-

rilmiş Riemann-Liouville kesirli türevinden yola çıkılarak genelleşti-

rilmiş Caputo kesirli türev tanımı verilmiştir.

Tez dört ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kıs-

mına ayrılmıştır. İkinci bölümde, önbilgiler ve diğer bölümlerde kul-

lanılacak bazı tanım, lemma ve teoremler verilmiştir. Üçüncü bölümde

Riemann-Liouville kesirli türev ve integral tanımlarının elde edilmesi,

bunların ortak gösterimi, genelleştirilmiş Riemann-Liouville kesirli tü-

revi ve Caputo kesirli türev tanımı ele alınmıştır. Dördüncü bölümde

ise genelleştirilmiş Caputo kesirli türevi tanımlanıp, bazı hiperge-

ometrik fonksiyonlara hem klasik hem de genelleştirilmiş Caputo türe-

vi uygulanarak elde edilen sonuçlar kıyaslanmıştır.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez çalışmasının ilerleyen bölümlerinde kullanıla-

cak bazı temel bilgiler verilecektir.

2.1 GAMA FONKSİYONU

Gama fonksiyonunu ifade etmek için

F (u) =

∫ ∞
0

e−utdt =
1

u
(2.1)

integrali ile tanımlanan fonksiyonu ele alalım. Bu integral c > 0 olmak

üzere her c ≤ u ≤ d sonlu aralığında 1
u değerine düzgün yakınsaktır

[13].

(2.1) eşitliğinden u değişkenine göre türevler alarak

−F ′(u) =

∫ ∞
0

te−utdt =
1

u2

F ′′(u) =

∫ ∞
0

t2e−utdt =
2!

u3

−F ′′′(u) =

∫ ∞
0

t3e−utdt =
3!

u4

devam edilirse n. mertebeden türev için

(−1)nF (n)(u) =

∫ ∞
0

tne−utdt

=
n!

un+1

eşitliği elde edilir. Bu son eşitlikte u = 1 alınırsa;∫ ∞
0

tne−tdt = n!
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olur. Burada n değerleri pozitif tamsayılar olarak alınmıştır. Halbuki

n değerinin herhangi bir reel sayı olması halinde de bu genelleştirilmiş

integral tanımlıdır.

x > 0 olan herhangi bir reel sayı olmak üzere;

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt (2.2)

genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanan fonksiyonaGama fonk-

siyonu denir [13].

Gama fonksiyonun tanımından

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

txe−tdt

= x!

yazılabilir. Buradan görülüyor ki, −1 değerinden büyük olan tüm

reel sayıların faktöriyel değerlerini sonlu bir reel sayı olarak tanımla-

mak mümkündür. Bundan dolayı Gama fonksiyonuna genelleştirilmiş

faktöriyel fonksiyonu da denir.

x = 0 olduğu zaman faktöriyel fonksiyonunun değeri

0! =

∫ ∞
0

e−tdt = 1

olur. Bu sonuç 0! değerinin neden 1 olarak tanımlanması gerektiğini

açıklar.

Matematikte n faktöriyel, n! = n(n−1)(n−2) . . . 3.2., çarpımı

ile verilir. Bu özellik, n! = n(n−1)! eşitliğini içerdiğinden, eğer x = n

bir tamsayı ise

Γ(n+ 1) = n! = n(n− 1)! = nΓ(n)
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yazılabilir. Eğer x bir tamsayı değilse

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

txe−tdt = lim
b→∞

∫ b

0

txe−tdt

= lim
b→∞

(−txe−t)
∣∣b
0

+ x

∫ ∞
0

tx−1e−tdt

= xΓ(x)

olacağından Γ fonksiyonu,

Γ(x+ 1) = xΓ(x) (2.3)

eşitliğini tüm x > 0 değerleri için sağlar [14].

(2.3) özelliği yardımıyla Gama fonksiyonu için, argümentin her-

hangi iki tamsayı arasındaki değerlerine karşılık gelen sonuçların bi-

linmesi halinde diğer aralıklardaki fonksiyon değerleri de kolayca he-

saplanabilir.

Daha önce pozitif x değerleri için tanımlanan Gama fonksiyonu

negatif x değerleri içinde tanımlanabilir. Yani Γ(x) tüm reel sayılara

genişletilebilir. 1 ≤ x ≤ 2 için

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
(2.4)

özelliği kullanılarak Gama fonksiyonunun bilinen değerlerinden yarar-

lanıp her x ∈ R için Γ(x) değerleri elde edilebilir.

Negatif x değerleri için;

−1 < x < 0 ise (2.4) eşitliğinde 0 < x + 1 < 1 olacağından ve

(x + 1) ∈ (0, 1) aralığındaki Γ(x + 1) değerleri bilindiğinden, Γ(x)

değerleri x ∈ (−1, 0) için bulunabilir.
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Benzer şekilde, −2 < x < −1 ise 0 < x+ 2 < 1 olup, Γ(x) değerleri

Γ(x) =
Γ(x+ 2)

x(x+ 1)

yardımıyla bulunabilir.

Genellenerek, −n < x < −n+ 1 ise 0 < x+ n < 1 olduğundan

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1)

eşitliği ile Γ(x) değerleri hesaplanabilir. Buradan Gama fonksiyonunun

sıfır ve negatif tamsayılar için sınırsız yani değerinin sonsuz olduğu

görülür.

2.2 BETA FONKSİYONU

B(x, y) ile gösterilen Beta fonksiyonu,

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt, Re(x) > 0, Re(y) > 0 (2.5)

genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanan iki değişkenli bir fonk-

siyon olup

B(x, y) = 2

∫ π/2

0

(sinθ)2x−1(cosθ)2y−1dθ (2.6)

B(x, y) =

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
du (2.7)

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
(2.8)

biçimlerinde de ifade edilebilir. Beta fonksiyonunun yukarıda verilen

dört tanımı eş anlamlıdır [13]. Şöyle ki: (2.5) tanımında t = sin2 θ

alınırsa dt = 2 sin θ cos θdθ olup
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B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

=

∫ π
2

0

(sin2 θ)x−1(1− sin2 θ)y−1 sin 2θdθ

= 2

∫ π/2

0

(sinθ)2x−1(cosθ)2y−1dθ

(2.6) tanımı elde edilir.

(2.5) tanımında t = u
1+u alınırsa,

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

=

∫ ∞
0

(
u

1 + u
)x−1(1− u

1 + u
)y−1

du

(1 + u)2

=

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
du

(2.7) tanımı bulunur.

Beta fonksiyonunun Gama fonksiyonu cinsinden ifadesini veren

(2.8) tanımında, Gama fonksiyonunun tanımlandığı (2.2) integralinde

t = s2 dönüşümü yapılırsa

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt = 2

∫ ∞
0

s2x−1e−s
2

ds

bulunur ve aynı şekilde

Γ(y) = 2

∫ ∞
0

t2y−1e−t
2

dt

yazılabilir. Buradan,

Γ(x)Γ(y) = 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

s2x−1t2y−1e−(s
2+t2)dtds

8



olup, s = r cos θ, t = r sin θ kutupsal koordinatlara geçilirse,

Γ(x)Γ(y) = 4

∫ π
2

0

∫ ∞
0

r2(x+y)−2(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1e−r
2

rdrdθ

=

[
2

∫ π
2

0

(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1dθ

] [
2

∫ ∞
0

r2(x+y)−1e−r
2

dr

]
= B(x, y)Γ(x+ y)

(2.8) tanımı bulunur. Ayrıca Beta fonksiyonunun Gama fonksiyonu

ile ilişkisini veren (2.8) eşitliğinden

B(x, y) = B(y, x)

olduğu görülmektedir. Bu eşitlik Beta fonksiyonunun simetri özelliği

olarak adlandırılır.

Beta fonksiyonunun (2.7) tanımında x+ y = 1 alınırsa

B(x, 1− x) =

∫ ∞
0

ux−1

1 + u
du

elde edilir. Bu integralin değeri rezidü yardımıyla hesaplandığında

0 < x < 1 için

B(x, 1− x) =
π

sin πx

olur. Bu özellikten yararlanarak x = 1
2 için,

B

(
1

2
,
1

2

)
=

[
Γ

(
1

2

)]2
=

π

sin π
2

= π

olur ve böylece Γ(12) değeri

Γ

(
1

2

)
=
√
π

olarak hesaplanır.
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2.3 GENELLEŞTİRİLMİŞ GAMA VE BETA FONKSİYONLARI

Özel fonksiyonların tanım kümesi genişletilerek elde edilen fonk-

siyonlardan, bu özel fonksiyonların önemli özelliklerini sağlaması bek-

lenir. Elbette orijinal özel fonksiyon ve özellikleri, genelleştirmenin

bir özel durumu olarak tekrar düzenlenmelidir.

Euler faktöriyel fonksiyonunu, doğal sayılardan kompleks düz-

lemin sağ yarısı üzerinde

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt, Re(α) > 0 (2.9)

şeklinde tanımlı Gama fonksiyonuna genellemiştir.

Legendre (2.9) integralini parçalayıp sırasıyla üst ve alt sınır-

larını x alarak Gama fonksiyonunu

γ(α, x) =

∫ x

0

tα−1e−tdt

Γ(α, x) =

∫ ∞
x

tα−1e−tdt

şeklinde γ(α, x), Γ(α, x) parçalayarak tam olmayan Gama fonksiyon-

larını tanımlamıştır [14,15].

Chaudhry ve Zubair, (2.9) integraline düzenleyici bir e
−p
t çarpanı

ekleyerek genelleştirilmiş Gama fonksiyonunu

Γp(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−t−
p
t dt, Re(p) > 0 (2.10)

şeklinde tanımlamış ve Gama fonksiyonunun tanım kümesini tüm

kompleks düzleme genişletmişlerdir [17]. Bu çarpan, Re(p) > 0 için
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t = 0 limitinden gelen tekilliği kaldırır ve p = 0 için genelleştirilmiş

fonksiyonu orijinal Gama fonksiyonuna indirger.

Bu Γp genelleştirilmiş Gama fonksiyonunun Macdonald fonk-

siyonu Kα(2
√
p) ile

Γp(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−t−
p
t dt = 2p

α
2Kα(2

√
p) Re(p) > 0 (2.11)

şeklinde bir ilişkisi vardır [16]. Ayrıca genelleştirilmiş Gama fonk-

siyonu aşağıdaki indirgeme bağıntısı ve yansıma formülünü sağlar:

Γp(α + 1) = αΓp(α) + pΓp(α− 1),

Γp(−α) = p−αΓp(α).

Burada dikkat edilmelidir ki genelleştirilmiş Macdonald ve Gama

fonksiyonları arasındaki (2.11) ilişkisi orijinal Gama fonksiyonunda

görülmez.

Literatür tarandığında genelleştirilmiş Gama fonksiyonunun çe-

şitli mühendislik ve fiziksel problemlerde oldukça etkili olduğu görül-

müştür [17-20].

Ayrıca düzenleyici e
−p
t çarpanının Riemann’ın Zeta fonksiyonu-

nun tanım kümesinin genişletilmesinde de oldukça kullanışlı olduğu

saptanmıştır [20].

Gama ve Zeta fonsiyonları için bu düzenleyici e
−p
t çarpanının

geçerliliği dikkate alınarak, başta Euler’in Beta fonksiyonu olmak üzere

diğer özel fonksiyonların tanım kümelerinde de benzer şekilde genişlet-

me yapmanın faydalı olabileceği düşünülmüştür.
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Euler’in Beta fonksiyonu

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt, Re(x) > 0, Re(y) > 0

şeklinde integral gösterimine sahiptir ve Gama fonksiyonu ile arasında

B(x, y) = B(y, x) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

kapalı bir ilişki vardır [14,15].

Beta fonksiyonu için de aynı şekilde genelleme düşünülürse,

Gama fonksiyonu için kullanılan e
−p
t düzenleyicisinin Beta fonksiyonu

için çok önemli olan simetri özelliğini bozacağı görülür. Bu simetrinin

korunması için t ve 1 − t integrandı simetrik olmalıdır. Bu yüzden

genelleştirilmiş Beta fonksiyonu, Beta fonksiyona e
−p

t(1−t) çarpanı eklen-

mesiyle

Bp(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1e
−p

t(1−t)dt, Re(x) > 0, Re(y) > 0 (2.12)

şeklinde tanımlanmıştır [16].

Genelleştirilmiş Beta fonksiyonu, Beta fonksiyonunun birçok özel-

liğini taşır. Hata ve Whittaker fonksiyonları ile olan ilişkilerini gerçek-

ler. Açıkça görülebilir ki genelleştirilmiş Beta fonksiyonu p = 0 duru-

munda orijinal Beta fonksiyonuna dönüşür [16].

2.4 HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLAR

α, β ve γ reel ya da kompleks sabitler olmak üzere

1 +
αβ

γ

x

1!
+
α(α + 1)β(β + 1)

γ(γ + 1)

x2

2!
+ . . . (2.13)

12



olarak ifade edilen seri matematikte büyük bir öneme sahiptir. Bu

seri

1 + x+ x2 + . . . =
∞∑
n=0

xn

geometrik serisinin bir genelleştirmesi olduğundan hipergeometrik seri

adını alır. (2.13) ifadesinden görülmektedir ki, γ değeri sıfır ya da

negatif bir tamsayı olmamalıdır. (2.13) hipergeometrik serisi |x| < 1

için yakınsak, |x| > 1 için ise ıraksaktır. |x| = 1 için eğer γ > α + β

ise seri mutlak yakınsak olur. Ayrıca x = −1 iken γ > α + β − 1 ise

seri yakınsaktır [13,14].

α reel ya da kompleks bir sayı, n sıfır ya da pozitif bir tamsayı

olmak üzere (α)n ifadesi

(α)n = α(α + 1)(α + 2) . . . (α + n− 1) (2.14)

(α)0 = 1, α 6= 0

olarak tanımlanır. Bu ifade Pochhammer sembolü olarak bilinir ve

aşağıdaki özelliklere sahiptir [13]:

(α)n =
Γ(α + n)

Γ(α)
(2.15)

(α)n+1 = α(α + 1)n

Pochhammer sembolünün (2.14) gösterimi dikkate alınarak, (2.13)

hipergeometrik serisi

2F1(α, β, γ;x) =
∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

xn

n!
(2.16)

şeklinde yazılabilir. (2.16) eşitliğinde görülen F fonksiyonunun her

iki yanındaki 2 ve 1 alt indisleri yapısında biri α ve β diğeri γ olmak
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üzere iki tip parametre bulunduğunu ifade eder. (2.16) eşitliğinin

genelleştirilmiş ifadesi

pFq(α1, α2, . . . , αp, γ1, γ2, . . . , γq;x) =
∞∑
n=0

(α1)n(α2)n . . . (αp)n
(γ1)n(γ2)n . . . (γq)n

xn

n!

şeklindedir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden 2F1 gösterimi ye-

rine genellikle sadece F kullanılır. Yani,

2F1(α, β, γ;x) = F (α, β, γ;x)

olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak tanım-

lanır. (2.15) eşitliğinden hipergeometrik fonksiyonun α ve β değişken-

lerine göre simetrik olduğu görülür.

Hipergeometrik fonksiyonun birinci mertebeden türevi

d

dx
F (α, β, γ;x) =

∞∑
n=1

(α)n(β)n
(γ)n

xn−1

(n− 1)!

=
∞∑
n=0

(α)n+1(β)n+1

(γ)n+1

xn

n!

=
∞∑
n=0

α(α + 1)nβ(β + 1)n
γ(γ + 1)n

xn

n!

=
αβ

γ

∞∑
n=0

(α + 1)n(β + 1)n
(γ + 1)n

xn

n!

=
αβ

γ
F (α + 1, β + 1, γ + 1;x)

olup, benzer şekilde m. türevi

dm

dxm
F (α, β, γ;x) =

(α)m(β)m
(γ)m

F (α +m,β +m, γ +m;x) (2.17)

şeklinde bulunur [13,14].
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Aşağıdaki teorem integral ve toplam sembollerinin yer değiştirmesi

ile ilgilidir.

Teorem 2.1
∑
fn [a,b] üzerinde sınırlı, reel değerli ve integrallenebilir

fonksiyonların bir serisi olsun.
∑
fn serisi düzgün yakınsak ise∫ b

a

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

(∫ b

a

fn(x)dx

)
olur [24].

Lemma 2.2 F (α, β, γ;x) fonksiyonu

F (α, β, γ;x) =
1

B(β, γ − β)

∫ 1

0

tβ−1(1− t)γ−β−1(1−xt)−αdt (2.18)

şeklinde bir integral gösterimine sahiptir [13,14].

İspat. Beta fonksiyonunun

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

tanımından ve Pochhammer sembolünün özelliklerinden
(β)n
(γ)n

=
B(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

=
1

B(β, γ − β)

∫ 1

0

(t)β+n−1(1− t)γ−β−1dt (2.19)

yazılabilir. Buradan (2.19) ifadesi (2.16) ifadesinde yerine yazılırsa

F (α, β, γ;x) =
1

B(β, γ − β)

∞∑
n=0

(α)n
n!

xn
∫ 1

0

(t)β+n−1(1− t)γ−β−1dt

olur. Seri düzgün yakınsak olduğundan toplam ile integrasyon işle-

minin sırası değiştirilirse

F (α, β, γ;x) =
1

B(β, γ − β)

∫ 1

0

(t)β−1(1− t)γ−β−1
∞∑
n=0

(α)n
n!

(xt)ndt
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elde edilir. Diğer taraftan (1 − xt)−α ifadesinin binom açılımından

dolayı
∞∑
n=0

(α)n
n!

(xt)n = (1− xt)−α

olduğu dikkate alınırsa istenilen sonuç

F (α, β, γ;x) =
1

B(β, γ − β)

∫ 1

0

tβ−1(1− t)γ−β−1(1− xt)−αdt

şeklinde elde edilir. Hipergeometrik fonksiyonun bir integral gösteri-

mini veren bu formül |x| < 1 ve 0 < β < γ için geçerlidir.

Tanım 2.3 Re(p) > 0, Re(γ) > Re(β) > 0 ve | z |< 1 olmak üzere

Fp(α, β; γ; z) =
∞∑
n=0

(α)n
n!

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)
zn

şeklinde tanımlanan fonksiyona Genelleştirilmiş hipergeometrik fonk-

siyon denir [21].

Tanım 2.4 Hipergeometrik serilerin parametre sayısı artırılarak elde

edilen

F1(α1, β1, β2; γ1;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(α1)m+n(β1)m(β2)n
(γ1)m+n

xm

m!

yn

n!

F2(α1, β1, β2; γ1, γ2;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(α1)m+n(β1)m(β2)n
(γ1)m(γ2)n

xm

m!

yn

n!

F3(α1, α2, β1, β2; γ1;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(α1)m(α2)n(β1)m(β2)n
(γ1)m+n

xm

m!

yn

n!

F4(α1, β1; γ1, γ2;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(α1)m+n(β1)m+n

(γ1)m(γ2)n

xm

m!

yn

n!

iki değişkenli hipergeometrik serilere Appell hipergeometrik fonksiyonu

denir [22]. Burada F1, F2, F3 ve F4 sırasıyla birici, ikinci, üçüncü ve

dördüncü çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonlardır.

16



3 KESİRLİ TÜREV ve İNTEGRALLER

Keyfi mertebeden diferensiyel ve integral kavramları, tamsayı

mertebeli türev ve integralin tam olmayan (keyfi) mertebelere genişle-

tilmiş şeklidir. Bu kavramlar 17. yüzyıldan itibaren Liouville, Leibniz,

Euler, Abel, Caputo ve diğer birçok matematikçi tarafından çalışılmış-

tır. Son yıllarda matematik, fizik, biyoloji ve mühendislik alanlarında

oldukça geniş uygulama alanı bulmuştur [25-28].

Literatürde kesirli türevin birçok tanımı mevcuttur. Birden faz-

la tanımının olması, problemin türüne göre en uygun olanının kullanıl-

ması ve böylece problemin en iyi çözümünün elde edilmesini sağlar.

Bu tanımların bazıları Grünwald-Letnikov, Wely, Riesz, Riemann-

Liouville (R-L) ve Caputo kesirli türevleridir [4-7].

Bu bölümde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli türev ve integ-

ral tanımı, kesirli türev ve integralin ortak gösterimi, genelleştirilmiş

Riemann-Liouville kesirli türevini ele alacağız. Daha sonra klasik Ca-

puto kesirli türev tanımı inceleyerek, Riemann-Liouville kesirli türevi

arasındaki farklara değineceğiz.

3.1 RIEMANN-LIOUVILLE KESİRLİ TÜREV VE İNTEGRALİ

Kesirli integral tanımının ve buna bağlı olarak da kesirli türev

tanımının ortaya çıkısına neden olan farklı yaklaşımlar mevcuttur.

Bunların başlıcaları diferensiyel denklem yaklaşımı, kompleks değişken
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yaklaşımı ve tekrarlı integral yaklaşımıdır. Bu bölümde, tekrarlı integ-

ral yaklaşımının kesirli integral tanımını nasıl ortaya çıkardığı ele alı-

nacak ve daha sonra Abel integrali yardımıyla Riemann-Liouville ke-

sirli türevi elde edilecektir. Önce Abel integral denkleminin tanımını

verelim.

Tanım 3.1 0 < α < 1 olmak üzere,

f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

φ(s)(x− t)α−1dt, x > 0

şeklinde tanımlanan integral denklemine Abel integral denklemi denir

[23].

Kesirli integralin çıkışına yardımcı olan n katlı∫ x

a

∫ σ1

a

∫ σ2

a

· · ·
∫ σn−1

a

f(σn)dσndσn−1 . . . dσ2dσ1 (3.1)

integralini ele alalım. (3.1) integralinde integrasyon sırasını ve buna

bağlı olarak sınırları

a < σ1 < x σ2 < σ1 < x

a < σ2 < σ1 σ3 < σ2 < x
... ...

a < σn−1 < σn−2 σn < σn−1 < x

a < σn < σn−1 a < σn < x

şeklinde değiştirilirse (3.1) n katlı integrali∫ x

a

∫ σ1

a

· · ·
∫ σn−1

a

f(σn)dσn . . . dσ1 =

∫ x

a

∫ x

σn

· · ·
∫ x

σ2

f(σn)dσ1 . . . dσn

=

∫ x

a

f(σn)

(∫ x

σn

. . .

∫ x

σ3

(∫ x

σ2

dσ1

)
dσ2 . . . dσn−1

)
dσn(3.2)
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şeklinde yazılabilir. (3.2) ifadesinin sağ tarafı terim terim∫ x

σ2

dσ1 = (x− σ2)

∫ x

σ3

(x− σ2)dσ2 =
(x− σ3)2

2!

...∫ x

σn

(x− σn−1)dσn−1 =
(x− σn)n−1

(n− 1)!

hesaplanırsa∫ x

a

∫ σ1

a

· · ·
∫ σn−1

a

f(σn)dσn . . . dσ1 =
1

(n− 1)!

∫ x

a

f(σn)(x−σn)n−1dσn

eşitliği elde edilir. Burada Γ(n) = (n− 1)! eşitliği kullanılırsa∫ x

a

∫ σ1

a

· · ·
∫ σn−1

a

f(σn)dσn . . . dσ1 =
1

Γ(n)

∫ x

a

f(σn)(x− σn)n−1dσn

yazılabilir. Bu eşitliğin sağ tarafındaki n pozitif bir tamsayıdır. Gama

fonksiyonu tamsayılar dışında da ifade edilebildiğinden, n değerinin

tamsayı olmaması durumunda eşitliğinin sağ tarafı için aşağıdaki tanım

verilebilir.

Tanım 3.2 α ≥ 0 ve f , [a, b] ⊂ R olmak üzere

Iαz f(z) =
1

Γ(α)

∫ z

a

f(t)(z − t)α−1dt (3.3)

I0zf(z) = f(z)

integrallerine α. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali denir

[4,29].
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Teorem 3.3 Re(α) > 0 ve Re(λ) > −1 olmak üzere f(z) = zλ

fonksiyonunun α. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

Iαz
{
zλ
}

=
Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ α + 1)
zλ+α (3.4)

şeklindedir.

İspat. (3.3) Riemann-Liouville kesirli integral tanımı kullanılarak

istenilen eşitlik

Iαz
{
zλ
}

=
1

Γ(α)

∫ z

0

(z − t)α−1tλdt {t = uz, dt = zdu}

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

zα−1(1− u)α−1uλzλzdu

=
zλ+α

Γ(α)

∫ 1

0

(1− u)α−1uλdu

=
B(α, λ+ 1)

Γ(α)
zλ+α

=
Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ α + 1)
zλ+α

şeklinde elde edilir.

Örnek 3.4 f(z) = z fonksiyonunun 1
2 . mertebeden integralini alalım.

(3.4) eşitliğinde λ = 1 ve α = 1
2 alınırsa

I
1
2
z {z} =

Γ(1 + 1)

Γ(52)
z1+

1
2

=
4

3
√
π
z

3
2

Aşağıdaki tanım kesirli türev kavramının tanımı için gerekli ola-

caktır.

20



Tanım 3.5 Ω1 = [a, b], Ω2 = [c, d], f(x, y), Ω1 × Ω2 kümesinde

ölçülebilir fonksiyon ve −∞ ≤ a < b ≤ ∞, −∞ ≤ c < d ≤ ∞ olsun.

O zaman ∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy =

∫ b

a

dy

∫ d

c

f(x, y)dx

eşitliğine Dirichlet formülü denir [23].

Kesirli türev için 0 < α < 1 olmak üzere,

f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

φ(s)(t− s)α−1ds, t > a (3.5)

Abel integral denklemini göz önüne alalım. (3.5) ifadesinin her iki

yanı (x−t)−α ile çarpılarak a değerinden x değişkenine kadar integrali

alınırsa;∫ x

a

dt

(x− t)α

∫ t

a

φ(s)

(t− s)1−α
ds = Γ(α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt (3.6)

elde edilir. Burada Dirichlet formülü kullanılarak sınır değişimi yapılırsa∫ x

a

φ(s)ds

∫ x

s

dt

(x− t)α(t− s)1−α
= Γ(α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt (3.7)

olduğu görülür. (3.7) ifadesindeki iç integralde t = s + τ(x − s)

değişken değiştirmesi yapılırsa bu integral∫ x

s

dt

(x− t)α(t− s)1−α
=

∫ 1

0

τα−1(1− τ)−αdτ

= B(α, 1− α)

=
Γ(α)Γ(1− α)

Γ(α + 1− α)
(3.8)

olarak hesaplanır. Elde edilen (3.8) eşitliği (3.6) denkleminde kul-

lanılırsa
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Γ(α)Γ(1− α)

∫ x

a

φ(s)ds = Γ(α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt∫ x

a

φ(s)ds =
1

Γ(1− α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt (3.9)

bulunur. (3.9) eşitliğinin x değişkenine göre türevini almak için Leib-

niz formülü kullanılırsa

φ(x) =
1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt (3.10)

elde edilir. Elde edilen (3.10) ifadesine α. mertebeden kesirli türev ya

da Riemann-Liouville kesirli türevi denir.

Bu türev formülü daha genel olarak aşağıdaki şekilde de ifade

edilir.

Tanım 3.6 f fonksiyonu her sonlu (a, x) aralığında sürekli ve integ-

rallenebilir olsun. m ∈ Z+, m − 1 ≤ α < m olmak üzere x > a

için reel bir f fonksiyonunun α. mertebeden Riemann-Liouville kesirli

türevi

Dα
xf(x) =

1

Γ(m− α)

dm

dxm

∫ x

a

f(t)(x− t)m−α−1dt (3.11)

şeklindedir [4,29].

3.2 KESİRLİ TÜREV ve İNTEGRALİN ORTAK GÖSTERİMİ

Bu bölümde ayrı gösterime sahip türev ve integral operatör-

leri aynı gösterim altında birleştirilecektir. Bu birleştirme işleminin
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sebebi, 3.1. Bölümde ifade edilen kesirli mertebeden türev ve integral

tanımlarını tek bir operatör ile gösterilmesinin yazımda ve hesapla-

mada kolaylık sağlamasıdır. Bu birleştirme işlemi tamsayılar için ya-

pılacaktır. Öncelikle ileride kullanacağımız aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 3.7 Eğer f : [a, b]→ R sürekli bir fonksiyon ise

lim
n→∞

b− a
n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
=

∫ b

a

f(x)dx

olur [24].

Şimdi y = f(t) şeklindeki sürekli bir fonksiyonu ele alalım.

Türev tanımına göre f(t) fonksiyonunun birinci basamaktan türevi

f ′(t) =
df

dt
= lim

h→0

f(t)− f(t− h)

h
(3.12)

şeklindedir. Bu ifadenin ardışık olarak türevleri alınır

f ′′(t) =
d2f

dt2
= lim

h→0

f ′(t)− f ′(t− h)

h

= lim
h→0

1

h

{
f(t)− f(t− h)

h
− f(t− h)− f(t− 2h)

h

}
= lim

h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
(3.13)

ve (3.12), (3.13) eşitlikleri kullanılırsa

f ′′′(t) =
d3f

dt3
= lim

h→0

f ′′(t)− f ′′(t− h)

h

= lim
h→0

1

h

{
f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2

− f(t− h)− 2f(t− 2h) + f(t− 3h)

h2

}
= lim

h→0

f(t)− 3f(t− h) + 3f(t− 2h)− f(t− 3h)

h3
(3.14)
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elde edilir. Tümevarımla n pozitif tamsayı olmak üzere n.mertebeden

türev

f (n)(t) =
dnf

dtn
= lim

h→0

1

hn

n∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)
f(t− rh) (3.15)

şeklinde olduğu gösterilebilir. Burada,(
n

r

)
=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− r + 1)

r!
(3.16)

ifadesi binom sabitleri için genel gösterimdir. p herhangi bir tamsayıyı

olmak üzere (3.12)-(3.15) eşitliklerindeki kesirlerin genel ifadesini

f
(p)
h (t) =

1

hp

n∑
r=0

(−1)r
(
p

r

)
f(t− rh) (3.17)

şeklinde yazalım. (3.16) ifadesinde
(
p
p

)
teriminden sonraki bütün ter-

imler sıfır olacağından p ≤ n için

lim
h→0

f
(p)
h (t) = f (p)(t) =

dpf(t)

dtp

olur. Şimdi p değişkeninin negatif değerlerini ele alalım. Yazma kolay-

lığı için [
p

r

]
=
p(p− 1)(p− 2) . . . (p− r + 1)

r!

gösterimi kullanılırsa(
−p
r

)
=
−p(−p− 1) . . . (−p− r + 1)

r!
= (−1)r

[
p

r

]
(3.18)

şeklinde yazılabilir. (3.17) eşitliğinde p yerine −p alarak (3.18) eşitliği

bu ifadede yerine konulursa;

f
(−p)
h (t) =

1

h−p

n∑
r=0

(−1)r(−1)r

[
p

r

]
f(t− rh)

= hp
n∑
r=0

[
p

r

]
f(t− rh)
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elde edilir. Burada p pozitif bir tam sayıdır.

Eğer n sonlu bir değer alınırsa, f (−p)h (t), h→ 0 için sıfır değerine

yakınsar. Sıfırdan farklı bir limit değerine ulaşmak için h → 0 iken

n → ∞ kabul etmemiz gerekir. Böylece, a herhangi bir reel sabit

olmak üzere h = t−a
n alınabilir ve f (−p)h (t) değerinin sonlu ya da sonsuz

olan limit değeri düşünülebilir. Bunu

lim
h→0

nh=t−a

f
(−p)
h (t) = aD

(−p)
t f(t)

ile göstereceğiz. p = 1 için

f
(−1)
h (t) = h

n∑
r=0

[
1

r

]
f(t− rh)

olur. t− nh = a olduğu göz önüne alınıp, f(t) fonksiyonunun sürekli

olduğu kabul edilirse, Teorem 3.7 kullanılarak

lim
h→0

nh=t−a

f
(−1)
h (t) = aD

(−1)
t f(t)

= lim
h→0

h

n∑
r=0

f(t− rh)

=

∫ t−a

0

f(t− z)dz (t− z = τ)

=

∫ t

a

f(τ)dτ (3.19)

elde edilir. Şimdi p = 2 alalım. Bu durumda[
2

r

]
=

2.3. . . . (2 + r − 1)

r!
= r + 1

olup

f
(−2)
h (t) = h

n∑
r=0

(r + 1)hf(t− rh)
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elde ederiz. t+ h = y alınırsa, {f(t− rh) = f(y − (r + 1)h) olur}

f
(−2)
h (t) = h

n+1∑
r=1

rhf(y − rh)

ve h→ 0 için

lim
h→0

nh=t−a

f
(−2)
h (t) = aD

(−2)
t f(t)

=

∫ t−a

0

zf(t− z)dz

=

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ (3.20)

elde edilir, çünkü h→ 0 iken y → t olur.

p = 3 durumu aD
(−p)
t için genel ifadeyi gösterecektir.[

3

r

]
=

3.4. . . . (3 + r − 1)

r!
=

1

1.2
(r + 1)(r + 2)

olduğundan

f
(−3)
h (t) =

h

1.2

n∑
r=0

(r + 1)(r + 2)h2f(t− rh)

bulunur. Aynı şekilde t+ h = y alınırsa,

f
(−3)
h (t) =

h

1.2

n+1∑
r=1

(r)(r + 1)h2f(y − rh)

bulunur. Bu

f
(−3)
h (t) =

h

1.2

n+1∑
r=1

(rh)2f(y − rh) +
h2

1.2

n+1∑
r=1

(rh)f(y − rh)

şeklinde yazılabilir. Böylece, h→ 0 için y → t ve

lim
h→0

h2

1.2

n+1∑
r=1

(rh)f(y − rh) = lim
h→0

h

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ = 0
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olduğundan

lim
h→0

nh=t−a

f
(−3)
h (t) = aD

(−3)
t f(t)

=
1

2!

∫ t−a

0

z2f(t− z)dz

=
1

2!

∫ t

a

(t− τ)2f(τ)dτ (3.21)

elde edilir. (3.19)-(3.21) eşitliklerindeki ilişkiden genel gösterim

aD
(−p)
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

hp
n∑
r=0

[
p

r

]
f(t− rh)

=
1

(p− 1)!

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ (3.22)

şeklinde elde edilir.

Şimdi (3.22) eşitliğinin p-katlı bir integral ifadesi olduğunu göstere-

lim. (3.22) ifadesinin her iki tarafının türevini alınırsa

d

dt

{
aD

(−p)
t f(t)

}
=

1

(p− 2)!

∫ t

a

(t− τ)p−2f(τ)dτ

= aD
(−p+1)
t f(t) (3.23)

bulunur ve (3.23) ifadesinin a değerinden t değişkenine integralinin

alınmasıyla

aD
(−p)
t f(t) =

∫ t

a

(
aD

(−p+1)
t f(t)

)
dt (3.24)

aD
(−p+1)
t f(t) =

∫ t

a

(
aD

(−p+2)
t f(t)

)
dt (3.25)

elde edilir. (3.24) ve (3.25) ifadeleri birleştirilirse
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aD
(−p)
t f(t) =

∫ t

a

dt

∫ t

a

(
aD

(−p+2)
t f(t)

)
dt

=

∫ t

a

dt

∫ t

a

dt

∫ t

a

(
aD

(−p+3)
t f(t)

)
dt

=

∫ t

a

dt

∫ t

a

dt

∫ t

a

. . .

∫ t

a

f(t)dt︸ ︷︷ ︸
p defa

bulunur. Böylece türev operatörü ile integral operatörü tek bir gös-

terim altında birleştirilmiş olur ve en genel halde

aD
(p)
t f(t) = lim

h→0
nh=t−a

h−p
n∑
r=0

(−1)r
(
p

r

)
f(t− rh) (3.26)

biçiminde gösterilebilir. Burada m pozitif bir tamsayı olmak üzere

p = m olduğundam.mertebeden türev elde edilir. p = −m olduğunda

ise m katlı integral elde edilir.

p değerinin tamsayı olmaması durumunda da türev ve integral

operatörüne ilişkin ortak gösterimin geçerli olduğu [30] yayınında gös-

terilmiştir. Yani (3.3) ile ifade edilen Riemann-Liouville kesirli integ-

rali α > 0 ve f ∈ [a, b] ⊂ R olmak üzere

Iαz f(z) = D−αz f(z) =
1

Γ(α)

∫ z

a

f(t)(z − t)α−1dt (3.27)

ve Riemann Liouville kesirli türevi de m− 1 ≤ α < m olmak üzere

Dα
z f(z) =

1

Γ(m− α)

dm

dzm

∫ z

a

f(t)(z − t)m−α−1dt (3.28)

şeklinde ifade edilebilir.
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3.3 GENELLEŞTİRİLMİŞ RIEMANN-LIOUVILLE KESİRLİ

TÜREVİ

Kesirli türev ve integralin (3.27) ve (3.28) eşitliklerindeki ortak

gösteriminden yararlanılarak Re(α) < 0 olmak üzere α. mertebeden

klasik Riemann-Liouville kesirli türevi

Dα
z f(z) =

1

Γ(−α)

∫ z

0

(z − t)−α−1f(t)dt (3.29)

şeklinde tanımlanmıştır [1]. Burada integral yolu, kompleks t-düzlemin-

de 0 değerinden z değişkenine bir çizgi boyuncadır.

m− 1 < Re(α) < m (m = 1, 2, 3, . . .) durumunda ise

Dα
z f(z) =

dm

dzm
Dα−m
z f(z)

=
dm

dzm

{
1

Γ(−α +m)

∫ z

0

(z − t)−α+m−1f(t)dt

}
olarak tanımlanır. Re(α) < 0, Re(p) > 0 olmak üzere (3.29) eşitliğine

yeni bir parametre eklenerek Riemann-Liouville kesirli türevinin genel-

leştirilmişi

Dα,p
z f(z) =

1

Γ(−α)

∫ z

0

(z − t)−α−1f(t)e

(
−pz2
t(z−t)

)
dt (3.30)

ve m− 1 < Re(α) < m (m = 1, 2, 3, . . .) için

Dα,p
z f(z) =

dm

dzm
Dα−m
z f(z)

=
dm

dzm

{
1

Γ(−α +m)

∫ z

0

(z − t)−α+m−1f(t)e

(
−pz2
t(z−t)

)
dt

}
şeklinde tanımlanmıştır [1]. Burada integral yolu, kompleks t-düzlemin-

de 0 değerinden z değişkenine bir çizgi boyuncadır. p = 0 durumunda

klasik Riemann-Liouville kesirli türev operatörü elde edilir.
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Teorem 3.8 Re(λ) > −1, Re(µ) < 0 ve Re(p) > 0 olmak üzere

Dµ,p
z {zλ} =

Bp(λ+ 1,−µ)

Γ(−µ)
zλ−µ

eşitliği sağlanır.

İspat. (3.30) genelleştirilmiş Riemann-Liouville kesirli türev ve genel-

leştirilmiş Beta fonksiyonu tanımları kullanılırsa,

Dµ,p
z {zλ} =

1

Γ(−µ)

∫ z

0

tλ(z − t)−µ−1e
(

−pz2
t(z−t)

)
dt

=
1

Γ(−µ)

∫ 1

0

(uz)λz−µ−1(1− u)−µ−1e

(
−pz2

uz(z−uz)

)
zdu

=
zλ−µ

Γ(−µ)

∫ 1

0

(u)λ(1− u)−µ−1e(
−p

u(1−u))du

=
Bp(λ+ 1,−µ)

Γ(−µ)
zλ−µ

istenilen eşitlik elde edilir.

3.4 CAPUTO KESİRLİ TÜREVİ

Riemann-Liouville (3.11) kesirli türev tanımı, kesirli türev ve

integral teorisinin gelişmesinde ve bunların matematikteki uygula-

malarında önemli bir rol oynar.

Uygulama problemleri, başlangıç koşulları fiziksel olarak yorum-

lanabilir kesirli türev tanımları gerektirir. Bu açıdan bakıldığında,

Riemann-Liouville yaklaşımının problemlerin yorumlanmasında yeter-

siz kaldığı ortaya konmuştur [30]. Çünkü Riemann- Liouville yak-

laşımı t = a noktasında, Riemann- Liouville kesirli türevinin limit
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değerleri biçiminde tanımlanan başlangıç koşullarına sahiptir. Örneğin;

b1, b2, . . . , bm keyfi sabitler olmak üzere

lim
t→a aDα−1

t f(z) = b1

lim
t→a aDα−2

t f(z) = b2

. . . = . . .

lim
t→a aDα−m

t f(z) = bm

biçiminde tanımlanan başlangıç koşulları meydana gelir. Bu tipteki

başlangıç koşullarına sahip başlangıç-değer problemleri matematiksel

olarak başarılı bir şekilde çözülmesine rağmen, bunların sonuçları kul-

lanışlı değildir. Çünkü bu tipteki başlangıç koşullarının bilinen fiziksel

yorumu yoktur.

Kesirli diferensiyel tekniğinde başlangıç koşullarını fiziksel yo-

rumlara en uygun şekilde veren M. Caputo olmuştur. Caputo’nun

tanımı; m pozitif tamsayı olmak üzere m− 1 < α < m için

aD
α
z f(z) =

1

Γ(m− α)

∫ z

a

(z − t)m−α−1f (m)dt (3.31)

şeklindedir [29,30].

f(z) fonksiyonunun normal koşullar altında, α → m için Ca-

puto türevi, f(z) fonksiyonunun m. basamaktan klasik türevine eşit-

tir.

Varsayalım ki,

0 ≤ m − 1 < α < m ve f(z) fonksiyonu her T > a için [a, T ]

aralığında (m+ 1) kez sürekli ve sınırlı türeve sahip olsun. O halde
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lim
α→m aD

α
z f(z) = lim

α→m

(
f (m)(a)(t− a)m−α

Γ(m− α + 1)
+

∫ z

a

(z − t)m−αf (m+1)(t)

Γ(m− α + 1)
dt

)
= f (m)(a) +

∫ z

a

f (m+1)(t)dt

= f (m), (m = 1, 2, . . .)

elde edilir.

Riemann-Liouville ve Caputo tanımları arasındaki önemli bir

fark da sabitin türevidir. Sabit bir sayının Caputo türevi sıfırdır.

Ancak sonlu bir alt sınır değeri için Riemann-Liouville kesirli türevi

sıfır değildir. Bir problemin fiziksel olarak yorumunun yapılabilmesi

için sabitin kesirli türevinin sıfıra eşit olması gerekir.

Eğer (3.31) eşitliğinde α = µ ve f(z) = zλ alınırsa

Dµ
z

{
zλ
}

=
1

Γ(m− µ)

∫ z

0

(z − t)m−µ−1 d
m

dtm
{tλ}dt

=
1

Γ(m− µ)

∫ z

0

(z − t)m−µ−1λ(λ− 1) . . . (λ−m+ 1)tλ−mdt

=
1

Γ(m− µ)

Γ(λ+ 1)

Γ(λ−m+ 1)
zλ−µ

∫ 1

0

(1− u)m−µ−1uλ−mdu

=
Γ(λ+ 1)B(m− µ, λ−m+ 1)

Γ(m− µ)Γ(λ−m+ 1)
zλ−µ

=
Γ(λ+ 1)

Γ(λ− µ+ 1)
zλ−µ (3.32)

elde edilir. Burada m pozitif tamsayı, m−1<µ<m ve Re(λ) > −1

olur.

Örnek 3.9 f(z) = z fonksiyonunun m = 1 olmak üzere 1
2 . mertebe-
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den Caputo türevini alalım. (3.31) eşitliğinden

D
1
2
z {z} =

1

Γ(1− 1
2)

∫ z

0

(z − t)1−
1
2−1

d

dt
{t}dt

=
1

Γ(12)

∫ z

0

(z − t)−
1
2dt {t = uz, dt = zdu}

=
z

1
2

Γ(12)

∫ 1

0

(1− u)−
1
2du

=
B(12 , 1)

Γ(12)
z

1
2

=
2√
π
z

1
2 (3.33)

elde edilir. Şimdi elde edilen fonksiyonun tekrar 1
2 . mertebeden Ca-

puto türevini alırsak

D
1
2
z

{
2√
π
z

1
2

}
=

2√
π

1

Γ(1− 1
2)

∫ z

0

(z − t)1−
1
2−1

d

dt
{t

1
2}dt

=
2√
π

1

Γ(12)

∫ z

0

(z − t)−
1
2
1

2
t−

1
2dt

=
1

√
πΓ(12)

∫ 1

0

(1− u)−
1
2u−

1
2du

=
B(12 ,

1
2)

√
πΓ(12)

= 1 (3.34)

elde ederiz. Buradan da görüldüğü gibi f(z) = z fonksiyonunun iki

defa 1
2 . mertebeden Caputo kesirli türevi, bu fonksiyonun birinci mer-

tebeden klasik türevini verir.
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4 GENELLEŞTİRİLMİŞ CAPUTO KESİRLİ TÜREVİ

m pozitif bir tamsayı ve m− 1 < Re(µ) < m olmak üzere f(x)

fonksiyonunun µ. mertebeden klasik Caputo kesirli türevi

Dµ
z f(z) =

1

Γ(m− µ)

∫ z

0

(z − t)m−µ−1 d
m

dtm
f(t)dt (4.1)

şeklinde tanımlanmıştır [29,30]. (4.1) klasik Caputo türev tanımına

yeni bir parametre ekleyerek Genelleştirilmiş Caputo kesirli türevi

Re(p) > 0 için

Dµ,p
z f(z) =

1

Γ(m− µ)

∫ z

0

(z − t)m−µ−1e
(

−pz2
t(z−t)

)
dmf(t)

dtm
dt (4.2)

şeklinde tanımlanabilir. Buradam−1 < Re(µ) < m (m = 1, 2, 3, . . .)

ve integral yolu kompleks t-düzleminde 0 değerinden z değişkenine

bir çizgi boyuncadır. Burada p = 0 durumunda klasik Caputo kesirli

türev operatörünü elde ederiz.

Teorem 4.1 m pozitif bir tamsayı, m− 1 < Re(µ) < m, Re(p) > 0

ve Re(λ) > m− 1 olmak üzere

Dµ,p
z

{
zλ
}

=
Γ(λ+ 1)Bp(m− µ, λ−m+ 1)

Γ(λ− µ+ 1)B(m− µ, λ−m+ 1)
zλ−µ (4.3)

eşitliği sağlanır.

İspat. f(z) = zλ fonksiyonuna (4.2) genelleştirilmiş Caputo kesirli

türev tanımı uygulanırsa

Dµ,p
z

{
zλ
}

=
1

Γ(m− µ)

∫ z

0

(z − t)m−µ−1e
(

−pz2
t(z−t)

)
dmtλ

dtm
dt
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=
1

Γ(m− µ)

Γ(λ+ 1)

Γ(λ−m+ 1)

∫ z

0

(z − t)m−µ−1tλ−me
(

−pz2
t(z−t)

)
dt

=
zλ−µ

Γ(m− µ)

Γ(λ+ 1)

Γ(λ−m+ 1)

∫ 1

0

(1− u)m−µ−1uλ−me(
−p

u(1−u))du

=
Γ(λ+ 1)Bp(m− µ, λ−m+ 1)

Γ(m− µ)Γ(λ−m+ 1)
zλ−µ

=
Γ(λ+ 1)Bp(m− µ, λ−m+ 1)

Γ(λ− µ+ 1)B(m− µ, λ−m+ 1)
zλ−µ (4.4)

istenilen eşitlik elde edilir.

(4.4) eşitliğinde p = 0 alınırsa genelleştirilmiş Beta fonksiyonunun

B0(x, y) = B(x, y) özelliğinden dolayı (3.32) eşitliğinin aynısı

Dµ,0
z

{
zλ
}

=
Γ(λ+ 1)

Γ(λ− µ+ 1)
zλ−µ

elde edilir.

Örnek 4.2 f(z) = z fonksiyonunun m = 1 olmak üzere 1
2 . mertebe-

den genelleştirilmiş Caputo türevini alalım. (4.3) eşitliğinde m = 1,

µ = 1
2 ve λ = 1 alırsak

D
1
2 ,p
z {z} =

Γ(2)Bp(
1
2 , 1)

Γ(32)B(12 , 1)
z

1
2

=
2√
π

Bp(
1
2 , 1)

B(12 , 1)
z

1
2 (4.5)

elde ederiz. p = 0 durumunda B0(x, y) = B(x, y) olduğundan

D
1
2
z {z} =

2√
π
z

1
2

bulunur. Bu sonuç klasik Caputo türevi ile elde edilen (3.33) eşitliğinin

aynısıdır.
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(4.5) eşitliğinin de 1
2 .mertebeden genelleştirilmiş Caputo türevini

alalım. (4.3) eşitliğini tekrar kullanırsak

D
1
2 ,p
z

{
2√
π

Bp(
1
2 , 1)

B(12 , 1)
z

1
2

}
=

2√
π

Bp(
1
2 , 1)

B(12 , 1)
D

1
2 ,p
z

{
z

1
2

}
=

2√
π

Bp(
1
2 , 1)

B(12 , 1)

Γ(32)Bp(
1
2 ,

1
2)

Γ(1)B(12 ,
1
2)
z

1
2−

1
2

=
Bp(

1
2 , 1)Bp(

1
2 ,

1
2)

B(12 , 1)B(12 ,
1
2)

elde ederiz.

p = 0 durumunda klasik Caputo türevi ile elde edilen (3.34)

eşitliğinin aynısını elde ederiz.

4.1 KLASİK ve GENELLEŞTİRİLMİŞ CAPUTO TÜREVİNİN

BAZI FONKSİYONLARA UYGULANMASI

Bu bölümde bazı hipergeometrik fonksiyonlara klasik ve genelleş-

tirilmiş Caputo türevleri ayrı ayrı uygulanmıştır. Genelleştirilmiş Ca-

puto türeviyle elde edilen sonuçların p = 0 özel durumunda, klasik

Caputo türevi ile elde edilen sonuçların aynısını verdiği gösterilmiştir.

Teorem 4.3 Eğer f(z) fonksiyonu | z |< ρ diskinde analitik ise

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, | z |< ρ

şeklinde bir kuvvet serisine açılabilir. O halde Re(p) > 0, m pozitif
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tamsayı, m− 1 < Re(µ) < m olmak üzere

Dµ,p
z

{
zλ−1f(z)

}
=

∞∑
n=0

anD
µ,p
z

{
zλ+n−1

}
=

Γ(λ)zλ−µ−1

Γ(λ− µ)

∞∑
n=0

(λ)nBp(m− µ, λ+ n−m)anz
n

(λ− µ)nB(m− µ, λ+ n−m)

yazılabilir. Burada Re(λ) > Re(µ) > 0 ve Re(λ) > m− n dir.

İspat.

Dµ,p
z

{
zλ−1f(z)

}
= Dµ,p

z

{
zλ−1

∞∑
n=0

anz
n

}

=
∞∑
n=0

anD
µ,p
z

{
zλ+n−1

}
=

∞∑
n=0

an
Γ(λ+ n)Bp(m− µ, λ+ n−m)

Γ(λ+ n− µ)B(m− µ, λ+ n−m)
zλ+n−µ−1

=
∞∑
n=0

an
Γ(λ)(λ)nBp(m− µ, λ+ n−m)

Γ(λ− µ)(λ− µ)nB(m− µ, λ+ n−m)
zλ+n−µ−1

=
Γ(λ)

Γ(λ− µ)
zλ−µ−1

∞∑
n=0

an
(λ)nBp(m− µ, λ+ n−m)

(λ− µ)nB(m− µ, λ+ n−m)
zn

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.4 Re(α) > 0, Re(λ) > Re(µ) > 0, m bir pozitif tamsayı

ve m− 1 < Re(λ− µ) < m olmak üzere

Dλ−µ
z

{
zλ−1(1− z)−α

}
=

Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1F (α, λ;µ; z) (4.6)

eşitliği sağlanır.
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İspat. (4.6) eşitliğinin sol tarafındaki (1−z)−α ifadesinin seri açılımı

kullanılır ve (4.1) klasik Caputo kesirli türev operatörü uygulanırsa

Dλ−µ
z

{
zλ−1(1− z)−α

}
= Dλ−µ

z

{
zλ−1

∞∑
n=0

(α)n
zn

n!

}

=
∞∑
n=0

(α)n
n!

Dλ−µ
z

{
zλ+n−1

}
=

∞∑
n=0

(α)n
n!

Γ(λ+ n)

Γ(µ+ n)
zµ+n−1

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

∞∑
n=0

(α)n
n!

(λ)n
(µ)n

zn

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1F (α, λ;µ; z)

istenilen eşitlik elde edilir.

Teorem 4.5 Re(p) > 0, m pozitif tamsayı, m− 1 < Re(λ−µ) < m

ve Re(α) > 0 olmak üzere

Dλ−µ,p
z

{
zλ−1(1− z)−α

}
= Dλ−µ,p

z

{
zλ−1

∞∑
n=0

(α)n
zn

n!

}
(4.7)

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

∞∑
n=0

(λ)n
(µ)n

Bp(λ−m+ n,m− λ+ µ)

B(λ−m+ n,m− λ+ µ)
(α)n

zn

n!

[Re(λ) > Re(µ) > 0, Re(λ) > m− n]

biçiminde elde edilir.

İspat. (4.7) eşitliğinin sol tarafındaki (1−z)−α ifadesinin seri açılımı

kullanılır ve (4.2) genelleştirilmiş Caputo kesirli türev operatörü uygu-

lanırsa
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Dλ−µ,p
z {zλ−1(1 − z)−α} = Dλ−µ,p

z

{
zλ−1

∞∑
n=0

(α)n
zn

n!

}

=
∞∑
n=0

(α)n
n!

Dλ−µ,p
z

{
zλ+n−1

}
=

∞∑
n=0

(α)n
n!

Γ(λ+ n)

Γ(µ+ n)

Bp(λ−m+ n,m− λ+ µ)

B(λ−m+ n,m− λ+ µ)
zµ+n−1

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

∞∑
n=0

(λ)n
(µ)n

Bp(λ−m+ n,m− λ+ µ)

B(λ−m+ n,m− λ+ µ)

(α)nz
n

n!

[Re(λ) > Re(µ) > 0, Re(λ) > m− n]

elde edilir.

(4.7) eşitliğinde p = 0 alınırsa, genelleştirilmiş Beta fonksi-

yonunun B0(x, y) = B(x, y) özelliği kullanılarak gerekli sadeleştirme-

ler yapıldıktan sonra klasik Caputo türevi ile elde edilen (4.6) eşitliğinin

aynısı bulunur.

Teorem 4.6 Re(α) > 0, Re(β) > 0, Re(λ) > Re(µ) > 0, m pozitif

bir tamsayı ve m− 1 < Re(λ− µ) < m olmak üzere

Dλ−µ
z

{
zλ−1(1−az)−α(1−bz)−β

}
=

Γ(λ)zµ−1

Γ(µ)
F1(λ, α, β;µ; az, bz) (4.8)

eşitliği yazılabilir. Burada F1 birinci çeşit Appell hipergeometrik

fonksiyondur.

İspat. (4.8) eşitliğinin sol tarafındaki (1 − az)−α ve (1 − bz)−β

ifadelerinin seri açılımı kullanılır ve (4.1) klasik Caputo kesirli türev

operatörü uygulanırsa
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Dλ−µ
z

{
zλ−1(1 − az)−α(1− bz)−β

}
= Dλ−µ

z

{ ∞∑
n=0

∞∑
k=0

(α)n
n!

(β)k
k!

anbkzλ+n+k−1

}

=
∞∑

n,k=0

(α)n
n!

(β)k
k!

anbkDλ−µ
z

{
zλ+n+k−1

}
=

∞∑
n,k=0

(α)n
n!

(β)k
k!

anbk
Γ(λ+ n+ k)

Γ(n+ k + µ)
zn+k+µ−1

= zµ−1
∞∑

n,k=0

(α)n
n!

(β)k
k!

anbk
Γ(λ)(λ)n+k
Γ(µ)(µ)n+k

zn+k

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

∞∑
n,k=0

(λ)n+k
(µ)n+k

(α)n(β)k
(az)n

n!

(bz)k

k!

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1F1(λ, α, β;µ; az, bz)

elde edilir. Burada Re(α) > 0, Re(µ) > 0 dır.

Teorem 4.7 Re(p) > 0, m pozitif tamsayı, m− 1<Re(λ− µ)<m,

Re(α) > 0 ve Re(β) > 0 olmak üzere

Dλ−µ,p
z

{
zλ−1(1− az)−α(1− bz)−β

}
=

Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1 (4.9)

×
∞∑

n,k=0

(λ)n+k
(λ−m)n+k

Bp(λ−m+ n+ k,m− λ+ µ)

B(λ−m,m− λ+ µ)
(α)n(β)k

(az)n

n!

(bz)k

k!

eşitliği sağlanır. Burada Re(λ) > Re(µ) > 0 ve Re(λ) > m olur.

İspat. (4.9) eşitliğinin sol tarafındaki (1 − az)−α ve (1 − bz)−β

ifadelerinin seri açılımı kullanılır ve (4.2) genelleştirilmiş Caputo ke-
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sirli türev operatörü uygulanırsa

Dλ−µ,p
z {zλ−1(1− az)−α(1− bz)−β}

= Dλ−µ,p
z

{ ∞∑
n=0

∞∑
k=0

(α)n
n!

(β)k
k!

anbkzλ+n+k−1

}

=
∞∑

n,k=0

(α)n
n!

(β)k
k!

anbkDλ−µ,p
z

{
zλ+n+k−1

}
A =

(α)n
n!

(β)k
k!

=
∞∑

n,k=0

Aanbk
Γ(λ+ n+ k)Bp(λ−m+ n+ k,m− λ+ µ)

Γ(λ−m+ n+ k)Γ(m− λ+ µ)
zµ+n+k−1

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

∞∑
n,k=0

(λ)n+kA(az)n(bz)k

(λ−m)n+k

Bp(λ−m+ n+ k,m− λ+ µ)

B(λ−m,m− λ+ µ)

bulunur. Elde edilen son eşitlikte p = 0 alınıp,

(λ−m)n+k =
Γ(λ−m+ n+ k)

Γ(λ−m)

eşitliği kullanılır ve B0(x, y) = B(x, y) olduğundan Beta fonksiyonu

Gama fonksiyonu cinsinden yazılarak gerekli sadeleştirmeler yapılırsa

Dλ−µ,0
z {zλ−1(1 − az)−α(1− bz)−β}

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

∞∑
n,k=0

(λ)n+k
(µ)n+k

(α)n(β)k
(az)n

n!

(bz)k

k!

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1F1(λ, α, β;µ; az, bz) (4.10)

elde edilir. Böylece klasik Caputo türevi ile elde edilen (4.8) eşitliği

elde edilmiş olur.

Teorem 4.8 m pozitif bir tamsayı, m − 1 < Re(µ) < m olmak

üzere F (a, b; c; z) hipergeometrik fonksiyonunun µ. mertebeden klasik
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Caputo kesirli türevi C = (a)m(b)m
(c)m

olmak üzere

Dµ
z {F (a, b; c; z)} = Czm−µ

∞∑
n=0

(a+m)n(b+m)n z
n

(c+m)nΓ(n+m− µ+ 1)
(4.11)

şeklindedir.

İspat. F (a, b; c; z) hipergeometrik fonksiyonuna (4.1) klasik Caputo

türev operatörü uygulanırsa

Dµ
z {F (a, b; c; z)} = Dµ

z

{ ∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!

}

=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

Dµ
z {zn}

=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

Γ(n+ 1)

Γ(n− µ+ 1)
zn−µ

=
∞∑

n=−m

(a)n+m(b)n+m
(c)n+m(n+m)!

Γ(n+m+ 1)

Γ(n+m− µ+ 1)
zn+m−µ

= Czm−µ
∞∑
n=0

(a+m)n(b+m)n
(c+m)n

zn

Γ(n+m− µ+ 1)

elde edilir.

Buradam = µ alınırsa F (a, b; c; z) hipergeometrik fonksiyonunun

(2.17) eşitliği ile verilen klasik türevi elde edilir.

Teorem 4.9 Re(p) > 0, m pozitif bir tamsayı, m− 1 < Re(µ) < m

olmak üzere F (a, b; c; z) hipergeometrik fonksiyonunun µ.mertebeden

genelleştirilmiş Caputo kesirli türevi

42



Dµ,p
z

{
F (a, b; c; z)

}
=

(a)m(b)m
(c)m

zm−µ

×
∞∑
n=0

(a+m)n(b+m)n
(c+m)n

Bp(m− µ, n+ 1) zn

Γ(n+m− µ+ 1)B(m− µ, n+ 1)

şeklindedir.

İspat. F (a, b; c; z) hipergeometrik fonksiyonuna genelleştirilmiş Ca-

puto türev operatörü uygulanırsa

Dµ,p
z {F (a, b; c; z)} = Dµ,p

z

{ ∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!

}

=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

Dµ
z {zn}

=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

Γ(n+ 1)Bp(m− µ, n−m+ 1)

Γ(n− µ+ 1)B(m− µ, n−m+ 1)
zn−µ

=
∞∑

n=−m

(a)n+m(b)n+m
(c)n+m(n+m)!

Γ(n+m+ 1)Bp(m− µ, n+ 1)

Γ(n+m− µ+ 1)B(m− µ, n+ 1)
zn+m−µ

= Czm−µ
∞∑
n=0

(a+m)n(b+m)n
(c+m)n

Bp(m− µ, n+ 1) zn

Γ(n+m− µ+ 1)B(m− µ, n+ 1)

bulunur. Burada p = 0 alınırsa (4.11) eşitliğindeki F (a, b; c; z) hiper-

geometrik fonksiyonunun klasik Caputo türevi ve p = 0, m = µ

alınırsa (2.17) eşitliği ile verilen klasik türevi elde edilir.

Teorem 4.10 m bir pozitif tamsayı, m − 1 < Re(λ − µ) < m,

Re(λ) > Re(µ) > 0, Re(α) > 0, Re(γ) > Re(β) ve | x | + | z |< 1

olmak üzere
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Dλ−µ
z

{
zλ−1(1 − z)−αFp(α, β; γ;

x

1− z
)

}
=

Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

×
∞∑

n,k=0

(λ)k
(µ)k

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)
(α)n+k

xn

n!

zk

k!
(4.12)

olur.

İspat. (4.12) eşitliğinde Fp genelleştirilmiş hipergeometrik fonksi-

yonunun ve (1− z)−α ifadesinin seri açılımı kullanılıp, gerekli düzen-

lemeler yapılarak klasik Caputo kesirli türev operatörü uygulanırsa

Dλ−µ
z

{
zλ−1(1− z)−αFp(α, β; γ;

x

1− z
)

}
= Dλ−µ

z

{
zλ−1(1− z)−α

∞∑
n=0

(α)n
n!

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

(
x

1− z

)n}

= Dλ−µ
z

{
zλ−1

∞∑
n=0

(α)n
Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

xn

n!
(1− z)−α−n

}

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

xn

n!

(α)n(α + n)k
k!

Dλ−µ
z

{
zλ+k−1

}
=

∞∑
n,k=0

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

xn

n!

(α)n+k
k!

Γ(λ+ k)

Γ(µ+ k)
zµ+k−1

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

∞∑
n,k=0

(λ)k
(µ)k

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)
(α)n+k

xn

n!

zk

k!

(Re(λ) > Re(µ) > 0, Re(γ) > Re(β), | x | + | z |< 1)

elde edilir.

p = 0 durumunda Beta fonksiyonunun Gama fonksiyonu cinsin-

den ifadesi ve Pochhammer sembolünün (2.15) özelliği kullanılarak
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gerekli işlemler yapıldığında

Dλ−µ
z

{
zλ−1(1− z)−αF0(α, β; γ;

x

1− z
)

}
=

Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

∞∑
n,k=0

(λ)k
(µ)k

(β)n
(γ)n

(α)n+k
xn

n!

zk

k!

=
Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1F2(α, λ, β;µ, γ;x, z) (4.13)

eşitliği bulunur. Buradaki F2(α, λ, β;µ, γ;x, z) ikinci çeşit Appell

hipergeometrik fonksiyondur.

Teorem 4.11 Re(p) > 0,m pozitif tamsayı,m−1 < Re(λ−µ) < m,

Re(α) > 0, Re(γ) > Re(β) ve | x | + | z |< 1 olmak üzere

Dλ−µ,p
z

{
zλ−1(1− z)−αFp(α, β; γ;

x

1− z
)

}
=

Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1 (4.14)

×
∞∑

n,k=0

(λ)k
(µ)k

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

Bp(λ−m+ k,m− λ+ µ)

B(λ−m+ k,m− λ+ µ)
(α)n+k

xn

n!

zk

k!

eşitliği sağlanır. Burada Re(λ) > Re(µ) > 0 ve Re(λ) > m− k olur.

İspat. (4.14) eşitliğinde Fp genelleştirilmiş hipergeometrik fonksi-

yonunun ve (1 − z)−α ifadesinin seri açılımı yerine yazılıp gerekli

düzenlemeler yapılarak genelleştirilmiş Caputo kesirli türev operatörü

uygulanırsa

Dλ−µ,p
z

{
zλ−1(1− z)−αFp(α, β; γ;

x

1− z
)

}
= Dλ−µ,p

z

{
zλ−1(1− z)−α

∞∑
n=0

(α)n
n!

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)
(

x

1− z
)n

}

= Dλ−µ,p
z

{
zλ−1

∞∑
n=0

(α)n
Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

xn

n!
(1− z)−α−n

}
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=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

xn

n!

(α)n(α + n)k
k!

Dλ−µ,p
z

{
zλ+k−1

}
=

∞∑
n,k=0

[
Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

xn

n!

(α)n+k
k!

× Γ(λ+ k)Bp(λ−m+ k,m− λ+ µ)

Γ(m+ k)B(λ−m+ k,m− λ+ µ)
zµ+k−1

]
=

Γ(λ)

Γ(µ)
zµ−1

∞∑
n,k=0

[
(λ)k
(µ)k

Bp(β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

× Bp(λ−m+ k,m− λ+ µ)

B(λ−m+ k,m− λ+ µ)
(α)n+k

xn

n!

zk

k!

]
elde edilir.

p = 0 durumunda gerekli işlemler yapıldığında

Dλ−µ,0
z

{
zλ−1(1−z)−αF0(α, β; γ;

x

1−z
)
}
=

Γ(λ)zµ−1

Γ(µ)
F2(α, λ, β;µ, γ;x, z)

şeklinde (4.13) eşitliğinin aynısı elde edilmiş olur. Burada F2 ikinci

çeşit Appell hipergeometrik fonksiyondur.

Teorem 4.12 Re(p) > 0,m pozitif bir tamsayı vem−1<Re(µ)<m

olmak üzere f(z) = ez fonksiyonunun genelleştirilmiş Caputo kesirli

türevi

Dµ,p
z {ez} =

zm−µ

Γ(m− µ)

∞∑
n=0

zn

n!
Bp(m− µ, n+ 1)

ifadesine eşittir.

İspat. f(z) = ez fonksiyonuna genelleştirilmiş Caputo kesirli türev

operatörü uygulanırsa

Dµ,p
z {ez} =

1

Γ(m− µ)

∫ z

0

(z − t)m−µ−1e
(

−pz2
t(z−t)

)
dmet

dtm
dt
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=
1

Γ(m− µ)

∫ z

0

(z − t)m−µ−1
∞∑
n=0

tn

n!
e

(
−pz2
t(z−t)

)
dt

=
zm−µ

Γ(m− µ)

∞∑
n=0

zn

n!

∫ 1

0

(1− u)m−µ−1une(
−p

u(1−u))du

=
zm−µ

Γ(m− µ)

∞∑
n=0

zn

n!
Bp(m− µ, n+ 1)

elde edilir.

p = 0 için,

Dµ,0
z {ez} =

∞∑
n=0

zn

n!

Γ(n+ 1)

Γ(m+ n− µ+ 1)
zm−µ

klasik Caputo türevi elde edilir. p = 0 ve m = µ durumunda ise

f(z) = ez fonksiyonunun

f(z) =
∞∑
n=0

zn

n!

klasik türevi elde edilmiş olur.

4.2 MELLİN DÖNÜŞÜMÜ

Bu bölümde genelleştirilmiş Caputo türevlerini elde ettiğimiz

iki fonksiyon sınıfının Mellin dönüşümlerini hesaplayacağız. Öncelikle

Mellin dönüşümünün tanımını verelim.

Tanım 4.13 (0,∞) aralığında tanımlı reel değerli bir f(x) fonksi-

yonu verilsin.

M [f(x) : s] = F (s) =

∫ ∞
0

xs−1f(x)dx (4.15)
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ifadesine f(x) in Mellin dönüşümü denir ve M [f(x) : s] ile gösterilir

[29].

Örnek 4.14 n > 0 olmak üzere f(x) = e−nx fonksiyonunun Mellin

dönüşümünü bulalım. (4.15) eşitliğinden

M [f(x) : s] = M
[
e−nx : s

]
=

∫ ∞
0

xs−1e−nxdx

yazılabilir. Buradan nx = t alınırsa (x = t
n , dx = dt

n )

M
[
e−nx : s

]
=

∫ ∞
0

(
t

n

)s−1
e−t

n
dt

=
1

ns

∫ ∞
0

ts−1e−tdt

=
Γ(s)

ns

elde edilir.

Teorem 4.15 (4.3) eşitliğinin Mellin dönüşümü m pozitif tamsayı,

m− 1 < Re(α) < m, ve Re(λ) > m− 1 olmak üzere

M
[
Dα,p
z

{
zλ
}

: s
]

=
Γ(λ+ 1)Γ(s)B(m− α + s, λ−m+ s+ 1)zλ−α

Γ(λ−m+ 1)Γ(m− α)

şeklindedir. Burada Re(p) > 0 ve Re(s) > 0 olur.

İspat. (4.15) Mellin dönüşümü tanımı kullanılarak

M

[
Dα,p
z

{
zλ
}

: s

]
=

∫ ∞
0

ps−1Dα,p
z

{
zλ
}
dp

=
1

Γ(m− α)

∫ ∞
0

ps−1
∫ z

0

(z − t)m−α−1e
(

−pz2
t(z−t)

)
dmtλ

dtm
dtdp
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=
Γ(λ+ 1)

Γ(λ−m+ 1)Γ(m− α)

∫ ∞
0

ps−1
∫ z

0

(z − t)m−α−1tλ−me
(

−pz2
t(z−t)

)
dtdp

=
Γ(λ+ 1) zλ−α

Γ(λ−m+ 1)Γ(m− α)

∫ ∞
0

ps−1
∫ 1

0

(1− u)m−α−1uλ−me(
−p

u(1−u))dudp

elde edilir. Burada∫ 1

0

(1− u)m−α−1uλ−me(
−p

u(1−u))du

ve ∫ ∞
0

ps−1e(
−p

u(1−u))dp

integralleri düzgün yakınsak olduğundan integrasyon sırası yer değişti-

rilerek

M
[
Dα,p
z

{
zλ
}

: s
]

=
Γ(λ+ 1)zλ−α

Γ(λ−m+ 1)Γ(m− α)

×
∫ 1

0

(1− u)m−α−1uλ−m
∫ ∞
0

ps−1e(
−p

u(1−u))dpdu

bulunabilir. Bu integralde r = p
u(1−u) değişken değiştirmesi yapılırsa

M
[
Dα,p
z

{
zλ
}

: s
]

=
Γ(λ+ 1) zλ−α

Γ(λ−m+ 1)Γ(m− α)

×
∫ 1

0

(1− u)m−α−1uλ−m
∫ ∞
0

us(1− u)srs−1e−rdrdu

=
Γ(λ+ 1) zλ−α

Γ(λ−m+ 1)Γ(m− α)

×
∫ 1

0

(1− u)m−α+s−1uλ−m+s

∫ ∞
0

rs−1e−rdrdu

=
Γ(λ+ 1) zλ−α

Γ(λ−m+ 1)Γ(m− α)
B(m− α + s, λ−m+ s+ 1)Γ(s)

=
Γ(λ+ 1)Γ(s)

Γ(λ−m+ 1)Γ(m− α)
B(m− α + s, λ−m+ s+ 1)zλ−α

elde edilir.
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Teorem 4.16 m pozitif bir tamsayı,m−1 < Re(α) < m, Re(s) > 0,

Re(p) > 0 ve | z |< 1 olmak üzere

M
[
Dα,p
z

{
(1−z)−a

}
:s
]
=

Γ(s) zm−α

Γ(m− α)

∞∑
n=0

B(m− α + s, n+ s+ 1)

Γ(n+ 1)
(α)nz

n

eşitliği sağlanır.

İspat. (1 − z)−a ifadesinin seri açılımı kullanılır ve 4.15. Teoremde

λ = n alınırsa

M

[
Dα,p
z

{
(1 − z)−a

}
: s

]
= M

[
Dα,p
z

{ ∞∑
n=0

(a)n
n!

zn

}
: s

]

=
∞∑
n=0

(a)n
n!

M [Dα,p
z {zn} : s]

=
Γ(s) z−α

Γ(m− α)

∞∑
n=0

B(m− α + s, n−m+ s+ 1)

Γ(n−m+ 1)
(α)nz

n

=
Γ(s) zm−α

Γ(m− α)

∞∑
n=0

B(m− α + s, n+ s+ 1)

Γ(n+ 1)
(α)nz

n

ifadesi elde edilir.
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