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OZET

Ozarslan ve Ozergin 2010 yilinda yaymladiklar: bir makalelerinde [1], ori-
jinal Riemann-Liouville kesirli tiirev operatoriine ekstra bir parametre ekleyerek

operatorii genigletmiglerdir.

Biz bu tez calismasinda, ayni fikirden etkilenerek, Caputo kesirli tiirev
operatoriiniin bir genellestirilmesini tanimlayacagiz. Ayrica bu operatoriin bazi
ozelliklerini verecek ve elementer fonksiyonlarin bir sinifinin genellestirilmis tiirev-

lerini elde edecegiz.

Anahtar Kelimeler: Kesirli tiirev operatorii, Hipergeometrik fonksiyonlar, Ca-

puto kesirli tiirevi, Mellin Dontistimii.



ABSTRACT

In 2010, Ozarslan and Ozergin give an extension of Riemann-Liouville
fractional derivative operator with including an extra parameter to the original

operator [1].

In this thesis, inspired by the same idea, we introduce an extension of
Caputo fractional derivative operator. The extended Caputo fractional deriva-
tives of some elementary functions and some properties of the extended fractional

derivative operator are also presented.

Keywords: Fractional derivative operator, Hypergeometric functions, Caputo

fractional derivative, Mellin transform.
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1 GIRIS

Kesirli mertebeden tiirev ve integral, Leibniz ve Newton tarafin-
dan ayrintili olarak incelenen klasik tiirev ve integral kavramlarinin
genellestirilmesidir. Kesirli mertebeden tiirev ile ifade edilmek istenen
aslinda herhangi bir mertebeden tiirevdir. Kesirli mertebeden tiirev ve
integral kavramlar: tamsay1 mertebeden tiirev ve integral kavramlari
kadar eski olup, kesirli tiirev ifadesi bir¢cok kaynakta da belirtildigi
gibi ilk defa 1695 yilinda Leibniz’in L’Hospital’a yazdigi mektupta
ge¢mektedir [2]. Leibniz’in mektubunda L’Hospital’a yonelttigi “Tam-
sayl basamaktan tiirevler kesirli basamaktan tiirevlere genisletilebilir
mi?” sorusu kesirli diferensiyel kavraminin ilk ortaya cikisi olarak gos-
terilebilir. Leibniz’'in yani sira Liouville, Riemann, Weyl, Lagrange,
Laplace, Fourier, Euler ve Abel gibi bircok matematikci de ayni konu

lizerine galigmiglardir [3].

Kesirli tiirev i¢in literatiirde gesitli tanimlar verilmigtir. Bun-
lardan bazilar1 Riemann-Liouville (R-L), Caputo, Griinwald-Letnikov,
Wely, Riesz kesirli tiirevleridir [4-7]. Ancak, kesirli mertebeden tiirev
nasil tanimlanirsa tanimlansin tiirev, mertebesi tamsayiya esit ola-
cak sekilde secildiginde ortaya cikan ifade tam say1 mertebeden tiirev
ifadesi ile ayni olmaktadir. Yapilan bazi caligmalarda belirli sartlar
altinda bu tamimlarin egdeger oldugu gosterilmistir [4-7]. Birbirleri
arasinda gecisler olmasina ragmen, tanimlar: ve tanimlarinin fiziksel
yorumlar1 farklilik gosterir [4-7]. Kesirli analizde birden fazla tiirev

taniminin olmasi, problemin tiiriine gore en uygun olaninin kullanil-



masini ve boylece problemin en iyi ¢oziimiiniin elde edilmesini saglar.

Caputo kesirli tiirev tanimi, Riemann-Liouville taniminin Lapla-
ce dontlisiimii uygulamalarinda ortaya ¢ikan baslangic degerlerinin he-
saplanmasi veya deneysel yolla 6lciilmesi problemini ortadan kaldir-
mak icin 1960’1 yillarda Italyan matematikci M. Caputo tarafindan
onerilmistir. Caputo yaklagiminin temel avantaji, Caputo tiirevli ke-
sirli diferansiyel denklemler icin tanimlanan basglangic kosullari ile
tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemler i¢in tanimlanan basglangic
kogullarinin ayni olmasidir. Bu ytizden literatiirde yer alan son calig-
malarda, kesirli diferensiyel denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziim-
lerinde Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii yerine Caputo kesirli

tiirev operatorii daha cok tercih edilmektedir.

Son yillarda kesirli adi ve kismi diferensiyel denklemler ile ke-
sirli integral denklemlerinin ¢éziimlerinin elde edilmesine yonelik calis-
malar artmistir. Kesirli diferensiyel denklemlerin bir ¢cogunun ana-
litik ¢oziimii bulunamadigindan yaklasik ya da sayisal ¢oziimlerinin
bulunmasi i¢in ¢esitli yontemler geligtirilmigtir. Bu yontemlerin ke-
sirli diferensiyel denklemlere uygulamalarinda, kesirli integral ve tiirev

operatorleri etkili bir gekilde kullamlmaktadir [8-12].

Literatiirde, Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile kastedilen sol
tirevdir. Keyfi bir [a,b] araliginda tanimlanan ve fiziksel sistem
strecini ifade eden f(t) fonksiyonunu ele alalim. Sol ve sag kesirli
tiirevler igin kullanilan gosterimler sirasiyla Dy, Dy olmak iizere,
sag tiirev f fonksiyonunun gelecekteki durumunu ifade eder. Ancak,

f stirecinin simdiki durumu gelecekteki durumuna baglh degildir. Bu



ylzden fiziksel bir problemin tanimlanmasinda sag tiirev genellikle
ihmal edilir [4]. Bu ¢aligmada kesirli tiirev tanimi olarak sol tiirev ve

Dy gosterimi kullanilacaktir.

Bu caligmada genel olarak Riemann-Liouville kesirli tiirev ve in-
tegral tanimlari ile Caputo kesirli tiirev tanimi ele alinmis ve genellegti-
rilmig Riemann-Liouville kesirli tiirevinden yola cikilarak genellesti-

rilmis Caputo kesirli tiirev tanimi verilmigtir.

Tez dort ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kis-
mina ayrilmistir. Ikinei boliimde, énbilgiler ve diger béliimlerde kul-
lanilacak bazi tanim, lemma ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde
Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integral tanimlarinin elde edilmesi,
bunlarin ortak gosterimi, genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli tii-
revi ve Caputo kesirli tiirev tanimi ele alinmigtir. Dordiincii béliimde
ise genellestirilmis Caputo kesirli tiirevi tanimlanip, bazi hiperge-
ometrik fonksiyonlara hem klasik hem de genellestirilmis Caputo tiire-

vi uygulanarak elde edilen sonuclar kiyaslanmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez calismasinin ilerleyen boliimlerinde kullanila-

cak bazi temel bilgiler verilecektir.
2.1 GAMA FONKSIYONU

Gama fonksiyonunu ifade etmek icin
o0 1
F(u) = / e dt = — (2.1)
0

u
integrali ile tanimlanan fonksiyonu ele alalim. Bu integral ¢ > 0 olmak

tizere her ¢ < u < d sonlu araliginda % degerine diizgiin yakinsaktir
[13].

(2.1) egitliginden u degigkenine gore tiirevler alarak

o 1
—F'(u) = /0 te "dt = —

& 2!
F/l(u) — /O t2€—utdt _ =

> 3!
—F"(u) = / e dt = —
0

devam edilirse n. mertebeden tiirev i¢in

(=1)"F" (u) = / t"e v dt
0

n!
= un—H

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte « = 1 alinirsa;

o
/ t"e tdt = n)
0




olur. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmigtir. Halbuki
n degerinin herhangi bir reel say1 olmasi halinde de bu genellegtirilmis

integral tanimlidir.

x > 0 olan herhangi bir reel say1 olmak fizere;

['(x) = / t" e tdt (2.2)
0
genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanan fonksiyona Gama fonk-

siyonu denir [13].

Gama fonksiyonun tanimindan

Iz+1) = / tT e tdt
0

=zl

yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki, —1 degerinden biiyiik olan tiim
reel sayilarin faktoriyel degerlerini sonlu bir reel say1 olarak tanimla-
mak miimkiindiir. Bundan dolay1 Gama fonksiyonuna genellestirilmis

faktoriyel fonksiyonu da denir.

x = 0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri

0!:/ e ldt =1
0

olur. Bu sonug 0! degerinin neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini

aciklar.

Matematikte n faktoriyel, n! = n(n—1)(n—2)...3.2., carpimi
ile verilir. Bu 6zellik, n! = n(n—1)! esitligini i¢erdiginden, eger x = n

bir tamsay1 ise

I'n+1)=nl=n(n—-1)=nl'(n)



yazilabilir. Eger x bir tamsay1 degilse

0 b
D(x+1)= / t"e ldt = lim [ t'e 'dt
0

b—o0 0

= lim(—t”:e_t)|g—|—a:/ t* e tdt
0

b—o0

= z['(x)
olacagindan I' fonksiyonu,
[(x+1) =al(x) (2.3)
esitligini tiim x > 0 degerleri i¢in saglar [14].

(2.3) ozelligi yardimiyla Gama fonksiyonu i¢in, argiimentin her-
hangi iki tamsay1 arasindaki degerlerine karsilik gelen sonuclarin bi-
linmesi halinde diger araliklardaki fonksiyon degerleri de kolayca he-

saplanabilir.

Daha once porzitif x degerleri i¢in tanimlanan Gama fonksiyonu
negatif z degerleri iginde tanimlanabilir. Yani I'(x) tiim reel sayilara
genigletilebilir. 1 < x < 2 icin

I(z) = w (2.4)

ozelligi kullanilarak Gama fonksiyonunun bilinen degerlerinden yarar-

lanip her z € R i¢in I'(z) degerleri elde edilebilir.

Negatif x degerleri igin;
—1 < z < 0 ise (2.4) egitliginde 0 < z + 1 < 1 olacagindan ve
(x +1) € (0,1) arahgindaki I'(z + 1) degerleri bilindiginden, I'(x)
degerleri = € (—1,0) igin bulunabilir.



Benzer gekilde, —2 <z < —1ise 0 < x + 2 < 1 olup, ['(z) degerleri
r 2
P(z) = I'(z+2)
r(r+1)
yardimiyla bulunabilir.
Genellenerek, —n < x < —n + 11ise 0 < z +n < 1 oldugundan

B I'(x+n)
F(fﬂ)—x(x+1)(m+2)...(:c+n—1)

esitligi ile I'(x) degerleri hesaplanabilir. Buradan Gama fonksiyonunun
sifir ve negatif tamsayilar i¢in sinirsiz yani degerinin sonsuz oldugu

goriiliir.
2.2 BETA FONKSIYONU

B(x,y) ile gosterilen Beta fonksiyonu,

B(x,y):/oltﬂ(l—t)yldt, Re(z) > 0,Re(y) >0 (2.5)

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanan iki degigkenli bir fonk-

siyon olup
B(z,y) =2 /0 ﬂ/z(smﬁ)%_l(0030)2y_1d0 (2.6)
Bla,y) = /0 N %du (2.7)
e (2:5)

bicimlerinde de ifade edilebilir. Beta fonksiyonunun yukarida verilen
dort tanimi es anlamhdir [13]. Soyle ki: (2.5) tamiminda ¢ = sin® 6
alinirsa dt = 2sin 6 cos 6df olup



N1 =)t
(sin?#)*~1(1 — sin® 0)? ' sin 20d6
/2
= 2/ (5in0)* 1 (cos)*~1do
0
(2.6) tanimi elde edilir.

(2.5) tammminda ¢ = = alinirsa,

1
B(z,y) = /0 t" N1 — ) at
O T u o, du
= — )l = y
/0 (1+u) ( 1+u) (1 +u)?

o0 ua:—l
Y
/O 1+ )™

(2.7) tanimi bulunur.

Beta fonksiyonunun Gama fonksiyonu cinsinden ifadesini veren
(2.8) tamiminda, Gama fonksiyonunun tanimlandigi (2.2) integralinde

t = 5% doniigiimii yapilirsa

['(z) :/ t" e ldt = 2/ s 15" s
0 0

bulunur ve ayni sekilde

[(y) = 2/ vl dt
0

yazilabilir. Buradan,

['(z)T(y) =4 / / $2 121 ) g
0 0



olup, s = rcos#, t = rsin # kutupsal koordinatlara gecilirse,

['(x)(y) = 4/2/ r2@0)=2(cos )% (sin )% e " rdrdd
0 Jo

= [2/2(0089)2x_1(sin9)2y_1d0] [2/ r2@ )=l g
0 0
= B(z,y)I'(z +y)

(2.8) tamimi bulunur. Ayrica Beta fonksiyonunun Gama fonksiyonu

ile iligkisini veren (2.8) esitliginden

B(z,y) = B(y, )

oldugu goriilmektedir. Bu esitlik Beta fonksiyonunun simetri ozelligi

olarak adlandirilir.

Beta fonksiyonunun (2.7) tamiminda x + y = 1 alinirsa

o0 uw—l
B(z,1—x) :/ du
0 1+'LL

elde edilir. Bu integralin degeri rezidii yardimiyla hesaplandiginda

0<z<1icin
7

B(z,1 —1z) =

sin T
olur. Bu oOzellikten yararlanarak x = % icin,

olarak hesaplanir.



2.3 GENELLESTIRILMIS GAMA VE BETA FONKSITYONLARI

Ozel fonksiyonlarin tanim kiimesi genigletilerek elde edilen fonk-
siyonlardan, bu 6zel fonksiyonlarin énemli 6zelliklerini saglamasi bek-
lenir. Elbette orijinal 6zel fonksiyon ve ozellikleri, genellestirmenin

bir 6zel durumu olarak tekrar diizenlenmelidir.

Euler faktoriyel fonksiyonunu, dogal sayilardan kompleks diiz-

lemin sag yarisi iizerinde
I'(a) :/ t*te7tdt, Re(a) >0 (2.9)
0
seklinde tanimli Gama fonksiyonuna genellemistir.

Legendre (2.9) integralini parcalayip sirasiyla iist ve alt sinir-

larin1 x alarak Gama fonksiyonunu
x
Y(a, x) = / t* e tat
OOO
[a,x) = / t* e ldt
x

seklinde v(«, z), I'(«, z) pargalayarak tam olmayan Gama fonksiyon-

larm tammlamigtir [14,15].

Chaudhry ve Zubair, (2.9) integraline diizenleyici bir e ¥ carpani

ekleyerek genellegtirilmig Gama fonksiyonunu
Iy(a) :/ t*le™=%dt, Re(p) >0 (2.10)
0

seklinde tanimlamigs ve Gama fonksiyonunun tanim kiimesini tiim

kompleks diizleme genigletmiglerdir [17]. Bu carpan, Re(p) > 0 igin

10



t = 0 limitinden gelen tekilligi kaldirir ve p = 0 i¢in genellestirilmis

fonksiyonu orijinal Gama fonksiyonuna indirger.

Bu I', genellestirilmis Gama fonksiyonunun Macdonald fonk-

siyonu K, (2,/p) ile
Fp(a):/ o le 7 dt = 2p2 K, (2/p) Re(p) >0  (2.11)
0

seklinde bir iligkisi vardir [16]. Ayrica genellegtirilmis Gama fonk-

siyonu agagidaki indirgeme bagintist ve yansima formiiliinii saglar:
Dy(a+1) = aly(a) + ply(a — 1),

Ip(—a) =p™Tp(a).

Burada dikkat edilmelidir ki genellestirilmis Macdonald ve Gama
fonksiyonlar1 arasindaki (2.11) iligkisi orijinal Gama fonksiyonunda

goriillmez.

Literatiir tarandiginda genellegtirilmis Gama fonksiyonunun ¢e-
sitli miihendislik ve fiziksel problemlerde oldukga etkili oldugu goriil-
mustiir [17-20].

Ayrica diizenleyici e@ carpanmin Riemann’mn Zeta fonksiyonu-
nun tanim kiimesinin genisletilmesinde de oldukg¢a kullanigh oldugu

saptanmigtir [20].

Gama ve Zeta fonsiyonlar: icin bu diizenleyici e* carpaninin
gecerliligi dikkate alinarak, basta Euler’in Beta fonksiyonu olmak iizere
diger ozel fonksiyonlarin tanim kiimelerinde de benzer gekilde geniglet-

me yapmanin faydali olabilecegi diigiiniilmiistiir.

11



Euler’in Beta fonksiyonu
B(z,y) = /11537_1(1 —t)¥"'dt, Re(x) >0, Re(y) >0
seklinde integral gé(:)sterimine sahiptir ve Gama fonksiyonu ile arasinda
B(r.y) = Bly.x) = L1 )

I'(z+y)
kapali bir iligki vardir [14,15].

Beta fonksiyonu i¢in de ayni gekilde genelleme diigiiniiliirse,
Gama fonksiyonu icin kullanilan e diizenleyicisinin Beta fonksiyonu
icin ¢ok onemli olan simetri 6zelligini bozacagi goriiliir. Bu simetrinin
korunmast igin ¢ ve 1 — t integrandi simetrik olmalidir. Bu yiizden
genellestirilmis Beta fonksiyonu, Beta fonksiyona e D carpani eklen-

mesiyle
1 —p
B,(z,y) = / t* 11 —t)Vtemndt, Re(z)>0,Re(y) >0 (2.12)
0
seklinde tanimlanmigtir [16].

Genellegtirilmis Beta fonksiyonu, Beta fonksiyonunun bircok 6zel-
ligini tasir. Hata ve Whittaker fonksiyonlari ile olan iligkilerini gergek-
ler. Acikca goriilebilir ki genellestirilmis Beta fonksiyonu p = 0 duru-

munda orijinal Beta fonksiyonuna déniigiir [16].
2.4 HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLAR

a, B ve 7y reel ya da kompleks sabitler olmak iizere
afr  ala+ 1B+

1+
v 1! v(y+1) 2!

(2.13)

12



olarak ifade edilen seri matematikte biiyiik bir éneme sahiptir. Bu

seri

o
1+:U+a:2—|—...:Zx"

geometrik serisinin bir genellestirmesi oldugundan hipergeometrik seri
adim alir. (2.13) ifadesinden goriilmektedir ki, v degeri sifir ya da
negatif bir tamsay1 olmamalidir. (2.13) hipergeometrik serisi |z| < 1
i¢in yakinsak, |x| > 1 igin ise wraksaktir. |z| = 1 i¢in eger v > a + 3
ise seri mutlak yakinsak olur. Ayrica x = —1 iken v > a+ 3 — 1 ise

seri yakimsaktir [13,14].

a reel ya da kompleks bir sayi1, n sifir ya da pozitif bir tamsayi

olmak iizere (), ifadesi

(a)p=ala+1)(a+2)...(a+n—1) (2.14)
(@o=1, a#0

olarak tamimlanir. Bu ifade Pochhammer semboli olarak bilinir ve
agagidaki ozelliklere sahiptir [13]:
[(a+n)
(W)n = ———
['(a)
(a)nJrl = a(a+1),

(2.15)

Pochhammer semboliiniin (2.14) gosterimi dikkate alinarak, (2.13)

hipergeometrik serisi

0 n a:
oFi(a, B,7; 2 Z ) —, (2.16)
n=0 " )

seklinde yazilabilir. (2.16) esitliginde goriilen F' fonksiyonunun her
iki yanindaki 2 ve 1 alt indisleri yapisinda biri a ve 8 digeri v olmak

13



lizere iki tip parametre bulundugunu ifade eder. (2.16) esitliginin

genellegtirilmis ifadesi

Z (1)nla2)p .. (O‘p)nx_

Folaj,as,...;00, 71,7, -,V T) =
oFil . i) =0 (YD)n(y2)n - - - (Vg)n 1!

seklindedir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden oF} gosterimi ye-

rine genellikle sadece F' kullanilir. Yani,

QFI(Q{;anY;x) - F(Oz,ﬁ,’)/,ﬂlf)

olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak tanim-
lanir. (2.15) esitliginden hipergeometrik fonksiyonun « ve § degigken-

lerine gore simetrik oldugu goriiliir.

Hipergeometrik fonksiyonun birinci mertebeden tiirevi

%F(a,ﬁ,v;x)zz(a)n(ﬁ)n - !

n—1 (7)71 (n - 1)
_ - (a)n+1(5)n+1$_”
a nz:% (7)714—1 n!
e ala+ DB+ 1), 2"
B nz:% Yy + 1)y n!
af o~ (@4 Dn(B+ 1),
el nz:% (v+1), n!
= %BF(a+ LB+ 1,7+ 1;2)
olup, benzer sekilde m. tiirevi
dm m m
e F(a, B,v;2) = %F(aer,ﬁererm;x) (2.17)

seklinde bulunur [13,14].
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Asgagidaki teorem integral ve toplam sembollerinin yer degistirmesi

ile ilgilidir.

Teorem 2.1 ) f, [a,b] tizerinde sinirly, reel degerli ve integrallenebilir

fonksiyonlarin bir serisi olsun. »_ f,, serisi diizgiin yakinsak ise

AX§FWQM§XKﬂWM)

Lemma 2.2 F(«, 3,7;x) fonksiyonu

olur [24].

ﬁ /1 71— )P (1 — at)dt (2.18)
y | T 0

seklinde bir integral gosterimine sahiptir [13,14].

Fla,f,v;x) = B

Ispat. Beta fonksiyonunun

1
B(z,y) = / "1 — )Yt
0
tanimindan ve Pochhammer semboliiniin ozelliklerinden

(B0 _ BB +n.7 - H)
(7)71 3(577_5)

= )P — ) 2.19
s 0 e
yazilabilir. Buradan (2.19) ifadesi (2.16) ifadesinde yerine yazilirsa
1 . (@)n ! ~1 —B-1
Fa,B,7:2) = ——— ) a:”/ P11 — ) A1y
A R AT S

olur. Seri diizgiin yakinsak oldugundan toplam ile integrasyon isle-
minin sirasi degistirilirse

1
B,y—=8

Pl i) = o ) /0 (t)5_1(1—t)”‘ﬁ_lz%(mﬁ)”dt
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elde edilir. Diger taraftan (1 — xt)™® ifadesinin binom agilimindan

dolay1

S e — (1 oty

n!
n=0

oldugu dikkate alinirsa istenilen sonug

1 1
Fla,g75a) = g [ €710 (1= o)
B(B,v = B) Jo
seklinde elde edilir. Hipergeometrik fonksiyonun bir integral gosteri-
mini veren bu formill |z| < 1 ve 0 < # < 7 i¢in gegerlidir. m
Tanim 2.3 Re(p) > 0, Re(vy) > Re(ﬁ) >0 ve | z |< 1 olmak iizere

- B,(B+n,v—8) ,
Z n!  B(B,v—-B) !

seklinde tanimlanan fonkswona Genellestirilmas hipergeometrik fonk-

a, 3;7; 2)

siyon denir [21].

Tanim 2.4 Hipergeometrik serilerin parametre sayisi artirilarak elde

edilen

Fi(oq, B, Bas s 2, ) ZZ (@) mrn(B)m(B2)n 2™ y"

(Y1) men m! n!

T — Oflm—i—nﬁl Banmn
ZZ( ) (B1)m(B2) vy

Fy(an, Br, Bas i, s, y) = (Wm(y2)n  minl

m=0 n=0
Fy(ay, g, B, Bosy152,y) = Z Z (al)m(O(Q)”(ﬂl)m(ﬁZ)nx_Tr:y_T
m=0 n=0 71)m+n m: n.

Fy(an, B ¥ (Ozl)ern(ﬁl)ernxmy”
4( L P11, 2;$,y) ZZ

| !

m=0 n=0 (71)771(72)71 me 1!

iki degigkenli hipergeometrik serilere Appell hipergeometrik fonksiyonu
denir [22]|. Burada Fi, Fy, F3 ve Fy sirasiyla birici, ikinci, tigiincii ve

dordiincii gesit Appell hipergeometrik fonksiyonlardir.
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3 KESIRLI TUREV ve INTEGRALLER

Keyfi mertebeden diferensiyel ve integral kavramlari, tamsay1
mertebeli tiirev ve integralin tam olmayan (keyfi) mertebelere genigle-
tilmis seklidir. Bu kavramlar 17. yiizyildan itibaren Liouville, Leibniz,
Euler, Abel, Caputo ve diger bir¢cok matematik¢i tarafindan ¢aligilmig-
tir. Son yillarda matematik, fizik, biyoloji ve miihendislik alanlarinda

oldukga genis uygulama alan1 bulmusgtur [25-28|.

Literatiirde kesirli tiirevin bir¢ok tanimi mevcuttur. Birden faz-
la taniminin olmasi, problemin tiiriine gére en uygun olaninin kullanil-
mas1 ve bdylece problemin en iyi ¢oziimiiniin elde edilmesini saglar.
Bu tanimlarin bazilar1 Griinwald-Letnikov, Wely, Riesz, Riemann-

Liouville (R-L) ve Caputo kesirli tiirevleridir [4-7].

Bu boliimde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integ-
ral tanimi, kesirli tiirev ve integralin ortak gosterimi, genellegtirilmis
Riemann-Liouville kesirli tiirevini ele alacagiz. Daha sonra klasik Ca-
puto kesirli tiirev tanimi inceleyerek, Riemann-Liouville kesirli tiirevi

arasindaki farklara deginecegiz.

3.1 RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI TUREV VE INTEGRALI

Kesirli integral taniminin ve buna bagh olarak da kesirli tiirev
taniminin ortaya c¢ikisina neden olan farkli yaklagimlar mevcuttur.

Bunlarin baglicalar: diferensiyel denklem yaklagimi, kompleks degisken
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yaklagimi ve tekrarli integral yaklagimidir. Bu boliimde, tekrarli integ-
ral yaklagiminin kesirli integral tanimini nasil ortaya ¢ikardig: ele ali-
nacak ve daha sonra Abel integrali yardimiyla Riemann-Liouville ke-
sitli tiirevi elde edilecektir. Once Abel integral denkleminin tanimini

verelim.

Tanim 3.1 0 < a < 1 olmak fizere,

1 T
f(z) = m/@ o(s)(x —t)*tdt, x>0
seklinde tanimlanan integral denklemine Abel integral denklemsi denir

[23].

Kesirli integralin ¢ikigina yardimci olan n kath

/ / / / f(on)dopdoy—1 ... doydo (3.1)

integralini ele alahm. (3.1) integralinde integrasyon sirasini ve buna

bagl olarak sinirlari

a<ol <z o <01 <X

a < o9 <01 03 < 09 <X

A< 0Op1<0p—9 O, <0p1 <X

a<0,<0p1 a<0,<%zT

seklinde degigtirilirse (3.1) n kath integrali

// /G o . doy = // /fan Yo ..
_ / F(ow) (/g/a (/U d01> dag...dan_1> dor, (3.2)
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seklinde yazilabilir. (3.2) ifadesinin sag tarafi terim terim

/ doy = (v — 09)

T - 2
/ (z — o)doy = %

: T B (:C . O_n)n—l
/Un (x — op_1)dop—1 = NCER

hesaplanirsa

// / andan...dalz(n_l

esitligi elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1)! esitligi kullanilirsa

/ / / F(on)do . .. doy = ﬁ / " o) @ — o) o,

yazilabilir. Bu esitligin sag tarafindaki n pozitif bir tamsayidir. Gama

)n—ldo_n

fonksiyonu tamsayilar disinda da ifade edilebildiginden, n degerinin
tamsay1 olmamasi durumunda esitliginin sag tarafi i¢cin asagidaki tanim

verilebilir.

Tanim 3.2 a > 0 ve f, [a, b] C R olmak tizere
I°f(z / ft)(z —t)* at (3.3)
fof( ) =

integrallerine a. mertebeden Riemann-Liouville kesirly integrali denir

[4,29].
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Teorem 3.3 Re(a) > 0 ve Re(\) > —1 olmak iizere f(z) = 2%

fonksiyonunun a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

e 60

seklindedir.

Ispat. (3.3) Riemann-Liouville kesirli integral tamm kullanilarak

istenilen esitlik

1 z
2z} = m/{) (z — ) "t {t = uz,dt = zdu}

1 /1 -1 —1, A A

=—— [ 27 (1 —uw)* w2z zdu
I(e) Jo

SAta

1

= 1 — ) Mt du
) 0

_ B(Oz, A+ 1>Z)\+a

I'(a)
. F(/\ + 1) Mo
“TOta+1)

seklinde elde edilir. m

Ornek 3.4 f(z) = z fonksiyonunun 3. mertebeden integralini alalim.

(3.4) esitliginde A = 1 ve v = § alimirsa
1+1 1
[2 {z} = —( + )zH?

I'(3)

4 3

e

Asgagidaki tanim kesirli tiirev kavraminin tanimi igin gerekli ola-

caktir.
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Tanim 3.5 Oy = [a,b], Qs = [e,d], f(z,y), Q1 X Qs kiimesinde

olciilebilir fonksiyon ve —oo < a < b < 00, —00 < ¢ < d < 00 olsun.

/abda:/Cdf(as,y)dy:/abdy/cdf(x,y)dx

esitligine Dirichlet formiili denir [23].

O zaman

Kesirli tiirev icin 0 < a < 1 olmak iizere,

f(t) = %&)/ o(s)(t —s)* tds, t>a (3.5)

Abel integral denklemini gz ontine alalim. (3.5) ifadesinin her iki
yani (x—t)~“ ile ¢arpilarak a degerinden z degiskenine kadar integrali

alinirsa;

/a (x — t)a/a (t — S)l—ads = I'( )/a @ — t)adt (3.6)

elde edilir. Burada Dirichlet formiilii kullanilarak sinir degigimi yapilirsa

/: Pls)ds /SI (x — t)ac(iz_ s)i—a ['(a) /: (xf_(ti)adt (3.7)

oldugu goriiliir. (3.7) ifadesindeki i¢ integralde ¢ = s 4+ 7(x — s)

degisken degistirmesi yapilirsa bu integral

/:« - t)a?f_ 5 _ /01 L1 = 1)y

= B(a,1 —«a)
- T(a)r(1—a)
- T(a+1-a) (3:8)

olarak hesaplanir. Elde edilen (3.8) esitligi (3.6) denkleminde kul-

lanilirsa
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I - a) / " 6(s)ds = T(a) / ’ (xf_(ti)adt

! 1 “f()
/a o) = s / ree D)

bulunur. (3.9) esitliginin x degigskenine gore tiirevini almak igin Leib-

niz formiili kullanilirsa

¢(x) = ﬁ% /m (xf_(tz)adt (3.10)

elde edilir. Elde edilen (3.10) ifadesine ae. mertebeden kesirli tirev ya

da Riemann-Liouuville kesirli tirevi denir.

Bu tiirev formiilii daha genel olarak asagidaki sekilde de ifade

edilir.

Tanim 3.6 f fonksiyonu her sonlu (a, z) arahginda siirekli ve integ-
rallenebilir olsun. m € Z*, m —1 < a < m olmak lizere z > a
icin reel bir f fonksiyonunun a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli

turevi

Dgf(g;)— a) dxm/ ft)(xz —t)" 1t (3.11)

seklindedir [4,29].
3.2 KESIRLI TUREV ve INTEGRALIN ORTAK GOSTERIMI

Bu boliimde ayr1 gosterime sahip tiirev ve integral operator-

leri aynmi gosterim altinda birlegtirilecektir. Bu birlestirme igleminin
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sebebi, 3.1. Boliimde ifade edilen kesirli mertebeden tiirev ve integral
tanimlarini tek bir operator ile gosterilmesinin yazimda ve hesapla-
mada kolaylik saglamasidir. Bu birlestirme iglemi tamsayilar i¢in ya-

pilacaktir. Oncelikle ileride kullanacagimiz asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.7 Eger f : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon ise

b—a b— b
nh—>r§o nakz:;f<a+/€ na):/af(x)dx

olur [24].

Simdi y = f(t) seklindeki siirekli bir fonksiyonu ele alalim.

Tiirev tanimina gore f(¢) fonksiyonunun birinci basamaktan tiirevi

o A f) = fE=h)
F0) =5 = lim h

seklindedir. Bu ifadenin ardigik olarak tiirevleri alinir
cf o f'(t) - fE—h)
i R

1 {f(t)—f(t—h) f(t—h)—f(t—%)}

(3.12)

()

= lim — —

h—0 h h h

iy T = 2f( = h) + f(E = 2R)
h—0 h2

ve (3.12), (3.13) esitlikleri kullanilirsa

& () = f(t—h)
=g h
L[ f(t) = 2f(t— h) + f(t — 2h)
_flfi%ﬁ{ 02

_ft=n —2f(t—2h)+f(t—3h)}
h2
iy £ 0 = 3f(E = D) +3f(¢ = 2) — f(t = 3h)
h—0 h3

(3.13)

(1)

(3.14)
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elde edilir. Tiimevarimla n pozitif tamsay1 olmak iizere n. mertebeden

turev
n

F(e) = ZZ{ = lim L Z(—l)f“<n)f(t —rh) (3.15)

r
r=

seklinde oldugu gosterilebilir. Burada,

<n> _n(n-1)(n-2)...(n—r+1) 3.16)

r r

ifadesi binom sabitleri i¢in genel gosterimdir. p herhangi bir tamsayiy1
olmak tizere (3.12)-(3.15) esitliklerindeki kesirlerin genel ifadesini
Wy 1 - _qy (P _
0= 35 0 (1) e (3.17
seklinde yazalim. (3.16) ifadesinde (Z ) teriminden sonraki biitiin ter-

imler sifir olacagindan p < n igin

fim 17 (¢) — £ (1) = L2

h—0 o
olur. Simdi p degiskeninin negatif degerlerini ele alalim. Yazma kolay-

l1g1 icin

rl

F]:p@—n@—zynm—r+n

gosterimi kullanilirsa

<—p>::'#K—P—'U-~(—p—”“+1):<1y[p] (5.18)

r 7! r

seklinde yazilabilir. (3.17) egitliginde p yerine —p alarak (3.18) esitligi
bu ifadede yerine konulursa;

WW-%ZHWWFPWW

r=0

:hpzn: H F(t —rh)

r=0



elde edilir. Burada p pozitif bir tam sayidir.

Eger n sonlu bir deger alinirsa, f}(L_p ) (), h — 0 igin sifir degerine
yakinsar. Sifirdan farkli bir limit degerine ulagmak icin h — 0 iken
n — oo kabul etmemiz gerekir. Boylece, a herhangi bir reel sabit
olmak tizere h = t_T“ alinabilir ve fls_p ) (t) degerinin sonlu ya da sonsuz

olan limit degeri diisiiniilebilir. Bunu

. (=p) 1\ _ (—p)
;%ll__?l fr () = oDy T f(1)

ile gosterecegiz. p = 1 i¢in

K0 =nY" H f(t —rh)
r=0 r

olur. t — nh = a oldugu goz oniine alinip, f(¢) fonksiyonunun siirekli

oldugu kabul edilirse, Teorem 3.7 kullanilarak

= [ f(r)dr (3.19)

a

elde edilir. Simdi p = 2 alalim. Bu durumda

[2] _ 23247 —1)

=r+1

r T!

olup

n

P20 =nS (e + 1)hf(t —rh)

r=0
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elde ederiz. t + h =y alinwrsa, {f(t —rh) = f(y — (r + 1)h) olur}

n+1
£2) =R rhfy —rh)
r=1
ve h — 0 i¢in

im £ () = D7 f ()

= /Ot—a 2f(t — 2)dz
= [=nseyir

elde edilir, ¢linkii h — 0 iken y — ¢ olur.

p = 3 durumu aD,f‘p ) icin genel ifadeyi gosterecektir.

3] 34..B+r-1 1
[ ] m _1.2(7“4-1)(7“—!—2)

oldugundan

P = % > (r+1)(r +2)R2f(t —rh)
T or=0

bulunur. Ayni sekilde ¢ + A = y alinirsa,
h n+1

(=3 1 2 B
fa () = 12;0”)(% DR f(y = rh)
bulunur. Bu
n+1 9 n+l

A0 = LS fly )+ S e fly — )

r=1 r=1
seklinde yazilabilir. Boylece, h — 0 igin y — ¢ ve

) n+1

t
fim 15 S (1) f(y = ) = lim [ (¢ = 7)) =0
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oldugundan

nh=t—a
1 t—a
=5 i 2f(t—2)dz
1 t
=5 (t — T)2f(T)dT (3.21)

elde edilir. (3.19)-(3.21) esitliklerindeki iligkiden genel gosterim

h—0
nh=t—a r=0 LT

DI F#) = lim hpi [p ] F(t—rh)

_ (p_ll)! / (=P (3.22)

seklinde elde edilir.

Simdi (3.22) esitliginin p-kath bir integral ifadesi oldugunu gostere-

lim. (3.22) ifadesinin her iki tarafinin tiirevini alinirsa

{0} = o[- s

= DY r() (3.23)

bulunur ve (3.23) ifadesinin a degerinden ¢ degiskenine integralinin

alinmasiyla
t
DI f(1) = / ( DY f(t)) dt (3.24)
D50 = [ (WD) (3.25)

elde edilir. (3.24) ve (3.25) ifadeleri birlestirilirse
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bulunur. Boylece tiirev operatorii ile integral operatorii tek bir gos-
terim altinda birlestirilmis olur ve en genel halde
DPf(t) = lim hPY (=1) <p> F(t —rh) (3.26)

h—0 r
nh=t—a r=0

biciminde gosterilebilir. Burada m pozitif bir tamsay1 olmak iizere
p = m oldugunda m. mertebeden tiirev elde edilir. p = —m oldugunda

ise m kath integral elde edilir.

p degerinin tamsay1 olmamasi durumunda da tiirev ve integral
operatoriine iligkin ortak gosterimin gegerli oldugu [30] yayiminda gos-
terilmigtir. Yani (3.3) ile ifade edilen Riemann-Liouville kesirli integ-

rali @ > 0 ve f € [a,b] C R olmak iizere

f0) = D) = s [ 10— o)

ve Riemann Liouville kesirli tirevi de m — 1 < a < m olmak tlizere

Dgf(z)— p— dzm/ f)(z —t)y" " tat (3.28)

seklinde ifade edilebilir.
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3.3 GENELLESTIRILMIS RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI
TUREVI

Kesirli tiirev ve integralin (3.27) ve (3.28) esitliklerindeki ortak
gosteriminden yararlanilarak Re(a) < 0 olmak iizere . mertebeden

klasik Riemann-Liouville kesirli tiirevi

D) = s (-0 )

seklinde tanimlanmgtir [1]. Burada integral yolu, kompleks ¢-diizlemin-

de 0 degerinden z degiskenine bir ¢izgi boyuncadir.

m—1< Re(a) <m (m=1,2,3,...) durumunda ise

DO f(z) = L

R

~ G\ T J, O o

olarak tanmimlanir. Re(a)) < 0, Re(p) > 0 olmak tizere (3.29) esitligine

DI f(2)

yeni bir parametre eklenerek Riemann-Liouville kesirli tiirevinin genel-

legtirilmisi
1 i o (LZQ)
DSPf(z) = / z— 1) f(t)e\TE0) gt 3.30
)= e [ =07 (3.30)
vem—1< Re(a) <m (m=1,2,3,...) igin
dm
DP _ po—m
f() = D)

seklinde tanimlanmgtir [1]. Burada integral yolu, kompleks ¢-diizlemin-
de 0 degerinden z degiskenine bir ¢izgi boyuncadir. p = 0 durumunda

klasik Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii elde edilir.
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Teorem 3.8 Re(\) > —1, Re(u) < 0 ve Re(p) > 0 olmak tizere
Bp()\ + 17 _:u) Z)\—
P(=p)

DL ('} = .

esitligi saglanir.

Ispat. (3.30) genellegtirilmis Riemann-Liouville kesirli tiirev ve genel-

legtirilmis Beta fonksiyonu tanimlar: kullanilirsa,

1 z —pz?
D) = s [ Pl
1 /1( ))\ *Mfl(l )*Hfl ( szQ )) d
= uz)'z —u e\w==uz) ) 2y
L(—p) Jo
Z/\_'u /1 A —p
= w) (1 —u _“_1e(u(1—U>)du
D Jy Y
_ Bp()\ + ]-7 _:u) Z)\—,u

I(—p)
istenilen esitlik elde edilir. =

3.4 CAPUTO KESIRLI TUREVI

Riemann-Liouville (3.11) kesirli tiirev tanimi, kesirli tiirev ve
integral teorisinin gelismesinde ve bunlarin matematikteki uygula-

malarinda 6nemli bir rol oynar.

Uygulama problemleri, baglangi¢ kosullari fiziksel olarak yorum-
lanabilir kesirli tiirev tanimlar1 gerektirir. Bu acidan bakildiginda,
Riemann-Liouville yaklagiminin problemlerin yorumlanmasinda yeter-
siz kaldig1 ortaya konmugtur [30]. Ciinkii Riemann- Liouville yak-

lasimi1 £ = a noktasinda, Riemann- Liouville kesirli tiirevinin limit
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degerleri biciminde tanimlanan baslangic kosullarina sahiptir. Ornegin;

b, bo, ..., by, keyfi sabitler olmak tizere

: a—1
%1_{% Dy f(z) =0
lim DY 2f(2) =b

t—a

lim D™ f(2)

t—a bm
bi¢iminde tanimlanan baglangic kosullart meydana gelir. Bu tipteki
baglangi¢ kosullarina sahip baglangic-deger problemleri matematiksel
olarak bagarili bir sekilde ¢oziilmesine ragmen, bunlarin sonuclar: kul-
lanigh degildir. Ciinkii bu tipteki baslangic kosullarinin bilinen fiziksel

yorumu yoktur.

Kesirli diferensiyel tekniginde basglangic kosullarimi fiziksel yo-
rumlara en uygun sekilde veren M. Caputo olmugtur. Caputo’nun
tanimi; m pozitif tamsay1 olmak {izere m — 1 < a < m i¢in

) / (2t plm gy (3.31)

oD7 f(2) = T(m—a)

seklindedir [29,30].

f(2) fonksiyonunun normal kogullar altinda, @« — m igin Ca-
puto tiirevi, f(z) fonksiyonunun m. basamaktan klasik tiirevine egit-

tir.

Varsayalim ki,
0 <m-—1< a < mve f(z) fonksiyonu her T'" > a igin [a,T]

araliginda (m + 1) kez siirekli ve sinirli tiireve sahip olsun. O halde
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IOy O e G
u +l Tm—a+ 1) do

elde edilir.

Riemann-Liouville ve Caputo tanimlar1 arasindaki onemli bir
fark da sabitin tiirevidir. Sabit bir saymnin Caputo tiirevi sifirdir.
Ancak sonlu bir alt sinir degeri i¢in Riemann-Liouville kesirli tiirevi
sifir degildir. Bir problemin fiziksel olarak yorumunun yapilabilmesi

icin sabitin kesirli tiirevinin sifira egit olmasi gerekir.

Eger (3.31) esitliginde a = p ve f(z) = 2* almirsa

1 : PR 1 d” A
ﬁﬁiﬁlé( oy Yt
_kaﬁoé( DA = 1) (A m+ 1)t

DY {zA} =

1 rA+1) o, [ _ )L A gy,
ST )TO—m+1) A“ ) d
A+ 1)B(m —pu,A—m+1)
C(m—pw)I'(A—m+1)
(A +1)
TTO—prl)

A—p

z (3.32)
elde edilir. Burada m pozitif tamsayl, m—1<pu<m ve Re(\) > —1
olur.

Ornek 3.9 f(z) = z fonksiyonunun m = 1 olmak iizere 1. mertebe-
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den Caputo tiirevini alalim. (3.31) esitliginden

1 1 z 1 d
D {z} = — — ) —{t}at
(= o ) -0
1 : 1

= —1/ (z—t) 2dt {t=wuz, dt=zdu}
I'(3) Jo
z% /1 1

= (1 —u) 2du
L'(3) Jo

L B(%a 1) 1

= 232

S
NO|—
N= N

I
N

(3.33)

3

elde edilir. Simdi elde edilen fonksiyonun tekrar % mertebeden Ca-

puto tiirevini alirsak

2 1

o=

z

- =1 (3.34)

elde ederiz. Buradan da goriildiigii gibi f(z) = z fonksiyonunun iki
defa % mertebeden Caputo kesirli tiirevi, bu fonksiyonun birinci mer-

tebeden klasik tiirevini verir.
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4 GENELLESTIRILMIS CAPUTO KESIRLI TUREVI

m pozitif bir tamsay1 ve m — 1 < Re(u) < m olmak tizere f(x)

fonksiyonunun . mertebeden klasik Caputo kesirli tiirevi
DEf(E) = ps [ ()

INGOET dtm
seklinde tanimlanmgtir [29,30]. (4.1) klasik Caputo tiirev tanimina
yeni bir parametre ekleyerek Genellestirilmis Caputo kesirli tirevi
Re(p) > 0 i¢in

DEPf(2) = s (ml_ m /0 Z(z — t)m—ﬂ—le(t?fz;)%dt (4.2)
seklinde tanimlanabilir. Buradam—1 < Re(u) <m (m =1,2,3,...)
ve integral yolu kompleks t-diizleminde O degerinden z degiskenine
bir ¢izgi boyuncadir. Burada p = 0 durumunda klasik Caputo kesirli

tiirev operatoriinii elde ederiz.

Teorem 4.1 m pozitif bir tamsay1, m — 1 < Re(u) < m, Re(p) > 0

ve Re(A) > m — 1 olmak tizere

F'A+1)By(m—puAX—m+1)
wp f AL P ’ A=p 4
per i F()\—,u—i—l)B(m—,u,)\—m—l—l)z (4:3)

esitligi saglanir.

Ispat. f(z) = 2 fonksiyonuna (4.2) genellestirilmis Caputo kesirli

tiirev tanimi uygulanirsa

1 2 o (ﬁ)dmﬁ
pp AL el ) 2
DHP {2} F(m—ﬂ)/o (z —1t) e T dt
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1 F(A+1) : 1 A (2
:FW—MFQ—m+ﬂA@_ﬂ el )y
M I'(A+1)
CT(m—p)TA—m+
A+ DB(m—pA=m+1) ,

Cim—pw)I'A—m+1)

F'(A+1)By(m —p,A—m+1)

:F(A—,qul)B(m—,u,)\—erl)Z

1 —D
/ (1— u)m_“_luA_me(uU*u))du
1) Jo

An (4.4)
istenilen esitlik elde edilir. =

(4.4) esitliginde p = 0 alinirsa genellestirilmig Beta fonksiyonunun
By(z,y) = B(z,y) ozelliginden dolay1 (3.32) esitliginin aynisi

I'(A+1) pe

SO G A 5 ) S

elde edilir.

Ornek 4.2 f(2) = z fonksiyonunun m = 1 olmak iizere 3. mertebe-

den genellegtirilmiy Caputo tiirevini alalim. (4.3) egitliginde m = 1,

= % ve A = 1 alirsak

% (4.5)

bulunur. Bu sonug klasik Caputo tiirevi ile elde edilen (3.33) esitliginin

aynisidir.
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(4.5) egitliginin de % mertebeden genellestirilmis Caputo tiirevini

alalim. (4.3) esitligini tekrar kullanirsak

;p{in(%vl)Z;}_ 2 B (% 1) g,p{zé}
© VT B(3,1) \/_B(%,l) )
_ 2 B3 DT(E)By(3:5)
\/_B(%,l) L(1)B(3:3)
_ B(L DB}
B(3,1)

elde ederiz.

p = 0 durumunda klasik Caputo tiirevi ile elde edilen (3.34)

egitliginin aynisini elde ederiz.

41 KLASIK ve GENELLESTIRILMIS CAPUTO TUREVININ
BAZI FONKSIYONLARA UYGULANMASI

Bu béliimde bazi hipergeometrik fonksiyonlara klasik ve genelles-
tirilmig Caputo tiirevleri ayr1 ayri uygulanmigtir. Genellegtirilmis Ca-
puto tiireviyle elde edilen sonuclarin p = 0 6zel durumunda, klasik

Caputo tiirevi ile elde edilen sonuclarin aynisini verdigi gosterilmistir.

Teorem 4.3 Eger f(z) fonksiyonu | z |< p diskinde analitik ise

(0.9]

f(2)=) a2", |z|<p

n=0

seklinde bir kuvvet serisine agilabilir. O halde Re(p) > 0, m pozitif
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tamsay1, m — 1 < Re(u) < m olmak iizere

Déup {z/\*lf(z)} _ Z aan’p {Z)\Jrnfl}
n=0

_ DA S WaBy(m — p A+ n = m)a,2"
T =) = A= pwuB(m —p,A+n—m)

yazilabilir. Burada Re(\) > Re(u) > 0 ve Re(\) > m — n dir.

ispat.

DE» { ZA_lf(z)} = DIP {z)‘l ianz"}

n=0
00
— Z a, DIP {Z/\+n_1}
n=0

oo

I'(A+n)By(m —pu,A\+n—m) JpS—
"TA+n—p)B(m — p, A\ +n—m)
C(A)(AN)nBp(m — pi, A +n —m) JpS—
T = )X = ) B(m — pp, A +n —m)

(]

a
0

S
|

a

WE

n

oy

(/\) Z)\—M—l - a ()‘)an(m — K A+n— m) pu
INOT) Z "\ = p)uB(m — p, A+ n—m)

n=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. =

Teorem 4.4 Re(a) > 0, Re(\) > Re(p) > 0, m bir pozitif tamsay1
ve m — 1 < Re(A — p) < m olmak iizere

DY {1 —2)) = %z“_lF((x, A; 45 2) (4.6)

egitligi saglanir.
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Ispat. (4.6) esitliginin sol tarafindaki (1 — z)~® ifadesinin seri acilimi

kullanilir ve (4.1) klasik Caputo kesirli tiirev operatorii uygulanirsa

D;\_“ {zA_l(l — z)_a} = Di_“ {z”\l Z(Q)HZ—?}

n=0
B
n=0
N (@aTA+R)
_nz:; n! F(,u+n)z
I )\) p—1 - (Oé)n ()\)nzn
- T(w) z:; n! (1)
CO) ot
XM

istenilen esitlik elde edilir. =

Teorem 4.5 Re(p) > 0, m pozitif tamsay1, m —1 < Re(A—pu) <m

ve Re(a) > 0 olmak tizere

DQW{ - } D)~ ﬂ’p{zﬂi(a)n;—rg} (4.7)

I'(\) 1i(A LA —mAn,m—A+p), 2"
,u “ (1) BAA=m+n,m— X+ p)
[Re(\) > e(,u) >0, Re(\) >m —n)j

biciminde elde edilir.
Ispat. (4.7) esitliginin sol tarafindaki (1 — z)~® ifadesinin seri acilimi

kullanilir ve (4.2) genellegtirilmis Caputo kesirli tiirev operatorii uygu-

lanirsa
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DY HPLA(1 = 2) 0} = D { im)nf}

_ - (@) A—p, An—1
_Z |Dz up{z+ }

S

_i(oz)nF()\+n)Bp()\—m+n,m—>\+u)zu+n_1

_n:O n! T'(p+n) BA—m+n,m— A+ u)

_P(A)Z,HOo (Nn By(X—m+n,m — X+ p) (a),2"
F(p)” = (W BA—m+nm—A+p) nl

elde edilir. =

(4.7) esitliginde p = 0 almrsa, genellegtirilmis Beta fonksi-
yonunun By(z,y) = B(z,y) ozelligi kullanilarak gerekli sadelegtirme-
ler yapildiktan sonra klasik Caputo tiirevi ile elde edilen (4.6) esitliginin

aynisi bulunur.

Teorem 4.6 Re(a) > 0, Re(f) > 0, Re(\) > Re(u) > 0, m pozitif

bir tamsay1 ve m — 1 < Re(\ — p) < m olmak {izere

Dﬁ_“{z)‘_l (1—az) " *(1-bz) _5}:—“?2;;_

esitligi yazilabilir. Burada F} birinci gesit Appell hipergeometrik

FI(Aa Q, Ba s az, bZ) (48)

fonksiyondur.
Ispat. (4.8) esitliginin sol tarafindaki (1 — az)™® ve (1 — bz)~”

ifadelerinin seri agilimi kullamilir ve (4.1) klasik Caputo kesirli tiirev

operatorii uygulanirsa
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B 0o 00 . B i i
:Di\ M{ZZ(?' (k?k bl Atk 1}
Q

— i n'n%anka?—u {Z/\+n+k;—1}

_ (@)n (B)k py ke DA+ 1+ k) Snthtp—1
=2 k!abkf(n+k+ﬂ) k

!
_ ol - ) (5 k a" kF(A)()‘)TH-kszrk
IR S () (1)

(A)

_ T )\) = n+k (az)™ (bz)*
(0" ; (W O

L -l o az,bz

F(,LL)Z Fi(\ «, 85 p;az,b2)

elde edilir. Burada Re(a) > 0, Re(u) > 0 dir. m

Teorem 4.7 Re(p) > 0, m pozitif tamsay1, m — 1 < Re(A — p) <m
Re(a) > 0 ve Re(f) > 0 olmak tizere

D?_“’p {z)‘_l(l —az)" (1 - bz)_ﬁ} = l;)z“_l (4.9)
At A—m+n+km—A\+ az)" (bz)*
: Z >\ m) Z+k A BA—m,m— X+ pu) . (a)n(ﬁ)k( n') (k')

esitligi saglanir. Burada Re(\) > Re(u) > 0 ve Re(A) > m olur.

Ispat. (4.9) esitliginin sol tarafindaki (1 — az)~® ve (1 — bz)™#

ifadelerinin seri agilimi kullanilir ve (4.2) genellegtirilmis Caputo ke-
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sirli tiirev operatorii uygulanirsa

n!

DA_“’p{z’\_l(l —az)" (1 - bz)_ﬁ}
@) (D iy rens }

n! k!

W (B)k A—pp [ An+k—1 _(a)n@
k—abDZ“p{z++ } A—

n! k!

o0

F'A=m+n+E)(m—A+u)
Nk A(az)"(b2)F By(A—=m +n+k,m — A+ p)

Z

n,k=

n,k=0

i AanbkF()\+n+k)B A=m+n+km—A+p) U
n,k=0

)

L)

(A —m)nik BA—m,m — X+ pu)

bulunur. Elde edilen son egitlikte p = 0 alinip,

(/\ - m)n—i—k =

'(A—m+n+k)
(A —m)

esitligi kullanilir ve By(x,y) = B(z,y) oldugundan Beta fonksiyonu

Gama fonksiyonu cinsinden yazilarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa

D} rOLAT (1 —

az) (1 - bzrﬂ}
_ T n+k (a2)" (b2)"
F(u) n;() n+k () n! k!
AGY uol o az,bz
F(M)Z Fi(\ a, B; 5 az,b2) (4.10)

elde edilir. Boylece klasik Caputo tiirevi ile elde edilen (4.8) esitligi

elde edilmig olur. =

Teorem 4.8 m pozitif bir tamsayl, m — 1 < Re(u) < m olmak

tizere F'(a, b; ¢; z) hipergeometrik fonksiyonunun g. mertebeden klasik
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Caputo kesirli tiirevi C' = % olmak {izere

m

oo

D {F(a, b )} = Oy

n=0

(a4 m),(b+m), 2"

(c+m),I'(n+m—p+1) (4.11)

seklindedir.

Ispat. F(a,b;c; 2) hipergeometrik fonksiyonuna (4.1) klasik Caputo

tiirev operatorii uygulanirsa

DE{F(a,b;¢;2)} = DY {Z (GEZ)(:)H%T}

n=0

B
(@)n(b)n T(n+1)
(c)pn! T(n—p+1)
(a’)n+m(b)n+m F(n +m + 1) Zn—i—m—u
(i + M) T+ 10—+ )

NE

i
o

Mg'ng

2R

n=—m

mep ~ (a+m),(b+m), 2"
=02 Z (c+m), F'n+m—p+1)

n=0

elde edilir. =

Burada m = p alimirsa F'(a, b; ¢; z) hipergeometrik fonksiyonunun

(2.17) esitligi ile verilen klasik tiirevi elde edilir.

Teorem 4.9 Re(p) > 0, m pozitif bir tamsay1, m — 1 < Re(u) < m
olmak tizere F'(a, b; ¢; z) hipergeometrik fonksiyonunun p. mertebeden

genellestirilmig Caputo kesirli tiirevi
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seklindedir.

Ispat. F(a,b;c;z) hipergeometrik fonksiyonuna genellestirilmis Ca-

puto tiirev operatorii uygulanirsa

DIP{F(a,b; ¢; 2)} = D {Z Mﬁ}

|
~ () nl

e
(@)n(b)n T(n+1)By(m —p,n—m+1)
(c)pn! T'(n —p+1)B(m —p,n—m+1)

NE

i
o

n—u

(@ntm(B)nsm  T(n+m+1)By(m —p,n+1) ntm—p
(ntm(n+m)T(n+m—p+1)B(m — p,n+1)

Mg'img

3
|

—m

— (O H i (a+m)u(b+m), Bp(m —u,n+1) 2"
N (c+m)y, I'n+m—p+1)B(m—pu,n+1)

bulunur. Burada p = 0 alinirsa (4.11) esitligindeki F'(a, b; ¢; z) hiper-
geometrik fonksiyonunun klasik Caputo tiirevi ve p = 0, m = pu

alinirsa (2.17) esitligi ile verilen klasik tiirevi elde edilir. m

Teorem 4.10 m bir pozitif tamsayl, m — 1 < Re(A — u) < m,
Re(A) > Re(u) > 0, Re(a) > 0, Re(y) > Re(B) ve |z |+ |z |< 1

olmak tizere
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A—p Z)\—l — )@ :w

= (A B,(B+n,y—5) " 2k
X%;Amk BB —p) g (1)

P

olur.

Ispat. (4.12) egitliginde F), genellegtirilmis hipergeometrik fonksi-
yonunun ve (1 — z)~* ifadesinin seri agilimi kullanilip, gerekli diizen-

lemeler yapilarak klasik Caputo kesirli tiirev operatorii uygulanirsa

D) H { 21— 2) " Fy(a, B; 1?—2)}

iy e @ BB =) ()"
2271 = 2) Zn! B(B,~v—p) (1—z>}

n=

)\100 5_‘_”77 5) o a—n
{ 2_() B(8,v - B) n'(l o }

n=0

— DM #

z

N Bo(B 40,y = B) 2" (@)ula+ )i s -
:nz:%; B(B,y—B) nl K S G

_ N BBy = B)at (@uk PCO4E) iy
> By -3 n K Tueh’

0

) Ni Bp(B+n,v— ) " ZF
i kz e By~ )
e(\) > Re(u) > 0, Re(z) > Re(8), |z |+|z]<1)

n,k=
rn
L(p)
(R

elde edilir. =

p = 0 durumunda Beta fonksiyonunun Gama fonksiyonu cinsin-

den ifadesi ve Pochhammer semboliiniin (2.15) 6zelligi kullanilarak
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gerekli iglemler yapildiginda

z%%%15MAﬁMﬁmﬂ) (4.13)

esitligi bulunur. Buradaki Fy(a, A, B; i, 7v; ¢, z) ikinci gesit Appell

hipergeometrik fonksiyondur.

Teorem 4.11 Re(p) > 0, m pozitif tamsayr, m—1 < Re(A—pu) < m
Re(a) > 0, Re(y) > Re(B) ve | x| + | z |< 1 olmak iizere

D?‘“’p{zA_l(l — 2) “Fy(o, B %7 )} = @z”_l (4.14)

['(p)

Z N Bp(B+n,v—B) By(A—m+k,m— >\—|—u)() a" 2k
= Wi BBy =B BA—mtkm—XAtpu) " alkl

esitligi saglanir. Burada Re(\) > Re(u) > 0 ve Re(\) > m — k olur.

Ispat. (4.14) egitliginde F), genellestirilmis hipergeometrik fonksi-
yonunun ve (1 — 2z)~¢ ifadesinin seri agilimi yerine yazihip gerekli

diizenlemeler yapilarak genellestirilmis Caputo kesirli tiirev operatorii

)

 DA—U,p . aoo Q)n 6—'_”77 5) o n
_Dzﬂ{ M1 = 2) Zn. B~ ) (1z)}

n=0

— D hp ), o By(B+mn,y—B)a" _ )—a-n
e {003 BRI o)

uygulanirsa

Di‘_“’p {z)‘_l(l — 2) “F(o, B ’y;
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oo

- Bpﬁ_l_na 5 a+mn — P +k—1
:z::ozz: 6776) )n'()(k! pies {241}
L = pﬁ+n77 ﬁ) ()n+kz
_;0[ BB,y —B) n! K
F(A By(A—m+k,m— X+ p) u+k—1]

* T(m )(A Mt km— A+ p)
(A) (A Byp(B + 1,7 — B)
T T’ n%[m)k B(B,7 - B)
B,(A—m+k,m—X\+p) T zk]

8 B(/\—m+k,m—>\+u)( Wtk

3

S

’1

'1

elde edilir. =

p = 0 durumunda gerekli iglemler yapildiginda

[Nzt
()

seklinde (4.13) esitliginin aynisi elde edilmis olur. Burada Fy ikinci

DY LA (=) " Fo(ew, B3 13: ) }= Fylo, A, B 11,733, 2)
—Z

cesit Appell hipergeometrik fonksiyondur.

Teorem 4.12 Re(p) > 0, m pozitif bir tamsay1 ve m—1< Re(u) <m
olmak iizere f(z) = e* fonksiyonunun genellegtirilmis Caputo kesirli

tirevi N
2"
DIP{e*} = Z —By(m = p,n+1)
n:O
ifadesine egittir.

Ispat. f(z) = €* fonksiyonuna genellegtirilmis Caputo kesirli tiirev

operatorii uygulanirsa

1 o —pz2 ) et
D) = s / (=~ tyrrteln) T

46



n=0
m—u X _n pl
— < Z_/ (1 _u)m H lune(U(PU))du
Tom— ) 21 .
ST o0 n
= —B — 1
F(m . ’u) — n| p(m M7n+ )
elde edilir. m
p = 0 i¢in,

N FC(n+1) N
D,u,() 2 ~ m—
S nz:;nll“(m+n—u+1)z

klasik Caputo tiirevi elde edilir. p = 0 ve m = p durumunda ise

f(z) = e* fonksiyonunun

klasik tiirevi elde edilmis olur.
4.2 MELLIN DONUSUMU

Bu boliimde genellegtirilmis Caputo tiirevlerini elde ettigimiz
iki fonksiyon simnifinin Mellin déniisiimlerini hesaplayacagiz. Oncelikle

Mellin doniigiimiiniin tanimini verelim.

Tanim 4.13 (0,00) araliginda tanimh reel degerli bir f(z) fonksi-

yonu verilsin.

M[f(zx):s]=F(s) = /OOO o f(w)da (4.15)
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ifadesine f(z) in Mellin doniigtimii denir ve 9 [f(x) : 5] ile gosterilir

[29].

Ornek 4.14 n > 0 olmak iizere f(z) = e ™ fonksiyonunun Mellin

doniigiimiint bulalim. (4.15) esitliginden

M [f(z):s]=M[e "™ : 5]

o0
= / e dy
0

yazilabilir. Buradan nz = ¢ almirsa (z = £, do =

00 s—1 _4
M [6_”5” : s} = / (%) %dt
0

1 o0
=— [ ¢ leldt

dt
)

elde edilir.

Teorem 4.15 (4.3) esitliginin Mellin déniigimii m pozitif tamsayi,
m — 1 < Re(a) < m, ve Re(\) > m — 1 olmak iizere

TA+1I(s)B(m —a+s,A\—m~+s+ 1)z
F(A—m+1)L(m — «)

m [Dg"p {z/\} , 5] =

seklindedir. Burada Re(p) > 0 ve Re(s) > 0 olur.

Ispat. (4.15) Mellin doniigiimii tanimn kullanilarak
m [Dg’p {*}: s] :/ p* D {2} dp
0

1 00 . z o (Lzz) dmt)\
- - S —t m—« t(z—t) _dtd
['(m — «) /0 P /0 (z=1) c atm P
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I'(A ! e (725)
_ S— m « t m t(z—t) dtd
T —m+ 1 — Q) / / c b

/\ Q@ ,
(>‘+ / S— 1‘/ m a—lu)\—m€<m)dudp

F'A=—m+ 1)l
elde edilir. Burada

1 —-p
/ (1— u)m_o‘_luA_me(uﬂ—“))du
0

ve
/ ps_le(u(%fu))dp
0

integralleri diizglin yakinsak oldugundan integrasyon sirasi yer degisti-
rilerek
L+ 1)
LA —m+ 1)F( — )
1 00 .
X / (1-— u)m_o‘_lu’\_m/ ps_le(uﬂ—u))dpdu
0 0

bulunabilir. Bu integralde r = ( m degisken degistirmesi yapilirsa

M D7 {2} : 5] =

C(A+1) A«
'A—m+1)I'(m — «a)

1 0
X / (1 —u)m_o‘_lu’\_m/ u®(1 —u)’r* e "drdu
0 0

 T(A+1) e
T =m+1DI(m —a)

1 00
% / (1 . u)m—a—i—s—lu)\—m—l—s / Ts_le_TdeU
0 0

B D(A+1) 2@

= T T )B(m—a+s,>\—m+s+1)r($)
= LA+ DI(s) —a+s,A—m+s 2
= T D= )B(m + 5, A + 5+ 1)2

elde edilir. =

M [D27{z"} 2 5] =
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Teorem 4.16 m pozitif bir tamsay1, m—1 < Re(a) < m, Re(s) > 0,
Re(p) > 0 ve | z |< 1 olmak iizere

zm[Dg’p {(1—3)_“}:5]:F(S) Zm—a Z Bm—a+s,n+s+1)

T(n+1) (@)

esitligi saglanir.

Ispat. (1 — 2)~* ifadesinin seri agilmi kullanilir ve 4.15. Teoremde

A = n alinirsa

m[pg»p{u e s] =M [Dj’p {Z (Z)'”z”} : s]

n=0

[(s) 27 iB(m—a—ks,n—m—l—s—i—l)

" T(m—a) & T(n—m+ 1) (@)n"
_ [(s) 2@ iB(m—cx+s,n+s+1)(&) o
['(m — o) < I'(n+1) "

ifadesi elde edilir. =
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