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uzaylari ve genellestirilmis Campanato uzaylar: tanitilarak temel 6zellikleri verilmis-
tir.
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terilmistir. Ayrica genellestirilmis Campanato uzaylarinda modifiye genellestirilmis

kesirli integral operatorlerinin sinirliligi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Genellestirilmig kesirli integral operatorleri,
Genellestirilmig Morrey uzaylari,
Riesz potansiyeli, L, uzaylar,

Morrey uzaylari, Campanato uzaylari:,

Tez Yoneticileri . Prof. Dr. Vagif S. GULIYEV

Sayfa Adedi : 67

11



ABSTRACT

The Boundedness of Generalized Fractional Integral Operators on

Some Function Spaces

Master of Science Thesis
ILKAY BILGIN

Ahi Evran University
Institute of Science

March 2018

This thesis is consists of four chapters. The first chapter is devoted to the
introduction.

In the second chapter, some basic definitions and theorems related to this
study are given.

In the third chapter, Lebesgue spaces, Morrey spaces, generalized Morrey
spaces and generalized Campanato spaces are introduced and their fundamental
properties are given.

In the fourth chapter, fundamental properties of Riesz potential and general-
ized fractional integral operators are given and the boundedness of these operators in
L, Lebesgue spaces are investigated. The criteria for the boundedness of generalized
fractional integral operators on Morrey spaces and generalized Morrey spaces is also
given. Moreover, we also investigated the boundedness of the modified generalized

fractional integral operators in generalized Campanato spaces.

Keywords . Generalized fractional integral operators,
Generalized Morrey spaces,
Riesz potential, L, spaces,

Morrey spaces, Campanato Spaces:,

Tez Yéneticileri : Prof. Dr. Vagif S. GULIYEV

Sayfa Adedi : 67

111



TESEKKUR

Bu caligmanin gerceklesmesinde, bana bilgileriyle yol gosteren ve kisiligiyle
hayran birakan saygideger danigmanim; Prof. Dr. Vagif S. Guliyev’e ve diisiinceleriyle
beni etkileyen saygideger hocam; Ogrt. Gor. Siileyman CELIK’ e tesekkiirlerimi
sunarim.

Ayrica beni bir an olsun bile yalniz hissetirmeyen degerli kardeslerim Hiiseyin
BTLGiN’e, Cagla BILGIN’e ve tiim zorluklar benimle gogiisleyen hayatimin her
evresinde bana destek olan babam Ramazan BILGIN ve annem Arife BILGIN ‘e
sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica ¢aligmamin son agamasinda tanigtigim sevgili nisanlim Eda ORUC’a

desteklerinden 6tiirii ¢cok tesekkiir ederim.

Ilkay BILGIN

v



ICINDEKILER DIZINI

TEZ BILDIRIMI . . . . ... i
OZET . . o ii
ABSTRACT . . . . e e iii
TESEKKUR . . . . . . iv
SIMGELER VE KISALTMALAR . . . . . . oot vi
1 GIRIS . . . 1
2 TEMEL KAVRAMLAR . . . . . . e 2
3 HARMONIK ANALIZDE BAZI FONKSTYON UZAYLARI . .......... 8
3.1 Lebesgue Uzaylar1 . . . . . . . .. ... . 8
3.1.1 Baz Elemanter Esitsizlikler . . . . . ... .. ... . 0. 8
312 Lpy(Q) Uzayr. . . . . ..o oo 11
3.2 Morrey Uzaylart . . . . . . . . .. e 16
3.21 Morrey Uzayl . . . . . . . . .. e 16
3.3 Lebesgue Uzaylar: Icin Bagmtilar . . . . . . .. ... ... ... ..., 17
3.4  Genellegtirilmis Morrey Uzayt . . . . . . . .. .. . . . ... 20
3.4.1 Genellestirilmis Morrey Uzaylarm Ozellikleri . . . . ... ... ... 21
3.5 Campanato Uzaylart . . . . . . .. .. ... 28
3.6 Morrey ve Campanato Uzaylar1 Arasindaki Bagmtilar . . . . . .. ... .. 30
3.6.1 Genellegtirilmis Campanato Uzaylart . . . . . .. .. ... ... ... 31
4  GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRAL OPERATORLERI . . ... ... 32
4.1 Riesz potansiyeli . . . . . .. .. L 32
4.2 Genellestirilmis Kesirli Integral Operatérleri ve Ozellikleri . . . . . . . . .. 34

4.3  Genellestirilmis Morrey Uzaylar Uzerinde Genellestirilmis Kesirli Integral
Operatoriin Smarliligr . . . . 00 o0 0oL 40

4.3.1  Genellestirilmis Morrey Uzaylar Uzerinde Genellestirilmis Kesirli In-
tegral Operatoriin Guliyev-Spanne Tipli Stmirhlhgr . . . . . . . . .. 50

4.3.2  Genellestirilmis Morrey Uzaylar Uzerinde Genellestirilmis Kesirli In-
tegral Operatoriin Guliyev-Adams Tipli Srhihigr. . . . . . . . . .. 56

4.4  Genellestirilmis Campanato Uzaylar Uzerinde Modifiye Genellestirilmis Ke-
sirli Integral Operatoriin Smrhhig . . . . . . ... ... 58
KAYNAKLAR . . . o 64
OZGECMIS . . . . 67



SIMGELER VE KISALTMALAR
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1 GIRIS
Bu yiiksek lisans tezinde, bir

p:(0,00) = (0,00)

/f Iw_— yl)dy
|z —y["

ile tammmlanan 7}, genellestirilmis kesirli integral operatorlerinin harmonik analizin bazi

fonksiyonu icin

fonksiyon uzaylarindaki sinirliligi incelenmistir.
Genellegtirilmig kesirli integral operatorlerin kismi tiirevli denklemler teorisi ile

matematiksel fizikte bir¢ok uygulamalar: vardir. 7}, operatériinde p(t) = t*, 0 < a < n

&) 4y / et

Riesz potansiyeli elde edilir. Riesz potansiyelinin veya klasik kesirli integral operatorlerin

alinirsa

Lebesgue uzaylarindaki siirlhiligi ile ilgili ilk caligmalar 1920’li yillarda Hardy ve Little-
wood tarafindan yapilmistir ve bu calisma 1930’1u yillarda Sobolev tarafindan gelistirilmis-
tir. Riesz potansiyeli i¢in bilinen en iyi sonuglardan biri Hardy-Littlewood-Sobolev esitsi-
zligidir. 1972 yilinda Spanne tarafindan Riesz potansiyelinin sinirliligi Lebesgue uzaylarin-
dan Morrey uzaylarina genigletilmigtir. 1975 yilinda Adams bu simirhlik i¢in daha giiglii bir
sonugc elde etmistir. Bu sonug 1987 yilinda Chiarenza ve Frasca tarafindan farkl tekniklerle
yeniden ispatlanmigtir. 1990-1994 yillarinda Nakai ve Guliyev Riesz potansiyelinin sinir-
liligini genellestirilmis Morrey uzaylarinda aragtirmiglardir. Genellestirilmis kesirli integral
operatorlerle ilgili ilk ¢aligma 2001 yilinda E. Nakai tarafindan yapilmistir. Son yillarda
genellestirilmis kesirli integral operatorlerin genellestirilmis Morrey uzaylarinda sinirlilig
ile ilgili H. Gunawan, Eridani, Y. Sawano, E. Nakai, V.S. Guliyev ve A. Serbetci gibi birgok
matematikgiler tarafindan ¢ahigmalar yapilmaktadir ([1, 11, 27, 10, 14, 38, 39]).

Bu tez dort béliimden olugsmaktadir. Ikinei béliimde cahsmamiz icin gerekli olan
baz1 temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliimde, harmonik analizin Lebes-
gue uzaylari, Morrey uzaylari, genellegtirilmis Morrey uzaylar: ve genellegtirilmig Campa-
nato uzaylar1 tanitilmig ve bazi temel 6zellikleri verilmigtir. Morrey ve Campanato uzay-
larinin Lebesgue uzaylari ile iligkisi incelenmistir. Dordiincii boliimde, Riesz potansiyeli ve
genellestirilmis kesirli integral operatorlerinin temel 6zellikleri verilmis ve bu operatérlerin
L, Lebesgue uzaylarindaki simirhliklar: detayl bir sekilde arastirilmistir. Genellegtirilmig
kesirli integral operatorlerin Morrey uzaylar: ve genellestirilmis Morrey uzaylarinda siirl
oldugu gosterilmistir. Ayrica genellegtirilmis Campanato uzaylarinda modifiye genellesti-

rilmis kesirli integral operatorlerinin sinirliligi incelenmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.0.1 X # () bir kiime ve
d: XxX—->R, =z,9,z€ X,
seklinde ifade edilen d fonksiyonu
(1) d(z,y) >0
(d2) d(z,y) =0 2=y
(ds) d(z,y) = d(y, )
(dy) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) (Ucgen Esitsizligi)

ozellikleri sagliyor ise d fonksiyonuna X {iizerinde bir metrik ( uzaklik fonksiyonu) ad:

verilir.

(X, d) ikilisine bir metrik uzay ve (dy) — (d4) ozelliklerine de metrik aksiyomlari

denir. Ayrica bir kiime iizerinde birden fazla metrik tanimlanabilir [18].

Tanim 2.0.2 (X, d) metrik uzay z¢p € X ve r > 0 bir say1 olsun;
B(zg,r) :={z € X : d(zg,z) < r}, (o merkezli r yaricaph bir agik yuvar),
D(zo,r) :={zx € X : d(zo,x) < r}, (xo merkezli r yaricaph bir kapali yuvar),
S(xg,r) :={x € X : d(xp,x) =1}, (xo merkezli r yarigapl bir yuvar yiizeyi)

seklinde tanimlanir.

Eger {z,},~, C B(a,r) olacak sekilde bir B(a,r) agik yuvar varsa {zy} -, dizisi X
metrik uzayinda smirhdir denir. Ayrica A C B(a,r) olacak sekilde B(a,r) agik yuvar

varsa A C X alt kiimesine X metrik uzayinda siirhdir denir [18].

Tanim 2.0.3 (X,d) metrik uzay ve A C X olmak {izere, eger B(zg,c) C A olacak sekilde

bir € > 0 sayis1 varsa zg € A sayisina A nin bir i¢ noktas: denir [18].

Tanim 2.0.4 (X,d) metrik uzay ve 2 C X olmak iizere, eger {2 kiimesinin her noktasi

nin bir i¢ noktasi ise © ye (X te) bir agik kiime denir [18].

Tanim 2.0.5 Ve > 0 3n. € N> Vm,n > n, icin d(2n, ) < € & {x,},o dizisi X i¢inde
bir Cauchy dizisi dir [4].

Lemma 2.0.6 X, metrik uzayinda bir Cauchy dizisi {x,};2, ve alt diziside {z,, }}32,

olsun. Eger alt dizi X uzaymda x,, — z ise x, — x olur [20].



Tanim 2.0.7 Bir (X, d) metrik uzay: sayilabilir ve yogun bir altkiime igerirse ayrilabilir

adini alir. Bog kiime ayrilabilir olarak kabul edilir [18].

Tanim 2.0.8 X, K cismi iizerinde tanimh bir vektér uzay: olsun. Eger
- : X =R, -z

doniisiimii Vz,y € X ve a € K icin

(N1) [lz]l = 0 ve [lz]| =0 <z =0

(N2) o] = |e| [|]]

(N3) flz +yll < [|lzll + |yl (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigiime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||-||) ikilisine bir

normlu vektdr uzay: denir. (X, |[|-||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir [4].

Teorem 2.0.9 X, K cismi {izerinde tanimli bir vektor uzay: olsun.
I-]]:X—=R

seklinde tanimli her norm déniisiimii X vektor uzay iizerinde siireklidir [4].

Tamim 2.0.10 Bir (X, ||-||) normlu uzay: i¢indeki her Cauchy dizisi X igindeki bir noktaya

yakinsiyor ise bu (X, || - ||) normlu uzayima Banach uzay1 adi verilir [4].

Tanim 2.0.11 (f,) A iizerinde diizgiin smirh < IM >0Vne N Ve e A |f,(z)| < M
[5].

Tanim 2.0.12 X ve Y iki normlu uzay ve D (T') C X olmak iizere T': D (T') — Y lineer
operator olsun. Eger Vo € D (T) igin,

I Tz]] < C'l|

olacak gekilde bir C reel sayisi varsa, T operatoriine sinirhidir denir. Bir T operatoriiniin

normu
[T
7]l = sup
zeD(T) |||
x#0

seklinde tanimlanir [4].

Teorem 2.0.13 Bir K cismi iizerinde tanimli herhangi bir X normlu vektér uzayinda

vektorel toplama ve skalerle carpma doniigtimleri siireklidir [4].



Tanim 2.0.14 X, K cismi {izerinde tanimli bir vektoér uzayi olsun. Vx € X icin
cllzly < flzflz < Cllfly

olacak sekilde ¢, C' € R porzitif sayilar: varsa X tizerinde tamiml | - ||; ve || - [|2 normlarma

denk normlar denir [36].

Tanim 2.0.15 {z,}°,, (X, || - ||) normlu uzaymda bir dizi ve zp € X olsun. Eger

n=1»
lim ||z, —x0]| =0

n—oo

olursa x, dizisi x¢ noktasina yakinsiyor denir ve z, — zg veya lim x, = xzg seklinde
n— oo

gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama denir [36].

Tanim 2.0.16 (Gomme) X ve Y iki normlu lineer uzay ve X C Y olsun.

olmak iizere her € X i¢in I(x) = x bigiminde tanimlanan
I: XY
operatoriine birim operator denir. Bu operator siirekli ise yani Vx € X igin
lzlly < ellzf|x

olacak gekilde bir ¢ > 0 sabiti var ise X uzay1 Y uzayina siirekli gomiiliir denir. I ope-
ratoriine X uzayindan Y uzayimna bir gomme operatorii denir. Alternatif olarak bazen X

uzaymin Y uzayina bir siirekli(veya sinirl) gémmesi mevcuttur denir.

[Mxosy i= sup 11
0 | fllx

seklinde gosterilen bu sayiya da I nin operator normu denir. Eger X ve Y iki normlu lineer

uzay olmak iizere X uzaymdan Y uzayina bir siirekli gomme mevcut ise
X =Y

seklinde gosterilir. Eger
X—=YveY —X

ayni anda oluyorsa,
X=2Y

seklinde gosterilir ve eger bu gbmme operatorii kompakt ise de

X =Y

seklinde gosterilir [32].



Teorem 2.0.17 X, Y Banach uzaylari ve A X den Y ye bir lineer operator olsun (Dom(A)=X
ve Rng(A)=Y). Eger A siirekli ve A~! varsa bu durumda A~! de siireklidir [32].

Tamim 2.0.18 (I(; Carpim Uzay1) z = (z1,...,2,) ve y = (Y1, ...,Yn) , R de vektorler
n

olmak iizere R”, n—boyutlu Oklidyen uzay1 (z,y) = 3. xjy; i¢ carpimm ile donatilmis,
j=1

n 2
n—boyutlu reel uzayidir. Burada x vektdriiniin mutlak degeri |z| = (Z x?) ile tanim-
j=1

lanir [37].

Tanim 2.0.19 X kiimesindeki 4 sinifi i¢in asagidaki ozellikler saglanirsa bu A sinifina

X kiimesi iizerinde bir cebir ad1 verilir.
i) Xed
(ii) VE€ A, E‘=X\Ec A
(iii) Vk=1,2,..,n, ExeA=J;_Exrec A
Eger (iii) yerine

VneN, EpeA=|JE.cA (2.1)

n=1

sart1 saglanirsa bu durumda A cebirine bir o-cebir adi verilir. [35].

Tanim 2.0.20 X bir kiime ve A da X {izerinde bir o- cebiri olsun. (X,.A) ikilisine bir
Olciilebilir uzay, A daki her kiimeye .4-6l¢iilebilir kiime (6lgiilebilir kiime) ad: verilir
[42].

Tamim 2.0.21 (X, A) bir olgiilebilir uzay olsun. A iizerinde tamimh genisletilmis reel

degerli bir p fonksiyonu
() p(0) =0
(ii) VAe A, p(A) >0
(i) Her ayk {A,}32, icin (U A) = 3 pu(4,)
ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona 6lgii denir [42].

Tamim 2.0.22 X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) iizerinde taniml,

genigletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu



(v) ¥nen, AneP<X>:»u*<u An) < 3 (A)
n=1 n=1
sartlar1 saglamirsa p* fonksiyonuna X {iizerinde bir dig 6lgii denir [35].

Tanim 2.0.23 M (R, \*), \* dig dl¢iisiine gore dlgiilebilen R nin alt kiimelerinin bir simfi
olsun. A\* Lebesgue dig olglisiiniin M (R, \*) smifina da B (R) smufina da olan kisitlan-

masina Lebesgue 6lgiisii denir, ) ile gosterilir [35].

Tanim 2.0.24 X bostan farkli bir kiime ve £ C X olsun.

1, z€A
Xa(z) "= 0, z¢A

seklinde tanmimlanan x, () : X — [0, 00) fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonk-

siyonu denir [32].

Tanmim 2.0.25 (X, A, ) bir 6l¢ii uzay:r olsun. Eger bir énerme 6lgiisii sifir olan kiime
veya kendisi A ya ait olmadiginda, sifir 6l¢iilii bir kiime tarafindan kapsanan bir kiimenin
tiimleyeni {izerinde dogru ise, o 6nerme hemen hemen her yerde dogrudur denir, kisaca

h.h.y bi¢iminde yazilir.

Bir p(x) 6nermesinin dogru olmadigi x noktalarmm kiimesi sifir 6l¢iilii bir kiime
veya sifir 6l¢iilii bir kiime tarafindan kapsaniyorsa, p(x) énermesi hemen hemen her z

icin dogrudur denir [6].

Teorem 2.0.26 (Fubini) Q; C R", i = 1,2, dlgiilebilir ve Q = Q3 x Q9 kiimesi olsun.
f(z,y) € tizerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda h.h x € ; ve y € Qs igin

integralleri var. Dolayisiyla

/f(ﬂc,y)divdy/(7 f(z,y)dy d:v/(n f(z,y)dz | dy
Q Q 1

olur [20].

Tanmim 2.0.27 (X, A, u) bir 6lgii uzay1 ve f € M(X,A) olsun. Eger ff+(x)d,u(a:) ve
f = ( ) integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonu X uzerlnde W ye gore

mtegralleneblhrdir denir ve bu integral

/f Jaju(z /f+ Jduta) = [ X1 (2)dula

bigiminde tanimlanir. X {izerinde p Olgiisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin simifi

L=L(X,A, ) ile gosterilir.



Yukaridaki integral tanmmmindan X = R”, A = B(R") ve u = X\ Lebesgue olciisii olarak

alinirsa elde edilen integrale Lebesgue integrali ad1 verilir. Bu integral [ f(z)dz veya
R

[ f(x)dz ile gosterilir [6].

RTL

Teorem 2.0.28 (Monoton Yakinsaklik Teoremi) (X, A, i) bir 6lgii uzay1 ve {fn}o
de M*(X, A) daki fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. {f,}n.; f fonksiyonuna

yakinsak ise

Tim fdu / fud

dir [6].

Teorem 2.0.29 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi) (X, A, u) bir dlcii uzayi,
g : X — [0,400] integrallenebilen bir fonksiyon ve f,f1,fs... de X iizerinde A-6lgiilebilir

[—00, +00] degerli fonksiyonlar olsun. Eger h.h. x igin

() lim fo(z) = f(2)

(ii) Vn e N, [fu(z)] < g(z)

ise bu takdirde f ve f, integrallenebilirdir ve

lim )Z Fodp = X/ fdu (2.2)

dir [6].

Lemma 2.0.30 (Fatou Lemmas1) (X, A, p) bir 6l¢ii uzayr ve {f,} -, de MT(X,A)

daki fonksiyonlarin bir dizisi ise

[ timint fudu < i [ fud
X X

dir [6].



3 HARMONIK ANALIZDE BAZI FONKSIYON UZAYLARI

Bu boliimde, harmonik analizin Lebesgue uzaylari, Morrey uzaylari, genellestirilmig
Morrey uzaylari, Campanato uzaylari ve genellestirilmis Campanato uzaylar: tanitilmig ve
bazi temel 6zellikleri verilmigtir. Morrey ve Campanato uzaylarinin Lebesgue uzaylari ile

iligkisi incelenmistir.

3.1 Lebesgue Uzaylari

L, uzay1, sonlu boyutlu vektor uzayi igin p-normlu genellesmesi kullanilarak tanim-
lanmig fonksiyon uzayidir. Bourbaki grubuna gore, ilk olarak 1910 yilinda Frigyes Riesz
[34] tarafindan ¢aligilmasina ragmen 1958 yilinda Fransiz matematikci Henri Lebesgue’nin
[22] adin1 alir ve Lebesgue uzaylar olarak ifade edilir. L, uzay1 fonksiyonel analiz’de
Banach uzayi’nin ve topolojik vektor uzaylarinin 6nemli bir simifin1 olugturur. Lebesgue
uzayr'mn fizik, istatistik, finans, miihendislik gibi énemli uygulamalarinda kullanilmak-

tadir.

3.1.1 Bazi1 Elemanter Esitsizlikler

Bu kisimda kullananilacak bazi elemanter esitsizlikler verilmistir.

Lemma 3.1.1 o,8 € C ve p > 1 olsun.
o+ B < 277 (|al? + |B]P)
dir [20].

ispat. Kabul edelim ki

la| > 18]
olsun.
«o
z=—
B
ve
2| > 1
olmak tiizere
z+ 1P < 2P + 1
2 - 2

oldugunu ispatlayalim. Burada belirtelim ki,



2

z+1‘< |z] +1

dir.

t = |z| > 1 olmak iizere

p P
144 <1—|—t
2 -2

esitsizligini ispatlamak yeterlidir.

Yani bu esitsizlik bir degigkenli bir analiz problemidir.

f(t) = 1;#7 - <1_2H>p

olarak alirsak,

dir. Boylece V¢ > 1 igin

_optrTl p(1 )t

5 o >0

')

dir.
O halde, Vt > 1 i¢in f(t) artan ve f(1) = 0 dir. Dolayisiyla f(¢) > f(1) = 0 olup

t = |z| > 1 oldugundan
p p
L+ t\P _ 14t
2 -2

elde edilir

Lemma 3.1.2 X € (0,1) olsun. Bu durumda
2 < (1—=))+ Az
dir [20].

ispat.
f(@) = (1—A)+ Az — 2* olsun.
Boylece;

fll) =A==t =0= \1-2*1) =0



olup z = 1 noktas1 f fonksiyonunu bir kritik noktasidir. O halde f fonksiyonu z = 1

noktasinda minumum degerini alir. Yani

f)=0< (1 =X\ + Az —2*
oldugundan

2 < (1= N\) + Az

]
Lemma 3.1.3 a,b>0ve A € (0,1) olsun. a = b alinirsa
a1 < X+ (1= \)b
dir [20].
ispat. a =0 veya b = 0 durumunda esitsizlik dogrudur.
a,b > 0 olsun. Lemma 3.1.2 deki
2 <(1=XN+Ax; Ae(0,1)
esitsizliginde = = 3 segilirse
a\ > a
D <a-n+A(5)
(5) =a-0+2(
=a* ™ < (1= N+ Aab™h)
= a A< Aa+ (1 - A)b
ispatlanmig olur. n

Tanim 3.1.4 1 < p < o0 icin

1 1
,_|_,:1
p q

bagintisi ile ¢ Lebesgue eglenigini tanimlariz. Bagka bir ifadeyle,

dir [20].
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Teorem 3.1.5 (Young esitsizligi) 1 < p < oo ve ;1) + % =1 olsun.

Y a,b € R igin a,b>0veq:% olmak fizere

P q
< Y (3.1)
p q

esitsizligi saglanir [32].

3.1.2 L,(Q2) Uzay:

Fonksiyonel analizde, Banach uzay1 ve topolojik vektdr uzaylarinin 6nemli bir
siifin1 (Lebesgue uzay1) L,(€) uzay: olugturur. Harmonik analizin énemli konularin-
dan biri olan Lebesgue uzayi, harmonik analizin i¢ problemlerinin ¢6ziilmesinde oldugu
gibi kismi tiirevli denklemler teorisi ile fizik, istatistik, finans, miihendislik ve ayrica diger
disiplinlerde de uygulamalara sahiptir.

Tanim 3.1.6 1 < p < oo olsun. Eger f: Q C R” — R 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.

(f1r@pa) 1<p<os

esssup|f (z)] , p=oo
€

1l @) =

seklinde tanimlanir [32].

Q bolgesinde h.h. z icin f(z) < M olacak sekilde bir M sabiti varsa f fonksiyonuna
hemen heryerde simirlidir denir. Boyle M sabitlerinin en biiyiik alt sinirina da | f| nin

bolgesindeki esas supremumu (veya esash siir1) denir.
Tanim 3.1.7 L,(Q) uzayi,
Ly@) ={f: Q= R: | fllL,@ <oo}
seklinde tanimlanir.
L,(2) uzaymin, vektor uzay: ozellikleri agagidaki gibidir.
(i) Ya e R, f € Ly()) = af € L,(Q),
(i) f.9 € Lp(Q) = |f +glP <2271 fIP + |gI?) ve [+ g € Ly(©) [20].

Teorem 3.1.8 (Holder Esitsizligi) 1 < p < co ve ]% +% =1 olmak tizere f € L,(Q) ve
g € Ly(€2) olsun. Bu durumda

/ F@ @)z < 11l @ ol
Q
esitsizligi saglanir [32].
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Teorem 3.1.9 (Minkowski esitsizligi) 1 < p < oo ve f,g € L,(Q2) olsun. Bu durumda

1f + 9l < 1z, + l9lz,@ (3.2)
dur [20].
Lemma 3.1.10 Q C R"” ve 1 < p < g < oo olsun.

() (@) < o0 ve f € Ly(Q) = f € Ly(Q)

ve
£l Lyc) < ()5 1 £, - (33)

(ii) p(2) = oo ise bu durumda Ly (£2) ve Ly(€2) kiimeleri arasinda (3.3) esitsizligi gergek-
lesmez [20].

Teorem 3.1.11 Q C R" ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda L,(2) bir Banach uzayidir
(32].

Ispat. Kabul edelim ki {f,}°,, L,(©2) da bir Cauchy dizisi olsun. Bu dizinin, L,(Q)

n=1»

da yakinsak oldugunu ispatlayalim. Lemma 2.0.6 den dolay1 L,(£2) uzaymda { fy, },o alt
dizisinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. {nj}32, pozitif artan tamsayilarm bir

dizisi oldugundan k£ € N icin

ke Nvex e Qigin

k
gk(x) = |fTL1 (CL')| + Z |fni+1 (:E) - fnz('l‘)‘ (3'4)
i=1

seklinde tamimlanir ve Vo € Q icin {gx}?2, azalmayan bir dizidir. V& € N i¢in (3.4)

ifadesine Minskowski esitsizligi uyarlanirsa

(3.5)

9kl ) < 1 fnillz, @) + > |l fnier = Foul Lo(©)
=1

< [ ll, +1 <00

elde eldilir. Dolayisiyla Vk € N icin g;, € Ly(£2) olur ve ayrica {gx}72,, Lp(£2) da diizgiin

siirhdar.

g(z) == lim gg(z), z€Q
k—o00
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olacak gsekilde yani {gy. } ;2 ; dizisinin monotonlugundan dolay1 her noktada da limiti mevcut
olup boylece bir g fonksiyonu tanimhidir. Buradan (3.5) esitsizligi ve Lemma 2.0.30 (Fatou

Lemma ) dan

[ia@r iz = [ i oo az

Q Q

< liminf/|gk(az)|p dx
k—ro0
< SUP/\gk )P dx

< (Ifus ey + 1)

elde edilir. Yani,

l9llz, @) < oo= g€ Ly)

dir. Ayrica h.h z € Q i¢in

Z(fnm( ) = fni(2))

=1

sonludur. Sonug olarak,

f( _fn1 Z fm+1 fn,( )) e
=1

olacak seklinde

lim fp, (z) = f(z), hhazeQ. (3.6)

k—o0

Vk € N ve x € Q i¢in

k
fnk+1 (.T}) = fnl (.T}) + Z(fm-u (.%') - fm(x))a
=1

13



boylece
| fonr (@)] < gi(2) < g(x)
‘f”k+1 ‘ < (g(z))? (3.7)

dir. Bundan dolay1, Teorem 2.0.29 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi)’a gore
(3.6) esitligi ve (3.7) esitsizliginden

o>t [ |fu. (@)
Q

— [ i [ @Pda

n

Q

/ x)|Pdx
Q

olur ve f € L,(Q) dir. V k€ Nve z € Q igin

[e.9]

fnk+1 (l’) _ f(ﬂj') = Z (fm,+1 (:L‘) - fnz(x»
i=k+1
= ‘fnk+1(x) - Z ‘fm+1 fm( )| ($)7
i=k+1

= g (@) = f(@)[7 < (g(2))P (3-8)
olur. Dolayisiyla Teorem 2.0.29 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi)’a gore (3.8)
esitsizliginden

1/p 1/p
g ([ 1l = f@pae) = ( [ i o) - flo)Pas)
=0

elde edilir. m

Teorem 3.1.12 2 kiimesi R™ de bogtan farkli bir agik altkiime olsun. Bu durumda Lo, (€2)
ayrilabilir bir uzay degildir [32].

Teorem 3.1.13 ;(2) < oo vel < p < g < oo olsun. Bu durumda
Lo () C Ly(2) C Lp(2) C L1 (). (3.9)

Bu kapsamalar Lebesgue integralinin temel 6zelliklerinden ve Holder egitsizliginden elde
edilir [32].
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Teorem 3.1.14 ;(Q) < oo olmak iizere f € Loo(£2) olsun. Bu durumda
1 fll L) = plglgo 1 f1 2,0
dir [32].

Ispat. | £l 2o () = 0 olmast durumunda asikardir. Kabul edelim ki || f|| (o) > 0 ve keyfi

bir € sayis1 (0, %HfHLOO(Q)) dan olsun.

=

£z, ) < N Fll Do) (1(2))
esitsizligi olup
limsup |||z, @) < Iflloe@)-
p—00

Bu durumda, Vx € B, |f(z)| > || fllr.. (o) — € i¢in pozitif &lgiilit bir B C Q kiimesi vardar.

Ayrica

1

P

£y = | [ 1F(e)Pds
B
Iy
> ((B)? ([[f |l o) —€)-
Buradan,
h}gglfoHLp(Q) > | flloe) — &

ve boylece

1iprr_1>ioréf 1z, = 1w @)

> limsup || fl| 1, @)-

pP—00
]
Teorem 3.1.15 Lo (2) bir Banach uzayidir [32].
Lemma 3.1.16 g fonksiyonu 2 iizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Herhangi
f € Li(9) icin
f-9 € L1(Q)
olacak gekilde bir M > 0 vardir.
[ F@g(e)iz| < MIfl1,g0) (310)

Q
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Bu durumda

9 € Loo() ve gl <M

dir [32].

Teorem 3.1.17 ) kiimesi R" de bogtan farkli simirli bir altkiime olsun. Bu durumda

L1(2) uzay: yansimal degildir [32].

Teorem 3.1.18 () kiimesi R™ de bogtan farkli sinirli bir altkiime olsun. Bu durumda

L (2) uzay1 yansimali degildir [32].

3.2 Morrey Uzaylari

Morrey uzaylari ismini tagiyan uzaylar 1938 yilinda C.B Morrey [23] tarafindan
caligildi. Diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini ve lokal davranislariyla ilgilenirken ortaya
¢gikmigtir. Modern analizde, Morrey-tipli uzaylar ve integral operatorlerin bu uzaylardaki
simirhliklarinin aragtirilmasi caligmalar: her gecen giin 6nemi daha da artarak devam et-
mektedir. Ciinkii bu konunun esneklik teorisi, akigskanlar mekanigi, varyasyon analizi ve

kismi diferansiyel denklemler teorisine genig bir uygulama alani vardir.

3.2.1 Morrey Uzay:

Tanim 3.2.1 Q C R" smurh bir bélge olmak iizere
§ =diam Q =sup{|z —y|;z,y € Q}
olsun.
1z, 0)) = A" (3.11)
olmak {izere Vz € Q ve Vo € (0,6) igin
Q(z, 0) ={y € Yz —y| < o}
olacak sekilde bir A > 0 sabiti mevcut ise  C R™ smurh bolgesi A tiplidir denir [32].
Tanmim 3.2.2 (Morrey Uzay1) Q5 = x (0,6) olmak iizere A > 0 ve p € (1,00) i¢in

1
Moa@ = {ue L,@): sw = [ Jut)Pdy <o) (3.12)
' Q(z,r)

seklinde tamimlanan kiimeye (Morrey uzay1) M), »(2) uzay1 denir.

M, A () uzaymin normu;
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fulsgae =3 swp [ Juto)rdy (313)

seklinde tanimlanir [32].

Uyar1 3.2.3 ||.||a, , uzay1, My x(€2) lineer uzay {izerinde bir normdur. €, A tipli oldugunu
kabul edelim.

1

A b

{ sup p(Se,r)) [ \u<y>|pdy}
(z,r)EQs Q(z,r)

ifadesi, ||.||as, , (@) uzayma denk olan M) 5(£2) uzaymnda diger bir norm tanumlanir.

3.3 Lebesgue Uzaylari igin Bagintilar

Bu kisimda Morrey ve Campanato ve Lebesgue uzaylar arasindaki bagintilar, ve

Morrey ve Campanato ve Lebesgue uzaylarinin gbmme 6zellikleri verilmistir.

Teorem 3.3.1 M, ,(€2) uzay1 Banach uzaydir [32].

Teorem 3.3.2 (i) 1 < p < oo olsun. Bu durumda

Mp0(€2) = Lp(Q2)

(ii) 1 < p < oo olsun. Bu durumda

Mpn() =L(Q), neN

(i) 1 <p<g<oo, Avew negatif olmayan sayilar olsun. Eger

A—n _v—n
<

p q

ise bu durumda
Mo (€2) = MpA(Q)
[32].
ispat.
(1) Mpa(S2) uzaymda, A = 0 oldugunda || ||z, o) = I fllz, ) esitliginden
My o(€) = Lyp(Q)
elde edilir.
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(i) Mpn,(2) uzayr, Banach uzayr oldugundan tamdir. Dolayisiyla Lo (§2) uzayr da

tamdir.

Id : Log() — M, ()

birim operatoriin siirekli oldugu Teorem 2.0.17 kullanilarak ispatlanacaktir. u €
Lo (f2) olsun. ¢,, R™ uzaymda birim yuvar hacmi ve [.|[1_ (), Loo(€2) da bir norm
olmak iizere V (z,r) € Qs sirali ¢ifti i¢in
1
= [ <

n
Q(z,7)

(2, 7))
- ”U’HLOO(Q)
< CnHUH]ZOO(Q)

esitsizligi gerceklenir. Dolayisiyla

1
lullaz,.0) < enllull Lo (3.14)

dir. Boylece Id birim operatorii (3.14) esitsizliginden siirekli oldugu goriiliir.

Simdi kabul edelim ki, Id operatérii M), ,(€2) tizerinde tanimli olmasin.
u € Mpn(Q)\ Loo(2)

olsun. u € Ly(€) olduguna gore 2 min h.h.y. |u(z)|P nin Lebesgue noktalar: vardir.
u € L1(2) olsun. V z € Q igin |u(x)|P fonksiyonun Lebesgue noktalar kiimesi G
olmak iizere u ¢ L(f2) oldugundan h.hy. |lullz ) = oo esitligi gergeklenir.
V K >0 igin S(u, K) = {|u(z)| > K} kiimesi pozitif 6lgiilebilirdir. Boylece

GNS(u, K) #0

dir. Eger z € GN S(u, K) ise bu durumda
1
1i Py — P
tim s [ )Py = (o)
Q(z,7)

> KP
elde edilir. Bundan dolay1 kolayca goriiliir ki V C' > 0 igin

1 P
(7)) / fu(@)fdz > C,
Q(z,1)

ve [lullaz, (@) = oo olacak sekilde (z,7) € Qs vardir. Béylece Uyar 3.2.3 den dolay
u € Mp ,(€2) olmasi hipotez ile celisir.

Lebesgue noktalari: B(z, 1), x merkezli 7 yarigapli bir yuvardir. G kiimesi, u nun
Lebesgue kiimesi veya kendi elemanlar: u nun Lebesgue noktalar: olarak tanimlanir

1w\ G) =0 (3.15)

seklinde gosterilir.
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(iii) Lebesgue normlar: igin Teorem 3.1.8 (H6lder Esitsizligi)’den p < g ve (z,7) € Qs

icin

y
q
[ utopdy < )| [ty
Q(z,7) (z,7)
D
q
1-2 _Dyi,P 1
Nl O (3.16)
T
Q(z,7)
elde edilir.
A<n <1 — p) + UB
q q
esitsizligine gore
B Gy
1) —\J
vardir. Boylece
Tn(lf§)+l)% < T)\(sn(lfg)%»v%f)\ (317)
esitsizligi gerceklenir. (3.17) esitsizligi kullanilarak
1 1
P
1 P 1 q
Y u@)lPdy | <c| = |u(y)|?dy
T T
Q(z,7) Q(z,7)
bulunur ve esitsizligin her iki tarafinin supremumu alinirsa
1/p
1 1
swp [ utpdy | <c| se S [ updy (315)
(I,T‘)Eﬂg r Q ) (I,T‘)EQ(; r o )

olmak tlizere

[ullag, ) < cllullag @)

olur ve (iii) deki gémme ispatlanmig olur.
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Teorem 3.3.3 1 < p < q < oo ve A, v negatif olmayan sayilar olsun.

i) Q| sonlu ise

ii) || sonsuz ise

sartlar1 altinda

My () = Mp ()

dir [33].

Teorem 3.3.4 (Morrey Uzaylarinda Holder esitsizligi) f € M, \

olsun. Bu durumda

1 1
1 <p< oo, 1 <qg< o0, -+-2>1
p q
ve
1 1 1 voooA
,:,4_,7 ,:f_i_ﬁ
r p g T p q

olmak tiizere

17 9llaz,. ) < 1 ag, @ 902, 000

33].

3.4 Genellestirilmis Morrey Uzay1

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(Q) veg € My, (Q)

(3.22)

0 < p < oo olmak tizere, ¢ : R™ x (0, oo) — (0, oo) ikinci degiskene gore azalan

(x tizerinde diizgiin) ve
t e (0, o0) = t%¢(x, t) € (0, o0)

ikinci degigkenine gore artan (x iizerinde diizgiin) olan fonksiyonlar kiimesi G, kiimesi ile

gosterilir. Boylece V & € R™ ve
0<s<r<ooigin

oz, r) < é(z, s), Cox, r)r% > oz, s)s
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olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir.
R™ deki kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel tiim kiiplerin kiimesi Q@ = Q(R")

ile ve Q € Q kiipiiniin kenar uzunlugu ise

(Q) = Q|

ile gosterilir. Burada |E|, olgiilebilir bir E kiimesinin Lebesgue olgiisiinii géstermektedir.

Ayrica ¢(Q), Q kiipiiniin merkezi olmak iizere

ile gosterilir.

0<p<ooved:R"x (0, co) = (0, o0) olmak iizere
»

1 1 »
=sup — | — d
17l =525 5@ | Ta Q/ o

sonlu quasi normuna sahip tiim 6lgiilebilir f fonksiyonlarimin kiimesine (genellestirilmis
Morrey uzay1) M, »(R") uzay1 denir [3].

Nakai, 1 < p < 0o olmas1 durumunda
p()tr < p(T)T?, YO0<t<T<oo
sartin1 saglayan azalan bir p fonksiyonu igin
Mpg(R") = M, ,(R")

oldugunu gosterdi (Bkz., [26]).

0 < p <1 olmasi durumu ise 2011 yilinda Sawano tarafindan incelenmistir
(Bkz., [38]).

oz, r) = r~ v ise bu durumda
My o(R") = Lp(R").

Ozel olarak,

oz, r) = 7% ise bu durumda

My o(R™) = M, 5 (R™).

)

3.4.1 Genellestirilmis Morrey Uzaylarin Ozellikleri

Lemma 3.4.1 0 < p < oo olmak iizere ¢ : R™ x (0, oco) — (0, 0o) bir fonksiyon olsun.

¥(y, s)s% < Y(x, r)r%, Vaz,yceR" ve r,s>0 (3.23)
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esitsizligini saglayan bir ¢ : R™ x (0, co) — (0, oo) fonksiyonu vardir. Yani
[ = ylloo <7 —s

esitsizligi altinda
Mpo(R") = My 4 (R")

norm denkligi saglanir [3].
ispat.

Yz, r) = yiean" <U€[r+”gicxifyoo?oo) ) (y, v)(%) p) , zeR" r>0 (3.24)
kiimesi olsun. Bu durumda ¢ > 9 esitsizligi asikar olup ve herhangi bir olgiilebilir f
fonksiyonu igin
1 fll 5@y < N Fllm,, ., @e)
esitsizligi gerceklenir. Olgiilebilir f fonksiyonu icin
P

1 1 p
st = S0 o | Q/ F@)Pdy

1
1 1 » P
= sup sup sup - / | f(y)Pdy
QeQyeR" | velt(Q)+)1e(Q)—yllos,00) (Y5 V) \ ¥

1
1 (1 S\
< sup sup sup — / |f(y)[Pdy
QeQyeR™ | velt(Q)+|c(Q)—yllooso0) DY, V) \

Q(y,v)
= 1£llm,
esitsizligi elde edilir. Boylece
Mps(R") = My (R™)
norm denkligi saglanir. ¢ nin tammindan dolay1 (3.23) esitsizligi gerceklenir. ]

Lemma 3.4.2 0 <p<oove ¢: R"” x (0, o0) — (0, co) olmak {izere (3.23) esitsizligini

saglayan bir fonksiyon olsun.
Yz, r) <YP(z, s), VzeR" ve 0<s<r<oo (3.25)
esitsizligini saglayan bir ¢ : R™ x (0, oo) — (0, oo) fonksiyonu vardir. Yani
Mp(R") = My (R™)

norm denkligi saglanir [3].
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ispat.

Y(x, r) = inf ( sup  o(y, s)); zeR" r>0

0<s=r \yeQ(an)

kiimesi olsun. (3.23) esitsizliginden

Wz, 1)< sup ¢y, ) <3vé(x, 3r), xR r>0
yeQ(z,r)

ve dolayisiyla
1ty o) < 3715ty )
esitsizligi gerceklenir. Ayrica
VQeQ ve 0<s</Q)
icin
logy(s¢(Q)) € Z.

@ da {(R) = s iceren bir R = Rg(s) kiipii bulunur ve giivercin yuvasi prensibinden

1 1
- r
AT R e e PO
|R| 4 Q|
R Q
esitsizligi gerceklenir. Boylece
VQReQ ve 0<s</Q)
@ da {(R) = s iceren bir R = Rg(s) kiipii bulunur ve
1
p

p

(;/mwa>4zé/ﬂww
R Q
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esitsizligi gerceklenir. Bundan dolay1

_ N AP
7t = 55 3@ 6@) IQ!Q/ Sy

1

P

1 1
= sup sup | inf —— / Fy)Pdy
Qe00 <s<r | ¥yEQ oy, s) ‘Q|Q )l

%
<4 inf —— ! /If()lpd
< sup sup | in y)|Pdy

QEeQ0 <s<r veQ ¢(y, s) |RQ(3)’
Rq(s)
1
P
<4¥ sup s 1 o [ 1w
~ up up y y
SIS | G(Ro()) | Ro()]

Rq(s)

< 47| £y

Giivercin Yuvasi Prensibi: N elemandan olusturulmus bir kime, arakesitleri bos ol-
mayan n < N sayida alt kiimeye bolindiginde, bu alt kiimelerin en az birinde elemanlarin

saiyse birden fazladar, ]
Lemma 3.4.3 0 <p<oove¢: R” x (0, co) = (0, oo) olmak iizere
oz, 1)< oz, s), 0<s<7T<o0 ve xe€R" (3.26)

esitsizligini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda (3.23) ve (3.25) esitsizliklerini

saglayan 1 : R™ x (0, oo) — (0, oo) fonksiyonu vardir. Yani
Mpg(R") = My (R")
norm denkligi saglanir [3].
Ispat. v fonksiyonu (3.24) ifadesi ile tanimlansin. Bu durumda Lemma 3.4.1 de goriildiigii

gibi,
¥ R™ x (0, 0o0) = (0, oo) kiimesi,

esitsizligi ve norm denkligi ile

Mp@(]R”) = MP#ZJ (Rn)

saglanir. R < R’ olsun. Bu durumda (3.26) esitsizliginden
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R) = LAY
oo W=t (ot ot 0 ())
v n
< f U A\p
o ylenR" <v€[R+Rr Ylloo /R, m)¢(y’ U) (R’> >
Rv\ v.n
_yERn <v€[R+||z y|\oo,oo)¢ (y, R ) <R) )
RN
< f , Y\
ZJIEHR” <v€[R+||x yHoo,oo]d)(y U)(R) )
elde edilir. .

Agagidaki durum benzer sarti
@, r)~Yy, r), |-yl <r (3.27)
dogal olarak gosterilebilir.

Onerme 3.4.4 0 <p < oo vet : R” x (0, oo) — (0, 00), (3.23) ve (3.25) esitsizliklerini
saglayan bir fonksiyon olsun. Boylece ¢ fonksiyonu (3.27) kogulunu saglar [3].

Ispat. (3.25) den ¢ (z,7) > (x,37) ve (3.23) den t(z,37) > (y, 7) elde edilir, ]
Lemma 3.4.3 gozoniinde bulundurularak her zaman ¢ € G, fonksiyonunun (3.23)

kogulunu sagladig1 varsayilir. Sonuc olarak agagidaki teorem ispatsiz olarak verilmigtir.

Teorem 3.4.5 0 < p < oo ve ¢ : R"™ x (0, c0o) = (0, oo) bir fonksiyon olsun. Bu
durumda (3.23), (3.25) ve (3.27) kosullarini saglayan bir ¢ : R"™ x (0, co) — (0, o0)

fonksiyonu vardir. Yani
My p(R") = Mpy(R")
norm denkligi saglanir [3].

Tanim 3.4.6 1 < p < oo ve ¢ € G, olmak iizere

1
P

1 1
= sup x)|Pde | < oo
17t = 20 5000 B(a,r>|B(/ S

seklinde tamimlanan R”™ iizerinde olgiilebilir f fonksiyonlar kiimesine (genellestirilmis

Morrey) M, 4(R™) uzay1 denir.
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Eger 1 <p<gqg<ooved(r):= ra ise bu durumda (klasik Morrey) M, 4 = M, »(R")
uzayidir [15].

Lemma 3.4.7 1 < p < oo ve ¢ € G, olsun. Bu durumda her B := B(0, 79) icin

1
¢(7_0) < HXBOHMp,qS < (;5(7'0)

olacak sekilde bir C' > 1 vardir [15].

Ispat. 79 > 0 olsun. -l m,,, tanimindan
1
B 1 1 o\
bl = 0 55 | Bay | Dol
B(a,r)
S 1 <|BoﬂBD|>1/p
— ¢(ro) \ [Bol
1
(o)’

Esitsizliklerin ispati iki durumda gergeklenir.

Ik olarak, eger 7 < 7y ise bu durumda ¢(7) > Cé(rg). Bundan dolay

P

1 1 ) C <\B(a,r)ﬂB0]>l/p
o) me,r)rB(/ )|XBO($)|d$ =50\ [Blan)]
< C
= ¢(ro)’

Ikinci durum icinde kabul edelim ki, r > ry olsun.

v 3(m0) < O3 (1)

esitsizliginden
1
il oy [ e p<cTZToz<\B<a,r>mBor>”p
XBo(z €z >
o(r) | [B(a,r)] Fole) d(ro) ' [Bla,r)]
B(a,r)
n —% 1
<ol < | Bol >/p
¢(ro) \|B(a,7)]
_C
¢(10)
Bu iki durumdan
Bty < s
XM = i)
esitsizligi ispatlanir. n
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Teorem 3.4.8 1 < p; < py < 00, ¢1 € Gp, Ve ¢ € Gp, olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir.

(i) ¢2 < Cor.

(ii) Mpz,tbz (Rn) - Mp1,¢1 (Rn)

(iii) Oyle bir C' > 0 vardir ki her f € M,, 4,(R") igin [fllry, 6, < CllfllM,, 4, dir [15].

Ispat. Kabul edelim ki (i) esitsizligi saglasm, f € M,, 4, olmak iizere V o € R” ve r > 0

icin

1 1 D1
e T / ()P da
B(a,r)
C 1 1 % % 1_% i
< 57 | Bami( [ @rRa)™( [ )
B(ayr) B(a,r)
C 1 1 P1
< a0 | Bamy | Vore
B(a,r)
< Clfllan,, .

esitsizligi elde edilir. Dolaywsiyla f € M, 4, (R™) olur. Boylece
[ e Mp, g, (R") C f € Mp, 4, (R™)

dir.

(Mpy s (R™), f € Mp, 4, (R™)) bir Banach ciftidir. [19] (ii) sikki ve (iii) sikka

denktir. Bu nedenle (iii) sikks, (i) sitkkindan goriiliir.

Simdi kabul edelim ki (iii) dogru olsun. ro > 0 olmak fizere, By := B(0,rp) olsun. Bu

durumda V B := B(0, 1) igin

IxBollrty, s, < Clixsallag, o,

olacak gekilde bir C' > 1 vardir. Lemma 3.4.7 den dolay1

< IXBollM
iy < emallig,

ve

C
X B || M < ——
XAt < s

oldugu goriiliir.

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.28), (3.29) ve (3.30) esitsizlikleri ¢a(r9) < C1(rp) esitsizligini saglar. r¢ keyfi

bir pozitif reel say1 oldugu icin ¢o < C¢; elde edilir.
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3.5 Campanato Uzaylari

A>0vepe (1,00) olsun.

Uw,r:m / u(y)dy

olmak iizere,

1
Lpa(@) = due L@: swp o [ July) — Py < o
(I,T)EQ(; r Q( )

sekinde tanmimlansin.

1

fulpa ::{ wp o | |u<y>—ux,r|f’dy}p (3.31)

z,r r
(:r)&hls Q(z,r)

olmak tizere £, 5(§2) uzay tizerindeki norm
lullz, A = llullp + [ulz, (@) (3.32)

ile tanimlanir. Bu norm ile birlikte tanmimlanan kiimeye (Campanato uzayi) £, ()
uzay1 denir [32].
Campanato uzaylar: icin Gomme Teoremi agagidaki gibi verilmistir.

Teorem 3.5.1 (i) p € (1,00) olsun. Bu durumda £, () = L,(£)

(il) 1 <p < g < oo ve A, v negatif olmayan sayilar olsun. Eger || sonlu ise bu durumda

A—n _v—n

< 3.33
’ . (3.33)
sart1 altinda

Lg(2) = L, () (3.34)
dir [32].
ispat. Teoremin ispat1 Teorem 3.3.2’nin ispatina benzer olarak yapilir. [

Lemma 3.5.2 Bir v fonksiyonunun £, (£2) uzaymmdan olmas: i¢in gerek ve yeter sart
u € L,(Q) ve

1 .
Il oy = s 5 | jnt [ 1utw) ey | <o (3.35)
e Q)

[32].
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Ispat. A\>0vepe (1, 00) olsun.

ulllz, @ < W2, 0

esitsizligi (3.31) den asikardir. Kabul edelim ki (3.35) ifadesi ve u € L,(f2) olsun. Bu
durumda V ¢ € R igin

p

/ u(y) — uppPdy < 2771 / Ju(y) — clPdy + / ((Qa1)))" / (c — u(y))dy| dz

Q(z,r) Q(z,r) Q(z,r) (z,r)

<2 [ uly) - Py,
Q(z,r)

esitsizligini saglar. Bundan dolay1

[U]p,/\ < 2|||u”|ﬁp,,\(9)‘

Uyar1 3.5.3 Lemma 3.5.2 iin ispatindan, £, \q) uzay iizerinde

C||u||£p‘)\(sz)

ve
ulllz, A + llullp

normlar1 denktir [32].

Lemma 3.5.4 A, (3.11) ifadesindeki sabit say1 olmak tizere Yu € £, () ve Vz € Q igin

A AN p
O<o< o< o = "Uza:,g _uz,0'| S C(paA) (Q 0—_:0- ) [U]P7>\

esitsizligini saglayan bir C' = C(p, A) sabiti vardir [32].

Lemma 3.5.5 u € £,,(9), (z,0) € 25 ve n € N olmak {izere

n—1
A=n n=XA
|u:c,g - u:p,zin| < C(p7 A, A) [u]p,)\g P Z 2™
m=0
olacak gekilde C' = C(p, A, A) sabiti vardir [32].

Lemma 3.5.6 A > n olsun. Bu durumda her u € £, () igin Q iizerinde tanimh bir @
fonksiyonu vardir dyle ki u, €2 iizerinde hemen her yerde @ ya esit ve her x €  icin
im wu,, = a(x)

0—0t

ve bu yakimsama (2 iizerinde diizgiindiir [32].
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Lemma 3.5.7 0 < A < n olsun. Bu durumda

1
ug = M(Q)Q/u(a:)dx

olmak tizere, 3 u € £, () ve V (z, 0) € Q5 icin

el < fun| + C(A,p A0 ulpag »
olacak sekilde bir C'(A4,p, A\, n) > 0 sabiti vardir [32].
Lemma 3.5.8 V u € £1,(Q) ve V z,y € Q igin

0=2|z —y| = |Ug,o — Uy, (3.36)
< C(A,n, N[u]y ]z —y*™ (3.37)

esitsizliklerini saglayan bir C' = C(A,n, \) sabiti vardir [32].

3.6 Morrey ve Campanato Uzaylar1 Arasindaki Bagintilar

Teorem 3.6.1 1 < p < oo olmak iizere
Lpa(Q2) =MyA(R2), Ae[0,n)
dir [32].
Ispat. A € [0,n) ve u € M, A (2) olsun. Uyar1 3.5.3” e gére, Q > 0 olmak fizere,

lullz, , < Qlull} + [ull})

P T

1
—o(fuE+ swp (i / fu(y) — cPdy
( P (z,r)EQs A \ ceR Q(z,r)

< Q(llullp + lully (o)

< Ql”uHIJD\/ij(Q)-
Boylece u € L, () ve

Mp,)\(Q) — Ep,)x(Q)

30



seklinde tanimli operator siireklidir.

u € L, \(£2) olsun.
/ fu(y) Py < 27! ( / () — tia [Py + / \ux,rwdy)
Q(z,r) Q(z,r) Q(z,r)

<2 ulp y + O Tl + uel?))

< Cr(ruly , + " lulb)-
Dolayisiyla

lully

P
M@ < Collullz, o

esitsizligi elde edilir. Boylece u € M, 5(§2) ve
['p,A(Q) - Mp,A(Q)

tanimli operatorii siireklidir. [

3.6.1 Genellestirilmis Campanato Uzaylar:

1<p<oove¢:(0,+00) = (0,+00) fonksiyonu igin

fp= |B|/f

ve

1/p

1 (1 / P
ny = sup e xTr) — d:(}
HfHEp’,j)(]R ) B=B(ar) ¢(T) ‘B| J ‘f( ) fB‘

olmak tizere

Lpo(R") = {f € I (R") : | flle,,, < +o0}

seklinde tanimlanan kiimeye (Genellestirilmis Campanato uzay1) £, 4(R") uzay1 denir.
¢ fonksiyonunun doubling sartin1 sagladigi ve qb(T)T”/ P fonksiyonunun neredeyse artan
oldugu kabul edilecektir. 0 < A < n + 1 olmak iizere eger ¢(7) = 7(*~)/? ise bu durumda
(klasik Campanato uzay1) £, 4(R") = £, \(R") uzayidir.

Eger ¢, neredeyse artan ise bu durumda Vp > 1igin £, 4(R"™) = L1 4(R"™). BMO4(R"™)
ile £1 4(R™) ifade edilir. Eger ¢ = 1 ise bu durumda BMO4(R") = BMO(R"). 0 < o <1
olmak tizere eger ¢(r) = r® ise bu durumda BMOy(R"™) = Lip,(R™) dir [28].
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4 GENELLESTIRILMIS KESIiRLi INTEGRAL OPERATORLERI

Bu béliimde kesirli integral operator (Riesz potansiyeli) ve genellegtirilmis kesirli

integral operatorlerle ilgili temel bilgiler verilmistir.

4.1 Riesz potansiyeli

Tanim 4.1.1 0 < a < n ve Gamma fonksiyonu

—+00
F(Oé) = ta_le_tdt
/
olmak iizere
o /) o = T22°T(a/2)
Iaf( >_ ,yn(a)/|x_y|n—o¢dy’ 7n< ) ((n—a)/Q)

R

seklinde tanimlanan fonksiyona (Riesz potansiyeli) I, f(x) potansiyeli denir [40].

Tanim 4.1.2 x € R" ve r > 0 olmak iizere B(x,r), x merkezli r yarigapli yuvar olsun.

MJ(z) = 31;13,5%;’74) / F@)ldy

B(z,r)

seklinde tanimlanan operatore (Hardy-Littlewood maksimal operatdr) M operatorii

denir. M operatorii igin klasik bir sonug, 1 < p < oo i¢in L,, lizerinde smurhdir [40].

Teorem 4.1.3 1 < p < o0 igin ¢ doubling sartin1 ve V7 > 0 icin
by p
t
[ * P < cotry (4.1)
p

kosulunu saglasin. Bu durumda

M fllnm,,o < Cpllfllag, o0
olacak sekilde bir C), > 0 vardir. Yani M operatorii, My, 4 uzay1 tizerinde smirhdir [25].
@ : [0,00] — [0, 00] tamml fonksiyonu eger ® konveks,
Tl_i)r();l+ O(1)=2(0) =0 wve Tliﬁ\rglo D(7) = P(00) = 0

ise (Young fonksiyonu) ® fonksiyonu denir. Young fonksiyonu azalmayan fonskiyondur.

Bir ® fonksiyonu igin (inf ) = oo esitligi ile)

O (r) = inf{s: ®(s) > 7}
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seklinde tanimlanir. ® fonksiyonu siirekli, birebir ve 6rten ise bu durumda ®~! fonksiyonu

adi ters fonskiyonudur. Eger bir ® fonksiyonu

0<7<o0 igin 0<P(7) < o0

(4.2)

saglarsa bu durumda @ fonksiyonu siirekli ve [0,00) dan kendisine birebir ve ortendir.

Bu durumda ®~! ters fonskiyonu artan, siirekli, konkav, birebir ve 6rtendir ve dolayisiyla

doubling sartinida saglar [8].

Lemma 4.1.4 f € L,(R") ve 1 < p < Z olsun. Bu durumda V 2 € R" icin

or _ap
(Lo f(@)] < Ol fllp* [M f(x)]'~n
esitsizligi saglanr [17]

Teorem 4.1.5 (Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

O<a<n,1§p<q<ooveé:%—%olsun.

(i) Eger f € Lp(R"), 7 > p > 1ise bu durumda || 1o fl|z, &) < CllfllL, &)
olacak gekilde f den bagimsiz bir C sabiti vardir.

(ii)) Eger f € L1(R™) ise bu durumda C' = C(a, n,p) olmak iizere VA > 0 i¢in

C\me(w))Tfa

(e € R : [Lf(a)] > A}| < ( S

olacak gekilde bir C sabiti vardir [40].

Teorem 4.1.6 (Spanne) 0 <a<n,1<p<2ve0<A<n-—apolsun. Ayrica

olmak tizere bu durumda
Lo f Ny S F Iy

esitsizligi gerceklenir. Buna gore I, operatorii M),y dan M,y ya sirhdir [16].

Teorem4.1.70<a<n,1<p<gve0<)\<n—apvel—

1 «
p q

durumda p > 1 i¢in I, operatorii M), y den M, » ya sirhdir [1].
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4.2 Genellestirilmis Kesirli integral Operatérleri ve Ozellikleri

p:(0,4+00) = (0,400) olmak iizere
plz =yl ,
fy dy
/ !w —yl"

seklinde tanimlanan operatore (Genellesgtirilmis Kesirli Integral operatorii) T, f(x)

operatorii denir.

p lizerinde agagidaki sartlari

1
t
/p(t)dt < 400, (4.3)
0
1 1
S <2<2 ign 7§&§A17 (4.4)
27 1~ p(7)
s <7 icin P(;’) < Agp(i), (4.5)
T s

olmak iizere, burada Ay, Ay > 0 sabitleri 7, s > 0 dan bagimsizdir. 0 < o < n olmak iizere
p(T) = 7% ise T, operatorii, (Riesz potansiyel) I, operatorii ile ifade edilir.
Ayrica, p fonksiyonu icin, C' > 0 sabitleri ve 0 < 2k; < ko < 00 igin

kor

sup  p(s) < C/p(t)dt r>0 (4.6)
r/2<s<r .
T

biiytime kosulunu gézoniine alahm. Bu kogul p(¢) fonksiyonu i¢in bilinen doubling kosu-
lundan, yani, (4.4) kogulundan daha zayif (genel) bir koguldur.
Modifiye T}, operatorii agsagidaki gibi tanimlanir:

/f (o=t _ Al —xa)

y|” |y|™

p lizerinde agagidaki sartlar (4.3), (4.4) ve

.. p(T) p(s
s <7 ic¢in 7_1(1—1-1 < A'28n<+>1, (4.7)
p(t p(T
/ tg)dt < A’Q’T>, (4.8)
1 s . T (s) p(7)
§§;§2lgln 7—8771 <A3‘T—S|Tn+1 (49)




vardir. Burada A, A, A > 0 sabitleri 7, s > 0 dan bagimsizdir. Eger p(7)7 fonksiyonu
bir @ > 0 igin artan ve p(7)/7? fonksiyonu bir f > 0 icin azalan ise bu durumda p
fonksiyonu (4.4) ve (4.9) esitsizliklerini saglar.
0 < a < n+ 1 olmak flizere eger p(7) = 7 ise Tp = I, saglamr. Eger Tpf ve T, f iyi
tanimlanmus ise 7, f-T),f bir sabittir [27].

VR > 0 i¢in Bg := B(0, R), 0 merkezli, R yaricapli yuvar, ve xp,, Br nin karek-

teristik fonksiyonu olsun.
-

o [,

0
olup ayrica

B(z,R) ={y e R": |z —y| < R}

dir [10].

Lemma 4.2.1 z € Bg/; ve R > 0 olmak {izere
p(R/2) < CT,xBg(x) (4.10)
esitsizligini saglayan bir C' > 0 sabiti vardir [10].

ispat. r € Bg/p olsun.

(|z — y

_ / p(z —yl)dy
|z =yl
R

B(z,R/2) C B(0, R) olmak iizere

[z —yl?
B(z,R/2)
R/2
=C / @ds
s

0
Son esitlik kiiresel koordinatlar kullanilirak elde edilmistir. [
Lemma 4.2.2 VR > 0 i¢in ve

1
<¢<><C 0<r/2<s<2r (4.11)

C=o(r)
doubling sartim saglayan 6l¢iilebilir bir ¢ : (0, 00) — (0, c0) fonksiyonu igin

gr(z) == ¢(|z[)x B (7)
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olmak iizere x € Bp/3 i¢in

Cc™ / o(t) dt <T gR(:U)

<C / ¢(t)tp(t) it

2R/3

esitsizligi saglanir [10].

ispat. Once sag tarafdaki esitsizlik ispatlanacaktir. Sol taraftaki esitsizligin ispat1 benzer

sekilde elde edilir. Vo € Br/3 ve y € R™\Byg/3 igin |z — y| ~ |y| seklinde gosterilir. ¢

fonksiyonu (4.11) esitsizligini sagladig1 i¢in bu durumda

o(Jy|)p(|x — y\)dy
|z — y|™

pgR
R™\Bg

Plz=ol)

|z — y|™

< / o(lyl) 22—

R7\B(z,2R/3)

eyl
/ o — y) ] oy

R™\ByR/3

co [ M0, oy,

2R/3

esitsizligi gerceklenir.

Lemma 4.2.3 1 <p < oo ve ¢ € G, olsun. Burada

()P dt < CH(R)R™MP, R > 0.

(4.12)

esitsizliginin saglandigi bir C' sabiti olsun. Bu durumda x +— ¢(|z|) fonksiyonu, M, ,(R™)

uzayina aittir [10].

Lemma 4.2.4 0 < r, < oo ve 0 < 7" < oo olsun. Eger bir C > 0 sabiti var ise bu

durumda

T t
/ qb(? )dt§0p¢(:c,r), z e X, re <r < o0,

0<p<l1ligin
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T , t P
/ qb(xt)dt <Cpop(z,r)P, zeX, r,<r<oo
esitsizligi vardir. Burada C), > 0 sabiti, C' ve p ye baghdur.

Ispat. Tlk olarak (4.12) esitsizligi, [30] deki Lemma 4.2.4 de gore
1 r -1
— [ p@®)Pt"dt < Co(r)P, r>0
,
esitsizligine denktir. ¢1(r) = inf;<, ¢(¢) olsun. Bu durumda ¢;(r) artmayan fonksiyon-

dur. M, 4(R™) ve M, 4, (R™) izomorfiktir [26]. Kabul edelim ki ¢ kendisi azalandir. Bu

durumda x — ¢(|z|) yarigap olarak azalandir. Béylece a € R™ i¢in

G [ ollalpar W<[ L oy T )
’B(OZ?T)‘ B(a,r) B |BT’| B,

dir. (4.12) ve (4.13) ifadeleri birlestirerek kiiresel koordinat kullamlarak sonug elde edilir.

[
Lemma 4.2.5 1 <p < g < oo ve ¢ € G, olsun.
/st < Co(r)p(r), r>0 (4.14)
ve
plr) < C'o(r)P/a=t 1 >0 (4.15)
veya
/”(ttdwr / o) 4, < C'o(r)rPl1, >0 (4.16)
kosullar1 saglansin. Eger f fonksiyonun normunu || f : M, 4|| = 1 olarak normallestirilirse
bu durumda, z € R" igin
1,50 < € (AP + inf o077, @17)

esitsizligi vardir [10].

Ispat. Kabul edelim ki ¢ fonskiyonunu bl’irekli ve kesin azalan olsun. kj ve kg p nun (4.6)

sartindaki sabitler olmak iizere p*( f p Jds olsun. z € R™ ve r > 0 i icin
kir

-1

mi@l <o | Y SR [ il

j=—00 j=0

|lz—y|<2ir
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Yukaridaki ), ve Y, toplamlari olmak iizere

-1 -1

kor
/(Z X23k1r27k2r] )) (S)d

J=—00

< Cp(kar)

ve

[e.o]

* = S )
Z,O 2] 2] / (Z X[Qﬂklr 2~7sz pi )¢(2jr)) dS
ke \J=0

Jj=0

<C / Z X[29 k17,20 kor] (S @M«S)ds
7=0 §

kir

INA

~ Q
=
NP
N
&
QL
»
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Bu durumda,

-1

S <o Y r@nMi@)
I

< Cplkar)M f(x)

< Co(ryPl ' M f(2),

ST <O o @O : Myl

IT =0
<C p(s)o(s) ds
e

Burada (4.14) veya (4.16) esitsizlikleri kullanilir. ¢ doubling ézelliginden >~ ,, < Cp(r)P/4

esitsizligi saglanir. Dolayisiyla, r > 0 i¢in

| Tpf ()] < Cp(rP/ T M f(x) + 6(r)]

Ik olarak, kabul edelim ki

M () < inf 6(r)

dir. Bu durumda, (4.18) esitsizliginden (4.17) esitsizligi elde edilir.

Tkinci durum icin kabul edelim ki

M f(x) > inf ¢(r)

r>0
olsun. [[f : My 4|| = 1 oldugu icin
1/p
1 1 /
1> —— fy)Pdy
o0 \ B |
B(z,r)

Dolayisiyla Vr > 0 igin

(4.18)



Bunun anlami Vr > 0 igin

|
BT f(y)|dy < sup ¢(R).
Bl J MW= gmel
B(w,r)
Herhangi bir r > 0 ve x € R" icin
M f(z) < sup ¢(r)
r>0
esitsizligi elde edilir. Boylece M f(z) ~ 2¢(R) olacak sekilde R > 0 bulunur ve burada ki

R ile (4.17) esitsizligi elde edilir. ]

4.3 Genellestirilmis Morrey Uzaylar Uzerinde Genellestirilmis Kesirli

Integral Operatdriin Simirhihig:

Teorem 4.3.1 p ve ¢ doubling sartlarini saglasin. Ayni zamanda ¢ fonksiyonu, érten ve

(4.1) kosulu ile 1 < p < ¢ < oo igin

é(r) / p(tt)dtjt / A (t);b(t)dt < CH(r)P, V>0
0 T

saglansin. Bu durumda

||Tpf||/\/lq’¢p/q < C P

olacak sekilde Cp,, > 0 vardir. Yani T}, operatorii, M, 4 uzaymdan /\/lq@p/q uzayina

smurhdir [8].

ispat. T, operatérii iki parcadan olugmaktadir.
\x —yl,
fly / fly dy
/ —yl"
|lz—y|<R lz—y|>R

= Il(a:) + IQ(.’L')

Bu durumda her iki integralde ayrigirsa, yani I;(x) i¢in, p ve ¢ nin iizerindeki hipoetezleri

ve
11(2)] < CMf(x)p(R) P~/

esitsizligini elde etmek i¢in M Hardy-Littlewood maximal operatoriin 6zellikleri kullanilir.

I icin p ve ¢ tizerindeki hipotezleri ve f € M, 4 olmak iizere

| Ia(2)] < Ol fllag,, . 6(R)

40



esitsizligini elde etmek i¢in kullanilir. I5(x) i¢in ¢ fonksiyonunun ortenliginden dolay:

O(R) = Mf(a).| {5

olacak sekilde R > 0 secilir. V € R" icin

f#0 ve Mf(x) < oo
¢(R) nin bu degeriyle I1(z) ve Iy(z) esittir ve dolayisiyla V x € R™ i¢in
Tpf (@) < CMf(@)"| IR

esitsizligi gerceklenir. M operatorii M, 4 tizerinde smirhdir.

Teorem 4.3.2 p fonksiyonu, (4.3) ve (4.4) saglansm. Ayrica

r

pr) ve r_”/p/'o(t)dt

T t
0
her daim azalan olsun,
0o 7
/ a (ﬂtt_n/pdt < Cpnir / p(tt)dt
T 0

esitsizligi saglansin ve 1 < p < ¢ < oo igin

T_"/p/p(tt)dt ~ @7 ) we d7HETMBL () ~
0

olacak gekilde (4.2) kosulunu saglayan ®; ve ®5 fonksiyonlar1 vardir. Eger ¢, doubling

sartin ve

o) [ Mar+ [P0 < oy, w0

0 T

kosulunu saglarsa bu durumda 7}, operatorii, M,, 4, uzaymdan M, ,, uzayma simirhdir [8].

Ispat. R™ de herhangi bir yuvar B = B(a, r) ve B = B(a,27) olsun.

= [ rorlE s

=I}(2) + I3(x), VYo cR"™
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I}g igin f = fxp kiimesi olsun. Bu durumda

1/q 1/q
( / Iém)%) = (@/ Tpf<m>xB<m>Qdm)
B n

< ClTpfllza, IxBlLa,-

Fakat T}, operatorii, L, den Lg, ye simirhdir ve

Ixal Lo, < (@37(1BI7H)™

seklinde gosterilir. Dolayisiyla

1/q
( / Ié(@%) < O flluo (@5 1B

B

< CrP(r) || fllay o (D1 (r7)r" )

T

< Crlg(r) |, [ P

0

< Crip(r)|| 1l

esitsizligi elde edilir.

Y x € B igin
Bl [ 1wty
|z —y|"
|z —y|>r
dir.
1/q

/ B@)de | < O fla,
B

esitsizliginden dolay1

13(2)| < C|fllan,, / A

r

< CY)Ifllm, o

elde edilir. Sonug olarak her iki durumdan dolay1, T}, operatérii icin ilgili esitsizlik ispat-

lanmig olur. |
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Teorem 4.3.3 Eger ¢ : (0,00) — (0, 00) fonksiyonlar1 agagidaki sartlar saglasin.

() §3<i<2 ise £ <o <a

(i) [ 2D%¢ < Asp(r)P, V7 >0
burada A; > 0 sabitleri, t,7 > 0 dan bagimsizdir. Bu durumda V p € (1, c0) igin

1M fllnm,, < Cpllfllag,

olacak sekilde C), > 0 vardir [25].

Teorem 4.3.4 Eger p, ¢,1 : (0,00) — (0, 00) fonksiyonlar1 agagidaki sartlar: saglasin.
1 _t 1L _ o) 1L _ p®)
< —-<2 ise —<—L <A ve —<—L<A 4.19
2= 7" A~ o(r) = Ay = p(r) =72 (4.19)
1 o
vV r >0 icin /Pit)dt < 00 (r)?, (4.20)
0
V r>0 igin ¢(r /psftdt +/ t)t¢( )dt < Agp(r), (4.21)
0 r

burada A; > 0 sabitleri, t,7 > 0 dan bagimsizdir. Bu durumda V p € (1, 00) igin
ITof My < Cpllfllng, s
olacak sekilde C), > 0 vardir [9].

Ispat. z € R™ icin ve 7 > 0 olmak {izere

fly —yl f(y \w—y!)
-/ |:c e VA | |x—y|n
|z—y|<T [z—y|>T
= Ii(z) + L(z)

t € [2F7, 25 17] icin

2k+1p

o2y <o [ A0
/

ok+1,

p(2r)6(2r) < C /

2k

ve

dt.

p(t)$(t)
t
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olacak sekilde C; > 0 sabitleri vardir. Boylece

|z —y|"
l—y|<r

< i / \f(y)\p(lw—yl)dy

lz —y|”

k:7002kr§|x—y|<2k+1r

~1
p(2F7)
<¢ ¥ Gy [ 1wl
=T |z—y|<2k+1p

-1
<C Y pnMfG)

k=—o00

ok+1p

1
<cmf@) Y. | A0,
2k

k=—00

Ayni zamanda,
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= f@le(z =y ,
<2 / lz —y|" &

2kr<|z—y|<2kt+lr

B
Il
o

© k+17,
DL == O

|z—y|<2k+1r

<O p@ )o@ fllm

£
I
o

2k+2

< O, S /

k= 02k+1

< Clila, [ 20

< CP(r) 1 f Iy, o
1 <p<ooigin
T f ()P < 227X ([ (2) P + |2 () P),

ve Teorem 4.3.3 den V B = B(«, ) yuvarlar igin

B|/ hife)fde < <r>p\Bl ! M

<CIMfl, ,

< G,

ve

1
i B/ |L(x)Pde < C||f |5,
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elde edilir. B&ylece
1
W/\Tpf(xﬂpdﬂf < Collflin,
B

esitsizligi ispatlanmig olur. [

Teorem 4.3.5 1 < p < ¢ < 0o ve ¢ € G, olsun (4.14) kogulu saglansin. Bu durumda
T}, operatorii, My »(R") den M 4u/q(R") ye smurh olmast igin gerek ve yeter sart (4.15)
kosuludur [10].

Ispat. (Yeterlilik) | f : My sl| = 1 olsun. B = B(z,s) herhangi bir yuvar olsun. (4.17)

esitsizliginde integral alinirsa
L / T, (2)|%de < C | — /[Mf(x)]pdx Finfo(r) |, zcRr
B P - B >0 ’ '
B B

her iki taraf ¢(s)P ile béliiniirse, bu durumda M, 4 tizerindeki M (Maksimal) operatoriin

siirliligr sayesinde

L 1
¢(8)7’|B’B/|Tpf(x)|qu =C W![Mf(m)]pdx+ 1] <C

elde edilir. B yuvan keyfi oldugundan istenilen sonug elde edilir.

(Gereklilik) Lemma 4.2.1 den

1/q
~ 1
AR <C |y [ 1Bk l1ds (1.22)
Br/2
elde edilir. T}, sinirh oldugu icin
IToxBr : My gorall < Clixsg : Mpgll- (4.23)

Eger (4.22), (4.23), Lemma 3.4.7 ve ¢ nin doubling 6zellikleri birlestirilirse V R > 0 igin

1
|Bry2l JB)2

1/q
p(R/2) < CH(R/2)P/T¢(R/2) P/ [ ToXBr (fﬁ)lqdl“]

< C¢(R/2)p/q”TpXBR : Mq,(z,p/qH
< CH(R/2)P/1¢(R)™"

< Co(R/2)P/T!
esitsizligi elde edilir. n
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Teorem 4.3.6 1 <p < g <oove ¢ € §,olsun ve 3 C > 0 icin
h ¢(S)Sn/p n/
?ds < Co(r)r™?, r>0 (4.24)
0

esitsizligi saglansin. Bu durumda 7}, operatériiniin M ¢(R™) den M, 4,/q(R™) ye smurh

olmasi igin gerek ve yeter sart (4.16) kosuludur [10].

Ispat. (Yeterlilik) ||f : M, 4| = 1 olsun. B = B(z,s) herhangi bir yuvar olsun. (4.17)

esitsizligi birlegtirilirse, bu durumda
1 / |T,f(z)|%dx < C 1 /[Mf(x)]pdx + inf ¢(r)? xz € R".
| B| r - | B| >0 ’
B B

her iki taraf ¢(s)? ile boliiniirse, bu durumda M, 4 tizerindeki M (Maksimal) operatoriin

siirliligr sayesinde

1 / 1 /
B B
<C
esitsizligi elde edilir.

(Gereklilik) Teorem 4.3.5 den ve r > 0 i¢in

/ pf)dt < Cp(r)p/a—t
0

esitsizligi elde edilir. Ayrica Lemma 4.2.2 den

1/q

T (t)p(t 1
/()tp(>dt ~ | 7 / Tpg(x)ldx < Oﬁb(R)p/qHTpgR My gorall
2R

Brys

T, siirh oldugu icin
T o()plt
[ 2000 < cotrp/ilgn s Myl
2R

esitsizligi elde edilir. Lemma 4.2.3 den

[ ol v/a
/ — o dt <CH(R) /
2R

< CH(2R)P/1.
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Teorem 4.3.7 ¢, € Gy olsun ve 3 C' > 0 igin
<Z>
d < Co(r)r™, r>0 (4.25)

esitsizligi saglansin. Bu durumda T}, operatoriiniin, M 4(R™) den M 4(R") ye smirh

olmasi icin gerek ve yeter sart

B(r) / /¢ dt <C"Y(r), r>0 (4.26)

esitsizligini saglayan bir C’ > 0 sabiti olmasidir [10].

Ispat. (Yeterlilik) ||f : My gl = 1 olsun. B(z,r) yuvarn icin

fl:fXB(w,2r) ve fo=f—fi.

Bu durumda Vy € B(z,2r) icin B(z,7) C B(y,3r). Dolayisiyla Fubini teoremi ve nor-

mallesmesinden

[ mawlacs [ [ ety

B(z,r) B(z,r) (2,27)

p(lz —yl)
< / /\f(y)\’w_y’ndl’ dy

B(z,2r) (y,3r)
< Cp(3r)g(3r)r"

< Cy(r)r"

esitsizligi elde edilir. Burada son esitsizlik igin (4.26) ifadesi ve ¢ nin doubling sart
kullanilir. Boylece f; icinde gerceklenir.

f2 i¢in « € B(z,r) olsun. Bu durumda

nae < [ 1wy

lz —y|"
B(z,2r)c
plz—yl) ,
<
< [ rwi=a
B(z,r)c
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ve Teorem 4.3.5 ispatinda oldugu gibi sag taraf ikili olarak ayrigtirilarak

T, fole |<Z [ uwl ,('x‘y" y

_ z—y|
l?( ,2ir)\B(x,27—1r)

< [0

2kir

esitsizligi elde edilir. Eger (4.26) ifadesi ve ¢ nin doubling sart1 kullamlirsa bu durumda

[Tpfa(2)] < C(r)

elde edilir. Boylece fy iginde gegeklenir.

(Gereklilik) Kabul edelim ki T}, operatorii, M ¢(R™) den My ,(R™) e siirh olsun.
Lemma 4.2.1 den

p0) ~ [ Toxw @)z < v (5) T, - Muy

B, /2
esitsizligi elde edilir. ¢ € G; oldugu icin ve T}, operatorii, My 4(R™) den My 4(R")" e
sinirhidir.
p(r) < Cp(r)lxs, : Migll
esitsizligi gerceklenir.

IxB, : Migll ~ o(r)~"
p(r)

icin p(r) < C (- Ayrica Lemma 4.2.2 den

/ p(t)td)(t)dt <09 (2) L9, : Mo

r

< CY(r)llgr - Mugll

< CY(r)

esitsizligi elde edilir. [

Sonug 4.3.8 1 < p < ¢ < oo olsun. Bu durumda 7T}, operatorii L,(R™) den L,(R™) ye
smirli olmasi icin gerek ve yeter sart Vr > 0 igin

n

p(r) < Crv~ s (4.27)

olacak sekilde C' > 0 olmasidir [10].
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4.3.1 Genellestirilmis Morrey Uzaylar Uzerinde Genellestirilmis Kesirli
integral Operatoriin Guliyev-Spanne Tipli Sinirhilig:

Bu kisimda T}, genellestirilmis kesirli integral operatérlerinin M, 4 genellestirilmis

Morrey uzaylarinda Spanne tipli sinirliligit Guliyev metodu ile ispatlanacaktir.

T, f operatoriiniin iyi tanimh olmas: i¢in

. XR”\B(O,l)(x)
olmak tizere
7 olt) dt
p(t
b 4.28
w ; (4.28)
1
kogulunun saglandigini kabul edelim. Ayrica, p fonksiyonu igin C' > 0 sabitleri ve
0 < 2k1 < k9 < 00 igin
kor d
t) dt
sup Mggca/M), r>0 (4.29)
r<s<2r S @
kir

biiytime kosulu saglansim. Bu kosul p(¢)/t" fonksiyonu i¢in bilinen doubling kosulundan,

yani, r;t > 0 ve 1/2 < r/t < 2 kogulunu saglayan herhangi r, ¢ ler igin

1p@)§p0)§00®7
Ctn = m tn
esitsizligini saglayan sabit bir C' vardir, daha zayif (genel) bir koguldur.
T, genellestirilmis kesirli integral operatérii i¢in p nun (4.29) kosulunu daima sag-
landigin1 kabul edilecektir Boylece Gy ile bu kosuulu saglayan tiim fonksiyonlarin sinifi

tanimlanip ve p € CA}B oldugunda

p(r) :C'r”/p(t)dt.
[ALS #

Uyar1 4.3.9 0 < a < n olmak iizere p fonksiyonu icin

o0 = {ta log(e/t), 0 <t <1,

o
W, 1St<oo,

ve
o, 0<t<l,

ece*d 1<t <oo.

Mﬂz{

érnekleri almabilir. Burada ¢ > 0 bir sabit sayidir. Ikinci érnek Bessel potansiyeli icin
kullanilir [39].
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Teorem 4.3.10 (7}, icin Guliyev lokal esitsizligi) 1 < p < ¢ < oo olmak {izere p
fonksiyonu icin (4.28) ve (4.29) kosullarmi saglansin. Bu durumda, (4.27) kogulu ise bu
durumda p > 1 i¢in

(o)
n p(r) dr
oSz, By < Iz, Baan) + 10 / O e
2t
esitsizligi Vf € LéOC(R") icin ve VB(zp,r) yuvar i¢in saglar. [14].
ispat. 1 < p < oo olsun. f fonksiyonu f = f1 + fo olmak fizere,

f1(W) = F (W) XB@2) W) ve fa(y) = f(Y)XBea2e) (Y)

t > 0 olarak alinirsa
Tof (x) =Tpf1 () + Tpfa (@)

icin norm esitsizliginden

||Tpf(95)||Lq(B(z,t)) = ||Tpf1(x)||Lq(B(z7t)) + ||Tpf2(x)||Lq(B(g;,t))
elde edilir.

l<p<oo,0<a< % — % olmak {izere Teorem 4.1.6 den

HTpflnLq(B(x,t)) < ||TPf1HLq(Rn)
< ClAllg, @
= 141l (B (4.30)

esitsizliginde C' > 0 dan bagimsizdir.

z € Bz, t)= |z —z| <t
y € BY(z,2t) = |x —y| > 2t
< t4 |y — 2|
[z —yl—t < |y—2z|
2t < |z —yl
St < eyl
g —
=5 Yy
1
e =yl =S le—yl < |y - 2|

Loyl < ly—4
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olur ve buradan

elde edilir. Buna gore

yazilabilir. Ayrica T, f2 i¢in

IN

ly =z <o —z[+]|z -2

t+ |z -yl

e —yl+lo—yl
LN .
51T =y y

2

Y|

Loyl <ly—z<2iz—y

ITofoll LBy =

IN

Q

\B(m,t)

\B(x,t)

@Z;

/1]

¢(xz,2t)

L/

¢(x,2t)

/

Be(z,2t)
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1 3
§t <r< §t=>p(t) ~ p(r)

p(ly — 2|)

o W)dy| dz

ly — 2|

p(ly — =)

ly — 2["

p(|lr —yl)
lz —y|"

Lq(B(zt))

f (w)l dy

|f (y)| dy

Qe

dz

dz

Q=

Q=



s

AN N
X — X —
[ [ =] | < [ (] [ A=) e a
(z,t) \B¢(x,2t) Be(x,2t) (z,t)
= [ =R [ o) a
Bc(x,Qt) ($7t)
1 plz —yl)
= Banl [ B wla
Be(z,2t)
n p(lz —yl)
— i [ Py
Be(z,2t)
n 7 ) dr
sit [ el [ 22
T T
Be(x,2t) z—y|
elde edilir ve Holder egitsizliginden
o [ p(r)
—ti [O0a [ 1wl
2t o< |z—y|<t
o [ p(r)
Sta /Tnﬂ 1Ny By T
2t
n [ p(r)
S0 [ O Wy ey My cogeny @
2t
n [ p(r) n
=tq /rn-i-l HfHLp(B(z,r))rda
2t
w I 11
=0 [y i+ 7 =1
g n(1-3)+ P
—t7 [ 175700 1, o (4.31)
2t
esitsizligi elde edilir.
| ]

Lo,v(0,00) uzayi, t > 0 icin
1901 2.0c . (0,00) = sup v(t)g(t)
t>0
sonlu normu ile tiim ¢ fonksiyonlarinin uzayi olarak tanmimlidir. Ayrica,
Lo (0,00) = Loo1(0,00)
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dir. (0, 00) uzayi, (0,00) da tanmmh Lebesgue-olciilebilir tiim fonksiyonlarin kiimesi ve
M (0,00) uzayi, (0,00) da tammh negatif olmayan fonksiyonlar kapsayan alt kiimesi
olsun. MM*(0, 00;1) uzayi, (0,00) da tanimh azalmayan 9+ (0, co) uzaymdaki tiim fonksi-

yonlarin konisi olsun ve

A= + ;1) : L =
{so € M™(0,00;1) Jim o(t) 0}
kiimesini gz 6niine alalim. Bu durumda agagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 4.3.11 Vt > 0 icin v1 ve vz, 0 < [[v1]1(t,00) < 00 kosulunu saglayan negatif
olmayan ol¢iilebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda A konisi iizerinde T 6zdeslik opera-

tortintin Log v, (0,00) dan Lag 4, (0, 00) ye sinirh olmasi icin gerek ve yeter kogul

Hvz (Hvlllgjo(.m)) Hme,oo) < o0 (4.32)
olmasidir [14].

Teorem 4.3.12 vy, vy ve w, (0, 00) da tamnh agirlik fonksiyonlar: ve vy (¢) orijinin komsu-
lugunun diginda sinirh olsun. Bu durumda (0, 0o) da tanimh negatif olmayan ve azalmayan

tiim g fonksiyonlarinin 3 C > 0 sabitleri i¢in

esssup va(t)Hy,g(t) < Cesssup vy (t)g(t) (4.33)
>0 >0

kosulunu saglamasi igin gerek ve yeter kosul

o0

= sup va(t < 00 (4.34)

t>0 / €ss Sups<‘r<oo Ul( )

olmasidir. Ayrica C' = B degeri verilen kosul i¢in en iyi sabittir [14].

Teorem 4.3.13 1 < p < oo olmak iizere p fonskiyonu (4.27), (4.28) ve (4.29) sartlarin
saglasm. Ayrica (¢1,¢2) : R™ x (0,00) — (0, 00) fonksiyonlar: igin

n t, n
?iigolof o1(x,s)s? < C(bg(w, 5) ta, (4.35)
(ess inf ¢1(x, s)s» ) Pl dt < C ¢a(x,r) (4.36)
t<s<oo t%Jrl - T ’

r

kosgullar: saglansin. Burada C, x ve r den bagimsizdir. Bu durumda p > 1 igin

ITollMy0p S 1 lIMg.0,

esitsizligi saglanir. Buna gére p > 1 igin T, operatoriit M, 4, den M 4, ye sirhdir [14].
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Ispat. 1 < p < 0o olsun. f fonksiyonu f = f1 + f» olmak {izere

f1(¥) = fxB@20)(y) ve fa(y) = fxBe2n(y),

t > 0 olarak alinirsa
Tpf (z) = Tpfl(x) + Tpf2(x)
i¢in norm esitsizliginden
|Tpf(37)’Lq(B(x,t)) S ’Tpfl(x)‘Lq(B(x,t)) + ‘Tpr(x”Lq(B(x,t))

elde edilir. Teorem 4.3.12 de

Ul(t) = (z)l(xvt)ilﬂ}?(t) = ¢2(l"t)71
9(t) = 1f ], B - wt) =t p(t)

secilerek ve T}, operatoriiniin L, den L, ye smirhhigindan p > 1 i¢in Teorem 3.1.1, Teorem
4.1.1 ve Teorem 4.3.12 den

HTPJCHV[//\/([M)2 = sup ¢o(z,r) " 'r 9 HIpf”Lq(B(m,r))

r>0
_n n _n_q
Ssgpclb(ﬂﬁ ) Hf||Lp(B(a:,2r))+tq/t 2P N L, () 4
2r
< sup WQ(IE’T)_IT_E ||f||Lp(B(x,2r))
r>0
(o]
sup (e r) ™[5 00) 1l e
_ _n_q
S sup e r) ™ [ 57 00) 111 0
r>0
_ _n_g
wsupda(e, )™ [ 6500 1, .
_n_q
= sup da(er) ™ [ F ) 11, e
§sgp¢1(x )Tl I Wl (Bat)
= HfHMp,(z)l
esitsizligi elde edilir. [

95



4.3.2 Genellestirilmis Morrey Uzaylar Uzerinde Genellestirilmis Kesirli
Integral Operatériin Guliyev-Adams Tipli Smirhihig

Teorem 4.3.14 1 < p < oo ve (¢1, ¢2)

sup ¢1<$,t) < C(]ﬁg(%‘,T), (437)

r<t<oo

sartim saglasin. Bu durumda M operatorii M), 4, den M, 4, ye smrhdir [2].

Teorem 4.3.15 1 <p< oo, 0<a< %, q > p ve ¢(z,t) fonksiyonu

sup ¢(z,t) < Co(z,r) (4.38)
r<t<oo
ve -
1dt _ap
/to‘ qﬁ(w,t)z’7 <Cr a», (4.39)

T

kosullarini saglasin. Burada C, x € R" ve r > 0 dan bagimsiz bir sabittir. Bu durumda

I, operatorii M den M 1 ya smurhdir [13].
P a1

1
PP @
Teorem 4.3.16 1 < p < 00, ¢ > p, p(t) fonksiyonu (4.29) sartim saglansin. Ayrica ¢(x,t)
fonksiyonu (4.38) ve

p

/ b(x, 1) pit) dt < Cp(r)" 75, (4.40)

B =

kosullarini saglansin. Burada C, z € R"™ ve r > 0 den bagimsiz bir sabittir. Bu durumda

ITofllpg ) S Il
q, P,

Q=
Sl

@ ¢

esitsizlikleri saglanur. 7T, operatorii icin M den M . 1ye siurhdir [14].
P a,

1
7¢)p
Ispat. 1<p<oo, 0<ac< %, q > p olmak iizere f € M olsun. f fonksiyonu

P

f=fi+ f2igin

1
’¢p

f1(¥) = fxB@2) ) ve fa(y) = fxBe20)(Y)

t > 0 olarak alinirsa
1,f (2) = Tof1 (2) + Ty f2 (2)

icin mutlak deger esitsizliginden

Tof (2 S Tofr (2)] + T, f2 ()]

o6



yazilabilir. T),f1(z) i¢in, z € B(x,r) olmak {izere Hedberg esitsizliginden

maei s [ )
B(z,2r)
0
> [ i
k==00p (2 2k+17)\ B(z,2%7)
0 2k kor

> [ e [ e

Q

AN

r) (4.41)

elde edilir. T}, f2(z) i¢in, z € B(x,r) olmak lizere (4.31) esitsizliginden

LS [ ,('90 |n|)\f( )Idy

X
CB(ac,?’r)
p(t
S [ Wl oy (4.42)
2r

olur. Bu durumda (4.38) kosulundan ve (4.42) esitsizliginden V z € B(z,r) icin

T4 S olr / 115 atean 5 et
pIMF@) + ;/wti D
S p(r)Mf(@)+p(r) T [ flm (4.43)
p,®P
i} . e o\ T
bulunur. Boylece V z € B(z,r) i¢in p(r) = (Mfé)) secilerek
T, () S (MF@)T I fln (4.44)
p,¢P

yazilabilir. Sonug¢ olarak M maksimal operatériin M <i>l uzayindaki sinirhiligindan ve
p7 p
(4.38) kosulundan aradigimiz ifade saglanir. Eger 1 < p < g < oo ise (4.44) esitsizliginden

o7



_1 _n
| Tpfllae = sup d(z,t) st <[ TpfllL, (B
q,¢4 z€R™ t>0

1-2 _1 _n 2
SUIfllp®, sup 0¢(1’,t) at | MFN7 e

p,pP zeR ,t>

Qs

1-2 _1 _n
= |Ifllp ( Sup Oqﬁ(ﬂ«",t) vt "HMf\Lp(B(m)))
) T

1
6P R t>

1-2 P
= 1fllac® | 1M R

1 1
p,pP p,¢P

S f 1l
p,

=

®
elde edilir.

4.4 Genellestirilmis Campanato Uzaylar Uzerinde Modifiye Genellestirilmis

Kesirli integral Operatériin Sinirhilig:

oo
Teorem 4.4.1 1 < p < oo olmak {izere ¢ doubling sartim1 ve f @dt < oo kogulunu
1

saglasin. C' > 0 sabiti yalnizca n ye ve ¢ nin doubling sabitine bagh olmak iizere
[e.e]
~ t
5y = [ 2Wa
T

olsun. Eger f € L, 4 ise bu durumda

lim fpr < oo

ve

I~ Jim faionla,, < Clflle,

dir [8].

Teorem 4.4.2 1 < p < oo, p fonksiyonu, (4.3),(4.4),(4.8), (4.9) ve ¢ fonksiyonun dou-

o
t
bling sartini ve / qbi)dt < oo sartini saglasin.
1

o8



/¢ t/%fﬁ+r/p%?wﬁ§CWW)Wr>®

T

esitsizligi gerceklenirse Tp operatoril, £, 4 den L, 4, ye sirhdir [8].

Ispat. f Ly 4 olsun. R™ de, herhangi bir B = B(a, r) yuvari igin B = B(a, 2r) olsun.
Vz € B i¢in

Iote) = [ — gy (HE I A0 x50 Y

z—y" la —y|
Rn

Thia) = [(0) - g PUE= 9D g,

lz —y|”

B = [ () - g (SRt - 21

. z—y*  Ja-—yl?
BC

C%;i/u@>_ﬁﬁ<mm—yDﬂ—X3@»_Jﬂyﬂl—xm@D)dy

la —y[" ly|™
Rn

2 /f (ool _ oD =xnis) g,

-yl ly|™
O halde
T,f(x) — (Ch + Ch) = Ip(x) = Ip(x) + Ip(x) ,

ve C}B ve C% sabitleri iyi tanimlidir. I}B hesaplamak icin

f:=(f—fe)xp ve o(r) :/gbit

O halde [7] den




elde edilir. M ve Teorem 4.4.1 den

o(f) = lim fpo

=00

olmak tiizere

1/p 1/p
1 1 » C s
w(r) (B!Ié(x) da:) < W (/[Mf(x)] dm)

B

C -
< s

< Cp

< g (= ol + BI1fz = o(1)])

< Go(If —o(Dlla 5+ I1£le, )

< Gollflle,.

elde edilir.
Sonra, I% hesaplamak kalir. (4.4) ve (4.9) ile

pllz —yl) _ p(ly —al)

lz—yl*  |y—al”

uyws/uw—mr
BC

<Clo-al [ 156~ a2y

|y _ a|n+1
ly—a|>2r
- |f(y) — Iglp(ly —al)
:C]a;—a|z » _Ba|n+1 dy

k:22k*1r§|yfa|<2kr

— p(2Mr)
<Clr—al 3 G [ 116 = sy

ly—a|<2kr

1/p

r

o0 k’)"
SC|:c—a|Zp(22k ) (2,37,)” / [f(y) = Fal’dy
k=2

ly—al<2kr

Fakat V k > 2 igin
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1/p

2k
[ s =saray| <l [ 2
2r

B(a,2kr)

1
| B(a, 257)]

Boylece (4.4), (4.8) ile ve ¢ ve 1) fonksiyonlar: iizerindeki varsayim

1) < Cla —allflle,, 3 2o

o
||
N

ok+1, t
<C|$—a’|’f”llp¢z / 2 (z/ )
<mafu/%ﬁ )
:C|x—a’||f”llp,¢/ (/ pt(;)dt) (Z)iS)d

2r S

[e.e]

< Crlile,, [ 22545 < cvmlsie,

2r

elde edilir. Dolayisiyla ispat

1/p
1 (1 [
— <
5 (£3]/IB<aﬁ dx) < Clfle, .
B

gercgeklenir.
[ |
Teorem 4.4.3 p, ¢, : (0,00) — (0, 00) fonksiyonlar: agagidaki kogullarr: saglasin:
1 _t o(t) 1 _ p(t)
- < -<2=> —< —~L <A — < —-< A4 4.45
RS o CRER e L )
1 0 »
t t
vV 7>0 igin /p(t)dt < 00, /(ﬁ(t)dt < Aszo(r)P, (4.46)
0
1
Loty e |20 _ 2D oy 20 (4.47)
271 Tn tn Tl
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V7 >0 icin ¢(r /pitdt + T/p(t)tht < Az(r) (4.48)
0 r

burada A; > 0 sabitleri ¢, 7 > 0 den bagimsizdir. Bu durumda 1 < p < oo igin
1Tpf Nl < Coll fllag, -
olacak sekilde C), > 0 vardir [9].

Ispat. B = B(a,27) olsun. x € B = B(a, 1) icin

T,f(z) — Cp = Ep(z) + Ep(x)

Pl =y = xz) oy = x5, (y))
Cr = / 10 (" )
/f —~dy,
y\
o) = [ ) (- Al a
e
(4.47) den

pla —yl)
csi=c| [ uwisrla [ reE = ay |,
a—y|<k la—y|>k
k = max(2|«al, 27), ve bu yiizden Cp nin V B(«, 7) yuvari i¢in sonlu oldugu bilindiginden

benzer teknik ile 6nceki teoremin ispatinda oldugu gibi,

S @)lelz —yl)
|z —y|™

[ p(@)] <

la—y|<2r

|f(y)lp(lz — y!)dy
|z —y|™

IN

lz—y|<3r

< CMf(z) (tt)dt

O\_.%J
)

<oms) [ 2a,
0
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ve (4.47) ile

‘12($)’§ |‘ ||33—y\ (‘a_y’) dy

i e N
la— y|>2r

a—y
<Clo—o [ |f<y>|@(’_y,n+')ldy
la—y|>2r

< Clfh, or [ A5

t2

r

ispat gerceklenir.
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