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ÖZET

Genelleştirilmiş Morrey Uzaylarında Harmonik Analizin İntegral
Operatörlerinin Sınırlılığı

Yüksek Lisans Tezi

Nihat TÜYSÜZ

Ahi Evran Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

May 2015

Bu yüksek lisans tezinde, Genelleştirilmiş Morrey uzayları ve harmonik ana-

lizin integral operatörlerinin bu uzaydaki sınırlılığı hakkında bilgi verilecektir. Bu

tez çalışması üç bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giriş kısmıdır.

İkinci bölümde, bundan sonraki bölümlerde incelenecek olan konuları yakın-

dan ilgilendiren Lebesgue uzayları, Morrey uzayları, Genelleştirilmiş Morrey uzay-

larının tanım ve özellikleri ve operatörler hakkında bazı temel kavram, notasyon ve

teoremlere yer verilmiştir. Ayrıca Lp(Rn) Lebesgue uzayında maksimal operatörü-

nün, singüler integral operatörünün, Riesz potansiyelinin sınırlılığı ile ilgili teoremler

ispatsız olarak verilmiştir.

Üçüncü bölümde ise, Guliyev [11] tarafından elde edilen lokal Guliyev eşit-

sizlikleri kullanılarak ispat edilen Mp,ϕ(Rn) genelleştirilmiş Morrey uzayında Hardy-

Littlewood maksimal operatörün sınırlılığı, Spanne ve Adams tipli Iα Riesz potan-

siyelinin Mp,ϕ(Rn) uzayından Mq,ϕ(Rn) uzayına sınırlılığı incelenmiştir. Guliyev [11]

tarafından Iα sınırlılığı için ispatlanan iki farklı teoreme yer verilmiştir. Son olarak,

Calderon-Zygmund integral operatörü için Mp,ϕ(Rn) uzayında sınırlılık koşullarına

yer verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Lp uzayları, Morrey uzayları, Genelleşmiş Morrey uzayı, mak-

simal operatör, singüler integral operatör, Riesz potansiyeli.

Sayfa Adedi: 37

Danışman: Doç. Dr. Ali AKBULUT
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ABSTRACT

Boundedness of the Integral Operators of the Harmonic Analysis in
Generalized Morrey Spaces

Master Thesis

Nihat TÜYSÜZ

Ahi Evran University

Institute of Science

May 2015

In this master thesis, information about the generalized Morrey spaces and

the boundedness of integral operators of harmonic analysis in these spaces will be

given. This thesis consists of three chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts, notations and theorems about

the operators, definitions and properties of the Lebesgue spaces, Morrey space, Gen-

eralized Morrey space that is closely related to the topics that will be explored in the

next section are included. Also the theorems about the boundedness of the maximal

operator, singular integral operator, Riesz potentials in the Lp(Rn) Lebesgue spaces

are given without proof.

In the third chapter, the boundedness of Hardy-Littlewood maximal operator

in the Mp,ϕ(Rn) spaces is shown with the help of the Gulyev’s lokal inequalities which

was given by Guliyev [11]. The boundedness of Iα Riesz potential from the space

Mp,ϕ(Rn) to Mq,ϕ(Rn) is shown as Spanne and Adams type boundedness with two

different ways. For this aim two different theorems which were given by Guliyev [11]

are used. Finally, the boundedness conditions are given for T Calderon-Zygmund

singular integral operator in the Mp,ϕ(Rn) spaces.

Keywords: Lp spaces, Morrey spaces, Generalized Morrey spaces, maximal op-

erator, singular integral operator, Riesz potential.
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TEZ BİLDİRİMİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i
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1 GİRİŞ

Klasik Morrey uzayları 1938 yılında C.B. Morrey [22] tarafından ikinci derece-

den eliptik kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışları araştırılır-

ken ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya çıkarılmıştır.

Morrey uzayları Lebesgue uzaylarının bir uzantısı olarak değerlendirileceğinden klasik

operatörlerin sınırlılıklarının Morrey uzaylarında araştırılması oldukça doğal ve önem-

lidir. D.R. Adams [1] tarafından Riesz potansiyelin sınırlılığı çalışılmıştır. Harmonik

analizde bu operatörlerin ağırlıklı eşitsizliklerini çalışmak önemli bir yere sahip olup,

Lp(ω) ağırlıklı Lebesgue uzaylarında sınırlılıklar R. Coifman ve C. Fefferman [5], B.

Muckenhoupt [23], B. Muckenhoupt ve R. Wheeden [24] tarafından elde edilmiştir.

1994 yılında E. Nakai [26] tarafından harmonik analizde önemli bir yere sahip olan

maksimal integral operatörünün, Riesz potansiyelinin ve singüler integral operatö-

rünün Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzaylarınaki sınırlılığı araştırılmıştır.

Aynı yıllarda V.S. Guliyev [13] tarafından Yüksek Lisans Tezinde, harmonik

analizin integral operatörlerinin genişletilmiş lokal Morrey uzayındaki sınırlılığı E.

Nakai’nin şartlarından daha geniş şartlar ile araştırılmıştır. 2009 yılında V.S Guliyev,

matematik literatüründe önem verilen Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayının nor-

malleştirilmiş normunu tanımlayarak, Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayında har-

monik analizin integral operatörlerinin sınırlılığını Mizuhara ve Nakai’ye göre daha

geniş şartlar altında araştırmıştır.

Ayrıca V.S. Guliyev [14], [15], [16] tarafından Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey

uzaylarında maksimal, potansiyel ve singüler integral operatörlerin sınırlılıkları or-

taya koyduğu lokal Guliyev eşitsizlikleri ile elde edilmiştir.

Tezde Guliyev [11] tarafından elde edilen lokal Guliyev eşitsizlikleri kullanılarak

ispat edilen Mp,ϕ(Rn) genelleştirilmiş Morrey uzayında Hardy-Littlewood maksimal

operatörün sınırlılığı, Spanne ve Adams tipli Iα Riesz potansiyelinin Mp,ϕ(Rn) uza-

yındanMq,ϕ(Rn) uzayına sınırlılığı incelenmiştir. Guliyev [11] tarafından Iα sınırlılığı

için ispatlanan iki farklı teoreme yer verilmiştir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR, UZAYLAR VE OPERATÖRLER

2.1 Temel Tanım, Teorem ve Kavramlar

Bu bölümde ölçü, ölçülebilir uzay gibi fonksiyonel ve reel analizdeki temel

tanım, teorem ve kavramlar ifade edilmiştir. Ayrıca Riemann integralinden daha

geniş ve kullanılışlı olan Lebesgue integrali hakkında bilgi verilmiştir.

Tanım 2.1.1 X bir küme olsun. X in alt kümelerinin bir A sınıfı için aşağıdaki

özellikler sağlanırsa bu A sınıfı X üzerinde bir σ-cebir olarak adlandırılır.

(i) X ∈ A

(ii) ∀E ∈ A, cE = X − E ∈ A

(iii) ∀n = 1, 2, ... için En ∈ A ⇒
⋃∞
n=1En ∈ A

Bu durumda (X,A) ikilisine bir ölçülebilir uzay, A deki her bir kümeye de

ölçülebilir küme adı verilir.

Tanım 2.1.2 (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. Bir µ : A → [0,∞] fonksiyonu

(i) µ(∅) = 0,

(ii) Her A ∈ A için µ(A) ≥ 0,

(iii) A nin her ayrık (An) dizisi için µ (
⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 µ (An)

özelliklerin sağlıyorsa bu fonksiyona A üzerinde bir ölçü fonksiyonu veya ölçü

adı verilir. Eğer her A ∈ A için µ (A) < ∞ ise µ ölçüsüne sonlu ölçü denir.

X kümesi herbiri sonlu ölçüye sahip sayılabilir adetteki kümelerin birleşimi olarak

yazılabiliyorsa µ ölçüsü σ-sonlu olarak adlandırılır. Eğer µ(X) = 1 ise bu ölçüye

olasılık ölçüsü denir. Ayrıca (X,A, µ) ölçü uzayı olarak adlandırılır.

Tanım 2.1.3 (X,A) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R ∪ {−∞,+∞} bir fonksiyon

olsun. Eğer ∀t ∈ R için {x ∈ X : f(x) > t} ∈ A oluyorsa f fonksiyonu ölçülebilirdir

denir. Ölçülebilir fonksiyonların ailesi M (X,A) ile gösterilir.
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Tanım 2.1.4 (X,A, µ) bir ölçü uzayı olsun. Eğer bir önerme, ölçüsü sıfır olan bir

kümenin tümleyeni üzerinde veya kendisi A ya ait olmadığında, sıfır ölçülü bir küme

tarafından kapsanan bir kümenin tümleyeni üzerinde doğru ise, o önerme hemen

hemen her yerde doğrudur denir.

Tanım 2.1.5 X ve Y normlu uzaylar, D(T ) ⊂ X olmak üzere, T : D(T ) → Y

lineer operatör olsun. Eğer x ∈ D(T ) için,

‖Tx‖ ≤ A‖x‖

olacak şekilde bir A reel sayısı varsa, T operatörüne sınırlıdır denir.

Tanım 2.1.6 Bir T operatörünün normu

‖T‖ = sup
x∈D(T ),x 6=0

‖Tx‖
‖x‖

ile tanımlanır.

Tanım 2.1.7 Rn üzerinde dx = dx1 · · · dxn ile Lebesgue ölçüsünü göstersin. Rn

uzayı üzerinde f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali∫
Rn
f(x)dx =

∫
· · ·
∫
f(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn

ile gösterilir.

B = B(x, r) = {y ∈ Rn : |x− y| < r}, merkezi x, yarıçap uzunluğu r olan

açık yuvarı ve cB(x, r) onun tümleyenini göstersin. |B(x, r)|, B(x, r) açık yuvarının

Lebesgue ölçüsü ve νn = |B(0, 1)| olmak üzere

|B(x, r)| = νnr
n =

2πn/2rn

nΓ(n/2)
=

1

n
|Sn−1|rn

biçimindedir.

Burada Rn de n ≥ 1 için yarıçapı 1 olan Sn−1 := {x ∈ Rn : |x| = 1} küresinin

yüzey alanı

|Sn−1| := 2πn/2/Γ(n/2),

3



ve Γ(z) gamma fonksiyonu ve bir z kompleks sayısı için Rez > 0 olmak üzere

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt

ile tanımlanır.

Bu tezde, B = B(x0, r) ile x0 merkezli ve kenar uzunluğu r olan küp ifade

edilmiştir. Verilen bir B küpü ve λ > 0 için λB ile B nin merkezine sahip ve kenar

uzunluğu B nin kenar uzunluğunun λ katı olan küpü gösterilmiştir. Ayrıca A . B

gösterimini A ≤ CB, C > 0 eşitsizliğinin yerine kullanılmıştır.

Eğer A . B ve B . A ise A ≈ B yazılır ve A, B ye eşdeğerdir denir.

Burada C farklı sabitleri göstermektedir. 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere, Rn nin her

bir kompakt alt kümesinde p. kuvveti integrallenebilen tüm ölçülebilir fonksiyon-

ların uzayı Llocp (Rn) ile gösterilir. Bu uzay p = 1 için Lloc1 (Rn) ≡ Lloc(Rn) şeklinde

gösterilen lokal integrallenebilir fonksiyonların sınıfını gösterir.

2.2 Lebesgue Uzayı

Tanım 2.2.1 (Lp Uzayı) 0 < p ≤ ∞ ve f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

Lebesgue uzayı

Lp(Rn) :=
{
f − ölçülebilir : ‖f‖Lp(Rn) <∞

}
ile verilir, burada 0 < p <∞ için

‖f‖Lp(Rn) =

(∫
Rn
|f |pdx

) 1
p

ve p =∞ durumunda ise

‖f‖L∞(Rn) = ess sup
x∈Rn

|f(x)|

biçiminde verilir.

Tanım 2.2.2 (Zayıf Lp Uzayı) WLp(Rn) zayıf Lp uzayı 1 ≤ p <∞ olmak üzere

‖f‖WLp(Rn) = sup
t>0

t |{y ∈ Rn : |f(y)| > t}|1/p <∞

quasi-normuna sahip f ölçülebilir fonksiyonlarının uzayıdır. Kolayca gösterilebilir

ki 1 ≤ p <∞ için Lp(Rn) ⊂ WLp(Rn) dir.
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Örnek 2.2.3

(1) f(x) = |x|α 6∈ Lp(Rn)

(2) f(x) = |x|αχB(0,1)(x) ∈ Lp(Rn)⇔ α > −n
p

(3) f(x) = |x|αχcB(0,1)(x) ∈ Lp(Rn)⇔ α < −n
p

(4) f(x) = |x|−
n
p 6∈ Lp(Rn), f(x) = |x|−

n
p ∈ WLp(Rn)

Teorem 2.2.4 [30] Eğer 1 ≤ p ≤ ∞ ise Lp bir Banach uzayıdır.

Tanım 2.2.5 [27](Hölder Eşitsizliği) p > 1 ve 1/p + 1/q = 1 olmak üzere f ∈

Lp(X), g ∈ Lq(X) olsun. Bu durumda

‖fg‖L1(X) ≤ ‖f‖Lp(X)‖g‖Lq(X)

eşitsizliğine Hölder eşitsizliği denir.

Tanım 2.2.6 [27](Minkowski Eşitsizliği) Eğer p ≥ 1 için f, g ∈ Lp(X) ise bu

durumda

‖f + g‖Lp(X) ≤ ‖f‖Lp(X) + ‖g‖Lp(X)

eşitsizliğine Minkowski eşitsizliği denir.

Teorem 2.2.7 [10] Lloc(Rn) uzayı 1 ≤ p ≤ ∞ için bütün Lp(Rn) uzaylarının bir-

leşimlerini içerir. Daha genel olarak 0 < p < q <∞ için

Lq(Rn) ⊆ Llocq (Rn) ⊆ Llocp (Rn)

elde edilir

Teorem 2.2.8 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Eğer f ∈ Lloc(Rn) ise bu

durumda hemen her x ∈ Rn için

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy = f(x)

sağlanır.
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Tanım 2.2.9 Bir f fonksiyonunun desteği

suppf = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}

ile tanımlanır. Yani f nin desteği onun sıfırdan farklı olduğu noktaların kümesinin

kapanışıdır. Eğer suppf sınırlı bir küme ise f kompakt desteğe sahiptir denir.

Tanım 2.2.10 (Kuvvetli ve Zayıf Tipli Sınırlılık) 1 ≤ p, q ≤ ∞, (X,µ) ve

(Y, ν) iki ölçü uzayı ve T , Lp(X,µ) den tanım ve görüntü kümeleri sırasıyla Y ve C

olan ölçülebilir fonksiyonların uzayına bir operatör olsun. Eğer q <∞ olmak üzere

ν ({y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}) ≤
(
C‖f‖p
λ

)q
ise T zayıf (p, q) tipinden ve eğer q = ∞ iken Lp(X,µ) den L∞(Y, ν) ye sınırlı bir

operatör ise zayıf (p,∞) tipindedir denir.

Eğer T , Lp(X,µ) den Lq(Y, ν) ya sınırlı ise kuvvetli (p, q) tiplidir denir. Yani,

her f ∈ Lp(X,µ) için

‖Tf‖q ≤ C‖f‖p

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vardır. Buradan q = ∞ olması durumunda zayıf ve

kuvvetli tip çakışmaktadır.

Eğer T , kuvvetli (p, q) tipli ise aynı zamanda zayıf (p, q) tiplidir. Gerçekten,

eğer

Eλ = {y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}

olarak alırsak, bu durumda

ν(Eλ) =

∫
Eλ

dν ≤
∫
Eλ

∣∣∣∣Tf(x)

λ

∣∣∣∣q dν ≤ ‖Tf‖pqλq
≤
(
C‖f‖p
λ

)q
olur.

Eğer (X,µ) = (Y, ν) ve T özdeşlik operatörü olursa zayıf (p, p) klasik Cheby-

shev eşitsizliği olur.

Tanım 2.2.11 (Lineer ve Quasilineer Operatör) T , reel değerli ölçülebilir fonk-

siyonların bir (X,µ) ölçü uzayı üzerinde tanımlanmış ve bir (Y, ν) ölçü uzayı üzerinde

bütün kompleks değerli hemen her yerde sonlu ölçülebilir fonksiyonların kümesinde

değerler alan bir operatör olsun. Bu durumda her f, g ve her λ ∈ C için

T (f + g) = T (f) + T (g) ve T (λf) = λT (f)
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ise T ye lineer operatör,

|T (f + g)| ≤ |T (f)|+ |T (g)| ve |T (λf)| ≤ |λ| |T (f)|

ise T ye altlineer operatör, bir K > 0 sabiti için

|T (f + g)| ≤ K (|T (f)|+ |T (g)|) ve |T (λf)| ≤ |λ| |T (f)|

ise T ye quasilineer operatör denir. Altlineerlik, quasilinerliğin özel bir durumudur.

Tanım 2.2.12 [23](Ap Muckenhoupt Sınıfı) Eğer 1 < p < ∞ olmak üzere her-

hangi bir B = B(x, r) yuvarı için

[ω]Ap = sup
B

[ω]Ap(B)

= sup
B

(
1

|B|

∫
B

w(x)dx

)(
1

|B|

∫
B

w(x)1−p
′
dx

)p−1
<∞ (2.1)

ise ω ağırlık fonksiyonu Ap Muckenhoupt sınıfındandır denir. Burada supremum

bütün B yuvarları üzerinden alınmaktadır ve 1/p+1/p′ biçimindedir. Burada Hölder

eşitsizliğini kullanarak bütün B yuvarları için

[w]
1/p
Ap(B) = |B|−1‖w‖1/pL1(B) ‖w

−1/p‖Lp′ (B) ≥ 1. (2.2)

olur. p = 1 iken, hemen hemen her x için

Mω(x) ≤ Cω(x) (2.3)

olacak şekilde C > 1 varsa ω ∈ A1 dir ve (2.3) eşitsizliğini sağlayan C nin infimumu

[ω]A1 ile gösterilir.

p ve p′ üsleri ile Hölder eşitsizliği kullanılırsa

1 =
1

|B|

∫
B

dx =
1

|B|

∫
B

ω(x)1/pω(x)−1/pdx ≤ [ω]
1/p
Ap

elde edilir.

(2.1) eşitsizliğinde p→∞ iken limite geçilirse

1

|B|

∫
B

ω(x)dx ≤ C exp

(
1

|B|

∫
B

logw(x)dx

)
elde edilir ve eşitsizlik sağlandığında w ∈ A∞ denir. Ayrıca, p =∞ iken

A∞ :=
⋃

1≤p<∞

Ap

ile tanımlanır. A∞ için verilen bu iki tanım eşdeğerdir; [8].
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Ap sınıfı 1972 yılında Muckenhoupt [23] tarafından ağırlıklı Llocp (Rn, ωdx)

uzayı üzerinde tanımlı Hardy-Littlewood maximal operatörünün sınırlılıkla ilgili

çalışmalarında tanımlanmıştır.

ω ∈ Ap, 1 < p <∞ Muckenhoupt ağırlıklarının en önemli örneklerinden biri

−n < α < n(p − 1) iken ω(x) = |x|α fonksiyonudur. Eğer −n < α ≤ 0 olarak

alınırsa w ∈ A1 elde edilir. 0 < δ < 1 ise bu durumda ω(x) = |x|−n(1−δ) ∈ A1 ve

ω(x) = |x|−n(p−1)(1−δ) ∈ Ap elde edilir.

Muckenhoupt, [23] deki çalışmasında ε > 0 için

Ap ⊂ Ap−ε

olduğunu göstermiştir.

Lemma 2.2.13 [8] Eğer ω ∈ Ap ise bu durumda w ∈ Ap−ε sağlanır ve

[ω]Ap−ε ≤ C[ω]Ap

olacak şekilde bir C sabiti vardır ve burada ε ∼ [ω]
− 1
p−1

Ap
şeklindedir.

Tanım 2.2.14 (Ağırlıklı Lp Uzayı) 1 ≤ p ≤ ∞, ω bir ağırlık fonksiyonu olsun.

Bu durumda, Lp(ω) ≡ Lp(Rn, w) ağırlıklı Lebesgue uzayı

‖f‖Lp,ω ≡ ‖f‖Lp,ω(Rn)
=

(∫
Rn
|f(x)|p ω(x)dx

) 1
p

<∞

normuna sahip bütün bütün ölçülebilir f fonksiyonların uzayı olarak tanımlanır.

p =∞ durumunda ise L∞(ω) ≡ L∞(Rn, ω) de norm

‖f‖L∞,ω ≡ ‖f‖L∞,ω(Rn)
= ess sup

x∈Rn
|f(x)| ω(x)

ile tanımlanır.
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2.3 Morrey Uzayı

Klasik Morrey uzayları 1938 yılında C.B. [22] Morrey tarafından ikinci derece-

den eliptik kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışlarını araştırır-

ken ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya çıkarılmıştır.

Morrey uzaylarının önemli uygulamaları Navier-Stokes ve Schrödinger denklem-

lerinde, süreksiz katsayılı eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya çıkmıştır.

Tanım 2.3.1 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ ≤ n, f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere Mp,λ ≡ Mp,λ(Rn)

Morrey uzayı

Mp,λ :=
{
f : ||f ||Mp,λ

<∞
}

şeklinde tanımlanır. Burada ||f ||Mp,λ
normu

||f ||Mp,λ
≡ ||f ||Mp,λ(Rn) = sup

x∈Rn,r>0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
) 1

p

şeklinde verilir.

λ = 0 için Mp,0 ≡ Lp(Rn) dir. Eğer λ < 0 veya λ > n ise bu durumda

Mp,λ = θ olur. Burada θ, Rn üzerinde 0 a denk olan bütün fonksiyonların kümesini

göstermektedir.

WMp,λ ≡ WMp,λ(Rn) ile bütün f ∈ WLlocp fonksiyonlarının uzayı olan zayıf

Morrey uzayını göstereceğiz. Burada,

‖f‖WMp,λ
≡ ‖f‖WMp,λ(Rn) = sup

x∈Rn,r>0
r−

λ
p ‖f‖WMp,λ(B(x,r)) <∞

şeklindedir.

Lemma 2.3.2 [20] 1 ≤ p <∞ olsun. Bu durumda Mp,λ ≡ L∞(Rn) ve

‖f‖Mp,λ
= v

1/p
λ ‖f‖L∞(Rn)

olup, burada vλ = |B(0, 1)| dır.

İspat. f ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda(
t−λ
∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v
1/p
λ ||f ||L∞(Rn)
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olur. Buradan f ∈Mp,λ ve

‖f‖Mp,λ
≤ v

1/p
λ ‖f‖L∞(Rn)

şeklindedir. f ∈Mp,λ olmak üzere Lebesgue yakınsaklık teoreminden (bkz. [32])

lim
t→∞
|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy = |f(x)|p

olur. Bu durumda

|f(x)| =
(

lim
t→∞
|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v−1/pn ‖f‖Mp,n

şeklindedir. Buradan f ∈ L∞(Rn) dır ve

‖f‖L∞(Rn) ≤ v−1/pn ‖f‖Mp,n

olur.

Lemma 2.3.3 [11] 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ < n olsun. Bu durumda α = n−λ
p

için

‖f‖M1,n−α ≤ v1/p
′

n ‖f‖Mp,λ

dır ve buradan Mp,λ ⊂M1,n−p olur. Burada 1/p+ 1/p′ = 1 dır.

İspat. f ∈ Mp,λ, 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ < n ve αp = n − λ olmak üzere Hölder

eşitsizliğinden∫
B(x,t)

|f(y)|dy ≤
(∫

B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p(∫

B(x,t)

dy

)1/p′

= v1/p
′

n tn/p
′
(∫

B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

elde edilir. Ayrıca

tα−n
∫
B(x,t)

|f(y)|dy ≤ v1/p
′

n tα−n/p
(∫

B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

= v1/p
′

n

(
t−λ
∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v1/p
′

n ‖f‖Mp,λ

elde edilir. Buradan f ∈M1,n−α ve

‖f‖M1,n−α ≤ v1/p
′

n ‖f‖Mp,λ

şeklindedir
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Tanım 2.3.4 1 ≤ p <∞, 0 < κ < 1 ve ω bir ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda

Mp,κ(ω) ≡Mp,κ(Rn, ω) ağırlıklı Morrey uzayı

‖f‖Mp,κ(ω) = sup
x∈Rn,r>0

ω (B(x, r))−
κ
p ‖f‖Lp,ω(B(x,r)) <∞

ile bütün lokal integrallenebilir fonksiyonların uzayı olarak tanımlanır.

Ayrıca WMp,κ(ω) ≡ WMp,κ(Rn, ω) ile

‖f‖WMp,κ(ω) = sup
x∈Rn,r>0

ω (B(x, r))−
κ
p ‖f‖WLp,ω(B(x,r)) <∞

olmak üzere bütün lokal integrallenebilir fonksiyonların zayıf ağırlıklı Morrey uzayı

gösterilir.

2.4 Mp,ϕ Genelleştirilmiş Morrey Uzayı

Morrey uzaylarının genişlemesi olan Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayı 1991

yılında Mizuhara [21] tarafından tanımlanmış ve singüler integral operatörünün bu

uzaylardaki sınırlılığı araştırılmıştır. 1994 yılında Nakai [26] tarafından harmonik

analizde önemli bir yere sahip olan maksimal integral operatörünün, Riesz potan-

siyelinin ve singüler integral operatörünün Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayların-

daki sınırlılığı araştırılmıştır. Mp,ϕ geneleştirilmiş Morrey uzayının normalleştirilmiş

normlu hali ilk olarak 2009 yılında Guliyev [13] tarafından tanımlanmış ve harmonik

analizin integral operatörlerinin sınırlılığı Mizuhara ve Nakai’ye göre daha geniş şart-

lar altında araştırılmıştır. Ayrıca Guliyev [14], [15] tarafından Mp,ϕ genelleştirilmiş

Morrey uzaylarında maksimal, potansiyel ve singüler integral operatörlerin sınırlılık-

ları ortaya koyduğu yeni metot ile elde edilmiştir.

Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayı Mizuhara [21] tarafından aşağıdaki şekilde

tanımlanmıştır.

Tanım 2.4.1 [21] ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ol-

sun. Mp,ϕ ≡Mp,ϕ(Rn), 1 ≤ p <∞ ile

‖f‖Mp,ϕ ≡ ‖f‖Mp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

normuna sahip bütün f ∈ Llocp (Rn) fonksiyonlarının uzayı genelleştirilmiş Morrey

uzayı olarak tanımlanır.
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Ayrıca WMp,ϕ ≡ WMp,ϕ(Rn) ile

‖f‖WMp,ϕ ≡ ‖f‖WMp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1‖f‖WLp(B(x,r)) <∞

normuna sahip bütün f ∈ WLlocp (Rn) fonksiyonlarının uzayı zayıf genelleştirilmiş

Morrey uzayı olarak tanımlanır. Burada WLp(B(x, r)) uzayı ile

‖f‖WLp(B(x,r)) ≡ ‖fχB(x,r)
‖WLp(Rn) <∞

şeklindeki bütün ölçülebilir f fonksiyonlarını içeren zayıf Lp uzayı ifade edilir.

Ayrıca doğal topoloji ile verilen Llocp (Rn) ve WLlocp (Rn) uzayları her B ⊂ Rn yuvarı

için fχB ∈ Lp(Rn) ve fχB ∈ WLp(Rn) şeklindeki bütün f fonksiyonların uzayı

olarak tanımlanır.

Bu tanıma göre ϕ(x, r) = r
λ
p için

Lp,λ = Mp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ
p
, WLp,λ = WMp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ
p

olduğu görülür.

Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayının normalleşmiş normlu hali Guliyev [13]

tarafından aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır.

Tanım 2.4.2 [13] ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ol-

sun. Mp,ϕ ≡Mp,ϕ(Rn), 1 ≤ p <∞ ile

‖f‖Mp,ϕ ≡ ‖f‖Mp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

normalleşmiş normuna sahip bütün f ∈ Llocp (Rn) fonksiyonlarının uzayı genelleşti-

rilmiş Morrey uzayı olarak tanımlanır.

Ayrıca WMp,ϕ ≡ WMp,ϕ(Rn) ile

‖f‖WMp,ϕ ≡ ‖f‖WMp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖WLp(B(x,r)) <∞

normalleşmiş normuna sahip bütün f ∈ WLlocp (Rn) fonksiyonlarının uzayı zayıf ge-

nelleştirilmiş Morrey uzayı olarak tanımlanır.

Bu tanıma göre ϕ(x, r) = r
λ
p için

Lp,λ = Mp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

, WLp,λ = WMp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

olduğu görülür.
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2.5 Hardy-Littlewood Maksimal Operatör

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak Hardy ve Littlewood tarafın-

dan bir boyutlu durumda, kompleks analizin uygulamalarına yönelik olarak tanım-

lanmıştır. Maksimal fonksiyon analizde pek çok operatörün sınırlılığında çok önemli

bir role sahiptir. Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun farklı tanımları [9, 17,

34] tarafından aşağıdaki gibi verilebilir.

Tanım 2.5.1 f ∈ Lloc(Rn) olsun. Bu durumda Mf Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0
|B(0, r)|−1

∫
B(0,r)

|f(x− y)|dy

ile tanımlanır. Bu fonksiyon +∞ a eşit olabilir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine küp alınarak aşağıdaki gibi

tanımlanabilir.

Tanım 2.5.2 f ∈ Lloc(Rn) olsun. Eğer Br, [−r, r]n kübü ise M ′f merkezli Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu

M ′f(x) = sup
r>0

1

(2r)n

∫
Br

|f(x− y)| dy

ile tanımlanır. n = 1 iken M ve M ′ çakışır. Eğer n > 1 ise bu durumda

cnM
′f(x) ≤Mf(x) ≤ CnM

′f(x)

olacak şekilde sadece n ye bağlı cn ve Cn sabitleri vardır. Bu eşitsizlikten dolayı M

ve M ′ operatörleri uygun koşullara göre değiştirilebilir.

Tanım 2.5.3 f ∈ Lloc(Rn) olsun. M∗f merkezli olmayan Hardy-Littlewood maksi-

mal fonksiyonu

M∗f(x) = sup
B(x0,r)3x

1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

|f(y)|dy

ile tanımlanır. Burada supremum x i içeren ve kenarları eksenlere paralel olan bütün

B ⊂ Rn yuvarları üzerinden alınmaktadır. M ve M∗ noktasal olarak eşdeğerdir.

M maksimal operatörü altlineer ve homojendir. Yani,

M(f + g) ≤Mf +Mg ve M(λf) = λ(Mf), ∀λ ≥ 0
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sağlanır.

Aşağıdaki teoremM Hardy-Littlewood maksimal operatörünün hemen hemen

her yerde sonlu, zayıf (1, 1) ve 1 < p ≤ ∞ için (p, p) tipinden bir operatör olduğunu

ifade etmektedir.

Teorem 2.5.4 [19]

(1) f ∈ Lp(Rn) ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Bu durumda hemen her x ∈ Rn için

Mf(x) <∞ dır.

(2) p = 1 ise, bu durumda her λ > 0 ve f ∈ L1(Rn) için

|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}| ≤ C

λ
‖f‖L1(Rn)

olacak şekilde bir C = C(n) > 0 sabiti vardır.

(3) 1 < p ≤ ∞ ise, her f ∈ Lp(Rn) için

‖Mf‖Lp(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn)

olacak şekilde bir C = C(n, p) > 0 sabiti vardır.

Teorem 2.5.5 [6]

(i) 1 ≤ p <∞ için

ω ({x ∈ Rn : Mf(x) > λ}) ≤ C

λp

∫
Rn
|f |p ω(x)dx

zayıf (p, p) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter şart ω ∈ Ap olmasıdır.

(ii) 1 < p < ∞ iken M , operatörünün Lp(ω) da sınırlı olması için gerek ve yeter

şart ω ∈ Ap olmasıdır.

Teorem 2.5.6 [4] 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ < n olsun. Bu durumda p > 1 için

‖Mf‖Mp,λ
≤ C‖f‖Mp,λ

ve p = 1 için

‖Mf‖WM1,λ
≤ C‖f‖M1,λ

sağlanır. Burada C, f den bağımsızdır.
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Ayrıca 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < λ < n ve f ∈ Mp,λ için Rn de Mf maksimal fonksiyonu

hemen her yerde sonludur.

Teorem 2.5.7 [18] 1 < p <∞, 0 < κ < 1 ve ω ∈ Ap olsun. Bu durumda M Hardy-

Littlewood maksimal operatörü Mp,κ(ω) üzerinde sınırlıdır. Eğer p = 1, 0 < κ < 1

ve ω ∈ A1 ise bu durumda her λ > 0 ve herhangi bir B küpü için

ω ({x ∈ B : Mf(x) > λ}) ≤ C

λ
‖f‖L1,κ(ω)ω(B)κ

eşitsizliği sağlanır.

2.6 Singüler İntegral Operatör

Bu kısımda, singüler integral operatör ve sınırlılıkları hakkında, birçok mate-

matikçi tarafından elde edilen sonuçlara yer verilmiştir.[6, 7, 9, 18]

Tanım 2.6.1 Singüler integraller y′ = y/|y| olmak üzere

Tf(x) = lim
ε→0

∫
|y|>ε

Ω(y′)

|y|n
f(x− y)dy

biçimindeki operatörlerdir. Burada Ω, Rn deki Sn−1 birim küresi üzerinde tanım-

lanmış olup sıfır ortalamalı, integrallenebilir bir fonksiyondur.

Tanım 2.6.2 Cc
∞(Rn) den Lloc1 (Rn) tanımlı T operatörü aşağıdaki şartları sağlarsa

Calderón-Zygmund operatörü olarak adlandırılır.

(a) T , L2(Rn) de sınırlı lineer operatördür.

(b) Her f ∈ Lc∞(Rn), için

Tf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y)dy x ∈ {suppf}c,

şeklinde bir K çekirdeği vardır.

(c) K çekirdeği x, y ∈ Rn ve x 6= y olduğunda C > 0 ve bazı δ > 0 için

|K(x, y)| ≤ C

|x− y|n
,

|K(x+ h, y)−K(x, y)| ≤ C|h|δ

|x− y|n+δ
, (2.4)

|K(x, y + h)−K(x, y)| ≤ C|h|δ

|x− y|n+δ
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Calderón-Zygmund eşitsiziklerini sağlar. Burada |h| < |x− y|/2 dır; [31].

Calderón-Zygmund operatörü Lp(Rn), 1 < p < ∞ üzerinde sınırlıdır ve zayıf (1, 1)

tiplidir.

Teorem 2.6.3 ([6],[9]) Eğer 1 < p <∞ ve ω ∈ Ap ise T Calderón-Zygmund opera-

törü Lp(ω) üzerinde sınırlıdır. Eğer p = 1 ve ω ∈ A1 ise her λ > 0 için

ω ({x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}) ≤ C

λ
‖f‖L1(ω)

ifadesi sağlanır.

Teorem 2.6.4 [7] 1 ≤ p < ∞, 0 < λ < n olsun. Bu durumda 1 < p < ∞ için

T Calderón-Zygmund operatörü Mp,λ üzerinde sınırlıdır. Ayrıca p = 1 için M1,λ

uzayından WM1,λ uzayına sınırlıdır.

Teorem 2.6.5 [18] 1 < p < ∞, 0 < κ < 1 ve ω ∈ Ap olsun. Bu durumda T

Calderón-Zygmund operatörü Mp,κ(ω) üzerinde sınırlıdır. Eğer p = 1, 0κ < 1 ve

w ∈ A1 ise bu durumda her λ > 0 ve herhangi bir B küpü için

ω ({x ∈ B : |Tf(x)| > λ}) ≤ C

λ
‖f‖L1,κ(ω)ω(B)κ

eşitsizliği sağlanır.

2.7 Riesz Potansiyeli

Riesz potansiyeli, Macar matematikçi Marcel Riesz tarafından ortaya koyul-

muş ve matematik dünyasında önemli bir konu haline gelmiştir. Riesz potansiyelleri

yardımıyla eliptik ve hipoeliptik kısmi diferensiyel denklemlerin çözümleri için ön

eşitsizlikler elde edilebilmektedir.

Tanım 2.7.1 (Riesz Potansiyeli) 0 < α < n için Iα Riesz potansiyeli

Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

şeklinde tanımlanır.
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Aşağıdaki ispatsız olarak verilen teorem Iα Riesz potansiyelinin 0 < α < n

için (Lp, Lq) sınırlılığını ifade etmektedir.

Teorem 2.7.2 [9] 1 ≤ p < q < ∞, 0 < α < n ve f ∈ Lp(Rn) olsun. Bu durumda

p > 1 için

‖Iαf‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn)

ve p = 1 için

‖Iαf‖Lq,∞(Rn) ≤ C‖f‖L1(Rn)

olacak şekilde C = C(n, α, p) <∞ sabiti vardır ve burada 1
p
− 1

q
= α

n
biçimindedir.

Aşağıdaki ispatsız olarak verilen teoremler Iα Riesz potansiyelinin 0 < α < n

ve ω ∈ Ap,q için (Lp(ω
p), Lq(ω

q)) sınırlılığını ifade etmektedir.

Teorem 2.7.3 [25] 0 < α < n, 1 ≤ p < n/α, 1/p − 1/q = α/n ve ω ∈ Ap,q olsun.

Bu durumda Iα Riesz potansiyeli p > 1 için

‖Iαf‖Lq(ωq) ≤ C‖f‖Lp(ωp)

ve p = 1, q = n/(n− α), ω ∈ A1,q ve λ > 0 için

ωq({x ∈ Rn : |Iαf(x)| > λ}) ≤ C

λq
‖f‖qL1(ω)

olacak şekilde λ ve f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır.

Teorem 2.7.4 ([1], [29])

0 < α < n, 1 ≤ p < n/α ve 1/q < 1/p− α/n olsun. Bu durumda 0 < λ < n

için Iα Riesz potansiyeli Lp,λ(Rn) uzayından Lq,λ(Rn) uzayına sınırlıdır.

Teorem 2.7.5 [18] 0 < α < n, 1 < p < n/α, 1/q < 1/p − α/n, 0 < κ < p/q ve

ω ∈ Ap,q olsun. Bu durumda Iα Riesz potansiyeli p > 1 için Lp,κ(ω
p, ωq) uzayından

Lq,κq/p(ω
p, ωq) uzayına sınırlıdır. Eğer p = 1 ise herhangi bir B küpü için

ωq({x ∈ B : |Iαf(x)| > λ}) ≤ C

λq
‖f‖qL1,κ(ω,ωq)

ωq(B)κq

olacak şekilde λ ve f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır.
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Aşağıdaki teorem 1994 yılında Nakai [26] tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 2.7.6 [26] 1 ≤ p < ∞ ve α = n(1/p − 1/q) olsun. r ≤ t ≤ 2r iken c ≥ 1

sayısı t, r, x ∈ Rn den, C sayısı da x ve r den bağımsız olmak üzere ϕ(x, r)

c−1ϕ(x, r) ≤ ϕ(x, t) ≤ cϕ(x, r)

ve ∫ ∞
r

tαϕ(x, t)p
dt

t
≤ Cϕ(x, r)p

şartlarını sağlasın. Bu durumda Iα operatörü p > 1 için Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey

uzayında ve M1,ϕ uzayından WM1,ϕ uzayına sınırlıdır.
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3 HARMONİK ANALİZİN İNTEGRAL OPERATÖRLERİNİN GE-

NELLEŞTİRİLMİŞ MORREY UZAYINDA SINIRLILIKLARI

Bu bölümde operatörlerin sınırlılıkları ile ilgili özellik ve sonuçlara yer verilmiş

ve r ≤ t ≤ 2r olmak üzere, ϕ(x, r) fonksiyonu C ≥ 1; t ve r ye bağlı olmayan bir

sabit ve x ∈ Rn olmak üzere

C−1ϕ(x, r) ≤ ϕ(x, t) ≤ Cϕ(x, r) (3.1)

koşulunun sağlandığı ve yine C > 0; r ve x ∈ Rn ye bağlı olmayan bir sabit olmak

üzere maksimal operatörler için∫ ∞
r

ϕ(x, t)p
dt

t
≤ Cϕ(x, r)p (3.2)

ve potansiyel operatörü için∫ ∞
r

tαpϕ(x, t)p
dt

t
≤ Crαpϕ(x, r)p (3.3)

koşullarının sağlandığı kabul edilmiştir.

3.1 Maksimal Operatörün Genelleştirilmiş Morrey Uzayında Sınırlılığı

Bu bölümde, M maksimal operatörünün genelleştirilmiş Morrey uzaylarında

sınırlılığı Guliyev [11] tarafından verilmiş olan lokal Guliyev eşitsizliği yardımıyla

gösterilmiştir. Burada kullanılan ϕ(x; r), ϕ1(x; r) ve ϕ2(x; r) fonksiyonları Rn ×

(0,∞) da negatif olmayan, ölçülebilir fonksiyonlardır.

Teorem 3.1.1 [11](Maksimal Operatör için Lokal Guliyev Eşitsizliği)

1 ≤ p <∞ ve f ∈ Llocp (Rn) olsun. p > 1 için

‖Mf‖Lp(B(x,t)) ≤ Ct
n
p

∫ ∞
t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr (3.4)

ve p = 1 için

‖Mf‖WL1(B(x,t)) ≤ Ctn
∫ ∞
t

r−n−1‖f‖L1(B(x,r))dr, (3.5)

sağlanır. Burada C, f e bağlı olmayan bir sabittir, x ∈ Rn ve t > 0 dır.
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İspat. 1 < p <∞ olsun. f yi

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χB(x,2t)(y), f2(y) = f(y)χ {B(x,2t)
(y), t > 0, (3.6)

şeklinde gösterelim ve

‖Mf‖Lp(B(x,t)) ≤ ‖Mf1‖Lp(B(x,t)) + ‖Mf2‖Lp(B(x,t)).

olsun.

1 < p <∞ için M operatörünün Lp(Rn) deki sınırlılığından

‖Mf1‖Lp(B(x,t)) ≤ ‖Mf1‖Lp(Rn) ≤ C‖f1‖Lp(Rn) = C‖f‖Lp(B(x,2t)), (3.7)

elde edilir. Burada C, f den bağımsız bir sabittir. (3.7) den

‖Mf1‖Lp(B(x,t)) ≤ Ct
n
p

∫ ∞
2t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr

≤ Ct
n
p

∫ ∞
t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr

(3.8)

ve ‖f‖Lp(B(x,2t)) nin t ye göre azalmayan olmasından kolayca elde ederiz, öyleki (3.7)

in sağ tarafındaki ‖f‖Lp(B(x,2t)) den (3.8) eşitsizliği görülür.∫
{B(x,t)

|x− y|−n|f(y)|dy ≤ C

∫ ∞
t

s−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,s))ds, 0 < t <∞. (3.9)

Bu sonuca, β > n
p

seçerek aşağıdaki gibi devam edelim∫
{B(x,t)

|x− y|−n|f(y)|dy

≤ β

∫
{B(x,t)

|x− y|−n+β|f(y)|dy
∫ ∞
|x−y|

s−β−1ds

= β

∫ ∞
t

s−β−1ds

∫
{y∈Rn:t≤|x−y|≤s}

|x− y|−n+β|f(y)|dy

≤ C

∫ ∞
t

s−β−1‖f‖Lp(B(x,s))‖|x− y|−n+β‖Lp′ (B(x,s))ds.

z ∈ B(x, t) için

Mf2(z) = sup
r>0
|B(z, r)|−1

∫
B(z,r)

|f2(y)|dy

≤ C sup
r≥2t

∫
( {B(x,2t))∩B(z,r)

|y − z|−n|f(y)|dy

≤ C sup
r≥2t

∫
( {B(x,2t))∩B(z,r)

|x− y|−n|f(y)|dy

≤ C

∫
{B(x,2t)

|x− y|−n|f(y)|dy.
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elde ederiz. (3.9) yoluyla, C, x ve r den bağımsız olmak üzere

Mf2(z) ≤ C

∫ ∞
2t

s−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,s))ds

≤ C

∫ ∞
t

s−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,s))ds,

elde ederiz. Bu ise, Mf2(z) fonksiyonunun z ye bağlı olmayan, x ve t sabitleriyle

ifadesidir. Sonra

‖Mf2‖Lp(B(x,t)) ≤ C

∫ ∞
t

s−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,s))ds ‖1‖Lp(B(x,t)). (3.10)

‖1‖Lp(B(x,t)) = Ct
n
p den, (3.8) ve (3.10) den (3.4) elde edilir.

p = 1 ve B = B(x, r) yuvarı için açıktır.

‖Mf‖WL1(B(x,t)) ≤ ‖Mf1‖WL1(B(x,t)) + ‖Mf2‖WL1(B(x,t)).

M operatörünün L1(Rn) uzayından WL1(Rn) uzayına sınırlılığından

‖Mf1‖WL1(B(x,t)) ≤ C‖f‖L1(B(x,2t)),

burada C, x ve t ye bağlı olmayan sabittir.

Dikkat edilecek olursa (3.10) eşitsizliği p = 1 olması durumunda doğrudur.

Böylece (3.10) den, (3.5) elde edilir.

Teorem 3.1.2 [11]( Guliyev Teoremi) 1 ≤ p < ∞ olsun. ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r)

fonksiyonları ∫ ∞
t

ϕ1(x, r)
dr

r
≤ Cϕ2(x, t) (3.11)

koşulunu sağlasın, burada C, x ve t ye bağlı olmayan bir sabittir. Bu durumda, p > 1

için M maksimal operatörü Mp,ϕ1(Rn) uzayından Mp,ϕ2(Rn) uzayına ve p = 1 için,

M1,ϕ1(Rn) uzayından WM1,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır.

Aşağıda verilen teorem Nakai [26] tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 3.1.3 [26] 1 ≤ p < ∞ ve ϕ(x, r), (3.1) ve (3.2) koşullarını sağlasın. Bu

durumda p > 1 için M ve T operatörleri Mp,ϕ(Rn) uzayında sınırlı ve p = 1 için

M1,ϕ(Rn) uzayından WM1,ϕ(Rn) uzayına sınırlıdır.
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İspat. 1 < p <∞ ve f ∈Mp,ϕ1(Rn) olsun. Teorem 3.1.1 den

‖Mf‖Mp,ϕ2
= sup

x∈Rn, t>0
ϕ−12 (x, t)t−

n
p ‖Mf‖Lp(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn, t>0

ϕ−12 (x, t)

∫ ∞
t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr.

elde edilir. Böylece

‖Mf‖Mp,ϕ2
≤ C‖f‖Mp,ϕ1

sup
x∈Rn, t>0

1

ϕ2(x, t)

∫ ∞
t

ϕ1(x, r)
dr

r

≤ C‖f‖Mp,ϕ1

olup 1 < p <∞ için (3.11) den ispat tamamlanır.

p = 1 ve f ∈M1,ϕ1(Rn) olsun. Teorem 3.1.1 den

‖Mf‖WM1,ϕ2
= sup

x∈Rn, t>0
ϕ−12 (x, t)t−n‖Mf‖WL1(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn, t>0

ϕ−12 (x, t)

∫ ∞
t

r−n−1‖f‖L1(B(x,r))dr.

elde edilir. Böylece

‖Mf‖WM1,ϕ2
≤ C‖f‖M1,ϕ1 (Rn) sup

x∈Rn, t>0

1

ϕ2(x, t)

∫ ∞
t

ϕ1(x, r)
dr

r

≤ C‖f‖M1,ϕ1

p = 1 için (3.11) den ispat tamamlanır.

3.2 Riesz Potansiyelinin Genelleştirilmiş Morrey Uzayında Sınırlılığı

Riesz potansiyeli harmonik analizin önemli konuları arasındadır. Özellikle

kısmi türevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte birçok uygulamaları vardır.

Iα Riesz potansiyelinin Mp,w(Rn) uzayından Mq,w(Rn) uzayına sınırlılığı iki farklı

yönden Spanne ve Adams tipi sınırlılık olarak gösterilmiştir. Bunun için Guliyev

[11] tarafından verilmiş olan iki farklı teorem kullanılmıştır.
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Teorem 3.2.1 [11](Lokal Guliyev Eşitsizliği)

1 ≤ p <∞, 0 < α <
n

p
,

1

q
=

1

p
− α

n

ve f ∈ Llocp (Rn) olsun. p > 1 için

‖Iαf‖Lq(B(x,t)) ≤ Ct
n
q

∫ ∞
t

r−
n
q
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr (3.12)

ve p = 1 için

‖Iαf‖WLq(B(x,t)) ≤ Ct
n
q

∫ ∞
t

r−
n
q
−1‖f‖L1(B(x,r))dr, (3.13)

sağlanır. Burada C, f e bağlı olmayan bir sabit, x ∈ Rn ve t > 0 dır.

İspat. Teorem 3.1.1 ün ispatında, f fonksiyonunu (3.6) deki gibi alırsak

Iαf(x) = Iαf1(x) + Iαf2(x).

olur. 1 < p <∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
olsun. Iα operatörünün Lp(Rn) uzayından

Lq(Rn) uzayına sınırlılığından

‖Iαf1‖Lq(B(x,t)) ≤ ‖Iαf1‖Lq(Rn)

≤ C‖f1‖Lp(Rn) = C‖f‖Lp(B(x,2t)).

elde edilir. Buradan

‖Iαf1‖Lq(B(x,t)) ≤ C‖f‖Lp(B(x,2t)),

olur, burada C, f den bağımsız sabittir.

‖f‖Lp(B(x,2t)) ≤ Ct
n
q

∫ ∞
2t

r−
n
q
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr,

olduğu göz önüne alınırsa

‖Iαf1‖Lq(B(x,t)) ≤ Ct
n
q

∫ ∞
2t

r−
n
q
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr. (3.14)

elde edilir.

|x − z| ≤ t, |z − y| ≥ 2t olduğunda, 1
2
|z − y| ≤ |x − y| ≤ 3

2
|z − y| olur, ve

buradan

‖Iαf2‖Lq(B(x,t)) ≤
∥∥∥∥∫ {B(x,2t)

|z − y|α−nf(y)dy

∥∥∥∥
Lq(B(x,t))

≤ C

∫
{B(x,2t)

|x− y|α−n|f(y)|dy‖χB(x,t)‖Lq(Rn).
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olur.

β > n
q

seçersek∫
{B(x,2t)

|x− y|α−n|f(y)|dy

= β

∫
{B(x,2t)

|x− y|α−n+β|f(y)|
(∫ ∞
|x−y|

s−β−1ds

)
dy

= β

∫ ∞
2t

s−β−1
(∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|x− y|α−n+β|f(y)|dy
)
ds

≤ C

∫ ∞
2t

s−β−1‖f‖Lp(B(x,s))‖|x− y|α−n+β‖Lp′ (B(x,s))ds

≤ C

∫ ∞
2t

sα−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,s))ds.

elde edilir.

Buradan

‖Iαf2‖Lq(B(x,t)) ≤ Ct
n
q

∫ ∞
2t

s−
n
q
−1‖f‖Lp(B(x,s))ds (3.15)

(3.14) ile (3.12) sağlar.

p = 1 ve B = B(x, r) yuvarı için

‖Iαf‖WL1(B(x,t)) ≤ ‖Iαf1‖WL1(B(x,t)) + ‖Iαf2‖WL1(B(x,t)).

olur.

Iα operatörünün L1(Rn) uzayından WLq(Rn) uzayına sınırlılığından

‖Iαf1‖WL1(B(x,t)) ≤ C‖f‖Lq(B(x,2t)),

elde ederiz, burada C, x ve t ye bağlı olmayan bir sabittir.

Dikkat edilecek olursa (3.15) eşitsizliği p = 1 için doğrudur. Dolayısıyla (3.15)

den (3.13) elde edilir.

Teorem 3.2.2 [11] (Guliyev Teoremi) 1 < p < ∞, 0 < α < n/p, 1
q

= 1
p
− α

n
ve

ϕ1(x, r) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları∫ ∞
r

tαϕ1(x, t)
dt

t
≤ Cϕ2(x, r) (3.16)

koşulunu sağlasın, burada C, x ve r ye bağlı olmayan bir sabittir.

Bu durumda, p > 1 için Mα ve Iα operatörleri Mp,ϕ1(Rn) uzayından Mq,ϕ2(Rn)

uzayına ve p = 1 için, M1,ϕ1(Rn) uzayından WMq,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır.
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İspat. 1 < p <∞ ve f ∈Mp,ϕ(Rn) olsun. Teorem 3.2.1 den

‖Iαf‖Mq,ϕ2
≤ C sup

x∈Rn, t>0

1

ϕ2(x, t)

∫ ∞
t

r−
n
q
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr

≤ C‖f‖Mp,ϕ1
sup

x∈Rn, t>0

1

ϕ2(x, t)

∫ ∞
t

rαϕ1(x, r)
dr

r
,

elde edilir. 1 < p <∞ için (3.16) den ispat tamamlanır.

p = 1 ve f ∈M1,ϕ1(Rn) olsun. Teorem 3.2.1 den

‖Iαf‖WMq,ϕ2
= sup

x∈Rn, t>0
ϕ−12 (x, t)t−

n
q ‖Iαf‖WLq(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn, t>0

ϕ−12 (x, t)

∫ ∞
t

r−
n
q
−1‖f‖L1(B(x,r))dr.

elde edilir. Böylece

‖Iαf‖WMq,ϕ2
≤ C‖f‖M1,ϕ1 (Rn) sup

x∈Rn, t>0

1

ϕ2(x, t)

∫ ∞
t

rαϕ1(x, r)
dr

r

≤ C‖f‖M1,ϕ1

olup, p = 1 için (3.16) den ispat tamamlanır.

ϕ1(x, r) = ϕ2(x, r) = ϕ(x, r) olması durumunda aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.3 1 ≤ p < ∞, 0 < α < n/p, 1
q

= 1
p
− α

n
ve ϕ(x, t), (3.1) ve (3.3)

koşullarını sağlasın. Bu durumda, p > 1 için Mα ve Iα operatörleri Mp,ϕ(Rn) uza-

yından Mq,ϕ(Rn) uzayına ve p = 1 için, M1,ϕ(Rn) uzayından WMq,ϕ(Rn) uzayına

sınırlıdır.
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Teorem 3.2.4 [11] 1 ≤ p <∞, 0 < α < n
p
f ∈ Llocp (Rn) olsun.

|Iαf(x)| ≤ CtαMf(x) + C

∫ ∞
t

rα−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr, (3.17)

olur. Burada C, f , x ve t den bağımsız bir sabitdir.

İspat. Teorem 3.1.1 ün ispatında, f fonksiyonunu (3.6) şeklinde alırsak

Iαf(x) = Iαf1(x) + Iαf2(x).

olur. Iαf1(x) için, Hedberg yönteminden (bkz. [33], p. 354)

|Iαf1(x)| ≤ C1t
αMf(x).

elde ederiz. Iαf2(x) için

|Iαf2(x)| ≤
∫

{B(x,2t)

|x− y|α−n|f(y)|dy

≤ C

∫
{B(x,2t)

|f(y)|dy
∫ ∞
|x−y|

rα−n−1dr

≤ C

∫ ∞
2t

(∫
2t<|x−y|<r

|f(y)|dy
)
rα−n−1dr

≤ C

∫ ∞
t

rα−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr,

(3.17) ispatlanır.

Teorem 3.2.5 [11] 1 ≤ p <∞, 0 < α < n/p, ϕ(x, t) (3.11) koşulunu ve

tαϕ(x, t) +

∫ ∞
t

rαϕ(x, r)
dr

r
≤ Cϕ(x, t)p/q (3.18)

koşulunu sağlasın, burada q ≥ p ve C, x ∈ Rn ve t > 0 a bağlı olmayan bir sabittir.

Ayrıca kabul edelimki, hemen her x ∈ Rn, ϕ(x, r) için ϕ(x, ·) : [0,∞) → [a,∞)

koşulunu sağlayacak biçimde herhangi bir a = a(x) > 0 örten fonksiyonu vardır. Bu

durumda, Mα ve Iα operatörleri, p > 1 için Mp,ϕ(Rn) uzayından Mq,ϕp/q(Rn) uzayına

ve p = 1 için, M1,ϕ(Rn) uzayından WMq,ϕ1/q(Rn) uzayına sınırlıdır.

İspat. 1 ≤ p <∞ ve f ∈Mp,ϕ(Rn) olsun. Teorem 3.2.4 den

|Iαf(x)| ≤ CrαMf(x) + C‖f‖Mp,ϕ

∫ ∞
r

tα(x, t)
dt

t
.

elde ederiz. (3.18) den rαϕ(x, r) ≤ Cϕ(x, r)
p
q olur. Ayrıca (3.18) kullanılarak

|Iαf(x)| ≤ Cϕ(x, r)
p
q
−1Mf(x) + Cϕ(x, r)

p
q ‖f‖Mp,ϕ .
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elde ederiz. ϕ(x, r) örten olduğundan,

ϕ(x, r) = Mf(x) ‖f‖−1Mp,ϕ(Rn)

olacak şekilde r > 0 seçebiliriz, farzedelimki f 0 a özdeş olmasın. Böylece, her

x ∈ Rn için,

|Iαf(x)| ≤ C(Mf(x))
p
q ‖f‖

1− p
q

Mp,ϕ
.

sağlanır.

Teorem 3.1.2 deki (3.11) koşulu nedeniyleM maksimal operatörününMp,ϕ(Rn)

deki sınırlılığından teorem ispatlanır.

‖Iαf‖M
q,ϕ

p
q

= sup
x∈Rn, t>0

ϕ(x, t)−
p
q t−

n
q ‖Iαf‖Lq(B(x,t))

≤ C ‖f‖
1− p

q

Mp,ϕ
sup

x∈Rn, t>0
ϕ(x, t)−

p
q t−

n
q ‖Mf‖

p
q

Lp(B(x,t))

≤ C ‖f‖Mp,ϕ ,

eğer 1 < p < q <∞ ise,

‖Iαf‖WM
q,ϕ

1
q

= sup
x∈Rn, t>0

ϕ(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Iαf‖WLq(B(x,t))

≤ C ‖f‖
1− 1

q

M1,ϕ
sup

x∈Rn, t>0
ϕ(x, t)−

1
q t−

n
q ‖Mf‖

1
q

WL1(B(x,t))

≤ C ‖f‖M1,ϕ ,

eğer p = 1 < q <∞ ise,

‖Iαf‖WM
q,w

1
q

= sup
x∈Rn,t>0

w(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Iαf‖WLq(B(x,t))

≤ C ‖f‖
1− 1

q

Mp,w
sup

x∈Rn,t>0
w(x, t)−

1
q t−

n
q ‖Mf‖

1
q

WL1(B(x,t))

≤ C ‖f‖Mp,w

elde edilir.
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3.3 Singüler İntegral Operatörlerinin Genelleştirilmiş Morrey

Uzayında Sınırlılığı

Bu bölümde, singüler integral operatörünün Lp(Rn) uzayında sınırlı olmasın-

dan yararlanarak Mp,ϕ uzayında sınırlılığı hakkındaki teorem ve sonuçlara yer veril-

miştir.

Teorem 3.3.1 [11] (Singüler İntegral Operatörleri için Lokal Guliyev Eşit-

sizliği)

1 ≤ p <∞ ve f ∈ Llocp (Rn) olsun. p > 1 için

‖Tf‖Lp(B(x,t)) ≤ Ct
n
p

∫ ∞
t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr (3.19)

ve p = 1 için

‖Tf‖WL1(B(x,t)) ≤ Ctn
∫ ∞
t

r−n−1‖f‖L1(B(x,r))dr, (3.20)

elde edilir. Burada C, f ye bağlı olmayan bir sabit, x ∈ Rn ve t > 0 dır.

İspat. 1 < p <∞ olsun. f fonksiyonu (3.6) deki gibi ifade edildiğinde

‖Tf‖Lp(B(x,t)) ≤ ‖Tf1‖Lp(B(x,t)) + ‖Tf2‖Lp(B(x,t))

elde edilir. T operatörünün Lp(Rn) deki sınırlılığından, 1 < p <∞ için

‖Tf1‖Lp(B(x,t)) ≤ ‖Tf1‖Lp(Rn) ≤ C‖f1‖Lp(Rn)

elde edilir, böylece

‖Tf1‖Lp(B(x,t)) ≤ C‖f‖Lp(B(x,2t))

eşitsizliği göz önüne alınırsa

‖f‖Lp(B(x,t)) ≤ Ct
n
p

∫ ∞
2t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr,

olup

‖Tf1‖Lp(B(x,t)) ≤ Ct
n
p

∫ ∞
2t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr. (3.21)

elde edilir. ‖Tf2‖Lp(B(x,t)) hesaplamak için,

|Tf2(z)| ≤ C

∫
l {B(x,2t)

|f(y)| dy
|y − z|n
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eşitsizliği göz önüne alınır, burada z ∈ B(x, t) ve |x− z| ≤ t, |z − y| ≥ 2t eşitsizlik-

lerinden 1
2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y| dersek, ve buradan

‖Tf2‖Lp(B(x,t)) ≤ C

∫
{B(x,2t)

|x− y|−n|f(y)|dy‖χB(x,t)‖Lp(Rn). (3.22)

elde edilir. Böylece (3.9) eşitsizliğinden,

‖Tf2‖Lp(B(x,t)) ≤ Ct
n
p

∫ ∞
2t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr. (3.23)

olur. (3.21) ve (3.23) den (3.19) yi elde ederiz.

p = 1 ve B(x, r) yuvarı için

‖Tf‖WL1(B(x,t)) ≤ ‖Tf1‖WL1(B(x,t)) + ‖Tf2‖WL1(B(x,t)).

olur. T operatörünün L1(Rn) uzayından WL1(Rn) uzayına sınırlılığından

‖Tf1‖WL1(B(x,t)) ≤ C‖f‖L1(B(x,2t)),

elde edilir, burada C, x ve t den bağımsız sabittir.

(3.23) eşitsizliği p = 1 durumu için doğrudur. Böylece (3.10) den, (3.20)

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.3.2 [11] 1 ≤ p < ∞ olsun. ϕ1(x, t) ve ϕ2(x, r) fonksiyonları (3.16)

koşulunu sağlasın. p > 1 için T singüler integral operatorü Mp,ϕ1(Rn) uzayından

Mp,ϕ2(Rn) uzayına ve p = 1 için T singüler integral operatorü M1,ϕ1(Rn) uzayından

WM1,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır.

İspat. 1 < p <∞ ve f ∈Mp,ϕ1(Rn) olsun. Teorem 3.3.1 den

‖Tf‖Mp,ϕ2
= sup

x∈Rn, t>0
ϕ−12 (x, t)t−

n
p ‖Tf‖Lp(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn, t>0

ϕ−12 (x, t)

∫ ∞
t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr.

elde ederiz. Böylece

‖Tf‖Mp,ϕ2
≤ C‖f‖Mp,ϕ1

sup
x∈Rn, t>0

1

ϕ2(x, t)

∫ ∞
t

ϕ1(x, r)
dr

r

≤ C‖f‖Mp,ϕ1

1 < p <∞ için (3.16) dan ispat tamamlanır.
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p = 1 ve f ∈M1,ϕ1(Rn) olsun. Teorem 3.3.1 den

‖Tf‖WM1,ϕ2
= sup

x∈Rn, t>0
ϕ−12 (x, t)t−n‖Tf‖WL1(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn, t>0

ϕ−12 (x, t)

∫ ∞
t

r−n−1‖f‖L1(B(x,r))dr.

elde ederiz. Böylece

‖Tf‖WM1,ϕ2
≤ C‖f‖M1,ϕ1 (Rn) sup

x∈Rn, t>0

1

ϕ2(x, t)

∫ ∞
t

ϕ1(x, r)
dr

r

≤ C‖f‖M1,ϕ1

p = 1 için (3.16) dan ispat tamamlanır.

ϕ1(x, r) = ϕ2(x, r) = ϕ(x, r) olması durumunda aşağıdaki sonuçlar Nakai [26]

tarafından elde edilmiştir.

Sonuç 3.3.3 1 ≤ p < ∞ ve ϕ(x, t), (3.1) ve (3.2) koşullarını sağlasın. Bu du-

rumda, p > 1 için T operatörü Mp,ϕ(Rn) uzayında sınırlıdır ve p = 1 için, M1,ϕ(Rn)

uzayından WM1,w(Rn) uzayına sınırlıdır.

Sonuç 3.3.4 Mp,ϕ(Rn) uzayında ϕ(x, r) = r
λ−n
p seçilmesi durumunda Mp,λ(Rn)

Morrey uzayı elde edildiği için 1 ≤ p < ∞ ve 0 < λ < n durumunda T opera-

törü Mp,λ(Rn) uzayında ve p = 1 durumunda da M1,λ(Rn) uzayından WM1,λ(Rn)

uzayına sınırlıdır.
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