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OZET

Genellestirilmis Morrey Uzaylarinda Harmonik Analizin Integral
Operatorlerinin Siirlihig

Yiksek Lisans Tezi
Nihat TUYSUZ

Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

May 2015

Bu yiiksek lisans tezinde, Genellegtirilmig Morrey uzaylar1 ve harmonik ana-
lizin integral operatorlerinin bu uzaydaki sinirliligi hakkinda bilgi verilecektir. Bu
tez calismasi {i¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim girig kismidar.

Ikinci boliimde, bundan sonraki béliimlerde incelenecek olan konular: yakin-
dan ilgilendiren Lebesgue uzaylari, Morrey uzaylari, Genellestirilmis Morrey uzay-
larinin tanim ve o6zellikleri ve operatorler hakkinda bazi temel kavram, notasyon ve
teoremlere yer verilmistir. Ayrica L,(R") Lebesgue uzayinda maksimal operatorii-
niin, singiiler integral operatoriiniin, Riesz potansiyelinin sinirliligi ile ilgili teoremler
ispatsiz olarak verilmigtir.

Uciincii boliimde ise, Guliyev [11] tarafindan elde edilen lokal Guliyev esit-
sizlikleri kullanilarak ispat edilen M, ,(R") genellestirilmis Morrey uzayinda Hardy-
Littlewood maksimal operatoriin sinirhiligi, Spanne ve Adams tipli 1, Riesz potan-
siyelinin M, ,(R") uzaymdan M, ,(R") uzayma smirhlig: incelenmistir. Guliyev [11]
tarafindan [, sinirhilhigi icin ispatlanan iki farklh teoreme yer verilmigtir. Son olarak,
Calderon-Zygmund integral operatérii icin M, ,(R") uzayinda sinirhlik kosullarina

yer verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: L, uzaylari, Morrey uzaylari, Genellesmis Morrey uzay1, mak-
simal operator, singiiler integral operator, Riesz potansiyeli.

Sayfa Adedi: 37

Danigman: Dog¢. Dr. Ali AKBULUT
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ABSTRACT

Boundedness of the Integral Operators of the Harmonic Analysis in
Generalized Morrey Spaces

Master Thesis
Nihat TUYSUZ

Ahi Evran University
Institute of Science

May 2015

In this master thesis, information about the generalized Morrey spaces and
the boundedness of integral operators of harmonic analysis in these spaces will be
given. This thesis consists of three chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts, notations and theorems about
the operators, definitions and properties of the Lebesgue spaces, Morrey space, Gen-
eralized Morrey space that is closely related to the topics that will be explored in the
next section are included. Also the theorems about the boundedness of the maximal
operator, singular integral operator, Riesz potentials in the L,(R™) Lebesgue spaces
are given without proof.

In the third chapter, the boundedness of Hardy-Littlewood maximal operator
in the M), ,(R™) spaces is shown with the help of the Gulyev’s lokal inequalities which

was given by Guliyev [11]. The boundedness of I, Riesz potential from the space
M

po(R™) to M, ,(R™) is shown as Spanne and Adams type boundedness with two

different ways. For this aim two different theorems which were given by Guliyev [11]
are used. Finally, the boundedness conditions are given for 7' Calderon-Zygmund

singular integral operator in the M, ,(R™) spaces.

Keywords: L, spaces, Morrey spaces, Generalized Morrey spaces, maximal op-
erator, singular integral operator, Riesz potential.
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1 GIRIS

Klasik Morrey uzaylar1 1938 yilinda C.B. Morrey [22] tarafindan ikinci derece-
den eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin lokal davraniglar: aragtirilir-
ken ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya ¢ikarilmigtir.
Morrey uzaylar: Lebesgue uzaylarinin bir uzantisi olarak degerlendirileceginden klasik
operatorlerin sinirliliklarinin Morrey uzaylarinda aragtirilmasi oldukga dogal ve 6nem-
lidir. D.R. Adams [1] tarafindan Riesz potansiyelin sinirliligr ¢ahigilmigtir. Harmonik
analizde bu operatorlerin agirlikh esitsizliklerini caligmak énemli bir yere sahip olup,
L,(w) agirhkh Lebesgue uzaylarinda sinirhliklar R. Coifman ve C. Fefferman [5], B.
Muckenhoupt [23], B. Muckenhoupt ve R. Wheeden [24] tarafindan elde edilmistir.
1994 yilinda E. Nakai [26] tarafindan harmonik analizde énemli bir yere sahip olan
maksimal integral operatoriiniin, Riesz potansiyelinin ve singiiler integral operatd-
riiniin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarmaki simirhlig: aragtirlmigtar.

Aym yillarda V.S. Guliyev [13] tarafindan Yiiksek Lisans Tezinde, harmonik
analizin integral operatorlerinin genisletilmis lokal Morrey uzayindaki simirlihgr E.
Nakai'nin sartlarindan daha genig sartlar ile aragtirilmigtir. 2009 yilinda V.S Guliyev,
matematik literatiirtinde énem verilen M, , genellestirilmis Morrey uzaymin nor-
mallestirilmis normunu tammlayarak, M, , genellestirilmis Morrey uzayinda har-
monik analizin integral operatorlerinin sinirliligini Mizuhara ve Nakai’ye gore daha
genig sartlar altinda aragtirmigtir.

Ayrica V.S. Guliyev [14], [15], [16] tarafindan M, genellestirilmis Morrey
uzaylarinda maksimal, potansiyel ve singiiler integral operatorlerin siirliliklar: or-
taya koydugu lokal Guliyev egitsizlikleri ile elde edilmistir.

Tezde Guliyev [11] tarafindan elde edilen lokal Guliyev esitsizlikleri kullanilarak
ispat edilen M, ,(R"™) genellestirilmis Morrey uzayinda Hardy-Littlewood maksimal
operatériin smirliligl, Spanne ve Adams tipli I, Riesz potansiyelinin M, ,(R™) uza-
yindan M, ,(R™) uzayma smirlihgr incelenmistir. Guliyev [11] tarafindan I, smirlihg

i¢in ispatlanan iki farkl teoreme yer verilmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR, UZAYLAR VE OPERATORLER

2.1 Temel Tanim, Teorem ve Kavramlar

Bu boéliimde 6lgii, olciilebilir uzay gibi fonksiyonel ve reel analizdeki temel
tamim, teorem ve kavramlar ifade edilmigtir. Ayrica Riemann integralinden daha

genig ve kullaniligh olan Lebesgue integrali hakkinda bilgi verilmigtir.

Tanim 2.1.1 X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir A smifi i¢in agagidaki

ozellikler saglanirsa bu A smifi X iizerinde bir o-cebir olarak adlandirilir.
i) XeA
(ii) VEe A, ‘E=X-FEcA

(iii) Vn=1,2,...5¢in E, e A=J B, €A

Bu durumda (X, A) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay, A deki her bir kiimeye de

oOlciilebilir kiime adi verilir.

Tanim 2.1.2 (X, .A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. Bir u: A — [0, oo] fonksiyonu

(i) Her A € Aigin pu(A) >0,
(iii) A nin her ayrik (A,) dizisi icin p ()2, An) =D 00 1 (A4y)

ozelliklerin sagliyorsa bu fonksiyona A iizerinde bir 6lgii fonksiyonu veya 6lgii
adi verilir. Eger her A € A i¢in pu(A) < oo ise p Olgiisiine sonlu 6lgii denir.
X kiimesi herbiri sonlu 0l¢iiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlegimi olarak
yazilabiliyorsa p 6lgiisii o-sonlu olarak adlandirilir. Eger p(X) = 1 ise bu 6lgiiye

olasilik 6lgiisii denir. Ayrica (X, A, p) 6lgii uzay olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.3 (X, .A) bir dlgiilebilir uzay ve f: X — R U {—o00, +0o0} bir fonksiyon
olsun. Eger V¢t € Ri¢in {x € X : f(x) > t} € Aoluyorsa f fonksiyonu 6lgiilebilirdir
denir. Olgiilebilir fonksiyonlarin ailesi M (X, A) ile gosterilir.
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Tanim 2.1.4 (X, A, p) bir 6l¢ii uzayi olsun. Eger bir 6nerme, 6l¢iisii sifir olan bir
kiimenin tiimleyeni iizerinde veya kendisi A ya ait olmadiginda, sifir 6lgiilii bir kiime
tarafindan kapsanan bir kiimenin tiimleyeni {izerinde dogru ise, o énerme hemen

hemen her yerde dogrudur denir.

Tamim 2.1.5 X ve Y normlu uzaylar, D(T) C X olmak tizere, ' : D(T) — Y

lineer operator olsun. Eger x € D(T) igin,
[ Tz|| < Allz|

olacak sekilde bir A reel sayis1 varsa, T operatoriine sinirlidir denir.

Tanim 2.1.6 Bir 7' operatoriiniin normu

Tx
[T = sup [T
zeD(T),x#£0 ||JI”

ile tanimlanir.

Tanim 2.1.7 R" iizerinde dx = dx; - - - dx, ile Lebesgue Olciisiinii gostersin. R™

uzay1 iizerinde f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

de= [ - s @p)day - da,
[ tada= [ [ Horidan i

ile gosterilir.

B = B(z,r) = {y e R": |z —y| < r}, merkezi z, yaricap uzunlugu r olan
acik yuvari ve “B(z,r) onun tiimleyenini gostersin. |B(z,r)|, B(x,r) agik yuvarinmn
Lebesgue olgiisii ve v, = |B(0, 1)] olmak iizere

2 n/2,.n 1
|B(x,r)| = vr" = i —|S§™ e
n

nl'(n/2)
bi¢imindedir.
Burada R™ de n > 1 igin yarigap1 1 olan S"™! := {z € R" : |z| = 1} kiiresinin

yilizey alani

5" = 202 /T (n/2),



ve ['(z) gamma fonksiyonu ve bir z kompleks sayisi i¢in Rez > 0 olmak iizere

F(z):/ t*le tdt
0

ile tanimlanir.

Bu tezde, B = B(xg,r) ile o merkezli ve kenar uzunlugu r olan kiip ifade
edilmistir. Verilen bir B kiipii ve A > 0 i¢in AB ile B nin merkezine sahip ve kenar
uzunlugu B nin kenar uzunlugunun A kat1 olan kiipii gosterilmigtir. Ayrica A < B
gosterimini A < OB, C > 0 esitsizliginin yerine kullanilmigtir.

Eger A< Bve B < Aise A= B yazilir ve A, B ye esdegerdir denir.

Burada C' farkl sabitleri gostermektedir. 1 < p < oo olmak iizere, R™ nin her
bir kompakt alt kiimesinde p. kuvveti integrallenebilen tiim 6l¢iilebilir fonksiyon-
larin uzay1 LéOC(R") ile gosterilir. Bu uzay p = 1 i¢in LP¢(R") = L'°¢(R") seklinde

gosterilen lokal integrallenebilir fonksiyonlarin siifini gosterir.
2.2 Lebesgue Uzay1

Tanim 2.2.1 (L, Uzay1) 0 < p < oo ve f 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere
Lebesgue uzay1

L,(R") := {f — dlciilebilir : || |1, ®n) < oo}

ile verilir, burada 0 < p < oo igin

1 fllz, @) = (/Rn |f|pdx> ’

=

ve p = oo durumunda ise
[f | oo (mr) = ess sup [ f ()|
zeR?
bi¢iminde verilir.
Tamim 2.2.2 (Zayif L, Uzay1) WL,(R") zayif L, uzay1 1 < p < oo olmak iizere
| llwry ) = supt [{y € R : |f(y)] > L' < o0
>

quasi-normuna sahip f Olciilebilir fonksiyonlarinin uzayidir. Kolayca gosterilebilir

kil <p < ooigin L,(R") C WL,(R") dir.



Ornek 2.2.3

(1) f(z) = |z|* & Ly(R")

(2) f(z) =|z|*xBoO1(2) € L,(R") & o > -

(3) f(z) =|z|*XeB01)(7) € Ly(R") & a < -

(4) f(z) = 2|7 & Ly(R"), f(x) = |2 > € WL,(R")
Teorem 2.2.4 [30] Eger 1 < p < oo ise L, bir Banach uzayidir.

Tanim 2.2.5 [27|(Holder Esitsizligi) p > 1 ve 1/p+ 1/q = 1 olmak iizere f €
L,(X), g € Ly(X) olsun. Bu durumda

1fgllzcx) < I flle,collgllngeo
esitsizligine Holder esitsizligi denir.

Tanim 2.2.6 [27](Minkowski Esitsizligi) Eger p > 1 icin f,g € L,(X) ise bu
durumda
1f + 9llzx) < 1 llz00 + 119l
esitsizligine Minkowski esitsizligi denir.
Teorem 2.2.7 [10] L'¢(R") uzay1 1 < p < oo igin biitiin L,(R") uzaylarmmn bir-
legimlerini icerir. Daha genel olarak 0 < p < g < oo i¢gin
L,(R") € L (R") € L (R")

elde edilir

Teorem 2.2.8 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Eger f € L!°*(R") ise bu

durumda hemen her x € R" i¢in

. 1 _
ll_{% W /B(:c,r) fy)dy = f(x)

saglanir.



Tanim 2.2.9 Bir f fonksiyonunun destegi

suppf = {z € R" : f(z) # 0}

ile tanimlanir. Yani f nin destegi onun sifirdan farkli oldugu noktalarin kiimesinin

kapanigidir. Eger suppf sinirhi bir kiime ise f kompakt destege sahiptir denir.

Tanim 2.2.10 (Kuvvetli ve Zayif Tipli Smurlilik) 1 < p,q¢ < oo, (X, u) ve
(Y, v) iki 6lgii uzay:r ve T', L, (X, ) den tamim ve goriintii kiimeleri sirasiyla Y ve C

olan olgiilebilir fonksiyonlarin uzayia bir operator olsun. Eger ¢ < oo olmak tizere

vty e s[ra) >3 < ()

ise T zayif (p, q) tipinden ve eger ¢ = oo iken L,(X, u) den Lo (Y, v) ye smirh bir
operator ise zayif (p,00) tipindedir denir.
Eger T', L,(X, i) den L, (Y, v) ya smirh ise kuvvetli (p, ¢) tiplidir denir. Yani,
her f € L,(X, p) i¢in
1T fllg < ClI Il

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buradan ¢ = oo olmasi durumunda zayif ve

kuvvetli tip cakismaktadir.

Eger T, kuvvetli (p, q) tipli ise aym zamanda zayif (p, q) tiplidir. Gergekten,

eger
Ex={yeY :|Tf(y)]> A}

olarak alirsak, bu durumda
v(E)) = / dv < /
E\ E\

Eger (X, u) = (Y,v) ve T 6zdeslik operatorii olursa zayif (p, p) klasik Cheby-

Tf(x)
A

1 (vali Clfll»\*
< 4 < P
dv < VR ( 3 )

olur.

shev esitsizligi olur.

Tanim 2.2.11 (Lineer ve Quasilineer Operator) T, reel degerli 6lgiilebilir fonk-
siyonlarin bir (X, p) 6l¢ii uzayi tizerinde tamimlanmig ve bir (Y, v) 6lgii uzay: iizerinde
biitiin kompleks degerli hemen her yerde sonlu 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesinde

degerler alan bir operator olsun. Bu durumda her f, g ve her A\ € C i¢in

T(f+9)=T(f)+T(g) ve T(\f)=AT(f)

6



ise T ye lineer operator,

T+ 9| <|TNHI+1T()| ve [TAN < AT

ise T" ye altlineer operator, bir K > 0 sabiti icin

T(f+9)l < KT+ T () ve TN < IAT(S)]

ise T ye quasilineer operator denir. Altlineerlik, quasilinerligin 6zel bir durumudur.

Tamim 2.2.12 [23](A, Muckenhoupt Simfi) Eger 1 < p < oo olmak {izere her-
hangi bir B = B(x,r) yuvari igin

[w]a, = sup [w]a,(B)

= sup (é /B w(x)dx) <ﬁ /B w(:v)l_p/d:p)pl <o (21)

ise w agirlik fonksiyonu A, Muckenhoupt siifindandir denir. Burada supremum
biitiin B yuvarlar iizerinden ahmmaktadir ve 1/p+1/p’ bigimindedir. Burada Holder

esitsizligini kullanarak biitiin B yuvarlari igin
1 _ 1 _
[w}A/pp(B) = |B]| 1||w||L/§B) [|w l/pHLp/(B) > 1. (2.2)
olur. p =1 iken, hemen hemen her z icin

Mw(z) < Cw(x) (2.3)

olacak gekilde C' > 1 varsa w € A; dir ve (2.3) esitsizligini saglayan C' nin infimumu
[w]a, ile gosterilir.
p ve p' tisleri ile Holder esitsizligi kullanilirsa
1 / 1 / 1 . 1/
l=— [ de=— [ w@)Pw(z)YPde < [w]}*
1Bl J5 B[ /5 A
elde edilir.

(2.1) esitsizliginde p — oo iken limite gegilirse

é /B w(w)da < Cexp (|—;| /B logw(x)dx)

elde edilir ve esitsizlik saglandiginda w € A, denir. Ayrica, p = oo iken

A= J 4

1<p<oo

ile tanimlanir. A igin verilen bu iki tanim egdegerdir; [8].

7



A, smufi 1972 yihnda Muckenhoupt [23] tarafindan agihkh LI(R™, wdz)
uzay1 iizerinde tanimhi Hardy-Littlewood maximal operatoriiniin simirhlikla ilgili

calismalarinda tanimlanmigtir.

w € A,, 1 < p < oo Muckenhoupt agirliklarinin en 6nemli érneklerinden biri
—n < a < n(p —1) iken w(x) = |z|* fonksiyonudur. Eger —n < a < 0 olarak
alinirsa w € A; elde edilir. 0 < § < 1 ise bu durumda w(x) = |z|™"09 € A; ve
w(z) = x|~ D0=0) ¢ A elde edilir.

Muckenhoupt, [23] deki ¢alismasinda € > 0 igin
A, C A,
oldugunu gostermistir.
Lemma 2.2.13 [8] Eger w € A, ise bu durumda w € A,_, saglanir ve

[Wla,—e < Clwla

P

1
olacak sekilde bir C' sabiti vardir ve burada € ~ [w],”" seklindedir.

Tamim 2.2.14 (Agirhikh L, Uzay1) 1 < p < oo, w bir agirhk fonksiyonu olsun.
Bu durumda, L,(w) = L,(R", w) agirhkh Lebesgue uzay1

1Ly = NflLpony = (/R |f ()| w(x)dx)p < 00

normuna sahip biitiin biitiin Ol¢iilebilir f fonksiyonlarin uzayi olarak tanimlanir.

p = oo durumunda ise Lo (w) = Lo (R", w) de norm

[ Lo = s uny = €88 sup [f(2)| w(z)
PISING

ile tanimlanir.



2.3 Morrey Uzay1

Klasik Morrey uzaylar1 1938 yilinda C.B. [22] Morrey tarafindan ikinci derece-
den eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin lokal davraniglarini aragtirir-
ken ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya cikarilmigtir.
Morrey uzaylarinin 6nemli uygulamalar1 Navier-Stokes ve Schrédinger denklem-
lerinde, siireksiz katsayil eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya ¢ikmigtir.
Tanmm 2.3.1 1 <p<oo, 0 <A <n, fe L(R") olmak iizere M, = M,,(R")
Morrey uzay1

Mp,)\ = {f : ||f||Mp,>\ < OO}

seklinde tanmimlanir. Burada || f||5, , normu

1 P
[ fllaz,.» = [|fllaz, r) = sup (7/ \f(@/)|pdy>
zeR?r>0 \7" JB(z,r)

seklinde verilir.

A = 0icin M,o = L,(R") dir. Eger A < 0 veya A > n ise bu durumda
M, » = 0 olur. Burada 6, R" {izerinde 0 a denk olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini
gostermektedir.

WM, = W»M,,(R") ile biitiin f € I/VL;"C fonksiyonlarinin uzayi olan zayif

Morrey uzayini gosterecegiz. Burada,

2
I fllwa, = 1 fllwa, @y = sup 72| fllwa, (Ber) < 00
z€R™,r>0

seklindedir.
Lemma 2.3.2 [20] 1 < p < oo olsun. Bu durumda M, y, = L,.(R") ve

1
116, = 031 ey
olup, burada vy = |B(0,1)]| dir.

Ispat. f € Lo (R") olsun. Bu durumda

1/p
([ ) < e
x,t

9



olur. Buradan f € M, , ve

1
(R N P

seklindedir. f € M, \ olmak iizere Lebesgue yakinsaklik teoreminden (bkz. [32])

i B0 [ Ay = 1@P

olur. Bu durumda

= (gm B f

seklindedir. Buradan f € Lo (R"™) dir ve

1/p
If(y)|pdy) <ol

1 peny < 0?1 e

olur. |
Lemma 2.3.3 [11] 1 <p < 00, 0 < A < n olsun. Bu durumda o = ”TT’\ icin
1113 -0 < 03" NLf llag, 0

dir ve buradan M,y C M;,_, olur. Burada 1/p+1/p’ =1 dur.

Ispat. feMyy1<p<oo0<AN<nveap =n— A\ olmak tizere Holder

esitsizliginden

1/p 1/
d Pd d
/B iy < ( /B ) y) ( /B y y)

/ / 1/p
e ([ ipay)
B(z,t)
elde edilir. Ayrica

1/p
e [ty < e (i)

) 1/p
—a (o [ isra)
B(z,t)

< o)\ fllag,
elde edilir. Buradan f € M, ,_, ve
1At 0o < 0PN fllas,

seklindedir n
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Tanim 2.3.4 1 <p < 00,0 < k < 1 ve w bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda
M, .(w) = M, (R",w) agirliklh Morrey uzay1

[ fllagy ey = sup w(B(x, 7)) 7 (| fllz,wB@r) < o0
z€R™,r>0

ile biitiin lokal integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1 olarak tanimlanir.

Ayrica WM, .(w) = WM, .(R",w) ile

I fllwagy ey = sup w(B(z,7) 7 | fllwr,.(B@r) < o0
z€R™,r>0

olmak iizere biitiin lokal integrallenebilir fonksiyonlarin zayif agirlikli Morrey uzayi

gosterilir.
2.4 M, , Genellegtirilmis Morrey Uzay:

Morrey uzaylarmin geniglemesi olan M, , genellestirilmis Morrey uzay1 1991
yilinda Mizuhara [21] tarafindan tanimlanmig ve singiiler integral operatériiniin bu
uzaylardaki simirhligr aragtinlmigtir. 1994 yilinda Nakai [26] tarafindan harmonik
analizde 6nemli bir yere sahip olan maksimal integral operatoriiniin, Riesz potan-
siyelinin ve singiiler integral operatoriiniin M), , genellestirilmis Morrey uzaylarin-
daki simirhihigy arastirlmistir. M, , genelestirilmis Morrey uzayimin normallestirilmis
normlu hali ilk olarak 2009 yilinda Guliyev [13] tarafindan tanimlanmig ve harmonik
analizin integral operatorlerinin simirlilign Mizuhara ve Nakai’ye gore daha genis sart-
lar altinda aragtirilmistir. Ayrica Guliyev [14], [15] tarafindan M, , genellestirilmis
Morrey uzaylarinda maksimal, potansiyel ve singiiler integral operatorlerin sinirlilik-
lar1 ortaya koydugu yeni metot ile elde edilmistir.

M, genellestirilmis Morrey uzay1 Mizuhara [21] tarafindan asagidaki sekilde
tanimlanmigtir.

Tanim 2.4.1 [21] ¢(x,r), R" x (0, 00) iizerinde pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon ol-
sun. M, , = M, ,(R"), 1 <p < oo ile

1fllatye = [ty oy = sup (@, )7 fllz, (B < 00
z€R™, r>0

normuna sahip biitiin f € Lé"c(]R") fonksiyonlarinin uzayi genellestirilmis Morrey

uzay1 olarak tanimlanir.
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Ayrica WM, , = WM, ,(R") ile

| fllwas,, = |1 fllwar,,@e) = €§3p>0@($77“)_1||f||WLp(B(x,r)) < 0

normuna sahip biitiin f € WL;"C(R") fonksiyonlarinin uzay1 zayif genellestirilmis

Morrey uzay1 olarak tanmimlanir. Burada W L,(B(z,7)) uzay: ile

1 flwroBer) = X pem lWL,@n < 00

seklindeki biitiin o6lgiilebilir f fonksiyonlarin iceren zayif L, uzay: ifade edilir.

Ayrica dogal topoloji ile verilen LI*“(R™) ve W LY*(R™) uzaylar1 her B C R" yuvar
icin fxp € Ly(R") ve fxp € WL,(R") seklindeki biitiin f fonksiyonlarm uzay:

olarak tanmimlanir.

A
Bu tamima gore o(z,r) = rr igin

Lpx= M,

p7<p

, WLyx=WM,,

A
p(z,r)=rp p(z,r)=r
oldugu goriiliir.

M, genellestirilmis Morrey uzaymnin normallesmis normlu hali Guliyev [13]

tarafindan asagidaki sekilde tanmimlanmigtir.

Tamim 2.4.2 [13] p(z,7), R™ x (0, 00) tizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ol-

sun. M, , =M, ,(R"), 1 <p < oo ile

_ _1
Wty = 1F 12ty @y = 0D p(,7) HIB@ ) By < oo

normallegmis normuna sahip biitiin f € pr"c(R”) fonksiyonlarinin uzay1 genellesti-

rilmig Morrey uzay1 olarak tanimlanir.

Ayrica WM, , = WM, ,(R") ile

P —

_ _1
| fllwag, = 1 fllwas, @ry = €§3p>0¢($>7“) B, )T | fllwi, () < oo

normallegmis normuna sahip biitiin f € WL;OC(R") fonksiyonlarinin uzay1 zayif ge-

nellestirilmig Morrey uzay1 olarak tanimlanir.

A
Bu tamima gore p(z,r) = rr igin
Lp,/\ = Mp,w A=n WLW\ = WMp,sa A=n
e(z,r)=r P p(z,r)=r P

oldugu goriiliir.
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2.5 Hardy-Littlewood Maksimal Operator

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak Hardy ve Littlewood tarafin-
dan bir boyutlu durumda, kompleks analizin uygulamalarina yonelik olarak tanim-
lanmigtir. Maksimal fonksiyon analizde pek ¢ok operatoriin sinirliliginda ¢ok 6nemli
bir role sahiptir. Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun farklh tanimlari [9, 17,
34] tarafindan agagidaki gibi verilebilir.

Tamim 2.5.1 f € L'(R") olsun. Bu durumda M f Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

Mf(z) = sup | B(O,r)|" / R

r>0

ile tanimlanir. Bu fonksiyon +oco a esit olabilir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine kiip alinarak agagidaki gibi

tamimlanabilir.

Tanmim 2.5.2 f € L(R") olsun. Eger B,, [—r,7]" kiibii ise M’ f merkezli Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu

M'f(z) —Sup

/ o —y)ldy
r>0

ile tamimlamir. n = 1 iken M ve M’ cakigir. Eger n > 1 ise bu durumda

enM'f(z) < Mf(x) < CuM' f(x)

olacak gekilde sadece n ye bagh ¢, ve C), sabitleri vardir. Bu egitsizlikten dolay1r M

ve M’ operatorleri uygun kosullara gore degistirilebilir.

Tamim 2.5.3 f € L'°(R") olsun. M*f merkezli olmayan Hardy-Littlewood maksi-

mal fonksiyonu

M) = s / y)ldy
B(zo,r)27 |B Lo, T | (zo0, r)

ile tanimlanir. Burada supremum x i igeren ve kenarlar: eksenlere paralel olan biitiin

B C R" yuvarlan {izerinden alinmaktadir. M ve M* noktasal olarak esdegerdir.
M maksimal operatorii altlineer ve homojendir. Yani,
M(f+g) <Mf+Mg ve MQAf)=AMf), VA=0
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saglanir.
Asagidaki teorem M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin hemen hemen
her yerde sonlu, zayif (1,1) ve 1 < p < oo i¢in (p, p) tipinden bir operatér oldugunu

ifade etmektedir.
Teorem 2.5.4 [19]

(1) f € L,(R") ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda hemen her x € R" igin
Mf(x) < oo dur.

(2) p=1ise, bu durumda her A > 0 ve f € L;(R") igin
n C
[{z € R": Mf(x) > M < T flnw
olacak gekilde bir C' = C'(n) > 0 sabiti vardir.
(3) 1 <p<ooise her f e L,(R") igin
IM flz, @y < ClF L, @
olacak gekilde bir C' = C(n,p) > 0 sabiti vardur.
Teorem 2.5.5 [6]
(i) 1 <p<ooigin
C
w({xeR”:Mf(x)>)\})§ﬁ |fIP w(x)dx
Rn
zayif (p,p) esitsizliginin saglanmas icin gerek ve yeter sart w € A, olmasidir.

(ii) 1 < p < oo iken M, operatoriiniin L,(w) da smirh olmasi igin gerek ve yeter

sart w € A, olmasidir.
Teorem 2.5.6 [4] 1 < p < oo, 0 < A < nolsun. Bu durumda p > 1 igin

IM fllag, n < Cllfllag,

ve p =1 icin
IM fllwan, s < ClLf Nl s

saglanir. Burada C', f den bagimsizdir.
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Ayrica 1 <p <o00,0< A <nvefeM,,ignR" de Mf maksimal fonksiyonu

hemen her yerde sonludur.

Teorem 2.5.7 [18] 1 <p < 00,0 < Kk <1vew € A, olsun. Bu durumda A Hardy-
Littlewood maksimal operatorii M, ,(w) tizerinde siirhdir. Eger p=1,0 <k < 1

ve w € A; ise bu durumda her A > 0 ve herhangi bir B kiipii i¢in
C K
w(lz € B: Mf(x) > A}) < Ll fllzs. e (B)

esitsizligi saglanir.

2.6 Singiiler integral Operator

Bu kisimda, singiiler integral operator ve sinirliliklar: hakkinda, bircok mate-

matik¢i tarafindan elde edilen sonuglara yer verilmistir.[6, 7, 9, 18]

Tanim 2.6.1 Singiiler integraller ¥ = y/|y| olmak {izere

rrw) =ty [ S g —pay

=0 ly|>e |y|n

bicimindeki operatérlerdir. Burada €, R™ deki S™~! birim kiiresi iizerinde tanim-

lanmig olup sifir ortalamali, integrallenebilir bir fonksiyondur.

Tanim 2.6.2 C¢ (R") den L!(R") tamimh T operatérii agagidaki sartlar saglarsa

Calderén-Zygmund operatorii olarak adlandirihir.

(a) T, Ly(R™) de sinirli lineer operatordiir.
(b) Her f € LS (R™), i¢in
Tf(x)= [ K(z,y)f(y)dy & {suppf}*,

RTL
seklinde bir K c¢ekirdegi vardir.

(¢) K gekirdegi z,y € R" ve x # y oldugunda C' > 0 ve baz1 § > 0 igin

K x,y S T
K (. y)] T
Clhp
|K(z + h,y) — K(z,y)| < o=y (2.4)
Clhp
|K('T7y+h) - K(I,y)| < |x—y|"+5
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Calderén-Zygmund egitsiziklerini saglar. Burada |h| < |z — y|/2 dir; [31].
Calder6n-Zygmund operatorii L,(R"), 1 < p < oo tizerinde siirhdir ve zayif (1,1)
tiplidir.

Teorem 2.6.3 ([6],[9]) Eger 1 < p < oo ve w € A, ise T' Calderén-Zygmund opera-

tortt L,(w) tizerinde simirhdir. Eger p = 1 ve w € A; ise her A > 0 i¢in
" C
w({z €R": [T f(2)] > A) < Tz
ifadesi saglanir.

Teorem 2.6.4 [7] 1 < p < 00, 0 < A < n olsun. Bu durumda 1 < p < oo igin
T Calderén-Zygmund operatérii M), , iizerinde smirhdir. Ayrica p = 1 igin M

uzaymdan WM,  uzaymna smirhdir.

Teorem 2.6.5 [18] 1 < p < 00, 0 < k < 1 ve w € A, olsun. Bu durumda T
Calder6n-Zygmund operatorii M, ,(w) tizerinde sinirhdir. Eger p = 1, 0k < 1 ve

w € Aj ise bu durumda her A > 0 ve herhangi bir B kiipii i¢in
C K
w({z € B:|Tf(@)] > M) < Sl fllzsnw)w(B)

esitsizligi saglanir.

2.7 Riesz Potansiyeli

Riesz potansiyeli, Macar matematik¢i Marcel Riesz tarafindan ortaya koyul-
mus ve matematik diinyasinda 6nemli bir konu haline gelmistir. Riesz potansiyelleri
yardimiyla eliptik ve hipoeliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in 6n

esitsizlikler elde edilebilmektedir.

Tanim 2.7.1 (Riesz Potansiyeli) 0 < o < n igin I, Riesz potansiyeli

Liw = [ L4

n |z — gy

seklinde tanimlanir.
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Asagidaki ispatsiz olarak verilen teorem I, Riesz potansiyelinin 0 < a@ < n

icin (L,, L,) siirhhigim ifade etmektedir.

Teorem 2.7.2 9] 1 <p<g<oo,0<a<nvefeL,(R") olsun. Bu durumda
p > 1igin

Mo fllzq@n) < ClFlL, @n
ve p =1 icin

o f || Lgoe@ny < Cllflli@n

olacak gekilde C' = C(n, a, p) < oo sabiti vardir ve burada = — % = 2 bigimindedir.

1
p
Asagidaki ispatsiz olarak verilen teoremler I, Riesz potansiyelinin 0 < a < n

vew € A, , icin (L,(wP), Ly(w?)) smirlihgin ifade etmektedir.

Teorem 2.7.3 25| 0 <a <n,1 <p<n/o,1/p—1/qg=a/nvew € A,, olsun.

Bu durumda I, Riesz potansiyeli p > 1 i¢in

||]ocf||Lq(wq) < C”f“Lp(wp)

vep=1,g=n/(n—a), we A, ve A >0 igin

C
< =

Wi({z €R": Laf(2)] > AD) < 7

11,

olacak sekilde A ve f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir.

Teorem 2.7.4 ([1], [29])

O<a<n 1<p<n/avel/q<1l/p—a/nolsun. Budurumda 0 < A <n

icin I, Riesz potansiyeli L, »(R") uzaymdan L, (R"™) uzayma smirhdir.

Teorem 2.7.5 [18] 0 < a <n,1 <p<n/a, 1/g<1/p—a/n, 0 <k < p/qve
w € A,  olsun. Bu durumda [, Riesz potansiyeli p > 1 i¢in Ly, ,(wP, w?) uzaymdan
Lg req/p(wP, w?) uzayma smirhdir. Eger p = 1 ise herhangi bir B kiipil i¢in

C
< =

(€ B Lf@)| > ) <

||f‘|%1 K w7wq wq(B)nq
(ww?)

olacak gekilde A ve f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir.
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Agagidaki teorem 1994 yilinda Nakai [26] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.7.6 [26] 1 < p < ocovea =n(l/p—1/q) olsun. r <t < 2riken ¢ > 1

sayist t, r, € R™ den, C sayisi da x ve r den bagimsiz olmak tizere p(x,r)

(e, 1) < p(,t) < cp(w,7)

ve
o dt
| et < Cotwry

sartlarimi saglasin. Bu durumda I, operatorii p > 1 i¢in M, , genellestirilmis Morrey

uzaymda ve M, , uzaymdan WM, , uzayna smirhdir.
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3 HARMONIK ANALIZIN INTEGRAL OPERATORLERININ GE-
NELLESTIRILMIS MORREY UZAYINDA SINIRLILIKLARI

Bu béliimde operatorlerin sinirhliklari ile ilgili 6zellik ve sonuglara yer verilmis
ve r < t < 2r olmak tizere, p(z,r) fonksiyonu C' > 1; t ve r ye bagh olmayan bir

sabit ve x € R" olmak tlizere
C’_lgp(x,r) <z, t) < Cp(x,r) (3.1)

kosulunun saglandigi ve yine C' > 0;r ve x € R™ ye bagh olmayan bir sabit olmak

iizere maksimal operatorler igin
o dt
ol )% < Cool, Y (32)
ve potansiyel operatorii i¢in
> o dt Q
t p(p(x7t)p7 <Cr p@('xﬂn)p (33)

kosullarinin saglandigi kabul edilmigtir.
3.1 Maksimal Operatoriin Genellestirilmis Morrey Uzayinda Sinirlilig:

Bu boéliimde, M maksimal operatoriiniin genellestirilmis Morrey uzaylarinda
simirhligi Guliyev [11] tarafindan verilmig olan lokal Guliyev esitsizligi yardimiyla
gosterilmigtir. Burada kullanilan ¢(x;7), ¢1(x;7) ve @o(z;r) fonksiyonlart R™ x

(0,00) da negatif olmayan, 6lgiilebilir fonksiyonlardir.

Teorem 3.1.1 [11](Maksimal Operator igin Lokal Guliyev Esitsizligi)

1<p<oovefe LLOC(R”) olsun. p > 1 i¢in
1M f 2,5y < Ctr /too 7 f ey dr (3.4)
ve p =1 i¢in
IM fllw s < O /Oo r " 2 By dr (3.5)

t

saglanir. Burada C, f e bagli olmayan bir sabittir, x € R" ve ¢t > 0 dir.
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Ispat. 1 < p < oo olsun. f yi

f=h+f [ =fWxsen®), L) =YX, >0,

seklinde gosterelim ve

M fll, e < 1M fillL,Be) + 1M f2ln,Be

olsun.

1 < p < oo i¢in M operatoriiniin L,(R™) deki sinirhihgindan

M fillL,B@ey) < M fillz,@my < Cllfillz,@e = Cllf | 2,B@20)

elde edilir. Burada C, f den bagimsiz bir sabittir. (3.7) den

(e}

n _n_q
||Mf1||Lp(B(x,t))§Otp/ e | fllz, By dr
2

t

SCtZ/ 7l Ly (B dr
t

(3.6)

(3.8)

ve || fllL,(B(z,2t)) nin t ye gore azalmayan olmasindan kolayca elde ederiz, 6yleki (3.7)

in sag tarafindaki || f| 1, (B2t den (3.8) esitsizligi goriiliir.

/C - lz —y| 7" f(y)|dy < C/ s flp(Basnds, 0 <t<oo.
B(x,t t

Bu sonuca, 5 > ;71 secerek agagidaki gibi devam edelim

ﬁ & — | ()l dy
B(z,t)
<4 / = — "B f ()l dy /| 5P ds
B(z,t) T—y
—B/ - 1d5/ & — "B f ()l dy
{yeR™:t<|z—y|<s}

<c / | F Lo 17 — 51+ L (5iesnds.
z € B(z,t) i¢in

Mz) = sup | Bzr)] / Falw)ldy

B(zr)

<Cswp [, [y — 27| F()ldy
r>2t J (*B(z,2t))NB(z,r)

< Csup / 2 =y f()Idy
("B(z,2t))NB(z,r)

r>2t

<c / & — "1 £ ()l dy.
B(z,2t)
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elde ederiz. (3.9) yoluyla, C, = ve r den bagimsiz olmak iizere

o0

Mfs(z) <C [ s 2l Bas)d
2t

sc/ 3N e ds
t

elde ederiz. Bu ise, M f(z) fonksiyonunun z ye bagh olmayan, = ve ¢ sabitleriyle

ifadesidir. Sonra

M Al <€ [ 575 I e ds Mo (310
t
112, B = Ctr den, (3.8) ve (3.10) den (3.4) elde edilir.

p=1ve B = B(x,r) yuvari i¢in agiktir.

| M fllwe, B < 1M fillwe B + 1M fallwe )

M operatoriiniin L; (R"™) uzayindan WL, (R™) uzayma smirhligindan

M fillweiBay) < CNfllL B2

burada C', x ve t ye bagh olmayan sabittir.

Dikkat edilecek olursa (3.10) esitsizligi p = 1 olmasi durumunda dogrudur.
Boylece (3.10) den, (3.5) elde edilir. [

Teorem 3.1.2 [11]( Guliyev Teoremi) 1 < p < oo olsun. ¢y(z,7) ve @a(z,r)

fonksiyonlar:

/too gpl(x,r)g < Cy(z,t) (3.11)

kogulunu saglasin, burada C, x ve t ye bagl olmayan bir sabittir. Bu durumda, p > 1
icin M maksimal operatérit M, ., (R") uzaymdan M, ,, (R™) uzayma ve p = 1 icin,

M, ,, (R") uzayimndan WM o, (R") uzayma smirhdir.

Agagida verilen teorem Nakai [26] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 3.1.3 [26] 1 < p < oo ve ¢(x,r), (3.1) ve (3.2) kosullarim saglasm. Bu

durumda p > 1 icin M ve T operatérleri M, ,(R") uzaymnda smirh ve p = 1 icin
M ,(R™) uzaymdan WM, ,(R") uzayma siirhdir.
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Ispat. 1 < p < oo ve f € M,,, (R") olsun. Teorem 3.1.1 den
1M fllatye, = suD 3" (2, )8 % | M fll1 (B
zeR™, t>0
<C s e [ Sl men
2€R™, 10 ¢

elde edilir. Boylece

1 > dr
M <C —
M £, < g, st —s [ ()

< Clif Ny,

olup 1 < p < o0 i¢in (3.11) den ispat tamamlanir.

p=1ve f € M, (R") olsun. Teorem 3.1.1 den

M fllwag ,, = s @y (2, )" IM fllwer, ()

<C sup wzl(x,t)/ N F il ey dr.
t

z€R™, t>0

elde edilir. Boylece

1 & dr

M <C " -

1M s, < Ol ey 30— [T ir(ar)
< C| fllay,

p=1i¢in (3.11) den ispat tamamlanir. u

3.2 Riesz Potansiyelinin Genellestirilmis Morrey Uzayinda Simirhlig:

Riesz potansiyeli harmonik analizin énemli konular arasmdadir. Ozellikle
kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygulamalar: vardir.
I, Riesz potansiyelinin M, ,,(R") uzaymdan M, (R™) uzayma simirhhg iki farkh
yonden Spanne ve Adams tipi simirhilik olarak gosterilmigtir. Bunun i¢in Guliyev

[11] tarafindan verilmis olan iki farkh teorem kullanilmigtir.
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Teorem 3.2.1 [11](Lokal Guliyev Esitsizligi)

n 1 1 «
1<p<oo, 0<a<—, —=~——
p g p n
ve [ € L*(R") olsun. p > 1 icin
Haf || o8 < C”/ o fllyBamdr (3.12)
t
ve p = 1 icin
HIOlfHWLq(B(x»t)) < th/ Tﬁgil”f”[q(B(w,r))dra (313)
t

saglanir. Burada C, f e bagh olmayan bir sabit, z € R" ve t > 0 dir.

ispat. Teorem 3.1.1 iin ispatinda, f fonksiyonunu (3.6) deki gibi alirsak

Lof(2) = Lo f1(x) + Lo fo().

olur. 1 <p <oo, 0 <<, % =~ — % olsun. I, operatériiniin L,(R™) uzaymdan

1
p
L,(R™) uzayma smirhhigimdan
o fill LB < Hatfillz, @
< Cllfille,@ = Cllf |z, 520

elde edilir. Buradan

o fill, B < Cll L, (B@20)

olur, burada C, f den bagimsiz sabittir.

o0

Il (B@2t) < Ct‘]/ r™ 8 Fl (B dr

2
oldugu goz 6niine alinirsa

o0

o fill Ly (B, < Ctz/ 5l By dr (3.14)

2t

elde edilir.
|z — 2| <t, |z — y| > 2t oldugunda, 1|z —y| < |z — y| < 3|z — y| olur, ve

buradan

[ af2llLyB@s) < Hﬂ |2 =y " fy)dy
B(x,2t) Lqg(B(z,t))

<c / & — g2 )|yl x e L.
B(z,2t)
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olur.

g > % secersek
Lo sl
B(z,2t)

=5 |x—y|a—“+ﬁ|f<y>|(/ s—ﬁ—lds)dy
B(z,2t) [z—yl

o [T o =3Il ) ds
2t {yeRm:2t<|z—y|<s}

< 0/2 s syl — y|a_n+ﬁ||Lp/(B(w,s))d5
t

= C/ S0l (B ds.
2

t

elde edilir.

Buradan

o0

H[anHLq(B(x,t)) < Ctz/ S_%_IHfHLp(B(x,s))ds (315)
2t

(3.14) ile (3.12) saglar.

p=1ve B= B(x,r) yuvari i¢in
Mo fllwes B < [Hafillwesen) + [Hafallwese.n):
olur.
I, operatoriiniin Ly (R"™) uzaymmdan W L,(R"™) uzayma smirhhigindan
Hafillwesen) < Clliflleg B,

elde ederiz, burada C', z ve t ye bagh olmayan bir sabittir.

Dikkat edilecek olursa (3.15) esitsizligi p = 1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla (3.15)
den (3.13) elde edilir.

[
Teorem 3.2.2 [11] (Guliyev Teoremi) 1 < p < 00,0 < a < n/p,% = % — % ve
o1(x, 1) ve @o(x,r) fonksiyonlar:
< . dt
t gpﬂx,t); < Cpa(x,r) (3.16)
kogulunu saglasin, burada C, z ve r ye bagh olmayan bir sabittir.
Bu durumda, p > 1 icin M, ve I, operatorleri M, ,, (R") uzaymdan M, (R")

uzayma ve p = 1 icin, M ,, (R™) uzaymdan W/,

0,00 (R™) uzayma smirhdir.
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Ispat. 1 < p < oo ve f € M, ,(R") olsun. Teorem 3.2.1 den

1 < _a_
aF ey €€ st —s [ ot

z€R™, t>0 P2

1 < dr
<Clfl, s s [ @
t

z€R™, t>0 P2 (‘rat
elde edilir. 1 < p < oo igin (3.16) den ispat tamamlanir.

p=1ve f € M, (R") olsun. Teorem 3.2.1 den

H[afHWMW2 = Ssup 0902_1<$7t)fEHIafHWLq(B(Lt))

S
zeR™, t>

<O s osia) / U ey dr-
t

z€R™, t>0

elde edilir. Boylece

1 o dr

[a < C n o s _—

Hafllwaye, < Cllfllan.,, @ )zegggm ool D) /t o1 (z, ) .
< O fllan g,

olup, p = 1 igin (3.16) den ispat tamamlanir. ]

o1(z, 1) = oz, 1) = @(z,7) olmast durumunda agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.23 1 < p < 00,0 < a < n/p,i = zlo_ < ve p(x,t), (3.1) ve (3.3)
kosullarim saglasmm. Bu durumda, p > 1 igin M, ve I, operatorleri M, ,(R") uza-
yindan M, ,(R™) uzayma ve p = 1 icin, M; ,(R") uzaymdan WM, ,(R") uzayma

sinarlidir.
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Teorem 3.2.4 [11] 1 <p<oo,0<a<? f€ Li¢(R™) olsun.
LA@] £ O MI@ +C [ W flywendn (317
olur. Burada C, f, x ve t den bagimsiz bir sabitdir.
ispat. Teorem 3.1.1 iin ispatinda, f fonksiyonunu (3.6) seklinde alirsak
Lo f(z) = Lo fi(x) + Lo fo().
olur. I, fi(x) i¢in, Hedberg yonteminden (bkz. [33], p. 354)
| f1(z)| < Cit*M f(z).
elde ederiz. I, fo(z) icin

L fol2)] < /B( Ll

< C’/ \dy/ re-n=ly
B(w 2'5) |z—y|

<c[T([  irwia)rar
2t 2t<|z—y|<r

= C/ ra_;_IHfHLP(B(%T))dra
t

(3.17) ispatlanir. n
Teorem 3.2.5 [11] 1 <p < 00,0 < o < n/p,¢(z,t) (3.11) kogulunu ve

& d
t%p(x,t) +/ 'r’o‘go(x,r)—r < C’gp(x,t)p/q (3.18)
t T

kosulunu saglasin, burada ¢ > p ve C,z € R" ve t > 0 a bagh olmayan bir sabittir.
Ayrica kabul edelimki, hemen her x € R", ¢(z,7) i¢in ¢(z,) : [0,00) — [a,00)
kogulunu saglayacak bigimde herhangi bir @ = a(x) > 0 6rten fonksiyonu vardir. Bu
durumda, M, ve I, operatérleri, p > 1 igin M, ,(R") uzaymdan M, /. (R") uzayma
ve p = 1 i¢in, M; ,(R") uzaymdan WM, ,1/s(R") uzayma sirhdir.

ispat. 1 <p<oovefeM,,(R") olsun. Teorem 3.2.4 den
[af (@) < Cr* Mf(2) + Clifl,, [ (@, 0)—
elde ederiz. (3.18) den r¢(z,7) < Co(x,7) olur. Ayrica (3.18) kullamlarak

Laf(@)| < Copla,r)a " Mf(x) + Copl, )7 [|f|las -
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elde ederiz. ¢(x,r) orten oldugundan,

p(,r) = Mf() 1l &

olacak sekilde r > 0 secebiliriz, farzedelimki f 0 a 6zdes olmasin. Bdylece, her
x € R" i¢in,

T f ()] < COLF)S 1l
saglanir.

Teorem 3.1.2 deki (3.11) kogulu nedeniyle M maksimal operatériintin M,, ,(R"™)

deki sinirliligindan teorem ispatlanir.

_p _n
Hafllar » = sup o, ) et |[IofllL (B
q,09 eR™, t>0

P T

1-2 _p _n B
< C|fll,,  sup O@(ffat) it Ml B

zeR”, t>
S C ||f||Mp,Lp7
eger 1 < p < q < o0 ise,
_1 _n
[ Lo f llwar ; — Sup o(x,t) 9t q ||Iozf”WLq(B(x7t))
q,09 z€R™, t>0

1-1 _1 _n 1
<C Hf“Mlip sup  @(x,t) 9t HMvaqVLl(B(x,t))
z€R™, t>0

< Cl[fllang

eger p=1< g < o0 ise,

1 _n
||Io¢f”WMq = $€Zg§>0w(x7t) at ||‘[04fHWLq(B(ac,t))

Q=

w

1-1 _1 _n L
< Il sup wet) 5 10y,
TER™,

< Cllflla,,

B(z,t))

elde edilir.
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3.3 Singiiler integral Operatorlerinin Genellestirilmis Morrey

Uzayinda Simarlhiligi

Bu boliimde, singiiler integral operatoriiniin L,(R™) uzayinda simnirh olmasin-
dan yararlanarak M), , uzaymda siirhlg: hakkindaki teorem ve sonuclara yer veril-
mistir.

Teorem 3.3.1 [11] (Singiiler Integral Operatorleri i¢in Lokal Guliyev Esit-
sizligi)

I<p<oovefe Lé"c(R") olsun. p > 1 i¢in
ITf1Lo(Bat) < Ct?/ r el By dr (3.19)
t
ve p =1 icin
(e}
n —n—1
1T fllweB@ey) < Ct / r " LBy dr, (3.20)
t
elde edilir. Burada C', f ye bagh olmayan bir sabit, z € R" ve t > 0 dir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. f fonksiyonu (3.6) deki gibi ifade edildiginde

1T fllLy Bty < T fillL,Ben) + 1T fllr,3en)

elde edilir. T" operatoriintin L,(R") deki sinirhligindan, 1 < p < oo igin

\T fill L, B < 1T fillL,@y < CllfillL, @

elde edilir, boylece
\T fillz, B < Cllfll,B@20)

esitsizligi gbz oniine alinirsa

o0

|l By < Ctr / 7“771\|fHL,,(B(x,r))d7",

2t

olup

o0

IT fillL, (Bt < Ct‘”/ v Y (B dr- (3.21)

2t
elde edilir. ||T'f2||L,(B(x) hesaplamak icin,

1F @)l dy

Tfa(2)] < O/ZCB(I,2t) ly — 2|
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esitsizligi goz oniine alnir, burada z € B(x,t) ve |x — z| < t, |z — y| > 2t esitsizlik-

lerinden |z — y| < |z — y| < 2|z — y| dersek, ve buradan

T foll 2, (Bt < C'A | lz —y| 7" f (W) |dyl| X B || L, @) (3.22)

B(z,2t
elde edilir. Boylece (3.9) esitsizliginden,

T foll 2, (B(a,t)) < Ctz/ vl By dr (3.23)

2t
olur. (3.21) ve (3.23) den (3.19) yi elde ederiz.

p =1 ve B(z,r) yuvari igin

T fllwe, ey <N fillweises) + 1T fllwe B

olur. T operatoriiniin Ly (R") uzaymdan W L;(R") uzayma simrhligindan

\T fillwey @) < CNFllLB@20)

elde edilir, burada C', x ve t den bagimsiz sabittir.
(3.23) esitsizligi p = 1 durumu i¢in dogrudur. Boylece (3.10) den, (3.20)

esitsizligi elde edilir. ]

Teorem 3.3.2 [11] 1 < p < oo olsun. ¢(x,t) ve wo(x,r) fonksiyonlarn (3.16)
kosulunu saglasin. p > 1 i¢in 7" singiiler integral operatorii M, ., (R") uzayimdan
M, ,,(R") uzayma ve p = 1 icin T singiiler integral operatorii M, (R") uzaymdan

WM, ,,(R™) uzayma smirhdir.

Ispat. 1 <p<oove f e M, ,, (R"™) olsun. Teorem 3.3.1 den

1T fllr,0, = SUP 0@51(95%)757HTfHLp<B(x,t)>

S
zER™, >

<C sup 9051(:c,t)/ P | f Il (B dr
t

zeR", t>0

elde ederiz. Boylece

1 & dr
T <C il
H fHMp,<p2 o ”fHMpﬂpl zelz}},pt>0 2] (37, t) /t 71 (x’ T) r

< Cll v,

1 < p < o0 igin (3.16) dan ispat tamamlanir.
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p=1ve f € M, (R") olsun. Teorem 3.3.1 den

T fllwas,,

elde ederiz. Boylece

T fllwa, o,

= sup @ (@, )T fllwey By
z€R™, t>0

<O s ¢yl (nt) / ) e dr
t

z€R™, t>0

1 o dr

<C ny  Sup / x,r)—

171, )xeR“7t>0 wa(x,t) J, Pr(@,m) r
<C|flm,

p =1 1i¢in (3.16) dan ispat tamamlanir.

o1(x, 1) = pa(z,7) = @(z,7) olmast durumunda agagidaki sonuglar Nakai [26]

tarafindan elde edilmigtir.

Sonug 3.3.3 1 < p < oo ve p(z,t), (3.1) ve (3.2) kogullarmi saglasm. Bu du-

rumda, p > 1 i¢in T operatorii M, ,(R™) uzayinda simirhdir ve p = 1 igin, M; ,(R")

uzaymndan WM, ,,(R"™) uzayma simirhdir.

Sonug 3.3.4 M, ,(R") uzaymmda ¢(z,r) = P segilmesi durumunda M, ,(R")

Morrey uzay1 elde edildigi icin 1 < p < oo ve 0 < A < n durumunda 7' opera-
tortt M, \(R"™) uzaymnda ve p = 1 durumunda da M; ,(R™) uzaymdan WM, »(R"™)

uzayina siirhdir.
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