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ÖZET

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır.

İkinci bölüm, tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan bazı önbilgileri ve tanımları
içermektedir.

Üçüncü bölümde, genişletilmiş Beta fonksiyonunun tanımı verilmiştir. Ayrıca bu fonksi-
yonun bazı özellikleri ve diğer fonksiyonlarla olan ilişkileri incelenmiştir.

Dördüncü bölümde, genişletilmiş Beta fonksiyonu yardımıyla tanımlanan genişletilmiş
Gauss hipergeometrik fonksiyonu, genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonu, genişletilmiş
Appell hipergeometrik fonksiyonları ve bu fonksiyonların sağladığı bazı özellikler verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Hipergeometrik fonksiyonlar, Ap-
pell hipergeometrik fonksiyonları, Genişletilmiş Beta fonksiyonu.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, deals with some preliminaries and auxiliary definitions which will
be used on the other chapters.

In the third chapter, definition of the extended Beta function are presented. Also,
connections with other functions and some properties of this function are examined.

In the fourth chapter, extended Gauss hypergeometric function, extended confluent
hypergeometric function, extended Appell hypergeometric functions which is defined in terms
of extended Beta function and some properties of them are given.

Keywords: Gamma function, Beta function, Hypergeometric functions, Appell hypergeomet-
ric functions, extended Beta function.
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Γ(x) : Gamma fonksiyonu
Γp(x) : Genişletilmiş Gamma fonksiyonu
B(x, y) : Beta fonksiyonu
Bp(x, y) : Genişletilmiş Beta fonksiyonu

2F1(a, b; c; z) : Gauss hipergeometrik fonksiyonu
Fp(a, b; c; z) : Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu
Φ(a; c; z) : Birinci çeşit konfluent hipergeometrik fonksiyonu
Φp(a; c; z) : Genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonu
Ψ(a; c; z) : İkinci çeşit konfluent hipergeometrik fonksiyonu
F1(a, b, c; d;x, y) : Birinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu
F2(a, b, c; d, e;x, y) : İkinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu
F3(a, b, c, d; e;x, y) : Üçüncü çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu
F4(a, b; c, d;x, y) : Dördüncü çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu
F1,p(a, b, c; d;x, y) : Genişletilmiş birinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu
F2,p(a, b, c; d, e;x, y) : Genişletilmiş ikinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu
(λ)ν : Pochhammer sembolü
Kν(z) : Macdonald fonksiyonu
Wλ,µ(z) : Whittaker fonksiyonu
L
(α)
n (z) : Laguerre polinomları

g
(α,β)
n (x, y) : İki değişkenli Lagrange polinomları
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1 GİRİŞ

Leonhard Euler (1707-1783) tarafından tanımlanan birinci çeşit Euler in-
tegrali olarak da bilinen Beta fonksiyonu, özel fonksiyonların en önemlilerinden
biridir.

Bu fonksiyon günümüze kadar bir çok matematikçinin ilgi odağı olmuş-
tur. Özellikle son yıllarda bu fonksiyonun genişletmeleri ile ilgili oldukça önemli
çalışmalar yapılmıştır [4-6, 14-18, 24-26].

Bu tezde, 1997 yılında Chaudhry ve ark. [4] tarafından

Bp(x, y) =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

(Re(p) > 0; p = 0 için Re(x) > 0,Re(y) > 0)

şeklinde tanımlanan genişletilmiş Beta fonksiyonu ele alınmış ve aşağıdaki çalış-
malar incelenmiştir.

Miller (1998) genişletilmiş Beta fonksiyonunun klasik Beta fonksiyonu,
Whittaker fonksiyonu, Laguerre polinomları ve çarpımlarını içeren seri temsil-
lerini elde etmiştir.

Chaudhry ve ark. (2004) genişletilmiş Beta fonksiyonu yardımıyla genişle-
tilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonunu ve genişletilmiş konfluent hipergeomet-
rik fonksiyonunu tanımlamışlardır. Ayrıca bu fonksiyonların integral gösterim-
lerini, türev formüllerini, bazı dönüşüm formüllerini ve rekürans ilişkilerini in-
celemişlerdir.

Özarslan ve Özergin (2010) genişletilmiş Beta fonksiyonu yardımıyla Ap-
pell’ in ilk iki fonksiyonunun genişletmelerini ve integral gösterimlerini vermişlerdir.

Özarslan (2012) yukarıda bahsedilen genişletilmiş hipergeometrik fonksi-
yonların Gauss hipergeometrik fonksiyonu, konfluent hipergeometrik fonksiyonu,
Whittaker fonksiyonu, Lagrange polinomlarını, Laguerre polinomlarını ve çarpım-
larını içeren seri temsillerini sunmuştur.
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2 TEMEL KAVRAMLAR VE ÖN BİLGİLER

2.1 GAMMA FONKSİYONU

Gamma fonksiyonu

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt, Re(z) > 0 (2.1)

genelleştirilmiş integrali ile tanımlanır ve

Γ(z + 1) = z Γ(z) (2.2)

rekürans bağıntısını sağlar.

Bu rekürans bağıntısı kullanılarak, gamma fonksiyonu z = 0,−1,−2, . . .

hariç reel kısmı negatif olan kompleks sayılara

Γ(z) =
Γ(z + n)

z(z + 1) . . . (z + n− 1)

(Re(z) > −n, n ∈ N, z ∈ C\Z−0 ; Z−0 = Z− ∪ {0})

eşitliği yardımıyla genişletilir [1,13].

2.2 BETA FONKSİYONU

Beta fonksiyonu

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1dt (2.3)

(Re(x) > 0, Re(y) > 0)

genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanır. Bu tanıma eş değer olarak

B(x, y) = 2

∫ π
2

0

(sin θ)2x−1 (cos θ)2y−1dθ

(Re(x) > 0, Re(y) > 0)

ve

B(x, y) =

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
du

(Re(x) > 0, Re(y) > 0)
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yazılabilir. Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi ise

B(x, y) =
Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)
(2.4)

(x, y 6= 0,−1,−2, ...)

şeklindedir. Ayrıca (2.4) eşitliğinden kolaylıkla görülebilir ki

B(x, y) = B(y, x)

olup, bu eşitlik Beta fonksiyonunun simetri özelliği olarak adlandırılır [1,22].

Tanım 2.1 λ∈C için Pochhammer sembolü

(λ)n = λ(λ+ 1)...(λ+ n− 1), n∈N

(λ)0 = 1

şeklinde tanımlanır [2].

Ayrıca Pochhammer sembolü Gamma fonksiyonu kullanılarak λ, ν∈C için

(λ)ν =
Γ(λ+ ν)

Γ(λ)

şeklinde de yazılabilir [23].

N0 = N ∪ {0} olmak üzere n, k ∈ N0 için Pochhammer sembolü aşağıdaki
özelliklere sahiptir [2, 22].

(λ)n+k = (λ)n (λ+ n)k (2.5)

(λ)2n =
(
λ
2

)
n

(
λ+1
2

)
n

22n (2.6)

(−n)k =

{
(−1)k n!
(n−k)! , 0 ≤ k ≤ n

0, k > n
(2.7)

2.3 GAUSS HİPERGEOMETRİK FONKSİYONU

c 6= 0,−1,−2, . . . olmak üzere Gauss hipergeometrik fonksiyonu

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
(2.8)

serisi ile tanımlanır ve

z(1− z)
d2y

dz2
+ [c− (a+ b+ 1)z]

dy

dz
− aby = 0

3



hipergeometrik denkleminin bir çözümüdür. Bazen 2F1(a, b; c; z) yerine F (a, b; c; z)

gösterimi de kullanılır. Gauss hipergeometrik fonksiyonu

F (a, b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt (2.9)

(Re(c) > Re(b) > 0; | arg(1− z)| < π)

integral gösterimine sahip olup,

dk

dzk
F (a, b; c; z) =

(a)k (b)k
(c)k

F (a+ k, b+ k; c+ k; z), k∈N0 (2.10)

türev formülünü,

F (a, b; c; z) =(1− z)−aF

(
a, c− b; c; z

z − 1

)
=(1− z)−bF

(
c− a, b; c; z

z − 1

)
=(1− z)c−a−bF (c− a, c− b; c; z)

dönüşüm formüllerini ve Gauss formülü olarak bilinen

F (a, b; c; 1) =
Γ(c) Γ(c− a− b)
Γ(c− a) Γ(c− b)

(2.11)

(Re(c− a− b) > 0; c 6= 0,−1,−2, ...)

eşitliğini sağlar. Ayrıca n = 0, 1, 2, 3, ... olmak üzere

F

[
−n
2
,
−n+ 1

2
;
1

2
; 1− t

]
= 2n−1F

[
−n
2
,
−n+ 1

2
; 1− n; t

]
(2.12)

dir.

Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile yukarıdaki özellikleri ve daha pek çok
özelliği için [1-3,8,20,22,27] nolu referanslara bakılabilir.

2.4 KONFLUENT HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLARI

c 6= 0,−1,−2, . . . olmak üzere birinci çeşit konfluent hipergeometrik fonksi-
yonu

1F1(b; c; z) =
∞∑
n=0

(b)n
(c)n

zn

n!
, |z| <∞ (2.13)

serisi ile tanımlanır ve

z
d2y

dz2
+ (c− z)

dy

dz
− bz = 0 (2.14)
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konfluent hipergeometrik denkleminin bir çözümüdür. Bazen 1F1(b; c; z) yerine
Φ(b; c; z) veya M(b; c; z) gösterimleri de kullanılır.

Konfluent hipergeometrik fonksiyonu

Φ(b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1eztdt (2.15)

(Re(c) > Re(b) > 0)

integral gösterimine sahip olup,

dk

dzk
Φ(b; c; z) =

(b)k
(c)k

Φ(b+ k; c+ k; z), k∈N0 (2.16)

türev formülünü ve birinci Kummer dönüşümü olarak bilinen

Φ(b; c; z) = ez Φ(c− b; c;−z) (2.17)

eşitliğini sağlar.

(2.14) konfluent hipergeometrik denkleminin diğer bir çözümü ise

Ψ(b; c; z) =
π

sin cπ

[
Φ(b; c; z)

Γ(1 + b− c)Γ(c)
− z1−cΦ(1 + b− c; 2− c; z)

Γ(b)Γ(2− c)

]
şeklinde tanımlanır ve ikinci çeşit konfluent hipergeometrik (Tricomi) fonksiyonu
olarak adlandırılır. Bazen Ψ(b; c; z) yerine U(b; c; z) gösterimi de kullanılır. Bu
fonksiyon

Ψ(b; c; z) =
1

Γ(b)

∫ ∞
0

tb−1(1 + t)c−b−1e−ztdt

(Re(b) > 0, Re(z) > 0)

integral gösterimine ve

dk

dzk
Ψ(b; c; z) = (−1)k (b)kΨ(b+ k; c+ k; z), k∈N0

türev formülüne sahiptir. Ayrıca

Ψ(b; c; z) = z1−cΨ(1 + b− c; 2− c; z)

dönüşüm formülü sağlanır.

Konfluent hipergeometrik fonksiyonu hakkında daha fazla bilgi ve özellik
için [1,2,8,12,22,27] nolu referanslara bakılabilir.

5



2.5 GENELLEŞTİRİLMİŞ HİPERGEOMETRİK FONSİYONLAR

Genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyonlar

pFq(α1, α2, . . . , αp; β1, β2, . . . , βq; z) =
∞∑
n=0

(α1)n(α2)n . . . (αp)n
(β1)n(β2)n . . . (βq)n

zn

n!
(2.18)

ile tanımlanır. Burada p ve q sıfır ya da pozitif bir tamsayı, αi (i = 1, 2, . . . , p)

ve βj (j = 1, 2, . . . , q) kompleks parametreler olup, βj 6= 0,−1,−2, . . . dır.

(2.18) de p = 2, q = 1 alınırsa

2F1(α1, α2; β1; z) = F (α1, α2; β1; z) =
∞∑
n=0

(α1)n(α2)n
(β1)n

zn

n!

Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve p = q = 1 alınırsa

1F1(α1; β1; z) = Φ(α1; β1; z) = M(α1; β1; z) =
∞∑
n=0

(α1)n
(β1)n

zn

n!

konfluent hipergeometrik fonksiyonu elde edilir.

(2.18) deki seri
i) p ≤ q ise |z| <∞ için yakınsak
ii) p = q + 1 ise |z| < 1 için yakınsak
iii) p > q + 1 ise z = 0 hariç tüm z ler için ıraksak
dır.

Üstelik (2.18) deki seri p = q + 1 durumunda |z| = 1 çemberi üzerindeki
noktalarda,

ω =

q∑
j=1

βj −
p∑
j=1

αj

olmak üzere, Re(ω) > 0 ise mutlak yakınsak, Re(ω) ≤ −1 ise ıraksak olup,
−1<Re(ω) ≤0 ise z = 1 hariç koşullu yakınsaktır.

Genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyonlar

pFq(α1, α2, . . . , αp; β1, β2, . . . , βq; z)

=
1

Γ(α1)

∫ ∞
0

tα1−1e−t p−1Fq(α2, . . . , αp; β1, β2, . . . , βq; zt)dt, Re(α1) > 0

6



pFq(α1, α2, . . . , αp−1, b; β1, β2, . . . , βq−1, c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1 p−1Fq−1(α1, . . . , αp−1, β1, . . . , βq−1; zt)dt

(Re(c) > Re(b) > 0)

integral gösterimlerini ve

dk

dzk
pFq(α1, α2, . . . , αp; β1, . . . , βq; z)

=
(α1)k . . . (αp)k
(β1)k . . . (βq)k

pFq(α1 + k, α2 + k, . . . , αp + k; β1 + k, . . . , βq + k; z), k ∈ N0

türev formülünü sağlar.

Genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyonlar hakkında daha fazla bilgi için
[2,3,7,21,22,27] nolu referanslara bakılabilir.

2.6 APPELL HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLARI

Tek değişkenli hipergeometrik fonksiyonlar teorisindeki büyük gelişim, de-
ğişken sayısı arttırılarak benzer bir teorinin ortaya çıkmasını teşvik etmiştir. P.
Appell 1880 yılında iki Gauss fonksiyonunun çarpımından yola çıkarak birinci,
ikinci, üçüncü ve dördüncü çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonlarını sırasıyla

F1(a, b, c; d;x, y) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(a)m+n (b)n (c)m
(d)m+n

xn

n!

ym

m!
(2.19)

(max{|x|, |y|} < 1)

F2(a, b, c; d, e;x, y) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(a)m+n (b)n (c)m
(d)n (e)m

xn

n!

ym

m!
(2.20)

(|x|+ |y| < 1)

F3(a, b, c, d; e;x, y) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(a)n (b)m (c)n (d)m
(e)m+n

xn

n!

ym

m!
(2.21)

(max{|x|, |y|} < 1)

F4(a, b; c, d;x, y) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(a)m+n (b)m+n

(c)n (d)m

xn

n!

ym

m!
(2.22)

(
√
|x|+

√
|y| < 1)
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şeklinde tanımlamıştır.

Appell fonksiyonları ve özellikleri hakkında daha fazla bilgi için [3,8,12,22,27]
nolu referanslara bakılabilir.

2.7 LAGUERRE POLİNOMLARI

Laguerre polinomları

L(α)
n (z) =

(α + 1)n
n!

1F1(−n;α + 1; z), n ∈ N0 (2.23)

olarak tanımlanır. Bu polinomlar (2.13) ve (2.7) eşitliklerinin dikkate alınmasıyla

L(α)
n (z) =

(α + 1)n
n!

n∑
k=0

(−n)k
(α + 1)k

zk

k!

=
(α + 1)n

n!

n∑
k=0

(−1)k n!

(α + 1)k (n− k)!

zk

k!

=
n∑
k=0

(−1)k (α + 1)n
(α + 1)k (n− k)!

zk

k!

=
n∑
k=0

(−1)k Γ(α + n+ 1)

(n− k)! Γ(α + k + 1)

zk

k!

=
n∑
k=0

(
α + n

n− k

)
(−z)k

k!

şeklinde de yazılabilir. Bu polinomların ilk dördünün açık ifadesi

L
(α)
0 (z) = 1

L
(α)
1 (z) = −z + α + 1

L
(α)
2 (z) =

1

2

[
z2 − 2(α + 2)z + (α + 1)(α + 2)

]
L
(α)
3 (z) = −1

6

[
z3 − 3(α + 3)z2 + 3(α + 2)(α + 3)z − (α + 1)(α + 2)(α + 3)

]
dir. Laguerre polinomları,

∞∑
n=0

L(α)
n (z) tn = (1− t)−α−1 exp

[
− zt

1− t

]
, |t| < 1 (2.24)

şeklinde bir doğurucu fonksiyon bağıntısına sahip olup,

z
d2y

dz2
+ (α + 1− z)

dy

dz
+ ny = 0

Laguerre diferensiyel denklemini sağlar.
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Ayrıca α = 0 özel halinde, L(0)
n yerine kısaca Ln gösterimi kullanılır, yani

L(0)
n (z) = Ln(z) = 1F1(−n; 1; z)

dir.

Laguerre polinomları hakkında daha fazla bilgi ve özellik için [2,9,12,19]
nolu referanslara bakılabilir.

2.8 LAGRANGE POLİNOMLARI

İki değişkenli polinomlar ailesinden olan g(α,β)n (x, y) Lagrange polinomları

(1− xt)−α(1− yt)−β =
∞∑
n=0

g(α,β)n (x, y) tn (2.25)

(|t| < min{|x|−1, |y|−1})

doğurucu fonksiyon bağıntısı yardımıyla tanımlanmaktadır. Bu doğurucu fonksiyon
bağıntısı kullanılarak g(α,β)n (x, y) Lagrange polinomları aşağıdaki şekilde bulunur:

(1− xt)−α =
∞∑
n=0

(α)n
n!

(xt)n, |xt| < 1

(1− yt)−β =
∞∑
n=0

(β)n
n!

(yt)n, |yt| < 1

eşitlikleri taraf tarafa çarpılır ve ikinci tarafta Cauchy çarpımı uygulanırsa

(1− xt)−α(1− yt)−β =
∞∑
n=0

n∑
k=0

(α)k
k!

(xt)k
(β)n−k

(n− k)!
(yt)n−k

=
∞∑
n=0

[
n∑
k=0

(α)k (β)n−k
k! (n− k)!

xk yn−k

]
tn (2.26)

elde edilir. (2.25) ve (2.26) eşitliklerinden

∞∑
n=0

[
n∑
k=0

(α)k (β)n−k
k! (n− k)!

xk yn−k

]
tn =

∞∑
n=0

g(α,β)n (x, y)tn

olup, tn nin katsayılarının eşitlenmesiyle g(α,β)n (x, y) Lagrange polinomları

g(α,β)n (x, y) =
n∑
k=0

(α)k (β)n−k
k! (n− k)!

xkyn−k (2.27)

şeklinde elde edilir [10,11,22].
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2.9 GENİŞLETİLMİŞ GAMMA FONKSİYONU

Genişletilmiş Gamma fonksiyonu

Γp(z) =

∫ ∞
0

tz−1 exp
[
−t− p

t

]
dt (2.28)

(Re(p) > 0; p = 0,Re(z) > 0)

şeklinde tanımlanır ve

Γp(z + 1) = z Γp(z) + p Γp(z − 1)

Γp(−z) = p−z Γp(z), Re(p) > 0

özelliklerine sahiptir [6].

p = 0 için genişletilmiş Gamma fonksiyonu, klasik Gamma fonksiyonuna
indirgenir.
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3 GENİŞLETİLMİŞ BETA FONKSİYONU

Bu bölümde genelleştirilmiş integral yardımıyla tanımlanan Beta fonksiyo-
nuna ekstra bir p parametresi eklenerek tanımlanan genişletilmiş Beta fonksiyo-
nu ele alınacaktır. Ayrıca bu fonksiyonun bazı özellikleri, integral gösterimleri,
seri gösterimleri ve diğer özel fonksiyonlarla ilişkileri verilecektir [4, 6, 14 ].

Tanım 3.1 Genişletilmiş Beta fonksiyonu

Bp(x, y) =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt (3.1)

(Re(p) > 0; p = 0 için Re(x) > 0,Re(y) > 0)

şeklinde tanımlanır [4].

Genişletilmiş Beta fonksiyonu

Bp(x, y) = Bp(y, x) (3.2)

simetri özelliği başta olmak üzere klasik Beta fonksiyonunun birçok özelliğini taşır
ve p = 0 için klasik Beta fonksiyonuna indirgenir.

3.1 BAZI ÖZELLİKLERİ

Teorem 3.2 Genişletilmiş Beta fonksiyonunun p parametresine göre türevleri
∂n

∂pn
Bp(x, y) = (−1)nBp(x− n, y − n) (3.3)

(Re(p) > 0, n ∈ N0)

eşitliğini sağlar.

İspat. Tümevarım yöntemi kullanılarak yapılır. n = 0 için (3.3) aşikârdır. (3.1)
in her iki yanının p parametresine göre türevi alınırsa

∂

∂p
Bp(x, y) =

∂

∂p

{∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

}
=

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1 ∂
∂p

{
exp

[
− p

t(1− t)

]}
dt

= −
∫ 1

0

tx−2 (1− t)y−2 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

= −Bp(x− 1, y − 1) (3.4)
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bulunur ki, bu n = 1 için (3.3) eşitliğinin doğru olduğunu gösterir. Şimdi (3.3)
eşitliğinin n = k için geçerli olduğunu kabul edelim, yani

∂k

∂pk
Bp(x, y) = (−1)kBp(x− k, y − k) (3.5)

eşitliği sağlansın. (3.5) in her iki yanının p paramatresine göre türevi alınır ve
(3.4) kullanılırsa

∂k+1

∂pk+1
Bp(x, y) =

∂

∂p

[
(−1)kBp(x− k, y − k)

]
= (−1)k

∂

∂p
Bp(x− k, y − k)

= (−1)k+1Bp(x− k − 1, y − k − 1)

elde edilir ki, bu da (3.3) eşitliğinin n = k + 1 içinde doğru olduğunu gösterir.
Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.3 Genişletilmiş Beta fonksiyonu

Bp(x, y + 1) +Bp(x+ 1, y) = Bp(x, y) (3.6)

bağıntısını sağlar.

İspat. (3.1) integral gösteriminin kullanılmasıyla kolayca

Bp(x, y + 1) +Bp(x+ 1, y) =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

+

∫ 1

0

tx (1− t)y−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=

∫ 1

0

{
tx−1 (1− t)y + tx (1− t)y−1

}
exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=

∫ 1

0

tx (1− t)y
{
t−1 + (1− t)−1

}
exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=

∫ 1

0

tx (1− t)y 1

t(1− t)
exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

= Bp(x, y)

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

(3.6) da p = 0 alınırsa klasik Beta fonksiyonu için

B(x, y + 1) +B(x+ 1, y) = B(x, y)

bağıntısı elde edilir.
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Teorem 3.4 Genişletilmiş Beta fonksiyonu

Bp(α,−α− n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bp(α + k,−α− k), n ∈ N0 (3.7)

toplam formülünü sağlar.

İspat. n üzerinden tümevarımla yapılır. n = 0 için (3.7) aşikârdır. (3.7) de
x = α ve y = −α− 1 alınırsa

Bp(α,−α− 1) = Bp(α,−α) +Bp(α + 1,−α− 1)

=
1∑

k=0

(
1

k

)
Bp(α + k,−α− k)

elde edilir ki, bu da n = 1 için (3.7) eşitliğinin doğru olduğunu gösterir. (3.7)
eşitliğinin n = m için geçerli olduğunu kabul edelim, yani

Bp(α,−α−m) =
m∑
k=0

(
m

k

)
Bp(α + k,−α− k) (3.8)

sağlansın. (3.7) de x = α ve y = −α−m− 1 alınırsa

Bp(α,−α−m− 1) = Bp(α,−α−m) +Bp(α + 1,−α−m− 1)

elde edilir. Son eşitlikte (3.8) kabulü kullanılırsa

Bp(α,−α −m− 1)

=
m∑
k=0

(
m

k

)
Bp(α + k,−α− k) +

m∑
k=0

(
m

k

)
Bp(α + k + 1,−α− k − 1)

=
m∑
k=0

(
m

k

)
Bp(α + k,−α− k) +

m+1∑
k=1

(
m

k − 1

)
Bp(α + k,−α− k)

= Bp(α,−α) +
m∑
k=1

(
m

k

)
Bp(α + k,−α− k)

+
m∑
k=1

(
m

k − 1

)
Bp(α + k,−α− k) +Bp(α +m+ 1,−α−m− 1)

= Bp(α,−α) +
m∑
k=1

(
m+ 1

k

)
Bp(α + k,−α− k)

+ Bp(α +m+ 1,−α−m− 1)

=
m+1∑
k=0

(
m+ 1

k

)
Bp(α + k,−α− k)

bulunur. Bu da (3.7) eşitliğinin n = m+1 içinde doğru olduğunu gösterir. Böylece
ispat tamamlanır.
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Teorem 3.5 Genişletilmiş Beta fonksiyonu

Bp(x, y) =
∞∑
n=0

Bp(x+ n, y + 1), Re(p) > 0 (3.9)

toplam formülünü sağlar.

İspat. (1− t)y−1 ifadesinin

(1− t)y−1 = (1− t)y
∞∑
n=0

tn

şeklinde yazılabileceği (3.1) de dikkate alınırsa

Bp(x, y) =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y
∞∑
n=0

tn exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=
∞∑
n=0

{∫ 1

0

tx+n−1 (1− t)y exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

}
=

∞∑
n=0

Bp(x+ n, y + 1)

elde edilir.

Teorem 3.6 Genişletilmiş Beta fonksiyonu

Bp(x, 1− y) =
∞∑
n=0

(y)n
n!

Bp(x+ n, 1), Re(p) > 0 (3.10)

toplam formülünü sağlar.

İspat. (3.1) den

Bp(x, 1− y) =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)−y exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

olup, burada

(1− t)−y =
∞∑
n=0

(y)n
tn

n!

seri açılımı kullanılırsa

Bp(x, 1− y) =

∫ 1

0

tx−1
∞∑
n=0

(y)n
tn

n!
exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=
∞∑
n=0

(y)n
n!

{∫ 1

0

tx+n−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

}
=

∞∑
n=0

(y)n
n!

Bp(x+ n, 1)

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar.
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3.2 İNTEGRAL GÖSTERİMLERİ

Teorem 3.7 Genişletilmiş Beta fonksiyonu aşağıdaki integral gösterimlerine sahip-
tir.

Bp(x, y) = 2

∫ π/2

0

(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1 exp[−p sec2 θ csc2 θ]dθ, (3.11)

Bp(x, y) = e−2p
∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
exp

[
−p
(
u+

1

u

)]
du, (3.12)

Bp(x, y) = 21−x−y
∫ 1

−1
(1 + u)x−1 (1− u)y−1 exp

[
− 4p

1− u2

]
du, (3.13)

Bp(x, y) = (c− a)1−x−y
∫ c

a

(u− a)x−1(c− u)y−1 exp

[
−p (c− a)2

(u− a)(c− u)

]
du,

(3.14)

Bp(x, y) =
1

2
e−2p

∫ ∞
0

ux−1 + uy−1

(1 + u)x+y
exp

[
−p
(
u+

1

u

)]
du, (3.15)

Bp(x, y) = 21−x−y
∫ ∞
−∞

exp
[
(x− y)t− 4p cosh2 t

]
(cosh t)x+y

dt (3.16)

Bp(x, y) = 21−x−y
∫ ∞
−∞

exp
[
−(x− y)t− 4p cosh2 t

]
(cosh t)x+y

dt (3.17)

Bp(x, y) = 22−x−y
∫ ∞
−∞

cosh[(x− y)t]

(cosh t)x+y
exp(−4p cosh2 t)dt (3.18)

(Re(p) > 0; p = 0 için Re(x) > 0, Re(y) > 0)

İspat. (3.1) integral gösteriminde; t = cos2 θ dönüşümü yapılırsa (3.11), t = u
1+u

dönüşümü yapılırsa (3.12), t = 1+u
2

dönüşümü yapılırsa (3.13) ve t = u−a
c−a dönüşümü

yapılırsa (3.14) elde edilir. (3.15) in ispatı için genişletilmiş Beta fonksiyonunun
simetri özelliğinden dolayı

2Bp(x, y) = Bp(x, y) +Bp(y, x)

yazılabileceğini dikkate almak ve eşitliğin sağ yanında (3.12) integral gösterimini
kullanmak yeterlidir. (3.13) de u = tanh t dönüşümü yapılırsa (3.16) elde edilir.
(3.17) integral gösterimi (3.16) dan kolayca elde edilir. (3.16) ve (3.17) taraf
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tarafa toplanırsa

2Bp(x, y) = 22−x−y
∫ ∞
−∞

cosh[(x− y)t]

(cosh t)x+y
exp(−4p cosh2 t)dt

= 22−x−y2

∫ ∞
0

cosh[(x− y)t]

(cosh t)x+y
exp(−4p cosh2 t)dt

olup, bu eşitliğin her iki yanının ikiye bölünmesiyle (3.18) elde edilir.

Teorem 3.8 Genişletilmiş Beta fonksiyonu

Bp(x, y) = 21−x−y
∫ 1

0

tx−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
F

[
x− y

2
,
x− y + 1

2
;
1

2
; 1− t

]
dt

(3.19)

integral gösterimine sahiptir.

İspat. Genişletilmiş Beta fonksiyonunun (3.13) integral gösteriminde gerekli
düzenlemeler yapılırsa

Bp(x, y) = 21−x−y
∫ 1

−1
(1 + u)x−y (1− u2)y−1 exp

[
− 4p

1− u2

]
du

elde edilir. Burada (1 + u)x−y nin binom açılımı kullanılıp integral ile toplam yer
değiştilirse

Bp(x, y) = 21−x−y
∫ 1

−1

{
∞∑
k=0

(y − x)k
(−1)k

k!
uk

}
(1− u2)y−1 exp

[
− 4p

1− u2

]
du

= 21−x−y
∞∑
k=0

(y − x)k
(−1)k

k!

∫ 1

−1
uk (1− u2)y−1 exp

[
− 4p

1− u2

]
du

elde edilir ve ∫ 1

−1
u2k+1 (1− u2)y−1 exp

[
− 4p

1− u2

]
du = 0

olduğundan

Bp(x, y) = 22−x−y
∞∑
k=0

(y − x)2k
(2k)!

∫ 1

0

u2k (1− u2)y−1 exp

[
− 4p

1− u2

]
du

= 22−x−y
∞∑
k=0

(y − x)2k
(1)2k

∫ 1

0

u2k (1− u2)y−1 exp

[
− 4p

1− u2

]
du

(3.20)
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yazılabilir. (3.20) de 1 − u2 = t dönüşümü yapıldıktan sonra toplam ile integral
yer değiştirilirse

Bp(x, y) = 21−x−y
∞∑
k=0

(y − x)2k
(1)2k

∫ 1

0

ty−1 (1− t)k−
1
2 exp

[
−4p

t

]
dt (3.21)

= 21−x−y
∫ 1

0

ty−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]{ ∞∑
k=0

(y − x)2k
(1)2k

(1− t)k
}
dt

elde edilir. Pochhammer sembolünün (2.6) daki özelliği kullanılırsa

Bp(x, y) = 21−x−y
∫ 1

0

ty−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]{ ∞∑
k=0

(y−x
2

)k (y−x+1
2

)k

(1
2
)k (1)k

(1− t)k
}
dt

= 21−x−y
∫ 1

0

ty−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]{ ∞∑
k=0

(y−x
2

)k (y−x+1
2

)k

(1
2
)k

(1− t)k

k!

}
dt

= 21−x−y
∫ 1

0

ty−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
F

[
y − x

2
,
y − x+ 1

2
;
1

2
; 1− t

]
dt

bulunur. Burada genişletilmiş Beta fonksiyonunun simetri özelliği dikkate alınırsa

Bp(x, y) = 21−x−y
∫ 1

0

tx−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
F

[
x− y

2
,
x− y + 1

2
;
1

2
; 1− t

]
dt

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 3.9

Bp(x, x+ n) = 2−2x
∫ 1

0

tx−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
F

[
−n
2
,
−n+ 1

2
; 1− n; t

]
dt

(3.22)

Bp(x, x− n) = 22n−2x
∫ 1

0

tx−n−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
F

[
−n
2
,
−n+ 1

2
; 1− n; t

]
dt

(3.23)

İspat. (3.19) da y = x+ n (n ∈ N0) alınırsa

Bp(x, x+ n) = 21−2x−n
∫ 1

0

tx−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
F

[
−n
2
,
−n+ 1

2
;
1

2
; 1− t

]
dt

olup, (2.12) nin kullanılmasıyla (3.22) elde edilir.

(3.22) de x yerine x− n alınır ve genişletilmiş Beta fonksiyonunun simetri
özelliği kullanılırsa (3.23) elde edilir.
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3.3 SERİ GÖSTERİMLERİ

Wλ,µ(z) Whittaker fonksiyonu olmak üzere∫ u

0

tν−1(u− t)µ−1e−β/tdt = Γ(µ)β(ν−1)/2u(2µ+ν−1)/2e−β/2uW(1−2µ−ν)/2,ν/2

(
β

u

)
(3.24)

(Re(µ) > 0, Re(β) > 0, u > 0)

eşitliği sağlanır [12]. Şimdi bu eşitlik kullanılarak aşağıdaki teoremler ispat-
lanabilir.

Teorem 3.10

Bp(x, x+ n) =
1

2
n
√
πe−2p2−xp(x−1)/2

[n
2
]∑

k=0

(−1
2

√
p)k

n− k

(
n− k
k

)
W−x+k

2
,x+k

2
(4p)

(3.25)

Bp(x, x− n) =
1

2
n
√
πe−2p2n−xp(x−n−1)/2

[n
2
]∑

k=0

(−1
2

√
p)k

n− k

(
n− k
k

)
W−x+k−n

2
,x+k−n

2
(4p)

(3.26)

Burada [n
2

]
=


n
2
, n çift ise

n−1
2
, n tek ise

dir.

İspat. (3.22) de Gauss hipergeometrik fonksiyonunun (2.8) seri gösterimi kul-
lanılırsa

Bp(x, x+ n) = 2−2x
∫ 1

0

tx−1(1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

] [n
2
]∑

k=0

(−n
2
)k(
−n+1

2
)
k

(1− n)k

tk

k!
dt

bulunur. Burada toplam ile integral yer değiştirilip gerekli düzenlemeler yapılırsa

Bp(x, x+ n) = 2−2x
[n
2
]∑

k=0

(−n
2
)k(
−n+1

2
)
k

(1− n)k k!

∫ 1

0

tk+x−1(1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
dt

(3.27)

elde edilir. (3.24) eşitliğinde u = 1, ν = x+ k, µ = 1
2
, β = 4p alınırsa∫ 1

0

tk+x−1(1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
dt =

√
π2k+x−1p(k+x−1)/2e−2pW−x+k

2
,x+k

2
(4p)
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olup, bu eşitlik (3.27) de yerine yazılırsa

Bp(x, x+ n) =
√
πe−2p2−x−1p(x−1)/2

[n
2
]∑

k=0

(−n
2
)k (−n+1

2
)
k

(1− n)k k!
(2
√
p)kW−x+k

2
,x+k

2
(4p)

(3.28)

bulunur. Son olarak

(−n
2
)k (−n+1

2
)
k

(1− n)k

(−1)k 22k

k!
=

n

n− k

(
n− k
k

)
eşitliği dikkate alınarak (3.25) elde edilir.

(3.25) de x yerine x− n alınır ve genişletilmiş Beta fonksiyonunun simetri
özelliği kullanılırsa (3.26) bulunur.

Teorem 3.11

Bp(x, y) =
√
π 2−x p(y−1)/2 e−2p

∞∑
k=0

(y−x
2

)k (y−x+1
2

)k

k!
W− y

2
−k, y

2
(4p) (3.29)

İspat. (3.24) de u = 1, ν = y, µ = 1
2

+ k, β = 4p alınırsa∫ 1

0

ty−1 (1− t)k−
1
2 exp

[
−4p

t

]
dt = Γ

(
1

2
+ k

)
p(y−1)/22y−1 e−2pW− y

2
−k, y

2
(4p)

olup, bu eşitlik (3.21) de kullanılırsa

Bp(x, y) = 21−x−y
∞∑
k=0

(y − x)2k
(1)2k

∫ 1

0

ty−1 (1− t)k−
1
2 exp

[
−4p

t

]
dt

= 21−x−y
∞∑
k=0

(y − x)2k
(1)2k

Γ

(
1

2
+ k

)
p(y−1)/22y−1 e−2pW− y

2
−k, y

2
(4p)

= 2−xp(y−1)/2e−2p
∞∑
k=0

(y − x)2k
(1)2k

Γ

(
1

2
+ k

)
W− y

2
−k, y

2
(4p)

bulunur. (2.6) özelliği dikkate alınırsa

Bp(x, y) = 2−xp(y−1)/2 e−2p
∞∑
k=0

(y−x
2

)k (y−x+1
2

)k

(1
2
)k (1)k

Γ

(
1

2
+ k

)
W− y

2
−k, y

2
(4p)

= 2−xp(y−1)/2 e−2p
∞∑
k=0

(y−x
2

)k (y−x+1
2

)k

(1)k
Γ

(
1

2

)
W− y

2
−k, y

2
(4p)

=
√
π 2−xp(y−1)/2 e−2p

∞∑
k=0

(y−x
2

)k (y−x+1
2

)k

k!
W− y

2
−k, y

2
(4p)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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Sonuç 3.12

Bp(x, y) = 2−xp(y−1)/2e−2p
∞∑
k=0

(
x− y

2k

)
Γ

(
1

2
+ k

)
W− y

2
−k, y

2
(4p) (3.30)

İspat. (3.29) da(
x− y

2k

)
=

(y−x
2

)k (y−x+1
2

)k

(1
2
)k k!

=
√
π

(y−x
2

)k (y−x+1
2

)k

Γ
(
1
2

+ k
)
k!

eşitliğini dikkate almak yeterlidir.

Sonuç 3.13

Bp(x, x+ n) =
√
πe−2p2−x−np(x−1)/2

[n
2
]∑

k=0

(−n
2
)
k

(−n+1
2

)
k

k!
W−x

2
−k,x

2
(4p) (3.31)

Bp(x, x− n) =
√
πe−2p2−xp(x−n−1)/2

[n
2
]∑

k=0

(−n
2
)
k

(−n+1
2

)
k

k!
W−x−n

2
−k,x−n

2
(4p)

(3.32)

İspat. (3.29) da genişletilmiş Beta fonksiyonunun simetri özelliği dikkate alınırsa

Bp(x, y) =
√
π 2−y p(x−1)/2 e−2p

∞∑
k=0

(x−y
2

)k (x−y+1
2

)k

k!
W−x

2
−k,x

2
(4p) (3.33)

bulunur. n ∈ N0 olmak üzere (3.33) de, y = x+ n alınarak (3.31) ve (3.31) de x
yerine x− n alınarak (3.32) kolayca elde edilir.

Teorem 3.14

Bp(x, y) = e−2p
∞∑

m,n=0

B(x+m+ 1, y + n+ 1) Lm(p) Ln(p) (3.34)

(Re(p) > 0,Re(x) > −1, Re(y) > −1)

İspat. (2.24) doğurucu fonksiyon bağıntısı, α = 0 için

1

1− t
exp

[
− pt

1− t

]
=
∞∑
n=0

Ln(p)tn, |t| < 1 (3.35)

şeklinde yazılabilir. Burada t yerine 1− t alınırsa

exp

[
−p(1− t)

t

]
= t

∞∑
n=0

Ln(p)(1− t)n, 0 < t < 2

exp
[
−p
t

]
= e−p t

∞∑
n=0

Ln(p) (1− t)n (3.36)
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bulunur. Burada da t yerine 1− t alınırsa

exp

[
− p

1− t

]
= e−p(1− t)

∞∑
m=0

Lm(p) tm, |t| < 1 (3.37)

elde edilir. O halde (3.36) ve (3.37) den

exp

[
− p

t(1− t)

]
= exp

[
−p
t

]
exp

[
− p

1− t

]
= e−2p

∞∑
m,n=0

Ln(p) Lm(p) tm+1(1− t)n+1, 0 < t < 1

(3.38)

yazılabilir. Bulunan bu eşitlik genişletilmiş Beta fonksiyonunun (3.1) integral
gösteriminde yerine yazılırsa

Bp(x, y) =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1e−2p
∞∑

m,n=0

Ln(p) Lm(p) tm+1(1− t)n+1dt

= e−2p
∞∑

m,n=0

Ln(p) Lm(p)

∫ 1

0

tx+m(1− t)y+ndt

= e−2p
∞∑

m,n=0

Ln(p) Lm(p)B(x+m+ 1, y + n+ 1)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.15

Bp(x, y) = Γ(y + 1)p(x−1)/2e−3p/2
∞∑
m=0

pm/2Lm(p)W−(y+ 1
2)−x+m2 ,x+m

2
(p) (3.39)

(Re(p) > 0, Re(x) > −1, Re(y) > −1)

İspat.

exp

[
− p

t(1− t)

]
= exp

[
−p(1 + t)

t

]
exp

[
− pt

1− t

]
yazılabilir. Burada (3.35) dikkate alınırsa

exp

[
− p

t(1− t)

]
= exp

[
−p(1 + t)

t

]
(1− t)

∞∑
m=0

Lm(p)tm
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bulunur. Bulunan bu eşitlik genişletilmiş Beta fonksiyonunun (3.1) integral gös-
teriminde yerine yazılırsa

Bp(x, y) =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 exp

[
−p(1 + t)

t

]
(1− t)

∞∑
m=0

Lm(p) tmdt

= e−p
∞∑
m=0

Lm(p)

∫ 1

0

tx+m−1(1− t)y exp
[
−p
t

]
dt (3.40)

ifadesine ulaşılır. (3.24) eşitliğinde u = 1, β = p, ν = x+m, µ = y + 1 alınırsa∫ 1

0

tx+m−1(1− t)y exp
[
−p
t

]
dt = Γ(y + 1)p(x+m−1)/2e−p/2W−(y+ 1

2)−x+m2 ,x+m
2

(p)

olup, bu eşitlik (3.40) da yerine yazılırsa

Bp(x, y) = Γ(y + 1)p(x−1)/2e−3p/2
∞∑
m=0

pm/2Lm(p)W−(y+ 1
2)−x+m2 ,x+m

2
(p)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

3.4 BAZI ÖZEL FONKSİYONLARLA İLİŞKİSİ

Teorem 3.16 Genişletilmiş Beta fonksiyonu ile genişletilmiş Gamma fonksiyonu
arasında

Γp(α) Γp(β) = 2

∫ ∞
0

r2(α+β)−1 e−r
2

Bp/r2(α, β)dr (3.41)

(Re(p) > 0; p = 0 için Re(α) > 0, Re(β) > 0)

şeklinde bir ilişki vardır.

İspat. Genişletilmiş Gamma fonksiyonunun (2.28) integral gösteriminde t = x2

dönüşümü yapılırsa

Γp(α) = 2

∫ ∞
0

x2α−1 exp
[
−x2 − p

x2

]
dx

elde edilir. Dolayısıyla

Γp(β) = 2

∫ ∞
0

y2β−1 exp

[
−y2 − p

y2

]
dy

yazılabilir. Bu iki ifade taraf tarafa çarpılırsa

Γp(α) Γp(β) = 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

x2α−1y2β−1 exp

[
−(x2 + y2)− p

(
x2 + y2

x2y2

)]
dxdy
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bulunur. Burada x = r cos θ, y = r sin θ kutupsal koordinatlarına geçilir ve
genişletilmiş Beta fonksiyonunun (3.11) integral gösterimi dikkate alınırsa

Γp(α) Γp(β) = 4

∫ ∞
0

∫ π/2

0

r2(α+β)−1(cos θ)2α−1(sin θ)2β−1e−r
2

exp

[
−p/r2

cos2 θ sin2 θ

]
dθdr

= 2

∫ ∞
0

r2(α+β)−1e−r
2

{
2

∫ π/2

0

(cos θ)2α−1(sin θ)2β−1 exp
[
− p

r2
sec2 θ csc2 θ

]
dθ

}
dr

= 2

∫ ∞
0

r2(α+β)−1e−r
2

Bp/r2(α, β)dr

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 3.17 (3.41) de p = 0 alınırsa klasik Beta fonksiyonu ile klasik Gamma
fonksiyonu arasındaki (2.4) ilişkisi elde edilir.

Teorem 3.18 ∫ ∞
0

ps−1Bp(x, y)dp = Γ(s)B(x+ s, y + s) (3.42)

(Re(s) > 0, Re(x+ s) > 0, Re(y + s) > 0)

İspat. (3.1) in her iki yanı ps−1 ile çarpılır ve (0,∞) aralığında p ye göre integ-
rallenirse∫ ∞

0

ps−1Bp(x, y)dp =

∫ ∞
0

ps−1
{∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

}
dp

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1
{∫ ∞

0

ps−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dp

}
dt

(3.43)

bulunur. Diğer taraftan ∫ ∞
0

ps−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dp

integralinde p = t (1− t) u dönüşümü yapılırsa∫ ∞
0

ps−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dp = ts(1− t)s

∫ ∞
0

us−1e−u du

= ts (1− t)s Γ(s), Re(s) > 0, 0 < t < 1

elde edilir. Bu ifade (3.43) de yerine yazılırsa∫ ∞
0

ps−1Bp(x, y)dp =

∫ 1

0

tx−1 (1− t)y−1 ts (1− t)sΓ(s)dt

= Γ(s)

∫ 1

0

tx+s−1(1− t)y+s−1dt

= Γ(s)B(x+ s, y + s), Re(x+ s) > 0, Re(y + s) > 0
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bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 3.19 (3.42) de s = 1 alınarak genişletilmiş Beta fonksiyonu ile klasik Beta
fonksiyonu arasında ∫ ∞

0

Bp(x, y)dp = B(x+ 1, y + 1)

(Re(x) > −1, Re(y) > −1)

şeklinde bir ilişki elde edilir.

Teorem 3.20 Genişletilmiş Beta fonksiyonu ile Macdonald fonksiyonu arasında

Bp(α,−α) = 2 e−2p Kα(2p), Re(p) > 0 (3.44)

şeklinde bir ilişki vardır.

İspat. Genişletilmiş Beta fonksiyonunun (3.12) integral gösteriminde x = α ve
y = −α alınırsa

Bp(α,−α) = e−2p
∫ ∞
0

uα−1 exp

[
−p
(
u+

1

u

)]
du (3.45)

olur. Diğer taraftan Macdonald fonksiyonu

Kν(z) = K−ν(z)

özelliğine ve∫ ∞
0

uν−1 exp

[
−γu− β

u

]
du = 2

(
β

γ

)ν/2
Kν(2

√
βγ), Re(β) > 0,Re(γ) > 0

integral gösterimine sahiptir [12, s. 368]. Burada ν = α, β = γ = p alınırsa∫ ∞
0

uα−1 exp

[
−p
(
u+

1

u

)]
du = 2Kα(2p), Re(p) > 0

bulunur. Bu son eşitlik (3.45) de dikkate alınırsa ispat tamamlanır

Sonuç 3.21

Bp(α,−α− n) = 2 e−2p
n∑
k=0

(
n

k

)
Kα+k(2p) (3.46)

İspat. İspat için (3.7) de (3.44) eşitliğini dikkate almak yeterlidir.

Teorem 3.22 Genişletilmiş Beta fonksiyonu ile Whittaker fonksiyonu arasında

Bp(α, α) =
√
π 2−α p(α−1)/2 e−2pW−α

2
,α
2
(4p), Re(p) > 0 (3.47)

şeklinde bir ilişki vardır.
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İspat. Genişletilmiş Beta fonksiyonunun (3.13) integral gösteriminde x = α,
y = α alındıktan sonra 1− u2 = t dönüşümü yapılırsa

Bp(α, α) = 21−2α
∫ 1

−1
(1− u2)α−1 exp

[
− 4p

1− u2

]
du

= 22−2α
∫ 1

0

(1− u2)α−1 exp

[
− 4p

1− u2

]
du

= 21−2α
∫ 1

0

tα−1 (1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
dt (3.48)

elde edilir. (3.24) eşitliğinde u = 1, β = 4p, ν = α, µ = 1/2 alınırsa∫ 1

0

tα−1(1− t)−1/2 exp

[
−4p

t

]
dt =

√
π p(α−1)/2 2α−1 e−2pW−α

2
,α
2
(4p)

olup, bu eşitlik (3.48) de yerine yazılırsa

Bp(α, α) =
√
π 2−α p(α−1)/2 e−2pW−α

2
,α
2
(4p), Re(p) > 0

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.23 Genişletilmiş Beta fonksiyonu ile ikinci çeşit konfluent hipergeo-
metrik fonksiyonu arasındaki ilişki

Bp(α, α) =
√
π 21−2α e−4p Ψ

(
1

2
; 1− α; 4p

)
, Re(p) > 0 (3.49)

dir.

İspat. Whittaker fonksiyonu ile ikinci çeşit konfluent hipergeometrik fonksiyonu
arasında

Wλ,µ(z) = zµ+1/2 e−z/2 Ψ

(
µ− λ+

1

2
; 2µ+ 1; z

)
şeklinde bir ilişki vardır [22]. Burada λ = −α

2
, µ = −α

2
, ve z = 4p alınırsa

W−α
2
,−α

2
(4p) = e−2p21−αp(1−α)/2Ψ

(
1

2
; 1− α; 4p

)
elde edilir. Bu son eşitlikte Whittaker fonksiyonunun

Wλ,µ(z) = Wλ,−µ(z)

özelliği kullanılırsa

W−α
2
,α
2
(4p) = e−2p21−αp(1−α)/2Ψ

(
1

2
; 1− α; 4p

)
(3.50)

bulunur. (3.50) eşitliği (3.47) de yerine yazılırsa, (3.49) elde edilir. Böylece ispat
tamamlanır.
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4 GENİŞLETİLMİŞ HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLAR

Bu bölümde genişletilmiş Beta fonksiyonu yardımıyla tanımlanan bazı
hipergeometrik fonksiyonlar ele alınacaktır. Ayrıca bu fonksiyonların integral
gösterimlerine ve bazı özelliklerine yer verilecektir.

4.1 GENİŞLETİLMİŞ GAUSS HİPERGEOMETRİK FONKSİYONU

Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu

Fp(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n
Bp(b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!
(4.1)

(p ≥ 0; |z| < 1; Re(c) > Re(b) > 0)

şeklinde tanımlanır [5].

p = 0 için genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu klasik Gauss
hipergeometrik fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 4.1 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonunun türevi

d

dz
{Fp(a, b; c; z)} =

ab

c
Fp(a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) (4.2)

dir [5].

İspat. (4.1) in her iki yanının z ye göre türevi alınırsa

d

dz
{Fp(a, b; c; z)} =

d

dz

{
∞∑
n=0

(a)n
Bp(b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

}

=
∞∑
n=1

(a)n
Bp(b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn−1

(n− 1)!

=
∞∑
n=0

(a)n+1
Bp(b+ n+ 1, c− b)

B(b, c− b)
zn

n!

olup, burada

(a)n+1 = a(a+ 1)n

B(b, c− b) =
c

b
B(b+ 1, c− b)
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eşitlikleri kullanılırsa

d

dz
{Fp(a, b; c; z)} =

a b

c

∞∑
n=0

(a+ 1)n
Bp(b+ 1 + n, c− b)
B(b+ 1, c− b)

zn

n!

=
a b

c
Fp(a+ 1, b+ 1; c+ 1; z)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.2 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonunun k. basamaktan
türevi

dk

dzk
{Fp(a, b; c; z)} =

(a)k (b)k
(c)k

Fp(a+ k, b+ k; c+ k; z), k ∈ N0 (4.3)

şeklindedir [5].

İspat. Bu ifadenin ispatı için tümevarım yöntemini kullanmak yeterlidir.

Ayrıca dikkat edilmelidir ki bu ifadede p = 0 alınarak klasik Gauss hiper-
geometrik fonksiyonu için (2.10) da ifade edilen türev formülü elde edilir.

Teorem 4.3 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu

Fp(a, b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1 (1− t)c−b−1 (1− zt)−a exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

(4.4)

(p > 0; p = 0 ve | arg(1− z)| < π; Re(c) > Re(b) > 0)

integral gösterimine sahiptir [5].

İspat. (4.1) de genişletilmiş Beta fonksiyonunun (3.1) integral gösterimi kul-
lanılırsa

Fp(a, b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∞∑
n=0

(a)n
zn

n!

{∫ 1

0

tb+n−1 (1− t)c−b−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

}
=

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1 (1− t)c−b−1 exp

[
− p

t(1− t)

] ∞∑
n=0

(a)n
(zt)n

n!
dt

(p > 0; p = 0 ve |z| < 1; Re(c) > Re(b) > 0)

olup, burada

(1− zt)−a =
∞∑
n=0

(a)n
(zt)n

n!
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eşitliği dikkate alınırsa

Fp(a, b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1 (1− t)c−b−1 (1− zt)−a exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

(p > 0; p = 0 ve | arg(1− z)| < π; Re(c) > Re(b) > 0)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.4 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu aşağıdaki integral
gösterimlerine sahiptir [5].

Fp(a, b; c; z) =
e−2p

B(b, c− b)

∫ ∞
0

ub−1(1 + u)a−c[1 + u(1− z)]−a exp

[
−p
(
u+

1

u

)]
du

(4.5)

Fp(a, b; c; z) =
2

B(b, c− b)

∫ π/2

0

(sin ϑ)2b−1(cos ϑ)2c−2b−1

(1− z sin2 ϑ)a
exp(−p sec2 ϑ csc2 ϑ)dϑ

(4.6)

Fp(a, b; c; z) =
2

B(b, c− b)

∫ ∞
0

(sinh ϑ)2b−1(cosh ϑ)2a−2c+1

(cosh2 ϑ− z sinh2 ϑ)a
exp(−p cosh2ϑ coth2ϑ)dϑ

(4.7)

(p > 0; p = 0 ve | arg(1− z)| < π; Re(c) > Re(b) > 0)

İspat. (4.4) integral gösteriminde, u = t
1−t dönüşümü yapılırsa (4.5), t = sin2 ϑ

dönüşümü yapılırsa (4.6) ve t = tanh2 ϑ dönüşümü yapılırsa (4.7) elde edilir.

Teorem 4.5 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu

Fp(a, b; c; z) = (1− z)−aFp

(
a, c− b; c; z

z − 1

)
(4.8)

dönüşüm formülünü sağlar [5].

İspat. (4.4) integral gösteriminde t = 1− u dönüşümü yapılırsa

Fp(a, b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

(1− u)b−1 uc−b−1 [1− z(1− u)]−a exp

[
− p

u(1− u)

]
du

elde edilir. Burada

[1− z(1− u)]−a = (1− z)−a
(

1− z

z − 1
u

)−a
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eşitliği ve Beta fonksiyonunun simetri özelliği dikkate alınırsa

Fp(a, b; c; z) =
(1− z)−a

B(b, c− b)

∫ 1

0

uc−b−1(1− u)b−1
(

1− z

z − 1
u

)−a
exp

[
− p

u(1− u)

]
du

=
(1− z)−a

B(c− b, b)

∫ 1

0

uc−b−1(1− u)b−1
(

1− z

z − 1
u

)−a
exp

[
− p

u(1− u)

]
du

= (1− z)−aFp

(
a, c− b; c; z

z − 1

)
bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.6 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu

∆aFp(a, b; c; z) =
b z

c
Fp(a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) (4.9)

rekürans bağıntısını sağlar. Burada ∆a,

∆aFp(a, b; c; z) = Fp(a+ 1, b; c; z)− Fp(a, b; c; z) (4.10)

şeklinde tanımlanan bir fark operatörüdür [5].

İspat. (4.10) da (4.4) integral gösterimi kullanılırsa

∆aFp(a, b; c; z) = Fp(a+ 1, b; c; z)− Fp(a, b; c; z)

=
z

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb (1− t)c−b−1 (1− zt)−a−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=
b z

c

1

B(b+ 1, c− b)

∫ 1

0

tb (1− t)c−b−1(1− zt)−a−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=
b z

c
Fp(a+ 1, b+ 1; c+ 1; z)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 4.7

a∆aFp(a, b; c; z) = z
d

dz
{Fp(a, b; c; z)}

İspat. (4.9) da (4.2) nin dikkate alınmasıyla kolayca görülür.

Sonuç 4.8 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu için

Fp(a, b; c; 1) =
Bp(b, c− a− b)
B(b, c− b)

(4.11)

(p > 0; p = 0 ve Re(c− a− b) > 0)

eşitliği geçerlidir [5].
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İspat. (4.4) integral gösteriminde z = 1 alınırsa (4.11) bulunur.

(4.11) de p = 0 alınırsa klasik Gauss hipergeometrik fonksiyonu için (2.11)
de ifade edilen Gauss formülü elde edilir.

Sonuç 4.9 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu için

Fp(a, b; a; 1) =
Bp(b,−b)
B(b, a− b)

=
2 e−2p

B(b, a− b)
Kb(2p) (4.12)

eşitliği geçerlidir [5].

İspat. (4.11) de c = a alınırsa

Fp(a, b; a; 1) =
Bp(b,−b)
B(b, a− b)

elde edilir. Burada (3.44) ile verilen

Bp(b,−b) = 2 e−2p Kb(2p)

eşitliğinin dikkate alınmasıyla ispat tamamlanır.

Sonuç 4.10 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu için

Fp(a, b; a+ 2b; 1) =
Bp(b, b)

B(b, a+ b)
=

√
π 2−b p(b−1)/2 e−2p

B(b, a+ b)
W− b

2
, b
2
(4p) (4.13)

eşitliği geçerlidir [5].

İspat. (4.11) de c = a+ 2b alınırsa

Fp(a, b; a+ 2b; 1) =
Bp(b, b)

B(b, a+ b)

elde edilir. Burada (3.47) ile verilen

Bp(b, b) =
√
π 2−b p(b−1)/2 e−2pW− b

2
, b
2
(4p)

eşitliğinin dikkate alınmasıyla ispat tamamlanır.

Teorem 4.11 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu için

e2pFp(a, b; c; z) =
∞∑

m,n=0

(b)m+1 (c− b)n+1

(c)n+m+2

Lm(p)Ln(p)F (a, b+m+ 1; c+ n+m+ 2; z)

(4.14)

(p > 0; p = 0 ve |arg(1− z)| < π; Re(c) > Re(b) > 0)

eşitliği geçerlidir [15].
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İspat. (4.4) integral gösteriminde (3.38) ile verilen

exp

[
− p

t(1− t)

]
= e−2p

∞∑
m,n=0

Ln(p) Lm(p) tm+1(1− t)n+1, 0 < t < 1

eşitliği dikkate alınırsa

Fp (a, b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−ae−2p
∞∑

m,n=0

Ln(p) Lm(p) tm+1(1− t)n+1dt

olup, integral ile toplam işlemlerinin sırası değiştirilirse

Fp(a, b; c; z) =
e−2p

B(b, c− b)

∞∑
m,n=0

Ln(p) Lm(p)

∫ 1

0

tm+b(1− t)n+c−b(1− zt)−adt

(4.15)

elde edilir. Diğer taraftan Gauss hipergeometrik fonksiyonunun (2.9) integral
gösterimi dikkate alınır ve gerekli işlemler yapılırsa

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tm+b(1− t)n+c−b(1− zt)−adt =
B(m+ b+ 1, n+ c− b+ 1)

B(b, c− b)

· 1

B(m+ b+ 1, n+ c− b+ 1)

∫ 1

0

tm+b(1− t)n+c−b(1− zt)−adt

=
(b)m+1 (c− b)n+1

(c)n+m+2

F (a, b+m+ 1; c+ n+m+ 2; z)

ifadesine ulaşılır. Bulunan bu ifade (4.15) de yerine yazılırsa

e2pFp(a, b; c; z) =
∞∑

m,n=0

(b)m+1 (c− b)n+1

(c)n+m+2

Lm(p)Ln(p)F (a, b+m+ 1; c+ n+m+ 2; z)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.12 Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu için

(
√
p)1−be3p/2Fp(a, b; c; z) =

(c− b) Γ(c)

Γ(b)

∞∑
m,n=0

(a)n Lm(p)
(
√
pz)n pm/2

n!

·W b−1−n−m−2c
2

,n+m+b
2

(p) (4.16)

(p ≥ 0; Re(c) > Re(b) > 0; |z| < 1)

eşitliği geçerlidir [15].
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İspat.

exp

[
− p

t(1− t)

]
= exp

[
−p
t

]
exp

[
− p

1− t

]
eşitliğinde (3.37) ile verilen

exp

[
− p

1− t

]
= e−p(1− t)

∞∑
m=0

Lm(p) tm, |t| < 1

ifadesi dikkate alınırsa

exp

[
− p

t(1− t)

]
= e−p exp

[
−p
t

]
(1− t)

∞∑
m=0

Lm(p) tm, |t| < 1 (4.17)

bulunur. Bu ifade (4.4) integral gösteriminde yerine yazılırsa

Fp(a, b; c; z) =
e−p

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b(1− zt)−a exp
[
−p
t

] ∞∑
m=0

Lm(p) tmdt

elde edilir. (1− zt)−a nın seri açılımı kullanılır ve integral ile toplam işlemlerinin
sırası değiştirilirse

epFp (a, b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b exp
[
−p
t

] ∞∑
n=0

(a)n
(zt)n

n!

∞∑
m=0

Lm(p) tmdt

=
1

B(b, c− b)

∞∑
m,n=0

(a)n
zn

n!
Lm(p)

{∫ 1

0

tn+m+b−1(1− t)c−b exp
[
−p
t

]
dt

}
(4.18)

bulunur. Diğer taraftan (3.24) eşitliğinde u = 1, ν = n + m + b, µ = c − b + 1,
β = p alınırsa∫ 1

0

tn+m+b−1(1− t)c−b exp
[
−p
t

]
dt = Γ(c− b+ 1) p(n+m+b−1)/2 e−p/2

·W b−1−n−m−2c
2

,n+m+b
2

(p)

dır. Bu son eşitlik, (4.18) de yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

(
√
p)1−be3p/2Fp(a, b; c; z) =

(c− b) Γ(c)

Γ(b)

∞∑
m,n=0

(a)n Lm(p)
(
√
pz)n pm/2

n!

·W b−1−n−m−2c
2

,n+m+b
2

(p)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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4.2 GENİŞLETİLMİŞ KONFLUENT HİPERGEOMETRİK FONKSİYONU

Genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonu

Φp(b; c; z) =
∞∑
n=0

Bp(b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!
(4.19)

(p ≥ 0; Re(c) > Re(b) > 0)

şeklinde tanımlanır [5].

Ayrıca p = 0 için genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonu klasik
konfluent hipergeometrik fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 4.13 Genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonunun türevi

d

dz
{Φp(b; c; z)} =

b

c
Φp(b+ 1; c+ 1; z) (4.20)

dir [5].

İspat. (4.19) eşitliğinin her iki yanının z ye göre türevi alınırsa

d

dz
{Φp(b; c; z)} =

d

dz

{
∞∑
n=0

Bp(b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

}

=
∞∑
n=1

Bp(b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn−1

(n− 1)!

=
∞∑
n=0

Bp(b+ n+ 1, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

=
b

c

∞∑
n=0

Bp(b+ 1 + n, c− b)
B(b+ 1, c− b)

zn

n!

=
b

c
Φp(b+ 1; c+ 1; z)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.14 Genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonunun k. basamak-
tan türevi

dk

dzk
{Φp(b; c; z)} =

(b)k
(c)k

Φp(b+ k; c+ k; z), k ∈ N0 (4.21)

dir [5].

İspat. Bu ifadeyi görmek için tümevarım yöntemini kullanmak yeterlidir.

33



Teorem 4.15 Genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonu

Φp(b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1 exp

[
zt− p

t(1− t)

]
dt (4.22)

(p > 0; p = 0 ve Re(c) > Re(b) > 0)

integral gösterimine sahiptir [5].

İspat. (4.19) da genişletilmiş Beta fonksiyonunun (3.1) integral gösterimi dikkate
alınırsa

Φp(b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∞∑
n=0

zn

n!

{∫ 1

0

tb+n−1(1− t)c−b−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

}
elde edilir. Burada toplam ile integral yer değiştirilirse

Φp(b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1 exp

[
− p

t(1− t)

] ∞∑
n=0

(zt)n

n!
dt

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
exp(zt)dt

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1 exp

[
zt− p

t(1− t)

]
dt

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.16 Genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonu

Φp(b; c; z) = ez Φp(c− b; c;−z) (4.23)

dönüşüm formülünü sağlar [5].

İspat. (4.22) integral gösteriminde t = 1−u dönüşümü uygulanır ve Beta fonksi-
yonunun simetri özelliği dikkate alınırsa

Φp(b; c; z) =
ez

B(b, c− b)

∫ 1

0

uc−b−1(1− u)b−1 exp

[
−zu− p

u(1− u)

]
du

=
ez

B(c− b, b)

∫ 1

0

uc−b−1(1− u)b−1 exp

[
−zu− p

u(1− u)

]
du

= ez Φp(c− b; c;−z)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.17 Genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonu için

e2pΦp(b; c; z) =
∞∑

m,n=0

(b)m+1 (c− b)n+1

(c)n+m+2

Lm(p)Ln(p)Φ(b+m+ 1; c+ n+m+ 2; z)

(4.24)

(p ≥ 0; Re(c) > Re(b) > 0)

eşitliği geçerlidir [15].

İspat. (3.38) ile verilen

exp

[
− p

t(1− t)

]
= e−2p

∞∑
m,n=0

Ln(p) Lm(p) tm+1(1− t)n+1, 0 < t < 1

eşitliği (4.22) integral gösteriminde dikkate alınırsa

Φp (b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1ezte−2p
∞∑

m,n=0

Ln(p) Lm(p) tm+1(1− t)n+1dt

elde edilir. Burada integral ile toplam işlemlerinin sırası yer değiştirilirse

e2pΦp(b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∞∑
m,n=0

Ln(p) Lm(p)

∫ 1

0

tm+b(1− t)n+c−beztdt (4.25)

bulunur. Diğer taraftan konfluent hipergeometrik fonksiyonunun (2.15) integral
gösterimi dikkate alınır ve gerekli işlemler yapılırsa

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tm+b(1− t)n+c−beztdt =
B(m+ b+ 1, n+ c− b+ 1)

B(b, c− b)

· 1

B(m+ b+ 1, n+ c− b+ 1)

∫ 1

0

tm+b(1− t)n+c−beztdt

=
(b)m+1 (c− b)n+1

(c)n+m+2

Φ(b+m+ 1; c+ n+m+ 2; z)

yazılabilir. Bu son eşitlik (4.25) de yerine yazılırsa

e2pΦp(b; c; z) =
∞∑

m,n=0

(b)m+1 (c− b)n+1

(c)n+m+2

Lm(p)Ln(p)Φ(b+m+ 1; c+ n+m+ 2; z)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.18 Genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonu için

(
√
p)1−be3p/2Φp(b; c; z) =

(c− b) Γ(c)

Γ(b)

∞∑
m,n=0

Lm(p)
(
√
pz)n pm/2

n!
W b−1−n−m−2c

2
,n+m+b

2
(p)

(4.26)

(p ≥ 0, Re(c) > Re(b) > 0)

eşitliği geçerlidir [15].

İspat. (4.17) ile verilen

exp

[
− p

t(1− t)

]
= e−p exp

[
−p
t

]
(1− t)

∞∑
m=0

Lm(p) tm

eşitliği (4.22) integral gösteriminde yerine yazılırsa

Φp(b; c; z) =
e−p

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b exp
[
−p
t

]
ezt

∞∑
m=0

Lm(p) tmdt

=
e−p

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b exp
[
−p
t

] ∞∑
n=0

(zt)n

n!

∞∑
m=0

Lm(p) tmdt

olup, integral ile toplam yer değiştirilirse

epΦp(b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∞∑
m,n=0

zn

n!
Lm(p)

∫ 1

0

tn+m+b−1(1− t)c−b exp
[
−p
t

]
dt

(4.27)

bulunur. Diğer taraftan (3.24) eşitliğinde u = 1, ν = n + m + b, µ = c − b + 1,
β = p alınırsa∫ 1

0

tn+m+b−1(1− t)c−b exp
[
−p
t

]
dt = Γ(c− b+ 1) p(n+m+b−1)/2 e−p/2

·W b−1−n−m−2c
2

,n+m+b
2

(p)

dır. Bu son eşitlik (4.27) de yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

(
√
p)1−be3p/2Φp(b; c; z) =

(c− b)Γ(c)

Γ(b)

∞∑
m,n=0

Lm(p)
(
√
pz)npm/2

n!
W b−1−n−m−2c

2
,n+m+b

2
(p)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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4.3 GENİŞLETİLMİŞ APPELL HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLARI

Genişletilmiş birinci ve ikinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonları
sırasıyla

F1,p(a, b, c; d;x, y)=
∞∑

n,m=0

(b)n (c)m
Bp(a+m+ n, d− a)

B(a, d− a)

xn

n!

ym

m!
(4.28)

(max{|x|, |y|} < 1)

F2,p(a, b, c; d, e;x, y)=
∞∑

n,m=0

(a)m+n
Bp(b+ n, d−b)Bp(c+m, e−c)

B(b, d−b)B(c, e−c)
xn

n!

ym

m!
(4.29)

(|x|+ |y| < 1)

şeklinde tanımlanır [16].

p = 0 için genişletilmiş Appell hipergeometrik fonksiyonları klasik Appell
hipergeometrik fonksiyonlarına indirgenir.

Teorem 4.19 Genişletilmiş birinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu

F1,p (a, b, c; d;x, y)

=
1

B(a, d− a)

∫ 1

0

ta−1 (1− t)d−a−1 (1− xt)−b (1− yt)−c exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

(4.30)

(p > 0; p = 0 ve | arg(1− x)| < π, | arg(1− y)| < π; Re(d) > Re(a) > 0)

intgeral gösterimine sahiptir [16].

İspat.

(1− xt)−b =
∞∑
n=0

(b)n
(xt)n

n!

(1− yt)−c =
∞∑
m=0

(c)m
(yt)m

m!

eşitlikleri taraf tarafa çarpılırsa

(1− xt)−b(1− yt)−c =
∞∑

n,m=0

(b)n(c)m
(xt)n

n!

(yt)m

m!
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olur. Bu eşitlik (4.30) un sağ yanındaki integralde yerine yazılırsa∫ 1

0

ta−1(1− t)d−a−1 (1− xt)−b (1− yt)−c exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=

∫ 1

0

ta−1 (1− t)d−a−1 exp

[
− p

t(1− t)

] ∞∑
n,m=0

(b)n(c)m
(xt)n

n!

(yt)m

m!
dt

=
∞∑

n,m=0

(b)n(c)m
xn

n!

ym

m!

∫ 1

0

ta+m+n−1 (1− t)d−a−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=
∞∑

n,m=0

(b)n(c)mBp(a+m+ n, d− a)
xn

n!

ym

m!

= B(a, d− a)
∞∑

n,m=0

(b)n(c)m
Bp(a+m+ n, d− a)

B(a, d− a)

xn

n!

ym

m!

= B(a, d− a)F1,p(a, b, c; d;x, y)

elde edilir. Yukarıdaki işlemler sırasında, |x| < 1, |y| < 1 için
∞∑

n,m=0

(b)n(c)m
(xt)n

n!

(yt)m

m!

serisi düzgün yakınsak ve Re(d) > Re(a) > 0, p ≥ 0 için∫ 1

0

ta+m+n−1 (1− t)d−a−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

integrali mutlak yakınsak olduğundan, integral ile toplam işlemlerinin sırası değiş-
tirilmiştir.

Teorem 4.20 Genişletilmiş ikinci çeşit Appell hipergeometrik fonksiyonu

F2,p(a, b, c; d, e;x, y) =
1

B(b, d− b)B(c, e− c)

·
∫ 1

0

∫ 1

0

tb−1 (1− t)d−b−1 sc−1 (1− s)e−c−1

(1− xt− ys)a
exp

[
− p

t(1− t)
− p

s(1− s)

]
dtds

(4.31)

(p > 0; p = 0 ve |x|+ |y| < 1;Re(d) > Re(b) > 0,Re(e) > Re(c) > 0)

integral gösterimine sahiptir [16].

İspat.
∞∑
N=0

f(N)
(x+ y)N

N !
=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

f(n+m)
xn

n!

ym

m!
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formülünden [22]

(1− xt− ys)−a =
∞∑
N=0

(a)N
(xt+ ys)N

N !

=
∞∑

n,m=0

(a)m+n
(xt)n

n!

(ys)m

m!

bulunur. Bu eşitlik (4.31) in sağ yanındaki integralde yerine yazılırsa∫ 1

0

∫ 1

0

tb−1(1− t)d−b−1sc−1(1− s)e−c−1

(1− xt− ys)a
exp

[
− p

t(1− t)
− p

s(1− s)

]
dtds

=

∫ 1

0

∫ 1

0

tb−1 (1− t)d−b−1 sc−1 (1− s)e−c−1 exp

[
− p

t(1− t)
− p

s(1− s)

]
·
∞∑

n,m=0

(a)m+n
(xt)n

n!

(ys)m

m!
dtds

=
∞∑

n,m=0

(a)m+n
xn

n!

ym

m!

∫ 1

0

∫ 1

0

tb+n−1 (1− t)d−b−1 sc+m−1 (1− s)e−c−1

· exp

[
− p

t(1− t)
− p

s(1− s)

]
dtds

=
∞∑

n,m=0

(a)m+nBp(b+ n, d− b)Bp(c+m, e− c)x
n

n!

ym

m!

= B(b, d− b)B(c, e− c)
∞∑

n,m=0

(a)m+n
Bp(b+ n, d− b)Bp(c+m, e− c)

B(b, d− b)B(c, e− c)
xn

n!

ym

m!

= B(b, d− b)B(c, e− c)F2,p(a, b, c; d, e;x, y)

elde edilir. Yukarıdaki işlemler sırasında, |x|+ |y| < 1 için
∞∑

n,m=0

(a)m+n
(xt)n

n!

(ys)m

m!

serisi düzgün yakınsak, (Re(d) > Re(b) > 0, p ≥ 0) ve (Re(e) > Re(c) > 0, p ≥ 0)

için sırasıyla ∫ 1

0

tb+n−1 (1− t)d−b−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt∫ 1

0

sc+m−1 (1− s)e−c−1 exp

[
− p

s(1− s)

]
ds

integralleri mutlak yakınsak olduğundan, integral ile toplam işlemlerinin sırası
yer değiştirilmiştir.
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Teorem 4.21 Genişletilmiş birinci çeşit Appell fonksiyonu için

F1,p(a, b, c; d;x, y) =
1

B(a, d− a)

∞∑
n=0

g(b,c)n (x, y)Bp(n+ a, d− a) (4.32)

(p ≥ 0 ve |x| < 1, |y| < 1; Re(d) > Re(a) > 0)

eşitliği geçerlidir [15].

İspat. (4.30) da (2.25) eşitliği dikkate alınırsa

F1,p (a, b, c; d;x, y)

=
1

B(a, d− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)d−a−1 exp

[
− p

t(1− t)

] ∞∑
n=0

g(b,c)n (x, y) tndt

elde edilir. Burada |x| < 1, |y| < 1 için
∞∑
n=0

g(b,c)n (x, y)tn

serisi düzgün yakınsak ve Re(d) > Re(a) > 0, p ≥ 0 için∫ 1

0

ta+n−1(1− t)d−a−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

integrali mutlak yakınsak olduğundan integral ile toplam yer değiştirilirse

F1,p(a, b, c; d;x, y)

=
1

B(a, d− a)

∞∑
n=0

g(b,c)n (x, y)

∫ 1

0

ta+n−1(1− t)d−a−1 exp

[
− p

t(1− t)

]
dt

=
1

B(a, d− a)

∞∑
n=0

g(b,c)n (x, y)Bp(a+ n, d− a)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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