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OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.
Birinci béliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliim, tezin diger béliimlerinde kullamlacak olan bazi 6nbilgileri ve tanimlar:

igermektedir.

Uciincii boliimde, genisletilmis Beta fonksiyonunun tanimi verilmistir. Ayrica bu fonksi-

yonun bazi 6zellikleri ve diger fonksiyonlarla olan iligkileri incelenmigtir.

Dérdiincii béliimde, genisletilmis Beta fonksiyonu yardimiyla tanimlanan genigletilmis
Gauss hipergeometrik fonksiyonu, genisletilmig konfluent hipergeometrik fonksiyonu, genisletilmig

Appell hipergeometrik fonksiyonlar: ve bu fonksiyonlarin sagladigi bazi 6zellikler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Hipergeometrik fonksiyonlar, Ap-

pell hipergeometrik fonksiyonlari, Genigletilmis Beta fonksiyonu.



ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, deals with some preliminaries and auxiliary definitions which will

be used on the other chapters.

In the third chapter, definition of the extended Beta function are presented. Also,

connections with other functions and some properties of this function are examined.

In the fourth chapter, extended Gauss hypergeometric function, extended confluent
hypergeometric function, extended Appell hypergeometric functions which is defined in terms

of extended Beta function and some properties of them are given.

Keywords: Gamma function, Beta function, Hypergeometric functions, Appell hypergeomet-

ric functions, extended Beta function.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

I'(z)

I'y()

B(z,y)

By(x,y)

2 F1(a,b; ¢; 2)
F,(a,b;c;2)
®(a;c; 2)

D, (a;¢; 2)

W(a;sc; z)
Fi(a,b,c;d; z,y)
Fy(a,b,c;d,e;x,y)
F3(a,b,c,d;e;z,y)
Fy(a,b;c,d; z,y)

P y(a,b, ¢ d;r,y)
Fyp(a,b,e;d,e;x,y)
(A

: Gamma fonksiyonu

: Genigletilmis Gamma fonksiyonu

: Beta fonksiyonu

: Genigletilmis Beta fonksiyonu

: Gauss hipergeometrik fonksiyonu

: Genigletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu

: Birinci ¢esit konfluent hipergeometrik fonksiyonu
: Genigletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonu
. Ikinci cesit konfluent hipergeometrik fonksiyonu

: Birinci ¢esit Appell hipergeometrik fonksiyonu

. Ikinci cesit Appell hipergeometrik fonksiyonu

: Uciincii cesit Appell hipergeometrik fonksiyonu

: Dordiincii gesit Appell hipergeometrik fonksiyonu
. Genigletilmis birinci gesit Appell hipergeometrik fonksiyonu

Genigletilmig ikinci gesit Appell hipergeometrik fonksiyonu

: Pochhammer sembolii
: Macdonald fonksiyonu
: Whittaker fonksiyonu
: Laguerre polinomlar:

. Iki degiskenli Lagrange polinomlari
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1 GIRIS

Leonhard Euler (1707-1783) tarafindan tammlanan birinci gesit Euler in-
tegrali olarak da bilinen Beta fonksiyonu, 6zel fonksiyonlarin en 6nemlilerinden
biridir.

Bu fonksiyon giiniimiize kadar bir ¢ok matematik¢inin ilgi odagr olmus-
tur. Ozellikle son yillarda bu fonksiyonun genisletmeleri ile ilgili oldukca énemli
caligmalar yapilmigtir [4-6, 14-18, 24-26].

Bu tezde, 1997 yilinda Chaudhry ve ark. [4] tarafindan

B,(z,y) = /0 "1 (1 —t)y ! exp [_t(lp;—t)] dt
(Re(p) > 0; p=0 i¢in Re(z) > 0,Re(y) > 0)

seklinde tanimlanan genisletilmis Beta fonksiyonu ele alinmig ve agagidaki calig-

malar incelenmigtir.

Miller (1998) genisletilmis Beta fonksiyonunun klasik Beta fonksiyonu,
Whittaker fonksiyonu, Laguerre polinomlar1 ve ¢arpimlarini igeren seri temsil-

lerini elde etmigtir.

Chaudhry ve ark. (2004) genisletilmig Beta fonksiyonu yardimiyla genisle-
tilmig Gauss hipergeometrik fonksiyonunu ve genisletilmis konfluent hipergeomet-
rik fonksiyonunu tanimlamiglardir. Ayrica bu fonksiyonlarin integral gosterim-
lerini, tiirev formiillerini, bazi doniisiim formiillerini ve rekiirans iligkilerini in-

celemiglerdir.

Ozarslan ve Ozergin (2010) genisletilmis Beta fonksiyonu yardimiyla Ap-

pell” in ilk iki fonksiyonunun genigletmelerini ve integral gosterimlerini vermislerdir.

Ozarslan (2012) yukarida bahsedilen genisletilmis hipergeometrik fonksi-
yonlarin Gauss hipergeometrik fonksiyonu, konfluent hipergeometrik fonksiyonu,
Whittaker fonksiyonu, Lagrange polinomlarini, Laguerre polinomlarini ve garpim-

larini igeren seri temsillerini sunmugtur.



2 TEMEL KAVRAMLAR VE ON BILGILER
2.1 GAMMA FONKSIYONU

Gamma fonksiyonu
I'(z) = /00 t*~letdt, Re(z) >0 (2.1)
0
genellestirilmis integrali ile tanimlanir ve
I'(z+1)==2I(2) (2.2)
rekiirans bagintisini saglar.

Bu rekiirans bagintisi kullanilarak, gamma fonksiyonu z = 0, -1, -2, ...

harig reel kismi negatif olan kompleks sayilara
['(z+n)

o s ey perap—y
(Re(z) > —n, neN, zeC\Z,; Z, =7 U{0})

esitligi yardimiyla genisletilir [1,13].
2.2 BETA FONKSIYONU

Beta fonksiyonu

B(z,y) = /Olt”f—l (1 —t)¥tdt (2.3)

(Re(x) >0, Re(y) >0)

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Bu tanima es deger olarak

Bla,y) = 2 / " (sin 0)271 (cos 0)2~1dp
0

(Re(z) >0, Re(y)>0)

ve

oo} uz—l
B = —d
(xay) A (1+u)x+y u

(Re(z) > 0, Re(y)>0)



yazilabilir. Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi ise

I'(z) I(y)
[z +y)

(r,y #0,—1,-2,...)

seklindedir. Ayrica (2.4) egitliginden kolaylikla goriilebilir ki

B(z,y) = (2.4)

B(z,y) = B(y, z)

olup, bu esitlik Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi olarak adlandirihir [1,22].

Tanim 2.1 A eC i¢in Pochhammer sembolii
AN = AA+1)...(A+n—1), neN
(Mo =1

seklinde tanimlanir [2].

Ayrica Pochhammer sembolii Gamma fonksiyonu kullanilarak X, v € C igin

(A +v)
Ay = W

seklinde de yazilabilir [23].

Np = NU {0} olmak tizere n, k € Ny i¢gin Pochhammer sembolii agagidaki
ozelliklere sahiptir |2, 22].

(Vs = N A+ ) 2.5

(Nan = (3), (242) 2 (2:6)
(=1)* n!

(~n)i = {Ow-kﬂ e 2.7

2.3 GAUSS HIPERGEOMETRIK FONKSIYONU

c#0,—1,—2,... olmak tlizere Gauss hipergeometrik fonksiyonu
N (@)a(b)n 2
o Fi(a, by c; 2) = nz:; o (2.8)

serisi ile taniumlanir ve

d
—i—[c—(a—l—b—i—l)z]—y—abyzo

d
2(1—2) 7

%y
dz?



hipergeometrik denkleminin bir ¢éztimiidiir. Bazen 5 F(a, b; ¢; z) yerine F(a, b; ¢; 2)
gosterimi de kullanilir. Gauss hipergeometrik fonksiyonu

1 1
[ N1 =) (1 = 2t) e 2.9
oern ) TR (R (2.9
(Re(c) > Re(b) > 0; |arg(l — z)| < m)

F(a,b;c;z) =

integral gosterimine sahip olup,

d* o) — () (O et ke
@F(&,ZLC,Z)—WF(G+k,b+k,C+k,Z), k’ENO (210)

tirev formiiliinii,

Fla,b;c;z) =(1—2)"F (“> c—bic %)
Z J—

z
=(1—2)"F(c—a,bc
-9 (e-abe )
—(1 -2 F(c—a,c—Db;c;2)

doniigim formiillerini ve Gauss formiilii olarak bilinen

I'(e)T(c—a—10)

F(a,b;c;1) = 2.11
(Re(c—a—10) >0; ¢#0,—1,-2,...)
esitligini saglar. Ayrica n =0,1,2, 3, ... olmak iizere
—-n —n+11 -n —n+1
Fl— —— 51—t =2""F|— ;1 —n; 2.12
S ] ST e

dir.
Gauss hipergeometrik fonksiyonu ile yukaridaki ézellikleri ve daha pek ¢ok
ozelligi igin [1-3,8,20,22,27] nolu referanslara bakilabilir.

2.4 KONFLUENT HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARI

c# 0,—1,—2,...olmak lizere birinci ¢esit konfluent hipergeometrik fonksi-

yonu
R S ()P
lFl(b7cv'Z> _HZ:O (C)nmj |Z‘ <0 (213)
serisi ile tanimlanir ve
d*y dy
z@—i-(c—z)%—bz:() (2.14)



konfluent hipergeometrik denkleminin bir ¢6ztimiidiir. Bazen 1F)(b;c;2) yerine

O (b; c; z) veya M(b;c; z) gosterimleri de kullanilir.

Konfluent hipergeometrik fonksiyonu

1 1
db;c;2) = ———= 711 — 1) et dt 2.1
ie2) = e | P (2.15)

(Re(c) > Re(b) > 0)
integral gosterimine sahip olup,

d* (0)x
wq)(b, C; Z) = @(I)(b—Fk,C—i—k, Z), kENO (216)

tiirev formiiliinii ve birinci Kummer doéniisiimii olarak bilinen
O(b;c;z) =€ P(c—b;¢;—2) (2.17)
esitligini saglar.
(2.14) konfluent hipergeometrik denkleminin diger bir ¢oziimii ise

U(b;c;z) =

1+0—ol(c) T2 —c)

7r l O (b; c; 2) L1 +b—c¢2—¢;2)
I'(

sin e

seklinde tanmimlanir ve ikinci gegit konfluent hipergeometrik (Tricomi) fonksiyonu
olarak adlandirilir. Bazen W(b;c; z) yerine U (b;c; z) gosterimi de kullamilir. Bu

fonksiyon

U(b;c;z) = tb_l(l + t)c_b_le_tht

L) Jo
(Re(b) >0, Re(z) >0)

integral gosterimine ve

k

ﬁ\D(b; c;z) = (=1)F (0)p¥(b+ k;c+ k; 2), keN

tiirev formiiliine sahiptir. Ayrica
U(byc;2) =2""U(1+b—c¢;2—¢;2)

doniigiim formiilii saglanir.

Konfluent hipergeometrik fonksiyonu hakkinda daha fazla bilgi ve 6zellik
i¢in [1,2,8,12,22,27| nolu referanslara bakilabilir.
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2.5 GENELLESTIRILMIS HIPERGEOMETRIK FONSIYONLAR

Genellegtirilmig hipergeometrik fonksiyonlar

n

d (a1)n(a2)n .. (ap)n 2
qu(alaaa"')ap;ﬁbﬁw"aﬁq;z): — (218)
’ ? % (ﬁl)n(ﬁ2)n s <6q)n n'

ile tamimlanir. Burada p ve ¢ sifir ya da pozitif bir tamsay1, o; (1 =1,2,...,p)

ve B; (7=1,2,...,q) kompleks parametreler olup, §; # 0, —1, -2, ... dir.

(2.18) de p = 2,q = 1 alnirsa

I s e
2Fi(an, ag; P15 2) = Flan, ag; fr; 2) = nzzo (B1)n n!

Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve p = ¢ = 1 alinirsa

[e.9]

1F (s Br; 2) = @(aa; Br; 2) = M(au; fr; 2) Z

n=0

3

1

3

konfluent hipergeometrik fonksiyonu elde edilir.

(2.18) deki seri
i) p<gqise |z] < oo igin yakimsak
ii) p=gq+1ise|z| <1 igin yakinsak
iii) p> g+ 1ise z =0 hari¢ tiim z ler i¢in raksak
dur.

Ustelik (2.18) deki seri p = ¢ + 1 durumunda |z| = 1 cemberi iizerindeki

noktalarda,
q p
w=2 8->
j=1 j=1

olmak iizere, Re(w) > 0 ise mutlak yakinsak, Re(w) < —1 ise wraksak olup,
—1<Re(w) <0 ise z = 1 harig kogullu yakinsaktir.

Genellegtirilmig hipergeometrik fonksiyonlar

qu(alaa% s 7ap;617/827 s 7/611;2)
1

- —/ tor—le—t 1 Fy(ag, ... 0 B, Ba, ..., By 2t)dt, Re(ay) >0
[(a1) Jo

6



qu<a17a27"'7Oép—17b;617627"'7ﬁq—lac;z)
1 1
:m/ tb_l(]_—t)c_b_l p_qu_l(ozl,...,ozp_l,ﬁl,...,ﬁq_l;zt)dt
s & 0

(Re(c) > Re(b) > 0)
integral gosterimlerini ve

dk
w qu<Oél,OZQ, Ce ’Olp;ﬁl, .. '75(1; Z)

B (CYl)k e (ap)k F

Bk - (B "

tirev formiiliinii saglar.

(g +k,ao+k,...;,0p+k; 81+ k,....,0,+k; 2), ke Ny

Genellestirilmig hipergeometrik fonksiyonlar hakkinda daha fazla bilgi i¢in
[2,3,7,21,22,27| nolu referanslara bakilabilir.

2.6 APPELL HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARI

Tek degigkenli hipergeometrik fonksiyonlar teorisindeki biiyiik geligim, de-
gigken sayis1 arttirilarak benzer bir teorinin ortaya ¢ikmasini tesvik etmistir. P.
Appell 1880 yilinda iki Gauss fonksiyonunun c¢arpimindan yola gikarak birinci,

ikinci, ti¢iincii ve dordiincii ¢esit Appell hipergeometrik fonksiyonlarini sirasiyla

m

I Ve e A

n=0 m=0

Fy(a,b,c;d,e;x,y) = i i (@min (O)n ()m x_n ﬁ (2.20)

Fs(a,b,c,d;e;x,y) = i i (@) O () (D) 2 Y™ (2.21)

it (€)man n! m)!

(max{[z|, [y[} < 1)

Fy(a,b;e,d;z,y) = i i M x_ y_ (2.22)



seklinde tanimlamigtir.

Appell fonksiyonlar1 ve 6zellikleri hakkinda daha fazla bilgi igin [3,8,12,22,27|

nolu referanslara bakilabilir.
2.7 LAGUERRE POLINOMLARI

Laguerre polinomlari

(a+1),

e =t
n.

1Fi(—n;a+1; 2), n € Ny (2.23)

olarak tamimlanir. Bu polinomlar (2.13) ve (2.7) esitliklerinin dikkate alinmasiyla

LE@(z) = (@ + D 3 ((—n)k Z

n! =0 a + 1>k k!

_ (a+1), i (=1)Fn! 2"
(

nl = (a+ 1) (n— k) k!

—1DF (a+1), 2F
=Z(( J (ot 1)

w— (D*T(a4+n+1) 2
_Z(n—k)!f‘(a—l—k—i-l)H

S0 0)

seklinde de yazilabilir. Bu polinomlarin ilk dordiiniin agik ifadesi

Lga)(z) =—z24+a+1

L(z) = % (22— 2a+2)z + (a+ 1)(a +2)]
L(z) = —é 2%~ 3(a +3)2 + 3(a + 2)(a +3)z — (a+ 1)@+ 2)(a+3)]

dir. Laguerre polinomlari,

= t
Y L) = (1 -1 exp {—12 t] , It < 1 (2.24)
n=0

seklinde bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahip olup,
d?y dy
z@—f—(oﬂ—l—z)%any:O

Laguerre diferensiyel denklemini saglar.



Ayrica a = 0 6zel halinde, Lo yerine kisaca L,, gosterimi kullanilir, yani
LO(2) = Lo(2) = 1Fi(—n;1;2)
dir.

Laguerre polinomlar1 hakkinda daha fazla bilgi ve ozellik igin [2,9,12,19]

nolu referanslara bakilabilir.

2.8 LAGRANGE POLINOMLARI

Iki degiskenli polinomlar ailesinden olan gq(za’ﬁ )(a:, y) Lagrange polinomlari
L—at) (L —yt) P = gl*D(ay)t" (2.25)
n=0

(It| < min{|2| =" [y|7"})
dogurucu fonksiyon bagintisi yardimiyla tanimlanmaktadir. Bu dogurucu fonksiyon

bagintis1 kullanilarak g,(la’ﬂ ) (z,y) Lagrange polinomlar1 agagidaki sekilde bulunur:

(1-at) =Y ((z)!"(xt)”, xt] < 1

(- =3 Dy il <1

n=0

~~

esitlikleri taraf tarafa carpilir ve ikinci tarafta Cauchy carpimi uygulanirsa

i k! (n—k)!
-y [ iiress y] v ew

elde edilir. (2.25) ve (2.26) esitliklerinden
- - (a)k (6)71*]6 k, n—k| n _ - (a,8) n
Z[me y = gl )t
n=0 [ k=0 n=0

olup, t" nin katsayilarmin esitlenmesiyle gff’ﬁ ) (x,y) Lagrange polinomlar

g,(f"m (z,y) = Z (l:>(kn(€)rl;;c xkynfk (2.27)

seklinde elde edilir [10,11,22].



2.9 GENISLETILMIS GAMMA FONKSIYONU

Genigletilmis Gamma fonksiyonu

L(2) = /000 t*~! exp [—t - Zﬂ dt (2.28)

(Re(p) > 0; p=0,Re(z) > 0)

seklinde tanimlanir ve

Fp(z+1) =2T,(2) +ply(z—1)
Ly(—2) = p Tyl2), Re(p) > 0

ozelliklerine sahiptir [6].

p = 0 icin genigletilmis Gamma fonksiyonu, klasik Gamma fonksiyonuna

indirgenir.

10



3 GENISLETILMIS BETA FONKSIYONU

Bu boliimde genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanan Beta fonksiyo-
nuna ekstra bir p parametresi eklenerek tanimlanan genisletilmis Beta fonksiyo-
nu ele alinacaktir. Ayrica bu fonksiyonun bazi 6zellikleri, integral gosterimleri,

seri gosterimleri ve diger 6zel fonksiyonlarla iligkileri verilecektir [4, 6, 14 |.

Tanim 3.1 Genigletilmis Beta fonksiyonu

B,(z,y) = /1#‘—1 (1— 1) exp {—t(lp_ t)} dt (3.1)

0
(Re(p) > 0; p=0 i¢in Re(z) > 0,Re(y) > 0)

seklinde tanimlanir [4].

Genigletilmig Beta fonksiyonu

By(x,y) = Byy, x) (3.2)

simetri 0zelligi bagta olmak {izere klasik Beta fonksiyonunun birgok 6zelligini tagir

ve p = 0 i¢in klasik Beta fonksiyonuna indirgenir.
3.1 BAZI OZELLIKLERI

Teorem 3.2 Genigletilmis Beta fonksiyonunun p parametresine gore tiirevleri

%BP(L y) = (=1)"B,(x —n,y —n) (3.3)
(Re(p) > 0,n € Np)

esitligini saglar.

Ispat. Tiimevarim yontemi kullamlarak yapihr. n = 0 icin (3.3) agikardir. (3.1)

in her iki yaninin p parametresine gore tiirevi alinirsa

e = g { [ a0 e [t )

— /Oltf—l (1—75)?/—1(% {exp [_t(1p—t)]}dt

= — /OltH (1—1t)V? exp {—ﬁ} dt
= —By(z—1,y—1) (3.4)

11



bulunur ki, bu n = 1 igin (3.3) esitliginin dogru oldugunu gosterir. Simdi (3.3)
esitliginin n = k i¢in gegerli oldugunu kabul edelim, yani
ak
g Be(0:9) = (F)"By(z —ky — ) (3.5)
esitligi saglansin. (3.5) in her iki yanimn p paramatresine gore tiirevi alimir ve
(3.4) kullanilirsa
ak+1

0
At — [(=1)*By(x — k,y — k)]

dp
a
= (—1)f apr By(z —k,y — k)
= (-)"'B(x —k—1,y—k—1)

Bp(xa y) =

elde edilir ki, bu da (3.3) esitliginin n = k 4+ 1 iginde dogru oldugunu gosterir.

Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 3.3 Genigletilmis Beta fonksiyonu
By(z,y +1) + Bp(z + 1,y) = By(,y) (3.6)

bagintisini saglar.

Ispat. (3.1) integral gosteriminin kullamlmasiyla kolayca

By(z,y+ 1)+ By(z+1,y) = /0 " (1 —1)Y exp {_t(lp— t)l “

oo {‘mp—w] “

[ ol g
:/O DY (1= ) Y exp {—t(lp_t)}dt
- [ ety [ty @

— tél(txl)(l — )1 exp [_t(lp— t)} dt
= B,(z,y

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. m

(3.6) da p = 0 alimirsa klasik Beta fonksiyonu i¢in
B(z,y+1)+ Bz +1,y) = B(z,y)

bagintisi elde edilir.

12



Teorem 3.4 Genisletilmis Beta fonksiyonu

n

By(o,—a—n) = Z (Z) By(a+k,—a — k), n € Ny (3.7)
k=0

toplam formiiliinii saglar.

Ispat. n iizerinden tiimevarimla yapilir. n = 0 icin (3.7) agikardir. (3.7) de

r=avey=—a—1alnrsa

B,(a,—a —1) = By(a,—a) + By(a +1,—a — 1)

_ ; @)Bp(a Yk —a—k)

elde edilir ki, bu da n = 1 igin (3.7) esitliginin dogru oldugunu gosterir. (3.7)

esitliginin n = m i¢in gegerli oldugunu kabul edelim, yani

L (m
By(o,—ar—m) =) (k>Bp(a+k, —a —k) (3.8)
k=0
saglansin. (3.7) de z = a ve y = —a — m — 1 alinirsa

By(a,—a—m —1) = By(or, —a —m) + By(a+1,—a—m — 1)
elde edilir. Son esitlikte (3.8) kabulii kullanilirsa

B,(a,—a —m — 1)

:i<7Z)Bp(oz—|—k,—a—k)+zm:(Z)Bp(oz+k+l,—a—k—1)
(

f)Bp(a—i-k,—a—k)—i—Z <kT1>Bp(oz+k,—a—/€)

k=1

= By(a, —a) + i (7;;) By(a+k,—a — k)

L (mA1
= By(a, —a)—{—;( f )Bp(a—i—k, —a—k)
+ B(a+m+1,—a—m—1)

m+1
1
= Z (m; )Bp(a+k, —a—k)
k=0

bulunur. Bu da (3.7) esitliginin n = m+1 i¢inde dogru oldugunu gosterir. Boylece

ispat tamamlanir. m
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Teorem 3.5 Genisletilmis Beta fonksiyonu

By(z,y) =Y _ By(x+n,y+1), Re(p) > 0 (3.9)

n=0

toplam formiiliinii saglar.

Ispat. (1 — )Y~ ifadesinin

(1—-t)¥t=01-1tyY it"

seklinde yazilabilecegi (3.1) de dikkate alinirsa

B,(z,y) = /Oltf“ (1—t) g)t” exp {_t(1p—t)1 dt

{/Olt””—l (1 —1)Y exp {—t(lp;_t)} dt}

By(x+n,y+1)

M 20

3
Il
=)

elde edilir. m

Teorem 3.6 Genisletilmis Beta fonksiyonu

— (Y)n
n!

By(z,1—y) = B,(x +n,1), Re(p) >0 (3.10)

n=0

toplam formiiliinii saglar.

Ispat. (3.1) den

Bp(x,l—y):/olt"”_l (1= 1) exp [—mp_t)} dt

olup, burada

(==Y

seri acilimi kullanilirsa

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. m
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3.2 INTEGRAL GOSTERIMLERI

Teorem 3.7 Genigletilmis Beta fonksiyonu agagidaki integral gosterimlerine sahip-

tir.
/2
B,(x,y) = 2/ (cos 0)**!(sin 6)* ! exp[—p sec® @ csc? H]db, (3.11)
0
By(x,y) = e /OO e ut 2| du (3.12)
= e X _ _ )
p 7y 0 (1 + U)m+y p p U )
1—z— ' z—1 -1 4p
By(z,y) =27 [ (14+u) (1—u)’" exp |— 2 du, (3.13)
—1 —
By(z,y) = (c—a)™*¥ /C(u —a)" e—u)¥texp |- (c—a)* du
neee ' e -]
(3.14)
B 1 o /w u:rfl _’_uyfl B 1
By(z,y) = 5¢ N exp | —plu+ du, (3.15)
o [P exp[(z —y)t — 4p cosh® ¢]
B = gl-a=y dt 1
P(x7y) /OO (COSht)x—’_y (3 6)
e [ exp[—(z —y)t —4p cosh® ¢
B = 217"y 1
p(2,) /_ . Cosh )77 dt (3.17)
ay [ coshl(z —y)1]
»(7,9) /_Oo (cosh 1)+ exp(—4p cosh” t)dt (3.18)

(Re(p) > 0; p=0 i¢in Re(z) > 0, Re(y) > 0)

Ispat. (3.1) integral gosteriminde; t = cos? 6 doniigiimii yapilirsa (3.11), t = S
déniigtimii yapihrsa (3.12), t = 5% doniistimii yapihrsa (3.13) ve ¢ = “=2 déniigiimii
yapilirsa (3.14) elde edilir. (3.15) in ispati i¢in genisletilmis Beta fonksiyonunun

simetri 6zelliginden dolay1
2By(w,y) = Bp(2,y) + By(y, x)

yazilabilecegini dikkate almak ve esitligin sag yaninda (3.12) integral gosterimini
kullanmak yeterlidir. (3.13) de u = tanh¢ doéniigiimi yapilirsa (3.16) elde edilir.
(3.17) integral gosterimi (3.16) dan kolayca elde edilir. (3.16) ve (3.17) taraf
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tarafa toplanirsa

2B, (v, y) = 2 /

—00

°° cosh|(x — y)t]

(cosht)z+y exp(—4p cosh? t)dt

0o hi(z — o)t
_ 22—x—y2/ % exp(—4p cosh? t)dt
0

olup, bu esitligin her iki yaninin ikiye boliinmesiyle (3.18) elde edilir. =

Teorem 3.8 Genigletilmis Beta fonksiyonu

1
4 — — I 1

B,(z,y) = 21_””_@’/ (1 — )" 2exp ol y’ ToYT ; dt
0 ¢ 2 2 Y

(3.19)

integral gosterimine sahiptir.

Ispat. Genisletilmis Beta fonksiyonunun (3.13) integral gosteriminde gerekli
diizenlemeler yapilirsa

1

4
B,(z,y) = 21_$_y/ (14 u)*Y (1 —u?)?! exp {—1 b 2} du
—u

-1

elde edilir. Burada (14 w)*~¥ nin binom agilimi kullanilip integral ile toplam yer

degigtilirse
1 (@ k
_ ol—a— (=" 2\y—1 4p
By(z,y) =2 y/_l {;?:o(y — Tk U } (1 —u”)?"" exp {—1 — uz] du
_ ol-a— . (=D* [t 2\y—1 4p
=27 E (y — )k X /_lu (1 —u”)?"" exp Y du

k=0

elde edilir ve

1 1 - u2
oldugundan
4
B,(z,y) = 22_x_y 2k/ u® (1 —u?)~ ! exp {— b 2] du
4
= 22_75_?/ 2k/ u® (1 —u®)Y~ ! exp {— d ]du
1 —u?
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yazilabilir. (3.20) de 1 — u? = ¢ doniigiimii yapildiktan sonra toplam ile integral

yer degistirilirse

1-z—y - (y—l’)g ! y—1 k—% 4p
By(z,y) =2 g T i /0 7" (1—1t)""2 exp [_T] dt (3.21)

e e e [ ] (S 0L

k=0

elde edilir. Pochhammer semboliintin (2.6) daki 6zelligi kullanilirsa

! 4p] | = (55 (5
By(z,y) = 213”9/ v (1 —t) "2 exp [——} 2 2 (1—t)% 3 dt
: 0 t kzzo (3)x (L
' 4p] o= (5 (55 ) (1= 1)
= 21—35—9/ (1 —t) Y 2exp {——} 2 2 dt
0 ( ) t kz:% (3 k!
! 4dp y—r y—x+1 1
= 21_””_9/ (1 — t)_1/2 exp [——] F [ , s—;1— t} dt
0 ( t 2 2 2

bulunur. Burada genisletilmig Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi dikkate alinirsa

1
4 — — 11
B,(z,y) = 21_””_3”’/ (1 — )" 2exp ol y’a: Y e I A
. / 2 2 2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonucg 3.9
! 4 —n —n+1
By(z,24+n) = 2_2$/ 271 (1 —t)"Y%exp [——p] F [—n, nt 01 —m; t} dt
. ; 27 2
(3.22)
! 4 —n —n+1
B,(x,x —n) = 22"_2”/ (1 — )"V 2exp [__p] F [—n, nt i1 —m; t} dt
) / 2 2
(3.23)

Ispat. (3.19) day = z 4+ n (n € Ny) almirsa

1
4 n —n+1 1
By(z,x+n) = 212“"/ 771 (1 — )" V2 exp {—TP} F [—n Al t} dt
0

olup, (2.12) nin kullamlmasiyla (3.22) elde edilir.

(3.22) de x yerine x — n alinir ve genisletilmis Beta fonksiyonunun simetri

ozelligi kullamlirsa (3.23) elde edilir. m
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3.3 SERI GOSTERIMLERI

W .(2) Whittaker fonksiyonu olmak {izere
/0 tu—l(u _ t)u—le—ﬁ/tdt _ F(u)ﬁ(”_l)/zu(2“+”_1)/26_5/2“W(1,2M,,,)/27,,/2 (g)
(3.24)

(Re(p) > 0, Re(B) >0, u>0)

esitligi saglanir [12]. Simdi bu esitlik kullanilarak asagidaki teoremler ispat-

lanabilir.
Teorem 3.10
(3] 1 k
1 — -z, (z— (__\/]_)) n—k
By(z,24+n) = énﬁe pg-wple=1)/2 2 ﬁ i W,ITH,ITHC(‘lp)
(3.25)
1 2 2 [%] (_l\/ﬁ)k n—k
Bp(x’ €T — n) — 5”\/%6_ p2n—xp(x—n—1)/ kZ:O ﬁ ( k )W_ x+§—n7x+§—n (4p)
(3.26)
Burada
. 5, ncift ise
3] -
”T_l, n tek ise
dir.

Ispat. (3.22) de Gauss hipergeometrik fonksiyonunun (2.8) seri gésterimi kul-

lanilirsa

1 ap] L (C(,
B =9 % N1 — ¢ —1/2 - ~ 27 2 Tk gt
oaem =2 [y exp{ t}kz e

bulunur. Burada toplam ile integral yer degistirilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

[

} n —n+1 1
1z 1
k—0 (1 - n)k k 0 t

NIE

(3.27)

elde edilir. (3.24) egitliginde u =1, v=x+k, p= %, B = 4p alinirsa

1
4
/ thra=1(] — $)=1/2 exp [_TP} dt = \/EQk”*lp(k”*l)/Qe*sz_%k,%(4]9)
0
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olup, bu esitlik (3.27) de yerine yazilirsa

3

By(x,x +n) = /me P2 e ple=1/2

bulunur. Son olarak

COCE Ly (0

(1—mn)y K n—k
esitligi dikkate alinarak (3.25) elde edilir.

(3.25) de x yerine x — n alinir ve genisletilmis Beta fonksiyonunun simetri

ozelligi kullamlirsa (3.26) bulunur. m

Teorem 3.11

By(w,y) = Vm 27 pW 2 ey

k=0

Ispat. (3.24)deu=1,v=y, u= % + k, B = 4p alimrsa

! 4 1
/ (1 — t)k—% exp {_TP} dt=T (5 + k;) p(y—l)/22y—1 e 2p W,%,k,%(llp)
0
olup, bu esitlik (3.21) de kullanilirsa
ey (y — @)a, ' -1 k—1 dp
By(z,y) = 2'7*7¥ [ V7 (1—t)"2 exp |——| dt
g ; (W2 Jo t
= (y — 1
— 9l-z—y MI‘ (_ + k) W=1/29y=1 =20}/ , . 4 (4
kzzo (1o 5 D s k:,2< p)
= (y — 1
— 2756 (yfl)/Q —2p (y I>2k1—\ - k W v v 4
p € Z (1)ak 2" ~4-eg(19)
k=0
bulunur. (2.6) ozelligi dikkate alinirsa
e ey o (5 (e (1
By(z,y) = 2 Tpy=1)/2 o=2 2 2 Clz+Fk) W_u_su(4p)
! kZ:O (3)k (L) 2 2
o) u) (y—x-i-l)k 1
= 27 7p=1/2 o=2p ( 2 Jk 2 r (— W_y_s(4
p kz:; (L)r Y—k 2( p)

= /r 27 oplv= /2 =2 Z

k=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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Sonug 3.12

=[x — 1
By(x,y) = 27pW D2y (‘T y)r (— + k) Wy ru(dp)  (3.30)
k=0
Ispat. (3.29) da

—_ y—z y—z+1 y—T y—z+1
(iv y):( )Ii( ; )k:ﬁ(z)lk( 7k
2k ($)k k! [ (3+k) k!

esitligini dikkate almak yeterlidir. m

Sonug 3.13

2L (—1), (75
Bp(ﬂf,fl?—l-n) _ \/%eprQfmfnp(mfl)/QZ 2’k 2

k=0

2L (), ()

By(x,x —n) = /e 2 plen-1/2 Z

k=0

EW_s_rz(4p) (3.31)

2

W _son 20 (4p)

(3.32)

Ispat. (3.29) da genigletilmis Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi dikkate alinirsa

-y (z—1)/2 _—2p - (%)k (I_Tyﬂ)k
By(z,y) = V727V p ey o Wz r:(d4p) (3.33)

k=0

|8

bulunur. n € Ny olmak iizere (3.33) de, y = x + n alinarak (3.31) ve (3.31) de «

yerine x — n alimarak (3.32) kolayca elde edilir. m

Teorem 3.14
B,(z,y) = e Z B(x +m+1,y+n+1) L,(p) L.(p) (3.34)
m,n=0

(Re(p) > 0,Re(x) > —1, Re(y) > —1)

Ispat. (2.24) dogurucu fonksiyon bagmtisi, a = 0 i¢in

1

pt o0
——exp |———| =) La(p)t", <1 3.35
1_teXP{ 1_4 2 (p) ] (3:35)

seklinde yazilabilir. Burada ¢ yerine 1 — ¢ alinirsa

exp [-@} _ t;Ln(p)u o 0<t<2

exp [Jﬂ =Pty Lu(p) (1 1) (3.36)



bulunur. Burada da ¢ yerine 1 — ¢ alinirsa

exp [—%t} =1 -1)Y L)t <1 (3.37)

m=0

elde edilir. O halde (3.36) ve (3.37) den

P 1p—t } - [_]ﬂ P [_&}
{ (1-1)

= > Lo(p) Ln(p) " (1 =)™, 0<t<1

(3.38)

yazilabilir. Bulunan bu esitlik genigletilmis Beta fonksiyonunun (3.1) integral

gosteriminde yerine yazilirsa

B,(z,y) :/Olﬂ—l (1— )" exp {—t(lp_t)}dt

1 o0
- / E1 =) N La(p) Lan(p) £ (1 — 1)
0

m,n=0
o0 1
=T S L) Lulp) [ (L 0
m,n=0 0
= e Z L,(p) Ln(p)B(x+m+1,y+n+1)
m,n=0

bulunur. Bdéylece ispat tamamlanir. m

Teorem 3.15

By(w,y) = Dy + 1)p=2e™2 Y p" L)W (1) sim 4n (p) (3.39)
m=0

(Re(p) > 0, Re(x) > —1, Re(y) > —1)

ispat .

o || o [ 25 e [ -1

yazilabilir. Burada (3.35) dikkate alinirsa

o {‘tup—t)] - {‘M}

1= L)t

=0
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bulunur. Bulunan bu esitlik genigletilmis Beta fonksiyonunun (3.1) integral gos-

teriminde yerine yazilirsa

By(z,y) = /01 #2711 — ) exp {—t(lp_t)} dt

_ /01 #2711 — )L exp [—p“: t)} (L)Y Lyn(p) t™dt

m=0

1
0

— epgo/;m(p) / $24m=L(] _ $)¥ exp [Jﬂ dt (3.40)

ifadesine ulagilir. (3.24) egitliginde u =1, 8 =p, v =x+m, p =y + 1 alinirsa

2 0 2

1
x+m—1/1 _Z_) _ (z+m—1)/2 —p/2
/0 t (1 t)yexp[ t} dt =T(y+1)p e PIW_ (1) st 2 (D)

olup, bu esitlik (3.40) da yerine yazilirsa

By(z,y) =T(y + 1)p(z_1)/26_3p/2 Z pm/sz (p)W_(er;)_m ztm (D)

m=0

bulunur. Bdéylece ispat tamamlanir. m
3.4 BAZI OZEL FONKSIYONLARLA ILISKISi

Teorem 3.16 Genisgletilmis Beta fonksiyonu ile genigletilmis Gamma fonksiyonu

arasinda
Ip(a) Tp(B) = 2/ pRlath)=1 g=r? B2 (o, B)dr (3.41)
0

(Re(p) > 0; p=0 igin Re(a) > 0, Re(5) > 0)
seklinde bir iligki vardir.

Ispat. Genisletilmis Gamma fonksiyonunun (2.28) integral gosteriminde ¢ = x?

doniigiimii yapilirsa

elde edilir. Dolayisiyla
= s p
[y(B8) = 2/0 v exp {—yQ - E} dy

yazilabilir. Bu iki ifade taraf tarafa carpilirsa



bulunur. Burada x = rcosf, y = rsinf kutupsal koordinatlarina gegilir ve

genigletilmig Beta fonksiyonunun (3.11) integral gosterimi dikkate ahinirsa

oo pm/2 ) —p/TQ
() Tp(B) = 4/ / r2 @)=L (cos 0)22(sin 0)*~te ™ exp [—} dfdr
o Jo

cos?2 A sin® 6
o w/2
- 2/ p2latB)=1,—r {2/ (cos 9)2“_1(sin 9)25_1 exp [—% sec? 6 csc? 9} dﬁ}dr
0 0 "

= 2/ rz(o‘w)_le_TQBp/rz(a,B)dr
0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

Sonug 3.17 (3.41) de p = 0 alimirsa klasik Beta fonksiyonu ile klasik Gamma
fonksiyonu arasindaki (2.4) iligkisi elde edilir.

Teorem 3.18
| v By =) B+ syt 9 (3.42)
0
(Re(s) > 0, Re(xz +s) >0, Re(y + s) > 0)

Ispat. (3.1) in her iki yam p*~! ile carpilir ve (0, 00) araliginda p ye gore integ-

rallenirse

bulunur. Diger taraftan

frmeo ) @

integralinde p = ¢ (1 — t) u doniiglimii yapihirsa

> s—1 b s s > s—1_—u
p’rexp |———— | dp=t’(1—1t / u’ e Y du
/ | w-ra-o
=t (1—t)°"I(s), Re(s) >0,0<t<1

elde edilir. Bu ifade (3.43) de yerine yazilirsa
00 1
/ P By (@, y)dp — / (1 — 4971 4 (1 — £)°T(s)dt
0 0

1
= F(s)/ (1 — )yt dt
0
=I'(s) B(x + s,y + s), Re(z +s) >0, Re(y+s) >0
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bulunur. Bdéylece ispat tamamlanir. m

Sonug 3.19 (3.42) de s = 1 alinarak genisletilmis Beta fonksiyonu ile klasik Beta

fonksiyonu arasinda
| By =B+ 1+ 1)
0
(Re(z) > —1, Re(y) > —1)

seklinde bir iligki elde edilir.

Teorem 3.20 Genigletilmis Beta fonksiyonu ile Macdonald fonksiyonu arasinda
B,(a, —a) =2 e K,(2p), Re(p) > 0 (3.44)

seklinde bir iligki vardir.

Ispat. Genisletilmis Beta fonksiyonunun (3.12) integral gosteriminde = = « ve

y = —a alinirsa

B,(a, —a) = e % /000 u*! exp [—p (u + %)} du (3.45)
olur. Diger taraftan Macdonald fonksiyonu
K,(z)=K_,(z)
ozelligine ve

00 v/2
/ u’" exp [—’yu - g} du =2 <§> K,(2+/B7), Re(B)>0,Re(y) >0
0

integral gosterimine sahiptir [12, s. 368|. Burada v = «, § = v = p alinirsa
o 1
/ u*"! exp {—p (u + —)] du=2K,(2p), Re(p)>0
0 u
bulunur. Bu son esitlik (3.45) de dikkate almirsa ispat tamamlanir m

Sonug 3.21

n

By(a,—a—n)=2e % Z (Z) Ko1(2p) (3.46)

k=0

Ispat. Ispat icin (3.7) de (3.44) esitligini dikkate almak yeterlidir. m

Teorem 3.22 Genisgletilmis Beta fonksiyonu ile Whittaker fonksiyonu arasinda
By(o,a) = /w27 pl* V2 e W o «(4p),  Re(p) >0 (3.47)

seklinde bir iligki vardir.
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Ispat. Genigletilmis Beta fonksiyonunun (3.13) integral gosteriminde z = a,

y = a alindiktan sonra 1 — u? = t déniisiimii yapilirsa

B,(a,a) = 21_20‘/

-1

1 4p
— 22—2a 1— 2\a—1 . d
/0 (1 —u”)*" exp [ - uz} u
1-2a ! a-1 —1/2 4p
0

elde edilir. (3.24) egitliginde u =1, f =4p, v =, p = 1/2 alnirsa

1

(1 —u*)*! exp {— Ap } du

1 —u?

/01 (1 —t) Y2 exp [—%] dt = /mpleD/2 a1l =2 W_s a(4p)
olup, bu esitlik (3.48) de yerine yazilirsa
By(a, ) = w27 pl* V2 e P Woa o (4p),  Re(p) >0
bulunur. Bdéylece ispat tamamlanir. m

Teorem 3.23 Genisletilmis Beta fonksiyonu ile ikinci ¢esit konfluent hipergeo-

metrik fonksiyonu arasindaki iligki

1
By(a,a) = /T 2172 e ¥ (5, 1 —a; 4p> : Re(p) >0 (3.49)

dir.

Ispat. Whittaker fonksiyonu ile ikinci cesit konfluent hipergeometrik fonksiyonu

arasinda

Wi u(z) = 2112722 (u -+ %; 2+ 1; z)
seklinde bir iligki vardir [22]. Burada A = —§, u = —§, ve z = 4p alinirsa

W_g _a(4p) = e 22! op(=)/2y (% 1— a;4p>
elde edilir. Bu son egitlikte Whittaker fonksiyonunun

Wiu(2) = Wi u(2)

ozelligi kullanilirsa

W_a a(dp) = e~ polmap(l=a)/2y (%, 1— a;4p) (3.50)

bulunur. (3.50) esitligi (3.47) de yerine yazilirsa, (3.49) elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir. =
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4 GENISLETILMIiS HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde genisletilmis Beta fonksiyonu yardimiyla tanimlanan bazi
hipergeometrik fonksiyonlar ele alinacaktir. Ayrica bu fonksiyonlarin integral

gosterimlerine ve baz 6zelliklerine yer verilecektir.
4.1 GENISLETILMIS GAUSS HIPERGEOMETRIK FONKSIYONU

Genigletilmig Gauss hipergeometrik fonksiyonu

(e 9]

Fy(a,b;c; z) = Z(a)ang)(Z :’_C[; ) Z—T (4.1)

n=0

(p > 0; |z| < 1; Re(e) > Re(b) > 0)

seklinde tanimlanir [5].

p = 0 igin genisletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu klasik Gauss

hipergeometrik fonksiyonuna indirgenir.
Teorem 4.1 Genigletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonunun tiirevi
d ab
o Wlabiez)y = — Fla+1,0+1c+1;2) (4.2)
z c

dir [5].

Ispat. (4.1) in her iki yamnmn z ye gore tiirevi alnirsa

d L d S By(b+mn,c—b)z"
% {Fp(avba G Z)} - E {Z(a)n B(b,c — b) m}

n=0

i( ) By(b+mn,c—0b) "1
T B, —b) (n—1)
() Bl Le—b)
e B(b,c —b) n!

1

3
Il

WE

i
o

olup, burada

(a)nJrl = a(a + 1)n
B(b,c—b) = gB(bJr 1,c—b)
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esitlikleri kullanilirsa

d ab By(b+1+n,c—b)2"

—A{F,(a,b;c; = — 1),—2 - —

dz{ pla,biciz)} c n:0<a+ In B(b+1,c—0b) n!
ab

= —F,(a+1,b+1;c+1;2)
c
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.2 Genigletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonunun k. basamaktan

turevi

d* b
pes {Fy(a,bjc;2)} = % Fy(a+k,b+Fkic+k;2), keNy (4.3)

seklindedir [5].

ispat. Bu ifadenin ispat1 i¢in tiimevarim yontemini kullanmak yeterlidir. m

Ayrica dikkat edilmelidir ki bu ifadede p = 0 alinarak klasik Gauss hiper-

geometrik fonksiyonu i¢in (2.10) da ifade edilen tiirev formiilii elde edilir.

Teorem 4.3 Genigletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu

1 e c—b—1 —a D
m/o (1 =) (1 — 2t) 7 exp [_t(l—t)] dt
(4.4)

Fp(a'a ba C; 2) =

(p>0; p=0 ve |arg(l — z)| < 7; Re(c) > Re(b) > 0)

integral gosterimine sahiptir [5].

Ispat. (4.1) de genigletilmis Beta fonksiyonunun (3.1) integral gosterimi kul-

lanilirsa
1 > " 1 D
F b c: _ e tb—i—n—l 1—1¢ c—b—1 .
p(a’ 76? Z) B(b,c _ b) 2((1) n‘ {\/0\ ( ) eXp t(l o t) dt

_ 1 ' b—1 c—b—1 p - (2t)"
= B(b,c—b)/o =07 e {_t(l—t)] nzzo(“)” M

(p>0; p=0 ve |z] <1; Re(c) > Re(b) > 0)

olup, burada

(12t =Y (@), 2
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esitligi dikkate alinirsa

m/oltb—l (1)1 (1= 2)"" exp [—mp_t)} dt

(p>0; p=0 ve |arg(l — z)| < m; Re(c) > Re(b) > 0)

F,(a,b;c;z) =

bulunur. Bdéylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.4 Genisgletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu agagidaki integral

gosterimlerine sahiptir [5].

F(a,bic; =) — B(;’fzib)/oofﬁ—lu )1 4 u(l — )] exp [—p@ + %)] du

(4.5)
2 w/2 (sin 19)21)71((308 19)2c72b71
F,(a,bjc;z)= ——— — 29 csc? 9)dv
p(a, by z) Bl b)/o (1= 2o 0) exp(—p sec” ¥ csc” )
(4.6)
2 > (sin h 9)?~(cos h 9)2e2¢+1 ) )
F,(a,b;c;z)= — h=9 cot h*9)dd
pla,bic;2) B(b,c — b)/o (cos h? ¥ — zsin h? )¢ exp(—p cos €0 )

(4.7)
(p>0; p=0 ve |arg(l — z)| < 7; Re(c) > Re(b) > 0)
Ispat. (4.4) integral gosteriminde, u = -+ doniiglimii yapihrsa (4.5), t = sin? 9
déniigiimii yapihirsa (4.6) ve t = tan h? ¥ doniigiimii yapilirsa (4.7) elde edilir. =

Teorem 4.5 Genigletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu

Fy(a,bjc;z) = (1 —2)7F, <a, c—b;c Ll) (4.8)
.

dontigiim formiiliini saglar [5].

Ispat. (4.4) integral gosteriminde ¢t = 1 — u doniigiimii yapilirsa

Fy(a,b;c;z) = m /01(1 — ) w1 = 2(1 = )] exp {—ﬁ] du

elde edilir. Burada

28



esitligi ve Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi dikkate alinirsa
(1—2)" /1 —b—1 b—1 z - p
F,(a,b;c;2) = =——— N 1— 1— —— | d
p(a’ 7C)Z> B(b,c—b) 0 u ( U) Z_]_u eXp u(l—u) U
(1—2)" /1 —b-1 b—1 z - p
= ¢ ]_ - 1 - - d
B(c—b,b) J, " (=) c—1) P u(l —u) N

z

=(1—-2)""F, (a,c— b; c; p—] 1)

bulunur. Bdéylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.6 Genigletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu
AgFy(a,byc;2) = bTZ Fa+1,b+1;c+1;2) (4.9)
rekiirans bagintisini saglar. Burada A,,
AoFy(a,b;e;2) = Fy(a+1,b;¢;2) — Fy(a, b ¢; 2) (4.10)

seklinde tanimlanan bir fark operatoriidiir [5].

Ispat. (4.10) da (4.4) integral gosterimi kullamlirsa

AgFy(a,b;c;2) = Fy(a+1,b;¢;2) — Fy(a, b;¢; 2)

_ m/oltb (1= (1= 2t) " exp {_t(lp—t)} dt

bz 1 ! P
= — (1 =) N1 — zt) ! — dt
cB(bJrl,c—b)/O (1= (1 —=1) eXp[t(l—t)}
:b—sz(a+1,b—|—1;c+1;z)
c

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
Sonug 4.7

d
aAJF,(a,byc;z) =z 7 {F,(a,b;¢;2)}
z

Ispat. (4.9) da (4.2) nin dikkate alinmasiyla kolayca goriiliir. m

Sonug 4.8 Genigletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu igin

B,(b,c —a —b)
B(b,c—b)

(p>0;p=0 ve Re(c—a—10) >0)

Fy(a,b;c;1) =

(4.11)

esitligi gegerlidir [5].
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Ispat. (4.4) integral gosteriminde z = 1 ahmrsa (4.11) bulunur. m

(4.11) de p = 0 alimursa klasik Gauss hipergeometrik fonksiyonu i¢in (2.11)

de ifade edilen Gauss formiili elde edilir.

Sonug 4.9 Genigletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu igin

Fyla,ba;1) = lipb(’bc;:bg) = B(i’ea_p ) Ky (2p) (4.12)

esitligi gegerlidir [5].

Ispat. (4.11) de ¢ = a almrsa

B, (b, —b)

Fy(a,b;a;1) = Blb.a—1)

elde edilir. Burada (3.44) ile verilen
B, (b, —b) = 2 e~ K,(2p)
esitliginin dikkate alinmasiyla ispat tamamlanir. =

Sonug 4.10 Genigletilmig Gauss hipergeometrik fonksiyonu igin

B,(b,b) Vw27 po= /2 =2
Fy(a,bya+2b;1) = —2 2 —
plabiat 2 ) = 5o ) Blbatd) bt

(4p) (4.13)

esitligi gegerlidir [5].

Ispat. (4.11) de ¢ = a + 2b alirsa

B,(b,b
F,(a,b;a+2b;1) = %

elde edilir. Burada (3.47) ile verilen
By(b,b) = /7 270 p D2 e W, 4 (4p)
esitliginin dikkate alinmasiyla ispat tamamlanir. m

Teorem 4.11 Genisgletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu i¢in

ezpr(% bic;z) = Z (0)mt1 (¢ = b)n1

m,n=0

Lin(p)La(p) F(a, b+ m + Lie + 1+ m +2; 2)
(C)n+m+2

(4.14)
(p>0; p=0 ve |arg(l — z)| < m; Re(c) > Re(b) > 0)
esitligi gegerlidir [15].
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Ispat. (4.4) integral gosteriminde (3.38) ile verilen

exp | — b =e % L (p) Ly (p) t™ (1 — )1, 0<t<l1
t(l N t) m,n=0
esitligi dikkate alinirsa
FP (CL, bu G, Z)
1 ! -
- - tb—l 1—¢ c—b—1 1— 2t)"@ —2p L L tm-i—l 1—¢ n-l—ldt
B m ) 10T 0 S ) L)1)

olup, integral ile toplam iglemlerinin siras1 degistirilirse

e N Lt +e—b
F(a,bjc;z) = ————— L,(p) L,, /tm 1—6)"" (1 — zt) dt

(4.15)

elde edilir. Diger taraftan Gauss hipergeometrik fonksiyonunun (2.9) integral

gosterimi dikkate alinir ve gerekli iglemler yapilirsa

1 ! Bm+b+1,n+c—>b+1)
tm+b 1—+¢ n+c—b 1 — —a _ )
B(b,c—b)/o (1= (1 = =t)dt B(b,c—b)

1

1
: (1 — )P (1 — )t
B(m+b+1,n+c—b+1)/0 ( ) (1=2t)

(B (e = B
(C)n+m+2

Fla,b+m+1;c+n+m+2;2)

ifadesine ulagilir. Bulunan bu ifade (4.15) de yerine yazilirsa

ezpr(a7 b; ¢ Z) _ Z (b)m+1 (C - b)nJrl

m,n=0

Lyn(p)Lu(p)F(a,b+m+1ic+n+m+2;2)
(C)n+m+2

bulunur. Béylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.12 Genisgletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu igin

c— 0) — 2)" /2
PR abez) = SO S @), ) M

'belfn;mf2¢:7n+72n+b (p) (416)

(p > 0; Re(c) > Re(b) > 0; |z| < 1)

esitligi gegerlidir [15].

31



ispat .

b {_t(lp— t)] =exp [~ ew {_%it}

esitliginde (3.37) ile verilen

exp {—L} = eP(1-1) i Lap)t™,  |t| <1

1=t m=0
ifadesi dikkate alinirsa
p o P ad .
P [_t(l —t)] —e’exp [—;] L=1)> La(p)t",  |t/<1 (4.17)

bulunur. Bu ifade (4.4) integral gosteriminde yerine yazilirsa
Fabies) = — [ 11— e ™ L (p) 7
p(a, ,072)—m ; (1 =) (1 — 2t) exp [——}ZO m(p) t"dt

elde edilir. (1 — z¢)~® min seri agllimi kullamlir ve integral ile toplam iglemlerinin

siras1 degistirilirse

e’ F,(a,b;c; z)

1 o oo
== [ "1 —2) m(p) t"
Blb,c—b) /0 (1-0y e [ LO 2 p) et
1 > Z" ! D
- _ - n_Lm n+m+b—1 1 — c—b _
Bb,c—b) mzn;[)(“) nl (p){/o ! (1-1) eXp[ t}dt}

(4.18)

bulunur. Diger taraftan (3.24) esitliginde u =1, v =n+m+b, u=c—b+1,

£ = p alimirsa

1
/ grbmab=1() _ t)c—b exp [_ﬂ dt =T(c—b+1) plntm+b=1)/2 o=p/2
0

Wision-m-2 nimes (D)
5 T2

dir. Bu son esitlik, (4.18) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

c— 0) — 2)" /2
PRtz = D S (), L) T

.belfnfm—Zc nt+m+b (p)
5 I

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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4.2 GENISLETILMIS KONFLUENT HIPERGEOMETRIK FONKSIYONU

Genigletilmig konfluent hipergeometrik fonksiyonu

[e.9]

B,(b+n,c—10b) 2"
D, (b;c; 2) = Z pB(b S —] (4.19)
n=0 ’ ’

(p > 0; Re(c) > Re(b) > 0)

seklinde tanimlanir [5].

Ayrica p = 0 i¢in genisletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonu klasik

konfluent hipergeometrik fonksiyonuna indirgenir.
Teorem 4.13 Genigletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonunun tiirevi
d b
P {®,(b;¢;2)} = = Pp(b+ L;¢+ 1; 2) (4.20)
z c

dir [5].

Ispat. (4.19) esitliginin her iki yanmn z ye gére tiirevi almirsa

d L d & Byb+n,c—b) 2"
E{q)p(b’c’z)}_a{z% Bb,c—b) ﬁ}

n=»

n—1

_inb—kn,c—b) z

“~ B(bc—-0b) (n-1)
o Bulbtntle-b) 2
B B(b,c—b) n!

3
o

o0

ZBp(b+1+n,C—b)Z_n
B(b+1,c—b) n!

n=0

O,(b+1;c+ 15 2)

OIS ol

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

Teorem 4.14 Genisgletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonunun k. basamak-
tan tirevi

d* (O)x
pps {®,(b;c;2)} = O Q,(b+k;c+k; z), ke Ny (4.21)

dir [5].

Ispat. Bu ifadeyi gérmek icin tiimevarim yontemini kullanmak yeterlidir. m
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Teorem 4.15 Genigletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonu

D, (b;c;2) =

m/oltb_l(l—t)c_b_lexp [zt—t(lp_t)]dt (4.22)

(p>0; p=0 ve Re(c) > Re(b) > 0)

integral gosterimine sahiptir [5].

Ispat. (4.19) da genigletilmis Beta fonksiyonunun (3.1) integral gosterimi dikkate

alinirsa

B, (b c; 2) = m f: Z—T {/01 (1 — et exp l—t(lp_ t)} dt}

n=0

elde edilir. Burada toplam ile integral yer degistirilirse

1 ! [ p = (20"
o (b: c: = — tb_1 1—1¢ c=b-1 — dt
p(bic2) B(b,c—b)/o (1=07" e | t(1—t)_nz% nl
1 1 [ p ]
E—— L AT - t)dt
B(b,c—b)/o (1-1) P )| exp(21)

1 1 [ P
e — t— dt
B(b,c—b)/o (L= exp N t(l—t)}

bulunur. Bdéylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.16 Genisletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonu
D, (b;c;2) =€ Pp(c — by c; —2) (4.23)

doniigiim formiiliini saglar [5].

Ispat. (4.22) integral gosteriminde ¢ = 1 —u déniigiimii uygulanr ve Beta fonksi-

yonunun simetri ozelligi dikkate alinirsa

e* ! [ p
q) b . — c—b—1 1 _ b—1 _ _ d
o(b;c; 2) Blo.c—1) /0 u (1 —u)’ " exp _ 2u il u
- /1 w1 —w) e _ 2U p_| du
= - —_— X _— _——_—
Blc—b,b) Jy dl u(l —u)]

=e* O,(c—byc;—2)

bulunur. Béylece ispat tamamlanir. m
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Teorem 4.17 Genisgletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonu ic¢in

= (D), —b),
62p<1>p(b;c;2)zz Bl (€ )“Lm(p)Ln(p)<I>(6+m+1;c+n+m+2;z)

m7n:0 (C)n+m+2

(4.24)
(p > 0; Re(c) > Re(b) > 0)

esitligi gegerlidir [15].

Ispat. (3.38) ile verilen

exp {_t(lp— t)} =e Z L (p) Lon(p) ™11 — )™, 0<t<l1

m,n=0

esitligi (4.22) integral gosteriminde dikkate alinirsa

P, (b; c; 2)
1 1
— tb_l 1 — c b—1 zt —2p L tm+1 1—¢ n+1dt
B(b,c— ) /0 ( Z ( )

m,n=0

elde edilir. Burada integral ile toplam iglemlerinin sirasi yer degistirilirse

1 - !
e ®,(b;c; 2) = Bloc—b) Z L,(p) Lm(p)/o tm (1 — )" teTheTdt (4.25)
’ m,n=0

bulunur. Diger taraftan konfluent hipergeometrik fonksiyonunun (2.15) integral

gosterimi dikkate alinir ve gerekli iglemler yapilirsa

1 ! Bm+b+1ln+c—b+1)
- thrb 1—¢ n—+c—b tht — )
B(b,c—b)/0 (1= B, c—b)

1
.B(m—i-b—i-l,n—l—c—b—i—l

_ (D)ms1 (€= D)nia
()ntmr2

1
/ tm+b(1 o t)n—i—c—beztdt
) Jo

Sb+m+1l;c+n+m+2;z2)

yazilabilir. Bu son egitlik (4.25) de yerine yazilirsa

2. (b),, —b),
SENUERESY & (+c1)(c ) E Lo (p) La(p)@(b+m + Lic + n+m + 2; 2)
n+m-+2

m,n=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =
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Teorem 4.18 Genigletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonu ic¢in

—b n ,,m/2
(JB) e 2 (b s 2) = € ZL M—pwb_l_n;m_267n+,;+b (p)
m,n=0
(4.26)
(p > 0, Re(c) > Re(b) > 0)
esitligi gegerlidir [15].
Ispat. (4.17) ile verilen
_L — o P [_E] 1 — - L m
exp { t<1_t>] e exp | = | ( t)mzzo m(p) t
esitligi (4.22) integral gosteriminde yerine yazilirsa
d (b' . ) - L/l tbil(l _t)cfb [_Z_)] 2t i[’ ( )tmdt
PG = B e —b) T AR
= L/ (1 —t)Pexp [ p] i (zt)" i L, (p) t™dt
B(b,c—b) tle= nl 2~ "
olup, integral ile toplam yer degistirilirse
1 N ! p
PH. (b ¢ ) — Sy mtb=1(1 _ pje=b [__] dt
0 2) = gy D0 ika®) | (1 -ty bexp -2
(4.27)

bulunur. Diger taraftan (3.24) esitliginde u =1, v =n+m+b, u=c—b+1,

£ = p alinirsa

1
/ tn+m+b71(1 . t)cfb exp [_§i| dt = F(C —b+ 1) p(n+m+b71)/2 efp/2
0

. be l—-n—m—2¢c n+m+b (p)
2 ’ 2

dir. Bu son esitlik (4.27) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

) b (c pZ)”pm/2
(\/1—9)1 be?’p/2(13p(b; c Z) F ) Z L, \/_ Wb—l—ng—m—267n+72n+b(p)

m,n=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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4.3 GENISLETILMIS APPELL HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARI

Genigletilmig birinci ve ikinci gesit Appell hipergeometrik fonksiyonlar
sirasiyla

[e.e]

By(a+m+n,d—a) "™ y™
Fl,p(a,b,@d;xay):Z(b)n (C)m p( B(a d—a) >__

n,m=0

ey (4.28)

(max{|z[, [y} < 1)

T o N By(b+n,d=b)By(c+ m,e—c) 2" y™
Fap(a,b,c;d, e;2,9)=Y (a)min Bl d D Blee—d)  nlmi (4.29)

n,m=0

(lz] + lyl < 1)

seklinde tanimlanir [16].

p = 0 i¢in genigletilmis Appell hipergeometrik fonksiyonlar: klasik Appell

hipergeometrik fonksiyonlarina indirgenir.
Teorem 4.19 Genigletilmis birinci gesit Appell hipergeometrik fonksiyonu

Fi,(a,b,c;dyx,y)

L e e (1 — )t (1 — ) exp|——P | at

_B(a,d—a)/o (=)™ (L —at)" (1 - 1) exp{ t(l—t)]
(4.30)

(p>0; p=0 ve |arg(l —z)| <7, |arg(l —y)| < m; Re(d) > Re(a) > 0)

intgeral gosterimine sahiptir [16].

ispat.
b _ - (2)
(1=t =S 0
n=0
e N~y W)
(1—yt) = Z@’"W
m=0
esitlikleri taraf tarafa carpilirsa
i I (xt)" (yt)™
(L—at) (1 —yt)* = n%;()(b)n(c)m Y E—
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olur. Bu esitlik (4.30) un sag yanindaki integralde yerine yazilirsa

1

S—

#1(1 — ) (1 — )™ (1 — yt) ™ exp {—mp_ t)} dt
/Olta—l (1 —t)d_“_lexp{ } i (Zj;)! dt

e n,m 1
z y a+m+n—1 d—a—1 p
E t 1—1¢ — dt
™l m! /0 ( ) exp[ t(1— t)}

xnym
= Z (b)n(c)me(a—i-m—l—n,d_a)F%
m=0
N By(a+m+n,d—a)a" y"
=B d— bn m p )
. Y an:O( ) B(a,d — a) nlml

= B(a,d — a)Fy ,(a,b,c;d; z,y)

elde edilir. Yukaridaki iglemler sirasinda, |z| < 1,|y| < 1 igin

S () 2"

nl ml

n,m=0

serisi diizgiin yakimsak ve Re(d) > Re(a) > 0, p > 0 i¢in

1
ta+m+n71 1—+¢ d—a—1 . b dt
/0 (1—1) R Ty

integrali mutlak yakinsak oldugundan, integral ile toplam iglemlerinin sirasi degis-

tirilmigtir. m

Teorem 4.20 Genigletilmis ikinci gesit Appell hipergeometrik fonksiyonu

1
B(b d—b) B(c,e —¢)
b— 1 d b—1 Lc—1 _ o\e—c—1
/ / t s (L=s) exp|— P _ P dtds
1—xt—ys) t(l—t) s(l—ys)
(4.31)

FQ,p(a7 b7 G d7 e, y) =

(p>0; p=0ve|z|+ |y| < 1;Re(d) > Re(b) > 0,Re(e) > Re(c) > 0)

integral gosterimine sahiptir [16].

ispat .

SIS S e L



formiiliinden [22]

- (zt
(1—xt—ys)_azz a:—i—ys

N=0
_ Zoo )" (ys)™
- m+n ]
m!
n,m=0

bulunur. Bu esitlik (4.31) in sag yanindaki integralde yerine yazilirsa

tb 1 d b—1 ¢~ 1(1 S)e—c—l P P
— — dtd
// 1—mt—ys> eXp{ t1—1) 5<1_3>] ’

o R e B ]

oo

' Z (a)m-i-n (xt> <y5) dtds
n,m=0 n' m'
= b+n— 1 d bh—1 c+m 1 e—e1
n,m= 0
p D
' - - dtd
exp[ t(l — t) 5(1 _ s)} S
= n;O(a)eran(b +n,d—0b) By(c+m,e— C)FW
3 By(b+n,d—b) By(c+m,e—c)z"y™

= B(b,d —b) B(c,e — ¢) Z (@) —2

n,m=0

= B(b,d —b) B(c,e — ¢)Fy,(a,b,c;d, e; x,y)

B(b,d —b) B(c,e — ¢) nlm!

elde edilir. Yukaridaki iglemler sirasinda, |z| + |y| < 1 igin

[e.9]

(a1)" (y5)"
> (@

serisi diizgiin yakinsak, (Re(d) > Re(b) > 0,p > 0) ve (Re(e) > Re(c) > 0,p > 0)

i¢in sirasiyla
1
/0 (1—=6)"" exp e

! p
/ st (1 — s)“Lexp [— 1 ds
0

s(1—s)
integralleri mutlak yakinsak oldugundan, integral ile toplam iglemlerinin siras

yer degigtirilmigtir. m
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Teorem 4.21 Genigletilmis birinci ¢esit Appell fonksiyonu i¢in
1 N e
Fiy(a,b,cdyx,y) = Bla.d—a) 2 9@, y) By(n +a,d —a) (4.32)

(p >0 ve |z| <1, |y| <1; Re(d) > Re(a) > 0)

esitligi gegerlidir [15].
Ispat. (4.30) da (2.25) esitligi dikkate alnirsa

Fl,p (CL, b7 G, d7 x, y)

1 1 P >
- - t(l*l 1 _t d—a—1 _ (b’c) tndt
B(%d_a)/o 11 exp[ t(l_t)] > o)

elde edilir. Burada |z| < 1, |y| < 1 igin

o0
> g ()t
n=0

serisi diizgiin yakinsak ve Re(d) > Re(a) > 0,p > 0 i¢in

1 J p
ta—i—n—l 1 _ t —a—1 _ dt
/o 4= eXp[ t(1 - t)}

integrali mutlak yakinsak oldugundan integral ile toplam yer degistirilirse

Fl,p(aa b7 G, d; x, y)
o0 1
s 2 ey [ pte [l a
B(a,d —a) &= ™" 7 Jo t(1—1)

1 oo
_ E (be) B d—
B(CL, d . a) g gn (‘7“7 y) p(a + n? a)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =
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