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OZET

Bu galigmada harmonik analizin integral operatorlerinin genellegtirilmig Orlicz-
Morrey uzaylarindaki sinirliligi incelenmis ve birgok yeni sonuglar elde edilmistir.

Beg boliimden olusan bu ¢aligmanin birinci boliimiinde, literatiirde bu konu ile
ilgili aragtirmalar1 olan bir¢ok matematik¢i hakkinda bilgi verilmisg ve bu ¢aligmanin
amacindan bahsedilmigtir.

Tkinci boliimde, ¢aligmamiz ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve opera-
torler hakkinda genel bilgilere ve bazi temel tanimlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde maksimal, singiiler ve potansiyel operatorlerin Orlicz uzay-
larindaki sinirliligi detayl bir sekilde incelenmistir.

Dordiincii boliimde genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylarinin tanimi ve Or-
licz, Morrey ve genellestirilmis Morrey uzaylari ile olan iligkisi verilmigtir.

(aligmamizin sonuncu boliimii olan beginci béliimde, “Guliyev metodu” yar-
dimiyla elde edilen maksimal, singiiler ve potansiyel operatorlerin genellestirilmis
Orlicz-Morrey uzaylarindaki sinirliliklar ile ilgili sonuglara yer verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Orlicz Uzaylari, Morrey Uzaylari, Genellestirilmis Morrey
Uzaylari, Genellestirilmig Orlicz-Morrey Uzaylari, Maksimal Operator, Singiiler Ope-
rator, Potansiyel Operator.
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Damgman: Prof. Dr. Vagif S. GULIYEV

11



BOUNDEDNESS OF INTEGRAL OPERATORS OF HARMONIC
ANALYSIS ON GENERALIZED ORLICZ-MORREY SPACES

Ph.D. Thesis
Fatih DERINGOZ

Ahi Evran University
Institute of Science

June 2015

ABSTRACT

In this study, the boundedness of integral operators of harmonic analysis on
generalized Orlicz-Morrey spaces is investigated and many new results are obtained.

This study is arranged in five chapters, in the first chapter, information is
given about many mathematicians studying in this field in the literature and also
about purpose of this study.

In the second chapter, some basic definitions and general informations about
basic concepts, spaces and operators related to this study are given.

In the third chapter, the boundedness of maximal, singular and potential
operators on Orlicz spaces is investigated with all details.

In the fourth chapter, the definition of generalized Orlicz-Morrey spaces and
the relation of these spaces with Orlicz, Morrey and generalized Morrey spaces is
given.

In the fifth chapter which is last part of this study, the results about the
boundedness of maximal, singular and potential operators on generalized Orlicz-
Morrey spaces that are obtained by “Guliyev’s method” is given.
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1 GIRIS

Harmonik analizin klasik operatorlerinin-maksimal, singiiler, potansiyel ope-
ratorler vs.- gesitli fonksiyon uzaylarindaki sinirliligi yogun bir gekilde aragtirilmak-
tadir. Bu operatorlerin Lebesgue uzaylarindaki zayif ve giiclii tipli sinirhiliklar:
klasiktir ve [4, 49, 51] kaynaklarinda bulunabilir. Bu elde edilen sonuglar Lebesgue
uzaylarmin genellestirilmesi olan bircok fonksiyon uzayma genisletilmistir. Ornegin
Orlicz uzaylar1, Morrey uzaylari, Lorentz Uzaylar1, Herz uzaylar1 vs. Bu operatorle-
rin Orlicz uzaylarindaki zayif ve giiglii tipli simrhihiklar [11, 26, 27] ¢alismalarinda,
Morrey uzaylarindaki zayif ve giiclii tipli simirhiliklar ise [1, 9, 17, 41] gahigmalarinda
elde edilmigtir.

Birnbaum ve Orlicz [6] ve Orlicz [40] tarafindan tamitilan Orlicz uzaylari,
Lebesgue uzaylariin bir genellestirilmesidir ve olasilik teorisi, istatistik, potansiyel
teori, harmonik analizde oldugu gibi analizin baz1 diger alanlarinda da kullanilan
énemli bir aractir. Orlicz uzaylar ayrica L'(R") uzay1 ¢ahismadiginda onun yerini
dolduran uygun bir alternatiftir. Ornegin Hardy-Littlewood maksimal operatorii
1 < p < oo igin LP(R") uzayinda smirhdir fakat L'(R™) uzaymda simirh degildir.
Orlicz uzaylar1 kullanilarak bu operatoriin p = 1 yakinindaki sinirliligr arastirila-
bilmektedir.

Klasik Morrey uzaylari, ikinci dereceden eliptik kismi diferensiyel denklem-
lerin ¢oziimlerinin lokal davramiglarini aragtirma ¢alismalarinda Morrey [34] tarafin-
dan ortaya konulmustur.

Maksimal, singiiler ve potansiyel operatorlerin, Morrey uzaylarinin geniglemesi
olan genellestirilmis Morrey uzaylarindaki simirlihgi Nakai [36] tarafindan arastiril-
mugtir. Guliyev [21], matematik literatiiriinde 6nem verilen genellegtirilmis Morrey
uzaymin normallegtirilmis normunu tanimlamig ve doktora tezinde [19] ortaya koy-
dugu “Guliyev metodu” olarak adlandirilan metot yardimiyla genellestirilmis Morrey
uzayinda harmonik analizin integral operatorlerinin sinirliligini Nakai’ye gore daha
zayif sartlar altinda aragtirmigtir. Sonrasinda bu sartlar Akbulut ve ark. [3] ve
Guliyev ve ark. [23] tarafindan daha da zayiflatilmigtir.

Fonksiyon uzaylar1 teorisinde dogal bir adim fonksiyonlarin regiilerliginin

“Morrey-tipli ol¢timiiniin” yuvar iizerindeki Lebesgue normu yerine Orlicz normu



ile yapildigi Orlicz-Morrey uzaylar ile galismalar yapmaktir. Bu tipteki uzaylar ilk
olarak Nakai [37] tarafindan tanitilmigtir. Daha sonra Sawano ve ark. [46] bagka bir
tip Orlicz-Morrey uzayini tanitmigtir.

Bu ¢aligmada Guliyev’in genellegtirilmis Morrey uzay1 tanimindan yola ¢ikarak
Orlicz ve genellegtirilmis Morrey uzaylarini birlestiren genellestirilmis Orlicz-Morrey
uzaylari olarak adlandirilan yeni bir tip Orlicz-Morrey uzay: tanitilmig ve Guliyev’in
ispat tekniginden faydalanilarak bu uzaylarda maksimal, singiiler ve potansiyel ope-
ratorlerin giiclii ve zayif sinirhiliklart hakkinda yeni sonuglar elde edilmistir. Elde
edilen bu sonuclar “Operator Theory, Operator Algebras and Applications. Se-
ries: Operator Theory: Advances and Applications, Vol 242" kitabinda bir boliim
ve “Journal of Function Spaces, Vol 2014” dergisinde bir aragtirma makalesi olarak

yayimlanmigtir.



2 ON BILGILER

R, n-boyutlu Oklid uzayi; = -y = 3. x;y; i¢ carpimi ve buna karsihik ge-
j=1

n

1/2 : " "

len |z| = (3 «3)  normu ile x1,...,T, € R olmak iizere tim = = (21,...,2,)
Jj=1

noktalarinin kiimesidir.

R™ uzayinda Lebesgue 6l¢iisti dr = dxy . . . dx,, ve A C R" kiimesinin Lebesgue
olgiisii |A| ile gosterilecektir.

Eger N C B ve |B| = 0 olacak gekildeki bir B Borel kiimesi varsa N C R"
kiimesine ihmal edilebilir kiime denir. B Borel kiimesi ve N ihmal edilebilir bir kiime
olmak tizere A = BUN ise A kiimesine (Lebesgue) olgiilebilirdir denir. A olgiilebilir
bir kiime ve her o € R sayistigin {x € A: f(z) > a} kiimesi dl¢iilebilirse f : A - R
fonksiyonu (Lebesgue) 6lgiilebilir olarak adlandirilir. N ihmal edilebilir bir kiime
olmak {tizere bir 6zellik eger A\ N kiimesinde saglaniyorsa bu 6zellik A kiimesinde
“hemen her yerde” saglaniyordur denir. Bu deyim kisaca “h.h.y.” ile gosterilir.

B(z,r) = {y € R": |z — y| < r}, merkezi z, yarigap uzunlugu r olan agk
yuvari ve ‘B(x,r) = R" \ B(z,r) onun tiimleyenini gostersin. v, = |B(0, 1)| olmak

lizere

o2/ 2 1
|B(z,7)| = vr™ = "T(/2) = Ewn,lr”
bigimindedir. Burada w, ; = 27"2/T'(n/2), R" de n > 1 icin yaricap1 1 olan
Sl = {z € R": |z| = 1} kiiresinin yiizey alanidir.
f A — R olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere

esssup f(x) =inf{K e R: [{x € A: f(z) > K}| =0}

z€EA

ve

essinf f(z) =sup{K e R: [{zx € A: f(z) < K}| =0}

zeA
olarak tanmimlanir. f, A kiimesinde 6l¢iilebilir negatif olmayan bir fonksiyon olmak
iizere, bu kavramlar arasinda
1 1
(esxsegnf f(x)) = esiesf}lp 7@ (2.1)

iligkisi vardir [52].



C' porzitif bir sabit olmak tizere bu ¢alismada A < B gosterimini A < CB,
egitsizliginin yerine kullanacagiz. Eger A < B ve B < Aise A = B yazilir ve A, B

ye esdegerdir denir.
2.1 Lebesgue Uzaylar:

Tanim 2.1.1 1 < p < oo olmak iizere;
|f(x)|Pdx < 00
Rn

ozelligine sahip olgiilebilir f : R® — R fonksiyonlar sinifina LP(R™) uzay1 veya p.
kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayi denir. LP(R™) uzay iizerin-

deki norm
1/p
11 = (] 1frac)
R’!L
ile tanimlanir.

p = oo i¢in L>®(R™) uzay,

|||z = ess sup |f(x)] < oo
TER?

ozelligine sahip olciilebilir f : R™ — R fonksiyonlar sinifidir.
Teorem 2.1.2 Eger 1 < p < oo ise LP(R") bir Banach uzayidir [29].

Teorem 2.1.3 (Young Esitsizligi) 1 < p < oo ve 119 + z% = 1 olsun. Bu durumda

her a,b > 0 icin

al b
ab§—+—/
p p

esitsizligi saglamir. Esitlik durumu ancak ve ancak a” = b olmasi ile miimkiindiir

[29].

Teorem 2.1.4 (Holder Esitsizligi) f,¢g : R” — R olciilebilir fonksiyonlar, 1 <

p§oove%+[%zlolmakﬁzere

/n |[f(2)g(@)ldz < [[fllzellgllr

esitsizligi saglanir [44].



Teorem 2.1.5 (Jensen Esitsizligi) J : R — R konvex bir fonksiyon, [Q] < oo
olmak iizere f : ) — R &l¢iilebilir bir fonksiyon ve (f) = ﬁ fQ f(x)dx olsun. Eger
fe L) ise

(Jof)=J([)

olur [30].

Teorem 2.1.6 (Chebyshev Esitsizligi) f : R™ — R olciilebilir bir fonksiyon ve

e > 0 olmak {izere
n 1

o e R @] > el < 1 [ 1f(o)lds
esitsizligi gerceklenir [52].
Tanim 2.1.7 1 < p < oo, f: R"” — R 6lgiilebilir bir fonksiyon ve

1
[fllwee = sup Al{z € R™ - [f(z)] > A}|»
A>0
olmak iizere zayif Lebesgue uzay1 W LP(R") agagidaki sekilde tanmimlanir:
WILP(R™) ={f:R" - R: f —olgiilebilir & || f||wrr < 00} .

Uyar1 2.1.8 1 < p < oo igin LP(R") — WLP(R™). Dahast |fllwrr < ||f]lze

esitsizligi saglanir [18].

Tanim 2.1.9 1 < p < oo olmak iizere, R™ nin her bir kompakt K alt kiimesi icin
sirasiyla fx, € LP(R") ve fx, € WLP(R") sartlarin1 saglayan tiim olgiilebilir f
fonksiyonlarn uzay1 LY (R™) ve WL},

ne(R™) ile gosterilir. Burada x ., K kiimesinin

karakteristik fonksiyonunu gostermektedir. Ozel olarak p = 1 yani f € LL (R™) ise

loc

f fonksiyonu lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.1.10 Bir f: R" — R fonksiyonunun destegi

suppf = {z € R" : f(z) # 0}

ile tanimlanir. Yani f fonksiyonunun destegi onun sifirdan farkli oldugu noktalarin
kiimesinin kapanisidir. Eger suppf smirl bir kiime ise f fonksiyonuna kompakt

destege sahiptir denir.



Teorem 2.1.11 (Lebesgue diferansiyellenebilme teoremi) f € L? (R™) olmak

loc

iizere hemen her x € R” igin

hm HfXB(T,r) HLp

=0 (X g, v

= |f(2)]

esitligi gergeklenir [18].

Tanmim 2.1.12 log* ¢t = max(logt,0), ¢t > 0 olmak iizere,
[ I @log? If@)lde < o0

ozelligine sahip olgiilebilir f : R®™ — R fonksiyonlar sinifina Llog L Zygmund uzay1

denir.
2.2 Morrey Uzaylar1

Klasik Morrey uzaylari, 1938 yilinda Morrey [34] tarafindan ikinci dereceden
eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davramslar: arastirilirken
ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya cikarilmigtir.
Morrey uzaylarimin 6nemli uygulamalar1 Navier-Stokes ve Schrodinger denklem-
lerinde, siireksiz katsayili eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya ¢ikmigtir.
Tanim 2.2.1 1 <p<oo, 0<A<n, feLl (R") olmak iizere MP*(R") Morrey
uzay1

MPAR") = {f € L3, (R") « [[f]|srr < 00}

loc

seklinde tammlanir. Burada || f]| yex normu

1 P
[fllpmpr = sup (7/ |f(y)|pdy)
zeR?,r>0 \T" JB(z,r)

1 »
= sup sup <—A / |f (y)l”dy)
zeR™ r>0 \T" JB(z,r)
seklinde verilir.

A =0 i¢in MPO(R") = LP(R™) ve A = n igin MP™(R") = L>*(R") dir. Eger
A < 0 veya A > n ise bu durumda MPAR") = O olur. Burada ©, R iizerinde

0 a denk olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini gostermektedir. Gercekten, ilk olarak



A <0ve fe MPYR") olsun. Bu durumda || f|| (B = I/ Xy e Olmak iizere

her z € R™ ve r > 0 icin
| fllze(Bar)) < 7"%||f||Mp,A
olur. Sonug olarak
I fllr = Tlggo | fllze(B@ry) = 0= f(x) =0, hh. zcR"

elde edilir.

Simdi A > n ve f € MPAR") olsun. Bu durumda her z € R ve r > 0 igin

HfXB(w,T) |L1’

—1 5 a
— L <y, Prr .
IxXBan e — 1S | pwr

olur. Burada Teorem 2.1.11 kullanilirsa hemen her € R" i¢in f(z) = 0 olmasi elde
edilir.

W MPAR™) ile gosterilen zayif Morrey uzayi

PN
| fllwawr = sup 777 ||f||WLP(B(x,r)) < 00

z€R™,r>0

olacak sekildeki biitiin f € WL} (R™) fonksiyonlarmin kiimesi olarak tanimlanir.

Burada HfHWLP(B(x,r)) = HfXB(z,r)HWLp dir.
2.3 Genellestirilmis Morrey Uzaylari

Morrey uzaymin tanmimindaki kuvvet fonksiyonu 7* yerine bir (1) veya daha
genel olarak bir ¢(z,r) fonksiyonu alarak Morrey uzaylarimi genellegtirme galig-
malari, bilindigi kadariyla ilk olarak Dzhumakaeva ve Nauryzbaev [15] tarafindan
yapimigtir. Bu tarz genellegtirmeler igin Zorko [54] ve Mizuhara [33] ¢alismalar: da
ornek olarak verilebilir. Bu ¢aligmalarda ¢ogunlukla ¢ fonksiyonu iizerine r ye bagh
baz1 monotonluk tipli sartlar konulmustur.

Genellestirilmig Morrey uzayimin normallestirilmig normlu hali ve zayif genel-
lestirilmis Morrey uzayi, Guliyev [21] tarafindan agagidaki gekilde tanimlanmigtir.
Tanim 2.3.1 ¢(x,r), R® x (0,00) iizerinde pozitif olgiilebilir bir fonksiyon ve 1 <

p < 0o olsun. Genellegtirilmig Morrey uzay1r M?#(R")

_1
Ifllavpe = sup Oso(x,r)*l |B(z, )% ([ fllr By < o0

z€R™, r>

p

e (R™) fonksiyonlarimin uzayidir.

sartini saglayan f € L

7



Uyar: 2.3.2 ¢(z,7), R" x (0,00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ve 1 <
p < oo olsun. MP#(R"™) uzaymin agikar olmamasi i¢in yani MP?(R") # © olmasi

igin belli ¢1,t5 > 0 sayilar: icin

_1 _
sup l(ar, ) B, )77 || oo t1,00) < 00, sup (@, )" oo (0,00) < 00
TzER™ TrER™

sartlarinin saglanmasi gerekir [8].

Ayrica zayif genellegtirilmis Morrey uzayr WMP#(R™) ise

_1
1fllwaee = sup @(z,r) " [Bla,r)| % || fllwersar) < oo
z€R™ r>0

p

e (R™) fonksiyonlarinin uzay: olarak tanimlanir.

sartini saglayan biitiin f € WL

Azn
Bu tamima gore p(z,7) =7 » igin

MPARY) = MR s MR = WM RY)|

p(z,r)=r P p(z,r)=r P

oldugu goriiliir.
2.4 Maksimal, Singiiler ve Potansiyel Operatorler

Tanim 2.4.1 f lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, Hardy-Littlewood

maksimal operatorii M

biciminde tanimh operatordiir. Burada supremum x noktasini iceren biitiin B C R”

yuvarlar: iizerinden alinmaktadir.

Tanim 2.4.2 f lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < a < n olmak iizere I,

kesirli integral operatorii (Riesz potansiyeli)

L@ = [ -yt Sy zeR
bi¢iminde tanimh operatordiir.
Tamim 2.4.3 K(z,y), {(z,y) € R" x R" : x # y} iizerinde siirekli ve

Her o4y igin |K(x.y)| < Cle—y| ™,
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ly — 2|7

|K(I7y)—K(I72)|SO O->Oa |[E—y|>2|y—2|,

|l‘_y|n+a’
x—E&°7
K(e) = KEI < Ct o0, Jo—yl > 20—

kosullarim saglayan bir fonksiyon olsun. f € L?*(R™) kompakt destege sahip bir

fonksiyon olmak iizere L*(R") de siirh

Tf(r)= [ K(v,y)f(y)dy, = ¢&supp(f)

R
egitligiyle tanimli operatorler Calderén-Zygmund tipli singiiler operatorler olarak

adlandirilir.

R"™ {izerinde 6lgiilebilir fonksiyonlar kiimesinin bir lineer alt uzay1 G olmak

tizere T : G — G operatorii her f,g € G ve her A € R i¢in
T +9)=T()+T(g) ve T(Af)=AT(f)
sartlarini sagliyorsa lineer operatér,
T+ N <ITNI+T(] ve [T =IAIT()]
sartlarini saghyorsa altlineer operatér, bir C' > 0 sabiti icin
TS+l <CUATNOI+1T(9]) ve [T = AT(f)]

sartlarin1 sagliyorsa quasilineer operator olarak adlandirilir.

Tanim 2.4.4 T bir quasilineer operator ve 1 < p,q < oo olsun. Eger T operatorii
LP(R™) uzaymdan W LI(R™) uzayma simrh ise zayif (p, q) tipindendir denir. Yani
her bir A > 0 ve f € LP(R") i¢in
C q
o e R 174 > M) < ({151
veya denk olarak

|Tfllwee < C||fllLv

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti var ise 1" operatorii zayif (p, q) tipindendir.
Eger T operatorii LP(R™) uzayindan L?(R™) uzayna smurh ise giiclii (p, q)
tipindendir denir. Yani her f € LP(R") igin

T fllre < C|fllLe

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti var ise T" operatorii giiglii (p, ¢) tipindendir.

9



Uyar: 2.4.5 Her giiclii (p, q) tipli operator ayni zamanda zayif (p, ¢) tipli operator-
diir [18].

Simdi sirasiyla bu operatorlerin Lebesgue, Morrey ve genellestirilmis Morrey

uzaylarindaki simirliliklarini ifade eden teoremleri verelim.

Teorem 2.4.6

(i)

(i)

(i)

M, Hardy-Littlewood maksimal operatorii 1 < p < oo igin zayif (p,p) tipli
1 < p < oo igin ise giiclii (p, p) tipli bir operatordiir.

T, singiiler integral operatorii 1 < p < oo igin zayif (p,p) tipli 1 < p < oo igin

ise giiglii (p, p) tipli bir operatordiir.

I, kesirli integral operatérii 1 < p < 2 icin zayif (p,q) tipli 1 < p < Z icin ise

giiclii (p, q) tipli bir operatordiir. Burada %1 = ]lg — 2 dir.

Teorem 2.4.6 deki sonuglar klasiktir ve ispatlar1 [13, 47, 48] kaynaklarinda

bulunabilir.

Teorem 2.4.7

(i)

(i)

1<p<oove <A< nolsun. Bu durumda 1 < p < oo icin M Hardy-
Littlewood maksimal operatérii MP*(R") iizerinde ve p = 1 icin M1A(R")
uzaymdan WM (R™) uzayma smrhdir [9].

1 <p<oove <A< nolsun. Bu durumda 1 < p < oo igin T' singiiler
integral operatérii MPAR") iizerinde ve p = 1 icin MY(R") uzaymdan
WM (R™) uzayma smrhdir 9, 17, 41].

1 A_u

0<0z<n,1§p<§,0<)\<n—ozp,%—azgvep— olsun. Bu durumda

p > 1icin I, kesirli integral operatorii MP(R") uzayimmdan M%*(R™) uzayma
ve p = 1 igin MM R™) uzaymdan WM (R™) uzayma smirhdir (Spanne [41]).

O<a<n,1§p<ﬁ,0<)\<n—apvel—l:%olsun. Bu durumda

p > 1icin I, kesirli integral operatérii MP*(R™) uzayindan M%*(R") uzayma
ve p = 1 igin MY (R™) uzaymdan W M94A(R™) uzayma smrhdir [1].
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Harmonik analizin integral operatorlerinin genellegtirilmis Morrey uzaylarin-
daki smirhliklarini elde etmek amaciyla ¢ fonksiyonu iizerine konulmasi gereken
sartlar1 arasgtirmig bircok caligma vardir. Bilindigi kadariyla elde edilen en genel
neticeler Guliyev tarafindan verilmistir.

Nakai [36], MP¥(R") uzaymda M, T ve I, operatorlerinin simirhligimi aragtir-

mig ve ¢ fonksiyonu iizerine r < t < 2r olmak {izere

cro(x,r) < oo, t) < cp(x,r) (2.2)
sartini koymustur. Burada ¢ > 1, t, r ve x € R™ den bagimsiz bir sabittir. Bu sarta
ilave olarak eger

o dt
| elaty T < Cptary
kogulu saglanmiyorsa M, T operatorlerinin MP?(R™) uzay tizerinde ve eger 1 < p <

g <oovea=n(l/p—1/q) olmak iizere

/OO tapgo(a:,t)p% < Cr*Pp(z,r)?
kosulu saglaniyorsa 1, operatoriiniin MP#(R™) uzaymdan M%?(R"™) uzayma smirh
olduklarini gostermigtir.
Guliyev [19, 20, 21], Nakai'nin ¢ fonksiyonu iizerine koydugu (2.2) sartim
kaldirmig ve eger N
/T cpl(x,t)% < Cops(z, 1) (2.3)
kosulu saglaniyorsa M, T' operatorlerinin MP#1(R") uzayimmdan M?#2(R"™) uzayina

veeger 1 <p<q<oovea=n(l/p—1/q) olmak iizere

o dt
/ to‘gpl(x,t)? < Coy(x,T) (2.4)

kosulu saglaniyorsa I, operatoriiniin M?#*(R™) uzayindan M%#2(R"™) uzayina smirh
olduklarini gostermigtir.

Daha sonra Akbulut ve ark. [3] tarafindan maksimal operatér igin, (2.3)
sartindan daha zayif olan supremal gart ile MP#?(R") uzayimda bu operatoriin sinir-
lilig1 aragtirilmig ve yine ayni ¢caligmada singiiler integral operator i¢in de (2.3) sartin-
dan daha zayif bir sart koyularak bu operatoriin M?#(R™) uzayindaki sinirliligr elde
edilmigtir. Guliyev ve ark. [23] ise (2.4) sartindan daha zayif bir sart ile MP?(R")
uzayinda [, operatoriiniin sinirliligini géstermislerdir. Bu sonuclar agagidaki sekilde

ozetlenebilir.
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Teorem 2.4.8 1 < p < oo olsun ve (1, o) fonksiyonlar

ess inf ¢ (, s)s»
sup t<s<oo - S C ()02 (l’, T)
t>r tr

kogulunu saglasinlar. Burada C, x ve r den bagimsiz bir sabittir. Bu durumda M
maksimal operatorii p > 1 i¢in MP#1(R"™) uzayindan MP#?(R") uzayma ve p > 1
i¢in MP#1(R") uzaymdan WMP#?(R") uzayma siurhdir [3].

Teorem 2.4.9 1 < p < oo ve (i1, @) fonksiyonlari

t<s<o<3t%+1 dt < CQOQ(I', 7')

/oo ess inf oy (z, 5)s»
kogulunu saglasin. Burada C, z ve r den bagimsiz bir sabittir. Bu durumda T" oper-
atorit p > 1 icin MP#1(R™) uzaymdan M?#2(R") uzayma ve p > 1 icin MP#1(R")

uzayindan WMP#2(R"™) uzayma smirhdir [3].

Teorem 2.4.10 0 <a<n,1<p<?Z, % = i — 2 olsun ve (g1, p2) fonksiyonlar

t<s<oo
ot

o ess inf oy (z, s)s»
/ dt < Cpg(x,r)

kogulunu saglasin. Burada C, x ve r den bagimsiz bir sabittir. Bu durumda /,, oper-
atorii p > 1 igin MP#1(R™) uzaymdan M?%2(R") uzaymna ve p > 1 igin MP#(R")
uzayindan WM®#2(R") uzayma siirhdir [23].

Bu tezin temel problemi bu teoremleri (Teoremler 2.4.8, 2.4.9 ve 2.4.10),
genellestirilmis Morrey uzaylarini da kapsayan genellestirilmis Orlicz-Morrey uzay-
larina genigletmektir. Bu problemin ¢oziilmesinde 6nemli bir yere sahip olan har-
monik analizin klasik operatorlerinin Orlicz uzaylarindaki sinirliligi ayri bir béliimde

ele alinacaktir.
2.5 Bazi supremal ve Hardy tipli esitsizlikler

v bir agirhik fonksiyonu olsun. L ,(0,00) ile

91| 2ec . (0.00) = sup v(t) |9 (t))|
t>0

sonlu normuna sahip g(t), ¢ > 0 fonksiyonlarinin uzaymi gosterecegiz. Ayrica

L>(0,00) = Lo 1(0, 00) dir. M(0, 00), (0, 00) tizerindeki biitiin Lebesgue dlgiilebilir
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fonskiyonlarin kiimesi olsun ve 91" (0, 00), bu kiimenin negatif olmayan fonksiyon-
larindan olugan alt kiimesini gostersin. 90, oo;1), 9T (0, 00) kiimesindeki azal-

mayan biitiin fonksiyonlarin konisini belirtsin ve
_ + ST _
A= {so € MH(0, 00 1)+ lim (t) = 0}
ile tanimlansin.

u, (0,00) iizerinde siirekli ve negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Supremal

operator Sy, g € M(0, 00) olmak iizere

(Sug)(t) = lluglle(oe), ¢ € (0,00)

ile tanmimlanir.

Teorem 2.5.1 vy, vy her t > 0 icin 0 < ||v1|| oo (1,00) < 00 kogulunu saglayan negatif
olmayan 6lgiilebilir fonksiyonlar ve u, (0, 00) tizerinde siirekli ve negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Bu durumda S, operatériiniin A {izerinde Ly, (0, 00) uzaymdan

Lo, (0,00) uzayma smirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Hv2§u (||v1||Zio(~7oo)>

| < 00
L2 (0,00)

olmasidir [7].

w bir agirlik fonksiyonu ve

H:g(t) := /toog(s)w(s)ds, 0<t<oo,

bigiminde tamimlanmak iizere agagidaki teorem [22] da ispatlanmigtir.

Teorem 2.5.2 vy, ve ve w, (0,00) tizerinde agirhiklar ve v;(t) orijinin bir komsgulugu
diginda simirh olsun. (0, 00) iizerinde azalmayan ve negatif olmayan her g fonksiyonu
icin

sup vz (t) Hy,g(t) < Csupui(t)g(t) (2.5)

w
t>0 t>0

esitsizliginin saglancagi bir C' > 0 sabiti olmasi igin gerek ve yeter sart

B := sup vy(t) /too ws)ds < 0 (2.6)

+>0 SUPg <00 V1 (7)

olmasidir. Dahas1 C' = B degeri (2.5) i¢in en iyi sabittir.

Uyar1 2.5.3 (2.5) ve (2.6) ifadelerinde = = 0 ve 0 - 0o = 0 kabul edilmektedir.
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2.6 Young Fonksiyonlari

Bu boliimde Orlicz uzaylarim tanmimlamak i¢in kullanilan Young fonksiyon-
larimin tanimi verilerek, temel 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 2.6.1 Eger bir @ : [0, 00) — [0, oo] fonksiyonu,

(2) Soldan siireklidir,
(3) Artandir,
(4) Konvekstir: Her A € [0,1] ve her t1,t5 € [0,00) i¢in
(At + (1 = Ntg) < AD(tq) + (1 — N)D(t2),
(5) Asikar degildir: (0, 00) aralig: iizerinde 6zdeg olarak ne sifira ne de sonsuza
esit degildir. Yani 3t; >0 ®(t1) > 0 & Jty >0 P(t2) < 00
kogullarini sagliyorsa Young fonksiyonu olarak adlandirilir.

Uyar1 2.6.2 Young fonksiyonunun 1 ve 4 numarali 6zelliklerinden ¢ € (0, 00) — @

fonksiyonunun artan oldugu gériilebilir. Gergekten, ¢, = {1+ (1- i—;)O oldugundan
t
t <ty = B(t) < t—lcb(tQ) (2.7)
2
olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Agik bir aralik tizerinde konveks olan fonksiyonlarin siirekli olduklar1 ve hemen her
yerde tiirevlenebildikleri iyi bilinmektedir. Fakat, konveks fonksiyonlarin sagladigi
daha bircok onemli 6zellik vardir. Asagida konveks fonksiyonlarin integral gosteri-

mine sahip olduklarini ifade eden teorem verilmigtir.

Teorem 2.6.3 ® : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

her [c,d] C (a,b) kapal alt aralig1 igin
t
<I>(t)z<I>(c)+/ ols)ds, c<t<d (2.8)

olmasidir. Burada ¢ : R — R, artan ve soldan siirekli bir fonksiyondur [42].
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Simdi Teorem 2.6.3 in bir sonucu olan, herhangi bir Young fonksiyonunun da (2.8)

tipinde bir integral gosterimine sahip oldugunu ifade eden sonucu verelim.

Sonug 2.6.4 ® : [0,00) — [0, 00] fonksiyonunun bir Young fonksiyonu olmasi igin

gerek ve yeter sart
t
yw:/wgm%tzo (2.9)
0
olmasidir. Burada ¢ : [0,00) — [0, 0], artan, soldan siirekli ve agikar olmayan bir

fonksiyondur. Eger baz t ler i¢in ®(¢) = oo ise uygunluk agisindan ¢(t) = oo olarak

alinir.

Uyar1 2.6.5 Sonug 2.6.4 de gereklilik durumunda hemen her ¢ > 0 i¢in ¢(t) = ®'(¢)
dir. Bu gercek goz oniinde bulundurularak bundan sonra; artan, soldan siirekli ve
agikar olmayan bir ¢ : [0, 00) — [0, 00| fonksiyonu Orlicz tiirevi olarak adlandirila-
caktir. ¢ tiirevine sahip bir ® Young fonksiyonu denilince akla ® fonksiyonunun

(2.9) integral gosterimi gelmelidir.

Orlicz uzaylarini tanimlamak igin bazi yazarlar Young fonksiyonlari siifin-
dan daha dar bir simif olan ve tanimi agagida verilen N-fonksiyonlarimi kullanmak-
tadirlar. Fakat bu durumun bazi dezavantajlari vardir. Ornegin Orlicz uzaylari
N-fonksiyonlar1 yardimiyla tammlanirsa L'(R"), L>(R") ve Llog L(R") uzaylar
digarida birakilmig olur. Her ne kadar N-fonksiyonlar1 ¢aligmasi daha kolay fonksi-

yonlar olsa da biz bu ¢alismada Young fonksiyonlarini kullanmay1 tercih edecegiz.
Tanim 2.6.6 ¢, [0,00) aralig: tizerinde taniml, reel degerli ve
(a) ©(0) =0, eger t > 0 ise p(t) >0, z‘/lim o(t) = oo;
—00
(b) ¢ azalmayan;
(¢) ¢ sagdan siirekli
ozelliklerine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda [0, oo) iizerinde
t
¢®=/¢@% (2.10)
0

esitligiyle tanimli, reel degerli ® fonksiyonu bir N-fonksiyon olarak adlandirilir.
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Onerme 2.6.7 Herhangi bir ® N-fonksiyonu,
(i) @, [0, 00) iizerinde siireklidir;
(ii) @ kesin artandir;
(iii) @ konvekstir;
(iv) lim@ =0 ve lim @ = 00;
t—0 t—o00
(v) Egert > 0ise ®(t) >0

ozelliklerine sahiptir [2].

Uyar1 2.6.8 Onerme 2.6.7 (i),(iii), (iv) ve (v) 6zellikleri bir N-fonksiyonunu tanim-
lamak i¢in kullamilabilirdi. Ciinkii bu {ig 6zellik, Tanim 2.6.6 (a)-(c) ozelliklerine
sahip bir ¢ fonksiyonu ile ® fonksiyonunun (2.10) formunda bir gosteriminin var

olmasini gerektirir [2].

Tanim 2.6.9 ¢ bir Orlicz tiirevi olmak tizere ¢ fonksiyonu
p(t) = inf{s : o(s) = t}

bigiminde tanimlanir.

Uyar1 2.6.10 ¢ fonksiyonu da bir Orlicz tiirevidir. Dolayisiyla Sonug 2.6.4 geregince
d(t) = fg P(s)ds esitligiyle tanimh ® fonksiyonu bir Young fonksiyonudur [16].

Tanim 2.6.11 ¢ ve ¢ fonksiyonlar1 Tamim 2.6.9 daki gibi olsunlar.

esitlikleri ile verilen ® ve d Young fonksiyonlar1 birbirlerinin tiimleyeni olarak ad-

landirilirlar.
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Ornek 2.6.12 Asagida tiimleyen Young fonksiyon ciftlerine bazi érnekler verilmistir:

~ /

o)=L, B =L, l<p<oo, il
. .~ 0,0<s<1

(i) ®(t) =t, @(5)_{00’ s~ 1

(iii) ®(t) =€t —t —1, B(s) = (1+s)log(1+ s) — .

. 0 ,t<1 ~ s ,s<1
(iv) (b(t)_{tlogt,t>1’ (I)(S)_{eSl,szl

Uyar1 2.6.13 Ornek 2.6.12 (ii) ve (iv) de verilen fonksiyonlar Young fonksiyonudur
fakat N-fonksiyon degildir.

Onerme 2.6.14 ® bir Young fonksiyonu olsun. O zaman her 0 < « < 1 ve her
0<t< ooicin
d(at) < ad(t),

her a > 1 ve her 0 <t < oo igin
ad(t) < d(at) (2.11)
olur [29].

Teorem 2.6.15 (Young esitsizligi) ¢ ve P sirasiyla ¢ ve @ tiirevlerine sahip

tiimleyen Young fonksiyonlar: olsun. Bu durumda her z,y > 0 i¢in
zy < O(x) + B(y)
olur. Esitlik ise sadece y = p(z) veya x = $(y) olmasi ile mumkindiir [53].
Sonug 2.6.16 y > 0 icin
d(y) = sup{zy — ®(z) : z € [0, 00)} (2.12)

ve eger p(y) < oo ise sup = max olur [53].

Uyar1 2.6.17 (2.12) ifadesi ® Young fonksiyonunun tiimleyeninin tanimi olarak

aliabilir.
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Onerme 2.6.18 ® bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olsun. Bu durumda
her ¢ > 0 i¢in
5 ()

‘I’(T) < ®(t)

olur [45].

Siradaki 6nermede ve calisgmanin bundan sonraki kisminda ®~! gésterimi ®

Young fonksiyonunun genellestirilmis tersini géstermek icin kullanilacaktir. Yani
O (s)=inf{r >0:®(r) > s}, 0<s< o0

Eger ® Young fonksiyonunun Orlicz tiirevi ¢ sonlu, yani her 0 < s < 0o igin
0 < @(s) < oo ise @ € ) ile gosterilecektir. Eger ® € ) ise ® birebir ve orten bir
fonksiyondur ve &1, @ fonksiyonunun adi tersidir [32]. Ayrica genellestirilmisg ters

fonksiyon tanimindan her 0 < r < oo igin
(O7H(r)) <7 < OTH(E(r))
oldugu goriiliir [39].
Onerme 2.6.19 ® bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olsun. Bu durumda

her ¢ > 0 i¢in
t< O H)(P) M) < 2t (2.13)
esitsizlikleri gergeklenir [42].

Tanim 2.6.20 ¢ bir Young fonksiyonu olsun.

(i) Eger her ¢ > 0 i¢in
D (2t) < cd(1) (2.14)

esgitsizliginin saglandig pozitif bir ¢ sabiti varsa ®, Ay kogulunu sagliyor denir.

Bu durum ® € A, ile gosterilir.
(i) Eger d € A, ise @, V, kogulunu sagliyor denir. Bu durum ® € V, ile gésterilir.

Uyar1 2.6.21 (2.11) goz oniine almirsa (2.14) esitsizligindeki ¢ sabiti i¢in ¢ > 2

oldugu goriiliir.

Onerme 2.6.22 ® bir Young fonksiyonu olsun. ® € V5, olmasi icin gerek ve yeter

kosul ®(kt) > 2k®(t) esitsizliginin saglandigr bir k£ > 1 sabitinin olmasidir [28].
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Ornek 2.6.23

(i) ®(r) = r fonksiyonu A, kogulunu saglar fakat Vs kogulunu saglamaz.
(ii) 1 < p < oo olmak tizere ®(r) = r? her iki kogulu da saglar.
(iii) ®(r) = e" —r — 1 fonksiyonu V, kogulunu saglar fakat Ay kogulunu saglamaz.

Maksimal ve singiiler operatorlerin Orlicz uzaylarindaki sinirliliginin ispatinda

kilit rol oynayan asagidaki onermeleri, ispatlar ile birlikte verecegiz.

Onerme 2.6.24 ®, A, kosulunu saglayan bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

0 <t <tyigin
D(ts) < bd(ty)

ty — #

olacak sekilde p > 1 ve b > 1 sayilar vardir [27].

ispat. [k olarak kabul edelim ki 0 < t1 <ty < 2¢; olsun. O zaman

)

o(2t) _ ®(t)
t5

S 1

<

olur. Buradaki ¢, Ay kosulundaki sabittir.

Eger 0 < t; < tg, ty > 2t; ise bu durumda [-] tam kismi gostermek iizere

t
©(t2) — @(itl) = @(210g2(t2/t1)t1)

IN

@(2[10g2(t2/t1)]+1t1) < cllosg2 (tz/tl)]-i-lq)(tl)

log, ¢
< Bt/ (1)) < ¢ (?) 2 ®(t1)
1

olur. Istenilen esitsizligi elde etmek icin p = log, ¢ almak yeterlidir. ]
Onerme 2.6.25 ®, ¢ tiirevine sahip bir Young fonksiyonu olsun.

(i) ® € Ay olsun. Daha acik yazarsak belli bir A > 2 sabiti igin ®(2t) < Ad(t)
olsun. g =log, A alahm. Eger p > 8+ 1 ise her ¢t > 0 igin

[y, < H0

sP ~otp

esitsizligi gergeklenir [27, 45].
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(ii) ® € V3 olsun. Bu durumda

esitsizligi gerceklenir [27, 45].

Ispat. (i) Kismi integrasyon uygularsak

[ = [ o= g [ e

elde ederiz. Onerme 2.6.24 den s > t icin ®(s) < (£)P®(t) esitsizligini hatirlarsak

bu esitsizlikten

o(s), ()

sP ~ o

lim ®(R)/R" = 0, /t N

R—o0

elde ederiz. Boylece (i) ispatlanmig olur.

(ii) Ispat benzerdir. Ilk 6nce kismi integrasyon uygularsak

[ 2 2

olur. Simdi ®(As) > 2AP(s) esitsizligini kullamrsak

/ d = Z/ . @ ds < %;Aj(QA)—jé(t) < @

elde edilir. Buradan

S 52 ~ot

"p(s) o(1) L O(s) ®(t)
/0 ds < - +/0 ds <

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. ]
Tanim 2.6.26 ¢ bir Young fonksiyonu olsun. Eger her s, > 0 icin
O(st) < CP(s)P(1)

esitsizliginin saglandig1 pozitif bir C' sabiti varsa ®, A’ kogulunu sagliyor denir. Bu

durum ¢ € A’ ile gosterilir.

Onerme 2.6.27 Bir ® Young fonksiyonu A’ kogulunu saglarsa A, kosulunu da

saglar [42].
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2.7 Orlicz Uzaylar:

Tanim 2.7.1 & bir Young fonksiyonu olmak iizere Orlicz uzay1 asagidaki sekilde

tammlanir:

L*(R") = {f :R" — R : f —olgiilebilir & Ja > 0 / O(alf(z)|)dx < oo} .

n

Onerme 2.7.2 L®(R"), iizerinde tanimlanan

1]l zo = inf {)\ >0 / @(@m < 1}

normu ile bir Banach uzayidir. Bu norma Orlicz uzayinin Luxemburg-Nakano normu

ad1 verilir [42].
Ornek 2.7.3

(i) 1 < p < oo olmak iizere ®(t) = t? ise L*(R™) = LF(R™).

(H)@(t)_{oo, P ise L*(R™) = L>*(R").

0 ,t<1 . . .
(iii) @(t) = {tlogt p S ise L*(R") = Llog L(R™).

Tanim 2.7.4 ¢ ve ¥, Young fonksiyonlar: olsun. Eger her s > 0 i¢in ®(s) < U(cs)

esitsizliginin gerceklestigi bir ¢ sabiti varsa ¥, ® fonksiyonunu domine ediyor denir.

Teorem 2.7.5 &, ¥ Young fonksiyonlar: olsun. ¥, & fonksiyonunu domine ediyor

1se 0 zaman

L*R") D LY(R"),  [|fllze < Cllfllpe

olur [29].

Tanim 2.7.6 ¢ bir Young fonksiyonu olmak {iizere, zayif Orlicz uzay1 asagidaki

sekilde tanimlanir:

WL?(R") = {f :R" = R : f —dlgiilebilir & sup ®(¢)|{z € R" : |f(x)] > t}| < oo} :
0

Onerme 2.7.7 W L*(R"), iizerinde tanimlanan

Il flwre = inf {)\ > 0:sup @(t)[{x € R" : |f(x)] > At}] < 1}

t>0

dontigiimii bir quasi-Banach uzayidir [5].
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Lemma 2.7.8 ® bir Young fonksiyonu ve B sonlu 6l¢iiye sahip o6lgiilebilir bir kiime

olsun.
1

IXsllwee = Xsllze = W

olur.

ispat .

A>0:sup® (;) e R": |y, (2)] > t}] < 1}

t>0

0<t<1

1
A -d (=) <|BlI™!
~0:e(3) <18}

1
A —
A0 A—@wa)}

{

_ inf{)\ >0 sup d (;) fz €R™: |x, (2)] > t}] < 1}
{
{

o=t (1B

elde edilir. |
Tanim 2.7.9 ® ve ¥, Young fonksiyonlar1 olsun. Eger her f € L*(R") icin

\Tfllpe < k| fllLe

esitsizliginin saglandigi bir k sabiti varsa T quasilineer operatoriine giiglii (¢, V)

tiplidir denir. Eger her ¢ > 0 ve her f € L®(R") icin

{y e R : [Tf()] > t}] < 1/ (ﬁ)

esitisizliginin saglandigr bir k sabiti varsa T quasilineer operatoriine zayif (¢, V)

tiplidir denir.
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Onerme 2.7.10 Her giiclii (®, ¥) tipli operatér aymi zamanda zayif (®,¥) tipli
operatordiir [43].

ispat. ispat icin Chebyshev esitsizligini kullanacagiz. Quasilineer operator tanimin-

dan her ¢ > 0 igin ve |f| # 0, h.h.y. i¢in

{y e R™: [Tf](y) > t}]

‘ y € R T ()W) > =

= [{rer v (ams) > ‘I’( L)
v ()] e (G
< o (a)] e (A )
= v <K||fum>] 7

elde edilir. Boylece istenilen ispatlanmig olur. ]

IN

K|
T

ks&h

Onerme 2.7.11 ® bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olsun. Eger f €

L*(R") ve g € L*(R") ise fg € L'(R") olur ve

|[f(2)g(2)ldz < 2[|fllL[lgll 5

R

esitsizligi saglanir [42].
Onerme 2.7.12 f € L®*(R") olsun. Bu durumda

1fllze < 1l == SHP{ : | (@)g(2)ldz - [|g]l s < 1} < 2[| fllze
esitsizligi saglanir. || f]|3, L®(R™) uzaymn Orlicz normu olarak adlandirihir [16].
Teorem 2.7.13 ® bir Young fonksiyonu ve f € L?(R") negatif olmayan bir fonksiyon
olsun. Bu durumda hemen her x € R" icin

r—0+ ||XB(x,r)||L‘I>

> f(x)
esitsizligi saglanir. Dahasi eger ® € A’ ise hemen her x € R” icin

1; HfXB(x,r)HLq’
m —-—
r—0+ ||XB(x,r) ||L‘I>

= [f()
olur [25].
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Temel sonuclarmmizda kullanacagimiz ve ispati Onermeler 2.7.11, 2.7.8 ve

2.6.19 kulanilarak kolayca elde edilebilen esitsizlik asagida verilmigtir.

Lemma 2.7.14 ® bir Young fonksiyonu olsun. Biitiin B yuvarlar i¢in

£ e < 2B~ (1BI7) 1 fllzes)

esitsizligi saglanir.
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3 HARMONIK ANALIZIN KLASIK OPERATORLERININ
ORLICZ UZAYLARINDAKI SINIRLILIGI

Bu boliimde maksimal, potansiyel ve singiiler operatorlerin Orlicz uzaylarin-

daki zayif ve giiclii tipli sinirliliklar1 detayl bir sekilde incelenecektir.
3.1 Maksimal Operator

Maksimal operatoriin Orlicz uzaylarindaki sinirliligi iyi bilinmektedir ve Cianchi
[11], Kita [26] ve Kokilashvili ve Krbec [27] ¢aligmalarinda bulunabilir.

Lemma 3.1.1 f olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere

A {z €R": Mf(x) > \}| < C / F(@)]de
{zeR™:|f(x)|>N/2}

esitsizliginin gergeklendigi bir C' sabiti vardir [12].

Lemma 3.1.2 & bir Young fonksiyonu ve z € R" igin M f(x) < oo olmak iizere
O(Mf(z)) < ME(|f)(x), zeR"

esitsizligi saglanir [31].

Ispat. 2 € R" ve M f(z) < oo olsun. Bu durumda her bir 0 < ¢ < 1 i¢in By 3 «

olacak sekilde bir By C R" yuvar1 vardir ve

1

[f ()ldy + €.

olur. @ fonksiyonunun integral gosteriminden,

u+e u u+e
O(u+e)= /0 o(s)ds = /0 ©o(s)ds +/ o(s)ds < O(u) + p(u+¢)e

olur. Sonug olarak Jensen esgitsizliginden

o0ufe) <o (g [ 1wl )

§<I>(|B| 1) y) (|B| 11 >|dy+s)e
SAnA O(| f(y))dy + (M f(x)+ 1)e

< MO(|f])(x) + (M f(x) +1)e
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elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan ®(M f(z)) < M®(|f])(z) olur. n

Maksimal operatériin Orlicz uzaylarindaki zayif sinirliligi Lemma 3.1.2 nin bir
sonucudur ve ispat1 asagidaki sekilde Deringoz ve ark. [14] tarafindan verilmigtir.
Asagida verilen maksimal operatoriin Orlicz uzaylarindaki giiclii sinirliliginin ispati

ise Maligranda ve Matsuoka [31] ile Sawano [45] galigmalarindan alimmgtar.

Teorem 3.1.3

(i) M maksimal operatorii her @ Young fonksiyonu icin zayif (®, @) tiplidir.

(ii) M maksimal operatoriin giiglii (®, ) tipli olmasi igin gerek ve yeter sart
® € V, olmasidir.

Ispat. (i) ||f|lze = 1 olacak sekilde f € L® alahm. Lemma 3.1.2 ve maksimal

operatoriin zayif (1,1) sinirlihgindan

{z: Mf(z) >t} = {z : ®(M[f(x)) > D)}

o M(@o|f)(w) > B(1)]
a7 L. @i

C < 1
ot) =

IN

IN

IN

7
(amTs)
olur. Ciinkii [|f|ze =1 ve eger C > 1ise 5@ () > ® (&) dir.

|| - || normunun homojenlik 6zelliginden dolay:
1

L
®(amms)

{z: Mf(x) > t}] <

esitsizligi her f € L? icin dogrudur.
(i) Yeterlilik:
A > 0ve f e L*\{0} olsun. O zaman

M)
Le(*%

) / / s)dsdx
/ / X{SGOOO Mp) ©)(s)dsdx

—/0 o(s)|{x € R : Mf(z) > As}|ds

_ ! /Ooo¢ (3) [{z € R": Mf(z) > A}|dA

A
%/Ooo@(”) [{z € R": M f(z) > 2)\}|dA
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olur. Lemma 3.1.1 ve integrasyon sirasinin degistirilmesinden

LG5 2 (F) U 1950) 5
SN ( [ (%) @) s

1 2071 f ()] d)\
s [ 1@ ( / WT) "

elde edilir. Onerme 2.6.25 (ii) den

2011 £(0) x
(A ¢Mﬁ?>iﬂf@M*A¢(ﬂ%%ﬁ>

olup k > 1 ve t > 0 icin k®(t) < ®(kt) oldugu hatirlanirsa (Bkz. Onerme 2.6.14)

buradan

[ (M e [ 0 (2N [ o (Y

olur. A = ¢yl f]|ze segersek
/ d (%@)) de <1

olur bu da normun tanimi dolayisiyla
M fllre <A =coll fllpe

olmas1 demektir.
Gereklilik:
Simdi kabul edelim ki M giiglii (®, ®) tipli olsun. Yani her f € L*(R") igin

M fllze < Cllfllze

olacak bi¢imde bir C' sabiti olsun.

Ozel olarak 0 < |A| < oo olacak sekildeki her A C R™ icin,

[Mxallpe < Cylixalle (3.1)

—1/n olmak {izere A = B, alalim. Burada B, =

olur. (3.1) ifadesinde r = (ajuv)
B(0,r), a, = |B;|, u > 0 vev > 1dir. Budurumda Lemma 2.7.8 ve (2.13) esitsizligi
kullanilarak

1 1 1 L3 uUv
DERITES d-1(1/|B.|) - O-1(1/(r"|By|)) B O~ (uv) = ECI) (ww)
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oldugu goriiliir. Diger taraftan eger z # B, ise B, C B(x,2|z|) olur. Ciinkii y € B,
icin
o =yl < ||+ [y| < [z +r < 2[x]

dir. Dolayisiyla

1 |B(z,2|x]) N B,| r \"
Mxp, (z) > —/ xs, (y)dy = =
|B(z,2|z|)| S5 210 |B(z,2|x|)| 2|z|

olur. s = (a;u)~" olmak iizere g = ®~!(u)yp, i¢in

[ 8g@)is < ulB] = us"|Bs| =1

elde edilir. Luxemburg-Nakano normu ile Orlicz normunun denkliginden (Bkz.

Onerme 2.7.12)

I3l =sup{ [ 100xs talas [ Baolie <1}

Rn

>0 M (u) [ Myg, (z)dz > & (u) (L> dx
By Bs\B, 2|z|

_ 97 () / R

B 2rayuv r<|z|<s |x‘n
21“)—1 &“)—1

= (u)nal In S (w) Inv
2"a uv r 2"uv

olur. Buradan v > 0 ve v > 1 i¢in (3.1) esitsizligi

o' (u)

2" uv

1~
Inv < 20— ! (uv)
uw

olmasm gerektirir. Boylece, v = exp(C - 22) almarak u > 0 i¢in 20~'(u) <
d(uexp(C - 2712)) elde edilir veya her ¢ > 0 i¢in ®(2t) < exp(C - 2"72)d(t) olur.

Bu ise ® € V5 olmasi1 demektir. [

Sonug 3.1.4 ®¢(t) =7, 1 < p < 0o Young fonksiyonu 1 < p < oo igin Vy kogulunu
saglar. Dolayisiyla M, Hardy-Littlewood maksimal operatorii 1 < p < oo i¢in zayif

(p,p) tipli, 1 < p < oo giiclii (p, p) tiplidir.
3.2 Riesz Potansiyeli

Riesz potansiyelinin L®(R") uzayindan LY (R") uzayina siirhligi @, ¥ Young
fonksiyonlar iizerine baz1 kisitlayici sartlar koyularak O’Neil [39] ve Torchinsky [50]
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tarafindan gosterilmistir. Daha sonra Cianchi [11] bu sartlar hafifleterek daha genel
bir sonug¢ elde etmisgtir. Simdi bu sonug elde edilirken kullanilan bazi tanimlar:

verecegiz.

Tanim 3.2.1 ¥ bir Young fonksiyonu ve p € (1, 00| olsun.

By(s) = /O S fﬁ? dt

olmak iizere W, tiimleyeni

Ts) = [ B, 6 ar (32
0
seklinde verilen Young fonksiyonudur.

Tanim 3.2.2 ® bir Young fonksiyonu ve p € (1, o0] olsun.

Ao = [

olmak tizere ®,, tiimleyeni
B = [ A b (33
0
seklinde verilen Young fonksiyonudur.

Teorem 3.2.3 [11] n>1ve 0 < a < n olsun. ® ve ¥ Young fonksiyonlar: ve Dy, /0

ile U,/ (3.3) ve (3.2) ile tanmimlanan Young fonksiyonlar1 olmak tizere
(i) I, Riesz potansiyelinin zayif (®, V) tipli olmas i¢in gerek ve yeter kogul
1
/ O(t) /=t < oo, (3.4)
0

ve

®,,/o fonksiyonunun ¥ fonksiyonunu domine etmesidir. (3.5)

(ii) I, Riesz potansiyelinin giiclii (®, V) tipli olmasi igin gerek ve yeter kosul
(3.4) ve (3.5) kogullar ile birlikte

1
/ W(t) /=Dt < oo, (3.6)
0

ve

® fonksiyonunun V¥, /, fonksiyonunu domine etmesi (3.7)
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kosullarinin da saglanmasidir.

Sonug 3.2.4 ¢(t) =1, 1 <p < oove U(t) =17, 1 < g < oo Young fonksiyonlarimi

goz oniine alalim. Bu fonksiyonlar i¢in, (3.3) ile tanimlanan ®,,/, fonksiyonu

olmak iizere ®,,,(t) = Ctner— olur. Teorem 3.2.3 (i) deki (3.4) sart1 p’ > "
sartina, (3.5) sart1 ise sup 17T < 00 veya denk olarak % = 117 —
>0

I, kesirli integral operatoriiniin zayif (p,q) tipli olmas: igin gerek ve yeter kogul

% olur. Yani

l<p<? o=

, 1 _ 2 olmasidir.

(3.2) ile tanimlanan ¥, , fonksiyonu

>0

O [qn—qa—n]q;ﬁ" n—a [qn—qa—n]qgi"

n—ao qn n—ao

olmak tizere W, /o(t) = Ctain olur. (3.6) sart1 ¢ > —— gartina, (3.7) sart1

_gqanrn . .
sup teetn P < oo yani % = % — = olmasma denk olur. Bu ve yukaridaki agiklamalar

>0
gozoniine almirsa Teorem 3.2.3 (i) deki kogullar 1 < p < 2, 1 =1 — 2 glmasina
> o q P n

denk olur. Yani [, kesirli integral operatoriiniin giiglii (p, ¢) tipli olmasi i¢in gerek

nol_1_ % olmasidir.

ve yeter kogul 1 <p < =, 17

Nakai [35] galigmasinda genellegtirilmig kesirli integral operatorlerin Orlicz
uzaylarindaki sinirliliklarini géstermistir. Bu sonucun 6zel bir durumu olan agagidaki

teorem Riesz potansiyelinin Orlicz uzayindaki sinirliligi igin alternatif bir sonugtur.

Teorem 3.2.5 ¢, ¥ € Y olsun. Her r > 0 igin
oo — tOé—n
Ol— At < A 3.8
[ # (g ) s 4. 38)
re@ ! (rm) < AT (k). (3.9)

egitsizliklerinin saglandigi A, A’, A” > 0 sabitleri var olsun. Bu durumda her Cy > 0

igin bir Cy > 0 sabiti vardir 6yle ki her f € L*(R") igin

I, M
Cil[ = Coll f] e
esitsizligi gergeklenir. Dolayisiyla I, zayif (®, V) tiplidir. Dahasi eger & € V, ise I,

giiclit (¢, V) tiplidir.
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ispat.
le/ f(y)_ &y ve JQZ/ f(y)_ dy
le—y|<r |l’ - y|n ¢ |lz—y|>r |l’ - y|n ¢

olsun. J; i¢in Hedberg yontemini kullanarak
|Jh] < CrM f(x) (3.11)

elde ederiz. Jimdi J; igin benzer bir esitisizlik elde edilecektir. Holder esitsizliginden

1l < 2l = 1" "Xy Oll il o (3.12)
olur.
F(r)=r“®'(r ") (3.13)
olmak iizere
e = 1" "X gy Oll s < CE() (3.14)

oldugunu gosterecegiz. d fonksiyonunun artanlhigindan

/ o (%) dy < 02/ o (t; ) Lt (3.15)
lz—y|=r T

olur. Burada C3, A > 0 ve x € R™ den bagimsiz bir sabittir. CyA’ > 1 kabul
edebiliriz. (2.7) ve (3.8) kullanilarak

o0 - ta—n
(I) n—1
/ (CQAA'Fm)t .
1 RPN e 1
< O —— )"t < —
- CQA//T (AF(T’)) - Cg

esitsizligi elde edilir. Eger A = CoAA'F(r) alimirsa (3.15) ve (3.16) dan

— ‘ZL’ _ y‘afn
Ol — )dy <1
/Iwy>r ( A ’=

olur. Dolayisiyla (3.14) esitsizligi gosterilmig olur. (3.11), (3.12) ve (3.14) kullanihirsa

(3.16)

[Lof (@) = |Ji + Jo| < Or* (Mf(@) + || fllze)2 (r™")) (3.17)

oldugu goriiliir. » > 0 sayisini

i Mf(z)
O l(r ) = 3.18
) = Gl e (315)
olacak sekilde secersek
-1 M f(z)
UL () Vod (Collfll q>>

re < A’ = A" L (3.19)

- —1(p—n Mf(x)

o) Collfll, 0



olur ve (3.17), (3.18) ve (3.19) kullamlarak

1. f(2)] < Cullfll o T 0 @ ( M f(z) )

Coll fl| o
esitsizligi elde edilir. Boylece (3.10) ispatlanmig olur.

m(r, f) = [{x € R" : |f(x)| > r}| olmak iizere Teorem 3.1.3 (i) den

) !Iaf(rﬂ): ) ( (|Iaf(x>|))
sup ¥ (rym (T’c‘lnfum ST YA Gl

< ili%)rm (T’(I) (%))
i (T Mf(z) )

>0 ’C’()H.]CHL‘I>
<1

yani
Hafllwre < Cillfl e

ve Teorem 3.1.3 (ii) den
Ny (L),
Lo (i) = Lo (G ) <

o fllzy < Cillfllze

yani

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi Riesz potansiyelinin Orlicz uzayindaki sinirhiligini tiimleyen fonksiyon

kullamilmadan ifade eden sonucu verelim.
Sonug 3.2.6 ¢,V € ) olsun. Her r» > 0 i¢in

/ e dt < Ar*dT (e ™),

T

Taq)_l(r_n) S A,‘If_l(r_n)

(3.20)

(3.21)

A, A" > 0 egitsizliklerini saglayan A, A’ > 0 sabitleri var olsun. Bu durumda (3.10)

esitsizligi gergeklenir. Dolayisiyla I, zayif (®, W) tiplidir. Dahasi eger & € V, ise I,

giiclit (@, ¥) tiplidir.
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Ispat. F(r), (3.13) daki gibi olsun. F(r) neredeyse azalan bir fonksiyondur. Yani
0<r<t<ooicin

F(t) <CF(r)

esitsizliginin gerceklendigi bir C' sabiti vardir. Gergekten; F(r), % < 2 < 2 igin

& < ?Ei; < O egitsizligini sagladigindan (3.20) den 0 < 2r < oo igin

[ e i s e

r

olur. Bu da F(r) nin neredeyse azalan oldugunu gosterir.

(2.7) ve Onerme 2.6.18 den
~ (o F(t) ~ (ton
*(crm) < v ()
A "
~ ey (559)
F(t)t™
— CF(r)

elde edilir. (3.20) kullanilarak (3.8) esitsizligi alimir. Dolayisiyla bu sonug Teorem

3.2.5 den alinir. ]

Sonug 3.2.7 ®(t) =t*, 1 <p<oove ¥U(t) =17, 1 < g < oo Young fonksiyonlarimi
gbz oniine alalm. Bu fonksiyonlar igin, (3.20) ve (3.21) kogullart 1 < p < 2,

é = 117 — 2 olmasma denktir. ®(t) = ¢ fonksiyonunun V, kogulunu saglamadig da
1 _ 1 a

goz oniine almirsa; "1 < p < 2 T =5 n icin I, zayif (p, ¢) tiplidir " ve "1 < p < Z,

1

. % — % i¢in I, giiclii (p, ¢) tiplidir” sonuglar elde edilir.

3.3 Singiiler integral Operator

Konvoliisyon tipli singiiler integral operatorlerin Orlicz uzaylarindaki zayif
ve giiglii simrliliklar iyi bilinmektedir ve Cianchi [11] ve Kokilashvili ve Krbec
[27] caligmalarinda bulunabilir. Calderén-Zygmund operatorlerinin Orlicz uzayla-
rindaki giiglii simirhliklar i¢in Nakai [38] caligmas: referans verilebilir. Asagida ve-
rilen Calderén-Zygmund operatorlerinin Orlicz uzaylarindaki zayif sinirhiliklarimin
ispati1 Deringoz ve ark. [14] calismasindan giiclii simirliliklarimin ispati ise Sawano

[45] galigmasindan alinmigtir.
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Teorem 3.3.1

(i) ® € Ay ise T singiiler integral operatorii zayif (®, @) tiplidir.

(il) ® € Ay NVy ise T singiiler integral operatorii giiglii (®, ®) tiplidir.
Ispat. (i) f € L®(R") ve ||f|[z» = 1 olsun. A > 0 keyfi fakat sabit bir say1 olmak
tizere f fonksiyonunu f1 = x .., - f ve f2 = X ;<,, - [ olacak bicimde iki parcaya
ayiralim yani f = f; + fo dir. O zaman

o e B [T(@)| > M| < [z € B2 [Phi(@)] > 3} + [{z € B : [Tho(a)] > 5}
dolayisiyla

SNz e R" [T f(2)] > A} < [®(AN){z € R : [T fi(x)] > %}I
V| € B [Thufa)] > 5}

olur.

T operatoriiniin zayif (1,1) smlrhhgmdan ve LP, p > 1 smirhhgindan

{z e R": [Tfix)] > AH S |f1( )|dzx (3.22)

{z €R": [Th(x |>)\}|N>\p/ olz)Pdz (3.23)

oldugunu biliyoruz.

(3.22) ve @ fonksiyonunun monotonlugundan

Iz € B TA) > 51 S T [ 1io)lds
= M x)|dz
A /{xew:u(:c)»}lf( )

o)),
e T

- [ s

B()\)
N S
B(\)

= |f(z)[Pda
AP /{xew F@)I <A}

< [ rr=iolas

- [ as@hs
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olur. (3.23) ve Onerme 2.6.24 den

BN € B [Th(a)| > 5} §

| o) [Pd




olur. Boylece

C 1
o € R 17()| > M < gy [ @(f@)Dds <
(b()\) n @ ( A >
Cllfll @
elde edilmig olur. Bu esitsizlik || - || normunun homojenlik 6zelliginden dolay1 her

f € L? icin dogrudur.
(ii) Dagihm fonksiyonunu kullanarak yaptigimiz hesaplamalar maksimal ope-

rator icin yaptigimizla aynidir. Yani

/n (Tf > A/ ( >!{xeR" TF(z)] > 2A}|dA

olur. Diger yapacagimiz hesaplamalarda maksimal operatorden farkl olacak kisimlar

T operatoriiniin L> sinirli olmamasindan kaynaklanmaktadir. Simdi kabul edelim
ki p > 1 yeterince bilyiik, fi = xyqs>a1 - f ve fo = Xqfj<ry - f olsun. Bu durumda
eger |Tf(z)| > 2\ ise |T fi(x)| > A veya |T fo(z)| > A olur. Dolayisiyla

{z e R" :[Tf(2)] > 2A} < [{z € R" - [Tfi(x)] > A} + [{z € R" [T fo(2)[ > A}

olur.

Maksimal operator igin kullandigimiz hesaplama ilk terim i¢in de gecerlidir.

Bu ve (3.22) gozoniine alinirsa

s [e(R)merimiwismas [ () e

esitsizligi elde edilir. Ikinci terim icin benzer bir hesaplama hala gegerlidir fakat

burada ® € Ay olmasim ve (3.23) i kullanacagiz. O zaman
dX
| fo(z \pdf’?) V)

%/Omsp(”)mew T fo(x )\>A}IdA~}\ ) ( ) AP

(/.
108 ([0 (7)) o

olur.
Onerme 2.6.25 (i) kullanilarak

%/0“}0 (”) {a € R" : [Tf(x)] > A}dA

< [ o (HE)arc [ o (),
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elde edilir.



Boylece (3.24) ve (3.25) den

[ (T gy [ o (510

esitsizligini elde ederiz. A = ¢g||f]| e alirsak
T
[ (T 4

ITfllpe < A= coll flle

olur. Bu da

olmas1 demektir. ]

Sonug 3.3.2 ®(t) =7, 1 < p < 0o Young fonksiyonu 1 < p < oo igin Ay kogulunu,
1 < p < o0 i¢in V5 kosulunu saglar. Dolayisiyla T, singiiler integral operatorii

1 < p < oo igin zayif (p,p) tipli, 1 < p < oo giiclii (p, p) tiplidir.
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4 ORLICZ-MORREY TIPLI UZAYLAR
4.1 Orlicz-Morrey Uzaylari

Bu uzaylar ilk olarak Kokilashvili ve Krbec [27] tarafindan ® € T ve 0 < A <
n olmak {izere
O, (L) = {f — olciilebilir :  sup 7’_)‘/ O(f(y))dy < oo}
T>07I6Rn B(CE,T‘)

seklinde tanimmlanmigtir. Burada T, negatif olmayan, ¢ift, [0, 00) lizerinde artan,
limy o+ ®(¢) = 0 ve lim; ., P(¢) = oo gartlarim saglayan ® : R — R fonksiyonlarinin

sinifini gostermektedir.

Daha sonra 2014 yilinda Deringoz ve ark. [14] tarafindan Orlicz-Morrey uzay1
ve zay1if Orlicz-Morrey uzay1 ¢ Young fonksiyonunun genellestirilmig tersi yardimiyla

agagidaki sekilde tanimlanmigtir.

Tanim 4.1.1 (Orlicz-Morrey Uzaylari) ® bir Young fonksiyonu ve 0 < A < n olsun.

MEPA(R™) ile gosterecegimiz Orlicz-Morrey uzay1
[ fllppor = sup OCI)_I(T_/\H']CHL‘I)(B(:LT))

sonlu normuna sahip biitiin f € L (R") fonksiyonlarmin siifidir.

MPORY) = L2(R") ve eger ®(r) =P, 1 < p < oo ise MPA(R") = MPA(R™) olur.

W MEAR™) ile gosterecegimiz zayif Orlicz-Morrey uzay1 benzer olarak

1w are, = x@;}}gw O (r M) f lwre (B < o0

olacak sekildeki biitiin f € WL _(R") fonksiyonlarimin sinifi olarak tanimlanir.
2015 yilinda ise Maligranda ve Matsuoka [31] tarafindan merkezi Orlicz-
Morrey uzaylari ve zayif merkezi Orlicz-Morrey uzaylarn ® € Y, A € R, B, = B(0,r)

ve dy(u) = [{x € R" : | f(z)] > u}| olmak iizere
. 1 f
Ihans, =it {30 e [ o (V) a0 <1}

B*M(R") = {f € Lie(R") : | fllpasr = sup [flle.x5, < oo}

icin
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ve

1

| flloxB,.00 = inf {)\ >0 : sg;o)@(u)wdfmr()\u) < 1}

icin

WB*(R") = {f € Lioe(R") : [[fl| por = SUP [|flle.2,5,,00 < 00}

olarak tanimlanmistir.
4.2 Genellestirilmis Orlicz-Morrey Uzaylari

Literatiirde birden fazla genellestirilmig Orlicz-Morrey uzay1 tanimi vardir.
Bu uzaylar ilk olarak Nakai [37] tarafindan 2004 yihinda tanimlanmig, daha sonra
Sawano ve ark. [46] tarafindan 2012 yilinda farkli bir tip Orlicz-Morrey uzay1 tanim-
lanmigtir. Bu tezde ise yeni bir tip genellestirilmis Orlicz-Morrey uzay1 tanimi verile-
cek ve bu uzayda harmonik analizin klasik operatorlerinin sinirliligi arastirilacaktir.
Asagida birinci, ikinci ve tigiincii tip genellestirilmig Orlicz-Morrey uzay1 tanimlari
verilmigtir.

Birinci tip genellestirilmig Orlicz-Morrey uzay1 olarak adlandirilan £2®(R™)
uzay1l; ¢ bir Young fonksiyonu ve ¢ : (0,00) — (0,00) neredeyse azalan ve o(r)r

neredeyse artan bir fonksiyon, B bir agik yuvar ve

» R /()]
1l = mf{»o . W/Bab( s ) dn < 1}

olmak {izere

1 lleee = sup | fll.oy5

sonlu normuna sahip lokal integrallenebilir fonksiyonlarin sinifidir.
Ikinci tip genellestirilmig Orlicz-Morrey uzay: olarak adlandilan M#®(R")

n

uzay1; ® bir Young fonksiyonu ve ¢ : (0,00) — (0,00) azalmayan ve @(r)r~" art-

mayan bir fonksiyon, @ bir kiip, [(Q) kiipiin kenar uzunlugu ve

o A |f(@)]
| flle:0 .—1nf{)\>0 : @/Q¢<T) d;p§1}

[ fllazee == Sup (L@ fle

olmak {izere

sonlu normuna sahip lokal integrallenebilir fonksiyonlarin sinifidir.
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Simdi bu tezde ortaya koyulan problem cergevesinde 2014 yilinda Deringoz
ve ark. [14] tarafindan tamimlanan ve iigiincii tip genellegtirilmiy Orlicz-Morrey
uzay1 olarak adlandirilan M®¢(R") ve onun zayif hali olan W M®#(R") uzaylarmin
tanimlarini verelim.

Tanim 4.2.1 ¢(x,r), R™ x (0, 00) iizerinde tamimh pozitif 6l¢iilebilir bir fonksiyon
ve ® bir Young fonksiyonu olsun. M®#(R") ile gosterecegimiz genellestirilmisg
Orlicz-Morrey uzay1
1fllmee = sup  o(z,r) 07" (|B(z,r)| ") I fIlee (B2
zeR™,r>0

P

oo (R™) fonksiyonlarmm simfidir.

sonlu normuna sahip biitiin f € L

Lemma 4.2.2 o(z,r), R" x (0, 00) iizerinde tamimh pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon

ve ® bir Young fonksiyonu olsun.
(i) Eger her t > 0 ve her z € R" igin
sup @z, 1)@ (|Bw, )| 71) = o0 (4.1)
t<r<oo
ise M®#(R") = O olur.
(ii) Eger ® € A’ ve her t > 0 ve hemen her z € R” igin
sup oz, 7)) =00 (4.2)

o<r<t

ise M®¥?(R") = © olur.

Ispat. (i) (4.1) saglansm ve f 6zdes olarak 0 a denk olmasm. Bu durumda belli bir

zo € R" ve g > 0icin A = || fl| Lo (p(zp.1)) > 0 0lur. Boylece

0,t0

[l > sup @(zo, )~ @7 (1B (20, 7)™ 1 Fll Lo (B ag o

to<r<oo

> A sup p(xo,r) @ (|B(wo, 7))

to<r<oo
ve dolaysiyla || f|| je., = 00 olur.

(ii) Simdi f € M®?(R") olsun ve (4.2) saglansin. Teorem 2.7.13 den hemen her
x € R™ icin

1i HfXB(a:,T’) ||L‘1’
m ——
r—0+ HXB(a:,r) HL‘D

= [f(2)]
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olur. Bu z noktalarimim hepsi i¢in f(z) = 0 oldugunu iddia ediyoruz. Aksini kabul
edelim, yani = noktasini sabitleyelim ve |f(z)| > 0 oldugunu kabul edelim. Bu

durumda her 0 < r <ty icin

|/ ()]

(B ) I ooy =

olacak gekilde bir ty > 0 vardir. Sonug olarak

a _ f(x _
Pl = s )0 (1B ) ) 1 ooy 2 L2 sup ol )
0<r<to 0<r<tg
ve dolayisiyla || f|| \e., = 00, yani f ¢ M®#(R") olur. Bu ise bir celigkidir. [

Uyar1 4.2.3 ¢ bir Young fonksiyonu olsun. Qg ile belli ¢y, t > 0 sayilar1 igin
sup le(@,r) 7 e (|B(@, 7))l (t1,00) < 00
ve

sup [lo(@, 7)o (o5) < 00
rER™

kogullarimi saglayan R™ x (0, 00) tizerinde tammh pozitif 6lgiilebilir ¢(z, ) fonksiy-
onlarmm kiimesini gostererecegiz. Lemma 4.2.2 géz 6niine alimarak M®?(R") uza-
ymin agikar olmamasi i¢in yani M®%(R") # © olmasi i¢in bundan sonra her zaman

v € Qg ve ® € A’ oldugu kabul edilecektir.
Ayrica WM®#(R") ile gosterecegimiz zayif genellestirilmis Orlicz-Morrey
uzayl

| fllwmee = sup @z, r) 10! (\B(x,r)lfl) I fllwre @) < 00

ZER™ >0

olacak sekildeki biitiin f € WL (R™) fonksiyonlarinin simifidir.

loc

Bu tanimlara gore eger ®(r) = P, 1 < p < oo segilirse MP¥ genellestirilmis
Morrey uzayi ve W MP# zayif genellestirilmis Morrey uzayi; ®(r) =17, 1 <p < 00
ve p(x,r) = r%, 0 < X < n secilirse MPA(R™) Morrey uzay1 ve W MPA(R™) zayf
Morrey uzayi; p(x,r) = &1 (|B(z,r)|™!) secilirse L?(R™) Orlicz uzay1 ve W L®(R")

zayif Orlicz uzay elde edilir.
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5 HARMONIK ANALIZIN KLASIK OPERATORLERININ
GENELLESTIRIMIS ORLICZ-MORREY UZAYLARINDAKI
SINIRLILIGI

5.1 Maksimal Operator

Bu boliimde elde edilen sonuglar "Operator Theory, Operator Algebras and
Applications. Series: Operator Theory: Advances and Applications, Vol 242" der-
gisinde yaymlanmigtir (Bkz. [14]).

Lemma 5.1.1 f € LY (R") ve B = B(z,r) olsun. Bu durumda ® € V, kogulunu

loc

saglayan her Young fonksiyonu i¢in

1
M < zor)) + ——— supt™ " -
M fllem) S I fll2eBan) @*1(7“*”) t>213 1Nl 2t (B

esitsizligi ve her ® Young fonksiyonu i¢in

1 -n
HMfHWL‘I>(B) < HfHL‘I’(B(x,2r)) + —_n) f’;lft ||f||L1(B(:Jc,t)) (5-1)

P! (r

esitsizligi gergeklenir.

Ispat. ® € V, olsun. f; = fXB@a2r) Ve fo = chB(m 2r) olmak tizere f = f1 + fo

yazalim o zaman

IM fllLem) < M fillLes) + [|M fol e s)

olur. Teorem 3.1.3 de verilen M operatoriiniin L®(R™) uzayindaki smmirhhgindan

M fillesy S 1 fllLe B2

elde edilir.

Simdi y, B yuvarindan alinan keyfi bir nokta olsun. Eger B(y,t)N C(B(x, 2r)) #
() ise t > r olur. Gergekten eger z € B(y,t) N l:(B(:z:,Zr)) ise t > |y —z| >
|z — 2| — |z —y| > 2r —r =r dir.

Diger taraftan B(y,t) N D(B(x,Qr)) C B(z,2t) dir. Gergekten eger z €
B(y,t) N (B(z,2r)) ise |z — 2| < |y — 2| + |z — y| < t + 7 < 2t elde ederiz.
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Boylece

1
M fo(y) = sup — | f(2)|dz
>0 |B(y,1)] B(y,t)n%(B(z,2r))

1
<2" sup—/ f(2)|dz
D 53] oy )

su dz
t>§2|th|/xt 2l

olur. Buradan her y € B ic¢in

MfQ(y)§2”sup’th|/ z)|dz
B(z,t)

t>2r

esitsizligi elde edilir. Boylece

M < zor)) + su /
I vy € Wlisemsor + iy (92 50y

elde edilir.

Simdi ® keyfi bir Young fonksiyonu olsun. Her B = B(z,r) i¢in

1M fllwres < M fillweem + [|M follwies)

oldugu aciktir.

Teorem 3.1.3 de verilen M operatoriiniin zayif sinirhlhigindan

IM fillwee sy S 1l B2

elde ederiz. Boylece (5.2) kullanilarak (5.1) esitsizligini aliriz.

(9li:)

(5.2)

Lemma 5.1.2 f € LY (R") ve B = B(x,r) olsun. Bu durumda ® € V, kogulunu

saglayan her Young fonksiyonu i¢in

1 _
M [fllrem) S ey sup @7 (t7") || £ Lo (B(a))

t>2r

esitsizligi ve her ® Young fonksiyonu ic¢in

1M fllwrem) S

1 — n
mgﬁq’ HE) 1 e (B

esitsizligi gergeklenir.

Ispat. ® € V, olsun.

1
J = — dz
! &-1(r—) <t>27~ |B(z,t)] J B f@)l )
- HfHL(I’ B(z,2r))
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olarak tamimlansin. Lemma 2.7.14 kullanilarak

T < sup ()1 fll Lo By
>2r

elde edilir. Diger taraftan

O1(r ) par () llew sy

Z () sup (") 1 f | (Bear) = To

olur. Lemma 5.1.1 den || M f|| ey < J1 + T2 oldugundan (5.3) esitsizligi elde edilir.

Son olarak eger ® keyfi bir Young fonksiyonu ise (5.4) esitsizligi direk olarak (5.1)

den cikar. n
Teorem 5.1.3 & bir Young fonksiyonu olsun ve ¢1, p5 ve ¢ fonksiyonlar:

— — . (pl(xv S)
sup @1t ess inf T < Cq(x,r 5.5
r<t<poo ( ) t<s<oo (Ifl(s*") < Calar) (5:5)
kogulunu saglasinlar. Burada C, x ve r den bagimsiz bir sabittir. Bu durumda M

maksimal operatérii M®?1(R") uzaymdan W M®#2(R") uzayma ve & € V; icin

ME21(R") uzaymdan M®*#2(R") uzaymna smirhdir.

ispat.
1.Yol: Lemma 5.1.2 ve Teorem 2.5.1 kullanilarak & € V5 icin

M by SSU
‘| fHAA ” xER"E>ﬂ @2($7T)

< sup (@, )T () N fllpe (B
z€R™ r>0

Sup O () fll ey
>r

= [1flgen

ve keyfi ® Young fonksiyonu icin

M By S SU
|| f”WM 2 :BGJR",I3>0 902($7r)

S/ sup 901(3377“)71(1)71 (Tﬁn) ”fHL‘I’(B(x,r)) = HfHM‘I”‘PM
TER™ >0

sup ()| f | Lo By
>r

elde edilir.
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2.Yol: f € M®#(R") oldugundan (2.1) ve || || z#(5(u0.)) 2in ¢t nin azalmayan
bir fonksiyonu olmasi kullanilarak

1l o (Bxo.t))

ess inf —£L@0s)_
0<t<s<oo d—1 (s*")

O (s7) I 1l Lo (B0t

= ess sup

0<t<s<oo 901(130, 5)
(I)fl -n
< Sup (8 ) ||f||L‘I’(B(mo,s))
$>0,£0€R™ 901(450, 3)
= || fll peen -

elde edilir. Bu esitsizlik ve (5.5) kullanilirsa

sup || f1l e (Baosn @ (ET")

r<t<oo

< sup 1/ 1|2 (820 oss inf P1(T0:5)

ret<oo ess inf —£LE0)_ i<s<oo Pl (S_n)
t<s<oo ®—1 (s*”)

o (t™)

< O f|| e sUpP (ess inf M’S)Q q)—l(t—n)

r<t<oo \ t<s<oo Pl (S_n

< Coa(o, ) [ fll pgoen

olur. Bu sonug ve (5.3) kullanilarak

M By < SU
| M f1] pge.02 S S

< sup (@, )T () N fllpe (B
z€R” r>0

o O () fll Loy

= [1F g

elde edilir.

| M fllwageee SN fllmeen esitsizligi (5.4) kullamilarak yukaridakine benzer
olarak kolaylikla elde edilir. [ ]

Sonug 5.1.4 Eger Teorem 5.1.3 de 6zel olarak ®(t) = t?, 1 < p < oo almirsa
Teorem 2.4.8 elde edilir.
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5.2 Riesz Potansiyeli

Bu boliimde elde edilen sonuglar ”Journal of Function Spaces, Vol 2014” der-
gisinde yaymlanmigtir (Bkz. [24]).
Lemma 5.2.1 ¢ ve ¥ Young fonksiyonlar1 ve ®,, p € (1,00], (3.3) ile tammh
Young fonksiyonu olsun. Eger fol B(t) /P dt < oo ve @, fonksiyonu ¥ fonksiyonunu

domine ediyorsa r > 0 i¢in
O (r) < rrTi(r) (5.6)
esitsizligi gergeklenir.
Ispat. fol ®(t) /t+7 dt < oo olmast r > 0 igin
1< 2773 (1) D, (r) (5.7)
olmasini gerektirir [10, s.50].

Eger ®, fonksiyonu ¥ fonksiyonunu domine ediyorsa r > 0 i¢in,
o H(r) < CUH(r) (5.8)
olacak gekilde bir pozitif C' sabiti vardir. Gergekten,
U Hr) = inf{t >0: ¥(t) >r}
> inf{t > 0: ®,(Ct) >r}
= —inf{Ct > 0: D,(Ct) > r}

Boylece (5.6) esitsizligi (5.7), (5.8) ve (2.13) ifadelerinden ¢ikar. [
Agagida verecegimiz lemma Guliyev lemmasimin [19, 20, 21] Orlicz uzaylar

i¢in bir genellegtirilmesidir.

Lemma 5.2.2 0 < a < n, ® ve ¥ Young fonksiyonlar, f € L¥ (R") ve B =
B(zg,r) olsun. Eger (®, V), (3.4)-(3.7) kogullarin1 saglarsa

1 > o dt
Ifofllseior S Gy [ I lesann ™ () F (5.9)
esitsizligi, (3.4) ve (3.5) kosullarimi saglarsa
I < ! ) gt () & 5.10
[ Lo fllwres) S T ) o 1F 1 Lo (Baotn @ ( )7 (5.10)

esitsizligi gergeklenir.

45



Ispat. (3.4)-(3.7) kogullarmmn saglandigim kabul edelim. 2B = B(xg,2r) olmak

iizere f fonksiyonunu

f=h+tfe  [W)=Fxs®) fly) = FW)xegg @), >0,

bi¢iminde yazalim. Bu durumda

[ Lafllemy < [[LafillLes) + [HafallLes)

olur. f, € L®(R") olmasindan ve I, operatériiniin L®(R") uzaymdan LY (R") uza-

yina sinirlihgindan (Bkz. Teorem 3.2.3)

[ afille) < [Hafilloe@ny < Cllfillpe@ny = Cll fllLe@s)

elde edilir. Burada C' > 0, f den bagimsiz bir sabittir.
r € B, y¢€ B(2B) olmasi 1|zg — y| < |z — y| < 3|z — y| olmasim gerektirir.
O zaman

L, fo(z)] < 2770 / Il

Som) |To — Yy

esitsizligi saglanir. Fubini teoreminden

|f(y)] < dt
A ey = [ [f)l e
(2B) |20 — Y| ‘2B) |zo— ylt
dt
y)|dy
/2r /7"<x0 y\<t tntize
dt
|f(y)|dy
/Qr /B(xo ) gl

olur. Lemma 2.7.14 ve p = n/a igin Lemma 5.2.1 kullanilarak

/ g, < / TP S

Con) |To — y|" 2
dt

S e

bulunur. Buradan

1 L dt
o follLe(s) Sm/Z 11l 2o By @ (¢ )? (5.11)

olur. Boylece

1 L dt
lfoflsvco) S Wlsvem + oy [ 1 limiman ™)
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esitsizligi elde edilir.
Diger yandan (2.13) 6zelligini kullanarak

< dt
tn+1

P! (7’_”) ~ ! (7'_”)7’"

2r

< / v ()
2 t

T

oldugunu goriiriiz ve buradan

1 00 Lt
Iflvam S iy / TP e (5.12)

~ \I]_l r 20 t
olur.

Boylece

1 > dt
I, < - IR e (o
IfoSllseior S gy [, I lescoanm ¥ (07)

esitsizligi elde edilmisg olur.
Simdi (3.4) ve (3.5) kogullarinin saglandigini kabul edelim. I, operatériiniin

L?(R"™) uzaymdan W LY(R") uzayma simrhligindan (Bkz. Teorem 3.2.3) ve (5.12)

ifadesinden
[ afillwres) < [Hafillwrreny S 1 fille @

1 oo
= Ifllsvem 5 gargmmy f, I leecomn® ™ ()

dt  (5.13)
t

sonucuna ulagilir. Sonug olarak (5.11) ve (5.13) ifadelerinden (5.10) esitsizligini elde

ederiz. -
Teorem 5.2.3 0 < a < n olsun ve (@1, ¢2) ve (P, V) fonksiyonlar:

> dt
/ ess inf M\If_l (t‘”)T < C oz, 1) (5.14)

t<s<oo P—1 (3*”)

kogulunu saglasin. Burada C', x ve r den bagimsiz bir sabittir. Bu durumda I,
operatorii (3.4) ve (3.5) kosullar i¢in M®#1(R™) uzaymdan W MY¥2(R™) uzayma
ve (3.4)-(3.7) kosullar igin M®#1(R") uzaymdan MY ¥2(R") uzayma smirhdur.
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ispat.
1.Yol:
Lemma 5.2.2 ve Teorem 2.5.2 kullanilarak,

dt

aflars S s alen)™ [0 )l

z€R™,r>0

< osup @iz, ) T () || fl e (e

z€R™ r>0
= [l Fllavwen

ve

IR dt
[ afllwpre: S sup  @a(w,7) 1/ ) N lee B —

z€R" >0 t

< sup o(z, )TN () f | e (B
zeR™,r>0

= [[fllaewer
elde edilir.
2.Yol:
f e M®*#1(R") oldugundan (2.1) ve || f||1#(p(zo) in ¢ nin azalmayan bir
fonksiyonu olmasi kullanilarak

||f||L‘1>(B(mo,t))

ess inf —PL(@o.s)
0<t<s<oo d—1 (s‘”)

O (s7) I 1l Lo (B0t

= €SS sup
0<t<s<oco 1z, )
- O (™) 1 fll 2 (B,
$>0,20€R™ 901 (x07 S)
= [[fll aewen

elde edilir. Bu esitsizlik ve (5.14) kullanilirsa

o Lt
/ Hf”L‘i’(B(xo,t))\Il 1(t )7

T

< > Hf||L‘I’(B(mo,t)) ess inf ©1(x0, 5) \I,—1(t—n) @
- ess inf —£180:8)_ i<s<oo P1 (S_n) t
" t<s<oo o—-1(s—n

< C| fll e /TOO (ess inf M’S))) v

t<s<oo P—1 (3*”

< Coa(0, )| fllagwer
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olur. Bu sonug ve (5.9) kullanilarak

dt

Haflars S s alen)™ [0 ) oS

z€R™,r>0

< osup @iz, )T () || fll e (e

zER™ >0
= [[fllaewer
elde edilir.
W afllwavee S |fll @ esitsizligi (5.10) kullanilarak yukaridakine benzer

olarak kolaylikla elde edilir. ]

Uyar: 5.2.4 M, kesirli maksimal operator olmak {izere 0 < o < n i¢in

Mo f(x) S La(|f])(2)

oldugundan Teorem 5.2.3 ayni zamanda M, operatdriiniin M®#1(R") uzaymdan
MY#2(R") uzayma ve M®#1(R") uzayimdan W MY%2(R") uzayma siirhliklarimi

gerektirir.

Sonug 5.2.5 Eger Teorem 5.2.3 de 6zel olarak ®(t) = t*, ¥(t) =19, 1 < p,q < o©

alinirsa Teorem 2.4.10 alinir.
5.3 Singiiler integral Operator

Bu boliimde elde edilen sonuglar "Operator Theory, Operator Algebras and
Applications. Series: Operator Theory: Advances and Applications, Vol 242" der-
gisinde yaymlanmigtir (Bkz [14]).

Agagida verecegimiz lemma Guliyev lemmasimin [19, 20, 21] Orlicz uzaylar
i¢in bir genellegtirilmesidir.

Lemma 5.3.1 ® bir Young fonksiyonu ve f € L (R"), B = B(xo,r), 9 € R",r >
0 olsun. Bu durumda ® € A, (| V; i¢in

I $lsv00) S gy v ocon®” () (5.15)
esitsizligi ve ® € A, igin

1 - o dt
T [ 155 7)Y

NT fllwrem) S (5.16)

esitsizligi gergeklenir.
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Ispat. Ilk 6nce ® € Ay (Vs olsun. 2B = B(xg, 2r) olmak iizere f fonksiyonunu

f=h+fe AW =Iwxs®), L) =FG)xe,0)

bi¢iminde yazalim. Bu durumda

NT fllzey < T fillLes) + 1T fall Lo (s

olur. f; € L*(R") oldugundan T operatériiniin L®(R™) uzaymdaki simirhligindan
(Bkz. Teorem 3.3.1)

1T fille sy < ITfille@ny < Cllfille@n = Cllfllee@s)

elde ederiz.
re B, ye G(2B) olmasi 3|zg — y| < |z — y| < 3|z — y| olmasim gerektirir.

O zaman

T fo(z)] < C/ |f(y)]

Sop) |To — y|"

esitsizligi saglanir. Fubini teoreminden

e dt
/ Ly)'ndyz/ o [ Ly
top) [To — Yl ‘2B) jwo—yl

dt
y)ldy
/27‘ /27"<z0 y\<t ¢+l

f(y)ldy
/gr /B(wo t)‘ I t”“
olur. Lemma 2.7.14 kullanilarak

[ Ay [ s ()

S |To — y[" 2

bulunur. Buradan

1 * dt
T S — Ot — 5.17
T limior S gy, W lesenn® () (5.17)

T

olur. Boylece

HTfHL‘I’(B) N Hme(zB) +

1 ~ ot
m/ 1f 1122 (Bwoen @ (¢ )?

2r
esitsizligi elde edilir.

Diger yandan Onerme 2.6.19 kullamlarak




oldugu goriiliir ve buradan
1 o 1/ At
”f||L<I>(2B) S m/zr Hf|]L<1>(B(x07t))<I) l(t )7 (5.18)
olur. Boylece
1 o dt
T < — () =
1T fllem) S o) /27« 11l o @ (£7) =
esitsizligi elde edilmig olur.
Simdi ® € A, olsun. T operatoriiniin Orlicz uzayindaki zayif sinirliligindan

(Bkz. Teorem 3.3.1) ve (5.18) ifadesinden

IT fillwees) < 1T fillwee@ny S 1filloe@n

1 0 dt (5.19)
_ < - o1t =
||f||L‘I’(QB) ~ p-1 (T‘_n) /2T ||f||L‘1’(B(x07t)) ( ) t

sonucuna ulagilir. Sonug olarak (5.17) ve (5.19) ifadelerinden (5.16) esitsizligini elde

ederiz. -

Teorem 5.3.2 ® bir Young fonksiyonu ve 1, ps ve ®

/TOO (ess inf M) ot (t—”)% < Co(z,T) (5.20)

t<s<oo P—1 (5—”)

kogulunu saglasin. Burada C, x ve r den bagimsiz bir sabittir. Bu durumda 7'
operatorii ® € Ay N Vy icin M®#1(R") uzaymdan M®*#2(R") uzayma ve ® € A,
igin M®#1(R") uzaymmdan W M®**2(R") uzayma siurhdir.

ispat.
1.Yol: Lemma 5.3.1 ve Teorem 2.5.2 kullanilarak ® € A, N V5 i¢in

1 o dt
T s < _— @-1 t—n
|| f||./\/lq) P2 Ao xEHSQ}LI,I7)4>O sz(x7 ’F) /7: ||f||Lq’(B(a?,t)) ( ) t

S sup ; o1(z, )" (r ) 1 fll L2 By

z€R™, r>

= [[fll v
ve & € A, i¢in

dt

1 o0
T ®, 5 su / >(B(z oLt )=
H f”W./\/l 2 xER”,}?“>O @2(1,77,) : ||fHL (B(z,t)) ( ) t

< sup <P1($77")_1(I’_1(7‘_n)||f||L<I>(B(x,r))
z€R™ r>0

= [[fllaewer
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elde edilir.
2.Yol: f € M®#(R") oldugundan (2.1) ve || f|| .# (5(a0,+)) Din ¢ nin azalmayan
bir fonksiyonu olmasi kullanilarak

/1|22 (B o ,0))

ess inf —PL@o.s)
0<t<s<oo d—1 s*”)

7 (s 1/l ee Baon)

= ess sup

0<t<s<oo 801(95()» S)
B Coo L1 P
T s>0,z0€R" ©1(xg, 8)
= | fllmeen

elde edilir. Bu esitsizlik ve (5.20) kullanilirsa

dt

| Il ) G

= f () —
_/r oSS mf%?iii& o1 (s) (t™) ;

t<s<oo ®-1 (s—"

<Cllflaes [ (sint L)Q )

t<s<oo P—1 (s—n

< Cpa(xo, ) || £l peen

olur. Bu sonug ve (5.15) kullanilarak

1 dt
T v Sosu / @)@ —
H fHM‘I)‘PQ xER”E>0¢2(m7T) r HfHLq) ) ( )t
S osup (@, )TN | f e s
z€R™ r>0
= || flmeer

elde edilir.

T fllwimgzee S | fll e esitsizligi (5.16) kullamlarak yukaridakine benzer
olarak kolaylikla elde edilir. [ ]

Eger ozel olarak Teorem 5.3.2 de ®(¢) =17, 1 < p < oo alinirsa Teorem 2.4.9
elde edilir.
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Uyar: 5.3.3 (5.5) sart1 (5.20) sartindan daha zayiftir. Gergekten s € (r,00) olmak
uzere,

> * . Sol(x77—) —1(4—m ﬂ
902(967T)N/T ‘Eiii{}f—@_l(T_n)@ (")

o [T e (@ T) g dt
2 / ey e R A

> ess inf —901(93’ T)) / ot (t_n)%

s<T<oco Pp—1 (T—n

~ . @1(1’,7—) —1(.—n
el ey ()

olur. Boylece

. 901<x?7_) —1(, ) <
e il gy O () S el )

elde edilir.
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