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Haziran 2015

ÖZET

Bu çalışmada harmonik analizin integral operatörlerinin genelleştirilmiş Orlicz-

Morrey uzaylarındaki sınırlılığı incelenmiş ve birçok yeni sonuçlar elde edilmiştir.

Beş bölümden oluşan bu çalışmanın birinci bölümünde, literatürde bu konu ile

ilgili araştırmaları olan birçok matematikçi hakkında bilgi verilmiş ve bu çalışmanın

amacından bahsedilmiştir.

İkinci bölümde, çalışmamız ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve opera-

törler hakkında genel bilgilere ve bazı temel tanımlara yer verilmiştir.

Üçüncü bölümde maksimal, singüler ve potansiyel operatörlerin Orlicz uzay-

larındaki sınırlılığı detaylı bir şekilde incelenmiştir.

Dördüncü bölümde genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzaylarının tanımı ve Or-

licz, Morrey ve genelleştirilmiş Morrey uzayları ile olan ilişkisi verilmiştir.

Çalışmamızın sonuncu bölümü olan beşinci bölümde, “Guliyev metodu” yar-

dımıyla elde edilen maksimal, singüler ve potansiyel operatörlerin genelleştirilmiş

Orlicz-Morrey uzaylarındaki sınırlılıkları ile ilgili sonuçlara yer verilmiştir.
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ABSTRACT

In this study, the boundedness of integral operators of harmonic analysis on

generalized Orlicz-Morrey spaces is investigated and many new results are obtained.

This study is arranged in five chapters, in the first chapter, information is

given about many mathematicians studying in this field in the literature and also

about purpose of this study.

In the second chapter, some basic definitions and general informations about

basic concepts, spaces and operators related to this study are given.

In the third chapter, the boundedness of maximal, singular and potential

operators on Orlicz spaces is investigated with all details.

In the fourth chapter, the definition of generalized Orlicz-Morrey spaces and

the relation of these spaces with Orlicz, Morrey and generalized Morrey spaces is

given.
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boundedness of maximal, singular and potential operators on generalized Orlicz-
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TEŞEKKÜR iv
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2.3 Genelleştirilmiş Morrey Uzayları . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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ÖZGEÇMİŞ 59

vi
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WMp,ϕ(Rn) Zayıf genelleştirilmiş Morrey uzayı
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Iα Riesz potansiyeli

vii



1 GİRİŞ

Harmonik analizin klasik operatörlerinin-maksimal, singüler, potansiyel ope-

ratörler vs.- çeşitli fonksiyon uzaylarındaki sınırlılığı yoğun bir şekilde araştırılmak-

tadır. Bu operatörlerin Lebesgue uzaylarındaki zayıf ve güçlü tipli sınırlılıkları

klasiktir ve [4, 49, 51] kaynaklarında bulunabilir. Bu elde edilen sonuçlar Lebesgue

uzaylarının genelleştirilmesi olan birçok fonksiyon uzayına genişletilmiştir. Örneğin

Orlicz uzayları, Morrey uzayları, Lorentz Uzayları, Herz uzayları vs. Bu operatörle-

rin Orlicz uzaylarındaki zayıf ve güçlü tipli sınırlılıkları [11, 26, 27] çalışmalarında,

Morrey uzaylarındaki zayıf ve güçlü tipli sınırlılıkları ise [1, 9, 17, 41] çalışmalarında

elde edilmiştir.

Birnbaum ve Orlicz [6] ve Orlicz [40] tarafından tanıtılan Orlicz uzayları,

Lebesgue uzaylarının bir genelleştirilmesidir ve olasılık teorisi, istatistik, potansiyel

teori, harmonik analizde olduğu gibi analizin bazı diğer alanlarında da kullanılan

önemli bir araçtır. Orlicz uzayları ayrıca L1(Rn) uzayı çalışmadığında onun yerini

dolduran uygun bir alternatiftir. Örneğin Hardy-Littlewood maksimal operatörü

1 < p ≤ ∞ için Lp(Rn) uzayında sınırlıdır fakat L1(Rn) uzayında sınırlı değildir.

Orlicz uzayları kullanılarak bu operatörün p = 1 yakınındaki sınırlılığı araştırıla-

bilmektedir.

Klasik Morrey uzayları, ikinci dereceden eliptik kısmi diferensiyel denklem-

lerin çözümlerinin lokal davranışlarını araştırma çalışmalarında Morrey [34] tarafın-

dan ortaya konulmuştur.

Maksimal, singüler ve potansiyel operatörlerin, Morrey uzaylarının genişlemesi

olan genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığı Nakai [36] tarafından araştırıl-

mıştır. Guliyev [21], matematik literatüründe önem verilen genelleştirilmiş Morrey

uzayının normalleştirilmiş normunu tanımlamış ve doktora tezinde [19] ortaya koy-

duğu“Guliyev metodu”olarak adlandırılan metot yardımıyla genelleştirilmiş Morrey

uzayında harmonik analizin integral operatörlerinin sınırlılığını Nakai’ye göre daha

zayıf şartlar altında araştırmıştır. Sonrasında bu şartlar Akbulut ve ark. [3] ve

Guliyev ve ark. [23] tarafından daha da zayıflatılmıştır.

Fonksiyon uzayları teorisinde doğal bir adım fonksiyonların regülerliğinin

“Morrey-tipli ölçümünün” yuvar üzerindeki Lebesgue normu yerine Orlicz normu

1



ile yapıldığı Orlicz-Morrey uzayları ile çalışmalar yapmaktır. Bu tipteki uzaylar ilk

olarak Nakai [37] tarafından tanıtılmıştır. Daha sonra Sawano ve ark. [46] başka bir

tip Orlicz-Morrey uzayını tanıtmıştır.

Bu çalışmada Guliyev’in genelleştirilmiş Morrey uzayı tanımından yola çıkarak

Orlicz ve genelleştirilmiş Morrey uzaylarını birleştiren genelleştirilmiş Orlicz-Morrey

uzayları olarak adlandırılan yeni bir tip Orlicz-Morrey uzayı tanıtılmış ve Guliyev’in

ispat tekniğinden faydalanılarak bu uzaylarda maksimal, singüler ve potansiyel ope-

ratörlerin güçlü ve zayıf sınırlılıkları hakkında yeni sonuçlar elde edilmiştir. Elde

edilen bu sonuçlar “Operator Theory, Operator Algebras and Applications. Se-

ries: Operator Theory: Advances and Applications, Vol 242” kitabında bir bölüm

ve “Journal of Function Spaces, Vol 2014” dergisinde bir araştırma makalesi olarak

yayınlanmıştır.
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2 ÖN BİLGİLER

Rn, n-boyutlu Öklid uzayı; x · y =
n∑
j=1

xjyj iç çarpımı ve buna karşılık ge-

len |x| =
( n∑
j=1

x2
j

)1/2
normu ile x1, . . . , xn ∈ R olmak üzere tüm x = (x1, . . . , xn)

noktalarının kümesidir.

Rn uzayında Lebesgue ölçüsü dx = dx1 . . . dxn veA ⊂ Rn kümesinin Lebesgue

ölçüsü |A| ile gösterilecektir.

Eğer N ⊂ B ve |B| = 0 olacak şekildeki bir B Borel kümesi varsa N ⊂ Rn

kümesine ihmal edilebilir küme denir. B Borel kümesi ve N ihmal edilebilir bir küme

olmak üzere A = B∪N ise A kümesine (Lebesgue) ölçülebilirdir denir. A ölçülebilir

bir küme ve her α ∈ R sayısı için {x ∈ A : f(x) > α} kümesi ölçülebilirse f : A→ R

fonksiyonu (Lebesgue) ölçülebilir olarak adlandırılır. N ihmal edilebilir bir küme

olmak üzere bir özellik eğer A \ N kümesinde sağlanıyorsa bu özellik A kümesinde

“hemen her yerde” sağlanıyordur denir. Bu deyim kısaca “h.h.y.” ile gösterilir.

B(x, r) = {y ∈ Rn : |x− y| < r}, merkezi x, yarıçap uzunluğu r olan açık

yuvarı ve cB(x, r) = Rn \ B(x, r) onun tümleyenini göstersin. νn = |B(0, 1)| olmak

üzere

|B(x, r)| = νnr
n =

2πn/2rn

nΓ(n/2)
=

1

n
ωn−1r

n

biçimindedir. Burada ωn−1 = 2πn/2/Γ(n/2), Rn de n ≥ 1 için yarıçapı 1 olan

Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} küresinin yüzey alanıdır.

f : A→ R ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

ess sup
x∈A

f(x) = inf {K ∈ R : |{x ∈ A : f(x) > K}| = 0}

ve

ess inf
x∈A

f(x) = sup {K ∈ R : |{x ∈ A : f(x) < K}| = 0}

olarak tanımlanır. f , A kümesinde ölçülebilir negatif olmayan bir fonksiyon olmak

üzere, bu kavramlar arasında(
ess inf
x∈A

f(x)
)−1

= ess sup
x∈A

1

f(x)
(2.1)

ilişkisi vardır [52].
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C pozitif bir sabit olmak üzere bu çalışmada A . B gösterimini A ≤ CB,

eşitsizliğinin yerine kullanacağız. Eğer A . B ve B . A ise A ≈ B yazılır ve A, B

ye eşdeğerdir denir.

2.1 Lebesgue Uzayları

Tanım 2.1.1 1 ≤ p <∞ olmak üzere;∫
Rn
|f(x)|pdx <∞

özelligine sahip ölçülebilir f : Rn → R fonksiyonlar sınıfına Lp(Rn) uzayı veya p.

kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayı denir. Lp(Rn) uzayı üzerin-

deki norm

‖f‖Lp =

(∫
Rn
|f(x)|pdx

)1/p

ile tanımlanır.

p =∞ için L∞(Rn) uzayı,

‖f‖L∞ = ess sup
x∈Rn

|f(x)| <∞

özelliğine sahip ölçülebilir f : Rn → R fonksiyonlar sınıfıdır.

Teorem 2.1.2 Eğer 1 ≤ p ≤ ∞ ise Lp(Rn) bir Banach uzayıdır [29].

Teorem 2.1.3 (Young Eşitsizliği) 1 < p <∞ ve 1
p

+ 1
p′

= 1 olsun. Bu durumda

her a, b > 0 için

ab ≤ ap

p
+
bp
′

p′

eşitsizliği sağlanır. Eşitlik durumu ancak ve ancak ap = bp
′

olması ile mümkündür

[29].

Teorem 2.1.4 (Hölder Eşitsizliği) f, g : Rn → R ölçülebilir fonksiyonlar, 1 ≤

p ≤ ∞ ve 1
p

+ 1
p′

= 1 olmak üzere∫
Rn
|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′

eşitsizliği sağlanır [44].
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Teorem 2.1.5 (Jensen Eşitsizliği) J : R → R konvex bir fonksiyon, |Ω| < ∞

olmak üzere f : Ω → R ölçülebilir bir fonksiyon ve 〈f〉 = 1
|Ω|

∫
Ω
f(x)dx olsun. Eğer

f ∈ L1(Ω) ise

〈J ◦ f〉 ≥ J(〈f〉)

olur [30].

Teorem 2.1.6 (Chebyshev Eşitsizliği) f : Rn → R ölçülebilir bir fonksiyon ve

ε > 0 olmak üzere

|{x ∈ Rn : |f(x)| > ε}| ≤ 1

ε

∫
Rn
|f(x)|dx

eşitsizliği gerçeklenir [52].

Tanım 2.1.7 1 ≤ p <∞, f : Rn → R ölçülebilir bir fonksiyon ve

‖f‖WLp = sup
λ>0

λ|{x ∈ Rn : |f(x)| > λ}|
1
p

olmak üzere zayıf Lebesgue uzayı WLp(Rn) aşağıdaki şekilde tanımlanır:

WLp(Rn) = {f : Rn → R : f − ölçülebilir & ‖f‖WLp <∞} .

Uyarı 2.1.8 1 ≤ p < ∞ için Lp(Rn) ↪→ WLp(Rn). Dahası ‖f‖WLp ≤ ‖f‖Lp

eşitsizliği sağlanır [18].

Tanım 2.1.9 1 ≤ p < ∞ olmak üzere, Rn nin her bir kompakt K alt kümesi için

sırasıyla fχ
K
∈ Lp(Rn) ve fχ

K
∈ WLp(Rn) şartlarını sağlayan tüm ölçülebilir f

fonksiyonların uzayı Lploc(Rn) ve WLploc(Rn) ile gösterilir. Burada χ
K

, K kümesinin

karakteristik fonksiyonunu göstermektedir. Özel olarak p = 1 yani f ∈ L1
loc(Rn) ise

f fonksiyonu lokal integrallenebilirdir denir.

Tanım 2.1.10 Bir f : Rn → R fonksiyonunun desteği

suppf = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}

ile tanımlanır. Yani f fonksiyonunun desteği onun sıfırdan farklı olduğu noktaların

kümesinin kapanışıdır. Eğer suppf sınırlı bir küme ise f fonksiyonuna kompakt

desteğe sahiptir denir.
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Teorem 2.1.11 (Lebesgue diferansiyellenebilme teoremi) f ∈ Lploc(Rn) olmak

üzere hemen her x ∈ Rn için

lim
r→0

‖fχ
B(x,r)
‖Lp

‖χ
B(x,r)
‖Lp

= |f(x)|

eşitliği gerçeklenir [18].

Tanım 2.1.12 log+ t = max(log t, 0), t > 0 olmak üzere,∫
Rn
|f(x)| log+ |f(x)|dx <∞

özelliğine sahip ölçülebilir f : Rn → R fonksiyonlar sınıfına L logL Zygmund uzayı

denir.

2.2 Morrey Uzayları

Klasik Morrey uzayları, 1938 yılında Morrey [34] tarafından ikinci dereceden

eliptik kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışları araştırılırken

ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya çıkarılmıştır.

Morrey uzaylarının önemli uygulamaları Navier-Stokes ve Schrödinger denklem-

lerinde, süreksiz katsayılı eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya çıkmıştır.

Tanım 2.2.1 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ ≤ n, f ∈ Lploc(Rn) olmak üzere Mp,λ(Rn) Morrey

uzayı

Mp,λ(Rn) = {f ∈ Lploc(R
n) : ||f ||Mp,λ <∞}

şeklinde tanımlanır. Burada ||f ||Mp,λ normu

||f ||Mp,λ = sup
x∈Rn,r>0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
) 1

p

≡ sup
x∈Rn

sup
r>0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
) 1

p

şeklinde verilir.

λ = 0 için Mp,0(Rn) ≡ Lp(Rn) ve λ = n için Mp,n(Rn) ≡ L∞(Rn) dir. Eğer

λ < 0 veya λ > n ise bu durumda Mp,λ(Rn) = Θ olur. Burada Θ, Rn üzerinde

0 a denk olan bütün fonksiyonların kümesini göstermektedir. Gerçekten, ilk olarak
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λ < 0 ve f ∈Mp,λ(Rn) olsun. Bu durumda ‖f‖Lp(B(x,r)) = ‖fχ
B(x,r)
‖Lp olmak üzere

her x ∈ Rn ve r > 0 için

‖f‖Lp(B(x,r)) ≤ r
λ
p ‖f‖Mp,λ

olur. Sonuç olarak

‖f‖Lp = lim
r→∞
‖f‖Lp(B(x,r)) = 0⇒ f(x) = 0, h.h. x ∈ Rn

elde edilir.

Şimdi λ > n ve f ∈Mp,λ(Rn) olsun. Bu durumda her x ∈ Rn ve r > 0 için

‖fχB(x,r)‖Lp
‖χB(x,r)‖Lp

≤ v
− 1
p

n r
λ−n
p ‖f‖Mp,λ

olur. Burada Teorem 2.1.11 kullanılırsa hemen her x ∈ Rn için f(x) = 0 olması elde

edilir.

WMp,λ(Rn) ile gösterilen zayıf Morrey uzayı

‖f‖WMp,λ = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ‖f‖WLp(B(x,r)) <∞

olacak şekildeki bütün f ∈ WLploc(Rn) fonksiyonlarının kümesi olarak tanımlanır.

Burada ‖f‖WLp(B(x,r)) = ‖fχ
B(x,r)
‖WLp dir.

2.3 Genelleştirilmiş Morrey Uzayları

Morrey uzayının tanımındaki kuvvet fonksiyonu rλ yerine bir ϕ(r) veya daha

genel olarak bir ϕ(x, r) fonksiyonu alarak Morrey uzaylarını genelleştirme çalış-

maları, bilindiği kadarıyla ilk olarak Dzhumakaeva ve Nauryzbaev [15] tarafından

yapılmıştır. Bu tarz genelleştirmeler için Zorko [54] ve Mizuhara [33] çalışmaları da

örnek olarak verilebilir. Bu çalışmalarda çoğunlukla ϕ fonksiyonu üzerine r ye bağlı

bazı monotonluk tipli şartlar konulmuştur.

Genelleştirilmiş Morrey uzayının normalleştirilmiş normlu hali ve zayıf genel-

leştirilmiş Morrey uzayı, Guliyev [21] tarafından aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır.

Tanım 2.3.1 ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve 1 ≤

p <∞ olsun. Genelleştirilmiş Morrey uzayı Mp,ϕ(Rn)

‖f‖Mp,ϕ = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

şartını sağlayan f ∈ Lploc(Rn) fonksiyonlarının uzayıdır.
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Uyarı 2.3.2 ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve 1 ≤

p < ∞ olsun. Mp,ϕ(Rn) uzayının aşikar olmaması için yani Mp,ϕ(Rn) 6= Θ olması

için belli t1, t2 > 0 sayıları için

sup
x∈Rn
‖ϕ(x, r)−1|B(x, r)|−

1
p‖L∞(t1,∞) <∞, sup

x∈Rn
‖ϕ(x, r)−1‖L∞(0,t2) <∞

şartlarının sağlanması gerekir [8].

Ayrıca zayıf genelleştirilmiş Morrey uzayı WMp,ϕ(Rn) ise

‖f‖WMp,ϕ = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖WLp(B(x,r)) <∞

şartını sağlayan bütün f ∈ WLploc(Rn) fonksiyonlarının uzayı olarak tanımlanır.

Bu tanıma göre ϕ(x, r) = r
λ−n
p için

Mp,λ(Rn) =Mp,ϕ(Rn)
∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

, WMp,λ(Rn) = WMp,ϕ(Rn)
∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

olduğu görülür.

2.4 Maksimal, Singüler ve Potansiyel Operatörler

Tanım 2.4.1 f lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, Hardy-Littlewood

maksimal operatörü M

Mf(x) = sup
B3x

1

|B|

∫
B

|f(y)|dy, x ∈ Rn

biçiminde tanımlı operatördür. Burada supremum x noktasını içeren bütün B ⊂ Rn

yuvarları üzerinden alınmaktadır.

Tanım 2.4.2 f lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < α < n olmak üzere Iα

kesirli integral operatörü (Riesz potansiyeli)

Iαf(x) =

∫
Rn
|x− y|α−nf(y)dy, x ∈ Rn

biçiminde tanımlı operatördür.

Tanım 2.4.3 K(x, y), {(x, y) ∈ Rn × Rn : x 6= y} üzerinde sürekli ve

Her x 6= y için |K(x, y)| ≤ C|x− y|−n,
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|K(x, y)−K(x, z)| ≤ C
|y − z|σ

|x− y|n+σ
, σ > 0, |x− y| > 2|y − z|,

|K(x, y)−K(ξ, y)| ≤ C
|x− ξ|σ

|x− y|n+σ
, σ > 0, |x− y| > 2|x− ξ|

koşullarını sağlayan bir fonksiyon olsun. f ∈ L2(Rn) kompakt desteğe sahip bir

fonksiyon olmak üzere L2(Rn) de sınırlı

Tf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y)dy, x 6∈ supp(f)

eşitliğiyle tanımlı operatörler Calderón-Zygmund tipli singüler operatörler olarak

adlandırılır.

Rn üzerinde ölçülebilir fonksiyonlar kümesinin bir lineer alt uzayı G olmak

üzere T : G → G operatörü her f, g ∈ G ve her λ ∈ R için

T (f + g) = T (f) + T (g) ve T (λf) = λT (f)

şartlarını sağlıyorsa lineer operatör,

|T (f + g)| ≤ |T (f)|+ |T (g)| ve |T (λf)| = |λ| |T (f)|

şartlarını sağlıyorsa altlineer operatör, bir C > 0 sabiti için

|T (f + g)| ≤ C (|T (f)|+ |T (g)|) ve |T (λf)| = |λ| |T (f)|

şartlarını sağlıyorsa quasilineer operatör olarak adlandırılır.

Tanım 2.4.4 T bir quasilineer operatör ve 1 ≤ p, q ≤ ∞ olsun. Eğer T operatörü

Lp(Rn) uzayından WLq(Rn) uzayına sınırlı ise zayıf (p, q) tipindendir denir. Yani

her bir λ > 0 ve f ∈ Lp(Rn) için

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤
(
C

λ
‖f‖Lp

)q
veya denk olarak

‖Tf‖WLq ≤ C‖f‖Lp

olacak şekilde bir C > 0 sabiti var ise T operatörü zayıf (p, q) tipindendir.

Eğer T operatörü Lp(Rn) uzayından Lq(Rn) uzayına sınırlı ise güçlü (p, q)

tipindendir denir. Yani her f ∈ Lp(Rn) için

‖Tf‖Lq ≤ C‖f‖Lp

olacak şekilde bir C > 0 sabiti var ise T operatörü güçlü (p, q) tipindendir.
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Uyarı 2.4.5 Her güçlü (p, q) tipli operatör aynı zamanda zayıf (p, q) tipli operatör-

dür [18].

Şimdi sırasıyla bu operatörlerin Lebesgue, Morrey ve genelleştirilmiş Morrey

uzaylarındaki sınırlılıklarını ifade eden teoremleri verelim.

Teorem 2.4.6

(i) M , Hardy-Littlewood maksimal operatörü 1 ≤ p ≤ ∞ için zayıf (p, p) tipli

1 < p ≤ ∞ için ise güçlü (p, p) tipli bir operatördür.

(ii) T , singüler integral operatörü 1 ≤ p <∞ için zayıf (p, p) tipli 1 < p <∞ için

ise güçlü (p, p) tipli bir operatördür.

(iii) Iα, kesirli integral operatörü 1 ≤ p < n
α

için zayıf (p, q) tipli 1 < p < n
α

için ise

güçlü (p, q) tipli bir operatördür. Burada 1
q

= 1
p
− α

n
dir.

Teorem 2.4.6 deki sonuçlar klasiktir ve ispatları [13, 47, 48] kaynaklarında

bulunabilir.

Teorem 2.4.7

(i) 1 ≤ p < ∞ ve 0 ≤ λ ≤ n olsun. Bu durumda 1 < p < ∞ için M Hardy-

Littlewood maksimal operatörü Mp,λ(Rn) üzerinde ve p = 1 için M1,λ(Rn)

uzayından WM1,λ(Rn) uzayına sınırlıdır [9].

(ii) 1 ≤ p < ∞ ve 0 ≤ λ < n olsun. Bu durumda 1 < p < ∞ için T singüler

integral operatörü Mp,λ(Rn) üzerinde ve p = 1 için M1,λ(Rn) uzayından

WM1,λ(Rn) uzayına sınırlıdır [9, 17, 41].

(iii) 0 < α < n, 1 ≤ p < n
α

, 0 < λ < n−αp, 1
p
− 1

q
= α

n
ve λ

p
= µ

q
olsun. Bu durumda

p > 1 için Iα kesirli integral operatörüMp,λ(Rn) uzayındanMq,µ(Rn) uzayına

ve p = 1 içinM1,λ(Rn) uzayından WMq,µ(Rn) uzayına sınırlıdır (Spanne [41]).

(iv) 0 < α < n, 1 ≤ p < n
α

, 0 < λ < n − αp ve 1
p
− 1

q
= α

n−λ olsun. Bu durumda

p > 1 için Iα kesirli integral operatörüMp,λ(Rn) uzayındanMq,λ(Rn) uzayına

ve p = 1 için M1,λ(Rn) uzayından WMq,λ(Rn) uzayına sınırlıdır [1].
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Harmonik analizin integral operatörlerinin genelleştirilmiş Morrey uzayların-

daki sınırlılıklarını elde etmek amacıyla ϕ fonksiyonu üzerine konulması gereken

şartları araştırmış birçok çalışma vardır. Bilindiği kadarıyla elde edilen en genel

neticeler Guliyev tarafından verilmiştir.

Nakai [36],Mp,ϕ(Rn) uzayında M , T ve Iα operatörlerinin sınırlılığını araştır-

mış ve ϕ fonksiyonu üzerine r ≤ t ≤ 2r olmak üzere

c−1ϕ(x, r) ≤ ϕ(x, t) ≤ cϕ(x, r) (2.2)

şartını koymuştur. Burada c ≥ 1, t, r ve x ∈ Rn den bağımsız bir sabittir. Bu şarta

ilave olarak eğer ∫ ∞
r

ϕ(x, t)p
dt

t
≤ Cϕ(x, r)p

koşulu sağlanıyorsa M , T operatörlerinin Mp,ϕ(Rn) uzayı üzerinde ve eğer 1 < p <

q <∞ ve α = n(1/p− 1/q) olmak üzere∫ ∞
r

tαpϕ(x, t)p
dt

t
≤ Crαpϕ(x, r)p

koşulu sağlanıyorsa Iα operatörünün Mp,ϕ(Rn) uzayından Mq,ϕ(Rn) uzayına sınırlı

olduklarını göstermiştir.

Guliyev [19, 20, 21], Nakai’nin ϕ fonksiyonu üzerine koyduğu (2.2) şartını

kaldırmış ve eğer ∫ ∞
r

ϕ1(x, t)
dt

t
≤ Cϕ2(x, r) (2.3)

koşulu sağlanıyorsa M , T operatörlerinin Mp,ϕ1(Rn) uzayından Mp,ϕ2(Rn) uzayına

ve eğer 1 < p < q <∞ ve α = n(1/p− 1/q) olmak üzere∫ ∞
r

tαϕ1(x, t)
dt

t
≤ Cϕ2(x, r) (2.4)

koşulu sağlanıyorsa Iα operatörününMp,ϕ1(Rn) uzayındanMq,ϕ2(Rn) uzayına sınırlı

olduklarını göstermiştir.

Daha sonra Akbulut ve ark. [3] tarafından maksimal operatör için, (2.3)

şartından daha zayıf olan supremal şart ileMp,ϕ(Rn) uzayında bu operatörün sınır-

lılığı araştırılmış ve yine aynı çalışmada singüler integral operatör için de (2.3) şartın-

dan daha zayıf bir şart koyularak bu operatörünMp,ϕ(Rn) uzayındaki sınırlılığı elde

edilmiştir. Guliyev ve ark. [23] ise (2.4) şartından daha zayıf bir şart ile Mp,ϕ(Rn)

uzayında Iα operatörünün sınırlılığını göstermişlerdir. Bu sonuçlar aşağıdaki şekilde

özetlenebilir.
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Teorem 2.4.8 1 ≤ p <∞ olsun ve (ϕ1, ϕ2) fonksiyonları

sup
t>r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)s
n
p

t
n
p

≤ C ϕ2(x, r)

koşulunu sağlasınlar. Burada C, x ve r den bağımsız bir sabittir. Bu durumda M

maksimal operatörü p > 1 için Mp,ϕ1(Rn) uzayından Mp,ϕ2(Rn) uzayına ve p ≥ 1

için Mp,ϕ1(Rn) uzayından WMp,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır [3].

Teorem 2.4.9 1 ≤ p <∞ ve (ϕ1, ϕ2) fonksiyonları∫ ∞
r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)s
n
p

t
n
p

+1
dt ≤ C ϕ2(x, r)

koşulunu sağlasın. Burada C, x ve r den bağımsız bir sabittir. Bu durumda T oper-

atörü p > 1 için Mp,ϕ1(Rn) uzayından Mp,ϕ2(Rn) uzayına ve p ≥ 1 için Mp,ϕ1(Rn)

uzayından WMp,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır [3].

Teorem 2.4.10 0 < α < n, 1 ≤ p < n
α

, 1
q

= 1
p
− α

n
olsun ve (ϕ1, ϕ2) fonksiyonları

∫ ∞
r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)s
n
p

t
n
q

+1
dt ≤ Cϕ2(x, r)

koşulunu sağlasın. Burada C, x ve r den bağımsız bir sabittir. Bu durumda Iα oper-

atörü p > 1 için Mp,ϕ1(Rn) uzayından Mq,ϕ2(Rn) uzayına ve p ≥ 1 için Mp,ϕ1(Rn)

uzayından WMq,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır [23].

Bu tezin temel problemi bu teoremleri (Teoremler 2.4.8, 2.4.9 ve 2.4.10),

genelleştirilmiş Morrey uzaylarını da kapsayan genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzay-

larına genişletmektir. Bu problemin çözülmesinde önemli bir yere sahip olan har-

monik analizin klasik operatörlerinin Orlicz uzaylarındaki sınırlılığı ayrı bir bölümde

ele alınacaktır.

2.5 Bazı supremal ve Hardy tipli eşitsizlikler

v bir ağırlık fonksiyonu olsun. L∞,v(0,∞) ile

‖g‖L∞,v(0,∞) = sup
t>0

v(t)|g(t)|

sonlu normuna sahip g(t), t > 0 fonksiyonlarının uzayını göstereceğiz. Ayrıca

L∞(0,∞) ≡ L∞,1(0,∞) dır. M(0,∞), (0,∞) üzerindeki bütün Lebesgue ölçülebilir
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fonskiyonların kümesi olsun ve M+(0,∞), bu kümenin negatif olmayan fonksiyon-

larından oluşan alt kümesini göstersin. M+(0,∞;↑), M+(0,∞) kümesindeki azal-

mayan bütün fonksiyonların konisini belirtsin ve

A =

{
ϕ ∈M+(0,∞; ↑) : lim

t→0+
ϕ(t) = 0

}
ile tanımlansın.

u, (0,∞) üzerinde sürekli ve negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Supremal

operator Su, g ∈M(0,∞) olmak üzere

(Sug)(t) := ‖u g‖L∞(t,∞), t ∈ (0,∞)

ile tanımlanır.

Teorem 2.5.1 v1, v2 her t > 0 için 0 < ‖v1‖L∞(t,∞) <∞ koşulunu sağlayan negatif

olmayan ölçülebilir fonksiyonlar ve u, (0,∞) üzerinde sürekli ve negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Bu durumda Su operatörünün A üzerinde L∞,v1(0,∞) uzayından

L∞,v2(0,∞) uzayına sınırlı olması için gerek ve yeter şart∥∥∥v2Su

(
‖v1‖−1

L∞(·,∞)

)∥∥∥
L∞(0,∞)

<∞

olmasıdır [7].

w bir ağırlık fonksiyonu ve

H∗wg(t) :=

∫ ∞
t

g(s)w(s)ds, 0 < t <∞,

biçiminde tanımlanmak üzere aşağıdaki teorem [22] da ispatlanmıştır.

Teorem 2.5.2 v1, v2 ve w, (0,∞) üzerinde ağırlıklar ve v1(t) orijinin bir komşuluğu

dışında sınırlı olsun. (0,∞) üzerinde azalmayan ve negatif olmayan her g fonksiyonu

için

sup
t>0

v2(t)H∗wg(t) ≤ C sup
t>0

v1(t)g(t) (2.5)

eşitsizliğinin sağlancağı bir C > 0 sabiti olması için gerek ve yeter şart

B := sup
t>0

v2(t)

∫ ∞
t

w(s)ds

sups<τ<∞ v1(τ)
<∞ (2.6)

olmasıdır. Dahası C = B değeri (2.5) için en iyi sabittir.

Uyarı 2.5.3 (2.5) ve (2.6) ifadelerinde 1
∞ = 0 ve 0 · ∞ = 0 kabul edilmektedir.

13



2.6 Young Fonksiyonları

Bu bölümde Orlicz uzaylarını tanımlamak için kullanılan Young fonksiyon-

larının tanımı verilerek, temel özellikleri incelenecektir.

Tanım 2.6.1 Eğer bir Φ : [0,∞)→ [0,∞] fonksiyonu,

(1) Φ(0) = 0,

(2) Soldan süreklidir,

(3) Artandır,

(4) Konvekstir: Her λ ∈ [0, 1] ve her t1, t2 ∈ [0,∞) için

Φ(λt1 + (1− λ)t2) ≤ λΦ(t1) + (1− λ)Φ(t2),

(5) Aşikar değildir: (0,∞) aralığı üzerinde özdeş olarak ne sıfıra ne de sonsuza

eşit değildir. Yani ∃t1 > 0 Φ(t1) > 0 & ∃t2 > 0 Φ(t2) <∞

koşullarını sağlıyorsa Young fonksiyonu olarak adlandırılır.

Uyarı 2.6.2 Young fonksiyonunun 1 ve 4 numaralı özelliklerinden t ∈ (0,∞) 7→ Φ(t)
t

fonksiyonunun artan olduğu görülebilir. Gerçekten, t1 = t1
t2
t2 +

(
1− t1

t2

)
0 olduğundan

t1 ≤ t2 ⇒ Φ(t1) ≤ t1
t2

Φ(t2) (2.7)

olur. Bu da ispatı tamamlar.

Açık bir aralık üzerinde konveks olan fonksiyonların sürekli oldukları ve hemen her

yerde türevlenebildikleri iyi bilinmektedir. Fakat, konveks fonksiyonların sağladığı

daha birçok önemli özellik vardır. Aşağıda konveks fonksiyonların integral gösteri-

mine sahip olduklarını ifade eden teorem verilmiştir.

Teorem 2.6.3 Φ : (a, b)→ R fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart

her [c, d] ⊂ (a, b) kapalı alt aralığı için

Φ(t) = Φ(c) +

∫ t

c

ϕ(s)ds, c ≤ t ≤ d (2.8)

olmasıdır. Burada ϕ : R→ R, artan ve soldan sürekli bir fonksiyondur [42].
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Şimdi Teorem 2.6.3 in bir sonucu olan, herhangi bir Young fonksiyonunun da (2.8)

tipinde bir integral gösterimine sahip olduğunu ifade eden sonucu verelim.

Sonuç 2.6.4 Φ : [0,∞) → [0,∞] fonksiyonunun bir Young fonksiyonu olması için

gerek ve yeter şart

Φ(t) =

∫ t

0

ϕ(s)ds, t ≥ 0 (2.9)

olmasıdır. Burada ϕ : [0,∞) → [0,∞], artan, soldan sürekli ve aşikar olmayan bir

fonksiyondur. Eğer bazı t ler için Φ(t) =∞ ise uygunluk açısından ϕ(t) =∞ olarak

alınır.

Uyarı 2.6.5 Sonuç 2.6.4 de gereklilik durumunda hemen her t > 0 için ϕ(t) = Φ′(t)

dir. Bu gerçek göz önünde bulundurularak bundan sonra; artan, soldan sürekli ve

aşikar olmayan bir ϕ : [0,∞) → [0,∞] fonksiyonu Orlicz türevi olarak adlandırıla-

caktır. ϕ türevine sahip bir Φ Young fonksiyonu denilince akla Φ fonksiyonunun

(2.9) integral gösterimi gelmelidir.

Orlicz uzaylarını tanımlamak için bazı yazarlar Young fonksiyonları sınıfın-

dan daha dar bir sınıf olan ve tanımı aşağıda verilen N -fonksiyonlarını kullanmak-

tadırlar. Fakat bu durumun bazı dezavantajları vardır. Örneğin Orlicz uzayları

N -fonksiyonları yardımıyla tanımlanırsa L1(Rn), L∞(Rn) ve L logL(Rn) uzayları

dışarıda bırakılmış olur. Her ne kadar N -fonksiyonları çalışması daha kolay fonksi-

yonlar olsa da biz bu çalışmada Young fonksiyonlarını kullanmayı tercih edeceğiz.

Tanım 2.6.6 ϕ, [0,∞) aralığı üzerinde tanımlı, reel değerli ve

(a) ϕ(0) = 0, eğer t > 0 ise ϕ(t) > 0, lim
t→∞

ϕ(t) =∞;

(b) ϕ azalmayan;

(c) ϕ sağdan sürekli

özelliklerine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda [0,∞) üzerinde

Φ(t) =

∫ t

0

ϕ(s)ds (2.10)

eşitliğiyle tanımlı, reel değerli Φ fonksiyonu bir N -fonksiyon olarak adlandırılır.
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Önerme 2.6.7 Herhangi bir Φ N -fonksiyonu,

(i) Φ, [0,∞) üzerinde süreklidir;

(ii) Φ kesin artandır;

(iii) Φ konvekstir;

(iv) lim
t→0

Φ(t)
t

= 0 ve lim
t→∞

Φ(t)
t

=∞;

(v) Eğer t > 0 ise Φ(t) > 0

özelliklerine sahiptir [2].

Uyarı 2.6.8 Önerme 2.6.7 (i),(iii), (iv) ve (v) özellikleri bir N -fonksiyonunu tanım-

lamak için kullanılabilirdi. Çünkü bu üç özellik, Tanım 2.6.6 (a)-(c) özelliklerine

sahip bir ϕ fonksiyonu ile Φ fonksiyonunun (2.10) formunda bir gösteriminin var

olmasını gerektirir [2].

Tanım 2.6.9 ϕ bir Orlicz türevi olmak üzere ϕ̃ fonksiyonu

ϕ̃(t) = inf{s : ϕ(s) ≥ t}

biçiminde tanımlanır.

Uyarı 2.6.10 ϕ̃ fonksiyonu da bir Orlicz türevidir. Dolayısıyla Sonuç 2.6.4 gereğince

Φ̃(t) =
∫ t

0
ϕ̃(s)ds eşitliğiyle tanımlı Φ̃ fonksiyonu bir Young fonksiyonudur [16].

Tanım 2.6.11 ϕ ve ϕ̃ fonksiyonları Tanım 2.6.9 daki gibi olsunlar.

Φ(t) =

∫ t

0

ϕ(σ)dσ, Φ̃(s) =

∫ s

0

ϕ̃(τ)dτ

eşitlikleri ile verilen Φ ve Φ̃ Young fonksiyonları birbirlerinin tümleyeni olarak ad-

landırılırlar.
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Örnek 2.6.12 Aşağıda tümleyen Young fonksiyon çiftlerine bazı örnekler verilmiştir:

(i) Φ(t) = tp

p
, Φ̃(s) = tp

′

p′
, 1 < p <∞, 1

p
+ 1

p′
= 1,

(ii) Φ(t) = t, Φ̃(s) =

{
0 , 0 ≤ s ≤ 1
∞ , s > 1

(iii) Φ(t) = et − t− 1, Φ̃(s) = (1 + s) log(1 + s)− s.

(iv) Φ(t) =

{
0 , t ≤ 1

t log t , t > 1
, Φ̃(s) =

{
s , s < 1
es−1 , s ≥ 1

Uyarı 2.6.13 Örnek 2.6.12 (ii) ve (iv) de verilen fonksiyonlar Young fonksiyonudur

fakat N -fonksiyon değildir.

Önerme 2.6.14 Φ bir Young fonksiyonu olsun. O zaman her 0 < α < 1 ve her

0 ≤ t <∞ için

Φ(αt) ≤ αΦ(t),

her α ≥ 1 ve her 0 ≤ t <∞ için

αΦ(t) ≤ Φ(αt) (2.11)

olur [29].

Teorem 2.6.15 (Young eşitsizliği) Φ ve Φ̃ sırasıyla ϕ ve ϕ̃ türevlerine sahip

tümleyen Young fonksiyonları olsun. Bu durumda her x, y ≥ 0 için

xy ≤ Φ(x) + Φ̃(y)

olur. Eşitlik ise sadece y = ϕ(x) veya x = ϕ̃(y) olması ile mümkündür [53].

Sonuç 2.6.16 y ≥ 0 için

Φ̃(y) = sup{xy − Φ(x) : x ∈ [0, ∞)} (2.12)

ve eğer ϕ̃(y) <∞ ise sup = max olur [53].

Uyarı 2.6.17 (2.12) ifadesi Φ Young fonksiyonunun tümleyeninin tanımı olarak

alınabilir.
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Önerme 2.6.18 Φ bir Young fonksiyonu ve Φ̃ onun tümleyeni olsun. Bu durumda

her t > 0 için

Φ̃(
Φ(t)

t
) ≤ Φ(t)

olur [45].

Sıradaki önermede ve çalışmanın bundan sonraki kısmında Φ−1 gösterimi Φ

Young fonksiyonunun genelleştirilmiş tersini göstermek için kullanılacaktır. Yani

Φ−1(s) = inf{r ≥ 0 : Φ(r) > s}, 0 ≤ s ≤ ∞.

Eğer Φ Young fonksiyonunun Orlicz türevi ϕ sonlu, yani her 0 < s <∞ için

0 < ϕ(s) < ∞ ise Φ ∈ Y ile gösterilecektir. Eğer Φ ∈ Y ise Φ birebir ve örten bir

fonksiyondur ve Φ−1, Φ fonksiyonunun âdi tersidir [32]. Ayrıca genelleştirilmiş ters

fonksiyon tanımından her 0 ≤ r <∞ için

Φ(Φ−1(r)) ≤ r ≤ Φ−1(Φ(r))

olduğu görülür [39].

Önerme 2.6.19 Φ bir Young fonksiyonu ve Φ̃ onun tümleyeni olsun. Bu durumda

her t > 0 için

t ≤ Φ−1(t)(Φ̃)−1(t) ≤ 2t (2.13)

eşitsizlikleri gerçeklenir [42].

Tanım 2.6.20 Φ bir Young fonksiyonu olsun.

(i) Eğer her t ≥ 0 için

Φ(2t) ≤ cΦ(t) (2.14)

eşitsizliğinin sağlandığı pozitif bir c sabiti varsa Φ, ∆2 koşulunu sağlıyor denir.

Bu durum Φ ∈ ∆2 ile gösterilir.

(ii) Eğer Φ̃ ∈ ∆2 ise Φ, ∇2 koşulunu sağlıyor denir. Bu durum Φ ∈ ∇2 ile gösterilir.

Uyarı 2.6.21 (2.11) göz önüne alınırsa (2.14) eşitsizliğindeki c sabiti için c ≥ 2

olduğu görülür.

Önerme 2.6.22 Φ bir Young fonksiyonu olsun. Φ ∈ ∇2 olması için gerek ve yeter

koşul Φ(kt) ≥ 2kΦ(t) eşitsizliğinin sağlandığı bir k > 1 sabitinin olmasıdır [28].
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Örnek 2.6.23

(i) Φ(r) = r fonksiyonu ∆2 koşulunu sağlar fakat ∇2 koşulunu sağlamaz.

(ii) 1 < p <∞ olmak üzere Φ(r) = rp her iki koşulu da sağlar.

(iii) Φ(r) = er − r− 1 fonksiyonu ∇2 koşulunu sağlar fakat ∆2 koşulunu sağlamaz.

Maksimal ve singüler operatörlerin Orlicz uzaylarındaki sınırlılığının ispatında

kilit rol oynayan aşağıdaki önermeleri, ispatları ile birlikte vereceğiz.

Önerme 2.6.24 Φ, ∆2 koşulunu sağlayan bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

0 < t1 < t2 için
Φ(t2)

tp2
≤ bΦ(t1)

tp1

olacak şekilde p > 1 ve b > 1 sayıları vardır [27].

İspat. İlk olarak kabul edelim ki 0 < t1 < t2 ≤ 2t1 olsun. O zaman

Φ(t2)

tp2
≤ Φ(2t1)

tp1
≤ c

Φ(t1)

tp1

olur. Buradaki c, ∆2 koşulundaki sabittir.

Eğer 0 < t1 < t2, t2 > 2t1 ise bu durumda [·] tam kısmı göstermek üzere

Φ(t2) = Φ(
t2
t1
t1) = Φ(2log2(t2/t1)t1)

≤ Φ(2[log2(t2/t1)]+1t1) ≤ c[log2(t2/t1)]+1Φ(t1)

≤ clog2(t2/t1)+1Φ(t1) ≤ c

(
t2
t1

)log2 c

Φ(t1)

olur. İstenilen eşitsizliği elde etmek için p = log2 c almak yeterlidir.

Önerme 2.6.25 Φ, ϕ türevine sahip bir Young fonksiyonu olsun.

(i) Φ ∈ ∆2 olsun. Daha açık yazarsak belli bir A ≥ 2 sabiti için Φ(2t) ≤ AΦ(t)

olsun. β = log2A alalım. Eğer p > β + 1 ise her t > 0 için∫ ∞
t

ϕ(s)

sp
ds .

Φ(t)

tp

eşitsizliği gerçeklenir [27, 45].
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(ii) Φ ∈ ∇2 olsun. Bu durumda ∫ t

0

ϕ(s)

s
ds .

Φ(t)

t

eşitsizliği gerçeklenir [27, 45].

İspat. (i) Kısmi integrasyon uygularsak∫ ∞
t

ϕ(s)

sp
ds =

∫ ∞
t

Φ′(s)

sp
ds = lim

R→∞
([

Φ(s)

sp
]Rt + p

∫ R

t

Φ(s)

sp+1
ds)

elde ederiz. Önerme 2.6.24 den s ≥ t için Φ(s) . ( s
t
)βΦ(t) eşitsizliğini hatırlarsak

bu eşitsizlikten

lim
R→∞

Φ(R)/Rp = 0,

∫ ∞
t

Φ(s)

sp
ds .

Φ(t)

tp

elde ederiz. Böylece (i) ispatlanmış olur.

(ii) İspat benzerdir. İlk önce kısmi integrasyon uygularsak∫ t

0

ϕ(s)

s
ds =

[
Φ(s)

s

]t
0

+

∫ t

0

Φ(s)

s2
ds

olur. Şimdi Φ(As) ≥ 2AΦ(s) eşitsizliğini kullanırsak

∫ t

0

Φ(s)

s2
ds =

∞∑
j=0

∫ A−jt

A−j−1t

Φ(s)

s2
ds .

1

t

∞∑
j=0

Aj(2A)−jΦ(t) .
Φ(t)

t

elde edilir. Buradan ∫ t

0

ϕ(s)

s
ds ≤ Φ(t)

t
+

∫ t

0

Φ(s)

s2
ds .

Φ(t)

t

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Tanım 2.6.26 Φ bir Young fonksiyonu olsun. Eğer her s, t ≥ 0 için

Φ(st) ≤ CΦ(s)Φ(t)

eşitsizliğinin sağlandığı pozitif bir C sabiti varsa Φ, ∆′ koşulunu sağlıyor denir. Bu

durum Φ ∈ ∆′ ile gösterilir.

Önerme 2.6.27 Bir Φ Young fonksiyonu ∆′ koşulunu sağlarsa ∆2 koşulunu da

sağlar [42].
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2.7 Orlicz Uzayları

Tanım 2.7.1 Φ bir Young fonksiyonu olmak üzere Orlicz uzayı aşağıdaki şekilde

tanımlanır:

LΦ(Rn) =

{
f : Rn → R : f − ölçülebilir & ∃α > 0

∫
Rn

Φ(α|f(x)|)dx <∞
}
.

Önerme 2.7.2 LΦ(Rn), üzerinde tanımlanan

‖f‖LΦ = inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ(
|f(x)|
λ

)dx ≤ 1

}
normu ile bir Banach uzayıdır. Bu norma Orlicz uzayının Luxemburg-Nakano normu

adı verilir [42].

Örnek 2.7.3

(i) 1 ≤ p <∞ olmak üzere Φ(t) = tp ise LΦ(Rn) = Lp(Rn).

(ii) Φ(t) =

{
0 , 0 ≤ t ≤ 1
∞ , t > 1

ise LΦ(Rn) = L∞(Rn).

(iii) Φ(t) =

{
0 , t ≤ 1

t log t , t > 1
ise LΦ(Rn) = L logL(Rn).

Tanım 2.7.4 Φ ve Ψ, Young fonksiyonları olsun. Eğer her s ≥ 0 için Φ(s) ≤ Ψ(cs)

eşitsizliğinin gerçekleştiği bir c sabiti varsa Ψ, Φ fonksiyonunu domine ediyor denir.

Teorem 2.7.5 Φ,Ψ Young fonksiyonları olsun. Ψ, Φ fonksiyonunu domine ediyor

ise o zaman

LΦ(Rn) ⊃ LΨ(Rn), ‖f‖LΦ ≤ C‖f‖LΨ

olur [29].

Tanım 2.7.6 Φ bir Young fonksiyonu olmak üzere, zayıf Orlicz uzayı aşağıdaki

şekilde tanımlanır:

WLΦ(Rn) =

{
f : Rn → R : f − ölçülebilir & sup

t>0
Φ(t)|{x ∈ Rn : |f(x)| > t}| <∞

}
.

Önerme 2.7.7 WLΦ(Rn), üzerinde tanımlanan

‖f‖WLΦ = inf

{
λ > 0 : sup

t>0
Φ(t)|{x ∈ Rn : |f(x)| > λt}| ≤ 1

}
dönüşümü bir quasi-Banach uzayıdır [5].
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Lemma 2.7.8 Φ bir Young fonksiyonu ve B sonlu ölçüye sahip ölçülebilir bir küme

olsun.

‖χ
B
‖WLΦ = ‖χ

B
‖LΦ =

1

Φ−1
(
|B|−1

)
olur.

İspat.

‖χ
B
‖LΦ = inf

{
λ > 0 :

∫
B

Φ

(
1

λ

)
dy ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 : Φ

(
1

λ

)∫
B

dy ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 :

1

λ
≤ Φ−1

(
|B|−1

)}
= inf

{
λ > 0 : λ ≥ 1

Φ−1 (|B|−1)

}
=

1

Φ−1 (|B|−1)
,

‖χ
B
‖WLΦ = inf

{
λ > 0 : sup

t>0
Φ

(
t

λ

)
|{x ∈ Rn : |χ

B
(x)| > t}| ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 : sup

0<t<1
Φ

(
t

λ

)
|{x ∈ Rn : |χ

B
(x)| > t}| ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 : Φ

(
1

λ

)
≤ |B|−1

}
= inf

{
λ > 0 : λ ≥ 1

Φ−1 (|B|−1)

}
=

1

Φ−1 (|B|−1)

elde edilir.

Tanım 2.7.9 Φ ve Ψ, Young fonksiyonları olsun. Eğer her f ∈ LΦ(Rn) için

‖Tf‖LΨ ≤ k‖f‖LΦ

eşitsizliğinin sağlandığı bir k sabiti varsa T quasilineer operatörüne güçlü (Φ,Ψ)

tiplidir denir. Eğer her t > 0 ve her f ∈ LΦ(Rn) için

|{y ∈ Rn : |Tf(y)| > t}| ≤ 1/Ψ

(
t

k‖f‖LΦ

)
eşitisizliğinin sağlandığı bir k sabiti varsa T quasilineer operatörüne zayıf (Φ,Ψ)

tiplidir denir.
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Önerme 2.7.10 Her güçlü (Φ,Ψ) tipli operatör aynı zamanda zayıf (Φ,Ψ) tipli

operatördür [43].

İspat. İspat için Chebyshev eşitsizliğini kullanacağız. Quasilineer operatör tanımın-

dan her t > 0 için ve |f | 6= 0, h.h.y. için

|{y ∈ Rn : |Tf |(y) > t}|

=
∣∣∣{y ∈ Rn : |T ( f

K‖f‖
LΦ

)|(y) > t
K||f ||

LΦ

}∣∣∣
=
∣∣∣{y ∈ Rn : Ψ

(
|Tf |(y)
K‖f‖

LΦ

)
> Ψ

(
t

K‖f‖
LΦ

)}∣∣∣
≤

[
Ψ
(

t
K‖f‖

LΦ

)]−1 ∫
Rn Ψ

(
|Tf |(y)
K‖f‖

LΦ

)
dy

≤
[
Ψ
(

t
K‖f‖

LΦ

)]−1 ∫
Rn Ψ

(
|Tf |(y)
||Tf ||

LΨ

)
dy

≤
[
Ψ
(

t
K‖f‖

LΦ

)]−1

elde edilir. Böylece istenilen ispatlanmış olur.

Önerme 2.7.11 Φ bir Young fonksiyonu ve Φ̃ onun tümleyeni olsun. Eğer f ∈

LΦ(Rn) ve g ∈ LΦ̃(Rn) ise fg ∈ L1(Rn) olur ve∫
Rn
|f(x)g(x)|dx ≤ 2‖f‖LΦ‖g‖LΦ̃

eşitsizliği sağlanır [42].

Önerme 2.7.12 f ∈ LΦ(Rn) olsun. Bu durumda

‖f‖LΦ ≤ ‖f‖∗Φ := sup

{∫
Rn
|f(x)g(x)|dx : ‖g‖LΦ̃ ≤ 1

}
≤ 2‖f‖LΦ

eşitsizliği sağlanır. ‖f‖∗Φ, LΦ(Rn) uzayının Orlicz normu olarak adlandırılır [16].

Teorem 2.7.13 Φ bir Young fonksiyonu ve f ∈ LΦ(Rn) negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. Bu durumda hemen her x ∈ Rn için

lim inf
r→0+

‖fχB(x,r)‖LΦ

‖χB(x,r)‖LΦ

≥ f(x)

eşitsizliği sağlanır. Dahası eğer Φ ∈ ∆′ ise hemen her x ∈ Rn için

lim
r→0+

‖fχB(x,r)‖LΦ

‖χB(x,r)‖LΦ

= f(x)

olur [25].
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Temel sonuçlarımızda kullanacağımız ve ispatı Önermeler 2.7.11, 2.7.8 ve

2.6.19 kulanılarak kolayca elde edilebilen eşitsizlik aşağıda verilmiştir.

Lemma 2.7.14 Φ bir Young fonksiyonu olsun. Bütün B yuvarları için

‖f‖L1(B) ≤ 2|B|Φ−1
(
|B|−1

)
‖f‖LΦ(B)

eşitsizliği sağlanır.
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3 HARMONİK ANALİZİN KLASİK OPERATÖRLERİNİN

ORLICZ UZAYLARINDAKİ SINIRLILIĞI

Bu bölümde maksimal, potansiyel ve singüler operatörlerin Orlicz uzayların-

daki zayıf ve güçlü tipli sınırlılıkları detaylı bir şekilde incelenecektir.

3.1 Maksimal Operatör

Maksimal operatörün Orlicz uzaylarındaki sınırlılığı iyi bilinmektedir ve Cianchi

[11], Kita [26] ve Kokilashvili ve Krbec [27] çalışmalarında bulunabilir.

Lemma 3.1.1 f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

λ| {x ∈ Rn : Mf(x) > λ} | ≤ C

∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ/2}

|f(x)|dx

eşitsizliğinin gerçeklendiği bir C sabiti vardır [12].

Lemma 3.1.2 Φ bir Young fonksiyonu ve x ∈ Rn için Mf(x) <∞ olmak üzere

Φ(Mf(x)) ≤MΦ(|f |)(x), x ∈ Rn

eşitsizliği sağlanır [31].

İspat. x ∈ Rn ve Mf(x) < ∞ olsun. Bu durumda her bir 0 < ε < 1 için B0 3 x

olacak şekilde bir B0 ⊂ Rn yuvarı vardır ve

Mf(x) <
1

|B0|

∫
B0

|f(y)|dy + ε.

olur. Φ fonksiyonunun integral gösteriminden,

Φ(u+ ε) =

∫ u+ε

0

ϕ(s)ds =

∫ u

0

ϕ(s)ds+

∫ u+ε

u

ϕ(s)ds ≤ Φ(u) + ϕ(u+ ε)ε

olur. Sonuç olarak Jensen eşitsizliğinden

Φ(Mf(x)) ≤ Φ

(
1

|B0|

∫
B0

|f(y)|dy + ε

)
≤ Φ

(
1

|B0|

∫
B0

|f(y)|dy
)

+ ϕ

(
1

|B0|

∫
B0

|f(y)|dy + ε

)
ε

≤ 1

|B0|

∫
B0

Φ(|f(y)|)dy + ϕ(Mf(x) + 1)ε

≤MΦ(|f |)(x) + ϕ(Mf(x) + 1)ε
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elde edilir. ε > 0 keyfi olduğundan Φ(Mf(x)) ≤MΦ(|f |)(x) olur.

Maksimal operatörün Orlicz uzaylarındaki zayıf sınırlılığı Lemma 3.1.2 nin bir

sonucudur ve ispatı aşağıdaki şekilde Deringoz ve ark. [14] tarafından verilmiştir.

Aşağıda verilen maksimal operatörün Orlicz uzaylarındaki güçlü sınırlılığının ispatı

ise Maligranda ve Matsuoka [31] ile Sawano [45] çalışmalarından alınmıştır.

Teorem 3.1.3

(i) M maksimal operatörü her Φ Young fonksiyonu için zayıf (Φ,Φ) tiplidir.

(ii) M maksimal operatörün güçlü (Φ,Φ) tipli olması için gerek ve yeter şart

Φ ∈ ∇2 olmasıdır.

İspat. (i) ‖f‖LΦ = 1 olacak şekilde f ∈ LΦ alalım. Lemma 3.1.2 ve maksimal

operatörün zayıf (1,1) sınırlılığından

|{x : Mf(x) > t}| = |{x : Φ(Mf(x)) > Φ(t)}|

≤ |{x : M(Φ ◦ |f |)(x) > Φ(t)}|

≤ C

Φ(t)

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx

≤ C

Φ(t)
≤ 1

Φ( t
C‖f‖

LΦ
)

olur. Çünkü ‖f‖LΦ = 1 ve eğer C ≥ 1 ise 1
C

Φ (t) ≥ Φ
(
t
C

)
dir.

‖ · ‖LΦ normunun homojenlik özelliğinden dolayı

|{x : Mf(x) > t}| ≤ 1

Φ( t
C‖f‖

LΦ
)

eşitsizliği her f ∈ LΦ için doğrudur.

(ii) Yeterlilik :

Λ > 0 ve f ∈ LΦ\{0} olsun. O zaman∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

Λ

)
dx =

∫
Rn

∫ Mf(x)
Λ

0

ϕ(s)dsdx

=

∫
Rn

∫ ∞
0

(χ{s∈[0,∞):
Mf(x)

Λ
>s} · ϕ)(s)dsdx

=

∫ ∞
0

ϕ(s)|{x ∈ Rn : Mf(x) > Λs}|ds

=
1

Λ

∫ ∞
0

ϕ

(
λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}|dλ

=
2

Λ

∫ ∞
0

ϕ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : Mf(x) > 2λ}|dλ
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olur. Lemma 3.1.1 ve integrasyon sırasının değiştirilmesinden∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

Λ

)
dx .

1

Λ

∫ ∞
0

ϕ

(
2λ

Λ

)(∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ}

|f(x)|dx
)
dλ

λ

.
1

Λ

∫
Rn
|f(x)|

(∫ |f(x)|

0

ϕ

(
2λ

Λ

)
dλ

λ

)
dx

.
1

Λ

∫
Rn
|f(x)|

(∫ 2Λ−1|f(x)|

0

ϕ(λ)
dλ

λ

)
dx

elde edilir. Önerme 2.6.25 (ii) den(∫ 2Λ−1|f(x)|

0

ϕ(λ)
dλ

λ

)
. |f(x)|−1ΛΦ

(
2|f(x)|

Λ

)
olup k ≥ 1 ve t > 0 için kΦ(t) ≤ Φ(kt) olduğu hatırlanırsa (Bkz. Önerme 2.6.14)

buradan∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

Λ

)
dx ≤ c0

∫
Rn

Φ

(
2|f(x)|

Λ

)
dx ≤

∫
Rn

Φ

(
c0|f(x)|

Λ

)
dx

olur. Λ = c0‖f‖LΦ seçersek ∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

Λ

)
dx ≤ 1

olur bu da normun tanımı dolayısıyla

‖Mf‖LΦ ≤ Λ = c0‖f‖LΦ

olması demektir.

Gereklilik :

Şimdi kabul edelim ki M güçlü (Φ,Φ) tipli olsun. Yani her f ∈ LΦ(Rn) için

‖Mf‖LΦ ≤ C‖f‖LΦ

olacak biçimde bir C sabiti olsun.

Özel olarak 0 < |A| <∞ olacak şekildeki her A ⊂ Rn için,

‖MχA‖LΦ ≤ C1 ‖χA‖LΦ (3.1)

olur. (3.1) ifadesinde r = (a1uv)−1/n olmak üzere A = Br alalım. Burada Br =

B(0, r), ar = |Br|, u > 0 ve v > 1 dir. Bu durumda Lemma 2.7.8 ve (2.13) eşitsizliği

kullanılarak

‖χBr‖LΦ =
1

Φ−1(1/|Br|)
=

1

Φ−1(1/(rn|B1|))
=

1

Φ−1(uv)
≤ 1

uv
Φ̃−1(uv)
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olduğu görülür. Diğer taraftan eğer x 6= Br ise Br ⊂ B(x, 2|x|) olur. Çünkü y ∈ Br

için

|x− y| ≤ |x|+ |y| ≤ |x|+ r ≤ 2|x|

dir. Dolayısıyla

MχBr(x) ≥ 1

|B(x, 2|x|)|

∫
B(x,2|x|)

χBr(y)dy =
|B(x, 2|x|) ∩Br|
|B(x, 2|x|)|

=

(
r

2|x|

)n
olur. s = (a1u)−1/n olmak üzere g = Φ̃−1(u)χBs için∫

Rn
Φ̃(|g(x)|)dx ≤ u|Bs| = usn|B1| = 1

elde edilir. Luxemburg-Nakano normu ile Orlicz normunun denkliğinden (Bkz.

Önerme 2.7.12)

‖MχBr‖
∗
LΦ = sup

{∫
Rn
|MχBr(x)g(x)|dx :

∫
Rn

Φ̃(|g(x)|)dx ≤ 1

}
≥ Φ̃−1(u)

∫
Bs

MχBr(x)dx ≥ Φ̃−1(u)

∫
Bs\Br

(
r

2|x|

)n
dx

=
Φ̃−1(u)

2na1uv

∫
r<|x|<s

1

|x|n
dx

=
Φ̃−1(u)

2na1uv
na1 ln

s

r
=

Φ̃−1(u)

2nuv
ln v

olur. Buradan u > 0 ve v > 1 için (3.1) eşitsizliği

Φ̃−1(u)

2nuv
ln v ≤ 2C

1

uv
Φ̃−1(uv)

olmasını gerektirir. Böylece, v = exp(C · 2n+2) alınarak u > 0 için 2Φ̃−1(u) ≤

Φ̃−1(u exp(C · 2n+2)) elde edilir veya her t > 0 için Φ̃(2t) ≤ exp(C · 2n+2)Φ̃(t) olur.

Bu ise Φ ∈ ∇2 olması demektir.

Sonuç 3.1.4 Φ(t) = tp, 1 ≤ p <∞ Young fonksiyonu 1 < p <∞ için ∇2 koşulunu

sağlar. Dolayısıyla M , Hardy-Littlewood maksimal operatörü 1 ≤ p <∞ için zayıf

(p, p) tipli, 1 < p <∞ güçlü (p, p) tiplidir.

3.2 Riesz Potansiyeli

Riesz potansiyelinin LΦ(Rn) uzayından LΨ(Rn) uzayına sınırlılığı Φ,Ψ Young

fonksiyonları üzerine bazı kısıtlayıcı şartlar koyularak O’Neil [39] ve Torchinsky [50]
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tarafından gösterilmiştir. Daha sonra Cianchi [11] bu şartları hafifleterek daha genel

bir sonuç elde etmiştir. Şimdi bu sonuç elde edilirken kullanılan bazı tanımları

vereceğiz.

Tanım 3.2.1 Ψ bir Young fonksiyonu ve p ∈ (1,∞] olsun.

Bp(s) =

∫ s

0

Ψ(t)

t1+p′
dt

olmak üzere Ψp, tümleyeni

Ψ̃p(s) =

∫ s

0

rp
′−1(B−1

p (rp
′
))p
′
dr (3.2)

şeklinde verilen Young fonksiyonudur.

Tanım 3.2.2 Φ bir Young fonksiyonu ve p ∈ (1,∞] olsun.

Ap(s) =

∫ s

0

Φ̃(t)

t1+p′
dt

olmak üzere Φp, tümleyeni

Φ̃p(s) =

∫ s

0

rp
′−1(A−1

p (rp
′
))p
′
dr (3.3)

şeklinde verilen Young fonksiyonudur.

Teorem 3.2.3 [11] n ≥ 1 ve 0 < α < n olsun. Φ ve Ψ Young fonksiyonları ve Φn/α

ile Ψn/α (3.3) ve (3.2) ile tanımlanan Young fonksiyonları olmak üzere

(i) Iα Riesz potansiyelinin zayıf (Φ,Ψ) tipli olması için gerek ve yeter koşul∫ 1

0

Φ̃(t)/t1+n/(n−α)dt <∞, (3.4)

ve

Φn/α fonksiyonunun Ψ fonksiyonunu domine etmesidir. (3.5)

(ii) Iα Riesz potansiyelinin güçlü (Φ,Ψ) tipli olması için gerek ve yeter koşul

(3.4) ve (3.5) koşulları ile birlikte∫ 1

0

Ψ(t)/t1+n/(n−α)dt <∞, (3.6)

ve

Φ fonksiyonunun Ψn/α fonksiyonunu domine etmesi (3.7)
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koşullarının da sağlanmasıdır.

Sonuç 3.2.4 Φ(t) = tp, 1 ≤ p <∞ ve Ψ(t) = tq, 1 ≤ q <∞ Young fonksiyonlarını

göz önüne alalım. Bu fonksiyonlar için, (3.3) ile tanımlanan Φn/α fonksiyonu

C =

(
p′ − n

n−α

) p′
p′− n

n−α[
(1
p
)

1
p−1 − (1

p
)

p
p−1

]
p′n
n−α

> 0

olmak üzere Φn/α(t) = Ct
p′n

p′n−αp′−n olur. Teorem 3.2.3 (i) deki (3.4) şartı p′ > n
n−α

şartına, (3.5) şartı ise sup
t>0

t
q− p′n

p′n−αp′−n < ∞ veya denk olarak 1
q

= 1
p
− α

n
olur. Yani

Iα kesirli integral operatörünün zayıf (p, q) tipli olması için gerek ve yeter koşul

1 ≤ p < n
α

, 1
q

= 1
p
− α

n
olmasıdır.

(3.2) ile tanımlanan Ψn/α fonksiyonu

C =

[
qn− qα− n

n− α

] −n
qα+n

− n− α
qn

[
qn− qα− n

n− α

] qα
qα+n

> 0

olmak üzere Ψn/α(t) = Ct
qn

qα+n olur. (3.6) şartı q > n
n−α şartına, (3.7) şartı

sup
t>0

t
qn

qα+n
−p <∞ yani 1

q
= 1

p
− α

n
olmasına denk olur. Bu ve yukarıdaki açıklamalar

gözönüne alınırsa Teorem 3.2.3 (ii) deki koşullar 1 < p < n
α

, 1
q

= 1
p
− α

n
olmasına

denk olur. Yani Iα kesirli integral operatörünün güçlü (p, q) tipli olması için gerek

ve yeter koşul 1 < p < n
α

, 1
q

= 1
p
− α

n
olmasıdır.

Nakai [35] çalışmasında genelleştirilmiş kesirli integral operatörlerin Orlicz

uzaylarındaki sınırlılıklarını göstermiştir. Bu sonucun özel bir durumu olan aşağıdaki

teorem Riesz potansiyelinin Orlicz uzayındaki sınırlılığı için alternatif bir sonuçtur.

Teorem 3.2.5 Φ,Ψ ∈ Y olsun. Her r > 0 için∫ ∞
r

Φ̃

(
tα−n

ArαΦ−1(r−n)

)
tn−1dt ≤ A′, (3.8)

rαΦ−1
(
r−n
)
≤ A′′Ψ−1

(
r−n
)
. (3.9)

eşitsizliklerinin sağlandığı A, A′, A′′ > 0 sabitleri var olsun. Bu durumda her C0 > 0

için bir C1 > 0 sabiti vardır öyle ki her f ∈ LΦ(Rn) için

Ψ

(
|Iαf(x)|
C1‖f‖LΦ

)
≤ Φ

(
|Mf(x)|
C0‖f‖LΦ

)
(3.10)

eşitsizliği gerçeklenir. Dolayısıyla Iα zayıf (Φ,Ψ) tiplidir. Dahası eğer Φ ∈ ∇2 ise Iα

güçlü (Φ,Ψ) tiplidir.
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İspat.

J1 =

∫
|x−y|<r

f(y)

|x− y|n−α
dy ve J2 =

∫
|x−y|≥r

f(y)

|x− y|n−α
dy

olsun. J1 için Hedberg yöntemini kullanarak

|J1| ≤ CrαMf(x) (3.11)

elde ederiz. Şimdi J2 için benzer bir eşitisizlik elde edilecektir. Hölder eşitsizliğinden

|J2| ≤ 2‖|x− ·|α−nχ {(B(x,r))
(·)‖LΦ̃‖f‖LΦ (3.12)

olur.

F (r) = rαΦ−1(r−n) (3.13)

olmak üzere

‖|x− ·|α−nχ {(B(x,r))
(·)‖LΦ̃ ≤ CF (r) (3.14)

olduğunu göstereceğiz. Φ̃ fonksiyonunun artanlığından∫
|x−y|≥r

Φ̃

(
|x− y|α−n

λ

)
dy ≤ C2

∫ ∞
r

Φ̃

(
tα−n

λ

)
tn−1dt (3.15)

olur. Burada C2, λ > 0 ve x ∈ Rn den bağımsız bir sabittir. C2A
′ ≥ 1 kabul

edebiliriz. (2.7) ve (3.8) kullanılarak∫ ∞
r

Φ̃

(
tα−n

C2AA′F (r)

)
tn−1dt

≤ 1

C2A′

∫ ∞
r

Φ̃

(
tα−n

AF (r)

)
tn−1dt ≤ 1

C2

(3.16)

eşitsizliği elde edilir. Eğer λ = C2AA
′F (r) alınırsa (3.15) ve (3.16) dan∫

|x−y|≥r
Φ̃

(
|x− y|α−n

λ

)
dy ≤ 1

olur. Dolayısıyla (3.14) eşitsizliği gösterilmiş olur. (3.11), (3.12) ve (3.14) kullanılırsa

|Iαf(x)| = |J1 + J2| ≤ Crα
(
Mf(x) + ‖f‖LΦ)Φ−1(r−n)

)
(3.17)

olduğu görülür. r > 0 sayısını

Φ−1(r−n) =
Mf(x)

C0‖f‖LΦ

(3.18)

olacak şekilde seçersek

rα ≤ A′′
Ψ−1(r−n)

Φ−1(r−n)
= A′′

Ψ−1 ◦ Φ
(

Mf(x)
C0‖f‖LΦ

)
Mf(x)
C0‖f‖LΦ

(3.19)
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olur ve (3.17), (3.18) ve (3.19) kullanılarak

|Iαf(x)| ≤ C1‖f‖LΦΨ−1 ◦ Φ

(
Mf(x)

C0‖f‖LΦ

)
eşitsizliği elde edilir. Böylece (3.10) ispatlanmış olur.

m(r, f) = |{x ∈ Rn : |f(x)| > r}| olmak üzere Teorem 3.1.3 (i) den

sup
r>0

Ψ(r)m

(
r,
|Iαf(x)|
C1‖f‖LΦ

)
= sup

r>0
rm

(
r,Ψ

(
|Iαf(x)|
C1‖f‖LΦ

))
≤ sup

r>0
rm

(
r,Φ

(
Mf(x)

C0‖f‖LΦ

))
= sup

r>0
Φ(r)m

(
r,

Mf(x)

C0‖f‖LΦ

)
≤ 1

yani

‖Iαf‖WLΨ ≤ C1‖f‖LΦ

ve Teorem 3.1.3 (ii) den∫
Rn

Ψ

(
|Iαf(x)|
C1‖f‖LΦ

)
dx ≤

∫
Rn

Φ

(
|Mf(x)|
C0‖f‖LΦ

)
dx ≤ 1

yani

‖Iαf‖LΨ ≤ C1‖f‖LΦ

olur. Böylece ispat tamamlanır.

Şimdi Riesz potansiyelinin Orlicz uzayındaki sınırlılığını tümleyen fonksiyon

kullanılmadan ifade eden sonucu verelim.

Sonuç 3.2.6 Φ,Ψ ∈ Y olsun. Her r > 0 için∫ ∞
r

tα−1Φ−1(t−n)dt ≤ ArαΦ−1(r−n), (3.20)

rαΦ−1(r−n) ≤ A′Ψ−1(r−n) (3.21)

A,A′ > 0 eşitsizliklerini sağlayan A,A′ > 0 sabitleri var olsun. Bu durumda (3.10)

eşitsizliği gerçeklenir. Dolayısıyla Iα zayıf (Φ,Ψ) tiplidir. Dahası eğer Φ ∈ ∇2 ise Iα

güçlü (Φ,Ψ) tiplidir.
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İspat. F (r), (3.13) daki gibi olsun. F (r) neredeyse azalan bir fonksiyondur. Yani

0 < r ≤ t <∞ için

F (t) ≤ CF (r)

eşitsizliğinin gerçeklendiği bir C sabiti vardır. Gerçekten; F (r), 1
2
≤ s

r
≤ 2 için

1
C
≤ F (s)

F (r)
≤ C eşitsizliğini sağladığından (3.20) den 0 < 2r <∞ için∫ ∞

r

tα−1Φ−1(t−n)dt ≈ rαΦ−1(r−n)

olur. Bu da F (r) nin neredeyse azalan olduğunu gösterir.

(2.7) ve Önerme 2.6.18 den

Φ̃

(
tα−n

CF (r)

)
≤ F (t)

CF (r)
Φ̃

(
tα−n

F (t)

)
=

F (t)

CF (r)
Φ̃

(
t−n

Φ−1(t−n)

)
≤ F (t)t−n

CF (r)

elde edilir. (3.20) kullanılarak (3.8) eşitsizliği alınır. Dolayısıyla bu sonuç Teorem

3.2.5 den alınır.

Sonuç 3.2.7 Φ(t) = tp, 1 ≤ p <∞ ve Ψ(t) = tq, 1 ≤ q <∞ Young fonksiyonlarını

göz önüne alalım. Bu fonksiyonlar için, (3.20) ve (3.21) koşulları 1 ≤ p < n
α

,

1
q

= 1
p
− α

n
olmasına denktir. Φ(t) = t fonksiyonunun ∇2 koşulunu sağlamadığı da

göz önüne alınırsa; ”1 ≤ p < n
α

, 1
q

= 1
p
− α

n
için Iα zayıf (p, q) tiplidir ” ve ”1 < p < n

α
,

1
q

= 1
p
− α

n
için Iα güçlü (p, q) tiplidir” sonuçları elde edilir.

3.3 Singüler İntegral Operatör

Konvolüsyon tipli singüler integral operatörlerin Orlicz uzaylarındaki zayıf

ve güçlü sınırlılıkları iyi bilinmektedir ve Cianchi [11] ve Kokilashvili ve Krbec

[27] çalışmalarında bulunabilir. Calderón-Zygmund operatörlerinin Orlicz uzayla-

rındaki güçlü sınırlılıkları için Nakai [38] çalışması referans verilebilir. Aşağıda ve-

rilen Calderón-Zygmund operatörlerinin Orlicz uzaylarındaki zayıf sınırlılıklarının

ispatı Deringoz ve ark. [14] çalışmasından güçlü sınırlılıklarının ispatı ise Sawano

[45] çalışmasından alınmıştır.
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Teorem 3.3.1

(i) Φ ∈ ∆2 ise T singüler integral operatörü zayıf (Φ,Φ) tiplidir.

(ii) Φ ∈ ∆2 ∩∇2 ise T singüler integral operatörü güçlü (Φ,Φ) tiplidir.

İspat. (i) f ∈ LΦ(Rn) ve ‖f‖LΦ = 1 olsun. λ > 0 keyfi fakat sabit bir sayı olmak

üzere f fonksiyonunu f1 = χ{|f |>λ} · f ve f2 = χ{|f |≤λ} · f olacak biçimde iki parçaya

ayıralım yani f = f1 + f2 dir. O zaman

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤ |{x ∈ Rn : |Tf1(x)| > λ

2
}|+ |{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ

2
}|

dolayısıyla

Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤ |Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf1(x)| > λ

2
}|

+ Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ

2
}|

olur.

T operatörünün zayıf (1,1) sınırlılığından ve Lp, p > 1 sınırlılığından

|{x ∈ Rn : |Tf1(x)| > λ}| . 1

λ

∫
Rn
|f1(x)|dx (3.22)

|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ}| . 1

λp

∫
Rn
|f2(x)|pdx (3.23)

olduğunu biliyoruz.

(3.22) ve Φ(λ)
λ

fonksiyonunun monotonluğundan

Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf1(x)| > λ

2
}| . Φ(λ)

λ

∫
Rn
|f1(x)|dx

=
Φ(λ)

λ

∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ}

|f(x)|dx

.
∫
Rn
|f(x)|Φ(|f(x)|)

|f(x)|
dx

=

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx

olur. (3.23) ve Önerme 2.6.24 den

Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ

2
}| . Φ(λ)

λp

∫
Rn
|f2(x)|pdx

=
Φ(λ)

λp

∫
{x∈Rn:|f(x)|≤λ}

|f(x)|pdx

.
∫
Rn
|f(x)|pΦ(|f(x)|)

|f(x)|p
dx

=

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx
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olur. Böylece

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤ C

Φ(λ)

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx ≤ 1

Φ
(

λ
C‖f‖

LΦ

)
elde edilmiş olur. Bu eşitsizlik ‖ · ‖LΦ normunun homojenlik özelliğinden dolayı her

f ∈ LΦ için doğrudur.

(ii) Dağılım fonksiyonunu kullanarak yaptığımız hesaplamalar maksimal ope-

ratör için yaptığımızla aynıdır. Yani∫
Rn

Φ

(
Tf(x)

Λ

)
dx =

2

Λ

∫ ∞
0

ϕ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > 2λ}|dλ

olur. Diğer yapacağımız hesaplamalarda maksimal operatörden farklı olacak kısımlar

T operatörünün L∞ sınırlı olmamasından kaynaklanmaktadır. Şimdi kabul edelim

ki p > 1 yeterince büyük, f1 = χ{|f |>λ} · f ve f2 = χ{|f |≤λ} · f olsun. Bu durumda

eğer |Tf(x)| > 2λ ise |Tf1(x)| > λ veya |Tf2(x)| > λ olur. Dolayısıyla

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > 2λ}| ≤ |{x ∈ Rn : |Tf1(x)| > λ}|+ |{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ}|

olur.

Maksimal operatör için kullandığımız hesaplama ilk terim için de geçerlidir.

Bu ve (3.22) gözönüne alınırsa

1

Λ

∫ ∞
0

ϕ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : |Tf1(x)| > λ}| dλ ≤

∫
Rn

Φ

(
c|f |
Λ

)
(3.24)

eşitsizliği elde edilir. İkinci terim için benzer bir hesaplama hala geçerlidir fakat

burada Φ ∈ ∆2 olmasını ve (3.23) ü kullanacağız. O zaman

1

Λ

∫ ∞
0

ϕ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ}|dλ .

1

Λ

∫ ∞
0

ϕ

(
2λ

Λ

)(∫
Rn
|f2(x)|pdx

)
dλ

λp

.
1

Λ

∫
Rn
|f(x)|p

(∫ ∞
|f(x)|

ϕ

(
2λ

Λ

)
dλ

λp

)
dx

olur.

Önerme 2.6.25 (i) kullanılarak

1

Λ

∫ ∞
0

ϕ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ}|dλ

.
∫
Rn

Φ

(
2|f(x)|

Λ

)
dx ≤

∫
Rn

Φ

(
c|f(x)|

Λ

)
dx

(3.25)

elde edilir.
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Böylece (3.24) ve (3.25) den∫
Rn

Φ

(
|Tf(x)|

Λ

)
dx ≤

∫
Rn

Φ

(
c0|f(x)|

Λ

)
dx

eşitsizliğini elde ederiz. Λ = c0‖f‖LΦ alırsak∫
Rn

Φ

(
|Tf(x)|

Λ

)
dx ≤ 1

olur. Bu da

‖Tf‖LΦ ≤ Λ = c0‖f‖LΦ

olması demektir.

Sonuç 3.3.2 Φ(t) = tp, 1 ≤ p <∞ Young fonksiyonu 1 ≤ p <∞ için ∆2 koşulunu,

1 < p < ∞ için ∇2 koşulunu sağlar. Dolayısıyla T , singüler integral operatörü

1 ≤ p <∞ için zayıf (p, p) tipli, 1 < p <∞ güçlü (p, p) tiplidir.
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4 ORLICZ-MORREY TİPLİ UZAYLAR

4.1 Orlicz-Morrey Uzayları

Bu uzaylar ilk olarak Kokilashvili ve Krbec [27] tarafından Φ ∈ Υ ve 0 ≤ λ <

n olmak üzere

Φλ(L) = {f − ölçülebilir : sup
r>0,x∈Rn

r−λ
∫
B(x,r)

Φ(f(y))dy <∞}

şeklinde tanımlanmıştır. Burada Υ, negatif olmayan, çift, [0,∞) üzerinde artan,

limt→0+ Φ(t) = 0 ve limt→∞Φ(t) =∞ şartlarını sağlayan Φ : R→ R fonksiyonlarının

sınıfını göstermektedir.

Daha sonra 2014 yılında Deringoz ve ark. [14] tarafından Orlicz-Morrey uzayı

ve zayıf Orlicz-Morrey uzayı Φ Young fonksiyonunun genelleştirilmiş tersi yardımıyla

aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır.

Tanım 4.1.1 (Orlicz-Morrey Uzayları) Φ bir Young fonksiyonu ve 0 ≤ λ ≤ n olsun.

MΦ,λ(Rn) ile göstereceğimiz Orlicz-Morrey uzayı

‖f‖MΦ,λ = sup
x∈Rn, r>0

Φ−1
(
r−λ
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

sonlu normuna sahip bütün f ∈ LΦ
loc(Rn) fonksiyonlarının sınıfıdır.

MΦ,0(Rn) = LΦ(Rn) ve eğer Φ(r) = rp, 1 ≤ p <∞ ise MΦ,λ(Rn) =Mp,λ(Rn) olur.

WMΦ,λ(Rn) ile göstereceğimiz zayıf Orlicz-Morrey uzayı benzer olarak

‖f‖WMΦ,λ
= sup

x∈Rn, r>0
Φ−1

(
r−λ
)
‖f‖WLΦ(B(x,r)) <∞

olacak şekildeki bütün f ∈ WLΦ
loc(Rn) fonksiyonlarının sınıfı olarak tanımlanır.

2015 yılında ise Maligranda ve Matsuoka [31] tarafından merkezi Orlicz-

Morrey uzayları ve zayıf merkezi Orlicz-Morrey uzayları Φ ∈ Y , λ ∈ R, Br = B(0, r)

ve df (u) = |{x ∈ Rn : |f(x)| > u}| olmak üzere

‖f‖Φ,λ,Br = inf

{
λ > 0 :

1

|Br|λ

∫
Br

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx ≤ 1

}
için

BΦ,λ(Rn) = {f ∈ L1
loc(Rn) : ‖f‖BΦ,λ = sup

r≥0
‖f‖Φ,λ,Br <∞}
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ve

‖f‖Φ,λ,Br,∞ = inf

{
λ > 0 : sup

u>0
Φ(u)

1

|Br|λ
dfχBr (λu) ≤ 1

}
için

WBΦ,λ(Rn) = {f ∈ L1
loc(Rn) : ‖f‖BΦ,λ = sup

r≥0
‖f‖Φ,λ,Br,∞ <∞}

olarak tanımlanmıştır.

4.2 Genelleştirilmiş Orlicz-Morrey Uzayları

Literatürde birden fazla genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayı tanımı vardır.

Bu uzaylar ilk olarak Nakai [37] tarafından 2004 yılında tanımlanmış, daha sonra

Sawano ve ark. [46] tarafından 2012 yılında farklı bir tip Orlicz-Morrey uzayı tanım-

lanmıştır. Bu tezde ise yeni bir tip genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayı tanımı verile-

cek ve bu uzayda harmonik analizin klasik operatörlerinin sınırlılığı araştırılacaktır.

Aşağıda birinci, ikinci ve üçüncü tip genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayı tanımları

verilmiştir.

Birinci tip genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayı olarak adlandırılan Lϕ,Φ(Rn)

uzayı; Φ bir Young fonksiyonu ve ϕ : (0,∞) → (0,∞) neredeyse azalan ve ϕ(r)r

neredeyse artan bir fonksiyon, B bir açık yuvar ve

‖f‖(ϕ,Φ);B := inf

{
λ > 0 :

1

|B|ϕ(|B|)

∫
B

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx ≤ 1

}
olmak üzere

‖f‖Lϕ,Φ := sup
B
‖f‖(ϕ,Φ);B

sonlu normuna sahip lokal integrallenebilir fonksiyonların sınıfıdır.

İkinci tip genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayı olarak adlandırılan Mϕ,Φ(Rn)

uzayı; Φ bir Young fonksiyonu ve ϕ : (0,∞) → (0,∞) azalmayan ve ϕ(r)r−n art-

mayan bir fonksiyon, Q bir küp, l(Q) küpün kenar uzunluğu ve

‖f‖Φ;Q := inf

{
λ > 0 :

1

|Q|

∫
Q

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx ≤ 1

}
olmak üzere

‖f‖Mϕ,Φ := sup
Q
ϕ(l(Q))‖f‖Φ;Q

sonlu normuna sahip lokal integrallenebilir fonksiyonların sınıfıdır.
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Şimdi bu tezde ortaya koyulan problem çerçevesinde 2014 yılında Deringoz

ve ark. [14] tarafından tanımlanan ve üçüncü tip genelleştirilmiş Orlicz-Morrey

uzayı olarak adlandırılanMΦ,ϕ(Rn) ve onun zayıf hali olan WMΦ,ϕ(Rn) uzaylarının

tanımlarını verelim.

Tanım 4.2.1 ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde tanımlı pozitif ölçülebilir bir fonksiyon

ve Φ bir Young fonksiyonu olsun. MΦ,ϕ(Rn) ile göstereceğimiz genelleştirilmiş

Orlicz-Morrey uzayı

‖f‖MΦ,ϕ = sup
x∈Rn,r>0

ϕ(x, r)−1Φ−1
(
|B(x, r)|−1

)
‖f‖LΦ(B(x,r))

sonlu normuna sahip bütün f ∈ LΦ
loc(Rn) fonksiyonlarının sınıfıdır.

Lemma 4.2.2 ϕ(x, r), Rn×(0,∞) üzerinde tanımlı pozitif ölçülebilir bir fonksiyon

ve Φ bir Young fonksiyonu olsun.

(i) Eğer her t > 0 ve her x ∈ Rn için

sup
t<r<∞

ϕ(x, r)−1Φ−1(|B(x, r)|−1) =∞ (4.1)

ise MΦ,ϕ(Rn) = Θ olur.

(ii) Eğer Φ ∈ ∆′ ve her t > 0 ve hemen her x ∈ Rn için

sup
0<r<t

ϕ(x, r)−1 =∞ (4.2)

ise MΦ,ϕ(Rn) = Θ olur.

İspat. (i) (4.1) sağlansın ve f özdeş olarak 0 a denk olmasın. Bu durumda belli bir

x0 ∈ Rn ve t0 > 0 için A = ‖f‖LΦ(B(x0,t0)) > 0 olur. Böylece

‖f‖MΦ,ϕ ≥ sup
t0<r<∞

ϕ(x0, r)
−1Φ−1(|B(x0, r)|−1) ‖f‖LΦ(B(x0,r))

≥ A sup
t0<r<∞

ϕ(x0, r)
−1Φ−1(|B(x0, r)|−1)

ve dolayısıyla ‖f‖MΦ,ϕ =∞ olur.

(ii) Şimdi f ∈ MΦ,ϕ(Rn) olsun ve (4.2) sağlansın. Teorem 2.7.13 den hemen her

x ∈ Rn için

lim
r→0+

‖fχB(x,r)‖LΦ

‖χB(x,r)‖LΦ

= |f(x)|
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olur. Bu x noktalarının hepsi için f(x) = 0 olduğunu iddia ediyoruz. Aksini kabul

edelim, yani x noktasını sabitleyelim ve |f(x)| > 0 olduğunu kabul edelim. Bu

durumda her 0 < r ≤ t0 için

Φ−1(|B(x, r)|−1) ‖f‖LΦ(B(x,r)) ≥
|f(x)|

2

olacak şekilde bir t0 > 0 vardır. Sonuç olarak

‖f‖MΦ,ϕ ≥ sup
0<r<t0

ϕ(x, r)−1Φ−1(|B(x, r)|−1) ‖f‖LΦ(B(x,r)) ≥
|f(x)|

2
sup

0<r<t0

ϕ(x, r)−1

ve dolayısıyla ‖f‖MΦ,ϕ =∞, yani f /∈MΦ,ϕ(Rn) olur. Bu ise bir çelişkidir.

Uyarı 4.2.3 Φ bir Young fonksiyonu olsun. ΩΦ ile belli t1, t2 > 0 sayıları için

sup
x∈Rn
‖ϕ(x, r)−1Φ−1(|B(x, r)|−1)‖L∞(t1,∞) <∞

ve

sup
x∈Rn
‖ϕ(x, r)−1‖L∞(0,t2) <∞

koşullarını sağlayan Rn × (0,∞) üzerinde tanımlı pozitif ölçülebilir ϕ(x, r) fonksiy-

onlarının kümesini gösterereceğiz. Lemma 4.2.2 göz önüne alınarak MΦ,ϕ(Rn) uza-

yının aşikar olmaması için yaniMΦ,ϕ(Rn) 6= Θ olması için bundan sonra her zaman

ϕ ∈ ΩΦ ve Φ ∈ ∆′ olduğu kabul edilecektir.

Ayrıca WMΦ,ϕ(Rn) ile göstereceğimiz zayıf genelleştirilmiş Orlicz-Morrey

uzayı

‖f‖WMΦ,ϕ = sup
x∈Rn,r>0

ϕ(x, r)−1Φ−1
(
|B(x, r)|−1

)
‖f‖WLΦ(B(x,r)) <∞

olacak şekildeki bütün f ∈ WLΦ
loc(Rn) fonksiyonlarının sınıfıdır.

Bu tanımlara göre eğer Φ(r) = rp, 1 ≤ p < ∞ seçilirse Mp,ϕ genelleştirilmiş

Morrey uzayı ve WMp,ϕ zayıf genelleştirilmiş Morrey uzayı; Φ(r) = rp, 1 ≤ p <∞

ve ϕ(x, r) = r
λ−n
p , 0 ≤ λ ≤ n seçilirse Mp,λ(Rn) Morrey uzayı ve WMp,λ(Rn) zayıf

Morrey uzayı; ϕ(x, r) = Φ−1 (|B(x, r)|−1) seçilirse LΦ(Rn) Orlicz uzayı ve WLΦ(Rn)

zayıf Orlicz uzayı elde edilir.
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5 HARMONİK ANALİZİN KLASİK OPERATÖRLERİNİN

GENELLEŞTİRİMİŞ ORLICZ-MORREY UZAYLARINDAKİ

SINIRLILIĞI

5.1 Maksimal Operatör

Bu bölümde elde edilen sonuçlar ”Operator Theory, Operator Algebras and

Applications. Series: Operator Theory: Advances and Applications, Vol 242” der-

gisinde yayınlanmıştır (Bkz. [14]).

Lemma 5.1.1 f ∈ LΦ
loc(Rn) ve B = B(x, r) olsun. Bu durumda Φ ∈ ∇2 koşulunu

sağlayan her Young fonksiyonu için

‖Mf‖LΦ(B) . ‖f‖LΦ(B(x,2r)) +
1

Φ−1
(
r−n
) sup
t>2r

t−n‖f‖L1(B(x,t))

eşitsizliği ve her Φ Young fonksiyonu için

‖Mf‖WLΦ(B) . ‖f‖LΦ(B(x,2r)) +
1

Φ−1
(
r−n
) sup
t>2r

t−n‖f‖L1(B(x,t)) (5.1)

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. Φ ∈ ∇2 olsun. f1 = fχB(x,2r) ve f2 = fχ {B(x,2r)
olmak üzere f = f1 + f2

yazalım o zaman

‖Mf‖LΦ(B) ≤ ‖Mf1‖LΦ(B) + ‖Mf2‖LΦ(B)

olur. Teorem 3.1.3 de verilen M operatörünün LΦ(Rn) uzayındaki sınırlılığından

‖Mf1‖LΦ(B) . ‖f‖LΦ(B(x,2r))

elde edilir.

Şimdi y, B yuvarından alınan keyfi bir nokta olsun. EğerB(y, t)∩ {
(B(x, 2r)) 6=

∅ ise t > r olur. Gerçekten eğer z ∈ B(y, t) ∩ {
(B(x, 2r)) ise t > |y − z| ≥

|x− z| − |x− y| > 2r − r = r dır.

Diğer taraftan B(y, t) ∩ {
(B(x, 2r)) ⊂ B(x, 2t) dır. Gerçekten eğer z ∈

B(y, t) ∩ {
(B(x, 2r)) ise |x− z| ≤ |y − z|+ |x− y| < t+ r < 2t elde ederiz.
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Böylece

Mf2(y) = sup
t>0

1

|B(y, t)|

∫
B(y,t)∩ {(B(x,2r))

|f(z)|dz

≤ 2n sup
t>r

1

|B(x, 2t)|

∫
B(x,2t)

|f(z)|dz

= 2n sup
t>2r

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz

olur. Buradan her y ∈ B için

Mf2(y) ≤ 2n sup
t>2r

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz (5.2)

eşitsizliği elde edilir. Böylece

‖Mf‖LΦ(B) . ‖f‖LΦ(B(x,2r)) +
1

Φ−1
(
r−n
) (sup

t>2r

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz
)

elde edilir.

Şimdi Φ keyfi bir Young fonksiyonu olsun. Her B = B(x, r) için

‖Mf‖WLΦ(B) ≤ ‖Mf1‖WLΦ(B) + ‖Mf2‖WLΦ(B)

olduğu açıktır.

Teorem 3.1.3 de verilen M operatörünün zayıf sınırlılığından

‖Mf1‖WLΦ(B) . ‖f‖LΦ(B(x,2r)).

elde ederiz. Böylece (5.2) kullanılarak (5.1) eşitsizliğini alırız.

Lemma 5.1.2 f ∈ LΦ
loc(Rn) ve B = B(x, r) olsun. Bu durumda Φ ∈ ∇2 koşulunu

sağlayan her Young fonksiyonu için

‖Mf‖LΦ(B) .
1

Φ−1
(
r−n
) sup
t>2r

Φ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t)) (5.3)

eşitsizliği ve her Φ Young fonksiyonu için

‖Mf‖WLΦ(B) .
1

Φ−1
(
r−n
) sup
t>2r

Φ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t)) (5.4)

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. Φ ∈ ∇2 olsun.

J1 : =
1

Φ−1
(
r−n
) (sup

t>2r

1

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz
)
,

J2 : = ‖f‖LΦ(B(x,2r))
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olarak tanımlansın. Lemma 2.7.14 kullanılarak

J1 .
1

Φ−1
(
r−n
) sup
t>2r

Φ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t))

elde edilir. Diğer taraftan

1

Φ−1
(
r−n
) sup
t>2r

Φ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t))

&
1

Φ−1
(
r−n
) sup
t>2r

Φ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,2r)) ≈ J2

olur. Lemma 5.1.1 den ‖Mf‖LΦ(B) ≤ J1 +J2 olduğundan (5.3) eşitsizliği elde edilir.

Son olarak eğer Φ keyfi bir Young fonksiyonu ise (5.4) eşitsizliği direk olarak (5.1)

den çıkar.

Teorem 5.1.3 Φ bir Young fonksiyonu olsun ve ϕ1, ϕ2 ve Φ fonksiyonları

sup
r<t<∞

Φ−1
(
t−n
)

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)

Φ−1
(
s−n
) ≤ C ϕ2(x, r) (5.5)

koşulunu sağlasınlar. Burada C, x ve r den bağımsız bir sabittir. Bu durumda M

maksimal operatörü MΦ,ϕ1(Rn) uzayından WMΦ,ϕ2(Rn) uzayına ve Φ ∈ ∇2 için

MΦ,ϕ1(Rn) uzayından MΦ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır.

İspat.

1.Yol: Lemma 5.1.2 ve Teorem 2.5.1 kullanılarak Φ ∈ ∇2 için

‖Mf‖MΦ,ϕ2 . sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r)
sup
t>r

Φ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t))

. sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

= ‖f‖MΦ,ϕ1 ,

ve keyfi Φ Young fonksiyonu için

‖Mf‖WMΦ,ϕ2 . sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r)
sup
t>r

Φ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t))

. sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r)) = ‖f‖MΦ,ϕ1 ,

elde edilir.

43



2.Yol: f ∈MΦ,ϕ1(Rn) olduğundan (2.1) ve ‖f‖LΦ(B(x0,t)) nin t nin azalmayan

bir fonksiyonu olması kullanılarak

‖f‖LΦ(B(x0,t))

ess inf
0<t<s<∞

ϕ1(x0,s)

Φ−1
(
s−n
)

= ess sup
0<t<s<∞

Φ−1
(
s−n
)
‖f‖LΦ(B(x0,t))

ϕ1(x0, s)

≤ sup
s>0,x0∈Rn

Φ−1
(
s−n
)
‖f‖LΦ(B(x0,s))

ϕ1(x0, s)

= ‖f‖MΦ,ϕ1 .

elde edilir. Bu eşitsizlik ve (5.5) kullanılırsa

sup
r<t<∞

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)

≤ sup
r<t<∞

‖f‖LΦ(B(x0,t))

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x0,s)

Φ−1
(
s−n
) ess inf

t<s<∞

ϕ1(x0, s)

Φ−1
(
s−n
)Φ−1

(
t−n
)

≤ C‖f‖MΦ,ϕ1 sup
r<t<∞

(
ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)

Φ−1
(
s−n
))Φ−1

(
t−n
)

≤ Cϕ2(x0, r)‖f‖MΦ,ϕ1

olur. Bu sonuç ve (5.3) kullanılarak

‖Mf‖MΦ,ϕ2 . sup
x∈Rn,r>0

1

ϕ2(x, r)
sup
t>r

Φ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t))

. sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

= ‖f‖MΦ,ϕ1

elde edilir.

‖Mf‖WMΦ,ϕ2 . ‖f‖MΦ,ϕ1 eşitsizliği (5.4) kullanılarak yukarıdakine benzer

olarak kolaylıkla elde edilir.

Sonuç 5.1.4 Eğer Teorem 5.1.3 de özel olarak Φ(t) = tp, 1 ≤ p < ∞ alınırsa

Teorem 2.4.8 elde edilir.
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5.2 Riesz Potansiyeli

Bu bölümde elde edilen sonuçlar ”Journal of Function Spaces, Vol 2014” der-

gisinde yayınlanmıştır (Bkz. [24]).

Lemma 5.2.1 Φ ve Ψ Young fonksiyonları ve Φp, p ∈ (1,∞], (3.3) ile tanımlı

Young fonksiyonu olsun. Eğer
∫ 1

0
Φ̃(t)/t1+p′dt <∞ ve Φp fonksiyonu Ψ fonksiyonunu

domine ediyorsa r > 0 için

Φ−1(r) . r
1
pΨ−1(r) (5.6)

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat.
∫ 1

0
Φ̃(t)/t1+p′dt <∞ olması r > 0 için

1 ≤ 2r
− 1
p′ Φ̃−1(r)Φ−1

p (r) (5.7)

olmasını gerektirir [10, s.50].

Eğer Φp fonksiyonu Ψ fonksiyonunu domine ediyorsa r > 0 için,

Φ−1
p (r) ≤ CΨ−1(r) (5.8)

olacak şekilde bir pozitif C sabiti vardır. Gerçekten,

Ψ−1(r) = inf{t ≥ 0 : Ψ(t) > r}

≥ inf{t ≥ 0 : Φp(Ct) > r}

=
1

C
inf{Ct ≥ 0 : Φp(Ct) > r}

=
1

C
Φ−1
p (r).

Böylece (5.6) eşitsizliği (5.7), (5.8) ve (2.13) ifadelerinden çıkar.

Aşağıda vereceğimiz lemma Guliyev lemmasının [19, 20, 21] Orlicz uzayları

için bir genelleştirilmesidir.

Lemma 5.2.2 0 < α < n, Φ ve Ψ Young fonksiyonları, f ∈ LΦ
loc(Rn) ve B =

B(x0, r) olsun. Eğer (Φ,Ψ), (3.4)-(3.7) koşullarını sağlarsa

‖Iαf‖LΨ(B) .
1

Ψ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Ψ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.9)

eşitsizliği, (3.4) ve (3.5) koşullarını sağlarsa

‖Iαf‖WLΨ(B) .
1

Ψ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Ψ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.10)

eşitsizliği gerçeklenir.
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İspat. (3.4)-(3.7) koşullarının sağlandığını kabul edelim. 2B = B(x0, 2r) olmak

üzere f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χ
2B

(y), f2(y) = f(y)χ {(2B)
(y), r > 0,

biçiminde yazalım. Bu durumda

‖Iαf‖LΨ(B) ≤ ‖Iαf1‖LΨ(B) + ‖Iαf2‖LΨ(B)

olur. f1 ∈ LΦ(Rn) olmasından ve Iα operatörünün LΦ(Rn) uzayından LΨ(Rn) uza-

yına sınırlılığından (Bkz. Teorem 3.2.3)

‖Iαf1‖LΨ(B) ≤ ‖Iαf1‖LΨ(Rn) ≤ C‖f1‖LΦ(Rn) = C‖f‖LΦ(2B)

elde edilir. Burada C > 0, f den bağımsız bir sabittir.

x ∈ B, y ∈ {
(2B) olması 1

2
|x0 − y| ≤ |x − y| ≤ 3

2
|x0 − y| olmasını gerektirir.

O zaman

|Iαf2(x)| ≤ 2n−α
∫

{(2B)

|f(y)|
|x0 − y|n−α

dy

eşitsizliği sağlanır. Fubini teoreminden∫
{(2B)

|f(y)|
|x0 − y|n−α

dy ≈
∫

{(2B)

|f(y)|
∫ ∞
|x0−y|

dt

tn+1−αdy

≈
∫ ∞

2r

∫
2r≤|x0−y|<t

|f(y)|dy dt

tn+1−α

.
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|f(y)|dy dt

tn+1−α

olur. Lemma 2.7.14 ve p = n/α için Lemma 5.2.1 kullanılarak∫
{(2B)

|f(y)|
|x0 − y|n

dy .
∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)
tα−1dt

.
∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Ψ
−1
(
t−n
)dt
t

bulunur. Buradan

‖Iαf2‖LΨ(B) .
1

Ψ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Ψ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.11)

olur. Böylece

‖Iαf‖LΨ(B) . ‖f‖LΦ(2B) +
1

Ψ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Ψ
−1
(
t−n
)dt
t
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eşitsizliği elde edilir.

Diğer yandan (2.13) özelliğini kullanarak

Ψ−1
(
r−n
)
≈ Ψ−1

(
r−n
)
rn
∫ ∞

2r

dt

tn+1

.
∫ ∞

2r

Ψ−1
(
t−n
)dt
t

olduğunu görürüz ve buradan

‖f‖LΦ(2B) .
1

Ψ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Ψ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.12)

olur.

Böylece

‖Iαf‖LΨ(B) .
1

Ψ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Ψ
−1
(
t−n
)dt
t

eşitsizliği elde edilmiş olur.

Şimdi (3.4) ve (3.5) koşullarının sağlandığını kabul edelim. Iα operatörünün

LΦ(Rn) uzayından WLΨ(Rn) uzayına sınırlılığından (Bkz. Teorem 3.2.3) ve (5.12)

ifadesinden

‖Iαf1‖WLΨ(B) ≤ ‖Iαf1‖WLΨ(Rn) . ‖f1‖LΦ(Rn)

= ‖f‖LΦ(2B) .
1

Ψ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Ψ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.13)

sonucuna ulaşılır. Sonuç olarak (5.11) ve (5.13) ifadelerinden (5.10) eşitsizliğini elde

ederiz.

Teorem 5.2.3 0 < α < n olsun ve (ϕ1, ϕ2) ve (Φ,Ψ) fonksiyonları∫ ∞
r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)

Φ−1
(
s−n
)Ψ−1

(
t−n
)dt
t
≤ C ϕ2(x, r) (5.14)

koşulunu sağlasın. Burada C, x ve r den bağımsız bir sabittir. Bu durumda Iα

operatörü (3.4) ve (3.5) koşulları için MΦ,ϕ1(Rn) uzayından WMΨ,ϕ2(Rn) uzayına

ve (3.4)-(3.7) koşulları için MΦ,ϕ1(Rn) uzayından MΨ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır.
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İspat.

1.Yol:

Lemma 5.2.2 ve Teorem 2.5.2 kullanılarak,

‖Iαf‖MΨ,ϕ2 . sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(x, r)−1

∫ ∞
r

Ψ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t))

dt

t

. sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

= ‖f‖MΦ,ϕ1

ve

‖Iαf‖WMΨ,ϕ2 . sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(x, r)−1

∫ ∞
r

Ψ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t))

dt

t

. sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

= ‖f‖MΦ,ϕ1

elde edilir.

2.Yol:

f ∈ MΦ,ϕ1(Rn) olduğundan (2.1) ve ‖f‖LΦ(B(x0,t)) nin t nin azalmayan bir

fonksiyonu olması kullanılarak

‖f‖LΦ(B(x0,t))

ess inf
0<t<s<∞

ϕ1(x0,s)

Φ−1
(
s−n
)

= ess sup
0<t<s<∞

Φ−1
(
s−n
)
‖f‖LΦ(B(x0,t))

ϕ1(x0, s)

≤ sup
s>0,x0∈Rn

Φ−1
(
s−n
)
‖f‖LΦ(B(x0,s))

ϕ1(x0, s)

= ‖f‖MΦ,ϕ1

elde edilir. Bu eşitsizlik ve (5.14) kullanılırsa∫ ∞
r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Ψ
−1
(
t−n
) dt
t

≤
∫ ∞
r

‖f‖LΦ(B(x0,t))

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x0,s)

Φ−1
(
s−n
) ess inf

t<s<∞

ϕ1(x0, s)

Φ−1
(
s−n
)Ψ−1

(
t−n
) dt
t

≤ C‖f‖MΦ,ϕ1

∫ ∞
r

(
ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)

Φ−1
(
s−n
))Ψ−1

(
t−n
) dt
t

≤ Cϕ2(x0, r)‖f‖MΦ,ϕ1
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olur. Bu sonuç ve (5.9) kullanılarak

‖Iαf‖MΨ,ϕ2 . sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(x, r)−1

∫ ∞
r

Ψ−1
(
t−n
)
‖f‖LΦ(B(x,t))

dt

t

. sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

= ‖f‖MΦ,ϕ1

elde edilir.

‖Iαf‖WMΨ,ϕ2 . ‖f‖MΦ,ϕ1 eşitsizliği (5.10) kullanılarak yukarıdakine benzer

olarak kolaylıkla elde edilir.

Uyarı 5.2.4 Mα kesirli maksimal operatör olmak üzere 0 < α < n için

Mαf(x) . Iα(|f |)(x)

olduğundan Teorem 5.2.3 aynı zamanda Mα operatörünün MΦ,ϕ1(Rn) uzayından

MΨ,ϕ2(Rn) uzayına ve MΦ,ϕ1(Rn) uzayından WMΨ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlılıklarını

gerektirir.

Sonuç 5.2.5 Eğer Teorem 5.2.3 de özel olarak Φ(t) = tp, Ψ(t) = tq, 1 ≤ p, q < ∞

alınırsa Teorem 2.4.10 alınır.

5.3 Singüler İntegral Operatör

Bu bölümde elde edilen sonuçlar ”Operator Theory, Operator Algebras and

Applications. Series: Operator Theory: Advances and Applications, Vol 242” der-

gisinde yayınlanmıştır (Bkz [14]).

Aşağıda vereceğimiz lemma Guliyev lemmasının [19, 20, 21] Orlicz uzayları

için bir genelleştirilmesidir.

Lemma 5.3.1 Φ bir Young fonksiyonu ve f ∈ LΦ
loc(Rn), B = B(x0, r), x0 ∈ Rn, r >

0 olsun. Bu durumda Φ ∈ ∆2

⋂
∇2 için

‖Tf‖LΦ(B) .
1

Φ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.15)

eşitsizliği ve Φ ∈ ∆2 için

‖Tf‖WLΦ(B) .
1

Φ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.16)

eşitsizliği gerçeklenir.
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İspat. İlk önce Φ ∈ ∆2

⋂
∇2 olsun. 2B = B(x0, 2r) olmak üzere f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χ2B(y), f2(y) = f(y)χ {(2B)
(y)

biçiminde yazalım. Bu durumda

‖Tf‖LΦ(B) ≤ ‖Tf1‖LΦ(B) + ‖Tf2‖LΦ(B)

olur. f1 ∈ LΦ(Rn) olduğundan T operatörünün LΦ(Rn) uzayındaki sınırlılığından

(Bkz. Teorem 3.3.1)

‖Tf1‖LΦ(B) ≤ ‖Tf1‖LΦ(Rn) ≤ C‖f1‖LΦ(Rn) = C‖f‖LΦ(2B)

elde ederiz.

x ∈ B, y ∈ {
(2B) olması 1

2
|x0 − y| ≤ |x − y| ≤ 3

2
|x0 − y| olmasını gerektirir.

O zaman

|Tf2(x)| ≤ C

∫
{(2B)

|f(y)|
|x0 − y|n

dy

eşitsizliği sağlanır. Fubini teoreminden∫
{(2B)

|f(y)|
|x0 − y|n

dy ≈
∫

{(2B)

|f(y)|
∫ ∞
|x0−y|

dt

tn+1
dy

≈
∫ ∞

2r

∫
2r≤|x0−y|<t

|f(y)|dy dt

tn+1

.
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|f(y)|dy dt

tn+1

olur. Lemma 2.7.14 kullanılarak∫
{(2B)

|f(y)|
|x0 − y|n

dy .
∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

bulunur. Buradan

‖Tf2‖LΦ(B) .
1

Φ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.17)

olur. Böylece

‖Tf‖LΦ(B) . ‖f‖LΦ(2B) +
1

Φ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

eşitsizliği elde edilir.

Diğer yandan Önerme 2.6.19 kullanılarak

Φ−1
(
r−n
)
≈ Φ−1

(
r−n
)
rn
∫ ∞

2r

dt

tn+1

.
∫ ∞

2r

Φ−1
(
t−n
)dt
t
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olduğu görülür ve buradan

‖f‖LΦ(2B) .
1

Φ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.18)

olur. Böylece

‖Tf‖LΦ(B) .
1

Φ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

eşitsizliği elde edilmiş olur.

Şimdi Φ ∈ ∆2 olsun. T operatörünün Orlicz uzayındaki zayıf sınırlılığından

(Bkz. Teorem 3.3.1) ve (5.18) ifadesinden

‖Tf1‖WLΦ(B) ≤ ‖Tf1‖WLΦ(Rn) . ‖f1‖LΦ(Rn)

= ‖f‖LΦ(2B) .
1

Φ−1
(
r−n
) ∫ ∞

2r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

(5.19)

sonucuna ulaşılır. Sonuç olarak (5.17) ve (5.19) ifadelerinden (5.16) eşitsizliğini elde

ederiz.

Teorem 5.3.2 Φ bir Young fonksiyonu ve ϕ1, ϕ2 ve Φ∫ ∞
r

(
ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)

Φ−1
(
s−n
))Φ−1

(
t−n
)dt
t
≤ C ϕ2(x, r) (5.20)

koşulunu sağlasın. Burada C, x ve r den bağımsız bir sabittir. Bu durumda T

operatörü Φ ∈ ∆2 ∩ ∇2 için MΦ,ϕ1(Rn) uzayından MΦ,ϕ2(Rn) uzayına ve Φ ∈ ∆2

için MΦ,ϕ1(Rn) uzayından WMΦ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır.

İspat.

1.Yol: Lemma 5.3.1 ve Teorem 2.5.2 kullanılarak Φ ∈ ∆2 ∩∇2 için

‖Tf‖MΦ,ϕ2 . sup
x∈Rn, r>0

1

ϕ2(x, r)

∫ ∞
r

‖f‖LΦ(B(x,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

. sup
x∈Rn, r>0

ϕ1(x, r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

= ‖f‖MΦ,ϕ1

ve Φ ∈ ∆2 için

‖Tf‖WMΦ,ϕ2 . sup
x∈Rn, r>0

1

ϕ2(x, r)

∫ ∞
r

‖f‖LΦ(B(x,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

. sup
x∈Rn, r>0

ϕ1(x, r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

= ‖f‖MΦ,ϕ1
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elde edilir.

2.Yol: f ∈MΦ,ϕ1(Rn) olduğundan (2.1) ve ‖f‖LΦ(B(x0,t)) nin t nin azalmayan

bir fonksiyonu olması kullanılarak

‖f‖LΦ(B(x0,t))

ess inf
0<t<s<∞

ϕ1(x0,s)

Φ−1
(
s−n
)

= ess sup
0<t<s<∞

Φ−1
(
s−n
)
‖f‖LΦ(B(x0,t))

ϕ1(x0, s)

≤ sup
s>0,x0∈Rn

Φ−1
(
s−n
)
‖f‖LΦ(B(x0,s))

ϕ1(x0, s)

= ‖f‖MΦ,ϕ1

elde edilir. Bu eşitsizlik ve (5.20) kullanılırsa∫ ∞
r

‖f‖LΦ(B(x0,t))Φ
−1
(
t−n
) dt
t

≤
∫ ∞
r

‖f‖LΦ(B(x0,t))

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x0,s)

Φ−1
(
s−n
) ess inf

t<s<∞

ϕ1(x0, s)

Φ−1
(
s−n
)Φ−1

(
t−n
) dt
t

≤ C‖f‖MΦ,ϕ1

∫ ∞
r

(
ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)

Φ−1
(
s−n
))Φ−1

(
t−n
) dt
t

≤ Cϕ2(x0, r)‖f‖MΦ,ϕ1

olur. Bu sonuç ve (5.15) kullanılarak

‖Tf‖MΦ,ϕ2 . sup
x∈Rn, r>0

1

ϕ2(x, r)

∫ ∞
r

‖f‖LΦ(B(x,t))Φ
−1
(
t−n
)dt
t

. sup
x∈Rn, r>0

ϕ1(x, r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

= ‖f‖MΦ,ϕ1

elde edilir.

‖Tf‖WMΦ,ϕ2 . ‖f‖MΦ,ϕ1 eşitsizliği (5.16) kullanılarak yukarıdakine benzer

olarak kolaylıkla elde edilir.

Eğer özel olarak Teorem 5.3.2 de Φ(t) = tp, 1 ≤ p <∞ alınırsa Teorem 2.4.9

elde edilir.
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Uyarı 5.3.3 (5.5) şartı (5.20) şartından daha zayıftır. Gerçekten s ∈ (r,∞) olmak

üzere,

ϕ2(x, r) &
∫ ∞
r

ess inf
t<τ<∞

ϕ1(x, τ)

Φ−1
(
τ−n
)Φ−1

(
t−n
)dt
t

&
∫ ∞
s

ess inf
t<τ<∞

ϕ1(x, τ)

Φ−1
(
τ−n
)Φ−1

(
t−n
)dt
t

& ess inf
s<τ<∞

ϕ1(x, τ)

Φ−1
(
τ−n
) ∫ ∞

s

Φ−1
(
t−n
)dt
t

≈ ess inf
s<τ<∞

ϕ1(x, τ)

Φ−1
(
τ−n
)Φ−1

(
s−n
)
,

olur. Böylece

sup
s>r

ess inf
s<τ<∞

ϕ1(x, τ)

Φ−1
(
τ−n
)Φ−1

(
s−n
)
. ϕ2(x, r)

elde edilir.
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İletişim Bilgileri
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Eğitim Durumu

Lisans : Gazi Üniversitesi
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