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OZET

Bu tezde Orlicz uzaylar1 ve harmonik analizin klasik operatorlerinin bu uzay-
lardaki simirhiliklart hakkinda bilgi verilecektir.

Dort boliimden olusan bu ¢aligmanin birinci boliimiinde, literatiirde bu konu
ile ilgili arastirmalar1 olan bir¢ok matematik¢i hakkinda bilgi verilmis ve bu calig-
manin amacindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, bundan sonraki béliimlerde islenecek olan konular: yakindan
ilgilendiren baz1 temel kavram, notasyon ve teoremlere yer verilecektir.

Uciincii boliimde, ilk olarak Orlicz uzaylarinin temelini olusturan Young fonksiy-
onlarmin tamim ve ozellikleri verilecek, daha sonra ise Orlicz uzaylar1 detayli bir
sekilde incelenecektir.

Dordiincii boliimde ise harmonik analizin integral operatorlerinin Orlicz uzay-
larindaki sinirhiliklar ile ilgili sonuclara yer verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Young fonksiyonlari, N-fonksiyonlari, Lebesgue uzayi, Or-
licz uzay1, maksimal operator, kesirli maksimal operator, singiiler integral operator,
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ABSTRACT

In this thesis, informations about Orlicz spaces and the boundedness of clas-
sical operators of harmonic analysis in these spaces are given.

This study is arranged in fourth chapters, in the first chapter, information is
given about many mathematicians studying in this field in the literature and also
about purpose of this study.

In the second chapter, some basic definitions and general informations about
basic concepts, spaces and operators related to this study are given.

In the third chapter, firstly, the definitions and properties of Young functions
which forms the basis of the Orlicz spaces will be given and then, Orlicz spaces will
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In the fourth chapter, the results about the boundedness of integral operators
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1 GIRIS

Harmonik analizin klasik operatorlerinin ¢esitli fonksiyon uzaylarindaki sinir-
lilig1 yogun bir gekilde aragtirilmaktadir. Bu operatérlerin Lebesgue uzaylarindaki
zayif ve giiclii tipli simirhliklar klasiktir ve [3, 17, 37, 40] kaynaklarinda bulunabilir.
Bu elde edilen sonuclar Lebesgue uzaylarinin genellestirilmesi olan bircok fonksiyon
uzayina genisletilmistir. Ornegin Orlicz uzaylar1, Morrey uzaylari, Lorentz Uzaylari
Herz uzaylar1 vs. Bu operatérlerin fonksiyon uzaylarindaki sinirliligi bu uzaylarda
lineer ve non-lineer diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin regiilerligi ve kesin 6n
esitsizliklerin bulunmasinda biiyiik éneme sahiptir.

Caligmamizda bu operatorlerin Orlicz uzaylarindaki sinirliliklar ile ilgilene-
cegiz. Orlicz uzaylan ilk olarak 1931 yilinda Birnbaum ve Orlicz [5] tarafindan
Lebesgue uzaylarinin bir genellestirilmesi olarak tanitilmigtir. Daha sonra bu uza-
ylar matematiksel analizde Ozellikle de reel ve harmonik analizde kullanilan ¢ok
onemli aracglar haline gelmistir. Orlicz uzaylar1 Hardy-Littlewood maksimal opera-
torii, kesirli integral operator ve singiiler integral operator gibi klasik operatorlerin
siirliliklarimim simir durumlart hakkinda bize bilgi verir. Ornegin Hardy-Littlewood
maksimal operatorii 1 < p < oo igin LP(R") uzayinda siirhdir.  Orlicz uzay-
lar1 yardimiyla bu operatériin p = 1 yakimindaki simirhihigi arastirilabilmektedir
[11, 22]. Yine kesirli integral operator I, nn 1 < p < ¢ < oo ve —n/p + o =
—n/q igin LP(R™) uzaymdan L9(R™) uzayma smirli oldugu iyi bilinmektedir (Hardy-
Littlewood-Sobolev teoremi). Trudinger [41], Orlicz uzaylar yardimiyla bu opera-
toriin simirliligini ¢ = oo yakininda arastirmistir. Daha sonra Hardy-Littlewood-
Sobolev teoremi ve Trudinger’in bu sonucu bagka aragtirmacilar tarafindan daha
da genisletilmistir [11, 30, 32, 38, 39]. Ayrica bu uzaylarin lineer olmayan diferen-
siyel denklemlerin ¢oziimlerinin aragtirilmasinda énemli bir yeri vardir [6, 7]. Orlicz
uzaylarmin teorisi ve uygulamalar [24, 28, 33, 34| ¢aligmalarinda detaylh bir gekilde
incelenmigtir.

Bu tez bir baglangic kabul edilerek "Orlicz uzaylar1 ve harmonik analizin
klasik integral operatorlerinin bu uzaylardaki sinirliligi” konusunda daha ileri diizeyde

galigmalar yapabilmek icin bir temel olusturulmasi hedeflenmektedir.



2 ON BILGILER

Bu boliimde caligmamizda bize yardimc: olacak temel tanimlar ve teoremler

verilecektir.

Tanim 2.0.1 X bos olmayan bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir > sinifi
i¢in agagidaki ozellikler saglaniyorsa bu durumda ¥ sinifina X kiimesi iizerinde bir

cebirdir denir:
i) Xe¥
(ii) Her E€ Y igin E°=X \ F € X

(iii) k=1,2,..,nicin B, € ¥ise |J £ € X
k=1

Eger (iii) sart1 yerine

"her n € Nicin E,, € ¥ = UEnEE”

n=1

sart1 konulursa X cebirine bir o— cebir ad1 verilir.

Tanim 2.0.2 Bir K smifin1 kapsayan o—cebirlerinin en kiiciigiine K nin {irettigi
o—cebiri denir. R™ deki biitiin acik (a, b) araliklarinin dogurdugu o—cebirine Borel
cebiri denir ve B (R") ile gosterilir. n = 1 olmasi halinde B (R') Borel cebiri B (R)

ile gosterilir. B (R) nin her bir elamanina Borel kiimesi denir.

Tanim 2.0.3 X bir kiime ve X, X iizerinde bir og—cebiri olsun. Bu durumda
(X,X) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay, ¥ daki her bir kiimeye de ¥— 6lgiilebilir kiime

veya kisaca Olciilebilir kiime adi verilir.

Tanim 2.0.4 (X, X) bir dl¢iilebilir uzay olsun. ¥ {izerinde tanimh genigletilmis reel

degerli bir p fonksiyonu
(i) p(®) =0
(ii) Her A€ ¥ igin p(A) >0

(iii) Her ayrik (A,) dizisi igin



sartlarin saglarsa bu p fonksiyonuna 6l¢ii fonksiyonu veya o6lgii adi  verilir.

Tanim 2.0.5 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir ¥ o-cebiri ve ¥ {izerinde

tanimlh bir p 6lgiisiinden olugan (X, X, ) ticliisiine bir 6l¢ii uzay: denir.

Tanim 2.0.6 (X, ) bir 6lgiilebilir uzay ve f : X — R bir fonksiyon olsun. Her
a € R igin
F7H (o, +00)) ={z € X : f(z) > a} €2

oluyorsa f ye Olgiilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki olgiilebilir fonksiyonlarin

ailesi M (X, X) ile gosterilir.

Tanim 2.0.7 X bir kiime ve P(X), X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) iizerinde

tamiml , genigletilmis reel degerli bir p* fonksiyonu
(i) w () =0
(ii) Her £ € P(X) i¢in p* (E) >0
(i) AC B C X i¢in p* (A) < p* (B)

(iv) Her bir n € N igin A4,, € P (X) ise

w ( An) <> ut(An)

n=

sartlarimi saglarsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dig 6lgiidiir denir.

Tanim 2.0.8 (/) ,R nin sinirh ve agik araliklarimin bir dizisi,

TA = {(Ik)ACU[k}

olsun. P (R) iizerinde

m* (A) = inf {ZE(Ik) (L) € TA}

bi¢iminde tanimlanan m* bir dig ol¢iidiir. Bu dig 6lgiiye Lebesgue dig 6l¢iisii denir.

Lebesgue dig 6lciisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.



n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dig 6l¢iisiinii tanimlamak icin
I={z:a;<z;<b;, i=12,...,n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 g6z 6niine alalim. Bu araliklarin hacimleri

n

o(I) =[] (b — @)

i=1

bigimindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dig ¢lgiisii

m*(F) = inf {Z v(ly): E C U I, I bir aralik }
k=1 k=1

ile tanimlanir. VA C R" igin Eger
m*(A) =m*(ANE)+m" (AN (R" — E))
ise I/ kiimesine Lebesgue olgiilebilirdir denir.

Tanim 2.0.9 M (R, m*), m* dig 6lgiisiine gore dlgiilebilen R™ nin alt kiimelerinin
smifi olsun. m* Lebesgue dig 6lgiisiiniin M (R™, m*) smifina da B (R") sinifina da

olan kisitlanmasina Lebesgue 0lgiisii denir.

R™ uzayinda Lebesgue olgiisii de = dx; ...dz, ile gosterilecektir. |A| ve
fRn f(z)dz notasyonlar: sirasi ile A C R™ kiimesinin Lebesgue 6l¢iisii ve

Jon f(@1, ..., xp)day ... de, i¢in kullamlacaktir.

Tanim 2.0.10 (X, 3, i) bir 6lgii uzay: olsun. Eger bir 6nerme, olgiisii sifir olan bir

kiime diginda dogru ise, o 6nerme hemen hemen her yerde dogrudur denir.

R"™ {izerinde 6lgiilebilir fonksiyonlar kiimesinin bir lineer alt uzay1 G olmak

tizere T : G — G operatorii her f,g € G ve her A € R i¢in
T(f+9)=T()+T(g) ve TAf)=AT(f)
sartlarmi saghyorsa lineer operator,
T+ <ITNOI+ITQI] ve [T = INIT(S)]
sartlarmi saghyorsa alt lineer operator, bir C' > 0 sabiti icin
T+ <CUATNDI+IT @) ve [T =[AIT)

4



sartlarin1 sagliyorsa quasi-lineer operator olarak adlandirilir.
C' pozitif bir sabit olmak iizere bu ¢alismada A < B gosterimini A < CB,
esitsizliginin yerine kullanacagiz. Eger A < Bve B < Aise A = B yazilir ve A, B

ye esdegerdir denir.
2.1 Lebesgue Uzaylar:

Tanim 2.1.1 1 < p < oo olmak iizere;
|f(x)|Pdz < 00
R’I’L

ozelligine sahip olgiilebilir f : R" — R fonksiyonlar sinifina LP(R™) uzay1 veya p.
kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 denir. LP(R™) uzay iizerin-

deki norm
1/p
1l = ( [ |f<x>|pdx)

ile tanumlanir.

p = o0 i¢in L>*(R™) uzay,
| fllo =esssup|f(x)] =inf{K :|f(z)] <K hh xeR"} <o0
rER™
ozelligine sahip Olciilebilir f : R™ — R fonksiyonlar siifidir.

Teorem 2.1.2 Eger 1 < p < oo ise LP(R") bir Banach uzayidir [25].

1
p

Teorem 2.1.3 (Young Esitsizligi) 1 < p < oo ve = + 1% = 1 olsun. Bu durumda

her a,b > 0 icin
a? b
ab < ——‘+’—7
p p
esitsizligi saglamr. Esitlik durumu ancak ve ancak a? = b olmasi ile miimkiindiir

[25].

Teorem 2.1.4 (Holder Esitsizligi) f, g olgiilebilir fonksiyonlar, 1 < p < oo ve

% + 1% = 1 olmak iizere

[ V@at@)ldz <171 lgl

esitsizligi saglanir [25].



Teorem 2.1.5 (Minkowski esitsizligi) 1 < p < oo i¢in eger f,g € LP ise
(f+g) €Lt ve
1f + gl < fllze + llgllzr

dir [25].

Teorem 2.1.6 (Jensen Esitsizligi) J : R — R konveks bir fonksiyon, |Q| < oo
olmak iizere f : ) — R &l¢iilebilir bir fonksiyon ve (f) = ﬁ Jq f(z)dz olsun. Eger
f e L Q) ise

(Jof)=J([)
olur [26].

Teorem 2.1.7 (Chebyshev Esitsizligi) f 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve ¢ > 0 olmak

uzere
" 1

[{z € R : [f(2)] > e} < < s |f ()|dx
esitsizligi gerceklenir [42].
Tanim 2.1.8 1 < p < oo, f: R®” — R &lgiilebilir bir fonksiyon ve

[fllwer = sup Al{z € R™ - [f(z)] > A}|»

A>0
olmak tizere zayif Lebesgue uzayr W LP(R™) agsagidaki sekilde tammlanir:
WIP(R") ={f:R" = R: f — o6lgiilebilir & || f||wzr < 00} .

Uyar1 2.1.9 1 < p < oo igin LP(R") — WLP(R™). Dahast |fllwrr < ||fllze
esitsizligi saglanir [17].
Tanim 2.1.10 1 < p < oo olmak iizere, R™ nin her bir kompakt K alt kiimesi

icin swrasiyla fx, € LP(R™) ve fx, € WLP(R") sartlarini saglayan tiim olgiilebilir f
fonksiyonlarinin uzay1 L (R™) ve W L

loc oe(R™) ile gosterilir. Burada x,., K kiimesinin

karakteristik fonksiyonunu gostermektedir. Ozel olarak p = 1 yani f € L} (R™) ise

loc

f fonksiyonu lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.1.11 T bir quasi-lineer operator ve 1 < p, ¢ < oo olsun. Eger T operatorii
LP(R™) uzaymdan W LI(R™) uzayma sirh ise zayif (p, q) tipindendir denir. Yani
her bir A > 0 ve f € LP(R"™) i¢in

o e R 174 > M < ({151 )

6



olacak gekilde bir C' > 0 sabiti var ise T" operatorii zayif (p, q) tipindendir.

Eger T operatorit LP(R™) uzayindan L?(R™) uzayma simirh ise giicli (p, q)
tipindendir denir. Yani her f € LP(R") i¢in

1T fllze < Cllflze
olacak gekilde bir C' > 0 sabiti var ise T" operatorii giiglii (p, ¢) tipindendir.

Uyar: 2.1.12 Her giiglii (p, q) tipli operator ayni zamanda zayif (p, q) tipli opera-
tordiir [17].

Tamim 2.1.13 log* x = max(log x,0) olmak iizere,

- | f(2)]log™ | f(2)]dz < oo

ozelligine sahip olgiilebilir f : R® — R fonksiyonlar sinifina Llog L Zygmund uzay1
denir [3].

2.2 BMO (John-Nirenberg) Uzay:

BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayi, 1961 yihinda John ve Nirenberg
[21] tarafindan ortaya konulmusgtur. BMO uzay1 L™ uzayi ile benzer ozelliklere
sahiptir ve siklikla L* yerine kullanilir. Klasik singiiler integral operatorler L*°
uzayindan L*° uzayma sinirli olmamasina ragmen L uzayindan BMO uzayina
simirhdir. Fefferman 1971 yilinda BM O uzaymin H' Hardy uzayna dual oldugunu
gostermistir.
Tanim 2.2.1 f fonksiyonu R"™ de lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere
BMO(R™) uzay1

1
Il = 50 Ty Lo 150 = fonldy <o

zeR™,r>0

ile verilen || - ||, yari-normu ile tammh Banach uzayidir. Burada f € L (R") ve

loc
1
= e d
fB@r) Bl /B(xvr)f(y) y



dir. BMO uzay1 L>®°(R"™) uzayma esit degildir. Fakat L>°(R") ¢ BMO(R") dur.

Gergekten;
]B(x,r)] B(z,r)
1
< s |fW|dy + fBam | dy
|B(l‘,’l“)| B(z,r) |B(l‘,7“)| B(:p,r)’ ( )’
1
= Ba) |fW)|dy + | fBr)]
|B<x I e :
e AL
< 2[| fllso

ve buradan

1 < 20|l
elde edilir.

s < 2||fl|lo oldugundan L*®°(R™) Cc BMO(R"™) saglanmir. Her sirh
(6lgiilebilir) fonksiyon BMO uzaymdandir. Ancak simirli olmayan BMO fonksi-
yonlar1 da vardir. BMO(R™) uzayma ait olan fakat L>°(R") uzayna ait olmayan
tipik bir 6rnek log |z| verilebilir.

Simdi BM O uzayina ait olmayan bir fonksiyon 6rnegi verelim.

Ornek 2.2.2 g(z) = sign(z )log oy fonksiyonu BMO([—1,1]) uzayma ait degildir.
Gergekten 0 < h < 1 ve I =[—h, h] i¢in g; = 0 ve

1 1 [ 1 1 [ 1
_ = — loo =
\I!/I’g( ~oldy = 2h/ o h/o 8%

log — 7]
1 .
:1—|—logE—>oo, h — 0 iken

elde edilir. Dolayisiyla bu érnek bir fonksiyonun mutlak degeri BM O sinifina ait ise

bu fonksiyonun bir BM O fonksiyonu olmasini gerektirmeyecegini gosterir.

Uyar: 2.2.3 [21]
(1) Her f € BMO(R™) ve > 0 igin
{z € B:|f(x) — f5] > a}| < O [Ble” /Wl B C R

olacak gekilde porzitif C; ve Cs sayilari vardir. Bu esitsizlik John-Nirenberg

esitsizligi olarak bilinir.



(2) John-Nirenberg esitsizligi 1 < p < 0o igin

171~ zE]?{B,I:>O (Wlﬂ"” B(z,r) ’f(y) - fB(x’r)|p dy) p
olmasini gerektirir.
(3) f € BMO(R") olsun. Bu durumda 0 < 2r < ¢ i¢in
[ Foten — Foenl < ClflLin . (2.1
olacak gekilde x, r, t ve f fonksiyonundan bagimsiz pozitif bir C' sayis1 vardir.
Uyar: 2.2.4
(i) Eger f € BMO(R™) ve h € R" ise bu durumda f (- — h) € BMO(R"™) ve
L (- = 1) lIBpo = [ fllBmo
dar.
(ii) Eger f € BMO(R™) ve h € R", A > 0 ise bu durumda f (Ax) € BMO(R"™) ve
1f (A) lsao = 1 f | sao
dr.
(iii) Eger f € BMO(R") ise bu durumda
Ifllswo = s inf 1o [ 17(0) —clds

dir.
2.3 Harmonik Analizin Klasik Integral Operatorleri

Simdi bu ¢aligmada gz oniinde bulundurulacak operatorler ve bu operator-
lerin Lebesgue uzaylarindaki sinirliliklar: verilecektir.
Tanim 2.3.1 f, R" de lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere M, Hardy-
Littlewood maksimal operatorii
M) =swp o [ if)ldy, R
r>0 |B(z,7)] Blz,r)

bi¢iminde tanimh operatordiir.



Tanim 2.3.2 T singiiler integral operatorii

Tf(z) = lim W) iy _ iy, serr (2.2)

=0t Jiyzer 191"

bi¢iminde tanimli operatérdiir. Burada 2, R™ de tanimli 0. dereceden homojen, tek
ve w(d) = sup{|Q(z) — Qy)| : z,y € "', |z — y| < 0} olmak iizere [ @dé < 00

kogulunu (Dini kogulu) saglayan bir fonksiyondur.

Tanim 2.3.3 f, R" de lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < a < n olmak

iizere M, kesirli maksimal operatorii

1

( ) r>0 |B({B,’f‘)|1 " B(x,r)| ( >|

bi¢iminde tanmimli operatordiir. Ayrica o = 0 igin My = M olur.

Tanim 2.3.4 f, R™ de lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < a < n olmak

tizere I, kesirli integral operatorii (Riesz potansiyeli)

lof(x) = [ |e—yl*"f(y)dy, zeR"
R
bi¢iminde tanimh operatordiir.

Uyan 2.3.5 I, ve M, operatérleri arasinda 0 < o < n, f € L} _(R") ve x € R"

olmak tizere
Mo (f)(z) S La([f])(2)

iligkisi vardir [27].

Tanim 2.3.6 Lokal integrallenebilir bir b fonksiyonu ve T', I,, M, ve M operatorleri

tarafindan {iretilen komiitator operatorleri sirasiyla
[0, T1f(z) == b(x)T f(x) = T(bf) (=),

b, L1 () = b@) L f () — L (b)(x),
Mya(f)(@) = sup| Ba, )]+ / Ib() — b LF()ldy,
B(x,t)

t>0

My(f)(x) := sup |B(,t)| /B( ) [b(z) = b(y)I1.f (y)|dy

t>0

bi¢iminde tanimlanir.
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Teorem 2.3.7

(i) M, Hardy-Littlewood maksimal operatérii 1 < p < oo i¢in zayif (p,p) tipli
1 < p < o0 igin ise giiclii (p, p) tipli bir operatordiir [18, 43].

i1) T, singiiler integral operatorii 1 < p < oo i¢in zayif (p,p) tipli 1 < p < oo i¢in
i) T, singiiler integral ol 1 < f tinli 1

ise gliglii (p, p) tipli bir operatordiir [2, 3].

(iii) My, kesirli maksimal operatérii 1 < p < 2 icin zayif (p,q) tipli 1 < p < 2 icin

ise giiclii (p, q) tipli bir operatordiir. Burada % = % — < dir [19, 20, 36].

(iv) 1a, kesirli integral operatérii 1 < p < 2 icin zayif (p,q) tipli 1 < p < 2 icin ise

giiclii (p, q) tipli bir operatordiir. Burada % = % — = dir [19, 20, 36].

(v) 1<p<oovebe BMO(R") igin [b,T] ve M, giiclii (p,p) tipli operatorlerdir
12, 16].

1

(Vi) 1<p<gve,=5—5vebe BMOR") igin [b, [,] ve My giiclii (p, q) tipli

1
P

operatorlerdir [8].
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3 ORLICZ UZAYLARI
3.1 Young Fonksiyonlari

Bu boliimde Orlicz uzaylarimi tanimlamak i¢in kullanilan Young fonksiyon-
larinin tanimi verilerek, temel 6zellikleri incelenecektir. Tezin geneli ve 6zellikle de

Boliim 3 hazirlanirken Deringoz [13] galigmasindan faydalanilmigtir.

Tamim 3.1.1 Eger bir @ : [0, 00) — [0, oo] fonksiyonu,

(2) Soldan siireklidir,
(3) Artandur,

(4) Konvekstir: Her A € [0,1] ve her t1,t5 € [0,00) i¢in ®(Mt; + (1 — N)tg) <
AD(t1) + (1 =A@ (1),

(5) Asikar degildir: (0,00) aralig: iizerinde 6zdeg olarak ne sifira ne de sonsuza

esit degildir, yani 3t; >0 ®(t1) >0 & Jty >0 P(t2) < o0

kosullarini saghyorsa Young fonksiyonu olarak adlandirilir.

Uyar1 3.1.2 Young fonksiyonunun 1 ve 4 numarali 6zelliklerinden ¢ € (0, 00) — @

fonksiyonunun artan oldugu goriilebilir. Gergekten, t; = %tz + ( — %)0 oldugundan

t
t <ty = B(t) < t—lcb(tQ) (3.1)
2

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Acik bir aralik tizerinde konveks olan fonksiyonlarin siirekli olduklar1 ve hemen her
yerde tiirevlenebildikleri iyi bilinmektedir. Fakat, konveks fonksiyonlarin sagladigi
daha bir¢ok 6nemli 6zellik vardir. Asagida konveks fonksiyonlarin integral gosteri-

mine sahip olduklarimi ifade eden teorem verilmistir.

Teorem 3.1.3 @ : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

her [¢,d] C (a,b) kapali alt aralig: igin

O(t) = (c) + /t o(s)ds, c<t<d (3.2)



olmasidir. Burada ¢ : R — R, artan ve soldan siirekli bir fonksiyondur [33].

Simdi Teorem 3.1.3 iin bir sonucu olan, herhangi bir Young fonksiyonunun da (3.2)

tipinde bir integral gosterimine sahip oldugunu ifade eden sonucu verelim.

Sonug 3.1.4 ® : [0,00) — [0, 00] fonksiyonunun bir Young fonksiyonu olmasi igin

gerek ve yeter sart
t
B(t) = / ols)ds, >0 (3.3)
0
olmasidir. Burada ¢ : [0,00) — [0, 00], artan, soldan siirekli ve agikar olmayan bir

fonksiyondur. Eger baz ¢ ler igin ®(¢) = oo ise uygunluk acisindan ¢(t) = oo olarak

alinir.

Uyar: 3.1.5 Sonug 3.1.4 de gereklilik durumunda hemen her ¢ > 0 i¢in ¢(t) = ®'(¢)
dir. Bu gercek goz oniinde bulundurularak bundan sonra; artan, soldan siirekli ve
agikar olmayan bir ¢ : [0, 00) — [0, 00| fonksiyonu Orlicz tiirevi olarak adlandirila-
caktir. ¢ tiirevine sahip bir ® Young fonksiyonu denilince akla ® fonksiyonunun

(3.3) integral gosterimi gelmelidir.

Orlicz uzaylarin1 tanimlamak igin bazi yazarlar Young fonksiyonlari siifin-
dan daha dar bir sinif olan ve tanimi agagida verilen N-fonksiyonlarini kullanmak-
tadirlar. Fakat bu durumun bazi dezavantajlari vardir. Ornegin Orlicz uzaylar:
N-fonksiyonlar1 yardimiyla tammmlanirsa L'(R"), L>(R") ve Llog L(R") uzaylar
digsarida birakilmig olur. Her ne kadar N-fonksiyonlar1 ¢aligmasi daha kolay fonksi-

yonlar olsa da biz bu ¢alismada Young fonksiyonlarini kullanmay1 tercih edecegiz.
Tanim 3.1.6 ¢, [0,00) araligl tizerinde tanimli, reel degerli ve

(a) ©(0) =0, eger t > 0 ise p(t) >0, tliglo o(t) = oo;

(b) ¢ azalmayan;

(c) ¢ sagdan siirekli;
ozelliklerine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda [0, 00) iizerinde

t
O(t) = /0 o(s)ds (3.4)

egitligiyle tanimli, reel degerli ® fonksiyonu bir N-fonksiyon olarak adlandirilir.
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Onerme 3.1.7 Herhangi bir ® N-fonksiyonu,
(i) @, [0, 00) iizerinde siireklidir;
(ii) @ kesin artandir;
(iii) @ konvekstir;
(iv) lim@ =0 ve lim @ = 00;
t—0 t—o00
(v) Egert > 0ise ®(t) >0

ozelliklerine sahiptir [1].

Uyar1 3.1.8 Onerme 3.1.7 (i), (iii), (iv) ve (v) 6zellikleri bir N-fonksiyonunu tanim-
lamak i¢in kullamilabilirdi. Ciinkii bu {ig 6zellik, Tanim 3.1.6 (a)-(c) ozelliklerine
sahip bir ¢ fonksiyonu ile ® fonksiyonunun (3.4) formunda bir gésteriminin var ol-

masini gerektirir [1].
Tanim 3.1.9 ¢ bir Orlicz tiirevi olmak tizere ¢ fonksiyonu

o(t) = inf{s: p(s) >t} (3.5)
bigiminde tanimlanir.

Uyar1 3.1.10 ¢ fonksiyonu da bir Orlicz tiirevidir. Dolayisiyla Sonug 3.1.4 geregince
d(t) = fg P(s)ds esitligiyle tanimh ® fonksiyonu bir Young fonksiyonudur [14].

Tanim 3.1.11 ¢ ve ¢ fonksiyonlar1 Tamim 3.1.9 daki gibi olsunlar.

esitlikleri ile verilen ® ve d Young fonksiyonlar1 birbirlerinin tiimleyeni olarak ad-

landirilirlar.

Ornek 3.1.12 Asagida tiimleyen Young fonksiyon ciftlerine bazi érnekler verilmistir:

O en=2 B =%, 1<p<os, l+iol,
~ 0,0<s<1
(i) ®(¢) =t, O(s) = {oo, - 1
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(iii) ®(t) =€ —t —1, ®(s) = (1+s)log(1 4 s) — s

. 0 ,t<1 =~ s ,s<1
(i) q)(t)_{tlogt,t>1’ q)(s)_{es—l s>1

Uyar1 3.1.13 Ornek 3.1.12 (ii) ve (iv) de verilen fonksiyonlar Young fonksiyonudur
fakat N-fonksiyon degildir.

Onerme 3.1.14 ® bir Young fonksiyonu olsun. O zaman her 0 < a < 1 ve her
0<t<ooicin
O(at) < ad(t) (3.6)

ve her « > 1, her 0 <t < oo igin
ad(t) < d(at)
olur [25].
Ispat. 0 < a < 1 olsun. Konvekslikten ve ®(0) = 0 olmasmdan
O(at) = P(at + (1 — a)0) < a®(t) + (1 — a)P(0) = ad(¢)
olur. Simdi o > 1 olsun. (3.6) esitsizligini kullanarak
ad(t) = ad(atat) < aa ' ®(at) = (at)
olmasi elde edilir. |

Onerme 3.1.15 ®, ¢ tiirevine sahip bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

t > 0 i¢in

(i) 22 <) < 22

(i) ©(5) < fy “Pds < 2(1)
esitsizlikleri gergeklenir [35].

Ispat. @ Young fonksiyonunun (3.3) integral gosteriminden ve ¢ fonksiyonunun

artanligindan
d(t 1/t 1 [t
E ) = ;/ p(s)ds < ;/ o(t)ds = ¢(t),
0 0
L Lo 1o (2t
@(t) = ;/ SD(t)dS < ;/ ga(s)ds < —/ (p(s)ds = %
t t 0



elde edilir. Boylece (i). esitsizlik ispatlanmig olur.
ii). esitsizligin ispati i¢in ¢t € [0,00) +—> 2O fonksiyonunun artanhgmdan
sitsizligin ispat1 ig > y g

(Bkz. (3.1)) faydalanacagiz.

t. " ®(t/2) b d(s) P d(s)
@(5)—/t/2 12 dsg/t/szsg/O Tds.

/Ot @iS)dS < /Ot @ds = O(t).

Boylece ispat tamamlanmig olur. [ ]

Teorem 3.1.16 (Young esitsizligi) ¢ ve d sirasiyla ¢ ve @ tiirevlerine sahip

tiimleyen Young fonksiyonlari olsun. Bu durumda her z,y > 0 i¢in
zy < ®(z) + B(y) (3.7)
olur. Esitlik ise sadece y = p(z) veya = = ©(y) olmasi ile miimkiindiir [44].

Ispat. Eger bir zy veya yo icin ®(z9) = oo veya E)(yo) = 00 ise (3.7) esitsizligi

dogrudur. Simdi her 0 <z < 0o ve 0 <y < 00 igin P(z) < 0o ve Cf(y) < 00 olsun.

Ty
ngy:/ / dudv
0o Jo

- [

{(u,v)€[0,2]x[0,y]: v<ep(u)}

o

v)€[0,2]x[0,y]: u<so v)}

{(u
min(y,p(u mln(xgo'u)
/ du/ dv+/ dv/
§/ du+/ o(v)dv

= &(x) + (y)

Bu durumda

olur. Esitlik ise sondan bir 6nceki adimda ancak ve ancak y > p(z) ve x > ¢(y)
olmasi ile miimkiindiir. Bu ise y = ¢(x) veya © = ¢(y) olmasma denktir. Ciinkii

y > () esitsizligi © < p(y) olmasim gerektirir. |

Sonug 3.1.17 y > 0 i¢in (T)(y) = sup{zy — ®(z) : x € [0, 00)} ve eger p(y) < oo

ise sup = max olur [44].
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Ispat. y > 0 sayisim sabitleyelim. O zaman biitiin z ler icin ®(z) + ®(y) > v,
buradan (®(z), ®(y) nin biri bile sonsuz olsa)

®(y) > sup {zy — ®(z) : 2 > 0}

olur. Simdi eger G(y) < oo ise z = @(y) igin ®(x) + P(y) = zy olur, dolayisiyla d(z)

ve ®(y) nin ikisi birden sonludur ve
®(y) = max {zy — ®(z) : z > 0}
dir. Diger yandan eger ¢(y) = oo ise ® sinirhidir, bu sebepten
sup{zy — ®(z) : 2 > 0} = 00

olur. ]

Onerme 3.1.18 ® bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olsun. Bu durumda

her ¢t > 0 i¢in

") < o)
olur [35].
ispat. @ artan oldugundan s < t igin
@s — P(s) < (1)
ve s >t i¢in
(I)iﬂs —P(s) <0

elde edilir. Bu egitsizlikler ve Sonug 3.1.17 kullanilarak ispat tamamlanir.
]

Siradaki 6nermede ve caligmanin bundan sonraki kisminda ®~! gosterimi ®

Young fonksiyonunun genellegtirilmis tersini gostermek icin kullanilacaktir. Yani
O l(s)=inf{r >0:®(r) > s}, 0<s< 0.

Eger ® Young fonksiyonunun Orlicz tiirevi ¢ sonlu, yani her 0 < s < 00 igin

0 < p(s) < ocoise ® € ile gosterilecektir. Eger & € ) ise ® birebir ve orten bir
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fonksiyondur ve ®~!, ® fonksiyonunun adi tersidir [29]. Ayrica genellestirilmis ters

fonksiyon tanimindan her 0 < r < oo igin
(27(r)) <7 < DTHO(r))
oldugu goriiliir.

Onerme 3.1.19 ® bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olsun. Bu durumda
her t > 0 i¢in
t< ) (D) H(t) < 2t (3.8)

esitsizlikleri gergeklenir [33].

Ispat. Young esitsizligi her ¢ > 0 icin
O (E)(D) (1) < D(BT()) + B((D) (1)) < 2
olmasini gerektirir. Diger taraftan Onerme 3.1.18 den, her ¢ > 0 icin

o <$) < O(t)

oldugunu biliyoruz. Bu esitsizlikte ®(t) yi t ile degistirirsek

(sta) =

esitsizligini elde ederiz. Boylece her ¢ > 0 igin

t< O )(P) () <2t

elde edilir. -
Tanim 3.1.20 & bir Young fonksiyonu olsun.

(i) Eger her ¢ > 0 i¢in
D(2t) < cD(t)

esitsizliginin saglandigi pozitif bir ¢ sabiti varsa ®, A, kosulunu sagliyor denir.

Bu durum ® € A, ile gosterilir.

(ii) Eger ® € A, ise , Vs, kogulunu saghyor denir. Bu durum ® € V, ile gosterilir.
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Onerme 3.1.21 ® bir Young fonksiyonu olsun. ® € V, olmasi icin gerek ve yeter

kosul ®(kt) > 2k®(t) esitsizliginin saglandigr bir k£ > 1 sabitinin olmasidir [24].

ispat .

(k) = ®(-/k), 2kD(-) = 2kD(-/2k)

olduguna dikkat ¢ekelim. Buradan

B(kt) > 2kD(1) © D(kt) < 2kDB(1) & D(s/k) < 2k (s/2k) = B(2s) < 25D (s)
olur. Boylece ispat tamamlanir. [ ]
Ornek 3.1.22

(i) ®(r) = r fonksiyonu A, kogulunu saglar fakat Vs kogulunu saglamaz.

(ii) 1 < p < oo olmak tizere ®(r) = r? her iki kogulu da saglar.

(iii) ®(r) = e" —r — 1 fonksiyonu Vs, kogulunu saglar fakat A, kogulunu saglamaz.

Tanim 3.1.23 ® bir N-fonksiyonu olsun.

(1) tP'(t)
ap = inf ) by = su
* T iclne) (1) ® tG(O,Io)o) ()

esitlikleri ile tanimlanan sayilar, ® fonksiyonunun Simonenko indisleri olarak ad-

landarilir.

Onerme 3.1.15 gbzoniine alinirsa 1 < ag < bg < oo oldugu goriiliir.

Onerme 3.1.24 ® bir N-fonksiyonu ve ag ve by bu fonksiyonun Simonenko indisleri

olsun. Bu durumda

(i) Eger be < oo ise ® fonksiyonu A, kogulunu saglar.

(ii) Eger by < oo ise ®(t)/t*, ¢ € (0,00) igin azalandir. Dahasi her A € [0,1] ve
t € (0,00) icin ®(\t) > N2 d(t) esitsizligi saglanir.

(iii) ®(t)/t*, ¢t € (0,00) i¢in artandir. Dahasi her A € [1,00) ve ¢t € (0,00) i¢in
O(At) > N D(t) esitsizligi saglanir.

@) _
tp T

o) _

0 ve limy_, o =0 olur.

(iv) 1<p<ap <bg < q< oo ise limy_y
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onermeleri dogrudur [15, 24].

ispat .

(i)

(ii)
(iv)

3.2

' b
be < oo ise her t € (0,00) i¢in q;T(tt)) < 7(1) oldugunu biliyoruz; ayrica [0, c0)

tizerinde konveks olan her fonksiyonun [0, co) araliginin her kapal ve sinirl alt

araliginda mutlak siirekli olmasindan
(I)(Qt) x (I)/(S) 2 bq>
0 / @(s)s—/t s
€ (0,00) igin ®(2t) < 2°*®(t) olur. Bu da ispati tamamlar.

olur. Boylece her ¢

t1 <ty olacak sekildeki her 1,15 € (0, 00) igin kalkiiliisiin temel teoreminden,

Ots)  P(t1) _ /Qt sO'(s) —bad(s)

tgnr tlfb Sb<1>+1

oldugunu goriiriiz. Bu durumda ¢ € (0, 00) icin ®(t)/t* azalan olur. Ozel

(A
olarak A € (0,1] ve t € (0,00) i¢in % < ()\(t)bz’ yani ®(\t) > \b*®(t) olur.

Bu da ispat1 tamamlar.

(iii) iin ispat1 (ii) nin ispatina benzer sekilde yapilir.

t € (0,1] i¢in Ta(;), t ye gore artan oldugundan i(i) < @(1) < oo olur. Bu ve
ag > p olmasi
D(t D(t
lim ®) = limt“‘r”ﬁ =0
t—0 P t—0 tae
olmasimi gerektirir. ¢ € [1,00) igin %, t ye gore azalan oldugundan % <
®(1) < oo olur. Bu ve bg < ¢ olmasi
D(t D(t
lim —( ) = lim tbrp—( ) =
t—oo 14 t—00 tbe
olmasimi gerektirir ve boylece ispat tamamlanir.
u

Orlicz Fonksiyon Uzaylari

Tanim 3.2.1 & bir Young fonksiyonu olmak iizere Orlicz uzay1 asagidaki sekilde

tanimlanir:

L*(R") = {f :R" —» R : f — slciilebilir & Ja > 0 /

O(a|f(x)])dx < oo}

n
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Onerme 3.2.2 L®(R"), iizerinde tanimlanan

£l = inf {A >0 / @(@)dm < 1}

normu ile bir normlu uzaydir. Bu norma Orlicz uzayinin Luxemburg-Nakano normu

adi verilir [33].

Ispat. || - ||ze norm olmas: icin (i)||f]jze = 0 < f = 0, hhy., (ii)|ef]e =
|| fll e, o € R ve (iii)|| f + glle < || f]lze + ||g]|ze sartlarm saglamas: gerekir. Ilk
olarak (i) sartinin saglandigim gosterelim.

f =0, hh.y. ise || f]z» = 0 olmas1 agiktir. Tersine || f| |z = 0 olsun. Kabul
edelim ki pozitif 6lgiilii bir kiime iizerinde | f| > 0 olsun. O zaman A = {w : |f(w)| >
0}, |A] > 0 olacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir. Fakat || - || tanimindan YA > 0
igin [, @) dz < 1 dolayisiyla Vn > 1 igin [, ®(n|f(z)|)de <1 du. Bu ise

n

()| A| = / B(n|f(2)))dz < / B(n|f(2))dz < 1

A

B(nd)da < /

A
|A] > 0 ve ®(nd) — oo, n — oo oldugundan bu miimkiin degildir dolaysiyla |A| =0
dir. Bu nedenle f =0, h.h.y olur yani (i) kogulu saglanir.

(ii). kosgul i¢in agikar olmayan « # 0 durumunu diigiinelim.

laf|le = inf {/\ 50 / @(M)\(z)')dx < 1}

= inf{)\>01/ CI)(’f;E)l)de 1}
! la]

_ inf{]ap\ >0 /n@( fg\xﬂ)dx < 1}
= |al| fllre

—~

oldugundan istenilen gosterilmig olur.

Keyfi € > 0 igin
If +gllie < Ifllze + llgllze + 2¢ (3.9)

esitsizliginin saglandigim gosterirsek || f+¢gl|re < || f]|ze + | g|lre oldugunu gostermis

oluruz. || - ||ze tanimimdan

1flle +c€{A>0: / oL < )

n
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yani

A;@G#%?%ﬁdxﬁl (3.10)

olur. Ayni iglemler g i¢in de yapilirsa,

Jan @(HL)dx <1

lgll Lo +e

elde edilir.

a=|fllre +&, B=|gllze +cveb = 0%5 olsun. ® nin konveksliginden

|f(z) + g(z)] If(ﬂf)l |9()]
a—+ 5

) =@((1-0) +0 )

o0 <|ff>|)+9¢<| ),

O

olur. Bu ifadeyi R" {izerinden integre edersek
o ® (i) do = Joo @ (V3252 ) do <1
elde edilir bu ise (3.9) a denktir. n
Ornek 3.2.3
(i) 1 < p < oo olmak iizere ®(t) = t? ise L*(R™) = LP(R™).

se L*(R") = L*>°(R").

(i1) @(t):{o Ostsly

o, t>1

B 0 ,t<1 . &mn n
(iii) (I)(t)_{tlogt,t>1 ise L*(R") = Llog L(R™).

Onerme 3.2.4 Jon @ ( ) dr < 1 esitsizligi gergeklenir. Ayrica ||f||ze < 1 ol-

£l e
masl i¢in gerek ve yeter sart [, ®(|f(z)])dz < 1 olmasidir [14].

Ispat. (3.10) ifadesinde € — 0 i¢in limit alinirsa monoton yakinsaklik teoreminden

ilk sonug elde edilir. Diger sonug ise bundan ve normun tanimindan elde edilir. =

Onerme 3.2.5 (L*(R"),|| - ||#) uzay1 Banach uzayidir [14].

Ispat. Her nicin 0 < f; < fo < -+ ve || full e < 1 olacak gekilde bir f, € L*(R")
dizisi almsin. Yani [p, ® (| fu(z)|) dz < 1 dir. Eger f = lim f, ise ® fonksiyonunun
soldan siirekli olmasmdan dolayr @ (|f,|) — @ (|f]) olur. Boylece monoton yakin-

saklik teoreminden [o, ® (|f(z)|)dz < 1 olur. Buise ||f||;« < 1 olmasi demektir.
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Bu sonug kullanilarak L®(R™) uzaymin tamhg gosterilebilir. Kabul edelim
ki (f,), L*(R"™) uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. ank - fnk_1HL<1> < 27% olacak

sekilde bir f,, alt dizisi vardir.

g = Z ’fnk - fmc—1’
k=1

alalim. @ fonksiyonunun konveksliginden ve soldan siirekli olmasindan

=o (Z | fr — fnk1|>
k=1
— % (Z 27k o — fan !)

[e.9]

<> 27k (28| £, — fu])

k—1
elde edilir. Boylece ||g||;» < 1 olur ve g fonksiyonu L*(R™) uzaymna ait olur. u — oo

iken ®(u) — oo oldugundan seri hemen her yerde sonlu bir limite yakinsar.
F=> (fan = Fae) + fuo
k=1

serisi de hemen her yerde yakimsaktir ve |f — f,,| < g olur. Dolayisiyla f € L®(R")
dir. (f,) bir Cauchy dizisi oldugundan her ¢ > 0 i¢in bir m vardir dyle ki her n > m
i¢in || f — fmllpe < € olur. O zaman n, > m icin || fi, — fo,ll;e < € elde edilir.

Boylece m — oo iken || f,, — f|| ;s — 0 oldugu gésterilmig olur. [ |

Tanim 3.2.6 ¢ ve ¥, Young fonksiyonlar olsun. Eger her s > 0 igin ®(s) <
U(cs) esitsizliginin gergeklestigi bir ¢ sabiti varsa W, ® fonksiyonunu global olarak
domine ediyor denir. Eger yeterince biiyiik s sayilari igin ®(s) < W(cs) esitsizliginin
gerceklestigi bir ¢ sabiti varsa ¥, & fonksiyonunu sonsuz yakininda domine ediyor
denir. ® ve ¥ birbirlerini global olarak (sonsuz yakininda) domine ediyor ise ® ve

U global olarak (sonsuz yakiinda) denktir denir.

Teorem 3.2.7 &, ¥ Young fonksiyonlar: olsun. ¥, & fonksiyonunu global olarak

domine ediyor ise o zaman
L*®R") D LYR"),  [[flle < Clfllze

olur [25].
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Ispat Onerme (3.2.4) den fRn (Hfl(l )| > dr < 1 oldugunu ve normun tanimindan

Jan ©( @y g < 1 olacak sekilde bir A > 0 varsa || f||z» < A olacagm biliyoruz. Bu
ozellikleri kullanirsak
/()] > (If(ﬂ?)|) / < |/ ()] ) / (If($)|>
P <v = S| ———)dxr < U|(——)dr<1
(CHfHL‘I’ A\l g \Clfllev/) = Je \Iflle /) —

= [Ifllze < CllSfllze

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. |

Tanim 3.2.8 ® bir Young fonksiyonu olmak {izere zayif Orlicz uzay1 asagidaki se-

kilde tanimlanir:
WL®(R") = {f — olgiilebilir : stli%)q)(tﬂ{a: eR": |f(x)] >t} < oo}
Onerme 3.2.9 WL®(R"), iizerinde tanimlanan
Il fllwre = inf {)\ >0:sup@(t)[{x € R" : [f(x)] > M} < 1}

t>0

doniigimii bir quasinormdur [4].

Ispat. (i)||fllwee = 0 & f =0 hhy., (iD)]aflwee = |of|fllwee, @ € R(veyaC)
kogullar1 agikca goriiliir. ||f + gllwre < 2(||fllwre + ll9llwre) oldugunu gostermek
i¢in her ¢ > 0 icin

L @)+ g@)]
R"™ :
H N U hwes + Nglwee

olmasini gostermemiz yeterlidir.

H‘”ER”‘ S ORT.0) )>t}‘¢(t)§‘{xem e+ o) )>t}‘w)

ez + lgllws ez + Tollwee
oers oL W ool Y o

clfllwee (Lfllwee + lgllwee) — cllglwee ([fllwee +[lgllwre

~|frew ML, b0 92>t}\<b<t>

clfllwes " cllglwre

{xGR”:M>t}’®(t>+‘{x€R”:M>t}‘@(t)

cllfllwre cllgllwre
olur ¢iinkii 0; + 65 = 1 dir. ® nin konveksligi her 0 < s < 1 i¢in ®(st) < sP(¢)

)>t}‘<1>(t)§1

<

olmasm gerektirir(Bkz. Onerme 3.1.14). O zaman ¢ > 1 olmak iizere yukaridaki

toplami
D(ct D(ct 1 1
foeme, VO 1 0@ |, g, B )30 11
1/ llwre c lgllwre c T ¢
ile sinirlayabiliriz. Boylece ispat tamamlanmig olur. ]
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Onerme 3.2.10 ® bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olsun. Eger f €

L*(R™) ve g € L&’(R") ise fg € LY(R™) olur ve
i [f(2)g(2)lde < 2[| fllz[lgll 5

esitsizligi saglanir [33].

Ispat. a = 2@l ve p = 9L glak dizere Young esitsizligini kullanirsak
£l lall, 5
@9 _ g ), 5 latll,
1flcellgll e 1f] e gl &

olur. Bu esitsizligi R” iizerinden integre edersek

| f(x)g(z)| |f ()] = |g(z)]
/andxs/nq)(Hme)def/n‘I’( Yda < 2

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir. |

Onerme 3.2.11 f € L®*(R") olsun. Bu durumda

1 fllze < [[fllg = sup {/R | (2)g(2)ldz - [|gll s < 1} < 2[|f|ze
esitsizligi saglanir. || f]|3, L®(R™) uzaymmn Orlicz normu olarak adlandirilir [14].

ispat. Esitsizligin sag tarafi Onerme 3.2.10 dan kolayca goriiliir. Simdi esitsizligin
sol tarafinin gerceklendigini gosterelim.

f € L*(R") olsun ve a = || f||3 alahm. ||f| ;s < a, yani [, @ (|f(z)| /a) dz <
1 oldugu gosterilmelidir.

Ilk olarak f fonksiyonunun integrallenebilir basit bir fonksiyon ve hemen her
yerde ® (| f| /a) sonlu oldugu durumu diisiinelim. g = ¢(|f| /a) olsun. Young esitsiz-

ligindeki esitlik durumundan

[ ey, [ [&»ug(asm e (mx)r)] .
= Ms(9) + Ma(])

olur. Simdi eger Mz(g) < 1 ise bu durumda [, [f(z)g(z)|dz < ||f]|z = a elde

edilir. Buradan

Mal2) < Mzlg) + Mald) = [

a a

|/ (x)g(x)|

a

dr <1
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olur. Diger taraftan eger Mz(g) = b > 1 ise bu durumda Mz(g/b) < Mz(g)/b olur.
Dolayisiyla Orlicz normunun tanmmmimdan [g, |f(z)g(z)|dz < b f||3 = ab elde edilir.

Boylece

ab

)= = | gt de < 2 = My(o)

Mi(9) + Ma(L
olur. Yani Mg(f/a) = 0 dir. Dolayisiyla her iki durumda da Mg (f/a) < 1 olur ve
I fll e < a=|f|lp esitsizligi gerceklenir.

Simdi f fonksiyonu integrallenebilir basit bir fonksiyon olsun fakat ®(|f| /a)
hemen her yerde sonlu olmasin. Bu ise ¢ fonksiyonunun sonsuz olmasi anlamina
gelir. v > d igin ®(v) = 0o ve v < d i¢in ®(v) < oo olacak sekilde bir d vardir.
Bu durumda z — oo iken 3(z) — d ve béylece biitiin u lar icin ®(u) < du olur.
Hemen her yerde |f| < ad olur. Gergekten, eger | {|f]| > ad}| > 0ise 0 < |A| < o0
olacak gekilde bir A C {|f| > ad} kiimesi vardir. ¢ = (1/d|A|)xa icin Mz(g) =
®(1/d|A])|A| < 1 dolayisiyla lgll,& <1 elde edilir. O zaman

=15l 2 [ 1@l dn > 514l =a
geligkisi olur. Béylece hemen her yerde |f| < ad dir. Eger 0 < o < 1ise | f| Ja <
ad < d, yani ®(a|f|/a) sonlu olur. Mg(af/a) < a < 1 egitsizligini elde etmek
icin bir onceki duruma benzer iglemler yapilabilir. Bu durumda & soldan siirekli
oldugundan a1 1 iken Mg(f/a) <1 olur.

Son olarak genel bir f € L*(R") fonksiyonunu diigiinelim. Hemen her yerde
fn T |f| olacak sekilde integrallenebilir basit fonksiyonlarin bir (f,) dizisi vardir.
Simndi My (f/ [ fall}) < 1 ve [fulls < £ = a olur. Boylece Ma(f,/a) < 1 elde
edilir. Yine @ soldan siirekli oldugundan Mg (f/a) < 1 olur. Boylece || f]l;e < a

sonucu elde edilir. ]
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4 HARMONIK ANALIZIN KLASIK OPERATORLERININ
ORLICZ UZAYLARINDA SINIRLILIGI

4.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde harmonik analizin klasik operatorlerinin Orlicz uzaylarindaki

sinirhiliklar: incelenirken kullanilacak olan temel tanim ve 6nermelere yer verilecektir.
Tanim 4.1.1 ® ve ¥, Young fonksiyonlari olsun. Eger her f € L*(R") i¢in

1T fllpw < K[|f[l e

esitisizliginin saglandig1 bir k sabiti varsa T quasilineer operatoriine giiclii (@, V)

tiplidir denir. Eger her ¢t > 0 ve her f € L*(R") i¢in

" t
v e R 1770 > 0 <179 (i)
kI fllze
esitisizliginin saglandigr bir k sabiti varsa T quasilineer operatoriine zayif (¢, V)
tiplidir denir.
Onerme 4.1.2 Her giiclii (®, V) tipli operator ayni zamanda zayif (®, ) tipli ope-

ratordiir [34].

Ispat. Ispat icin Chebyshev esitsizligini kullanacagiz. Quasilineer operator tanimin-

dan her ¢ > 0 igin ve |f| # 0, h.h.y. i¢in

{y € R™: [T f|(y) > t}]

_ Hy R T )W) > wifis H
—[{yerm:u( 'ﬂf'”(y) ) > (s )}
< | (s ﬂ o ¥ (i
< [ (K||fHLq>>] Qgﬂtl
< v (M)]_l

elde edilir. Boylece istenilen ispatlanmig olur. |

Tanim 4.1.3 ¥ bir Young fonksiyonu ve p € (1, 00| olsun.

Byo) = [ iy
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olmak tizere W,, tiimleyeni

T(s) = [ B, 6 ar (4.)
0
seklinde verilen Young fonksiyonudur.

Tanim 4.1.4 ® bir Young fonksiyonu ve p € (1, o0] olsun.

Ay(s) = /O 20 (12)

olmak iizere ®,, tiimleyeni

R (4.3
0
seklinde verilen Young fonksiyonudur.

Lemma 4.1.5 1 < p < oo, ®, ¥ Young fonksiyonlar1 ve ®,, ¥, sirasiyla (4.3)
ile (4.1) de tanmmlanan Young fonksiyonlar1 olsun. V € (0,00] olsun. O zaman

agsagidakiler saglanir.

(i) Her ¢ € L*(0,V) igin

S—l/p’/o o(r)dr < K[¢(s)|leo,v)

LY(0,V)

esitsizliginin gerceklendigi bir K sabitinin var olmasi igin gerek ve yeter sart ya V' <

V(1)
t1+p’

oo ve @ nin V¥, yi sonsuz yakininda domine etmesidir ya da V' = oo, fo dt < o0

ve ® nin ¥, yi global olarak domine etmesidir.

® = ¥, oldugu zaman K sabitisadece ¥ ve V' ye baghdir, ek olarak fo O gt <

t1+p’

oo ise K bir mutlak sabittir.

(ii)Her ¢ € L®(0,V) igin

Vv
/ o(r)r 7 dr < K6(s)]l 220

L¥(0,V)

esitsizliginin gerceklendigi bir K sabitinin var olmasi igin gerek ve yeter sart ya V' <

o(t)
t1+p’

oo ve @, nin ¥ yi sonsuz yakininda domine etmesidir ya da V' = oo, fo dt < o0

ve ¢, nin ¥ yi global olarak domine etmesidir.
® = ¥, oldugu zaman K sabiti sadece ® ve V' ye baghdir, ek olarak fo &)L';),dt <

tit

oo ise K bir mutlak sabittir [10].
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Lemma 4.1.6 1 <p <oovep =p/(p—1), p nin Holder eslenigi olsun. 7', tanim
kiimesi Olgiilebilir fonksiyonlar kiimesinin bir lineer alt uzayi; goriintii kiimesi ise
oOlciilebilir fonksiyonlar kiimesi tarafindan kapsanan bir kiime olan quasi-lineer bir

operator olsun. Kabul edelim ki 7" zayif (1, p’) tipli ve (p, 0o) tipli bir operator ve W

/ 1 gg < oo (4.4)

sartini saglayan bir Young fonksiyonu olsun. ¥, eglenigi (4.1) ile tanimlanan Young

fonksiyonu olsun. O zaman her f € L¥»(R") igin
1Tl < K| fll g (4.5)

olacak sekilde bir K sabiti vardir. Bu K sabiti T' nin (p, c0) normuna, zayif (1,p’)

normuna ve quasi-lineerlik taniminda ortaya gikan ¢ sabitine baghdir [10].

Tanim 4.1.7 1 < p < oo, T, tanmim kiimesi L; + L, uzaymi iceren; goriintii kiimesi
ise Olciilebilir fonksiyonlar kiimesi tarafindan kapsanan bir kiime olan quasilineer bir

operator olsun. Burada Ly + L, uzayl

1 e
/ f*(s)ds +/ f(s)s VP ds < 00
0 1

sartini saglayan Olciilebilir f fonksiyonlarinin siifidir. Burada f*, s > 0 icin

f*(s) =sup{t 2 0: {[f| > t}| > s}
ile tanimlanan f fonksiyonunun azalan yeniden diizenlemesini gostermektedir.
Eger her f € L; + Ly igin
(T (s) <k (3_1/”// fr(r)dr +/ f*(r)r_l/p,dr) , s>0 (4.6)
0 s

olacak gekilde bir k; sabiti varsa T operatoriine birlegik zayif (1, p'; p, 00) tipindendir
denir. Ayrica ek olarak, destegi [0, 00) tarafindan igerilen ve L; + Ly sinifina ait

her ¢ : [0,00) — R fonksiyonu igin

[ff=0 (4.7)
ve
(Tf)*(s) > ko (s_l/p// o(r)dr +/ gb(r)r_l/p,dr) , s>0 (4.8)
0 s
olacak sekilde 6lciilebilir bir f fonksiyonu ve pozitif bir k5 sabiti varsa T" operatoriine

siki birlegik zayif (1,p’; p, 00) tipindendir denir [11].
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Ornek 4.1.8 Bir pozitif ¢ sabiti ve s > 0 i¢in
h*(s) < es P
esitsizligini saglayan h cekirdegine sahip

Tf(x)= | [fyhlz—y)dy, xecR"
R’ﬂ
tipindeki bir konvoliisyon operatorii birlegik zayif (1, p’; p, 00) tipindendir [31].

Riesz potansiyeli ve singiiler integral operatoriin Orlicz uzaylarindaki sinir-

hiliginda kilit rol oynayan agagidaki teorem Cianchi [11] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 4.1.9 1 < p < oo, T, tanim kiimesi 6l¢iilebilir fonksiyonlar kiimesinin
bir lineer alt uzayi; goriintii kiimesi ise Olciilebilir fonksiyonlar kiimesi tarafindan
kapsanan bir kiime olan quasi-lineer bir operator olsun. Kabul edelim ki 7" birlegik
zayif (1, p'; p, 00) tipinden ve k; (4.6) de beliren sabit olsun. ®, ¥ Young fonksiyonlari
ve @, W, sirasiyla (4.3) ile (4.1) de tanmimlanan Young fonksiyonlar: olsun. Bu

durumda

(i) Eger [, 20 gt < 00 ve ®,, ¥ yi global olarak domine ediyorsa sadece &,

ti+p

U ve k; e bagh olan normla 7" zayif (¢, V) tiplidir.
(ii) Eger [, t‘ﬂ?, dt < oo, [,

20 4t < 00, @ W, yi global olarak domine ediyor

ve ®,, U yi global olarak domine ediyorsa sadece ®, ¥ ve k; e bagh olan normla 7T’
giiclii (@, ) tiplidir.

Ek olarak eger T siki birlegik zayif (1,p’;p,00) tipinden ise bu durumda 7'
nin zayif veya giiglii (®, ¥) tipli olmasi i¢in (i) ve (ii) deki kosullar yine gereklidir

11].

Ispat. (i) Kabul edelim ki IR j’%dt < oo ve ®,, ¥ yi global olarak domine etsin.

(4.6) esitsizliginde sag taraftaki integrallere Holder esitsizligi uygulanirsa s > 0 igin

(1) (5) < 2 (577 1o + I o) 1 o0 (49)

esitsizligi elde edilir.

f ve f* denk olgiilebilir oldugundan

1f* 22 0.00) = 1| 22 @ry (4.10)
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olur. Boylece s > 0 igin

(Tf)*(s) < 2k, (3_1/pl||1”L3’(0,s) + ||/r_1/p,||L&’(s,oo)> HfHLq>(Rn)

elde edilir. Gerekli hesaplamalar sonucunda s > 0 i¢in

1/
S 1/p

Hril/p,HL&’(s 00) T oL e
! FyH(1/(sp')

bulunur. Burada F},, A, (4.2) ile verilen fonksiyon olmak iizere

Fy(s) = SplAp(5>

bigiminde tanimli fonksiyondur.
F, ve

/

Gyls) =5 (4,(s7))"

bi¢iminde tamimlanan G, fonksiyonu arasinda

iligkisi vardir. (4.12) ve (4.15) denklemlerinden

I sy = 0G5 (1 (50)
elde edilir. ®,(s) = [ G,(t)t~'dt ve integrant artan oldugundan
Gyls) < By(5) < Gy(29)
olur. p' > 1 ise (p')'/? < e'/¢ ve (4.16) ve (4.17) daki ilk esitsizlik

H?”_l/p HL‘i(s,oo) < 61/6(1);1(1/8)

olmasini gerektirir.

Diger taraftan

1
o0 = 37075
_ '’ s 1 1P s EIV) ¢
¢<f>:p/ch<f>/ < P2 / (?dt
2) T =1 \2) o S,

Pt 5D (t) [T,
S 2p’ 1 /0 tH—P' dt S S . tlTp’dt = FP(S)
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(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



olur. Boylece (4.19), (4.20), (4.12) ve (4.18) den
STV oy < €0, (1/9) (4.21)

elde edilir. (4.11), (4.18) ve (4.21) den

(Tf)"(s) < 4"k ®, " (1/5)| f |l 2 () (4.22)
veya denk olarak
t
reR": |Tf(x)] >t} <1/P 4.23
(x € R > 012 g ) 2

elde edilir. (4.23) esitsizligi bize T" nin zayif (&, ®,) tipli oldugunu ve ¢, yi domine
eden her ¥ i¢in zayif (®, V) tipli oldugunu soyler.
Simdi ek olarak 7" nin siki birlegik zayif (1, p’; p, 00) tipinden oldugunu kabul

edelim. Farz edelim ki T' zayif (®, W) tipli olsun. O zaman her s > 0 i¢in

(T£)*(s) < KCH(1/3)]| I Logan) (4.24)

esitsizliginin saglandigi bir pozitif k sabiti vardir. T siki birlegik zayif (1,p’; p, 00)
tipli oldugundan tanimdan (4.7) ve (4.8) un saglandig1 bir ks pozitif sabiti vardir.
Ozel olarak (4.7) ve (4.10)

H¢HL‘I’(5,OO) = HfHL‘I’(]R”) (425)
olmasini gerektirir. (4.24), (4.25) ve (4.8) birlestirilirse
> s k4
O(r)r= P dr < U (1/5) [l o so0) (4.26)

elde edilir.

1y 1 = —1/p!
[l | PE TS SSHP{W/ S(ryr=dr - ¢ € L*(s, OO)} (4.27)

olmasini hatirlarsak ¢ nin keyfi olmasindan ve (4.26) den

1y k
[t 115 (s.00) < k_Q\p Y(1/s) (4.28)

elde edilir.
(4.28), (4.16) ve (4.17) dan [ 20 4t < o0 oldugu ve ®, nin ¥ yi global olarak

t1+p’

domine ettigi kolayca goriiliir.
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(ii) Kabul edelim ki YO dt < oo, IN ?ﬁz, dt < oo, & ¥, yi global olarak

0 ¢+’ t

domine ediyor ve ®,, ¥ yi global olarak domine ediyor olsun. O zaman Lemma

4.1.5 ve (4.10) denklemi her ® € L*(R") igin

s [ pwdr| <Ko (4.29)
0

LY(0,00)

ve

< K[ f* 220,00 (4.30)

L¥(0,00)

‘ /OO f*(r)r_l/p/dr

olacak sekilde bir K sabitinin varhgm garanti eder. Boylece L*(R") C Ly + Lo

olur. O zaman L®(R™), T'f nin tamm kiimesi tarafindan igerilir. Dahasi (4.6) den

NTSY ooy < o fls77 / f*(r)dr + / fH ) dr
0 S

(4.31)

L¥(0,00)

olur ¢ilinki
”(Tf)”L‘I’(]R") = ||(Tf)*||L‘I’(O,oo)

dir. (4.29), (4.30) ve (4.31) esitsizlikleri < kK normu ile T nin giiclii (¢, ¥) tipli
oldugunu soyler.

Tersine T' siki birlegik zayif (1,p; p,00) tipinden olsun. Yukaridaki ispata
benzer sekilde eger T K normu ile giiglii (®, V) tipli ve ko (4.8) da beliren sabitse
her ¢ € L*(0,00) igin
s~V /8 o(r)dr + /OO (r)yr= " dr < K

0 s

LY (0,00) T ke

11l L2 (0,00) (4.32)
olup 6zel olarak her ¢ € L?(0, c0) igin

Patd /S o(r)dr
0

K
< =9l 220,00
0,00) kQ pilta

L\I}( b
ve
o I K
[ et ] < ol
s L¥(0,00) 2
olur. Boylece Lemma 4.1.5 kullanilarak istenilen gosterilmig olur. [ ]
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4.2 Kesirli Maksimal Operatoriin Orlicz Uzaylarindaki Sinirhiliga

Teorem 4.2.1 n > 1ve 0 < a < n olsun. ® ve ¥ Young fonksiyonlar1 olmak iizere

M, kesirli maksimal operatoriiniin zayif (®, W) tipli olmasi igin gerek ve yeter

kosul @ fonksiyonunun, tersi
QY (u) = u®" U (u) (4.33)
ile verilen @ fonksiyonunu global olarak domine etmesidir [11].

ispat . Yeterlilik:

Kabul edelim ki ¢, Q fonksiyonunu global olarak domine etsin. Tanimdan

Q(u) < ®(bu), u > 0 olacak sekilde bir b > 0 vardir.

Q Yu) = inf{r >0:9(r) > u}
> inf{r > 0: ®(br) > u}

1
= Einf{br >0: ®(br) > u}
1
= 527 (u)
olmasi ve (4.33) kullanilarak
O Hu) < bQ Y (u) = bu" U (u), w>0 (4.34)

yazilabilir.
Eger || f||r» = 1 bi¢iminde f € L*(R") alwsak [,, ®(|f(z))dz < 1 olur.

Jensen egitsizliginden biitiin (agikar olmayan) B yuvarlar igin

<|B|/|f ’y) |B|/ (1) (4.35)

olur. (4.34) de u = % [ ®(|f(y)|)dy ahmr ve (4.35) kullamhrsa

& [l <o [ @<|f<y>|>dy]a/nw—l[|;| [ #rwba]

<t| ;JW v |2 [ e

1
|B|T% /B |f(y)|dy < pu—1 {
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elde edilir.

M, ile M operatorlerinin tanmmmindan ve (4.36) den
(Mo f)(z) < DU [(M®(f))(2)], © €R" (4.37)

olur. Boylece (4.37) den

t

o @) > o < [{o e e > 1
~|fe @@= (Y. s
Hardy-Littlewood maksimal operatériiniin zayif (1, 1) tipli oldugundan

o: (M)e) > M < S [ loldn, 2> (4.39)

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. O zaman (4.39) de g = ®(f) ve A = ¥ (£)
alirsak (4.38) dan

o () > 1 < Gy [ 10wl
(3)
C 1
< (4.40)
v (%) ( ||f|| >
Lo
olur. Ciinkii [|f[ze = 1 veeger C > 1, K = Cbise £V () > ¥ (&) = ¥ ()
dir. Boylece (4.40) den M, kesirli maksimal operatoriiniin zayif (®, ) tipli olmasi
goriiliir.
Gereklilik

Kabul edelim ki M, zayif (@, V) tipli olsun. Yani (4.40) bir K > 0 sabiti i¢in
saglansin. Keyfi fakat sabit bir By C R™ yuvar icin f = &1 (I B ‘> X, merdiven

fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman || f||pe = 1 olur. z € By igin

1

a4 1
) 0) > i [l = e ()

oldugunu biliyoruz fakat tanimdan eger to = | By|» ® ! (IB ‘> ise By C {x: (Myf)(x) >

to} olur. Boylece || f||ze =1 ile (4.40) den zayif (P, V) tipli olmasindan

1
|[Bol < {z = (Maf)(z) > to}] < 0]

K

bulunur.
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u = |By|™! yazarsak ,

—2p-1
@(uT(IL)> < u, u >0

olur. Boylece ®'(u) < Kun¥'(u) = KQ (u) esitsizliginin gerceklendigini is-
patlariz. Bu da ® fonksiyonunun Q fonksiyonunu global olarak domine etmesidir.

Teorem 4.2.2 n > 1 ve 0 < a < n olsun. ¢ ve ¥ Young fonksiyonlar1 olmak
tizere M, kesirli maksimal operatoriiniin giiglii (¢, W) tipli olmasi igin gerek ve yeter
kosul fol U(t)/tH+n/ (=9t < o0 olmast ve @ fonksiyonunun U, /, fonksiyonunu global
olarak domine etmesidir. Burada, V,,/, (4.1) ile tanimlanan Young fonksiyonudur

11].

Ispat. Kesirli maksimal operatér M, nin (n/a, 00) tipli ve zayif (1,n/(n— a)) tipli
oldugunu biliyoruz. Eger [ W(t)t~!="/("=*)dt < oo ise 0 zaman Lemma 4.1.6 bize
My nin (U4, ¥) tipli oldugunu s6yler. Sonug olarak W, /, y1 global olarak domine
eden her ® Young fonksiyonu icin (®, ¥) tiplidir. Gergekten ®, ¥, , y1 global olarak

oo (152 [ o7

olcak sekilde bir ¢ > 0 sabiti vardir. Bundan

{A>0:/n@n/a(@)duﬂcg1}3{>\>O:/nq><6|f>(\x)|)dx§1}

olur. Dolayisiyla

domine ediyorsa

[l s < llefllze = cllfllze

olur. Bu da M,, (V,/q, ¥) tipli oldugunda V,,,, y1 global olarak domine eden her ®
Young fonksiyonu igin M, nin (&, V) tipli oldugunu soyler.
Tersine M,, (®,¥) tipli olsun. O zaman her f € L*(R") icin

[ Mo fllpe@ny < L flle@n) (4.41)

olacak gekilde bir k sabiti vardir. f, R™ iizerinde tanimh f(z) = ¢(Cy|z|") tipinde
bir fonksiyon olsun. Burada ¢ € L®(0,00) negatif olmayan bir fonksiyon ve C,, =

72 /T(1 +n/2) ise R™ deki birim yuvarin élgiisiidiir. Agkca

[fllzo ey = 1@l 22 0,00 (4.42)
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olur. Gergekten

n

1fll o = inf{A >0 / o

olur. Ayrica

1
M, f(z) = Sup|B|1——0‘/"/B|f(y>|dy

B>z
1

> |f(y)|dy
| B(0, |z])[t=e/n /B(O,|:r)

1 Chnlz|™
- e ], A0

olur boylece

| Mol > |[s~+0m / S(r)dr (4.43)
0 LY(0,00)
esitsizligi elde edilir.
(4.41), (4.42), (4.43) ifadelerinden
gla/n / o(r)dr < k612000 (4.44)
0 LY(0,00)

elde edilir. ¢ fonksiyonunun keyfi segiminden dolay1 (4.44) esitsizligi Lemma 4.1.5 (i)
geregince [ W(t)t~'="/("=*)dt < oo ve ® fonksiyonunun ¥, , fonksiyonunu global

olarak domine etmesini gerektirir. ]

Sonug 4.2.3 $(t) =1, 1 < p < oo ve ¥U(t) =17, 1 < ¢ < oo Young fonksiyonlarimi
goz oniine alahm. Bu fonksiyonlar i¢in, (4.33) de belirtilen Q fonksiyonu Q(t) =

taan olur. Teorem 4.2.1 deki ® fonksiyonunun ©Q fonksiyonunu global olarak domine

qn

etmesi sart1 ise sup te+" P < oo veya denk olarak % = Il) — 2 olur. Yani M, kesirli
>0

maksimal operatériiniin zayif (p, ¢) tipli olmasi icin gerek ve yeter kosul 1 <p < 2,

L—1_ 2 glmasidir.
q p n

Ayni fonksiyonlar icin (4.1) ile tanimlanan ¥, , fonksiyonu

n qa
n — — qa+n —_ i —_ qa+n
O [q e n] n—a [qn e n] =0
n—a qn n—a
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olmak iizere W, ,(t) = Ctain olur. Teorem 4.2.2 deki Jo )/t nme)dt < oo

sarti ¢ > —*— gartina, ® fonksiyonunun ¥, , fonksiyonunu global olarak domine

. _gqn .
etmesi sart1 supte+ts ? < oo yani % = % — 2 olmasma denk olur. Bu sartlarn
>0

birlegtirirsek M, kesirli maksimal operatoriiniin giiglii (p, ¢) tipli olmasi i¢in gerek

1 _
ve yeter kogulun 1 < p < 57 1 _

— 2 oldugunu soyleriz.
q n

D=

Sonug 4.2.4 [11]

(i) M maksimal operatoriiniin zayif (®, V) tipli olmasi igin gerek ve yeter kogul

® fonksiyonunun ¥ fonksiyonunu global olarak domine etmesidir.

(ii) M maksimal operatoriiniin giiglii (®, ¥) tipli olmas: igin gerek ve yeter kosgul
Jo W(t)t72dt < oo ve ®(s) fonksiyonunun s [ W(t)t~2dt Young fonksiyonunu

global olarak domine etmesidir.

Ispat. Teorem 4.2.1 de a = 0 ahmrsa (i) sonucu direk almir. (i) icin WUoo(s)
fonksiyonunun s fos W (t)t~2dt fonksiyonuna denk oldugunu gostermek yeterlidir. Bu

denkligi gostermek i¢in Boo(s) = [, W(t)¢~2dt olmak iizere
E(s) = sB'(s) (4.45)

alalim. W..(s) = [ B(t)t~'dt ve integrant artan oldugundan s > 0 igin

Buo(s) < B(s) < Boo(25) (4.46)

olur. (4.46) ve (3.8) kullamlarak r > 0 i¢in

<U lr) < 4.4
21 = V)= gy (4.47)
elde edilir. Simdi D(s) = [, W(¢)t~2dt olmak iizere
r
D r)=—— 4.4
(1) = s 720 (1.48)
olur. (4.47) esitsizligi ve (4.48) esitligi s > 0 igin
D(s/2) < W (s) < D(2s) fors>0 (4.49)

olmasini gerektirir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 4.2.4 de ® = ¥ alinirsa agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.2.5 [22, 23]
(i) M maksimal operatorii her ® Young fonksiyonu igin zayif (®, ®) tiplidir.

(ii) M maksimal operatoriin giiglii (®, ®) tipli olmasi igin gerek ve yeter sart ® €

V3 olmasidir.

Ispat. (i) agikardir.

s Jo W(t)t~2dt fonksiyonunun ¥ fonksiyonunu her zaman domine ettigi Oner-
me 3.1.15 (ii) kullamlarak kolayca gériilebilir. W fonksiyonunun s [; W(¢)t~2dt fonk-
siyonunu domine etmesi igin ise gerek ve yeter kogul ® € Vy olmasidir [24, Theorem

4.3]. Boylece (ii) ispatlanmig olur.

4.3 Kesirli integral Operatoriin Orlicz Uzaylarindaki Simirlilig:

Teorem 4.3.1 [11]n > 1ve 0 < o < n olsun. ¢ ve ¥ Young fonksiyonlar1 ve ®,,/,

ile W, /o (4.3) ve (4.1) ile tamimlanan Young fonksiyonlar1 olmak tizere

(i) I, Riesz potansiyelinin zayif (®, V) tipli olmasi igin gerek ve yeter kosul
Jo O(t) /1 (=)t < o0 olmast ve B, , fonksiyonunun ¥ fonksiyonunu global

olarak domine etmesidir.

(ii) I, Riesz potansiyelinin gii¢lii (¢, ¥) tipli olmast igin gerek ve yeter kosul
[, ()t =0t < oo, [ ®(t)/tH =0t < oo olmast ve ® fonksiyo-
nunun ¥, , fonksiyonunu global olarak domine etmesi ile ®,,/, fonksiyonunun

U fonksiyonunu global olarak domine etmesidir.

Ispat. Ornek 4.1.8 dan biliyoruz ki I,, birlesik zayif (1,n/(n — a);n/a, 00) tipin-
dendir. Dahasi I, siki birlegik zayif aym tiptendir. Gergekten bir ¢ : [0, 00) — [0, 00)
fonksiyonu igin f, f(x) = ¢(C,|z|") tipinde herhangi bir fonksiyon olsun. Bu du-
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rumda (4.7) saglanir ve z € R” i¢in

B f() an ( f() f() )
Lz = —Y 4> d d
@) /R FENTT ’ /{|y|<x|} fafra /{wzm ="

Crnlz|® |G|
= C’,(L”_a)/”2a_” ].:1:\“_"/ ¢(s)ds+/ s(a_”)/”gb(s)ds
0 c

'n|z|™

olur. Son ifade radyal olarak azaldigindan T = I, ve p = n/a alimirsa (4.8) saglanir.

Boylece istenilen Teorem 4.1.9 iin bir sonucu olur. [ ]

Sonug 4.3.2 ¢(t) =P, 1 < p < oo ve U(t) =t?, 1 < ¢q < oo Young fonksiyonlarimi

goz oniine alalim. Bu fonksiyonlar i¢in, (4.3) ile tanimlanan ®,,/, fonksiyonu

/
7 _ i3
(p'_ L)P e
n—«

(7 - 7] 2

olmak iizere ®,,/0(t) = Ctnear— olur. Teorem 4.3.1 (i) deki

C = >0

fo Iﬁ%dt < oosartip’ > —I—gartna, ®,,/, fonksiyonunun ¥ fonksiyonunu global
olarak domine etmesi sart1 ise sup t?~ Frrar T < 00 veya denk olarak % =
>0

Yani [, kesirli integral operatoriiniin zayif (p, ¢) tipli olmas i¢in gerek ve yeter kogul

1_ 2o gur.
p n

1

n 1 __
Il<p<iis=3

— % olmasidir.

Sonug 4.2.3 ve yukaridaki agiklamalar gozoniine alinirsa Teorem 4.3.1 (ii)

deki kogullar 1 < p < 2, 1 % — = olmasma denk olur. Yani I, kesirli integral
operatoriiniin giiclii (p, ¢) tipli olmasi igin gerek ve yeter kosul 1 < p < 2, % = ]l] -

olmasidir.
4.4 Singiiler integral Operatorlerin Orlicz Uzaylarindaki Sinirlihigi

Teorem 4.4.1 [11]
(i) T singiiler integral operatoriiniin zayif (®, ) tipli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul [ &(t) /t2dt < oo ve U(s) fonksiyonunun s I ®(t)/t2dt Young fonksiyo-

nunu global olarak domine etmesidir.

(ii) T singiiler integral operatoriiniin giiglii (®, V) tipli olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul [, W(t)/t?dt < oo, [, &(t)/t2dt < oo olmasi ve ®(s) fonksiyonunun
s [ W (t)/t2dt Young fonksiyonunu, ¥ fonksiyonunun s [ ®(t)/t2dt Young fonk-

siyonunu global olarak domine etmesidir.
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Ispat. (2.2) tipindeki her operator birlesik zayif (1,1;00,00) tiplidir [2, Theorem
16.12]. Ayrica eger g ozdes olarak sifir olmuyorsa bu operator siki birlegik zayif
(1,1; 00,00) tiplidir [9, Lemma, Remark 2]. Boylece istenilen Teorem 4.1.9 in bir
sonucu olur. m

Teorem 4.4.1 de ® = ¥ alinirsa agagidaki sonug elde edilir. Bu sonucun ispati

Sonug 4.2.5 in ispatina benzer sekilde kolayca yapilabilir.
Sonug 4.4.2 [23]

(i) T singiiler integral operatoriiniin zayif (®, ®) tipli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart ® € Ay olmasidir.

(ii) T singiiler integral operatoriiniin giiclii (®, ®) tipli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart ® € Ay NV, olmasidir.

4.5 Maksimal, Singiiler ve Potansiyel Operatorlerin Komiitatorlerinin

Orlicz Uzaylarindaki Smirlhiligi

Agagidaki interpolasyon teoremi Fu ve ark. [15] tarafindan ispatlanmigtir.
Teorem 4.5.1 a € [0,1), i € {1,2} olmak iizere p;,¢; € (0,00), 1/¢; = 1/p; — «
p1 < pa ve T zayif (p;,q;) tipli bir alt lineer operatoér olsun. Bu durumda & ve
U, 1l <p <ag <bp <pp<o0,1<q <ag <by < q <ooveVU i) =
O-1(t)t=*, t € (0,00) kogullarim saglayan N-fonksiyonlar ise T, giiclii (®, ¥) tipli
bir operatordiir [15].

Ispat. Ik olarak L®(R™) C LP*(R™)+ LP2(R") oldugunu gdsterecegiz. Bunu yapmak
i¢in her z € R" igin f € L*(R") fonksiyonunu keyfi bir A € (0, 00) igin
f(@) = F(@)Xfaernifp@)>n () + [(2)Xqaernjp@)<ny () = () + [r(@)

seklinde parcaliyoruz. R" iizerinde f # 0 oldugunu kabul edelim. f* € LP*(R")
ve fy € LP?(R") oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten Onerme 3.1.24 (i) ve (iii) den

|f(z)| > X esitsizligini gergekleyen her z € R™ i¢in

F@I™ _ eU@IN _ oy @)
[T] S7en) Wemy
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olacak gekilde A ya bagh pozitif bir C'(A) sabiti vardir. Bu ve p; < ag olmasi

[ 1P@p s

:/ |f(£L‘)|p1dZL‘§/ ’f( )"% Pll (x)|p1dx
{z€R™|f(z)[> 7} fzeRmf@)>a) AP

< COg [ @@ < oo

olmasimi yani f € LP*(R") olmasini gerektirir.

Simdi fy € LP2(R") oldugunu gosterelim. Onerme 3.1.24 (i) ve (ii) den |f(z)| < A
esitsizligini gercekleyen her x € R" i¢in

[@] " < @(lJ;)((ﬂfl))V)\) < C(}\)q’((lbf((f;ﬂ)

olacak gekilde A ya bagh pozitif bir C'(A) sabiti vardir. Bu ve bgp < ps olmasi

[ neirdn = [ (@)

{zeR™:|f(z)|<A}

<ot | () do
{zeR™:| f(z)|<A}

< W3 [ @) < o0

olmasii yani fy € LP2(R") olmasm gerektirir bu ise iddiay1 ispatlar ve L*(R") C
LPr(R™) + LP*(R™) olur.
Simdi 7" nin L®(R") uzaymdan LY(R") uzayma smirh oldugunu gésterelim. w,

her ¢ € [0,00) icin w™!(t) = U~1(D(¢)) esitligiyle [0, 00) iizerinde tammlanmig bir

fonksiyon olsun. O zaman u™', v™' — 0, — 0 ve u™'(t) — o0, t — o0

olacak sekilde [0,00) itizerinde tammlh azalmayan bir fonksiyon olur. o(f,\) =
|[{z € R":|f(z)| > A\}| olarak tanmimlansmm. Bu durumda [26, Teorem 1.13] kul-

lanilarak
| wrs@nis = [ o nave)
< /OOO a(Tf*N \/2)dW ()
+ /OOO (T fuinys A/2)dT(N) =: T + 11
oldugu goriiliir. T, zayif (py,q1) tipli oldugundan

A5 2 5 (5) 1 e
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olur. Bu ve p; < ¢; olmasi ve Minkowski integral esitsizligi (Bkz. [37, s.156))

]P1/Q1

- q1/p1 pi/qm
S {/ {/ )\_pllf($)‘p1X{x€Rn:|f(z)>u(A)}<$)dx1 d\p()\)}
0 n

o 1/

< [ e e oo @dew)| (4.50
n LJo

p1/q1

u” (| f(2)])
<[ 1f@p / ANau(y)|  de
R” 0

olmasmi gerektirir. Kismi integrasyon, u=*(t) — 0, t — 0, Onerme 3.1.24 (iii) ve

(iv) ve U7(¢) = @71(¢)t~* olmasindan

W@ g
/0 )

Y (I f(@)]) /ul(lm)) V(A
+ q1 —=d\
[u=t([f(z)])] 0 Nt
_ U(u (| f(x)])) e /”_l(f(’“"m - U(u (| f(2)]) [ A rw
= i (f@)e T, B At u= (| f(x)])
ag  W(u (| f(2)])

A\ (4.51)

< U@ g gy 2

|f ()] |f ()]

sonucunu elde ederiz. (4.50) ve (4.51) birlestirilirse

rs[[ swsena]

elde edilir. I e benzer bir metodla

s [ stswne]””

olmasi elde edilir. I ve I1 i¢in elde edilen esitsizlikler birlestirilirse

[ wrsehis s | [ asiia) i [ stsne] i

olur. Béylece T', L®(R™) den LY(R") e sinirh olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.5.1 de a = 0 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 4.5.2 p € (1,00) olmak iizere T, zayif (p,p) tipli bir alt lineer operator

olsun. Bu durumda &,
1 <ag < bq;. < o0
kosulunu saglayan bir N-fonksiyon ise 1" operatorii giiglii (®, @) tiplidir [15].

Teorem 2.3.7, Teorem 4.5.1 ve Sonug 4.5.2 goz 6niine alinirsa agagidaki sonuclar

elde edilir.

Teorem 4.5.3 & bir N-fonksiyon olsun. b € BMO(R") ve 1 < ag < by < 00 ise

[b, T] ve M, operatorleri L*(R™) uzaymda siirhdur.

Teorem 4.5.4 0 < a < n ve b € BMO(R"™) olsun. ® bir N-fonksiyon ve ¥, tersi
UL(t) := @1(t)t=*/" ile tammlanan fonksiyon olsun. Eger 1 < ag < by < 00 ve
1 <ay <by < ccise [b,1,] ve My, operatérleri L?(R") uzaymdan LY (R™) uzayma

sinirhdirlar.

Uyar:1 4.5.5 Eger ®(t) = t?, p > 1 ve ¥(t) = 19, ¢ > 1 alinwrsa ag = p = bg ve
ay = q = by olur. Dolaysiyla Teorem 4.5.3 ve 4.5.4 de &zel olarak ®(t) =P, p > 1
ve U(t) =9, ¢ > 1 secilirse Teorem 2.3.7 (v) ve (vi) elde edilir.
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