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Bu tezde, hemen hemen kontakt metrik manifoldlardan Riemann manifoldlarina konform bi-slant
submersiyonlar ¢alisildi. Bu calisma i¢in gerekli temel tanim ve kavramlar verilerek submer-
siyon iizerindeki distribiisyonlarin tamamen jeodezik olma durumlari, integrallenebilirligi ve

submersiyonun tamamen jeodezik olma durumlari incelendi.
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In this thesis, conformal bi-slant submersions from almost contact metric manifolds onto Rie-
mannian manifolds were studied. By giving the basic definitions and concepts necessary for
this study, the necessary and sufficient conditions for the distributions on submersion to have
totally geodesic fibers, the integrability of the distributions and the submersion to have totally

geodesic fibers were investigated.
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1. GIRIS

Manifoldlar teorisi, diferensiyel geometrinin en nemli ¢aligma alanlarindan birisidir. Ok-
lidyen uzayda egriler ve yiizeyler iizerine olan c¢alismalar geometrinin ilk giinlerinden itibaren
calisilmasina ragmen bugiin ele alinan diferensiyel geometri ve manifold kavrami olugsmasina
on ayak olacak sekilde ortaya konan ilk calisma Gauss’a aittir. Gauss, bugiin Gauss egril-
181 olarak adlandirilan bir ol¢iiyii kesfetmesiyle 2-boyutlu soyut manifoldlarin kesfine yol agti.
Cigir acan ikinci ¢alisma ise Riemann’a aittir. Riemann, manifold kavraminm1 Oklidyen uza-
ydaki (en kisa) uzaklik 6lgme bagintisimi genellestirerek iizerinde ¢esitli islemlerin yapildigi,

koordinatlarin degistirildigi n-boyutlu nokta kiimesi olarak tanimladi.

Manifold, her bir noktasinin komsulugunda topolojik olarak reel acik birim kiireye 6zdes olan
bir topolojik uzaydir. Manifoldlar teorisinde bir manifoldun geometrisi incelenir iken kullanilan
metotlardan birisi, diger manifolda uygun bir doniisiim tanimlamaktir. Bu yontemde doniisiim
ile diger manifoldun 6zelliklerinden yararlanilarak ele alinan manifoldun geometrisi incelenir.
Manifoldlar arasindaki en temel doniisiim izometrik immersiyon doniisiimiidiir. Gauss’un yii-
zeyler iizerinde yaptig1 calismalari ile baslayan izometrik immersiyonlar, ii¢ boyutlu Oklidyen
uzayda ek boyutu 1 olan yiizeylerdir ve ek boyutu 1’den biiyiik olmasi durumunda ise altmani-
fold olarak isimlendirilir. 1950 ve 1960’11 yillarda altmanifoldlar konusu iizerinde yogun bir

sekilde caligilmistir ve bu ¢aligmalar Chen [13] tarafindan 1973 yilinda bir kitapta toplandi.

Izometrik immersiyonlarin submersiyonlardaki karsilig1 olan Riemann submersiyonlar 1960’
larda O’Neill [3] ve Gray [2] tarafindan birbirinden baglantisiz olarak tanimlandi. Buna bagh
olarak (N, g) ve (B, ¢’) Riemann manifoldlar ve 7 : N — B bir submersiyon olmak iizere
eger (¢ekm, )" lizerinde T, bir izometri oluyor ise 7 doniisiimiine bir Riemann submersiyon adi

verilir. Bu tamim sonucunda, her X, X, yatay vektor alanlar i¢in

9(X1, Xp) = ¢/ (m(X1), 7 (X))

elde edilir. Riemann submersiyonlar tiirevlenebilir yapilarla donatilmig Riemann manifold-
larinin geometrisinin incelenmesinde ve manifoldlart kargilastirmada ¢ok kullanigli doniigtim-
lerdir. Ayrica, bu doniisiimler diferensiyel geometride 6nemli oldugu kadar Yang-Mills teorisi

([23], [12]), Kaluze-Klein teorisi ([39], [24]), robotik teori [14], siiper yercekimi ve siiper sicim



teorileri ([40], [32]) gibi uygulamalar nedeniyle fizikte de onemli bir yer almaktadir. Hemen
hemen kontakt tipli Riemann manifoldlar arasindaki submersiyonlarla ilgili yapilan ilk ¢alig-
malardan biri Chinea [16] tarafindan yapilmistir: Bu calismada total uzay, lifler ve baz uzaylar
arasindaki diferensiyel geometrik 6zellikleri elde etti. Watson hemen hemen kompleks man-
ifoldlar arasindaki hemen hemen Hermityen submersiyonlar kavramini [11]’te tanimlayarak
submersiyonun total manifoldunun hemen hemen kompleks yapisi altinda dikey ve yatay dist-
ribiisyonun invaryant oldugunu gosterdi. Ayrica, Sahin hemen hemen Hermityen manifoldlar-
dan anti-invaryant Riemann submersiyonlar1 tanitti ve hemen hemen Hermityen manifoldun-
dan bir Riemann manifolduna slant submersiyonlar iizerinde calisti, ([7], [9]). Daha sonra bu

konuyla ilgili bircok ¢calisma yapilmistir (bkz [8], [15], [21]).

Riemann submersiyonlarin genisletilmisi olan konform Riemann submersiyonlar Gundmund-
son tarafindan doktora tezinde ¢alisildi ve harmonik morfizm olma durumlari elde edildi, [37].
Elde edilen bu durumlar, Burel [22] tarafindan kontakt manifoldlara uygulandi. Daha sonralarda
konform submersiyonlar iizerine Akyol ve Sahin hemen hemen Hermityen manifoldlardan Rie-
mann manifoldlarina konform anti-invaryant [27], semi-invaryant [28] ve slant submersiyonlar
[29] lizerinde ¢alisti. Giindiizalp ve Akyol kosimplektik manifoldlarda konform slant submer-
siyonlar [42] ve konform anti-invaryant {*-submersiyonlar1 [30] tamimladi. Submersiyonlar

konusu son zamanlarda diferensiyel geometrinin en aktif ¢alisma alanlarindan birisidir.

Bu tezde, hemen hemen kontakt metrik manifoldlardan Riemann manifoldlarina konform
bi-slant submersiyonlar calistimistir. ikinci boliimde, tezin devam eden boliimlerinde kullanila-
cak olan temel tanim ve teoremler sunuldu. Bunlar; Riemann manifoldlar, vektor demetleri
ve distribiisyonlar, Riemann submersiyonlar ve konform submersiyonlar, hemen hemen kon-
takt metrik manifoldlar olarak siralanabilir. Tezin orijinal boliimii tigiincii boliimdiir. Ugiincii
boliimde, submersiyon iizerindeki distribiisyonlarin tamamen jeodezik olma durumlari, integral-
lenebilirligi incelenmektedir. Bunun yan1 sira bu submersiyonun tamamen jeodezik olma du-

rumlarnyla ilgili baz1 karakterizasyonlar da arastirilmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim dort alt boliimden olugsmaktadir. Birinci alt boliimde, Riemann manifoldlar hakkin-
da temel kavramlar ifade edilmektedir. Ikinci alt boliimde, vektor demetleri ve distribiisyon-
lar incelenmektedir. Uciincii alt boliimde, Riemann submersiyonlar ve bu submersiyonlarin
genellestirilmisi olan konform submersiyonlar ile ilgili temel kavramlar incelenerek temel 6zel-

likleri verilmektedir. Son boliimde ise hemen hemen kontakt metrik manifoldlar sunulmaktadir.
2.1. Riemann Manifoldlar

Tanmm 2.1. N, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve g, N manifoldu iizerinde (0, 2)

mertebeli bir tensor alani olsun. O halde, N manifoldu {izerinde U, U, vektor alanlar i¢in

1) g(Uh UQ) = g(UQa Ul)

11) g(Ul,Ul) > 0ve g(Ul,Ul) =0<U; =0,

ozellikleri saglaniyor ise g ye Riemann metrigi ad1 verilir ve (V, g) ikilisi ise Riemann manifold

olarak adlandirilir, [25].

Teorem 2.2. N, n-boyutlu bir Riemann manifold ve {uy, us, ..., u,}, N manifoldu iizerinde

taniml1 lokal koordinat sistemi verilsin. O halde, N iizerinde tanimli1 metrik tensor

<,> = Z gljdul (%9 du]'

ij=1
seklinde ifade edilir, [36].

Tamm 2.3. N bir Riemann manifold ve g, N lizerinde bir Riemann metrigi olmak iizere U, €

T, N tanjant vektoriiniin normu (uzunlugu)
1 Up [I= 1/ 9p(U,U)

reel sayisi ile tanimlanir, [38].



Tanim 2.4. N bir Riemann manifold ve g, N iizerinde tanimli metrik tensor olsun. Sifirdan

farkl iki Uy, Uy € T, N tanjant vektorleri arasindaki ag1 ¢ olmak iizere

g0y, Uz) = Uy [[|| Uz || cos®

seklinde ifade edilir. Burada 6 acisinin [0, 7] kapali araliginda oldugu Cauchy-Schwarz esitsiz-
ligi
|9(Uy, Uz)| <[ Uy ]| U2 ||

ile goriilmektedir, [20].
Tanim 2.5. N manifoldu tizerinde Uy, U, vektor alanlari ve h € C°°(N, R) fonksiyonu veril-
sin.

[]:x(N) x x(N) = x(N)

Uy, Us]h = Uy (Ush) — Us(Uyrh)
seklinde tanimlanan [, | ifadesine Lie (parantez) operatorii adi verilir. hy, hy € C*°(N) ve N
manifoldu tizerinde tanimh Uy, Uy, Us vektor alanlari i¢in bu operator asagida verilen 6zellikleri
saglar, [36]:
1) [Ula UQ] - _[U27 Ul]»

i) [a Uy + apUs, Us] = a1[Uy, Us] + ag[Us, Us],  ay, a2 € R,

iii) [[Uy, Us],Us] + [[Us, Us], Us] + [[Us, Ui], Us] = 0 (Jacobi 6zdesligi),

iv) [hUy, hoUs] = hihs|Uy, Us] 4+ hy(Uiha)Us — ho(Ushy )U;.
Tanmm 2.6. (N, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve N manifoldu tizerinde U, V' vektor
alanlar1 verilsin. /N manifoldu lizerindeki her p noktasi i¢in

Uy = (u,...,uy)|, € T,N

seklinde ifade edilir. 1 < ¢ < n olmak iizere v; : N — R koordinat fonksiyonlar1 C'*°
sinifindan, yani v; € C®°(N,R) ise V, = (vy,...,v,)|, seklinde tamimli vektor alani C*°
sinifindandir denir. O halde V' nin U ya gore kovaryant tiirevi

VoV = (Uy[vi], ..., Uplvn])

4



ile tammlanir ve ViV seklinde gosterilir, [36].

Tanmim 2.7. N bir diferensiyellenebilir manifold ve /N manifoldu iizerindeki vektor alanlarinin

uzay1 y(NN) olmak iizere

VX (N) x x(N) = x(N)

fonksiyonu agagida verilen ozellikleri sagliyorsa V, N manifoldu iizerinde taniml bir afin

konneksiyon olarak adlandirilir, [36]:

D) Vi,a,Us = Vi, Us + Vi, Us,
i) Vi, (Us + Us) = Vi, Us + Vi, Us,

iii) Vi, Us = hVy, Us,

iv) Vi, (hUs) = U [B)Us + WV, Us,  Vh € C¥(N).

Tanim 2.8. N bir manifold ve N iizerinde tanimli konneksiyon V olsun. /N manifoldu {izerinde

vektor alanlarinin uzay: I'(T'N') olmak iizere

T:I'('N)x I'(TN) — I'(TN)
(U17 UQ) — T(U17U2) =V, Uy = V,Up — [UhUz]

seklinde ifade edilen vektor degerli tensdre N manifoldu {izerinde tanimli V konneksiyonun

torsiyon tensorii ad1 verilir, [19].

Tanim 2.9. N bir manifold ve 7', N manifoldu iizerinde tanimli V konneksiyonunun torsiyon
tensoril olmak tizere 7' = 0 oluyor ise V konneksiyonuna simetrik veya sifir torsiyonludur

denir, [19].

Tanmim 2.10. N bir Riemann manifold ve /N manifoldu lizerinde taniml1 bir lineer konneksiyon
V olmak iizere V konneksiyonu asagida verilen ozelliklere sahip ise Riemann konneksiyon
veya Levi-Civita konneksiyonu olarak adlandirilir. N manifoldu iizerinde her Uy, Us, Us vektor

alani icin

1) [U17 UQ] = le U2 - vUzUl’
i) U1g(Us, Us) = g(V,Us, Us) + g(Us, Vi, Us)

5



esitlikleri saglanir, [4].

Bu sekilde ifade edilen V' Riemann konneksiyonu, N manifoldu iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu seklinde ayrica tanimlanir. NV tizerindeki bir Levi-Civita konneksiyonu,

29(Vy,Us, Us) = Urg(Us, Us) + Uag(Us, Uy) — Usg(Uy, Us)
+ g(U37 [Uh Uz]) + 9(U2a [U& U1]) - g(Uh [U27 Us])

Koszul esitligi ile tanimlanir.

Tanim 2.11. N ve B sirast ile ny ve ns boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold ve
m:N—=B
diferensiyellenebilir bir doniisiim olmak tizere p € N ve U, € T),N i¢in

(W*)p : TPN — Tﬁ(p)B

Up = (m)p(Up) = (Up[mi], - - -, Up[ﬁnz])ﬂ(p)

ile tanimlanan doniisiim tiirev doniisiimii olarak adlandirilir, [9].

Tanim 2.12. (N, g) ve (B, ¢') Riemann manifoldlar ve
m:N =B

diferensiyellenebilir doniisiimii verilsin. N manifoldu iizerinde herhangi bir p noktasi icin

Ui, Uy € T,N olmak iizere

9(U1,Us) = ¢ (m.(Uh), 7. (Ua)) 2.1)

esitligi saglaniyor (metrik tensorler korunuyor) ise m ye N den B ye bir izometri ad1 verilir,

[36].

Onerme 2.13. N ve B diferensiyellenebilir manifoldlar ve 7 : N — B diferensiyellenebilir

bir doniisiim ise 7, doniisiimii lineerdir, [10].



Onerme 2.14. 7 : N — B, N ve B diferensiyellenebilir manifoldlar arasinda bir C* doniisiim

olsun. Uy, U, ve Uj, Uj sirast ile N ve B manifoldlart iizerinde
drn(Uy) =U, wve dn(Us)="U,
yani, /N manifoldu iizerinde her p noktasi icin

ve dmy(Us,) = U,

2x(p)

dmy(Uy,) = Uy

Lz (p)
esitliklerini saglayan vektor alanlar verilsin. O halde,

dr([Ur, Us]) = Uy, Us] o
dir, [31].

Tanim 2.15. 7 : N — B bir C* déniisiimii i¢in (r,),(7,N) nin boyutu r oluyor ise 7

doniistimiiniin ranki 7 dir denir, [25].

Onerme 2.16. N ve B sirasi ile ny ve ns boyutlu Riemann manifoldlar ve
mT:N— B

bir C*° doniisiim olsun. Her p € N noktasi i¢in rank(m,), = boyN = n, oluyor ise (7.),

birebirdir, [25].

Tanim 2.17. N ve B diferensiyellenebilir manifoldlar olsun.
m:N—B
bir diferensiyellenebilir doniisiim ve o, B tizerinde tanimli bir r-form olsun.
Tap - TyN — Ty B
tiirev doniistimii U, € T,,N i¢in
7 Ty B* — T,N*

T (0n()) (Up) = () (7 (Up))



seklinde tanimlanan doniisiime pullback (geri cagirma, geri ¢ekim) doniisiim adi verilir, [10].

Onerme 2.18. N ve B birer Riemann manifold ve 7 : N — B diferensiyellenebilir bir
doniisiim olmak iizere her U;, Uy vektor alani i¢in 7 doniisiimiiniin 2. temel formu su sekilde

tanimlanir:
(V) (Ur, Uz) = Vim0 (Us) — 7. (V5 Us). (2.2)

Buradaki V™ pullback konneksiyondur ve V7, 2. temel formu simetriktir, [34].

Lemma 2.19. N ve B birer Riemann manifold ve 7 : N — B diferensiyellenebilir bir doniigiim

olmak iizere Uy, U, vektor alanlart i¢in
Vgl’ﬂ'*(Ug) — V}}zm(Ul) - W*([Ul, UQ]) == 0

dir, [30].

Tanim 2.20. N ve B Riemann manifoldlar1 arasinda 7 : N — B bir Riemann submersiyonu

verilsin. N manifoldu lizerindeki Uy, Us vektor alanlari igin
(V) (U, Us) =0 2.3)

oluyor ise 7 ye total geodezik doniisiim ad1 verilir, [36].

2.2. Vektor Demetleri ve Distribiisyonlar

Tanim 2.21. FE), E5, F' birer C* manifold ve 7 : £y — FE5 bir C* doniisiim olmak iizere F,

manifoldunun bir agik ortiisii / indis kiimesi i¢in {U, }oes olmak iizere
(mote)(u,v) =u, uwel, wveF

saglayacak sekilde
Vo : Uy x F — 771 (U,)

diffeomorfizmlerinin bir {1, } ey ailesi var ise 7w doniigiimii, F' manifolduna gore lokal ¢arpim
ozelligine sahiptir denir. Ayrica, D = {(Ua, %)}, Sistemi 7 doniisiimiiniin lokal ayrigmasi

olarak adlandirilir, [5].



Lokal ¢arpim 6zelliine sahip 7 : Ey — Eo, C'™ déniisiimii i¢in ¢ = (E4, 7, E, F') dortliisii

bir diferensiyellenebilir lif demeti olarak adlandirilir, [36].

( = (Fi, 7, Ey, F) lif demetinde E; total uzay, E» baz (taban) uzay, F' lif modeli ve 7

doniistimii ise projeksiyon (fibrasyon, izdiisiim) olarak tanimlanir, [5].

Tanmim 2.22. 7 : £y — F5 bir lif demeti verilsin. £, manifoldu iizerindeki her u noktasi icin
7 (u) = F, = {p € By |n(p) = u}

kiimesine u noktas1 iizerinde bir lif ad1 verilir ve tiim F;, liflerinin ayrik birlesimi ise £ total

uzayini verir, [41].

Tanmm 2.23. ( = (F4, 7, E», F) diferensiyellenebilir bir lif demeti olmak iizere 7 dontigiimiiniin
D lokal ayrismasina ( lif demetinin lokal koordinat temsilcisi ad1 verilir, [41].

¢ = (Ey, 7, By, F)lif demetinin D = {(U,, %¥4)},,; lokal koordinat temsilcisi ele alindiginda

ael
Yu € U, i¢in

You ' F = F,

doniisiimii v € F i¢in
Yo u(V) = a(u,v)

seklinde tanimlanir ise v, lar diffeomorfizm olduklar i¢in ), , de birebir, orten diffeomor-

fizmdir.
Tamm 2.24. ( = (Ey, 7, By, F) seklinde diferensiyellenebilir bir lif demeti verilsin. Her u €

E5 icin asagida verilen 6zellikler saglaniyor ise ¢ ya bir vektor demeti ad1 verilir, [41]:

i) F've F), lifleri K cismi iizerinde taniml bir vektor uzayi belirtir.

ii) ¢ lif demetinin bir D = {(U,, ¢s)} lokal koordinat temsilcisi var ise 1, ,, : F' — F),

ael

doniistimleri lineer izomorfizmdir.

Tamm 2.25. 7 : E; — F, diferensiyellenebilir lif demeti verilsin. O halde

moS =1 (I, birim doniigiim)



saglayacak sekilde
S Ey, — E;

diferensiyellenebilir dontistimiine lif demetinin kesiti ad1 verilir ve I'(F}) seklinde gosterilir,

[S].

Tamim 2.26. F; bir vektor demeti olmak iizere E» manifoldu lizerinde her p noktas1 i¢in 7, E»
tanjant uzayina bir U, vektoriinii tagryan doniisiime vektor demetinin kesiti ad1 verilir ve £ in

I'(E) kesitlerinin uzay1 K cismi iizerinde bir vektor uzay belirtir, [41].

N, n-boyutlu bir manifold olmak iizere herhangi bir v € N noktasi icin

D:N-—->T,N
u— D, C T,N, boy(D,)=r

ile tanimlanan D doniisiimii bir r-boyutlu distribiisyon olarak adlandirilir.

U € x(N)veu € N i¢in U, € D, oluyorsa U vektor alan1 D distribiisyonuna aittir denir ve
U € I'(D) seklinde ifade edilir, [36].

D, N manifoldu iizerinde tanimli r-boyutlu bir distribiisyon olmak iizere Vu € N i¢in
D distriblisyonuna ait r-tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alan1 mevcut ise D

distribiisyonuna diferensiyellenebilirdir denir, [36].

Tanim 2.27. N bir diferensiyellenebilir manifold, N manifoldu iizerinde tanimli n-boyutlu bir
diferensiyellenebilir distribiisyon D ve N manifoldunun altmanifoldu B olsun. Eger Vu € B
icin B manifoldunun tanjant uzay ile D, ayni oluyor ise B ye D nin integral manifoldu adi
verilir. Yani,

T:B— N

bir imbedding olmak iizere her © € B noktasi i¢in
7(TuB) = D,
olur. Eger D disinda B yi kapsayan bir bagka integral manifoldu mevcut degil ise B mani-

folduna D distribiisyonunun bir maksimal integral manifoldu adi verilir, [41].

Tanim 2.28. N bir diferensiyellenebilir manifold ve N manifoldunun bir B altmanifoldu ve-

rilsin. D, N iizerinde taniml bir distribiisyon olmak iizere Vu € B i¢in D distribiisyonunun
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u yu kapsayan bir maksimal integral manifoldu var ise D distribiisyonuna integrallenebilirdir

denir, [10].

Tanim 2.29. (NN, g) bir Riemann manifoldu ve (N, g) tizerinde tanimli bir lineer konneksiyon

V olmak iizere U; € I'(T'N), U, € I'(D) i¢in D distribiisyonunun paralelligi

leUQ € F(D)

seklinde tanimlanir ve bu durumda, D distribiisyonu tamamen jeodezik bir foliasyon belirtir,

[26].

Onerme 2.30. N Riemann manifoldu D ve H ortogonal distribiisyonlaria sahip olmak iizere
D distribiisyonunun V konneksiyonuna gore paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart H distribiis-

yonunun paralel olmasidir, [5].

2.3. Riemann ve Konform Submersiyonlar

Bu boliimde, Riemann submersiyonlar ve onun daha genel bir durumu olan konformluk du-

rumu ile iligkili birtakim temel tanim ve teoremler sunulmaktadir.

Tanim 2.31. (N, g) ve (B, ¢') sirast ile ny ve ny boyutlu Riemann manifoldlar olmak iizere

mT:N— B

orten diferensiyellenebilir doniisiimil icin

rankm,, = boyB

ise m doniisiimiine v € N noktasinda bir submersiyon adi verilir. Her v € N noktasi i¢in
7 bir submersiyon oluyor ise 7 doniisiimii, /N manifoldu ilizerinde bir submersiyon olarak

adlandirlir, [31].

O halde, 7 submersiyonu i¢in

rankm,, = boyB < boyN

11



olur. B manifoldu iizerinde herhangi bir z noktast i¢in £, = 7~ !(x) iizerindeki lif N mani-
foldunun r = (n; — ny)-boyutlu bir altmanifoldudur ve bu 7—!(z) altmanifoldlarina submer-

siyonun lifleri ad1 verilir, [31].

Tanim 2.32. (N, g) ve (B, ¢') Riemann manifoldlar ve
m:(N,g) = (B,g)
bir C*° doniisiimii verilsin. N manifoldu iizerinde herhangi bir v noktasi i¢in
Vi = Vu(m) = ¢ekmy, = {U € T,N | 1, (U) =0} C T,N

veE

H, =V CcT,N

seklinde tamimli olsun. V), uzay1 7 doniisiimiiniin « noktasindaki dikey uzayi olarak adlandirilir.
N manifoldu iizerinde taniml1 ¢ metrigine gore ), dikey uzayinin ‘H,, dik tiimleyenine 7 doniisii-

miiniin u noktasindaki yatay uzay1 ad1 verilir, [36].

Boylelikle, v € N noktasinda N Riemann manifoldu

TN =V, ®Hy =V, ®(V)*+

ortogonal ayrisima sahip olur, [36].

Tanim 2.33. (N, g) ve (B, ¢') Riemann manifoldlari ve
m:N =B

bir C*° doniisiimii verilsin. u € N noktasinda 7, N nin sirasi ile V,, ve H, alt uzaylarina karsilik
gelen

u—V, ve u— H,

doniigiimleri V = V() ve H = H(w) seklinde ifade edilen C'*° distribiisyonlarini tanimlar
ve V, m doniisiimiiniin dikey distribiisyonu (dikey alt demeti); H ise m doniisiimiiniin yatay

distribiisyonu (yatay alt demeti) olarak adlandirilir, [26].

12



Bu durumda N manifoldu iizerinde bir X vektor alan1 yatay distribiisyona ait ise yatay vek-
tor alani, dikey distribiisyona ait ise dikey vektor alani seklinde tanimlanir ve yatay vektor
alanlarmm kiimesi x* (V) veya I'(H) ile dikey vektor alanlarmin kiimesi Y (N) veya I'(V)
seklinde gosterilir, [35].

Herhangi bir £ € x(N) vektor alanina ait dikey ve yatay bilesenleri sirasi ile VE ve HE
seklinde ifade edilir, [35].

Tanmm 2.34. (N, g) ve (B, ¢') Riemann manifoldlar ve 7 : N — B bir C*° doniisiim olmak
lizere N manifoldu iizerinde izdiisiiriilebilir (projectable) vektdr alanlarinin uzayi olan x¢ (V)
nin her elemani, /N manifoldu iizerinde bir vektor alani belirtip B manifoldu iizerinde bir vektor

alanina m-baglidir denir, [31].

Tanim 2.35. N ve B iki Riemann manifold olmak iizere /N manifoldu tizerinde X vektor alani
yatay ve B manifoldu iizerinde X’ vektor alanina 7-baglh ise X e temel vektor alani adi verilir

ve temel vektor alanlarinin uzay1

ile ifade edilir,[36].

Tamim 2.36. (NN, g) ve (B, ¢') Riemann manifoldlar: ve
m:N—=DB

bir C'*° submersiyonu verilsin. Vu € N i¢in 7,,, yatay vektorlerin uzunlugu korunuyor ise 7
ye Riemann submersiyon adi verilir.

O halde,
9u(X1, X2) = gy (M X1, M Xa), X1, X2 €Hy, w€N (2.4)

olur. Bu durum, bir v € N noktasinda 7, doniigiimii H,, yatay uzayindan 7%, B uzayina bir

lineer izometri ifade eder, [31].

Onerme 2.37. (N, g) ve (B, g') Riemann manifoldlart,

mT: N — B
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bir Riemann submersiyon, V ve V' sirast ile NV ve B manifoldlarinin Levi-Civita konneksiyon-
lar1 olmak tizere N manifoldu iizerinde X7, X, X3 temel vektor alanlar, X7, X7, X/ vektor

alanlaria m-bagl olsun. O halde

i) g(X1, Xo) = ¢'(X1, X3) o,
i) H[X1, Xa] = [X], X o,
i) ¢'(m.(HVx, X2), X3) o = g(HVx, X2, X3) = ¢/ (V'y, X5, X3) o,
iv) VU, € xY(N) igin 7.([ X1, U1]) = 0 olur ve bu ise X1, U;] € xV(NV) dir, [31].

Tanmm 2.38. (N, g) ve (B, ¢’) iki Riemann manifold ve
m:N—B

bir Riemann submersiyon olmak tizere (1,2) mertebeli anti-simetrik ve lineer 7 ve A temel

tensor alanlar1 asagidaki sekilde tanimlanir;

T(E, F) =TgF =HNVvgVF +VVygHF, E,F ¢ F(TN) (2.5)
A(E,F) = AgF = VWypgHF + HVypVF, E,F € I'(TN) (2.6)

[41].

E € I'(TN) olmak iizere T temel tensor alan1 dikey yani 7z = Typ olup Ag temel tensor
alan yatay yani Ap = Ayp dir. T ve Apg tensor alanlart N manifoldunun herhangi bir
noktasinda yatay ve dikey altuzaylariin rollerini degistirirler. Ayrica, 7 ve A tensor alanlari

asagidaki esitlikleri saglar;

7?]1U2 = 7?]2U1, Ul, U, € F(V) (27)
Ax, Xo = —Ax, X1, X1, Xy € I'(H) (2.8)

[36].

Onerme 2.39. (N, g) ve (B, ¢') Riemann manifoldlar1 ve

mT: N — B
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bir Riemann submersiyonu verilsin. O halde N manifoldu tizerinde taniml1 herhangi bir £, F', G

vektor alanlart igin

9(TeF,G) = —g(TeG, F) (2.9)

9(AeF,G) = —g(ApG, F) (2.10)
esitlikleri saglanir, [31].
Onerme 2.40. (N, g) ve (B, ') birer Riemann manifold ve
m:N—B
bir Riemann submersiyon olsun. .A tensor alan1 asagida verilen 6zellige sahiptir, [41];
Ay, Xy = %V[Xl,Xg], X1, X5 € T(H). @.11)

Tanim 2.41. (N, g) ve (B,¢') iki Riemann manifold ve 7 : N — B bir Riemann submer-
siyon olmak tizere eger 7 tensor alani sifir oluyor ise 7 doniisiimiiniin herhangi bir lifine NV

manifoldunun total geodezik altmanifoldu adi verilir, [31].

Bir Riemann submersiyonda V dikey distribiisyonunun her daim integrallenebilir oldugunu

biliyoruz. H yatay distribiisyonu i¢in ise asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.42. N ve B birer Riemann manifold,
m:N— B

bir Riemann submersiyon ve N iizerinde tanimli yatay distribiisyon olan H distribiisyonunun

integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart A = 0 olmasidir, [41].

Lemma 2.43. (N, g) ve (B, ¢’) birer Riemann manifold ve

mT: N — B
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bir Riemann submersiyon olsun. X, X, yatay vektor alanlar1 ve Uy, U, dikey vektor alanlar

icin

Vo, Us = T, Us + Vi, Us (2.12)
Vi, X1 = HVy, X1 + Ti, X, (2.13)
Vx, Ui = Ax, Uy + VVx, Uy (2.14)
Vx, Xy = HVx, Xo + Ax, X (2.15)

dir. Ayn1 zamanda X; temel vektor alani i¢in asagidaki esitlik saglanir;
HVy, X1 =HVx, U = Ax, Uy (2.16)

[31].

Tamm 2.44. (N, g) ve (B, ¢’) birer Riemann manifold ve
m: N —B
diferensiyellenebilir doniisiimii verilsin. O halde u € N ve X, X5 € T,,N i¢in
g'(dm(X1), dmy(X2)) = Au)g(X1, Xo) (2.17)

saglanacak sekilde bir A(u) fonksiyonu var ise 7 dontigiimii N manifoldunun herhangi bir u

noktasinda zayif konform doniisiim olarak adlandirilir, [34].

Tanim 2.45. (N, g) ve (B, ¢’) birer Riemann manifold ve
m: N —B
N nin u noktasindaki bir zayif konform doniisiimii olmak iizere
Alu) = Mu)? (2.18)

esitligini saglayacak sekilde bir
A: N —[0,00)

fonksiyonu i¢in A(u) sayisina 7 doniistimiiniin konform faktorii, A(u) sayisina ise 7 doniistimiiniin

kare konform faktorii ad: verilir, [34].
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Onerme 2.46. (N, g) ve (B, ¢') Riemann manifoldlar1 arasinda
m:N—=B

bir C'*° doniisiimii ve N manifoldu iizerinde bir u noktasi verilsin. Bu durumda, N nin u nokta-

sindaki 7 nin zayif konform doniisiim olmasi icin gerek ve yeter kosul

i) dm, = 0 veya
ii) dm, : T,N — Ty, B birebir konform doniigiim olmasidir, [26].

Tanim 2.47. (N, g) ve (B, ¢’) birer Riemann manifold ve
m:N =B

bir zay1f konform doniisiim olmak iizere dm,, = 0 esitligini saglayan /N manifoldu tizerindeki u

noktasina 7 doniistimiiniin kritik noktas1 ad1 verilir, [34].

Tanim 2.48. (N, g) ve (B, ¢’) birer Riemann manifold ve
m:N—B
bir zayif konform doniisiim olmak tizere X, Xo € H,, icin
g'(dmy(X1), dmu(X2)) = Au)g(X1, Xz)

kosulunu saglayan © € N noktasina 7 doniislimiiniin bir regiiler noktasi ad1 verilir, [26].

Tamim 2.49. (N, g) ve (B, g’) birer Riemann manifold olsun. Bu durumda konform faktorii

sifirdan farkli bir sabit seklinde tanimli
m:N—B

zayif konform doniisiimii bir homotetik immersiyon olarak adlandirilir ve bir diffeomorfizm

olan homotetik immersiyon ise homoteti olarak adlandirilir, [34].

Tanim 2.50. (N, g) ve (B, ¢') sirast ile ny ve ny boyutlu iki Riemann manifold ve

m:N— B
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bir C'*° doniisiim olmak iizere v € N igin asagida verilen sartlardan herhangi biri saglaniyor ise

7 doniisiimii © noktasinda yatay zayif konform doniisiim olarak adlandirilir:

i) dm, = 0 veya

ii) H, = {¢ek(dm,)}* yatay uzayim T, B uzay iizerine konform olarak resmeden dr,

tiirev dontistimii orten olup her X, X, yatay vektor alani i¢in
g (dm,(X1), dm,(X2)) = Au)g(X1, X2) (2.19)

esitligini saglayacak sekilde bir A(u) # 0 sayis1 mevcuttur, [26].

Tanim 2.51. (N, g) ve (B, ¢’) birer Riemann manifold ve
m:N—B
diferensiyellenebilir bir doniisiim olmak {izere herhangi bir v € N icin
rankdm, = boyB

oluyor ise m doniisiimii © noktasinda submersiyon olarak adlandirilir ve 7 doniisiimiiniin hi¢

kritik noktas1 bulunmuyor ise 7 doniistimii konform submersiyon olarak adlandirilir, [26].

Tanmm 2.52. (N, g) ve (B, ¢’) birer Riemann manifold ve zayif konform doniigiim 7 olsun. A

konform faktoriiniin gradiyenti regiiler noktalarda dikey oluyor ise yani
H(grad\) =0

esitligi saglaniyor ise bu doniisiim yatay homotetik doniisiim olarak adlandirilir ve verilen

H(gradX) = 0 esitlidi A nin yatay egriler boyunca sabit olmasi demektir, [34].

Tanmim 2.53. N ve B sirasi ile ny ve ny boyutlu Riemann manifoldlari ve
m:N—B
diferensiyellenebilir bir submersiyon olmak iizere VX1, X, € I'((¢ekn,) ) igin
Mg(X1, Xo) = ¢/ (m.(X1), m(X3)) (2.20)
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ifadesi saglanacak sekilde bir pozitif A fonksiyonu var ise 7 submersiyonu yatay konform sub-

mersiyon olarak adlandirilir, [6].

Onerme 2.54. 7 : (N,g) — (B, ¢') doniisiimii A\ konform faktorii ile bir yatay konform sub-

mersiyon olmak iizere X, X, yatay vektor alanlari i¢cin
1 9 1
Ax, Xo = §{V[X17X2] — Ay (X17X2)gradV(ﬁ>} (2.21)

dir, [37].

Lemma 2.55. 7 : N — B bir yatay konform submersiyonu verilsin. O halde X;, X, € I'(H)
ve Uy, Us € I'(V) igin agagida verilen esitlikler saglanir, [34];

(VW*)(Xl,Xg) = Xl(ln)\)W*XQ + XQ(ZTL)\)W*Xl — g’(Xl,Xg)m(Vln)\),
(Vm)(U1, U2) = —mu(T, Us),
(Vm) (X1, Uh) = ~m(VE,Uh) = —m(Ax, Uh).

2.4. Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlar

Bu boliimde, hemen hemen kontakt metrik manifoldlar ve bu manifold tizerinden Sasakian

manifold tanimlanarak bu manifolda ait baz1 temel 6zellikler verilmistir.

Tanim 2.56. N, (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, (1, 1)-tipinde bir tensor
alan1 ¢, bir karakteristik vektor alan1 € ve N iizerinde bir diferensiyel 1-form 7 olsun. N mani-

foldu tizerindeki U vektor alani i¢in;
¢’ =—-U+nU)¢ (2.22)
ve

n(§) =1 (2.23)

esitlikleri saglaniyorsa (¢, &, n) igliisti bir hemen hemen kontakt yap1 ve (N, ¢, £, n) dortliisii

ise bir hemen hemen kontakt manifold olarak adlandirilir, [25].
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Teorem 2.57. (¢, &, n) hemen hemen kontakt yapisi igin;

¢(§) =0 (2.24)
n(eU) =0 (2.25)
rankg = 2n (2.26)

esitlikleri saglanir, [18].

Tamim 2.58. Hemen hemen kontakt manifoldu N ve NV iizerinde hemen hemen kontakt yapisi
(¢,&,m) olsun. N manifoldu iizerinde bir g Riemann metrigi ve N manifoldu iizerindeki her-

hangi bir Uy, U, vektor alanlari igin

n(Ur) = g(Uy,€) (2.27)

\

g(oUy, ¢Us) = g(Uy, Uz) — n(Ur)n(Uz) (2.28)

seklinde verilen esitlikler saglaniyorsa g metrigi /N manifoldu iizerinde hemen hemen kontakt
metrik, (¢, &, n, g) yapist hemen hemen kontakt metrik yap1, (¢, &, 7, g) yapist ile N manifoldu

ise hemen hemen kontakt metrik manifold olarak adlandirilir, [25].

Ornek 2.59. R®> Oklidyen uzay iizerindeki kartezyen koordinatlar (zy,zs, 3, 24, 2) olsun.

d
1-form 1 = dz, karakteristik vektor alan1 £ = e Riemann metrigi
z
grs = (dz1)? + (dog)? + (dw3)? + (dxy)? + (dz)?

\

0-10 0 0]
10000
v=1000-10
00100
00000
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seklinde ifade edilsin. Bu taktirde (R, ggs, , 7, &)-beslisi bir hemen hemen kontakt metrik
manifolddur, [33].

Sonug 2.60. (N, ¢, &, n, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifoldu verilsin. Bu durumda,
9(@Uy, Us) = —g(Uy, ¢Us), VU, Us € x(N) (2.29)

dir, [18].

Tanim 2.61. Bir hemen hemen kontakt metrik manifold (N, ¢, &, 7, g) olsun. N iizerinde her

Uy, Uy vektor alani igin

O(Uy, Uz) = g(Uy, pUs) (2.30)

ile ifade edilen

O y(N) x x(N) = C*(N,R)

doniistimii NV nin 2. temel formu olarak adlandirilir, [25].

(N, ¢,&,n, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifoldunun 2. temel formu ¢

nA (@) 40

esitligini saglar. Bu durum, geometrik olarak bir hemen hemen kontakt metrik manifoldunun

yonlendirilebilir oldugunu gosterir, [1].

Teorem 2.62. (N, ¢,¢,n, g) hemen hemen kontakt metrik manifoldunun 2. temel formu olan

® doniisiimii anti-simetriktir. Yani,

®(U1,Us) = g(Uy, ¢Us) = —g(oUy,Us) = —@(Us, Un)

oldugundan

(UL, Uz) = —®(Us, Uy) (2.31)

dir, [25].
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Tanim 2.63. ¢, (N, ¢, &, n, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifoldu iizerinde bir 2-form

olmak tizere
d =dn

esitligi saglaniyor ise /V ye bir kontakt metrik manifold (hemen hemen Sasakian manifold) ad1

verilir.

¢ tensor alaninin Nijenhuis tensorii asagidaki sekilde tanimlanir:

N(Uy, Up) = ¢*[Uy, Us] + [9Un, 9Us] — ¢[¢Uy, Us] — ¢[Ur, ¢Us), Uy, Us € I'(TN).

Buradaki
N(Ul, UQ) -+ 2d7](U1, U2>£ =0

ise (¢, &, n, g) bir hemen hemen kontakt metrik yapisina normaldir denir.

N manifoldu tizerindeki herhangi bir Uy, Us vektor alanlar icin
(Vu,0)Us = —g(Uy, Us)€ 4+ n(Uz) Uy (2.32)

ile verilen esitlik saglaniyor ise normal hemen hemen kontakt metrik manifoldu Sasakian man-

ifold olarak adlandirilir.

Ayrica (N, ¢, &, n, g) Sasakian manifoldu i¢in agagida verilen esitlikler saglanir, [17];

Vi, (¢Us) = (Vu,0)Us + ¢V, Us, (2.33)
R(&,Uy)Uy = g(Uy, Us)€ — n(Us) Uy, (2.34)
Vu,§ = —oU. (2.35)
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Ornek 2.64. i = 1,..., n olmak iizere (z°,y’, z), R*>"*' de kartezyen koordinatlari belirtsin.

O halde, R?"*! iizerinde (¢, £, 7, g) hemen hemen kontakt metrik yap1

= 0 0 0 = 0 0
¢ (Z(l’z% + yz‘a—yi) + Z&) = Z(yi% - l’z‘a—yi)y

=1

i=1
1 "N %)
— o E i ) —9 2

L i i i
g=n®77+ZZ(d$ ®@dx" +dy' @ dy")

=1

seklinde tamimlanabilir. (¢, &, 7, g) yapist R {izerinde bir Sasakian yapidir. O halde, bu
yapiyla birlikte 22" bir Sasakian manifolddur.
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3. HEMEN HEMEN KONTAKT METRIK MANIFOLDLARDA KONFORM
BI-SLANT SUBMERSIYONLAR

Bu boliimde, ¢ karakteristik vektor alan1 yatay olarak kabul edilmis olup hemen hemen kon-
takt metrik manifoldlardan Riemann manifoldlara konform bi-slant submersiyonlar tanimlan-
maktadir ve submersiyon lizerindeki distribiisyonlarin tamamen jeodezik olma durumlari, integ-
rallenebilirligi ve bu submersiyonun tamamen jeodezik olma durumlar ile ilgili baz1 karakteri-

zasyonlar verilmektedir.

Tanim 3.1. (N, ¢, £, 7, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold ve (B, ¢’) bir Riemann
manifold olsun. 7 : N — B bir yatay konform submersiyonu olsun. D; ve Dy, cekm, =
D, & D, olacak sekilde sirasiyla, ¢, ve 05 slant acilarina sahip iki slant distribiisyon ise konform

bi-slant submersiyon olarak adlandirilir.

Ornek 3.2. R? iizerinde koordinat sistemi {21, T2, T3, T4, Y1, Y2, Y3, Ya, 2} olsun. O halde, Ornek

2.64 de tanimlanan manifolda gore 7 : R — R° doniisiimi;

T3 + \/3334
2 )

(sin B)y1 + (cos B)y2, ys, 2)

ﬂ-(xlyx%x3ax47ylay2ay37y4vz) = 611((008 O{)l'l - (SiIl O[)I'Q,

seklinde verilsin. Bu durumda,

cekm, = span{V; = sinozi + cos ozi Vo = %(\/5i — i),

0x, Oxy’ Oxs  Oxy
V3 = cosﬁaiy1 — sinﬁain, V, = 8iy4
ve
(¢ekm, )" = span{H, = cosa—— —sina——, Hy= 1(i + \/gi),
oxq 0xs 2" 0x3 Oy
H3:sinﬁaiyl+cosﬂaiyz, H4:81y37 52%

seklinde elde edilir. Buradan,

g(pV1,V3) = —sinacos § + cos asin § = sin(f — «)
1

9(oVa, Vy) = 3
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olup D; = span{Vi,Vs}, costh = sin(f — «) esitligini saglayan 6; slant agis1 ile bir slant
distribiisyon ve Dy = span {Vo, Vs }, 65 = g slant agis1yla bir slant distribiisyondur. O halde,

A = ¢! olup 7 bir konform bi-slant submersiyondur.

7, (N, ¢,&,n, g) hemen hemen kontakt metrik manifoldundan (B, ¢’) Riemann manifolduna

bir konform bi-slant submersiyon olsun. O halde, U € I'(¢ek,) igin

U=PU+QU (3.1)
olur. Burada PU € I'(D,) ve QU € I'(Ds) dir. Ayrica, U € I'(¢ekm,) igin

oU = oU +wU (3.2)

olur. Burada U € I'(¢ekm,) ve wU € I'((¢ekm,)*) dir. Benzer olarak, X € I'((¢ekm,)t)

icin
6X = BX + CX (3.3)

dir. Burada BX ve C'X sirasiyla ¢.X in dikey ve yatay bilegenleridir.

(cekm,)* yatay distribiisyonu,
(cekm,)t = wDy & wDy ® p

olarak verilen ayrigsima sahiptir ve p, wD; @ wDs nin tamamlayici distribiisyonudur.

Teorem 3.3. (N, ¢, £, n, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold ve (B, ¢') bir Riemann
manifold olsun. 7 : N — B doniisiimiiniin konform bi-slant submersiyon olmasi icin gerek ve
yeter sart D; tizerinde tammli U; € I'(D;) igin agagidaki esitligi saglayan bir 6; bi-slant agisi

vardir;

©*U; = —(cos? 0,)U;, i =1,2. (3.4)

Ispat. U; € I'(D;) olsun. Bu durumda

|90Ui|
U

cosb; = 3.5)
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yazilabilir. (2.22) esitligi kullanilarak
9(*Ui, Ui) = —g(Us, 9U;)

elde edilir. Tanim 3.1 geregince
9(%02Ui, Ui) = — cos” 0:9(Ui, Us)

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanair.

Bu teorem kullanilarak Sasakian manifoldu iizerinde tanimli konform bi-slant submersiyon

icin agagidaki teoremler ve sonuclar verilebilir.

Teorem 3.4. 7, (N, ¢,&, 1, g) Sasakian manifoldundan (B, ¢') Riemann manifolduna bir kon-
form bi-slant submersiyon olsun. D; distribiisyonunun tamamen jeodezik foliasyon olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Uy, V; € I'(Dy), Uy € I'(D,) ve Xy € I ((¢ekm,)™) igin

A2 (V) (Ur, wWh), mwls) = —g(Tor,weVa, Us) + g(To,wVi, ¢Us)

ve
A2 (V, mwUr, mawls) = —sin® 01g([Ur, X1, Ur) + g (Ax,weUy, V4)
+ g(grad(inX), X1)g(wUy, wV))
+ g(grad(inX),wlU;)g(Xy,wV))
+ g(grad(InX),wV1)g(X1,wU;) — g (Ax,wUi, ©V7)
dir.

Ispat. U,V € I'(D,) ve U, € I'(D,) olsun. Bu durumda,

9V, Vi, Us) = g(éVu, Vi, oUs) + 1(Vy, Vi)n(Us)
= g(¢vU1‘/la ¢U2>

elde edilir ve (3.2) esitligi kullanildiginda

g<vU1‘/17 UZ) = g(vUﬁD‘/la (bUQ) + g(lew‘/la ¢U2>

26



bulunur. (2.29) ve (3.2) esitliklerinden

(Vo Vi, Us) = —g(¢Vy,0V1, Uz) + g(Viy,wVi, ¢Us)
= _g(leﬁb(,O‘/h UQ) + g(lew‘/l? ¢U2)
= _g(vU1902‘/17 U2) - g(le("J(p‘/la UQ) + g(lew‘/h (bU?)

elde edilir. (3.4) esitligi kullanildiginda
g(le‘/h UQ) = COS2 elg(le‘/la UQ) - g(lewSO‘/l7 UQ) + g(lew‘/l7 ¢U2)
bulunur. Burada (2.13) ve (2.2) esitliklerinden yararlanilarak

Sin2 elg(le‘/la UQ) = _9(7&1‘/0%0‘/1; UQ) + g(ﬁhw‘/l? ¢U2)
— A2 (Vm (wVa, Uy), mewUsy)

elde edilerek ilk denklemin ispati tamamlanmis olur. Ikinci denklem ise Uy, Vi € I (Dy) ve

X, € I' ((¢ekm,) ") igin

Q(VU1V17X1) = _9([U1,X1],V1) = Q(VX1U1,V1)

= —g([U, Xq], V1) + 9(Vx, 00U, V1) — 9(V x,wUy, $V7)

bulunur. Teorem 3.3 ve Lemma 2.55 den yararlanilarak

sin” 019(Vi, Vi, X1) = —sin® 61g([U1, X4, Ur) + g (Ax,wpUs, Vi) — g (Ax,wUy, 9V1)
— )\_Qg’(V}TﬁW*wUl, m.wV1) + g(grad(inX), X1)g(wUy, wV7)
+ g(grad(lnX),wU;)g(X1,wVi) 4+ g(grad(inX), wVy)g(X1, wU;)

olur ve boylelikle ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 3.5. 7, (N, ¢,&,n, g) Sasakian manifoldundan (B, ¢’) Riemann manifolduna bir kon-
form bi-slant submersiyon olsun. D, distribiisyonunun tamamen jeodezik foliasyon olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Uy € I'(Dy), Us, Vs € I'(D,) ve Xy € T ((¢ekm,)™) igin

A72gl((V7T*)<U27 w‘/Q)a 7T->|<C“-)l']1) = _9(7—U2W<PV2; Ul) + g(%]gw‘/Q7 90U1>
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Ve

A2 (Vi mwls, mawVa) = —sin® Oag([Us, Va], Ua) + g (Ax,wplUs, V2)
+g(grad(in}), X1)g(wls, wV3)
+ g(grad(inX),wlUs)g( X1, wVs)
+ g(grad(InX),wV2)g(X1,wlUs) — g (Ax,wUs, ©V3)

dir.
Ispat. U, € I'(D,) ve Uy, Vi € I'(D,) olsun. O halde,

9(Vu,Va, Ur) = g(6Vu,Va, oUr) +n(V,Va)n(Ur)
g(¢vU2‘/é7 ¢Ul)
= Q(VUQSOV% ¢U1) + g(VU2CU‘/2, ¢U1)

bulunur ve (2.29) esitliginden yararlanilarak

Q(VU2VQ7 Ul) == _g(¢vU2S0V27 Ul) + g(vUzw‘/Za ¢U1)
= —9(Vu,0*Va,U1) = 9(VipweVa, U) + g(Vi,wVs, oUn)

elde edilir. (3.4) esitligi kullanilir ise
g(vU2%7 Ul) = cos” 82g(vU2‘/27 Ul) - g(vU2w90V27 Ul) + g(vUzw‘/?’ ¢U1)
olur. Burada (2.13) ve (2.2) esitlikleri kullanildiginda

sin® Oog(Vi, Vo, Un) = —g(To,weVa, Ur) + g(Tr,wVa, oUs)
— A2 (VT (wVa, Uy), mewUy )

bulunur ve ilk denklemin ispati tamamlanmis olur. Ikinci denklem ise Uy, Vo € I'(Ds) ve

X, € I' ((¢ekm,) ") igin

g(vU2‘/27X1) = _g([U%Xl]aVY?) - g(vX1U27‘/2)
= —g([Uz, X1], V2) + 9(Vx,00Uz, V2) — g(Vx,wUz, $V2)
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elde edilir. Teorem 3.3 ve Lemma 2.55 den yararlanilarak

sin® 0ag(V, Vo, X1) = —sin® Oag([Us, Va), Us) + g (Ax,welUs, Vo) — g (Ax,wUs, ¢Va)
— A 2g( %, TwlUs, mwVa) 4 g(grad(InX), X1)g(wUs, wVs)
+ g(grad(lnX), wUs)g(X1,wV2) + g(grad(in)), wVs2)g(X1,wlUs)

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.6. 7, (N, ¢,&,n, g) Sasakian manifoldundan (B, ¢’) Riemann manifolduna bir kon-
form bi-slant submersiyon olsun. (ge/’mr*)L in integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

X1, X,y € I' ((¢ekm,)™), Uy € I' (Dy) ve Uy € I' (D) olmak iizere

A2 (Vi mC X, mwlh) = g ([X1, Xo] ,wplh) — g (Ax, BXs,wlh)
+ 9 (Ax, BX1,wlUy) = 1(X3)g (X1, ¢U1)
+1(X1)g (X2, 0U1) + A% (VE,m.C X1, mwlh)
+ g (gradln X\, CX3) g (X1, wl)

— g (gradln \,CXy) g (Xo,wU)

Ve

A2 (Vi . CXo, muwls) = g ([X1, Xo] ,wels) — g (Ax, BXs, wls)
+ 9 (Ax, BX1,wls) = 1(X2)g (X1, ¢Us)
+n(X1)g (Xa, ¢Us) + )\729/( WXQW*CXl,W*wU})
+ g (gradln X\, CX3) g (X1, wls)
— g (gradln \,CXy) g (Xo,wlUs)

esitlikleri saglanir.
ispat. X|, X, € I' ((¢ekm,)™) ve Uy € I'(Dy) olsun. O halde,

g ([Xla XQ] ) Ul) =g <VX1X27 Ul) -9 (vX2X17 Ul)
= g9 (6Vx, X2, 0U1) — g (¢Vx, X1, 9Uh)
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elde edilir. (3.2) esitligi kullanilir ise

9 ([X1, Xo],U1) = g (Vx,0X2, 0U1) + g (Vix, 0 X5, wU1) — g (Vix,0 X1, 0UL)
— 9 (Vx,0 X1, wl1) + n(X2)g (X1, oU1) — n(X1)g (X2, oUh)
9 (dVx,0X2,0pUs) + g (V0 X2, wl1) — g (6V x,0X1, dpUn)
= 9(Vx,0X1,wli) + n(X2)g (X1, 0U1) — n(X1)g (X2, 9Uh)
=g (Vx,0° X2, 00U1) + g (Vx,0X2,wUy) — g (Vx,0° X1, ¢Un)

— 9 (Vx,0X1,wU1) +n(X2)g (X1, 9U1) — n(X1)g (X2, ¢Us)

bulunur. (2.22) ve (2.25) esitlikleri dikkate alindiginda

9 ([X1,Xs],Ur) = =g (Vx, X2, 9°U1) — g (Vx, X2, wplUs) + g (Vx, ¢ Xo,wlr)
+ g (VX2X1, @2U1) + g (szlewgDUl) - g<vX2¢X17WU1>
+n(X2)g (X1, 0U1) — n(X1)g (X2, 9Un)

elde edilir. Burada (3.4) esitligi kullanilarak

g ([ X1, Xa],Uy) = cos® 019 ([X1, Xo] , Ur) — g (Vx, Xa, wplU))
+ 9 (Vx, ¢ X2, wlU1) +n(X2)g (X1, 0Us)
+g9 (VX2X17W(:0U1) ) (VX2¢X17WU1)

—n(X1)g (X2, 9Uh)

olur ve (3.3) den yararlanilarak bu esitlik diizenlenirse

sin® 019 ([X1, Xo],U1) = —g ([ X1, Xa] ,wpl) + g (Vx, BXs, wU;)
+ 9 (Vx, OXy, wli) 4+ 1(X2)g (X1, 9Uh)
— g (Vx,BX1,wl;) — g (Vx,CX;,wl)
— 1(X1)g (X2, 0U1)
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bulunur. (2.14) ve (2.2) esitlikleri kullanilarak

sin? 0,9 ([X1, Xo], U1) = —g ([X1, Xa] , weUy) + g (Ax, BXs, wU))
+ )\_29’ ( ’)T(lﬁ*CXg,mel)
g (Vm.(X1,CXy), mwlUy) — g (Ax, BX1,wlU)
— A~ 2g’ (VE,mCXq, mwl)
g (V. (X2, OX1), muwlUy) +n(Xa)g (X1, ¢U1)
—n(X1)g (X2, 9Uh)

olur. Burada Lemma 2.55 den yararlanilarak

sin’ 019 ([ X1, Xa], Uh) = g ([X1, Xo] ,welh) — g (Ax, BXs,wU1)
+ 9 (Ax, BXy,wlUi) — n(Xz)g (X1, ¢Uh)
+n(X1)g (X2, 0Us) + A %¢' (Vi mC X1, mwl;)
— A 2g( %, ™ OXy, mwly) + g (gradln X, CX5) g (X1, wl)
~ g(gradin ), CX1) g (X, wUh)

seklinde ilk denklemin ispati tamamlanir. ikinci denklem ise X1, X, € I" ((¢ekm,)") ve U, €

I'(Dy) igin benzer islemler uygulanarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmusg olur.

Sonug 3.7. 7, (N, $,&,n,g) Sasakian manifoldundan (B, ¢') Riemann manifolduna bir kon-
form bi-slant submersiyon ve (¢cekm, )t = wD; @& wD, & {&} olsun. O halde, (cekm,)"
in integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart X1, Xo € I' ((cekm,)" ), Uy € I'(D;) ve
Uy € I' (Dy) igin

9([X1, Xo], wpls) = g(Ax, BXs, wlUy) — g(Ax, BX1, wlUy) +n(X2)g( X1, ¢Uh)
—n(X1)g(Xz, ¢Uy)

veE

9([X1, Xa],wpls) = g(Ax, BXs, wls) — g(Ax, BX1,wUs) + 1(X2)g(X1, pUz)

— n(X1)g(Xz, ¢Uz)

olmasidir.
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Ispat. X;, X, € I'((¢ekm,)*) ve Uy € I'(D;) igin Teorem 3.6 daki ifadede (¢ekm, )t =
wD; ® wDy ® {£} esitligi dikkate alindi§inda

sin® 019 ([X1, Xo] , Un) = —g ([X1, X3 ,wely) + g (Ax, BX,, wl)
— 9 (Ax, BX1,wlUi) + n(X2)g (X1, 0Ur) — n(X1)g (X2, ¢Us)

esitligi elde edilir. (gekm, )t in integrallenebilirlii goz oniinde alindi§inda ilk denklem elde
edilmis olur. X, X, € I'((¢ekm,)") ve U, € I'(Dy) icin benzer islemler uygulandiginda

ikinci denklem elde edilerek ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 3.8. 7, (N, ¢,&,n, g) Sasakian manifoldundan (B, ¢’) Riemann manifolduna bir kon-
form bi-slant submersiyon olsun. (¢ekm,)"

yeter sart X, X, € I' ((¢ekm,) ™), Uy € I'(Dy) ve U, € I' (D,) olmak iizere

in tamamen jeodezik foliasyon olmasi icin gerek ve

A2 (Vi X, Tawiply) = A"2¢ (Vg 10 Xy, muwlUy )

+ g(gradln X\, X1)g(Xo, wply)
+ g(gradln )\, X3)g(X1,wely)
+ sin® 011(X2)g (X1, ¢U1)

— g(X1, Xo)g(gradln A\, welUy)
+ g9(Ax, BX5,wlU)

— g(gradln A, CX5)g(X1,wl)
+ g(X1,CX3)g(gradln A, wl)

Ve

A2G (Vi . Xo, mwplUs) = A 2¢ (Vy, mC Xo, mwls)
+ g(gradln \, X1)g(Xa, wpUs)
+ g(gradln X\, X5)g(Xy,weUs)
+ sin? 03n(X2)g (X1, ¢Us)
— g(X1, X2)g(gradln A\, wels)
+ g(Ax, BXs,wl,)
— g(gradln A, CX5)g(X1,wls)
+ g(X;,CX3)g(gradln X\, wlUs)
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esitlikleri saglanir.

Ispat. X1, X, € I ((gekw*)l) ve Uy € I'(Dy) olsun. O halde (2.32), (2.33) ve (3.2) esitlikleri

kullanilarak

9(Vx, X2, U1) = g(6V x, X2, 0Un)

9(Vx,0Xz — (X1, X2)§ + n(X2) X1, ¢Un)

9(Vx,0X2, 9Uy) 4 n(X2)g(X1, oUh)
(
(

g VX1¢X27SDU1) +9(VX1¢X2,WU1) +77(X2)9(X17¢U1)
9OV x,0Xa, 0pUr) + 9(Vx,0Xa, wU1) + n(X2)9(X1, ¢Uh)

elde edilir. (3.2) esitligi kullanildiginda

9(Vx, Xo,U1) = g(¢Vx,0X2,@*U1) + g(¢V x, 0 Xo, woUh) + g(Vx,0Xa, wl)
+ n(X2)g(X1, oUL)

bulunur. (3.4) esitligi, son esitlige uygulandiginda

9(Vx, Xo,Uy) = cos? 019(Vx, X2, Up) + cos? 01n(X2)g(0 X1, Uy)
+ g(dV x, 0 Xo, wply) + g(Vx, 0 Xo, wUy) + n(Xa)g( X1, oUs)

elde edilir. Burada (2.15) ve (2.25) esitlikleri kullanilir ise

SiIl2 91g(VX1X2, U1) = —g(HleXQ,WQOUl) + g(AXlBXQ,wUl)
+ g(HVXICXQ,wUl) + SiIl2 an(Xg)g(Xl, QZSU1)

bulunur ve Lemma 2.55 den yararlanilarak

sin 019(Vyx, Xo, U1) = —A7°¢ (VE, T Xo, mweUs) + A 72¢ (V, m.C Xo, mwl)
gradIn X, X1)g(Xa, welUy) + sin® 0119(X5)g (X1, ¢Uy)

Q@ Y

+9( )
+ g(gradin \, X5)g(X 1, welU) + g(Ax, BXs, wU)
— g(X1, X3)g(gradln \,wpUy)
— g(gradln A\, CX5)g(X1,wlU;)
)

g
+ g(X1,CX3)g(gradIn A\, wlU;
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elde edilir. (¢ekm,)* in tamamen jeodezik oldugu dikkate alinarak teoremdeki ilk denklem
elde edilir. ikinci denklem ise Xy, X, € I'((¢ekm,)") ve U, € I' (D) igin benzer islemler

yapildiginda ispat tamamlanmais olur.

Sonug 3.9. 7, (N, ¢,&,n,g) Sasakian manifoldundan (B, ¢') Riemann manifolduna bir kon-
form bi-slant submersiyon ve (¢ekm, )t = wD; ®wD, & {£} olsun. O halde, (¢ekr, )" in tama-
men jeodezik foliasyon olmasi icin gerek ve yeter sart X1, Xy € I" ((¢ekm,)"), Uy € T (Dy)
ve Uy € I' (Ds) igin

A2 ( M Xo, mwpl) = g(Ax, BXs, wUi) + g (gradIn X, X1) g (Xa, weUy)
+ g (gradin X\, X3) g (X1, wpU;)
+ sin? 0,11(X2) (X1, Uy )
— g(X1, X2)g(gradinA, wplU;)

ve
A2 ( %, T Xo, Twels) = g(Ax, BXs, wlUs) + g (gradln A, X1) g (Xa, weUs)
+ g (gradin X, X3) g (X1, wplUs)
+ sin® o1 (X2)g( X1, ¢Us)
— 9(X1, X2)g(gradin, welUs)
olur.

ispat. X1, X, € I'((¢cekm,)") ve Uy € I'(Dy) i¢in Teorem 3.8 deki ifadede (cekr, )t =
wD; @ wDy ® {£} esitligi dikkate alindiginda

sin?019(Vx, Xo, U1) = —g(Vx, Xa, woUy) + g(Ax, BXs,wlU)
+ sin® 01n(X2)g( X1, oUy)
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elde edilir. Lemma 2.55 den

sin?019(Vx, Xo, Up) = =X "2¢/( %, X2, mwelUy)
+ g(gradin X\, X1)g(Xo, wol;) + sin 011(X5)g (X1, ¢U)
+ g(gradln \, X5)g( X1, wplUs) + g(Ax, BXs, wl)
— g(X1, X2)g(gradln A\, wply)

bulunur. (¢ekm, )"t in tamamen jeodezik oldugu dikkate alinarak teoremdeki ilk denklem elde
edilir. ikinci denklem ise Xy, X5 € I" ((¢ekm,)™) ve U, € I'(D,) igin benzer islemler uygula-

narak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.10. 7, (N, ¢, &, n, g) Sasakian manifoldundan (B, ¢') Riemann manifolduna bir kon-
form bi-slant submersiyon olsun. (¢ek,) in tamamen jeodezik foliasyon olmasi i¢in gerek ve

yeter sart Uy, Uy € I (¢ekm,) ve X, € I'((¢ekm,)t) icin

A2 ( v, Mewln, m X1) = (cos? 01 — cos® 02)g(Tir, X1, QUs) + g(Tur, X1, wpls)
+ g([U,wls), BX1) + g (gradIn \,wU;) g (wUs, X1)
— g(Auv, U1, X1) + g(gradln A, wUs)g (wUy, X7)
— g (wUy,wls) g (gradIn A, X7)

dir.
Ispat. Uy, U, € I (¢ekn,) ve X, € I'((¢ekm,)*) olsun. O halde,

9(Vi,Us, X1) = —g(Vi, X1, Us)

= —9(¢VU1X17¢U2>

olur. (2.32) ve (2.33) esitliklerinden

9(Vu, Uz, X1) = —g(Vy, 0 X1 — g(Ur, X1)§ +n(X1)Us, ¢Us)
= —9(Vu,0X1, 9Us) — n(X1)g(Uy, 9Uz)
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elde edilir. Burada, U, = U, + wU, ifadesi kullanilir ise

9(Vu, Uz, X1) = —g(Vy,0X1, oUs) — g(Vy, 0 X1, wUs) — n(X1)g (Ur, ¢Us)
= —g9(oVu, 0 X1, ppUs) — g(Vi, 0 X1, wlUs) — n(X1)g (Ur, ¢Us)

bulunur ve esitlik diizenlenir ise

9(Vi,Us, X1) = —g(Vi, 0° X1 — g(Ur, 0 X1)€ — n(U1) 9 X1, dpUs)
— 9(Vu, 0 X1, wls) — n(X1)g (Us, ¢Us)
= —9(Vu, 0’ X1, ¢pUs) — g(Vi, ¢ X1, wls) — n(X1)g (Ur, oUs)

bulunur ve (2.22) esitligi uygulandiginda

9(Vu, Uz, X1) = —g(Vu, Xy, ¢pUs) — n(X1)g (Vi &, dpUz) — g(Vi, 9 X1, wUz)
—n(X1)g (Ur, ¢Us)

olur. Burada V;, £ = —¢U, esitliginden yararlanilarak

9V, Uz, X1) = g(Vu, Xq, pUs) — (Vi ¢ X1, wU>)
= g(VUle, 902U2) + g(VUle,wgoUg) - g(vU1¢X1aWU2)

elde edilir. U = PU, + QU5 ve (3.4) esitlikleri kullanildiginda

9(Vp,Us, X1) = cos® 019 (Vy, X1, PUs) — cos® Oag (Vi X1, QUs)
+ g (VlelanOUQ) —4g (VUl(le,WUQ)

veya

sin” 019(Vy, Uz, X1) = (cos® 1 — cos® 02) g (Vu, X1, QUs) + g (Vu, X1, wels)
— g (VUlBX]_,(JJUZ) — g (VUICXl,UJUQ)
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olur. Lemma 2.55 den yararlamildiginda

sin® 01 g(V, Uz, X1) = —A"2¢ (VI mwlUy, m.X1)
+ (cos? 0y — cos? 02)g(Vy, X1, QUs) + g(Vy, X1, wpls)
+ 9([Ur, wls], BX1) = g(Vuu,Ur, X1)
+ g (gradin \,wl) g (WU, X71)
+ g(gradin \,wUs)g (wUy, X71)
— g (WU, wls) g (gradIn A, X7)

bulunur. Burada, (2.13) ve (2.14) esitlikleri kullanilir ise

sin® 019(Vy, Uz, X1) = —A"2¢ (Vi mwlUy, m.X7)
+ (cos? 0, — cos? 02)g(Tr, X1, QUs) + g(To, X1, wUs)
+ g([Uy,wls), BX1) — g(Auu,0Us, X1)
+ g (gradln A\, wUy) g (wUs, X7)
+ g(gradln \,wUs)g (wUy, X7)
— g (wUy,wls) g (gradln A, X7)

olup istenilen denklem elde edilerek ispat tamamlanmisg olur.

Teorem 3.11. 7, (N, ¢, £, n, g) Sasakian manifoldundan (B, ¢’) Riemann manifolduna bir kon-
form bi-slant submersiyon olsun. 7 nin tamamen jeodezik doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Uy, Uy € I'(¢ekm,) ve X1, Xy € I'((¢ekm,)t) igin

A2 (Vr(Ur,welh), m.X1) = (cos® 01 — cos® 02) g (Ti, QUa, X1)
- g (7711(*)(]27 BXI) + )\_29/ (V?T*(Ul, WUQ), F*CXl)

ve

Ng (Vi mwlU, m.CXo) = —g (Ax, U, CXs) — g (VV x, 90Uy, BX>)
— g (Ax,wUi, BXs) + g (gradIn A\,wUi) g (X1, CX5)
— g (Uy, 0 X1)n(Xs) — g (Xq,wlU1) g (gradIn A, CX5)

esitlikleri saglanir.
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Ispat. U;, U, € I'(cekm,) ve X; € I'((¢ekm,)*) olmak iizere

)\_Qg/ (Vﬂ‘*(Uh Ug), 7T*X1) =—g (VU1U27X1)
= —g (gbVUlUg,ngl) - U(VU1U2)77(X1)
= —g (6V1, Uz, ¢ X1) — g (U, 9UL) 7(X1)

olur. (2.32), (2.33) ve (2.35) esitlikleri bu son esitlige uygulanir ise

A72G (Vi (U, Us), mX1) = —g (Vi ¢Us — g(Ur, Us)& + n(Us) U, $X1)
— g (U2, ¢U1) n(X1)
= —g (Vu,¢Us, ¢X1) — g (U, ¢U1) (X))

bulunur. Burada (3.2) esitligi kullanilir ise

A2 (Vr (U, Us), mX1) = —g (Vi oUs, 0 X1) — g (Vi,wUs, $X7)
3 9(U2,¢U1) 77(X1)

elde edilir ve (2.28) esitliginden yararlanilarak

A2y (Vr Uy, Uz), m.X1) = —g (¢Vu,0Us, ¢° X1) — (Vi 0Uz)n(oUs)
— g (Vi,wUs, ¢X1) — g (Us, 9U1) n(X1)

dir. (2.25) ve (2.22) esitliklerinden

A2 (V. (Uy, Us), X)) = —g(6Vu,9Us, X1) — g (Vi,wUs, 9X))
— g (U2, 9Ur) n(X1)
=g (VU1¢2U2,X1) + (Vy,weUs, X7)
— g (Vi,wls, $X1)

elde edilir. U; = PU, + QU5 ve (3.4) esitlikleri gbz 6niine alinir ise

)\_29/ (V?T*(Ul, UQ), 7T*X1) = — COS2 019 (le UQ, Xl)
+ (cos? 0, — cos® 03)g (Vi, QUz, X1)

+ g (Vu,welUs, X1) — g (Vy,wUs, 9 X1)
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olup esitlik diizenlenirse

sin? 0\ 2¢ (Vr, (U, Uy), 1, X,) = <0082 6, — cos? 92) g (Vy,QUsy, Xy)
+ g (Vo,welUs, X1) — g (Vy,wUs, 9.X4)

elde edilir. (2.12) ve (2.13) esitlikleri ile Lemma 2.55 den yararlanilarak

sin? 0\ 2¢ (Vr, (U, Uy), m,.X,) = (C082 0, — cos> 92) g (To, QU3 X4)
—4g (72716‘)1]27 BXI)
- )‘729/ (Vﬂ'*(Ula WSOUQ)a 7T>l<)(1)
+ A2 (V. (Uy, wls), 7, CX1)

elde edilip ilk denklemin ispati tamamlanir. ikinci denklem ise U; € I'(¢ekm,) ve X, Xo €
I'((gekm,)?t) igin

A 2g (Vr, (U, X1), mXs) = —g (Vi, X1, Xo)
= —9(¢Vx, U1, 0Xs) = n(Vx,U)n(X>)
= —9 (Vx,0U1 — g(X1, U1)§ + n(U1) X1, 9X5)
— g (U1, 0X1) n(Xz)
= —9 (Vx,0U1,0X2) — g (Vx,wU1, 9X3)
— g (U1, 0X1) n(X3)

bulunur. (2.14) ve (2.15) esitlikleri ile Lemma 2.55 den yararlanilarak

A2 (Vr, (U, X1), 7. Xs) = —g (Ax,0U1, CX3) — g (VVx,0U1, BX5)
— g(Ax,wlUi, BX5) — X¢ (Vi mwlUy, m.CX5)
+ g (gradln \,wlU;) g (X1, CXs)
— g (X1, wlU1) g (gradin A, CX3) — g (Ur, 9X1) n(X>)

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.12. 7, (N, ¢, &, n, g) Sasakian manifoldundan (B, ¢') Riemann manifolduna bir kon-
form bi-slant submersiyon ve (¢ekm, )t = wD; ® wDs & {£} olsun. O halde, 7 nin tamamen

jeodezik doniisiim olmast igin gerek ve yeter sart Uy, U, € I'(¢ekr,) ve X1, Xy € I'((¢ekm,)t)
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icin

A_Qg'(Vﬂ*(Ul,wgoUg),ﬂ*Xl) = (COS2 0, — cos® 02)g (T, QUs, X1) — g(Ty,wUs, BX7)

Ve

9(Ax,wUi, BX;) = —g(VVx,0U, BX3) — g(Uy, 9X1)n(X>)

dir.

Ispat. U, U, € I'(¢ekn,) ve X| € I'((¢ekm,)™ ) igin Teorem 3.11 deki ifadede (gek,)* =

wD; & wDy & {£} esitligi goz Oniine alindig1 zaman

SiIl2 91)\_2gl (V’TF*<U1, UQ),?T*Xl) = (COS2 91 — COS2 ‘92) g (VUlQUQ,Xl)
+9g (vUﬂ"jngQ’Xl) -9 (VU1WU27 ¢X1)

bulunur. Burada, (2.14) ve (2.15) esitlikleri ile Lemma 2.55 den yararlanilarak

sin? O\ 2g (Vr, (Uy, Uy), . X1) = (cos2 0, — cos? 92) g (T, QUs, X1)

-9 (7;]10‘-)(]27 BXl) - )\_29/ (Vﬂ—*(Ul,wgDUQ), 7T*X]_)

elde edilir ve 7 nin tamamen jeodezik doniisiim olmasi ile ilk denklemin ispati tamamlanmig

olur. Benzer islemler U; € I'(¢ekn,) ve X1, Xy € I'((¢ekm,)t) icin uygulandig1 zaman ikinci

denklem elde edilerek ispat tamamlanmis olur.
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