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ÖZGEÇMİŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

v
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Bu tezde, hemen hemen kontakt metrik manifoldlardan Riemann manifoldlarına konform bi-slant

submersiyonlar çalışıldı. Bu çalışma için gerekli temel tanım ve kavramlar verilerek submer-

siyon üzerindeki distribüsyonların tamamen jeodezik olma durumları, integrallenebilirliği ve

submersiyonun tamamen jeodezik olma durumları incelendi.
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Anahtar Kelimeler: Riemann submersiyon, konform submersiyon, hemen hemen kontakt
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1. GİRİŞ

Manifoldlar teorisi, diferensiyel geometrinin en önemli çalışma alanlarından birisidir. Ök-

lidyen uzayda eğriler ve yüzeyler üzerine olan çalışmalar geometrinin ilk günlerinden itibaren

çalışılmasına rağmen bugün ele alınan diferensiyel geometri ve manifold kavramı oluşmasına

ön ayak olacak şekilde ortaya konan ilk çalışma Gauss’a aittir. Gauss, bugün Gauss eğril-

iği olarak adlandırılan bir ölçüyü keşfetmesiyle 2-boyutlu soyut manifoldların keşfine yol açtı.

Çığır açan ikinci çalışma ise Riemann’a aittir. Riemann, manifold kavramını Öklidyen uza-

ydaki (en kısa) uzaklık ölçme bağıntısını genelleştirerek üzerinde çeşitli işlemlerin yapıldığı,

koordinatların değiştirildiği n-boyutlu nokta kümesi olarak tanımladı.

Manifold, her bir noktasının komşuluğunda topolojik olarak reel açık birim küreye özdeş olan

bir topolojik uzaydır. Manifoldlar teorisinde bir manifoldun geometrisi incelenir iken kullanılan

metotlardan birisi, diğer manifolda uygun bir dönüşüm tanımlamaktır. Bu yöntemde dönüşüm

ile diğer manifoldun özelliklerinden yararlanılarak ele alınan manifoldun geometrisi incelenir.

Manifoldlar arasındaki en temel dönüşüm izometrik immersiyon dönüşümüdür. Gauss’un yü-

zeyler üzerinde yaptığı çalışmaları ile başlayan izometrik immersiyonlar, üç boyutlu Öklidyen

uzayda ek boyutu 1 olan yüzeylerdir ve ek boyutu 1’den büyük olması durumunda ise altmani-

fold olarak isimlendirilir. 1950 ve 1960’lı yıllarda altmanifoldlar konusu üzerinde yoğun bir

şekilde çalışılmıştır ve bu çalışmalar Chen [13] tarafından 1973 yılında bir kitapta toplandı.

İzometrik immersiyonların submersiyonlardaki karşılığı olan Riemann submersiyonlar 1960’

larda O’Neill [3] ve Gray [2] tarafından birbirinden bağlantısız olarak tanımlandı. Buna bağlı

olarak (N, g) ve (B, g′) Riemann manifoldlar ve π : N → B bir submersiyon olmak üzere

eğer (çekπ∗)⊥ üzerinde π∗ bir izometri oluyor ise π dönüşümüne bir Riemann submersiyon adı

verilir. Bu tanım sonucunda, her X1, X2 yatay vektör alanları için

g(X1, X2) = g′(π∗(X1), π∗(X2))

elde edilir. Riemann submersiyonlar türevlenebilir yapılarla donatılmış Riemann manifold-

larının geometrisinin incelenmesinde ve manifoldları karşılaştırmada çok kullanışlı dönüşüm-

lerdir. Ayrıca, bu dönüşümler diferensiyel geometride önemli olduğu kadar Yang-Mills teorisi

([23], [12]), Kaluze-Klein teorisi ([39], [24]), robotik teori [14], süper yerçekimi ve süper sicim
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teorileri ([40], [32]) gibi uygulamalar nedeniyle fizikte de önemli bir yer almaktadır. Hemen

hemen kontakt tipli Riemann manifoldlar arasındaki submersiyonlarla ilgili yapılan ilk çalış-

malardan biri Chinea [16] tarafından yapılmıştır: Bu çalışmada total uzay, lifler ve baz uzaylar

arasındaki diferensiyel geometrik özellikleri elde etti. Watson hemen hemen kompleks man-

ifoldlar arasındaki hemen hemen Hermityen submersiyonlar kavramını [11]’te tanımlayarak

submersiyonun total manifoldunun hemen hemen kompleks yapısı altında dikey ve yatay dist-

ribüsyonun invaryant olduğunu gösterdi. Ayrıca, Şahin hemen hemen Hermityen manifoldlar-

dan anti-invaryant Riemann submersiyonları tanıttı ve hemen hemen Hermityen manifoldun-

dan bir Riemann manifolduna slant submersiyonlar üzerinde çalıştı, ([7], [9]). Daha sonra bu

konuyla ilgili birçok çalışma yapılmıştır (bkz [8], [15], [21]).

Riemann submersiyonların genişletilmişi olan konform Riemann submersiyonlar Gundmund-

son tarafından doktora tezinde çalışıldı ve harmonik morfizm olma durumları elde edildi, [37].

Elde edilen bu durumlar, Burel [22] tarafından kontakt manifoldlara uygulandı. Daha sonralarda

konform submersiyonlar üzerine Akyol ve Şahin hemen hemen Hermityen manifoldlardan Rie-

mann manifoldlarına konform anti-invaryant [27], semi-invaryant [28] ve slant submersiyonlar

[29] üzerinde çalıştı. Gündüzalp ve Akyol kosimplektik manifoldlarda konform slant submer-

siyonlar [42] ve konform anti-invaryant ξ⊥-submersiyonları [30] tanımladı. Submersiyonlar

konusu son zamanlarda diferensiyel geometrinin en aktif çalışma alanlarından birisidir.

Bu tezde, hemen hemen kontakt metrik manifoldlardan Riemann manifoldlarına konform

bi-slant submersiyonlar çalışılmıştır. İkinci bölümde, tezin devam eden bölümlerinde kullanıla-

cak olan temel tanım ve teoremler sunuldu. Bunlar; Riemann manifoldlar, vektör demetleri

ve distribüsyonlar, Riemann submersiyonlar ve konform submersiyonlar, hemen hemen kon-

takt metrik manifoldlar olarak sıralanabilir. Tezin orijinal bölümü üçüncü bölümdür. Üçüncü

bölümde, submersiyon üzerindeki distribüsyonların tamamen jeodezik olma durumları, integral-

lenebilirliği incelenmektedir. Bunun yanı sıra bu submersiyonun tamamen jeodezik olma du-

rumlarıyla ilgili bazı karakterizasyonlar da araştırılmaktadır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm dört alt bölümden oluşmaktadır. Birinci alt bölümde, Riemann manifoldlar hakkın-

da temel kavramlar ifade edilmektedir. İkinci alt bölümde, vektör demetleri ve distribüsyon-

lar incelenmektedir. Üçüncü alt bölümde, Riemann submersiyonlar ve bu submersiyonların

genelleştirilmişi olan konform submersiyonlar ile ilgili temel kavramlar incelenerek temel özel-

likleri verilmektedir. Son bölümde ise hemen hemen kontakt metrik manifoldlar sunulmaktadır.

2.1. Riemann Manifoldlar

Tanım 2.1. N , n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve g, N manifoldu üzerinde (0, 2)

mertebeli bir tensör alanı olsun. O halde, N manifoldu üzerinde U1, U2 vektör alanları için

i) g(U1, U2) = g(U2, U1)

ii) g(U1, U1) > 0 ve g(U1, U1) = 0⇔ U1 = 0,

özellikleri sağlanıyor ise g ye Riemann metriği adı verilir ve (N, g) ikilisi ise Riemann manifold

olarak adlandırılır, [25].

Teorem 2.2. N , n-boyutlu bir Riemann manifold ve {u1, u2, . . . , un}, N manifoldu üzerinde

tanımlı lokal koordinat sistemi verilsin. O halde, N üzerinde tanımlı metrik tensör

〈, 〉 =
n∑

i,j=1

gijdui ⊗ duj

şeklinde ifade edilir, [36].

Tanım 2.3. N bir Riemann manifold ve g, N üzerinde bir Riemann metriği olmak üzere Up ∈

TpN tanjant vektörünün normu (uzunluğu)

‖ Up ‖=
√
gp(U,U)

reel sayısı ile tanımlanır, [38].
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Tanım 2.4. N bir Riemann manifold ve g, N üzerinde tanımlı metrik tensör olsun. Sıfırdan

farklı iki U1, U2 ∈ TpN tanjant vektörleri arasındaki açı θ olmak üzere

g(U1, U2) =‖ U1 ‖‖ U2 ‖ cos θ

şeklinde ifade edilir. Burada θ açısının [0, π] kapalı aralığında olduğu Cauchy-Schwarz eşitsiz-

liği

|g(U1, U2)| ≤‖ U1 ‖‖ U2 ‖

ile görülmektedir, [20].

Tanım 2.5. N manifoldu üzerinde U1, U2 vektör alanları ve h ∈ C∞(N,R) fonksiyonu veril-

sin.

[, ] : χ(N)× χ(N)→ χ(N)

[U1, U2]h = U1(U2h)− U2(U1h)

şeklinde tanımlanan [, ] ifadesine Lie (parantez) operatörü adı verilir. h1, h2 ∈ C∞(N) ve N

manifoldu üzerinde tanımlı U1, U2, U3 vektör alanları için bu operatör aşağıda verilen özellikleri

sağlar, [36]:

i) [U1, U2] = −[U2, U1],

ii) [a1U1 + a2U2, U3] = a1[U1, U3] + a2[U2, U3], a1, a2 ∈ R,

iii) [[U1, U2], U3] + [[U2, U3], U1] + [[U3, U1], U2] = 0 (Jacobi özdeşliği),

iv) [h1U1, h2U2] = h1h2[U1, U2] + h1(U1h2)U2 − h2(U2h1)U1.

Tanım 2.6. (N, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve N manifoldu üzerinde U, V vektör

alanları verilsin. N manifoldu üzerindeki her p noktası için

Up = (u1, . . . , un)|p ∈ TpN

şeklinde ifade edilir. 1 ≤ i ≤ n olmak üzere vi : N → R koordinat fonksiyonları C∞

sınıfından, yani vi ∈ C∞(N,R) ise Vp = (v1, . . . , vn)|p şeklinde tanımlı vektör alanı C∞

sınıfındandır denir. O halde V nin U ya göre kovaryant türevi

∇UV = (Up[v1], . . . , Up[vn])
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ile tanımlanır ve∇UV şeklinde gösterilir, [36].

Tanım 2.7. N bir diferensiyellenebilir manifold ve N manifoldu üzerindeki vektör alanlarının

uzayı χ(N) olmak üzere

∇ : χ(N)× χ(N) → χ(N)

fonksiyonu aşağıda verilen özellikleri sağlıyorsa ∇, N manifoldu üzerinde tanımlı bir afin

konneksiyon olarak adlandırılır, [36]:

i) ∇U1+U2U3 = ∇U1U3 +∇U2U3,

ii) ∇U1(U2 + U3) = ∇U1U2 +∇U1U3,

iii) ∇hU1U2 = h∇U1U2,

iv) ∇U1(hU2) = U1[h]U2 + h∇U1U2, ∀h ∈ C∞(N).

Tanım 2.8. N bir manifold veN üzerinde tanımlı konneksiyon∇ olsun. N manifoldu üzerinde

vektör alanlarının uzayı Γ (TN) olmak üzere

T : Γ (TN)× Γ (TN) → Γ (TN)

(U1, U2) → T (U1, U2) = ∇U1U2 −∇U2U1 − [U1, U2]

şeklinde ifade edilen vektör değerli tensöre N manifoldu üzerinde tanımlı ∇ konneksiyonun

torsiyon tensörü adı verilir, [19].

Tanım 2.9. N bir manifold ve T , N manifoldu üzerinde tanımlı ∇ konneksiyonunun torsiyon

tensörü olmak üzere T = 0 oluyor ise ∇ konneksiyonuna simetrik veya sıfır torsiyonludur

denir, [19].

Tanım 2.10. N bir Riemann manifold ve N manifoldu üzerinde tanımlı bir lineer konneksiyon

∇ olmak üzere ∇ konneksiyonu aşağıda verilen özelliklere sahip ise Riemann konneksiyon

veya Levi-Civita konneksiyonu olarak adlandırılır. N manifoldu üzerinde her U1, U2, U3 vektör

alanı için

i) [U1, U2] = ∇U1U2 −∇U2U1,

ii) U1g(U2, U3) = g(∇U1U2, U3) + g(U2,∇U1U3)

5



eşitlikleri sağlanır, [4].

Bu şekilde ifade edilen ∇ Riemann konneksiyonu, N manifoldu üzerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu şeklinde ayrıca tanımlanır. N üzerindeki bir Levi-Civita konneksiyonu,

2g(∇U1U2, U3) = U1g(U2, U3) + U2g(U3, U1)− U3g(U1, U2)

+ g(U3, [U1, U2]) + g(U2, [U3, U1])− g(U1, [U2, U3])

Koszul eşitliği ile tanımlanır.

Tanım 2.11. N ve B sırası ile n1 ve n2 boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold ve

π : N → B

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olmak üzere p ∈ N ve Up ∈ TpN için

(π∗)p : TpN → Tπ(p)B

Up → (π∗)p(Up) = (Up[π1], . . . , Up[πn2 ])π(p)

ile tanımlanan dönüşüm türev dönüşümü olarak adlandırılır, [9].

Tanım 2.12. (N, g) ve (B, g′) Riemann manifoldları ve

π : N → B

diferensiyellenebilir dönüşümü verilsin. N manifoldu üzerinde herhangi bir p noktası için

U1, U2 ∈ TpN olmak üzere

g(U1, U2) = g′(π∗(U1), π∗(U2)) (2.1)

eşitliği sağlanıyor (metrik tensörler korunuyor) ise π ye N den B ye bir izometri adı verilir,

[36].

Önerme 2.13. N ve B diferensiyellenebilir manifoldlar ve π : N → B diferensiyellenebilir

bir dönüşüm ise π∗ dönüşümü lineerdir, [10].
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Önerme 2.14. π : N → B, N veB diferensiyellenebilir manifoldlar arasında birC∞ dönüşüm

olsun. U1, U2 ve U ′1, U
′
2 sırası ile N ve B manifoldları üzerinde

dπ(U1) = U ′1 ve dπ(U2) = U ′2

yani, N manifoldu üzerinde her p noktası için

dπp(U1p) = U ′1π(p) ve dπp(U2p) = U ′2π(p)

eşitliklerini sağlayan vektör alanları verilsin. O halde,

dπ([U1, U2]) = [U ′1, U
′
2] ◦ π

dir, [31].

Tanım 2.15. π : N → B bir C∞ dönüşümü için (π∗)p(TpN) nin boyutu r oluyor ise π

dönüşümünün rankı r dir denir, [25].

Önerme 2.16. N ve B sırası ile n1 ve n2 boyutlu Riemann manifoldlar ve

π : N → B

bir C∞ dönüşüm olsun. Her p ∈ N noktası için rank(π∗)p = boyN = n1 oluyor ise (π∗)p

birebirdir, [25].

Tanım 2.17. N ve B diferensiyellenebilir manifoldlar olsun.

π : N → B

bir diferensiyellenebilir dönüşüm ve σ, B üzerinde tanımlı bir r-form olsun.

π∗p : TpN → Tπ(p)B

türev dönüşümü Up ∈ TpN için

π∗ : Tπ(p)B
∗ → TpN

∗

π∗(σπ(p))(Up) = σπ(p)(π∗(Up))

7



şeklinde tanımlanan dönüşüme pullback (geri çağırma, geri çekim) dönüşüm adı verilir, [10].

Önerme 2.18. N ve B birer Riemann manifold ve π : N → B diferensiyellenebilir bir

dönüşüm olmak üzere her U1, U2 vektör alanı için π dönüşümünün 2. temel formu şu şekilde

tanımlanır:

(∇π∗)(U1, U2) = ∇π
U1
π∗(U2)− π∗(∇B

U1
U2). (2.2)

Buradaki∇π pullback konneksiyondur ve∇π∗, 2. temel formu simetriktir, [34].

Lemma 2.19. N veB birer Riemann manifold ve π : N → B diferensiyellenebilir bir dönüşüm

olmak üzere U1, U2 vektör alanları için

∇π
U1
π∗(U2)−∇π

U2
π∗(U1)− π∗([U1, U2]) = 0

dır, [30].

Tanım 2.20. N ve B Riemann manifoldları arasında π : N → B bir Riemann submersiyonu

verilsin. N manifoldu üzerindeki U1, U2 vektör alanları için

(∇π∗)(U1, U2) = 0 (2.3)

oluyor ise π ye total geodezik dönüşüm adı verilir, [36].

2.2. Vektör Demetleri ve Distribüsyonlar

Tanım 2.21. E1, E2, F birer C∞ manifold ve π : E1 → E2 bir C∞ dönüşüm olmak üzere E2

manifoldunun bir açık örtüsü I indis kümesi için {Uα}α∈I olmak üzere

(π ◦ ψα)(u, v) = u, u ∈ Uα, v ∈ F

sağlayacak şekilde

ψα : Uα × F → π−1(Uα)

diffeomorfizmlerinin bir {ψα}α∈I ailesi var ise π dönüşümü, F manifolduna göre lokal çarpım

özelliğine sahiptir denir. Ayrıca, D = {(Uα, ψα)}α∈I sistemi π dönüşümünün lokal ayrışması

olarak adlandırılır, [5].
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Lokal çarpım özelliğine sahip π : E1 → E2, C∞ dönüşümü için ζ = (E1, π, E2, F ) dörtlüsü

bir diferensiyellenebilir lif demeti olarak adlandırılır, [36].

ζ = (E1, π, E2, F ) lif demetinde E1 total uzay, E2 baz (taban) uzay, F lif modeli ve π

dönüşümü ise projeksiyon (fibrasyon, izdüşüm) olarak tanımlanır, [5].

Tanım 2.22. π : E1 → E2 bir lif demeti verilsin. E2 manifoldu üzerindeki her u noktası için

π−1(u) = Fu = {p ∈ E1 | π(p) = u}

kümesine u noktası üzerinde bir lif adı verilir ve tüm Fu liflerinin ayrık birleşimi ise E1 total

uzayını verir, [41].

Tanım 2.23. ζ = (E1, π, E2, F ) diferensiyellenebilir bir lif demeti olmak üzere π dönüşümünün

D lokal ayrışmasına ζ lif demetinin lokal koordinat temsilcisi adı verilir, [41].

ζ = (E1, π, E2, F ) lif demetininD = {(Uα, ψα)}α∈I lokal koordinat temsilcisi ele alındığında

∀u ∈ Uα için

ψα,u : F → Fu

dönüşümü v ∈ F için

ψα,u(v) = ψα(u, v)

şeklinde tanımlanır ise ψα lar diffeomorfizm oldukları için ψα,u de birebir, örten diffeomor-

fizmdir.

Tanım 2.24. ζ = (E1, π, E2, F ) şeklinde diferensiyellenebilir bir lif demeti verilsin. Her u ∈

E2 için aşağıda verilen özellikler sağlanıyor ise ζ ya bir vektör demeti adı verilir, [41]:

i) F ve Fu lifleri K cismi üzerinde tanımlı bir vektör uzayı belirtir.

ii) ζ lif demetinin bir D = {(Uα, ψα)}α∈I lokal koordinat temsilcisi var ise ψα,u : F → Fu

dönüşümleri lineer izomorfizmdir.

Tanım 2.25. π : E1 → E2 diferensiyellenebilir lif demeti verilsin. O halde

π ◦ S = I (I, birim dönüşüm)
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sağlayacak şekilde

S : E2 → E1

diferensiyellenebilir dönüşümüne lif demetinin kesiti adı verilir ve Γ (E1) şeklinde gösterilir,

[5].

Tanım 2.26. E1 bir vektör demeti olmak üzere E2 manifoldu üzerinde her p noktası için TpE2

tanjant uzayına bir Up vektörünü taşıyan dönüşüme vektör demetinin kesiti adı verilir ve E1 in

Γ (E1) kesitlerinin uzayı K cismi üzerinde bir vektör uzayı belirtir, [41].

N , n-boyutlu bir manifold olmak üzere herhangi bir u ∈ N noktası için

D : N → TuN

u → Du ⊂ TuN, boy(Du) = r

ile tanımlanan D dönüşümü bir r-boyutlu distribüsyon olarak adlandırılır.

U ∈ χ(N) ve u ∈ N için Uu ∈ Du oluyorsa U vektör alanı D distribüsyonuna aittir denir ve

U ∈ Γ (D) şeklinde ifade edilir, [36].

D, N manifoldu üzerinde tanımlı r-boyutlu bir distribüsyon olmak üzere ∀u ∈ N için

D distribüsyonuna ait r-tane diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör alanı mevcut ise D

distribüsyonuna diferensiyellenebilirdir denir, [36].

Tanım 2.27. N bir diferensiyellenebilir manifold, N manifoldu üzerinde tanımlı n-boyutlu bir

diferensiyellenebilir distribüsyon D ve N manifoldunun altmanifoldu B olsun. Eğer ∀u ∈ B

için B manifoldunun tanjant uzayı ile Du aynı oluyor ise B ye D nin integral manifoldu adı

verilir. Yani,

π : B → N

bir imbedding olmak üzere her u ∈ B noktası için

π∗(TuB) = Du

olur. Eğer D dışında B yi kapsayan bir başka integral manifoldu mevcut değil ise B mani-

folduna D distribüsyonunun bir maksimal integral manifoldu adı verilir, [41].

Tanım 2.28. N bir diferensiyellenebilir manifold ve N manifoldunun bir B altmanifoldu ve-

rilsin. D, N üzerinde tanımlı bir distribüsyon olmak üzere ∀u ∈ B için D distribüsyonunun
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u yu kapsayan bir maksimal integral manifoldu var ise D distribüsyonuna integrallenebilirdir

denir, [10].

Tanım 2.29. (N, g) bir Riemann manifoldu ve (N, g) üzerinde tanımlı bir lineer konneksiyon

∇ olmak üzere U1 ∈ Γ (TN), U2 ∈ Γ (D) için D distribüsyonunun paralelliği

∇U1U2 ∈ Γ (D)

şeklinde tanımlanır ve bu durumda, D distribüsyonu tamamen jeodezik bir foliasyon belirtir,

[26].

Önerme 2.30. N Riemann manifoldu D ve H ortogonal distribüsyonlarına sahip olmak üzere

D distribüsyonunun∇ konneksiyonuna göre paralel olması için gerek ve yeter şartH distribüs-

yonunun paralel olmasıdır, [5].

2.3. Riemann ve Konform Submersiyonlar

Bu bölümde, Riemann submersiyonlar ve onun daha genel bir durumu olan konformluk du-

rumu ile ilişkili birtakım temel tanım ve teoremler sunulmaktadır.

Tanım 2.31. (N, g) ve (B, g′) sırası ile n1 ve n2 boyutlu Riemann manifoldlar olmak üzere

π : N → B

örten diferensiyellenebilir dönüşümü için

rankπ∗u = boyB

ise π dönüşümüne u ∈ N noktasında bir submersiyon adı verilir. Her u ∈ N noktası için

π bir submersiyon oluyor ise π dönüşümü, N manifoldu üzerinde bir submersiyon olarak

adlandırılır, [31].

O halde, π submersiyonu için

rankπ∗u = boyB < boyN
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olur. B manifoldu üzerinde herhangi bir x noktası için Fx = π−1(x) üzerindeki lif N mani-

foldunun r = (n1 − n2)-boyutlu bir altmanifoldudur ve bu π−1(x) altmanifoldlarına submer-

siyonun lifleri adı verilir, [31].

Tanım 2.32. (N, g) ve (B, g′) Riemann manifoldlar ve

π : (N, g)→ (B, g′)

bir C∞ dönüşümü verilsin. N manifoldu üzerinde herhangi bir u noktası için

Vu = Vu(π) = çekπ∗u = {U ∈ TuN | π∗u(U) = 0} ⊂ TuN

ve

Hu = V⊥u ⊂ TuN

şeklinde tanımlı olsun. Vu uzayı π dönüşümünün u noktasındaki dikey uzayı olarak adlandırılır.

N manifoldu üzerinde tanımlı g metriğine göre Vu dikey uzayınınHu dik tümleyenine π dönüşü-

münün u noktasındaki yatay uzayı adı verilir, [36].

Böylelikle, u ∈ N noktasında N Riemann manifoldu

TuN = Vu ⊕Hu = Vu ⊕ (Vu)⊥

ortogonal ayrışıma sahip olur, [36].

Tanım 2.33. (N, g) ve (B, g′) Riemann manifoldları ve

π : N → B

birC∞ dönüşümü verilsin. u ∈ N noktasında TuN nin sırası ile Vu veHu alt uzaylarına karşılık

gelen

u→ Vu ve u→ Hu

dönüşümleri V = V(π) ve H = H(π) şeklinde ifade edilen C∞ distribüsyonlarını tanımlar

ve V , π dönüşümünün dikey distribüsyonu (dikey alt demeti); H ise π dönüşümünün yatay

distribüsyonu (yatay alt demeti) olarak adlandırılır, [26].
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Bu durumda N manifoldu üzerinde bir X vektör alanı yatay distribüsyona ait ise yatay vek-

tör alanı, dikey distribüsyona ait ise dikey vektör alanı şeklinde tanımlanır ve yatay vektör

alanlarının kümesi χH(N) veya Γ (H) ile dikey vektör alanlarının kümesi χV(N) veya Γ (V)

şeklinde gösterilir, [35].

Herhangi bir E ∈ χ(N) vektör alanına ait dikey ve yatay bileşenleri sırası ile VE ve HE

şeklinde ifade edilir, [35].

Tanım 2.34. (N, g) ve (B, g′) Riemann manifoldlar ve π : N → B bir C∞ dönüşüm olmak

üzere N manifoldu üzerinde izdüşürülebilir (projectable) vektör alanlarının uzayı olan χC(N)

nin her elemanı, N manifoldu üzerinde bir vektör alanı belirtipB manifoldu üzerinde bir vektör

alanına π-bağlıdır denir, [31].

Tanım 2.35. N ve B iki Riemann manifold olmak üzere N manifoldu üzerinde X vektör alanı

yatay ve B manifoldu üzerinde X ′ vektör alanına π-bağlı ise X e temel vektör alanı adı verilir

ve temel vektör alanlarının uzayı

χB(N) = χC(N) ∩ χH(N)

ile ifade edilir,[36].

Tanım 2.36. (N, g) ve (B, g′) Riemann manifoldları ve

π : N → B

bir C∞ submersiyonu verilsin. ∀u ∈ N için π∗u, yatay vektörlerin uzunluğu korunuyor ise π

ye Riemann submersiyon adı verilir.

O halde,

gu(X1, X2) = g
′

π(u)(π∗uX1, π∗uX2), X1, X2 ∈ Hu, u ∈ N (2.4)

olur. Bu durum, bir u ∈ N noktasında π∗ dönüşümü Hu yatay uzayından Tπ(u)B uzayına bir

lineer izometri ifade eder, [31].

Önerme 2.37. (N, g) ve (B, g′) Riemann manifoldları,

π : N → B
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bir Riemann submersiyon,∇ ve∇′ sırası ile N ve B manifoldlarının Levi-Civita konneksiyon-

ları olmak üzere N manifoldu üzerinde X1, X2, X3 temel vektör alanları, X ′1, X
′
2, X

′
3 vektör

alanlarına π-bağlı olsun. O halde

i) g(X1, X2) = g′(X ′1, X
′
2) ◦ π,

ii) H[X1, X2] = [X ′1, X
′
2] ◦ π,

iii) g′(π∗(H∇X1X2), X
′
3) ◦ π = g(H∇X1X2, X3) = g′(∇′X′

1
X ′2, X

′
3) ◦ π,

iv) ∀U1 ∈ χV(N) için π∗([X1, U1]) = 0 olur ve bu ise [X1, U1] ∈ χV(N) dir, [31].

Tanım 2.38. (N, g) ve (B, g′) iki Riemann manifold ve

π : N → B

bir Riemann submersiyon olmak üzere (1,2) mertebeli anti-simetrik ve lineer T ve A temel

tensör alanları aşağıdaki şekilde tanımlanır;

T (E,F ) = TEF = H∇VEVF + V∇VEHF, E, F ∈ Γ (TN) (2.5)

A(E,F ) = AEF = V∇HEHF +H∇HEVF, E, F ∈ Γ (TN) (2.6)

[41].

E ∈ Γ (TN) olmak üzere TE temel tensör alanı dikey yani TE = TVE olup AE temel tensör

alanı yatay yani AE = AHE dir. TE ve AE tensör alanları N manifoldunun herhangi bir

noktasında yatay ve dikey altuzaylarının rollerini değiştirirler. Ayrıca, T ve A tensör alanları

aşağıdaki eşitlikleri sağlar;

TU1U2 = TU2U1, U1, U2 ∈ Γ (V) (2.7)

AX1X2 = −AX2X1, X1, X2 ∈ Γ (H) (2.8)

[36].

Önerme 2.39. (N, g) ve (B, g′) Riemann manifoldları ve

π : N → B
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bir Riemann submersiyonu verilsin. O haldeN manifoldu üzerinde tanımlı herhangi birE,F,G

vektör alanları için

g(TEF,G) = −g(TEG,F ) (2.9)

g(AEF,G) = −g(AEG,F ) (2.10)

eşitlikleri sağlanır, [31].

Önerme 2.40. (N, g) ve (B, g′) birer Riemann manifold ve

π : N → B

bir Riemann submersiyon olsun. A tensör alanı aşağıda verilen özelliğe sahiptir, [41];

AX1X2 =
1

2
V [X1, X2], X1, X2 ∈ Γ (H). (2.11)

Tanım 2.41. (N, g) ve (B, g′) iki Riemann manifold ve π : N → B bir Riemann submer-

siyon olmak üzere eğer T tensör alanı sıfır oluyor ise π dönüşümünün herhangi bir lifine N

manifoldunun total geodezik altmanifoldu adı verilir, [31].

Bir Riemann submersiyonda V dikey distribüsyonunun her daim integrallenebilir olduğunu

biliyoruz. H yatay distribüsyonu için ise aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 2.42. N ve B birer Riemann manifold,

π : N → B

bir Riemann submersiyon ve N üzerinde tanımlı yatay distribüsyon olan H distribüsyonunun

integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart A = 0 olmasıdır, [41].

Lemma 2.43. (N, g) ve (B, g′) birer Riemann manifold ve

π : N → B
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bir Riemann submersiyon olsun. X1, X2 yatay vektör alanları ve U1, U2 dikey vektör alanları

için

∇U1U2 = TU1U2 + ∇̂U1U2 (2.12)

∇U1X1 = H∇U1X1 + TU1X1 (2.13)

∇X1U1 = AX1U1 + V∇X1U1 (2.14)

∇X1X2 = H∇X1X2 +AX1X2 (2.15)

dir. Aynı zamanda X1 temel vektör alanı için aşağıdaki eşitlik sağlanır;

H∇U1X1 = H∇X1U1 = AX1U1 (2.16)

[31].

Tanım 2.44. (N, g) ve (B, g′) birer Riemann manifold ve

π : N → B

diferensiyellenebilir dönüşümü verilsin. O halde u ∈ N ve X1, X2 ∈ TuN için

g′(dπu(X1), dπu(X2)) = Λ(u)g(X1, X2) (2.17)

sağlanacak şekilde bir Λ(u) fonksiyonu var ise π dönüşümü N manifoldunun herhangi bir u

noktasında zayıf konform dönüşüm olarak adlandırılır, [34].

Tanım 2.45. (N, g) ve (B, g′) birer Riemann manifold ve

π : N → B

N nin u noktasındaki bir zayıf konform dönüşümü olmak üzere

Λ(u) = λ(u)2 (2.18)

eşitliğini sağlayacak şekilde bir

λ : N → [0,∞)

fonksiyonu için λ(u) sayısına π dönüşümünün konform faktörü, Λ(u) sayısına ise π dönüşümünün

kare konform faktörü adı verilir, [34].
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Önerme 2.46. (N, g) ve (B, g′) Riemann manifoldları arasında

π : N → B

bir C∞ dönüşümü ve N manifoldu üzerinde bir u noktası verilsin. Bu durumda, N nin u nokta-

sındaki π nin zayıf konform dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul

i) dπu = 0 veya

ii) dπu : TuN → Tπ(u)B birebir konform dönüşüm olmasıdır, [26].

Tanım 2.47. (N, g) ve (B, g′) birer Riemann manifold ve

π : N → B

bir zayıf konform dönüşüm olmak üzere dπu = 0 eşitliğini sağlayan N manifoldu üzerindeki u

noktasına π dönüşümünün kritik noktası adı verilir, [34].

Tanım 2.48. (N, g) ve (B, g′) birer Riemann manifold ve

π : N → B

bir zayıf konform dönüşüm olmak üzere X1, X2 ∈ Hu için

g′(dπu(X1), dπu(X2)) = Λ(u)g(X1, X2)

koşulunu sağlayan u ∈ N noktasına π dönüşümünün bir regüler noktası adı verilir, [26].

Tanım 2.49. (N, g) ve (B, g′) birer Riemann manifold olsun. Bu durumda konform faktörü

sıfırdan farklı bir sabit şeklinde tanımlı

π : N → B

zayıf konform dönüşümü bir homotetik immersiyon olarak adlandırılır ve bir diffeomorfizm

olan homotetik immersiyon ise homoteti olarak adlandırılır, [34].

Tanım 2.50. (N, g) ve (B, g′) sırası ile n1 ve n2 boyutlu iki Riemann manifold ve

π : N → B
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bir C∞ dönüşüm olmak üzere u ∈ N için aşağıda verilen şartlardan herhangi biri sağlanıyor ise

π dönüşümü u noktasında yatay zayıf konform dönüşüm olarak adlandırılır:

i) dπu = 0 veya

ii) Hu = {çek(dπu)}⊥ yatay uzayını Tπ(u)B uzayı üzerine konform olarak resmeden dπu

türev dönüşümü örten olup her X1, X2 yatay vektör alanı için

g′(dπu(X1), dπu(X2)) = Λ(u)g(X1, X2) (2.19)

eşitliğini sağlayacak şekilde bir Λ(u) 6= 0 sayısı mevcuttur, [26].

Tanım 2.51. (N, g) ve (B, g′) birer Riemann manifold ve

π : N → B

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olmak üzere herhangi bir u ∈ N için

rankdπu = boyB

oluyor ise π dönüşümü u noktasında submersiyon olarak adlandırılır ve π dönüşümünün hiç

kritik noktası bulunmuyor ise π dönüşümü konform submersiyon olarak adlandırılır, [26].

Tanım 2.52. (N, g) ve (B, g′) birer Riemann manifold ve zayıf konform dönüşüm π olsun. λ

konform faktörünün gradiyenti regüler noktalarda dikey oluyor ise yani

H(gradλ) = 0

eşitliği sağlanıyor ise bu dönüşüm yatay homotetik dönüşüm olarak adlandırılır ve verilen

H(gradλ) = 0 eşitliği λ nın yatay eğriler boyunca sabit olması demektir, [34].

Tanım 2.53. N ve B sırası ile n1 ve n2 boyutlu Riemann manifoldları ve

π : N → B

diferensiyellenebilir bir submersiyon olmak üzere ∀X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)⊥) için

λ2g(X1, X2) = g′(π∗(X1), π∗(X2)) (2.20)
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ifadesi sağlanacak şekilde bir pozitif λ fonksiyonu var ise π submersiyonu yatay konform sub-

mersiyon olarak adlandırılır, [6].

Önerme 2.54. π : (N, g) → (B, g′) dönüşümü λ konform faktörü ile bir yatay konform sub-

mersiyon olmak üzere X1, X2 yatay vektör alanları için

AX1X2 =
1

2
{V [X1, X2]− λ2g′(X1, X2)gradV(

1

λ2
)} (2.21)

dır, [37].

Lemma 2.55. π : N → B bir yatay konform submersiyonu verilsin. O halde X1, X2 ∈ Γ (H)

ve U1, U2 ∈ Γ (V) için aşağıda verilen eşitlikler sağlanır, [34];

(∇π∗)(X1, X2) = X1(lnλ)π∗X2 +X2(lnλ)π∗X1 − g′(X1, X2)π∗(∇lnλ),

(∇π∗)(U1, U2) = −π∗(TU1U2),

(∇π∗)(X1, U1) = −π∗(∇B
X1
U1) = −π∗(AX1U1).

2.4. Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlar

Bu bölümde, hemen hemen kontakt metrik manifoldlar ve bu manifold üzerinden Sasakian

manifold tanımlanarak bu manifolda ait bazı temel özellikler verilmiştir.

Tanım 2.56. N , (2n + 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, (1, 1)-tipinde bir tensör

alanı φ, bir karakteristik vektör alanı ξ ve N üzerinde bir diferensiyel 1-form η olsun. N mani-

foldu üzerindeki U vektör alanı için;

φ2 = −U + η(U)ξ (2.22)

ve

η(ξ) = 1 (2.23)

eşitlikleri sağlanıyorsa (φ, ξ, η) üçlüsü bir hemen hemen kontakt yapı ve (N, φ, ξ, η) dörtlüsü

ise bir hemen hemen kontakt manifold olarak adlandırılır, [25].
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Teorem 2.57. (φ, ξ, η) hemen hemen kontakt yapısı için;

φ(ξ) = 0 (2.24)

η(φU) = 0 (2.25)

rankφ = 2n (2.26)

eşitlikleri sağlanır, [18].

Tanım 2.58. Hemen hemen kontakt manifoldu N ve N üzerinde hemen hemen kontakt yapısı

(φ, ξ, η) olsun. N manifoldu üzerinde bir g Riemann metriği ve N manifoldu üzerindeki her-

hangi bir U1, U2 vektör alanları için

η(U1) = g(U1, ξ) (2.27)

ve

g(φU1, φU2) = g(U1, U2)− η(U1)η(U2) (2.28)

şeklinde verilen eşitlikler sağlanıyorsa g metriği N manifoldu üzerinde hemen hemen kontakt

metrik, (φ, ξ, η, g) yapısı hemen hemen kontakt metrik yapı, (φ, ξ, η, g) yapısı ile N manifoldu

ise hemen hemen kontakt metrik manifold olarak adlandırılır, [25].

Örnek 2.59. R5 Öklidyen uzayı üzerindeki kartezyen koordinatları (x1, x2, x3, x4, z) olsun.

1-form η = dz, karakteristik vektör alanı ξ =
d

dz
, Riemann metriği

gR5 = (dx1)
2 + (dx2)

2 + (dx3)
2 + (dx4)

2 + (dz)2

ve

ϕ =



0 −1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 −1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0


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şeklinde ifade edilsin. Bu taktirde (R5, gR5 , ϕ, η, ξ)-beşlisi bir hemen hemen kontakt metrik

manifolddur, [33].

Sonuç 2.60. (N, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifoldu verilsin. Bu durumda,

g(φU1, U2) = −g(U1, φU2), ∀U1, U2 ∈ χ(N) (2.29)

dir, [18].

Tanım 2.61. Bir hemen hemen kontakt metrik manifold (N, φ, ξ, η, g) olsun. N üzerinde her

U1, U2 vektör alanı için

Φ(U1, U2) = g(U1, φU2) (2.30)

ile ifade edilen

Φ : χ(N)× χ(N)→ C∞(N,R)

dönüşümü N nin 2. temel formu olarak adlandırılır, [25].

(N, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifoldunun 2. temel formu Φ

η ∧ (Φ)n 6= 0

eşitliğini sağlar. Bu durum, geometrik olarak bir hemen hemen kontakt metrik manifoldunun

yönlendirilebilir olduğunu gösterir, [1].

Teorem 2.62. (N, φ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik manifoldunun 2. temel formu olan

Φ dönüşümü anti-simetriktir. Yani,

Φ(U1, U2) = g(U1, φU2) = −g(φU1, U2) = −Φ(U2, U1)

olduğundan

Φ(U1, U2) = −Φ(U2, U1) (2.31)

dir, [25].
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Tanım 2.63. Φ, (N, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifoldu üzerinde bir 2-form

olmak üzere

Φ = dη

eşitliği sağlanıyor ise N ye bir kontakt metrik manifold (hemen hemen Sasakian manifold) adı

verilir.

φ tensör alanının Nijenhuis tensörü aşağıdaki şekilde tanımlanır:

N(U1, U2) = φ2[U1, U2] + [φU1, φU2]− φ[φU1, U2]− φ[U1, φU2], U1, U2 ∈ Γ (TN).

Buradaki

N(U1, U2) + 2dη(U1, U2)ξ = 0

ise (φ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontakt metrik yapısına normaldir denir.

N manifoldu üzerindeki herhangi bir U1, U2 vektör alanları için

(∇U1φ)U2 = −g(U1, U2)ξ + η(U2)U1 (2.32)

ile verilen eşitlik sağlanıyor ise normal hemen hemen kontakt metrik manifoldu Sasakian man-

ifold olarak adlandırılır.

Ayrıca (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldu için aşağıda verilen eşitlikler sağlanır, [17];

∇U1(φU2) = (∇U1φ)U2 + φ∇U1U2, (2.33)

R(ξ, U1)U2 = g(U1, U2)ξ − η(U2)U1, (2.34)

∇U1ξ = −φU1. (2.35)
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Örnek 2.64. i = 1, . . . , n olmak üzere (xi, yi, z), R2n+1 de kartezyen koordinatları belirtsin.

O halde, R2n+1 üzerinde (φ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik yapı

φ

(
n∑
i=1

(xi
∂

∂xi
+ yi

∂

∂yi
) + z

∂

∂z

)
=

n∑
i=1

(yi
∂

∂xi
− xi

∂

∂yi
),

η =
1

2

(
dz −

n∑
i=1

yidxi

)
, ξ = 2

∂

∂z
,

g = η ⊗ η +
1

4

n∑
i=1

(dxi ⊗ dxi + dyi ⊗ dyi)

şeklinde tanımlanabilir. (φ, ξ, η, g) yapısı R2n+1 üzerinde bir Sasakian yapıdır. O halde, bu

yapıyla birlikte R2n+1 bir Sasakian manifolddur.
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3. HEMEN HEMEN KONTAKT METRİK MANİFOLDLARDA KONFORM

Bİ-SLANT SUBMERSİYONLAR

Bu bölümde, ξ karakteristik vektör alanı yatay olarak kabul edilmiş olup hemen hemen kon-

takt metrik manifoldlardan Riemann manifoldlara konform bi-slant submersiyonlar tanımlan-

maktadır ve submersiyon üzerindeki distribüsyonların tamamen jeodezik olma durumları, integ-

rallenebilirliği ve bu submersiyonun tamamen jeodezik olma durumları ile ilgili bazı karakteri-

zasyonlar verilmektedir.

Tanım 3.1. (N, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold ve (B, g′) bir Riemann

manifold olsun. π : N → B bir yatay konform submersiyonu olsun. D1 ve D2, çekπ∗ =

D1⊕D2 olacak şekilde sırasıyla, θ1 ve θ2 slant açılarına sahip iki slant distribüsyon ise konform

bi-slant submersiyon olarak adlandırılır.

Örnek 3.2. R9 üzerinde koordinat sistemi {x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4, z} olsun. O halde, Örnek

2.64 de tanımlanan manifolda göre π : R9 → R5 dönüşümü;

π(x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4, z) = e11((cosα)x1 − (sinα)x2,
x3 +

√
3x4

2
,

(sin β)y1 + (cos β)y2, y3, z)

şeklinde verilsin. Bu durumda,

çekπ∗ = span{V1 = sinα
∂

∂x1
+ cosα

∂

∂x2
, V2 =

1

2
(
√

3
∂

∂x3
− ∂

∂x4
),

V3 = cos β
∂

∂y1
− sin β

∂

∂y2
, V4 =

∂

∂y4
}

ve

(çekπ∗)⊥ = span{H1 = cosα
∂

∂x1
− sinα

∂

∂x2
, H2 =

1

2
(
∂

∂x3
+
√

3
∂

∂x4
),

H3 = sin β
∂

∂y1
+ cos β

∂

∂y2
, H4 =

∂

∂y3
, ξ =

∂

∂z
}

şeklinde elde edilir. Buradan,

g(φV1,V3) = − sinα cos β + cosα sin β = sin(β − α)

g(φV2,V4) =
1

2
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olup D1 = span {V1,V3}, cos θ1 = sin(β − α) eşitliğini sağlayan θ1 slant açısı ile bir slant

distribüsyon ve D2 = span {V2,V4}, θ2 =
π

3
slant açısıyla bir slant distribüsyondur. O halde,

λ = e11 olup π bir konform bi-slant submersiyondur.

π, (N, φ, ξ, η, g) hemen hemen kontakt metrik manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna

bir konform bi-slant submersiyon olsun. O halde, U ∈ Γ (çekπ∗) için

U = PU +QU (3.1)

olur. Burada PU ∈ Γ (D1) ve QU ∈ Γ (D2) dir. Ayrıca, U ∈ Γ (çekπ∗) için

φU = ϕU + ωU (3.2)

olur. Burada ϕU ∈ Γ (çekπ∗) ve ωU ∈ Γ ((çekπ∗)⊥) dir. Benzer olarak, X ∈ Γ ((çekπ∗)⊥)

için

φX = BX + CX (3.3)

dir. Burada BX ve CX sırasıyla φX in dikey ve yatay bileşenleridir.

(çekπ∗)⊥ yatay distribüsyonu,

(çekπ∗)⊥ = ωD1 ⊕ ωD2 ⊕ µ

olarak verilen ayrışıma sahiptir ve µ, ωD1 ⊕ ωD2 nin tamamlayıcı distribüsyonudur.

Teorem 3.3. (N, φ, ξ, η, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold ve (B, g′) bir Riemann

manifold olsun. π : N → B dönüşümünün konform bi-slant submersiyon olması için gerek ve

yeter şart Di üzerinde tanımlı Ui ∈ Γ (Di) için aşağıdaki eşitliği sağlayan bir θi bi-slant açısı

vardır;

ϕ2Ui = −(cos2 θi)Ui, i = 1, 2. (3.4)

İspat. Ui ∈ Γ (Di) olsun. Bu durumda

cos θi =
|ϕUi|
|φUi|

(3.5)
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yazılabilir. (2.22) eşitliği kullanılarak

g(ϕ2Ui, Ui) = −g(ϕUi, φUi)

elde edilir. Tanım 3.1 gereğince

g(ϕ2Ui, Ui) = − cos2 θig(Ui, Ui)

eşitliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Bu teorem kullanılarak Sasakian manifoldu üzerinde tanımlı konform bi-slant submersiyon

için aşağıdaki teoremler ve sonuçlar verilebilir.

Teorem 3.4. π, (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna bir kon-

form bi-slant submersiyon olsun. D1 distribüsyonunun tamamen jeodezik foliasyon olması için

gerek ve yeter şart U1, V1 ∈ Γ (D1), U2 ∈ Γ (D2) ve X1 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) için

λ−2g′((∇π∗)(U1, ωV1), π∗ωU2) = −g(TU1ωϕV1, U2) + g(TU1ωV1, ϕU2)

ve

λ−2g′(∇π
X1
π∗ωU1, π∗ωU2) = − sin2 θ1g([U1, X1], U1) + g (AX1ωϕU1, V1)

+ g(grad(lnλ), X1)g(ωU1, ωV1)

+ g(grad(lnλ), ωU1)g(X1, ωV1)

+ g(grad(lnλ), ωV1)g(X1, ωU1)− g (AX1ωU1, ϕV1)

dir.

İspat. U1, V1 ∈ Γ (D1) ve U2 ∈ Γ (D2) olsun. Bu durumda,

g(∇U1V1, U2) = g(φ∇U1V1, φU2) + η(∇U1V1)η(U2)

= g(φ∇U1V1, φU2)

elde edilir ve (3.2) eşitliği kullanıldığında

g(∇U1V1, U2) = g(∇U1ϕV1, φU2) + g(∇U1ωV1, φU2)
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bulunur. (2.29) ve (3.2) eşitliklerinden

g(∇U1V1, U2) = −g(φ∇U1ϕV1, U2) + g(∇U1ωV1, φU2)

= −g(∇U1φϕV1, U2) + g(∇U1ωV1, φU2)

= −g(∇U1ϕ
2V1, U2)− g(∇U1ωϕV1, U2) + g(∇U1ωV1, φU2)

elde edilir. (3.4) eşitliği kullanıldığında

g(∇U1V1, U2) = cos2 θ1g(∇U1V1, U2)− g(∇U1ωϕV1, U2) + g(∇U1ωV1, φU2)

bulunur. Burada (2.13) ve (2.2) eşitliklerinden yararlanılarak

sin2 θ1g(∇U1V1, U2) = −g(TU1ωϕV1, U2) + g(TU1ωV1, ϕU2)

− λ−2g′(∇π∗(ωV1, U1), π∗ωU2)

elde edilerek ilk denklemin ispatı tamamlanmış olur. İkinci denklem ise U1, V1 ∈ Γ (D1) ve

X1 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) için

g(∇U1V1, X1) = −g([U1, X1], V1)− g(∇X1U1, V1)

= −g([U1, X1], V1) + g(∇X1φϕU1, V1)− g(∇X1ωU1, φV1)

bulunur. Teorem 3.3 ve Lemma 2.55 den yararlanılarak

sin2 θ1g(∇U1V1, X1) = − sin2 θ1g([U1, X1], U1) + g (AX1ωϕU1, V1)− g (AX1ωU1, ϕV1)

− λ−2g′(∇π
X1
π∗ωU1, π∗ωV1) + g(grad(lnλ), X1)g(ωU1, ωV1)

+ g(grad(lnλ), ωU1)g(X1, ωV1) + g(grad(lnλ), ωV1)g(X1, ωU1)

olur ve böylelikle ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.5. π, (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna bir kon-

form bi-slant submersiyon olsun. D2 distribüsyonunun tamamen jeodezik foliasyon olması için

gerek ve yeter şart U1 ∈ Γ (D1), U2, V2 ∈ Γ (D2) ve X1 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) için

λ−2g′((∇π∗)(U2, ωV2), π∗ωU1) = −g(TU2ωϕV2, U1) + g(TU2ωV2, ϕU1)
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ve

λ−2g′(∇π
X1
π∗ωU2, π∗ωV2) = − sin2 θ2g([U2, V2], U2) + g (AX1ωϕU2, V2)

+ g(grad(lnλ), X1)g(ωU2, ωV2)

+ g(grad(lnλ), ωU2)g(X1, ωV2)

+ g(grad(lnλ), ωV2)g(X1, ωU2)− g (AX1ωU2, ϕV2)

dir.

İspat. U1 ∈ Γ (D1) ve U2, V2 ∈ Γ (D2) olsun. O halde,

g(∇U2V2, U1) = g(φ∇U2V2, φU1) + η(∇U2V2)η(U1)

= g(φ∇U2V2, φU1)

= g(∇U2ϕV2, φU1) + g(∇U2ωV2, φU1)

bulunur ve (2.29) eşitliğinden yararlanılarak

g(∇U2V2, U1) = −g(φ∇U2ϕV2, U1) + g(∇U2ωV2, φU1)

= −g(∇U2ϕ
2V2, U1)− g(∇U2ωϕV2, U1) + g(∇U2ωV2, φU1)

elde edilir. (3.4) eşitliği kullanılır ise

g(∇U2V2, U1) = cos2 θ2g(∇U2V2, U1)− g(∇U2ωϕV2, U1) + g(∇U2ωV2, φU1)

olur. Burada (2.13) ve (2.2) eşitlikleri kullanıldığında

sin2 θ2g(∇U2V2, U1) = −g(TU2ωϕV2, U1) + g(TU2ωV2, ϕU1)

− λ−2g′(∇π∗(ωV2, U2), π∗ωU1)

bulunur ve ilk denklemin ispatı tamamlanmış olur. İkinci denklem ise U2, V2 ∈ Γ (D2) ve

X1 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) için

g(∇U2V2, X1) = −g([U2, X1], V2)− g(∇X1U2, V2)

= −g([U2, X1], V2) + g(∇X1φϕU2, V2)− g(∇X1ωU2, φV2)
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elde edilir. Teorem 3.3 ve Lemma 2.55 den yararlanılarak

sin2 θ2g(∇U2V2, X1) = − sin2 θ2g([U2, V2], U2) + g (AX1ωϕU2, V2)− g (AX1ωU2, ϕV2)

− λ−2g′(∇π
X1
π∗ωU2, π∗ωV2) + g(grad(lnλ), X1)g(ωU2, ωV2)

+ g(grad(lnλ), ωU2)g(X1, ωV2) + g(grad(lnλ), ωV2)g(X1, ωU2)

bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.6. π, (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna bir kon-

form bi-slant submersiyon olsun. (çekπ∗)
⊥ in integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart

X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥), U1 ∈ Γ (D1) ve U2 ∈ Γ (D2) olmak üzere

λ−2g′(∇π
X1
π∗CX2, π∗ωU1) = g ([X1, X2] , ωϕU1)− g (AX1BX2, ωU1)

+ g (AX2BX1, ωU1)− η(X2)g (X1, φU1)

+ η(X1)g (X2, φU1) + λ−2g′
(
∇π
X2
π∗CX1, π∗ωU1

)
+ g (grad lnλ,CX2) g (X1, ωU1)

− g (grad lnλ,CX1) g (X2, ωU1)

ve

λ−2g′(∇π
X1
π∗CX2, π∗ωU2) = g ([X1, X2] , ωϕU2)− g (AX1BX2, ωU2)

+ g (AX2BX1, ωU2)− η(X2)g (X1, φU2)

+ η(X1)g (X2, φU2) + λ−2g′
(
∇π
X2
π∗CX1, π∗ωU2

)
+ g (grad lnλ,CX2) g (X1, ωU2)

− g (grad lnλ,CX1) g (X2, ωU2)

eşitlikleri sağlanır.

İspat. X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) ve U1 ∈ Γ (D1) olsun. O halde,

g ([X1, X2] , U1) = g (∇X1X2, U1)− g (∇X2X1, U1)

= g (φ∇X1X2, φU1)− g (φ∇X2X1, φU1)
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elde edilir. (3.2) eşitliği kullanılır ise

g ([X1, X2] , U1) = g (∇X1φX2, ϕU1) + g (∇X1φX2, ωU1)− g (∇X2φX1, ϕU1)

− g (∇X2φX1, ωU1) + η(X2)g (X1, φU1)− η(X1)g (X2, φU1)

= g (φ∇X1φX2, φϕU1) + g (∇X1φX2, ωU1)− g (φ∇X2φX1, φϕU1)

− g (∇X2φX1, ωU1) + η(X2)g (X1, φU1)− η(X1)g (X2, φU1)

= g
(
∇X1φ

2X2, φϕU1

)
+ g (∇X1φX2, ωU1)− g

(
∇X2φ

2X1, φϕU1

)
− g (∇X2φX1, ωU1) + η(X2)g (X1, φU1)− η(X1)g (X2, φU1)

bulunur. (2.22) ve (2.25) eşitlikleri dikkate alındığında

g ([X1, X2] , U1) = −g
(
∇X1X2, ϕ

2U1

)
− g (∇X1X2, ωϕU1) + g (∇X1φX2, ωU1)

+ g
(
∇X2X1, ϕ

2U1

)
+ g (∇X2X1, ωϕU1)− g(∇X2φX1, ωU1)

+ η(X2)g (X1, φU1)− η(X1)g (X2, φU1)

elde edilir. Burada (3.4) eşitliği kullanılarak

g ([X1, X2] , U1) = cos2 θ1g ([X1, X2] , U1)− g (∇X1X2, ωϕU1)

+ g (∇X1φX2, ωU1) + η(X2)g (X1, φU1)

+ g (∇X2X1, ωϕU1)− g (∇X2φX1, ωU1)

− η(X1)g (X2, φU1)

olur ve (3.3) den yararlanılarak bu eşitlik düzenlenirse

sin2 θ1g ([X1, X2] , U1) = −g ([X1, X2] , ωϕU1) + g (∇X1BX2, ωU1)

+ g (∇X1CX2, ωU1) + η(X2)g (X1, φU1)

− g (∇X2BX1, ωU1)− g (∇X2CX1, ωU1)

− η(X1)g (X2, φU1)
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bulunur. (2.14) ve (2.2) eşitlikleri kullanılarak

sin2 θ1g ([X1, X2] , U1) = −g ([X1, X2] , ωϕU1) + g (AX1BX2, ωU1)

+ λ−2g′
(
∇π
X1
π∗CX2, π∗ωU1

)
− λ−2g′ (∇π∗(X1, CX2), π∗ωU1)− g (AX2BX1, ωU1)

− λ−2g′
(
∇π
X2
π∗CX1, π∗ωU1

)
+ λ−2g′ (∇π∗(X2, CX1), π∗ωU1) + η(X2)g (X1, φU1)

− η(X1)g (X2, φU1)

olur. Burada Lemma 2.55 den yararlanılarak

sin2 θ1g ([X1, X2] , U1) = g ([X1, X2] , ωϕU1)− g (AX1BX2, ωU1)

+ g (AX2BX1, ωU1)− η(X2)g (X1, φU1)

+ η(X1)g (X2, φU1) + λ−2g′
(
∇π
X2
π∗CX1, π∗ωU1

)
− λ−2g′(∇π

X1
π∗CX2, π∗ωU1) + g (grad lnλ,CX2) g (X1, ωU1)

− g (grad lnλ,CX1) g (X2, ωU1)

şeklinde ilk denklemin ispatı tamamlanır. İkinci denklem ise X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) ve U2 ∈

Γ (D2) için benzer işlemler uygulanarak elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 3.7. π, (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna bir kon-

form bi-slant submersiyon ve (çekπ∗)⊥ = ωD1 ⊕ ωD2 ⊕ {ξ} olsun. O halde, (çekπ∗)
⊥

in integrallenebilir olması için gerek ve yeter şart X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥), U1 ∈ Γ (D1) ve

U2 ∈ Γ (D2) için

g([X1, X2], ωϕU1) = g(AX1BX2, ωU1)− g(AX2BX1, ωU1) + η(X2)g(X1, φU1)

− η(X1)g(X2, φU1)

ve

g([X1, X2], ωϕU2) = g(AX1BX2, ωU2)− g(AX2BX1, ωU2) + η(X2)g(X1, φU2)

− η(X1)g(X2, φU2)

olmasıdır.
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İspat. X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)⊥) ve U1 ∈ Γ (D1) için Teorem 3.6 daki ifadede (çekπ∗)⊥ =

ωD1 ⊕ ωD2 ⊕ {ξ} eşitliği dikkate alındığında

sin2 θ1g ([X1, X2] , U1) = −g ([X1, X2] , ωϕU1) + g (AX1BX2, ωU1)

− g (AX2BX1, ωU1) + η(X2)g (X1, φU1)− η(X1)g (X2, φU1)

eşitliği elde edilir. (çekπ∗)⊥ in integrallenebilirliği göz önünde alındığında ilk denklem elde

edilmiş olur. X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) ve U2 ∈ Γ (D2) için benzer işlemler uygulandığında

ikinci denklem elde edilerek ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.8. π, (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna bir kon-

form bi-slant submersiyon olsun. (çekπ∗)
⊥ in tamamen jeodezik foliasyon olması için gerek ve

yeter şart X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥), U1 ∈ Γ (D1) ve U2 ∈ Γ (D2) olmak üzere

λ−2g′(∇π
X1
π∗X2, π∗ωϕU1) = λ−2g′(∇π

X1
π∗CX2, π∗ωU1)

+ g(grad lnλ,X1)g(X2, ωϕU1)

+ g(grad lnλ,X2)g(X1, ωϕU1)

+ sin2 θ1η(X2)g (X1, φU1)

− g(X1, X2)g(grad lnλ, ωϕU1)

+ g(AX1BX2, ωU1)

− g(grad lnλ,CX2)g(X1, ωU1)

+ g(X1, CX2)g(grad lnλ, ωU1)

ve

λ−2g′(∇π
X1
π∗X2, π∗ωϕU2) = λ−2g′(∇π

X1
π∗CX2, π∗ωU2)

+ g(grad lnλ,X1)g(X2, ωϕU2)

+ g(grad lnλ,X2)g(X1, ωϕU2)

+ sin2 θ2η(X2)g (X1, φU2)

− g(X1, X2)g(grad lnλ, ωϕU2)

+ g(AX1BX2, ωU2)

− g(grad lnλ,CX2)g(X1, ωU2)

+ g(X1, CX2)g(grad lnλ, ωU2)
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eşitlikleri sağlanır.

İspat. X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) ve U1 ∈ Γ (D1) olsun. O halde (2.32), (2.33) ve (3.2) eşitlikleri

kullanılarak

g(∇X1X2, U1) = g(φ∇X1X2, φU1)

= g(∇X1φX2 − g(X1, X2)ξ + η(X2)X1, φU1)

= g(∇X1φX2, φU1) + η(X2)g(X1, φU1)

= g(∇X1φX2, ϕU1) + g(∇X1φX2, ωU1) + η(X2)g(X1, φU1)

= g(φ∇X1φX2, φϕU1) + g(∇X1φX2, ωU1) + η(X2)g(X1, φU1)

elde edilir. (3.2) eşitliği kullanıldığında

g(∇X1X2, U1) = g(φ∇X1φX2, ϕ
2U1) + g(φ∇X1φX2, ωϕU1) + g(∇X1φX2, ωU1)

+ η(X2)g(X1, φU1)

bulunur. (3.4) eşitliği, son eşitliğe uygulandığında

g(∇X1X2, U1) = cos2 θ1g(∇X1X2, U1) + cos2 θ1η(X2)g(φX1, U1)

+ g(φ∇X1φX2, ωϕU1) + g(∇X1φX2, ωU1) + η(X2)g(X1, φU1)

elde edilir. Burada (2.15) ve (2.25) eşitlikleri kullanılır ise

sin2 θ1g(∇X1X2, U1) = −g(H∇X1X2, ωϕU1) + g(AX1BX2, ωU1)

+ g(H∇X1CX2, ωU1) + sin2 θ1η(X2)g(X1, φU1)

bulunur ve Lemma 2.55 den yararlanılarak

sin2 θ1g(∇X1X2, U1) = −λ−2g′(∇π
X1
π∗X2, π∗ωϕU1) + λ−2g′(∇π

X1
π∗CX2, π∗ωU1)

+ g(grad lnλ,X1)g(X2, ωϕU1) + sin2 θ1η(X2)g (X1, φU1)

+ g(grad lnλ,X2)g(X1, ωϕU1) + g(AX1BX2, ωU1)

− g(X1, X2)g(grad lnλ, ωϕU1)

− g(grad lnλ,CX2)g(X1, ωU1)

+ g(X1, CX2)g(grad lnλ, ωU1)
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elde edilir. (çekπ∗)⊥ in tamamen jeodezik olduğu dikkate alınarak teoremdeki ilk denklem

elde edilir. İkinci denklem ise X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) ve U2 ∈ Γ (D2) için benzer işlemler

yapıldığında ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 3.9. π, (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna bir kon-

form bi-slant submersiyon ve (çekπ∗)⊥ = ωD1⊕ωD2⊕{ξ} olsun. O halde, (çekπ∗)
⊥ in tama-

men jeodezik foliasyon olması için gerek ve yeter şart X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥), U1 ∈ Γ (D1)

ve U2 ∈ Γ (D2) için

λ−2g′(∇π
X1
π∗X2, π∗ωϕU1) = g(AX1BX2, ωU1) + g (grad lnλ,X1) g (X2, ωϕU1)

+ g (grad lnλ,X2) g (X1, ωϕU1)

+ sin2 θ1η(X2)g(X1, φU1)

− g(X1, X2)g(gradlnλ, ωϕU1)

ve

λ−2g′(∇π
X1
π∗X2, π∗ωϕU2) = g(AX1BX2, ωU2) + g (grad lnλ,X1) g (X2, ωϕU2)

+ g (grad lnλ,X2) g (X1, ωϕU2)

+ sin2 θ2η(X2)g(X1, φU2)

− g(X1, X2)g(gradlnλ, ωϕU2)

olur.

İspat. X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) ve U1 ∈ Γ (D1) için Teorem 3.8 deki ifadede (çekπ∗)⊥ =

ωD1 ⊕ ωD2 ⊕ {ξ} eşitliği dikkate alındığında

sin2 θ1g(∇X1X2, U1) = −g(∇X1X2, ωϕU1) + g(AX1BX2, ωU1)

+ sin2 θ1η(X2)g(X1, φU1)
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elde edilir. Lemma 2.55 den

sin2 θ1g(∇X1X2, U1) = −λ−2g′(∇π
X1
π∗X2, π∗ωϕU1)

+ g(grad lnλ,X1)g(X2, ωϕU1) + sin2 θ1η(X2)g (X1, φU1)

+ g(grad lnλ,X2)g(X1, ωϕU1) + g(AX1BX2, ωU1)

− g(X1, X2)g(grad lnλ, ωϕU1)

bulunur. (çekπ∗)⊥ in tamamen jeodezik olduğu dikkate alınarak teoremdeki ilk denklem elde

edilir. İkinci denklem ise X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)
⊥) ve U2 ∈ Γ (D2) için benzer işlemler uygula-

narak elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.10. π, (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna bir kon-

form bi-slant submersiyon olsun. (çekπ∗) ın tamamen jeodezik foliasyon olması için gerek ve

yeter şart U1, U2 ∈ Γ (çekπ∗) ve X1 ∈ Γ ((çekπ∗)⊥) için

λ−2g′(∇π
ωU2

π∗ωU1, π∗X1) = (cos2 θ1 − cos2 θ2)g(TU1X1, QU2) + g(TU1X1, ωϕU2)

+ g([U1, ωU2], BX1) + g (grad lnλ, ωU1) g (ωU2, X1)

− g(AωU2ϕU1, X1) + g(grad lnλ, ωU2)g (ωU1, X1)

− g (ωU1, ωU2) g (grad lnλ,X1)

dir.

İspat. U1, U2 ∈ Γ (çekπ∗) ve X1 ∈ Γ ((çekπ∗)⊥) olsun. O halde,

g(∇U1U2, X1) = −g(∇U1X1, U2)

= −g(φ∇U1X1, φU2)

olur. (2.32) ve (2.33) eşitliklerinden

g(∇U1U2, X1) = −g(∇U1φX1 − g(U1, X1)ξ + η(X1)U1, φU2)

= −g(∇U1φX1, φU2)− η(X1)g(U1, φU2)
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elde edilir. Burada, φU2 = ϕU2 + ωU2 ifadesi kullanılır ise

g(∇U1U2, X1) = −g(∇U1φX1, ϕU2)− g(∇U1φX1, ωU2)− η(X1)g (U1, φU2)

= −g(φ∇U1φX1, φϕU2)− g(∇U1φX1, ωU2)− η(X1)g (U1, φU2)

bulunur ve eşitlik düzenlenir ise

g(∇U1U2, X1) = −g(∇U1φ
2X1 − g(U1, φX1)ξ − η(U1)φX1, φϕU2)

− g(∇U1φX1, ωU2)− η(X1)g (U1, φU2)

= −g(∇U1φ
2X1, φϕU2)− g(∇U1φX1, ωU2)− η(X1)g (U1, φU2)

bulunur ve (2.22) eşitliği uygulandığında

g(∇U1U2, X1) = −g(∇U1X1, φϕU2)− η(X1)g (∇U1ξ, φϕU2)− g(∇U1φX1, ωU2)

− η(X1)g (U1, φU2)

olur. Burada∇U1ξ = −φU1 eşitliğinden yararlanılarak

g(∇U1U2, X1) = g(∇U1X1, φϕU2)− g(∇U1φX1, ωU2)

= g(∇U1X1, ϕ
2U2) + g(∇U1X1, ωϕU2)− g(∇U1φX1, ωU2)

elde edilir. U2 = PU2 +QU2 ve (3.4) eşitlikleri kullanıldığında

g(∇U1U2, X1) = cos2 θ1g (∇U1X1, PU2)− cos2 θ2g (∇U1X1, QU2)

+ g (∇U1X1, ωϕU2)− g (∇U1φX1, ωU2)

veya

sin2 θ1g(∇U1U2, X1) =
(
cos2 θ1 − cos2 θ2

)
g (∇U1X1, QU2) + g (∇U1X1, ωϕU2)

− g (∇U1BX1, ωU2)− g (∇U1CX1, ωU2)
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olur. Lemma 2.55 den yararlanıldığında

sin2 θ1g(∇U1U2, X1) = −λ−2g′(∇π
ωU2

π∗ωU1, π∗X1)

+ (cos2 θ1 − cos2 θ2)g(∇U1X1, QU2) + g(∇U1X1, ωϕU2)

+ g([U1, ωU2], BX1)− g(∇ωU2ϕU1, X1)

+ g (grad lnλ, ωU1) g (ωU2, X1)

+ g(grad lnλ, ωU2)g (ωU1, X1)

− g (ωU1, ωU2) g (grad lnλ,X1)

bulunur. Burada, (2.13) ve (2.14) eşitlikleri kullanılır ise

sin2 θ1g(∇U1U2, X1) = −λ−2g′(∇π
ωU2

π∗ωU1, π∗X1)

+ (cos2 θ1 − cos2 θ2)g(TU1X1, QU2) + g(TU1X1, ωϕU2)

+ g([U1, ωU2], BX1)− g(AωU2ϕU1, X1)

+ g (grad lnλ, ωU1) g (ωU2, X1)

+ g(grad lnλ, ωU2)g (ωU1, X1)

− g (ωU1, ωU2) g (grad lnλ,X1)

olup istenilen denklem elde edilerek ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.11. π, (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna bir kon-

form bi-slant submersiyon olsun. π nin tamamen jeodezik dönüşüm olması için gerek ve yeter

şart U1, U2 ∈ Γ (çekπ∗) ve X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)⊥) için

λ−2g′ (∇π∗(U1, ωϕU2), π∗X1) =
(
cos2 θ1 − cos2 θ2

)
g (TU1QU2, X1)

− g (TU1ωU2, BX1) + λ−2g′ (∇π∗(U1, ωU2), π∗CX1)

ve

λ2g′
(
∇π
X1
π∗ωU1, π∗CX2

)
= −g (AX1ϕU1, CX2)− g (V∇X1ϕU1, BX2)

− g (AX1ωU1, BX2) + g (grad lnλ, ωU1) g (X1, CX2)

− g (U1, φX1) η(X2)− g (X1, ωU1) g (grad lnλ,CX2)

eşitlikleri sağlanır.
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İspat. U1, U2 ∈ Γ (çekπ∗) ve X1 ∈ Γ ((çekπ∗)⊥) olmak üzere

λ−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) = −g (∇U1U2, X1)

= −g (φ∇U1U2, φX1)− η(∇U1U2)η(X1)

= −g (φ∇U1U2, φX1)− g (U2, φU1) η(X1)

olur. (2.32), (2.33) ve (2.35) eşitlikleri bu son eşitliğe uygulanır ise

λ−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) = −g (∇U1φU2 − g(U1, U2)ξ + η(U2)U1, φX1)

− g (U2, φU1) η(X1)

= −g (∇U1φU2, φX1)− g (U2, φU1) η(X1)

bulunur. Burada (3.2) eşitliği kullanılır ise

λ−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) = −g (∇U1ϕU2, φX1)− g (∇U1ωU2, φX1)

− g (U2, φU1) η(X1)

elde edilir ve (2.28) eşitliğinden yararlanılarak

λ−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) = −g
(
φ∇U1ϕU2, φ

2X1

)
− η(∇U1ϕU2)η(φU2)

− g (∇U1ωU2, φX1)− g (U2, φU1) η(X1)

dir. (2.25) ve (2.22) eşitliklerinden

λ−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) = −g(φ∇U1ϕU2, X1)− g (∇U1ωU2, φX1)

− g (U2, φU1) η(X1)

= g
(
∇U1ϕ

2U2, X1

)
+ (∇U1ωϕU2, X1)

− g (∇U1ωU2, φX1)

elde edilir. U2 = PU2 +QU2 ve (3.4) eşitlikleri göz önüne alınır ise

λ−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) = − cos2 θ1g (∇U1U2, X1)

+ (cos2 θ1 − cos2 θ2)g (∇U1QU2, X1)

+ g (∇U1ωϕU2, X1)− g (∇U1ωU2, ϕX1)
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olup eşitlik düzenlenirse

sin2 θ1λ
−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) =

(
cos2 θ1 − cos2 θ2

)
g (∇U1QU2, X1)

+ g (∇U1ωϕU2, X1)− g (∇U1ωU2, φX1)

elde edilir. (2.12) ve (2.13) eşitlikleri ile Lemma 2.55 den yararlanılarak

sin2 θ1λ
−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) =

(
cos2 θ1 − cos2 θ2

)
g (TU1QU2, X1)

− g (TU1ωU2, BX1)

− λ−2g′ (∇π∗(U1, ωϕU2), π∗X1)

+ λ−2g′ (∇π∗(U1, ωU2), π∗CX1)

elde edilip ilk denklemin ispatı tamamlanır. İkinci denklem ise U1 ∈ Γ (çekπ∗) ve X1, X2 ∈

Γ ((çekπ∗)⊥) için

λ−2g′ (∇π∗(U1, X1), π∗X2) = −g (∇U1X1, X2)

= −g (φ∇X1U1, φX2)− η(∇X1U1)η(X2)

= −g (∇X1φU1 − g(X1, U1)ξ + η(U1)X1, φX2)

− g (U1, φX1) η(X2)

= −g (∇X1ϕU1, φX2)− g (∇X1ωU1, φX2)

− g (U1, φX1) η(X2)

bulunur. (2.14) ve (2.15) eşitlikleri ile Lemma 2.55 den yararlanılarak

λ−2g′ (∇π∗(U1, X1), π∗X2) = −g (AX1ϕU1, CX2)− g (V∇X1ϕU1, BX2)

− g (AX1ωU1, BX2)− λ2g′
(
∇π
X1
π∗ωU1, π∗CX2

)
+ g (grad lnλ, ωU1) g (X1, CX2)

− g (X1, ωU1) g (grad lnλ,CX2)− g (U1, φX1) η(X2)

elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 3.12. π, (N, φ, ξ, η, g) Sasakian manifoldundan (B, g′) Riemann manifolduna bir kon-

form bi-slant submersiyon ve (çekπ∗)⊥ = ωD1 ⊕ ωD2 ⊕ {ξ} olsun. O halde, π nin tamamen

jeodezik dönüşüm olması için gerek ve yeter şart U1, U2 ∈ Γ (çekπ∗) veX1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)⊥)
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için

λ−2g′(∇π∗(U1, ωϕU2), π∗X1) = (cos2 θ1 − cos2 θ2)g(TU1QU2, X1)− g(TU1ωU2, BX1)

ve

g(AX1ωU1, BX2) = −g(V∇X1ϕU1, BX2)− g(U1, φX1)η(X2)

dir.

İspat. U1, U2 ∈ Γ (çekπ∗) ve X1 ∈ Γ ((çekπ∗)⊥) için Teorem 3.11 deki ifadede (çekπ∗)⊥ =

ωD1 ⊕ ωD2 ⊕ {ξ} eşitliği göz önüne alındığı zaman

sin2 θ1λ
−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) =

(
cos2 θ1 − cos2 θ2

)
g (∇U1QU2, X1)

+ g (∇U1ωϕU2, X1)− g (∇U1ωU2, φX1)

bulunur. Burada, (2.14) ve (2.15) eşitlikleri ile Lemma 2.55 den yararlanılarak

sin2 θ1λ
−2g′ (∇π∗(U1, U2), π∗X1) =

(
cos2 θ1 − cos2 θ2

)
g (TU1QU2, X1)

− g (TU1ωU2, BX1)− λ−2g′ (∇π∗(U1, ωϕU2), π∗X1)

elde edilir ve π nin tamamen jeodezik dönüşüm olması ile ilk denklemin ispatı tamamlanmış

olur. Benzer işlemler U1 ∈ Γ (çekπ∗) ve X1, X2 ∈ Γ ((çekπ∗)⊥) için uygulandığı zaman ikinci

denklem elde edilerek ispat tamamlanmış olur.
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