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Birinci boliim “ Girig 7, ikinci boliim “ Temel Tanimlar 7, {i¢iincii boliim “ Yari

indirgenmi§ Halkalar ” dordiincii boliim “ indirgenmi§ Halkalarin Genel-
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lestirilmesi 7 ve son boéliim “ Merkezi indirgenmi§ Halkalar ” seklinde isim-

lendirilmigtir.

Uciincii boliimde indirgenmis halka kavrami verilmis ve bu halkalarm genel-
lestirmesi olan yar1 indirgenmis halkalar tanitilmigtir. Bu halkalarin indirgenmis hal-
kalar ile arasindaki iligkiye deginilmigtir. Yari indirgenmis halkalarin hangi kogullar
altinda indirgenmig oldugu arastirilmigtir. Yar1 indirgenmis halkalarin Abelyen ol-
dugu gosterilmis ve Abelyen halkalarin yar1 indirgenmis olmadigina yonelik érnekler
verilmigtir. Ayrica bu béliimde yar1 indirgenmig halka simiflar1 i¢in Kéthe varsayi-

minin dogru oldugu ispatlanmigtir.

Dordiincii boliimde indirgenmis halkalarin bagka bir genellestirmesi olan mer-
kezi kat1 halka kavrami tanitilmigtir. Ayrica bu boliimde indirgenmis halka ile mer-

kezi kat1 olma arasindaki iligkiler ele alinmigtir.

Son boliimde merkezi indirgenmig halka olarak adlandirilan halkalar tanitilmig,
indirgenmis halka simiflar1 arasindaki yeri belirlenmistir. Ayrica bu halkalarin mer-

kezi terslenebilir halka ve zayif terslenebilir halka siniflar ile iligkilerine deginilmistir.

Anahtar Kelimeler : 1ndirgenmi§ halka, Yar1 indirgenmis halka, Merkezi kat1
halka, Merkezi indirgenmis halka
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ABSTRACT

A GENERALIZATION OF REDUCED RINGS
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This thesis consists of abstract, basic concepts, introduction and three main
chapters. The first main section is Quasi-reduced rings, the second main section is
A generalization of reduced rings, and the third main section is Rings in which every

nilpotent is central.

A ring R is usually called reduced if for a € R, a*> = 0 implies a = 0. This
thesis is concerned with a generalization of reduced rings. A ring R central rigid if
for a,b € R, a®b = 0 implies that ab is central. Thesis contains sufficient conditions

for central rigid rings to be reduced.

A ring R is Quasi-reduced if for a,b € R, ab = 0 implies that (aR) N (Rb) C
C(R).
Thesis is divided Quasi-reduced rings as a generalization of reduced rings. It is
contained basic properties of Quasi-reduced rings are establish-among them, the

structure of such rings and their extensions.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Birimli ve birlegsmeli halka

: R halkasinin merkezi

: R halkasindaki iistel sifirli elemanlarin kiimesi

: R halkasinin asal radikali

: R tizerindeki polinom halkasi

: R tizerindeki kuvvet serileri halkasi

: R tizerindeki Laurent polinom halkasi

: R {izerindeki aykir1 polinom halkasi

: R nin Z boyunca Dorroh geniglemesi

: R nin S de ki yerellegtirmesi

: I cismi {izerinde n x n tipindeki matrislerin halkasi

: R deki tersinir elemanlarin kiimesi

: Sag sol R-modiil

vi



1. GIRIS

Tez boyunca R birimli ve birlegmeli bir halkay1 gosterecektir. Eger R'nin sifirdan
bagka iistel sifirl elemani yoksa yani a® = 0 olacak sekildeki her ¢ € R icin a = 0
oluyorsa R’ye indirgenmis halka denir (Lee ve Zhou, 2004). indirgenmi§ halka kavrami
pek ¢ok bilim insam tarafindan calgilmistir. Indirgenmis halkalar iizerinde en iyi bilinen

sonuglardan biri;
R indirgenmis <= R[z] indirgenmis <= R[[z]] indirgenmistir.

(Andrunakievic ve Rjabuhin, 1968).

Her n > 2 igin R indirgenmistir <= R|z]/(z") Armendariz halkadir (Anderson ve
Camillo, 1998). «, R'nin bir endomorfizmas: olmak iizere R[x, o] aykir1 polinom halkas:
indirgenmistir (Krempa, 1996). Indirgenmis halka kavrami polinom ve kuvvet serileri

halkalarinin sifirlayanlar1 arasindaki iliskiyi belirlemede oldukca kullanighdir.

Indirgenmis halkalarm bir genellestirmesi olarak indirgenmis modiil kavrami (Lee
ve Zhou, 2004) de caligilmistir. Buna gére bir M sol R-modiilii eger asagidaki denk

kogullardan birini sagliyorsa;

(1) a € Rvem € M igin a*m = 0 iken aRm = 0.

(2) am = 0 oldugunda aM N Rm = 0.
M’ye indirgenmis modiil denir (Lee ve Zhou, 2004).
indirgenmig modiiller icin asagidaki 6rnekler verilebilir:

(1) R indirgenmis halkadir <= Rp indirgenmis modiildiir.

(2) Indirgenmis bir modiiliin her alt modiiliide indirgenmistir. Ozel olarak I; indirgen-

mig bir halkanin sag ideali ise bu durumda I indirgenmis modiildiir.
(3) indirgenmig R-modiillerin her dik ¢arpimi indirgenmig R-modiildiir.
Eger a?b = 0 olacak sekilde her a,b € R icin ab = 0 oluyorsa R’ye kat: halka denir

(Lee ve Zhou, 2004). Indirgenmis halkalar katidir. Bu halkalarm bazi genellestirmeleri
sOyledir:

(1) Eger ab = 0 olacak sekilde her a,b € R i¢in (aR) N (Rb) halkanin merkezi tarafindan
kapsaniyorsa R’ye yari indirgenmis halka denir (Kése vd. 2013).

(2) Eger a?b = 0 olacak sekilde her a,b € R icin ab € C(R) oluyorsa R’ye merkezi katr
denir (Kése vd. 2012).



Yar1 indirgenmis halkalar merkezi katidir. Fakat merkezi kati halkalar yar1 indirgenmis
olmak zorunda degildir.

(Kose vd. 2013) de; indirgenmis halkalarin bazi sonuglar: yar indirgenmis halkalara ge-
nigletilmistir. Ayrica yari indirgenmis halkalarin hangi kogullar altinda indirgenmis oldugu
aragtirilmigtir. Ayni ¢aligmada yar1 indirgenmis halkalarin indirgenmis olmadigina y6ne-
lik 6rnekler verilmigtir. Ayrica yari indirgenmis halkalarin Abelyen oldugu ve Abelyen
halkalarm yar1 indirgenmis olmadig1 gosterilmistir. Ustelik yar1 indirgenmis halkalarin
bazi geniglemelerinin 6rnegin; D(R,Z) Dorroh geniglemesinin yar1 indirgenmis olmasi
icin gerekli kosullar aragtirilmigtir. Yar: indirgenmis halka siiflari icin K6the varsayi-
mimm dogru oldugu ispatlanmistir. Indirgenmis halkalarin bazi sonuclari merkezi kat:
halkalara genigletilmistir. R'nin merkezi kat1 olmas i¢in gerek ve yeter sart D(R,Z) Dor-
roh geniglemesinin merkezi kati olmasidir. Ayrica (Kose vd. 2012) de asagidakilerin

denk oldugu gosterilmistir:
(1) R sag temel projektif halkadir.
(2) R merkezi katidir.

(3) Her n > 2 icin R[z]/(z") halkas1 merkezi Armendarizdir.

Aymi galismada “ R[x] polinom halkasinin merkezi kati olmasi igin gerek ve yeter sart

R[z,2~'] Laurent polinom halkasmin merkezi kat1 olmasidir ” gosterilmistir.

Eger 2" = 0 olacak sekilde her z € R i¢in x € C(R) oluyorsa R’ye merkezi
indirgenmis halka denir (I"Jngiir vd. 2013). Eger ab = 0 olacak sekilde her a,b € R igin
aRb = 0 oluyorsa R’ye yari degismeli halka denir (Rege vd. 1997). Son zamanlarda
yar1 degismeli halkalarin genellegtirmesi (Agayev vd. 2011) de verilmistir. Buna gore
ab = 0 olacak sekilde her a,b € R icin aRb C C(R) oluyorsa R’ye merkezi yar: degismeli

halka denir. Her merkezi indirgenmig halka merkezi yar1 degismelidir.

Eger ab = 0 olacak gekilde her a,b € R icin ba = 0 oluyorsa R halkasina terslenebilir
halka denir (Cohn, 1999). Terslenebilir halkalarin bir genellegtirmesi (Kése vd. 2014)
de verildi. Buna gore eger ab = 0 olacak sekilde her a,b € R igin ba € C(R) oluyorsa R’ye
merkezi terslenebilir halka denir. Ayrica terslenebilir halkalarin bagka bir genellegtirmesi
(Liang ve Gang, 2007) de verilmigtir. Buna gore eger ab = 0 olacak sekilde her a,b € R
ve her 7 € R icin Rbra R’nin sol nil ideali oluyorsa R’ye zaysf terslenebilir halka denir. Bu
halkalar arasindaki iligki soyledir:
{Terslenebilir halka} C {Merkezi terslenebilir halka} C {Zayif terslenebilir halka}

ve

{Merkezi terslenebilir halka} C {Abelyen}C {Direkt sonlu} (Kése vd. 2014).



Bu calismada verilen kapsamalarin terslerinin dogru olmadigina yonelik 6rnek-
ler verilmigtir. Ayrica R’nin merkezi terslenebilir olmasi ile R[z] polinom halkasimin ve
R[z, 7] Laurent polinom halkasinin merkezi terslenebilir olmasi arasinda agagidaki iligki
vardir.

R Armendariz halka olsun. Asgagidakiler denktir:
(1) R merkezi terslenebilirdir.
(2) R[x] merkezi terslenebilirdir.

(3) R[x,z~!] merkezi terslenebilirdir.



2. TEMEL TANIMLAR

2.1. Temel Tanimlar

Bu boéliimde diger boliimlerde gerekli olan tanim ve 6zellikler verilecektir.

Tanim 2.1. R bir halka ve z € R olsun. z™ = 0 olacak gekilde bir n > 0 varsa bu

durumda x e dstel sifirly eleman denir (Lam, 1998).

Tanim 2.2. Sifirdan farkh iistel sifirli elemani olmayan bir R halkasina indirgenmis halka
denir (Lam, 1998).

Tanim 2.3. R bir halka olmak iizere R'nin bir e elemani e = e? sartin1 saglarsa, e ye es

gtcli eleman denir (Lam, 1998).

Tanmim 2.4. Her es giiglii elemani1 merkezde olan halkaya Abelyen denir (Agayev vd.
2009).

Tanmim 2.5. R’nin tek iiretegli sag(sol) idealinin sag(sol) sifirlayan1 eger bir es giiclii

tarafindan iiretiliyorsa R’ye sag(sol) temel yari Baer halka denir (Birkenmeier, 2001).

Tanim 2.6. R’nin bir elemaninin sag(sol) sifirlayan bir es giiglii tarafindan iiretilmigse

R’ye sag(sol) temel projektif halka denir (Birkenmeier, 2001).

Tanim 2.7. aRa = 0 olacak sekilde her a € R i¢in a = 0 oluyorsa R’ye yar: asal denir
(Lam, 1998).

Tanim 2.8. R bir halka, abc = 0 olacak sekilde her a, b, c € R igin acb = 0 oluyorsa R’ye
simetrik halka denir (Lambek, 1971).

Tanim 2.9. D(R,Z) = {(r,n) :r € R,n € Z}, (r1,n1), (r2,n2) € D(R,Z) igin

(ri,m1) + (re,n2) = (r1 + ro,n1 + ng) ve (ri,n1)(re, ng) = (r1ra + nire + nori, ning)
islemleri ile bir halkadir. Bu halkaya R’nin Z boyunca Dorroh genislemesi denir (Lam,
1998).

Tanim 2.10. ab = 1 olacak sekilde her a,b € R i¢in ba = 1 oluyorsa R’ye direkt sonlu
denir (Lam, 1998).

Tanim 2.11. Her a € R igin aba = a olacak sekilde bir b € R varsa R halkasina Von
Neumann diizenli denir. Her a € R icin a = a?b olacak sekilde b € R varsa R halkasina

gti¢lii diizenli denir (Lam, 1998).

Tanmim 2.12. Halkanin biitiin asal ideallerinin kesigimine asal radikal denir (Hirano,
1978; Hwang vd. 2007).



Tanim 2.13. P(R) R’nin asal radikali ve N(R), R'nin biitiin iistel sifirh elemanlarinin
kiimesi olmak iizere eger P(R) = N(R) ise R’ye 2-primal denir (Hirano, 1978; Hwang
vd. 2007).

Tanim 2.14. ab = 0 olacak sekilde her a,b € R i¢in aRb = 0 oluyorsa R’ye yar: degigsmels
halka denir (Rege ve Chhawchharia, 1997).

Tanmim 2.15. ab = 0 olacak sekilde her a,b € R i¢in aRb € C(R) oluyorsa R’ye merkezi
yary degigsmeli halka denir (Agayev vd. 2011).

Tanim 2.16. ab = 0 olacak sekilde her a,b € R ve her r € R igin arb € N(R) oluyorsa
R’ye zayf yary degigmeli halka denir (Liang vd. 2007).

Tanim 2.17. ab = 0 olacak sekilde her a,b € R i¢in ba = 0 oluyorsa R’ye terslenebilir
halka denir (Cohn, 1999).

Tanmim 2.18. ab = 0 olacak sekilde her a,b € R i¢in ba € C(R) oluyorsa R’ye merkezi
terslenebilir halka denir (Kose vd. 2014).

Tanim 2.19. ab = 0 olacak sekilde her a,b € R ve her r € R icin Rbra, R’nin sol nil
ideali oluyorsa R’ye zayif terslenebilir halka denir (Liang ve Gang, 2007).

Tanim 2.20. R bir halka ve
f(z) = Zaixi , g(x) = Z bz’ € R[]
i=0 Jj=0

olsun.
f(x)g(x) = 0 iken her 4, j i¢in a;b; = 0 oluyorsa R’ye Armendariz denir (Rege ve
Chhawchharia, 1997).

Tanim 2.21. f(x),g(z) € Rz] i¢in eger f(z)g(z) = 0 iken her ¢,j i¢in a;b; € N(R)
oluyorsa R’ye zayif Armendariz denir (Liu ve Zhao, 2006).

Tanim 2.22. R bir halka olmak iizere f(z),g(z) € Rz| igin eger f(z)g(x) iistel sifirh
katsayilarina sahip oldugundan 0 < i < n, 0 < j < s i¢in a;b; € N(R) oluyorsa R’ye nil
Armendariz denir (Antoine, 1998).

Tanim 2.23. f(x),g(z) € Rz] icin eger f(x)g(x) = 0 iken her i,j i¢in a;b; € C(R)
oluyorsa R’ye merkezi Armendariz denir (Agayev vd. 2011).



3. YARI INDIRGENMIS HALKALAR
3.1. Yan indirgenmi§ Halkalar

Bu béliimde yar1 indirgenmis halkalar tanitilacaktir. indirgenmig halkalarin bazi
sonuglari; yar1 indirgenmis halkalara genisletilecektir. Yar: indirgenmis halkalarin indirgen-
mig olmadigina yonelik 6rnekler verilecektir. Ayrica yari indirgenmis halkalarin Abelyen
oldugu gosterilerek, Abelyen olan yari indirgenmis olmayan halka 6rnekleri verilecektir.
Her yar1 indirgenmis halkanin zayif yar1 degismeli, merkezi yar1 degismeli, Abelyen ve di-
rekt sonlu oldugu gosterilecektir. Ustelik R halkasinm yari indirgenmis olmasi igin gerek
ve yeter sart D(R,Z) Dorroh geniglemesinin yari indirgenmis olmasidir. Yar: indirgenmis

halkalarda K&the varsayiminin dogru oldugu ispatlanmigtir.

Tanmim 3.1. ab = 0 olacak sekilde her a,b € R igin (aR) N (Rb) = 0 oluyorsa R’ye
indirgenmis halka denir (Lee ve Zhou, 2004).

Indirgenmis halkamn sifirdan bagka iistel sifirlh eleman icermeyen halka oldugu bu calis-
mada gosterilmistir. Gergekten her a,b € R igin ab = 0 iken (aR) N (Rb) = 0 gerek ve
yeter sart R sifirdan bagka iistel sifirli eleman icermez gerek ve yeter sart a® = 0 olacak
sekilde her a € R i¢in a = 0 dir.

Eger R halkasi birimli degilse indirgenmis halka kavrami yukaridaki denklikleri
saglamaz. Agagida bu durum 6rneklendirilmigtir.

. b
Ornek 3.2. R = {[a b] | a,b e ZQ} halkas1 goz oniine alinsin. Matrislerin bilinen
a

€ R sifirdan

toplama ve ¢carpma iglemleri altinda R degigmeli olmayan bir halkadir. [

farkl tstel sifirli elemandir.

ab cd o abl||lcd
, € R igin = 0 olsun. Bu durumda (a +b)c =0 ve (a +b)d =0
ab| |cd abl||lcd

elde edilir. Buradan iki durum ortaya gikar. a +b =0 ya da a+b# 0. Eger a +b =0 ise

. ab cd
a=b=0yadaa=b=1. Buise RNR

ab cd
Kabul edelim ki; her iki durum igin a + b # 0 olsun. Bu durumda ¢ = d = 0 bulunur ve
ab

ab

] = 0 olmasini gerektirir.

cd
RNR

cd

] =0 (Kose vd. 2013).



Tanim 3.3. R bir halka olmak {izere eger ab = 0 olacak gekildeki her a,b € R icin
(aR) N (Rb) halkanin merkezi tarafindan kapsaniyorsa R’ye yari indirgenmis halka denir
(Kose vd. 2013).

Ornek 3.4. Degismeli halkalar ve indirgenmis halkalar yar1 indirgenmis halkalardir. Karsita
dogru degildir. Yani; yar1 indirgenmis halkalarin indirgenmis olmasi gerekmez (Kése vd.
2013).

Ornek 3.5. R = Z[z]/(2?) halkas1 goz 6niine almsmn. R degismeli oldugundan R yar
indirgenmistir. a = z + (22) € R icin a®> = 0 olmasma ragmen a # 0. Bu nedenle R

indirgenmis degildir (Kose vd. 2013).
Lemma 3.6. R halkasi i¢in agagidakiler dogrudur.

(1) Eger R yan indirgenmis halka ve a € R i¢in a? = 0 ise a merkezdedir. Kargit1 R

halkasinin yar:1 asal olmasi durumunda dogrudur.
(2) Eger R yar indirgenmis halka ise R Abelyendir.
(Kose vd. 2013).
ispat.

(1) Kabul edelim ki; R yar1 indirgenmis halka ve a € R icin a? = 0 olsun. Bu durumda
(aR)N(Ra) € C(R) dir. R yar: indirgenmis halka oldugundan a € (aR) N (Ra) olup

a merkezdedir.

Karsit olarak kabul edelim ki; R yari asal halka ve a®> = 0 iken a merkezde olsun.
a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu durumda her » € R icin ba, bra, arb merkezdedir.
t,s € R i¢in at = sb € (aR) N (Rb) olsun.

Buradan ata = sba ve (ata)? = (sba)? = sbasba = sbabas = 0 elde edilir. Ayrica
ata = sba merkezde ve ata’ = sbaa = asba = abas = 0 dir. Diger taraftan
atat = tata ve atata = tata® = 0. Boylece (at)® = 0 yani (at)? merkezdedir. O halde
((at)?R)? = 0 ve (at)? = 0. Buradan (at) merkezdedir. Yani R yar1 indirgenmistir.

(2) e, R'de es giiclii eleman olsun. Lemma 3.6.(1) den her r € R i¢in (er — ere)? = 0 ve
er — ere merkezdedir, buradan er = ere elde edilir. Benzer sekilde her » € R icin

re = ere bulunur. O halde R Abelyendir.

Sonug 3.7. R yari indirgenmis halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu durumda ba
merkezdedir (Kose vd. 2013).



Asgagida verilen 6rnek Lemma 3.6.(2) nin kargitinin genelde dogru olmadigin gos-

terir.

Ornek 3.8.

ab
R:{[ d] | a = d(mod2), b= c=0(mod2), a,b,c,dEZ}
c

halkas1 g6z 6niine alinsin. R’nin eg gii¢lii elemanlar1 sadece birim ve sifir matrisler oldu-

gundan R Abelyendir.

A= € Ricin A? = 0 olmasma ragmen A merkezde degildir. Bu durumda Lemma

3.6.(1) den R yar indirgenmis degildir (Kose vd. 2013).

Teorem 3.9. R’nin her {istel sifirli elemani merkezde ise R yar1 indirgenmistir. Karsgit

R’nin yar asal olmasi durumunda dogrudur (Kése vd. 2013).

Ispat. Her a,b € R icin ab = 0 olsun. Buradan (ba)? = 0 ise ba merkezdedir. Her
a1,b1 € Rigin x = aa; = b1b € (aR) N (RD) olsun. Bu durumda

1'3 = blbblbblb = blbblbaal = blbabblal =0

elde edilir. Kabulden x merkezdedir. Boylece R yar1 indirgenmigtir.

Karsit olarak kabul edelim ki; R yar1 asal ve yar1 indirgenmis, a € R ve n > 0 olmak

n71)2 =0 ve

tizere a” = 0 olsun. Lemma 3.6. dan n > 3 kabul edebiliriz. Bu durumda (a

béylece a” ! merkezdedir. Buradan a”~!'Ra"~! = 0 geklindedir. R yar1 asal oldugundan
a" ! = 0 dir. Benzer sekilde n sonlu oldugundan a?> = 0 durumuna indirgeyebiliriz.
Lemma 3.6.(1) den a merkezdedir. |

Teorem 3.9. da R’nin yar1 asal halka olmasi1 gereksiz degildir. Ancak bu iddiay1
birimli halkalar i¢inde kurabilmek i¢in bir 6rnek bulmaliyiz. Fakat birimli halkalar i¢in bir
ornek bulabilmek miimkiin degildir. Agagidaki 6rnekte birimsiz halkalar i¢in bu iddiay1

gosterelim.

. b
Ornek 3.10. R = {[a b] | a,b e Zg} halkasini ve a =
a

11
] elemanini goz oniine
11

alalm. Ra sifir olmayan {istel sifirhh sol ideal oldugundan R halkasi yari asal degildir.

Ustelik a merkezde olmayan iistel sifirh elemandir (Kose vd. 2013).

Tanim 3.11. R’deki biitiin iistel sifirli ¢ elemanlar: i¢in @™ = 0 olacak sekilde n pozitif

tamsayisina ustel sifirls indeks denir.

Lemma 3.6.(1) ve Teorem 3.9. dan agagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 3.12. R iistel sifirli indeksi 2 olan bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir:



(1) R yar indirgenmistir.
(2) R'nin her iistel sifirl eleman1 merkezde yer alir.

(Kose vd. 2013).

Onerme 3.13. Eger R indirgenmis halka ise R yar indirgenmis halkadir. Kargit1 agagi-
daki kosgullardan

(1) R yan asal halkadur.
(2) R sag(sol) temel projektif halkadir.

(3) R sag(sol) temel yar1 Baer halkadur.

herhangi birinin saglaniyor olmasi durumunda dogrudur.

(Kose vd. 2013).
ispat. R indirgenmis halka ise R'nin yar1 indirgenmis halka oldugu agiktir. Karsit olarak
kabul edelim ki; R yar1 indirgenmis halka ve a € R icin a? = 0 olsun. Lemma 3.6.(1) den

a merkezdedir. Simdi agagidaki durumlar diigiinelim.

(1) R yar asal halka olsun. a merkezde oldugundan her x € R i¢in aza = 0 dir. Buradan

a = 0 elde edilir. Boylece R indirgenmistir.

(2) Kabul edelim ki; R sag temel projektif halka olsun. Bu durumda rr(a) = eR
olacak sekilde e? = e € R es giiclii elemam vardir. Buradan a = ea = ae = 0
ve bdylece R indirgenmis halkadir. Benzer sekilde R’nin sol temel projektif halka

olmasi durumunda ispat dogrulanir.

(3) (2) nin ispatinda oldugu gibidir.

Sonug 3.14. R yari indirgenmis halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(1) R sag temel projektif halkadir.
(2) R sol temel projektif halkadir.
(3) R sag temel yar1 Baer halkadir.

(4) R sol temel yar1 Baer halkadur.

(Kose vd. 2013).
Ispat. Her bir durumda R indirgenmis oldugundan Onerme 3.13. den istenilen elde edilir.



Ornek 3.15. D bélmeli halka, R = D[z,y] ve zy # yz icin I = (2?) olsun. R tamlik
2 _ _
bolgesi oldugundan yar1 indirgenmistir. Diger taraftan, £ =0 olmasina ragmen z, R/I da

merkezde degildir. Bu durumda Lemma 3.6.(1) den R/I yar indirgenmis degildir (K&se
vd. 2013).

Onerme 3.16. R bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) R tamhk bolgesidir.
(2) R asal ve indirgenmistir.
(3) R asal ve yar1 indirgenmistir.

(Kose vd. 2013).

ispat.

(1) = (2) xRy = 0 olsun. R tamlik bolgesi oldugundan = = 0 veya y = 0 bu durumda
R asaldir. 22 =0 olsun. x = 0 olup R indirgenmistir.

(2) = (3) Indirgenmis halkalar yar: indirgenmistir.

(3) = (1) Her a,b € R igin ab = 0 olsun. Bu durumda her r € R i¢in abr = 0 ve Sonug
3.7. den bra merkezdedir. Buradan her s € R igin (asb)R(asb) = 0 elde edilir. R asal
oldugundan asb = 0 ve aRb =0 yani a = 0 ya da b = 0. Boylece R tamlik bolgesidir. m

Lemma 3.17. R halkasi i¢in agagidaki ifadeler vardir.
(1) Eger R, 2-primal ve yar1 asal ise R indirgenmistir.
(2) Eger R, yar1 degismeli ve yar asal ise R indirgenmistir.

(Kose vd. 2013).

Ispat. (1) R yar asal ve 2-primal halka olsun. Bu durumda P(R) = 0 ve bdylece
N(R) =0 dir. Buradan R indirgenmistir.

(2) R yar degismeli ve yar1 asal halka olsun. Her a,b € R i¢in ab = 0 olsun. ba € C(R)
dir. Her r € R i¢in (arb)® = arbarb = abarrb = 0. (arb)R(arb) = 0 ve R yar asal
oldugundan arb = 0 elde edilir. R yar1 asal oldugundan a = 0 veya b = 0 bu durumda R

indirgenmistir. [
Uyar: 3.18. Her yar1 degismeli halka 2-primaldir (Shin, 1973) [Teorem 1.5].

Teorem 3.19. Her yar indirgenmis halka 2-primaldir. Kargit1 halkanin yar1 asal olmasi
durumunda dogrudur (Koése vd. 2013).

Ispat. R yar indirgenmis halka olsun. P(R) < N(R) oldugu bilinen sonuctur. a € R ve

en az bir n > 2 tamsayisi igin ™ = 0 olsun. R yar1 indirgenmis halka oldugundan herhangi
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bir 71 € R i¢in ar1a™ ! € (aR) N (Ra™ ') merkezdedir. Herhangi bir 5 € R icin arja™ !

ile ary yer degistirdiginde

1

arqaria™ ' = aria” tary =0

elde edilir.
Kabulden herhangi bir s; € R icin arqariasia™ 2 merkezdedir. Herhangi bir r3 € R icin

arqariasia™? ile ars yer degistirdiginde
n—2 __ n—2 _
arsarqariasia = arqariasia ars = 0

elde edilir.
Kabulden herhangi bir s3 € R icin arsarsariasiassa” 3 merkezdedir. Herhangi bir r4 € R

icin arqarsarsariasiassa™ 3 ile ary yer degistirdiginde

3 3

arsarsareariasiassa””° = arsarsariasiassa” Cary = 0

elde edilir.

Kabulden herhangi bir s3 € R icin aryarsarsariasiassasza™ 4

merkezdedir. Herhangi bir

rs € R icin aryarsarsariasiassassa™* ile ars yer degistirdiginde
arsaryarsarsariasiassassa™ t = arqarsarqariasiassassa™ tars = 0
elde edilir.

Her i € R (i=1,...,t) i¢in axjazs...ax;a = 0 olacak sekilde n’ye bagh bir ¢ pozitif
tamsayis1 vardir. Herhangi bir P asal ideali i¢in aR(axsaxs...axia) < P. Boylece a € P
ya da her xo, ..., z; i¢in axsars...axia € P dir. Eger aRazs...arya < P ise a € P ya da her
3, ..., Ty icin axs...arza € P dir. Bu sekilde devam edilerek her P asal ideali i¢in a € P
elde edilir. Dolayisiyla a € P(R) yani N(R) = P(R) seklindedir.

Kargit olarak R yar:1 asal ve 2-primal halka olsun. Bu durumda Lemma 3.17. den

R indirgenmis olup yar1 indirgenmistir. [

Sonug 3.20. R yar indirgenmis halka olsun. Bu durumda R/P(R) indirgenmistir (Kose
vd. 2013).

Ispat. P(R) biitiin iistel sifirli elemanlar: iceriyor oldugundan Teorem 3.19. dan sonug

aciktir. -

Teorem 3.21. Her yar: indirgenmisg halka merkezi yar1 degismelidir. Kargiti halkanin yar:

asal olmas1 durumunda dogrudur (Kése vd. 2013).

Ispat. R yar indirgenmig halka ve her a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu durumda (aR)N(Rb)
merkezdedir. aRb < (aR) N (Rb) olup R yar1 indirgenmis oldugundan aRb C C(R) elde
edilir. Kargit1 Lemma 3.17.(2) den goriiliir. |

11



Uyar1 3.22. (Kothe Problemi) Eger R sifir olmayan nil ideallere sahip degilse R sifir
olmayan tek yanh nil ideallere sahip degildir (Smoktunowicz, 2001).

Sonug 3.23. Yar indirgenmis halkalarda Ko6the problemi dogrudur. Teorem 3.21. in
karsit1 genelde dogru degildir (Kése vd. 2013).

abcd
2 o Oabe
Ornek 3.24. F bir cisim ve R = 00ab | a,b,c,d,e € F 3 olsun.

a

000a

R’nin merkezi yar1 degigsmeli fakat yar1 indirgenmis olmadig1 gosterilecektir. A, B € R

igin AB = 0 olsun. Bu durumda agagidaki durumlar vardir.

(1) A=0yada B=0yada

(0bed] (00c d ]
00b 0000
(2) A= S ve B = ya da
0000b 0000
0000 0000
(0004 (00 ¢ d ]
000 000 €
(3) A= c ve B = e/ ya da
0000 000b
0000 0000
(00cd] (00c d ]
000 000 ¢
(4) A= € ve B = €
0000 0000
0000 0000

Her bir durum i¢in ARB = 0 elde edilir. Boylece R yar1 degigmelidir.

(0111 (0011

0011 0000
A= ve B =

0001 0000

0000 0000

(AR) N (RB) = RB olup merkezde degildir. Boylece R yari indirgenmis degildir (Kose
vd. 2013).

Onerme 3.25. R yan indirgenmis halka olsun. Bu durumda R zayif yari degismelidir
(Kose vd. 2013).
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Ispat. a,b € R olmak iizere ab = 0 olsun. R yar1 indirgenmis oldugundan ve Sonug 3.7.
den ba merkezdedir. Her r € R icin (arb)? = arbarb = ar?bab = 0 dir. Bu durumda R
zayif yar1 degigsmeli halkadir. |

Ornek 3.26. D bolmeli halka ve R =

D] olsun. R'nin zayif yar1 degismeli oldugu
0

01
(Liang vd. 2007) de ispatlandi. a = [0 0 € R g6z oniine almsm. Buradan a? = 0

ve a merkezde degildir. Dolayisiyla Lemma 3.6.(1) den R yar1 indirgenmis degildir (Kose
vd. 2013).

FF
0F

Ornek 3.27. F bir cisim ve R = olsun. Bu durumda Ornek 3.26. dan R yar

FF
indirgenmis degildir. I = [ 0 0 ] idealini g6z 6niine alinsin. Bu durumda R/I degigmeli

oldugundan R/I yar: indirgenmistir (Kése vd. 2013).

Onerme 3.28. R bir asal halka olsun. I, R’nin indirgenmis ideali olmak iizere eger R/I

yari indirgenmis halka ise R yar indirgenmistir (K&se vd. 2013).

Ispat. R/I yar1 indirgenmis halka olsun. Teorem 3.21. den R/I merkezi yari degismelidir.
a € Ricin a®> = 0 olsun. Bu durumda (a+1)?> =0 € R/I ve (a+I1)(R/I)(a+1) € C(R/I).
Buradan (a + I)(R/I)(a+ I)(R/I)(a+ I) = 0 ve aRaRa C I elde edilir. r,s € R olsun.
(arasa)? = 0 ve I indirgenmis oldugundan arasa = 0 dir. Bu durumda aRaRa = 0 elde
edilir. Kabulden a = 0, bu nedenle R indirgenmistir. Dolayisiyla R yar1 indirgenmistir.

Sonug 3.29. Eger R yar indirgenmis halka ise R direkt sonludur (Kése vd. 2013).

Ispat. Lemma 3.6.(2) den R Abelyen halka ve buradan R direkt sonludur. ]
Ornek 3.30. Her giiclii diizenli halka Von Neumann diizenlidir (Lam, 1998).

Teorem 3.31. R halkas: i¢in agagidaki ifadeler denktir:
(1) R giiglii diizenlidir.
(2) Her sag R-modiilii flat ve R yar1 indirgenmistir.
(3) Her devirli sag R-modiilii flat ve R yar1 indirgenmistir.
(4) R diizenli ve yar1 indirgenmistir.
(5) R diizenli ve indirgenmistir.

(6) R diizenli ve Abelyendir.
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(Kose vd. 2013).

Ispat. (1) = (2) Her giiclii diizenli halka Von Neumann diizenli ve Harada'mn teo-
reminden her flat modiildiir. R giiglii diizenli oldugundan sifirdan farklh iistel sifirh ele-
manlar icermez. Kabul edelim ki; a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu durumda ba = 0 dir.
ar = tb € (aR) N (Rb) olsun. ar = tb esitliginin her iki tarafi ar ile carpildiginda (ar)? = 0
elde edilir. Buradan ar = 0 dir. Dolayisiyla (aR) N (Rb) = 0.

(2) (3) Asikardur.

(3) (4) (Lam, 1998) [Teorem 4.21] den agiktir.

(4) = (1) a € R olsun. a = aba olacak sgekilde b € R vardir dolayisiyla ab es giigliidiir.

—
=

Lemma 3.6. dan ab merkezdedir. Buradan a = aba = a?b elde edilir. Boylece R giiclii

diizenlidir. ]

Onerme 3.32. R yari indirgenmis halka olsun. Bu durumda D(R,Z) yar1 indirgenmistir
(Kose vd. 2013).

ispat. (r1,m1), (re,n2) € D(R,Z) i¢in (r1,n1)(r2, ne) = (rire + ring + roni+,ning) =0
olsun. Bu durumda ning = 0 ve riry + ring + rong = 0 dir. ispat n1 =0 ve no # 0 ya da
n1 # 0 ve ng = 0 seklinde iki durum ortaya ¢ikar.

Ik olarak n1 = 0 ve ny # 0 durumu igin ispatlayacagiz. Bu durumda riro+rine =0
elde edilir. R birimli ve rg + ng € R oldugu icin ri(ry + ny) = 0 dir. Kabulden
(riR) N (R(r2 + n2)) merkezdedir. (r1,0)(a,n) = (b,m)(r2,n2) € ((r1,0)D(R,Z)) N
(D(R,Z)(r2,n2)) olsun. Buradan m = 0 ve m1(a +n) = b(ra +n2) € (rmR) N (R(r2 + n2))
merkezdedir. Bu durumda ((r1,0)D(R,Z)) N (D(R,Z)(r2, n2)) merkezdedir.
n1 # 0 ve ne = 0 durumu i¢in benzer gekilde ispat yapilir. [

S, R’nin merkezi diizenli elemanlarimm carpimsal kapali alt kiimesi ve S™'R, R’nin

S’de ki yerellegtirmesi olsun.

Onerme 3.33. R’nin yan indirgenmis olmasi icin gerek ve yeter sart S—!'R halkasinin

yar1 indirgenmis olmasidir (Kése vd. 2013).

Ispat. r/s € C(S™'R) olmas i¢in gerek ve yeter sart r € C(R) olmasidir. Kabul edelim
ki; R yar1 indirgenmis ve her s,t € S icin a/s,b/t € ST1R olmak iizere (a/s)(b/t) = 0 ol-
sun. S’nin biitiin elemanlar: merkezi diizenli oldugundan ab = 0 dir. Kabulden (aR)N(Rb)
R’nin merkezdeki elemanlarini igerir.
(a/s)(a1/s1) = (b1/t1)(b/t) € ((a/s)(ST'R)) N ((ST'R)(b/t)) olsun.
Bu durumda ttjaa; = ss1b1b ve t,t1, s, s1 merkezde oldugundan ttjaa; = ss1b01b € (aR) N
(Rb) merkezdedir. ttjaa; = ss1b1b, tt1ss) tarafindan boliinerek (a/s)(a1/s1) = (b1/t1)(b/t)
((a/s)(STIR)) N ((STLR)(b/t)) nin merkezindedir.

Karsit olarak, R alt halkas1 S™'R de gomiilii ve yar1 indirgenmis halkalar alt hal-

kalar altinda korundugu icin R yar: indirgenmistir. [
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Sonug 3.34. Her R halkasi i¢in R[z] polinom halkasinin yar1 indirgenmis olmasi i¢in gerek
ve yeter sart R[z, '] Laurent polinom halkasinin yari indirgenmis olmasidir (Kése vd.
2013).

Ispat. S = {1,z,22%,23, 2% ...} olsun. S, R[x)’in merkezi diizenli elemanlarmdan olusan

carpimsal kapal alt kiimesidir. Bu durumda Onerme 3.33. den ispat aciktr. [

Tanim 3.35. R bir halka ve M bir R modil olsun. T(R,M) = R & M bilesensel
toplama ve (ri,m1),(re,me) € T(R, M) olmak iizere (ri,m1)(ro,ma) = (rire,r1me +

mire) iglemleri ile bir halkadir. Bu halkaya R’nin M tarafindan asikar genislemesi denir.

{(;)irenment

Agagida R'nin M tarafindan agikar geniglemesinin yar1 indirgenmis olmasinin gerekmedigine

Bu halka

halkasina izomorftur.

yonelik 6rnek verilecektir.

Ornek 3.36. R degismeli olmayan bir halka ve 7, R’nin merkezde olmayan bir eleman:
00

2
0r
€ T(R,R) goz oniine alinsin. Buradan [ ] = [0 .

0r
olsun.
00 00

] seklindedir.

ar # ra olacak gekilde a, R'nin bir elemani olsun. Boylece

el o2 [oe) o]

elde edilir. Lemma 3.6.(1) den T'(R, R) yar: indirgenmis degildir (Kose vd. 2013).
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4. INDIRGENMIiS HALKALARIN GENELLESTIRILMESI
4.1. indirgenmi§ Halkalarin Genellestirilmesi

Bu boliimde indirgenmis halkalarin merkezi kat1 halka simiflarinin bir genellegtir-
mesi oldugu gosterilecektir. Indirgenmis halkalarn bazi sonuclari; merkezi kat1 halkalara
genigletilecektir. Merkezi kat1 halkalar indirgenmig halkalar ile merkezi terslenebilir hal-
kalar arasindadir. Eger R sag temel projektif ya da yar1 asal halka ise R indirgenmigtir
gerek ve yeter sart R merkezi katidir gerek ve yeter sart R terslenebilirdir gerek ve yeter
sart R merkezi terslenebilirdir gerek ve yeter sart R yari degismelidir gerek ve yeter sart R
merkezi yar1 degismelidir gerek ve yeter sart R Abelyendir. Ustelik R’'nin merkezi kati ol-
masi igin gerek ve yeter sart D(R,Z) Dorroh geniglemesinin merkezi kat1 olmasidir. Ayrica
R’nin sag temel projektif halka olmasi durumunda R’nin merkezi kat1 olmasi i¢in gerek ve
yeter sart R[x]/(z") halkasinin merkezi Armendariz olmasidir. Son olarak R[z] polinom
halkasimin merkezi kat1 olmast icin gerek ve yeter sart R[z, 2~ !] Laurent polinom halkasinin

merkezi kat1 olmasidir.

Tanim 4.1. «, R halkasiin bir homomorfizmas: olsun. aa(a) = 0 olacak sekilde her

a € R igin a = 0 oluyorsa R halkasina a-kat: denir (Hong vd. 2000).

Tanmim 4.2. maa(a) = 0 olacak sekilde her m € M ve a € R i¢in ma = 0 oluyorsa M’ye
a-katr denir (Agayev vd. 2009).

Tanim 4.3. ma? = 0 olacak sekilde her m € M ve a € R icin ma = 0 ise M’ye katr denir

(Agayev vd. 2009).
Tanim 4.4. M sol R-modiilii eger asagidaki denk kosullardan

(1) a®*m = 0 olacak sekilde a € R ve m € M iken aRm = 0.

(2) am = 0 oldugunda aM N Rm = 0.
herhangi birini saghyorsa M’ye indirgenmis modiil denir (Lee ve Zhou, 2004).
Uyar1 4.5. M indirgenmis modiil ise bu durumda kat1 oldugu kolayca gosterilebilir.

Tanim 4.6. R bir halka ve a?b = 0 olacak sekilde her a,b € R icin ab = 0 oluyorsa R’ye
katr denir (Lee ve Zhou, 2004).
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Onerme 4.7. R halkas: icin asagidaki ifadeler denktir:
(1) R indirgenmis halkadur.
(2) Rp indirgenmis modiildiir.
(3) Rp kat1 modiildiir.
(4) R kat1 halkadir.

(Kose vd. 2012).

Ispat. (1) = (2) Kabul edelim ki, R indirgenmis olsun. Buradan M N R1 = 0 olup Ry
indirgenmis modiildiir.

(2) = (3) ma® = 0 olsun. (ma)a = 0 M indirgenmis oldugundan (ma)M N Ra = 0.
Buradan ma = 0 olup Rpr kat1 modiildiir.

(1) = (4) R indirgenmis olsun. a?h = 0 ve buradan (ab)a = 0 olup sagdan b ile
carpildiginda (ab)(ab) = 0 dir. (ab)? = 0 R indirgenmis oldugundan ab = 0. ]

Tanim 4.8. R bir halka ve a?b = 0 olacak sekilde her a,b € R icin ab € C(R) ise R’ye
merkezi katy denir (Kose vd. 2012).

Ornek 4.9. Degismeli halkalar ve indirgenmis halkalarin merkezi kat1 halkalardir (Kose
vd. 2012). Karsit1 dogru degildir. Yani; merkezi kat1 halkalarin indirgenmis olmasi

gerekmez.

Ornek 4.10. R = Z3®Z3 olsun. (a,b), (¢,d) € R olmak iizere (a, b)+(c,d) = (a+c,b+d)
ve (a,b) x (¢,d) = (ac, ad + be) iglemleri ile bir halkadir. R halkasi degismeli ve birimlidir.
Birimi (1,0) elemamdir. R degismeli oldugundan merkezi katidir. Buna ragmen (0,1)? =
(0,0) ve (0,1) # (0,0) oldugundan R indirgenmis degildir (Kése vd. 2012).

Onerme 4.11. Eger R indirgenmis halka ise bu durumda R merkezi katidir. Kargit:

agsagidaki ifadelerden herhangi birinin saglanmasi durumunda dogrudur.
(1) R yar asal halkadir.
(2) R sag(sol) temel projektif halkadir.
(3) R sag(sol) temel yar1 Baer halkadur.

(Kose vd. 2012).
Ispat. (aba)(aba) = 0 ise R indirgenmis oldugundan (aba) = 0 (sagdan b ile carpildiginda)
abab = 0. R indirgenmis oldugu igin ab = 0 elde edilir ve boylece R merkezi katidir. Kargit

olarak,

(1) R yar asal halka ve z € R icin 22 = 0 olsun. Kabulden x merkezdedir. Buradan

xRx = 0 elde edilir. R yar1 asal oldugundan x = 0 dir. Boylece R indirgenmigtir.
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(2) € R icin 22 = 0 olsun. Kabulden z merkezdedir. R sag temel projektif halka
oldugundan = € rr(z) = eR olacak sekilde e? = e € R es giiclii eleman1 vardur.

Buradan x = ex = ze = 0 olur. Boylece R indirgenmigtir.

(3) (2) nin ispati ile benzerdir.

Sonug 4.12. Eger R merkezi kat1 halka ise bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) R sag temel projektif halkadir.
(2) R sol temel projektif halkadir.
(3) R sag temel yar1 Baer halkadir.
(4) R sol temel yar1 Baer halkadir.

(Kose vd. 2012).

ispat. Her bir durum i¢in R’nin indirgenmis oldugu Onerme 4.11. den elde edilir. ]

Onerme 4.13. I sonlu indeks kiimesi olmak iizere halkalarm {R;}icr stmfin1 goz 6niine
alalim. Bu durumda her ¢ € I icin R;'nin merkezi kat1 olmasi igin gerek ve yeter sart
€D Ri’nin merkezi kat1 olmasidir (Kése vd. 2012).

Ispat. {i € I | I = {1,...,n}} olsun. a;,b; € R; igin a?by + adby + ... + a2b, = 0 olsun.
a1(a1by) + az(azb2) + ... + an(anb,) = 0 olup buradan da (aj + ag + ... + ay)(a1b1 + azbs +
.. + apby) = 0 yazlabilir. Her ¢ € I oldugu i¢in a;(a;b;) = 0 elde edilir. Bu durumda
a?b; = 0 oldugundan a;b; € C(R;). n

Sonug 4.14. R bir halka ve ¢ = ¢ € R olsun. eR ve (1 — e)R merkezi kat1 olmasi igin
gerek ve yeter sart R'nin merkezi kat1 olmasidir (Kése vd. 2012).

Uyar1 4.15. R’nin homomorfik goriintiisii merkezi kat1 olmasina ragmen R merkezi kat1
olmayabilir (K&se vd. 2012).

FF

Ornek 4.16. F bir cisim olmak iizere R = olsun.

2
01 11 00 . 11 L
= olmasina ragmen € R icin
[O 0] [O 1] [0 0] [0 1
01|11 11]1(01
4
00|01 01]1(00

FF
seklindedir. Buradan R merkezi kat1 degildir. Buna ragmen R’nin I = [ ] ideali goz
00

oniine alindiginda R/I = F oldugu i¢in R/I merkezi katidir (Kose vd. 2012).
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Lemma 4.17. I, R’nin indirgenmis ideali olmak iizere eger R/I merkezi kat1 halka ise R
merkezi katidir (Kose vd. 2012).

Ispat. a,b € R olmak iizere eger a?b = 0 ise (a + I)2(b + I) = 0 + I seklindedir. R/I
merkezi kat1 oldugundan her r € R i¢in arb — rab € I ve buradan aba € I. Diger taraftan
(aba)? = 0 ve I indirgenmis oldugundan aba = 0 elde edilir. Bu durumda her r € R
icin abra € I. Her r € R icin (abra)®> = 0 oldugundan abra = 0 bulunur. Boylece

(abr — rab)? = 0 ve kabulden her r € R icin abr = rab elde edilir. ]

Ornek 4.18. D bélmeli halka, R = D[z, y] ve 2y # yz icin I = (y?) olsun. R tamlik
bélgesi oldugundan, R merkezi katidir. Diger taraftan (yzy 4 I)?(x +I) = 0+ I olmasia
ragmen (yzy +I)(x+ 1), (y+ I) ile degismeli degildir. Buradan R/I merkezi kat1 degildir
(Kose vd. 2012).

Lemma 4.19. R bir halka olsun. Bu durumda R’nin asal ve merkezi kati olmasi igin

gerek ve yeter sart R'nin tamlik bolgesi olmasidir (Kése vd. 2012).

Ispat. a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu durumda (ba)? = 0 ve ba merkezdedir. Boylece her

r € R igin (arb)? = 0 dir. Her r € R icin arb merkezdedir. (arb)R(arb) = R(arb)* =0

olsun. R asal oldugundan a = 0 ya da b = 0 dir. Buradan R tamlik bolgesidir.

Karsit olarak kabul edelim ki; R tamlik bolgesi olsun. Bu durumda R asal ve indirgen-

migtir. R bir halka, boylece R merkezi katidir. [
indirgenmi@ her halka yari degismelidir. Zayif yar1 degigsmeli halkalar i¢inde agagi-

daki ifade saglanir.

Lemma 4.20. Eger R merkezi kat1 ise R zayif yar1 degismelidir (Kose vd. 2012).

Ispat. a,b € R icin ab = 0 olsun. R merkezi kat1 oldugundan ba € C(R). Her r € R icin
(arb)? = 0 buradan arb € N(R) elde edilir. Yani R zayif yar1 degismelidir. ]

Lemmanin kargiti her zaman dogru degildir. Bu durum asagida érneklendirilmistir.

abc
Ornek 4.21. S bélmeli halka ve R = 0Oad||abcdeS p halkasi goz 6niine alin-
00a
(010
sin. Buradan R zayif yar1 degismelidir (K&se vd. 2012). A= |00 0 | icin A2 = 0 elde
1000
edilir.
000 001
B=1]001| € R igin BA = 0 olmasma ragmen AB = [000| # 0 dir. Boylece R
000 000

merkezi kat1 degildir (K&se vd. 2012).
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Lemma 4.22. R bir halka olmak iizere, eger R merkezi kati ise R Abelyendir (K&se vd.
2012).

Ispat. €2 = e € R olsun. Her r € R icin (re —ere)? = 0 ve buradan re — ere merkezdedir.
e(re — ere) = (re — ere)e olup buradan ere = re elde edilir. Benzer gekilde her r € R i¢in
(er — ere)? = 0 ve buradan ere = er elde edilir. Béylece R Abelyendir. ]

Lemma 4.22. nin kargit1 genelde dogru degildir, yani her Abelyen halkanin merkezi

kati olmas1 gerekmez.

Ornek 4.23.

ab
R—{[ d] | a = d(mod2), b= c=0(mod2), a,b,c,deZ}
c

00 10
halkas1 gbz Oniine alinsin. R'nin es giiclii elemanlar1 sadece [ ] ve [ ] matrisler
00 01

oldugundan R Abelyendir.

02|(02] (10 00 . 02 —
= olmasina ragmen 00 merkezde degildir.

Diger taraftan
00([00] |01 00

Bu yiizden R merkezi kat1 degildir (Kose vd. 2012).

Sonug olarak indirgenmis, kati, terslenebilir, merkezi terslenebilir, yar1 degismeli,
merkezi yar1 degigmeli ve sag temel projektif halkalar kullanilarak Abelyen halkalar ve yar1

asal halkalar arasindaki iligkiler verilecektir.

Teorem 4.24. R sag temel projektif halka ise bu durumda agagidaki ifadeler denktir:
(1) R indirgenmis halkadur.
(2) R merkezi kat1 halkadir.
(3) R terslenebilir halkadir.
(4) R merkezi terslenebilir halkadir.
(5) R yar1 degigmeli halkadir.
(6) R merkezi yar1 degismeli halkadir.
(7) R Abelyen halkadir.
(Kose vd. 2012).

Ispat. Ilk olarak her 2 € R icin R’nin sag projektif ideal olduguna dikkat edelim. rp(z)
R'nin direkt toplami, R = R/rg(x) ve boylece €2 = e € R igin 7R(z) = eR. Ayrica R

sag temel projektif halka ise bu durumda her es giigliisii merkezdedir.
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(1) <= (2) Onerme 4.11. den elde edilir.

(2) = (3) x,y € R igin 2y = 0 olsun. Buradan bazi ¢? = e € R icin y € 7g(z) = eR. Bu
durumda y = ey ve ze = 0 dir.

Diger taraftan (yx)? = 0 ve R merkezi kat1 oldugundan yx merkezdedir. Bu durumda
yr = eyxr = yre = 0 ve boylece R terslenebilirdir.

(3) = (4) a,b € Ricin ab = 0 olsun. (ba)? = baba = 0 oldugundan ba € C(R) dolayisiyla
R merkezi terslenebilirdir.

(4) = (5) 2,y € R igin zy = 0 olsun. Bu durumda baz1 €2 = ¢ € R icin y € rg(z) = eR
dir. Boylece y = ey ve ze = 0 dir. Buradan her r € R igin xry = ar(ey) = zery = 0 ve
boylece (5) elde edilir.

(5) = (6) a,b € R igin ab = 0 olsun. ba € C(R) elde edilir. (arb)* = 0 oldugundan
arb € C(R) olup R merkezi yar1 degismelidir.

(6) = (7) € = e € R olsun. Kabulden e(1 —¢) = 0 iken her r € R icin er(1 —e) € C(R).
er(l —e) e ile yer degistirdiginde er(1 — e) = 0 elde edilir. Benzer sekilde (1 —e)er =0
elde edilir. Buradan er = ere = re olup R Abelyendir.

(7) = (1) Asikardir. n

Teorem 4.25. R bir halka olmak iizere eger R yar1 asal halka ise agagidaki ifadeler denk-

tir:
(1) R indirgenmis halkadur.
(2) R merkezi kat1 halkadir.
(3) R terslenebilir halkadir.
(4) R merkezi terslenebilir halkadir.
(5) R yar1 degigmeli halkadir.

(6) R merkezi yar1 degismeli halkadir.

(Kose vd. 2012).

ispat.

(1) <= (2) Onerme 4.11. den elde edilir.

(2) = (4) a,b € R igin ab = 0 olsun. Buradan (ba)?> = baba = 0 oldugundan ba
merkezdedir.

(4) = (2) Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir, yari1 asal halka ve a,b € R igin
a’b = 0 olsun. Bu durumda R merkezi terslenebilir oldugundan aba merkezdedir. Bu-
radan (aba)R(aba) = 0 ve kabule gore aRab, R'nin merkezindedir. Buradan her r € R
icin (abrab)R(abrab) = 0 elde edilir. R yar1 asal oldugundan abRab = 0 ve boylece ab
merkezdedir.

(2) = (6) a,b € R igin ab = 0 olsun. Bu durumda ba merkezde ve her r € R igin
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(arb)®> = 0 R merkezi kat1 oldugundan arb merkezdedir. Bu durumda R merkezi yari
degismelidir.

(6) = (2) a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu durumda (ba)? = 0 ve ba merkezdedir. Her
r € R igin (arb)? = 0. Buradan (arb)R(arb) = 0 dir. R yar asal oldugundan R yar
degismelidir.

(3) = (4) Asikardur.

(4) = (3) Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir halka ve a,b € R igin ab = 0 olsun.
Buradan ba merkezdedir. R yar1 asal halka oldugundan baRba = 0 ve boylece ba = 0.

(5) = (6) Asikardur.

(6) = (5) a,b € R igin ab = 0 olsun. Bu durumda her r € R i¢in b(arb)a = ba(arb) =
b(arb) = a*rb?> = a(arb)b = ab(arb) = 0. Buradan baRba = 0 dir. Kabulden ba = 0
oldugu icin aRb = 0 elde edilir.

Teorem 4.26. R bir halka olmak iizere, eger R merkezi kat1 ise 2-primaldir. Kargit

halkanin yar1 asal olmasi durumunda dogrudur (Koése vd. 2012).

Ispat. R merkezi kat1 halka olsun. P(R), R de nil ideal ve P(R) C N(R) her zaman
vardir.

Ters kapsama igin, n pozitif tamsay1 olacak sekilde a € N(R) igin a™ = 0 olsun.
Kabul edelim ki; ) asal ideali i¢in a ¢ @ olsun. R merkezi kat1 oldugundan a merkezdedir.

Her bir 7,,—1,7n—2,7pn—3,...,72,71 € R igin
ar,—1arp—2ary_3...argaria — rn_lrn_grn_g...rgrlan =0

elde edilir. P’nin her asal ideali i¢in aR(arp—2a,...,arsaria) C P dir. a ¢ @ oldu-
gundan P’nin her asal ideali i¢in ar,_sa...arqaria € P ve 1,,_9,...,79,71 € R. Buradan
P'nin her asal ideali igin aR(ar,—sa...arsaria) C P ve ry_3,...,72,71 € R dir. Benzer
diigiinceyle P’nin her asal ideali i¢in ar,—_q4a...arsaria € P ve her r,,_4,...,72,71 € R igin
aR(arp—_4a...arqaria) C P. Benzer gekilde devam edildiginde P’nin her asal ideali i¢in
aRa C P elde edilir. Bu durumda P’nin her asal ideali igin a € P dir. Bu bir celigkidir.
Bu durumda a iistel sifirh ise a € P(R) dir ve boylece N(R) C P(R).

Kargit olarak R yari asal ve 2-primal halka olsun. Bu durumda P(R) = 0 ve
N(R) = 0 elde edilir. Buradan R indirgenmis ve boylece merkezi katidir. [

Sonug 4.27. R merkezi kati halka olsun. Bu durumda R/P(R) halkasi merkezi katidir
(Kose vd. 2012).

Tamm 4.28. Iki direkt toplamin kesigimi M nin direkt toplami ise M 'ye toplam kesigim
ozelligine sahiptir denir (Lam, 1998).

Tanim 4.29. R’nin sag R modiilii toplam kesisim 6zelligine sahip ise R ye toplam kesisim

ozelligine sahiptir denir (Lam, 1998).
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Tamm 4.30. Iki direkt toplamimn toplam: M nin direkt toplami ise M ye toplama toplam
ozelligine sahiptir denir (Lam, 1998).

Tanim 4.31. R’nin sag R-modiilii toplaminin toplam 6zelligi var ise R ’ye toplama toplam

ozelligine sahiptir denir (Lam, 1998).

Onerme 4.32. R merkezi kat1 halka olsun. Bu durumda asagidakiler vardir.
(1) R toplam kesigim 6zelligine sahiptir.
(2) R toplami toplam 6zelligine sahiptir.

(Kose vd. 2012).
ispat.

(1) e ve f, R'de es giiglii elemanlar olsun. Lemma 4.22. den e ve f merkezde, bu
durumda eRNfR =efR = feR ve (ef)? = ef elde edilir. Buradan eRN fR, R'nin
direkt toplamidir.

(2) R'nin sag idealleri eR ve fR icin e? = e, f2 = f € R olsun. Buradan e + f — ef
R'nin eg giigliisiidiir. R Abelyen oldugundan ef + fR = (e + f — ef)R. Buradan
ef + fR, R'nin direkt toplamdir.

Onerme 4.33. R halkasinin merkezi kat1 olmasi icin gerek ve yeter sart D(R,Z) Dorroh

geniglemesinin merkezi kati olmasidir (Kése vd. 2012).

Ispat. R merkezi kat1 halka ve (r,n),(s,m) € D(R,Z) icin (r,n)?(s,m) = 0 olsun.
Bu durumda n?m = 0 dan n = 0 veya m = 0. Kabulden n = 0 almur ve buradan
r?s +mr? = 0 dir. Bu durumda 7(s + mlg) € C(R). Buradan her (u,t) € D(R,Z) igin
(r,n)(s,m)(u,t) = (u,t)(r,n)(s,m) elde edilir. Béylece D(R,Z) merkezi katidir. Karsiti

aciktir. -

Ornek 4.34. H reel sayilar iizerinde kuarterniyon halkasi ve 7'(H, H), H’'nin H tarafindan
asikar genisleme halkasi olsun. Bu durumda H indirgenmis olmasina ragmen degismeli

degildir.

0 i
[ I e T(H, H) iistel sifirh eleman1 goz 6niine alinsin.
00

o) o)7L e

oldugundan T'(H, H) merkezi kat1 degildir (Kose vd. 2012).
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Uyar: 4.35. Indirgenmis halkalar Armendarizdir (Armendariz, 1974). Armendariz
halkalar, R'nin sifirlayan ile R[x]’in sifirlayam arasinda dogal bir iligkinin varligim ortaya

koyar. Armendariz halkalarin ¢ok cesitli genellegtirmeleri yapilmigtir.

Uyar1 4.36. Her nil Armendariz halkanin zayif Armendariz halka oldugu acgiktir.

(Anderson ve Camillo, 1998) [Teorem 5] te n > 2 dogal sayisi i¢in R[z]/(z")

Armendariz olmast i¢in gerek ve yeter sart R’'nin indirgenmis olmasidir.

Teorem 4.37. R sag temel projektif halka ve n > 2 bir dogal say1 olsun. Bu durumda
R’nin merkezi kat1 olmas: icin gerek ve yeter sart R[z]/(z™)'in merkezi Armendariz ol-
masidir (Kose vd. 2012).

Ispat. Kabul edelim ki; R merkezi kati halka olsun. Onerme 4.11. den R indirgenmis
halkadir. (Anderson ve Camillo, 1998) [Teorem 5| ten R[x]/(z") Armendariz ve bu-
radan merkezi Armendarizdir.

Karsit olarak kabul edelim ki; R[z]/(z") merkezi Armendariz olsun. Kabulden ve (Agayev
vd. 2011) [Teorem 2.5] ten R[z]/(z") Armendarizdir. Bu durumda (Anderson ve

Camillo, 1998) [Teorem 5] ten R indirgenmis ve béylece merkezi katidir. |

Teorem 4.38. R bir halka olmak iizere, eger R merkezi kat1 ise R nil Armendarizdir
(Kose vd. 2012).

Ispat. Eger R merkezi kat1 ise Teorem 4.26. dan 2-primal ve boylece N (R) = P(R)
olup N(R), R’nin nil idealidir. (K&se vd. 2012)[Onerme 2.1] den biitiin iistel sifirh

elemanlarin kiimesinden olugan halka idealleri olugturur buradan R nil Armendarizdir. m

Sonug 4.39. R bir halka olmak iizere, eger R merkezi kati halka ise R[z]/(z") nil Armen-

darizdir.

Ispat. R merkezi kati ise Teorem 4.38. den R nil Armendarizdir. (Antoine, 2008)

[Teorem 4.1] den R[x]/(z™) nil Armendarizdir. [
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5. MERKEZI INDIRGENMIiS HALKALAR
5.1. Merkezi indirgenmi§ Halkalar

Bu boliimde merkezi indirgenmis halkalar tamtilacaktir. Indirgenmis halkalarn
baz1 sonuclari, merkezi indirgenmisg halkalara genisletilecektir. Merkezi indirgenmis hal-
kalarin indirgenmis olmadigina yonelik ornekler verilecektir. Ayrica merkezi indirgenmis
halkalarin Abelyen oldugu gosterilerek, abelyen olan merkezi indirgenmis olmayan halka
ornekleri verilecektir. Her merkezi indirgenmis halkanin merkezi yar: degismeli, zayif yar:
degismeli, abelyen ve direkt sonlu oldugu gosterilecektir. Ustelik R halkasinin merkezi
indirgenmis olmasi igin gerek ve yeter sart D(R,Z) Dorroh genislemesinin merkezi in-

dirgenmis olmasidir.

Ayrica R'nin merkezi indirgenmis olmasi ile R[z] polinom halkasinin, R[[z]] kuvvet
serisi halkasinin ve R[z,2~!] Laurent polinom halkasinin merkezi indirgenmis olmasi ara-
sinda agagidaki iligski vardir.

R merkezi indirgenis halka olsun. Asagidakiler denktir:

(1) R merkezi indirgenmistir.

(2) R[x] merkezi indirgenmistir.

(3) R[[z]] merkezi indirgenmistir.
(4) R[z,r~'] merkezi indirgenmistir.

Tanim 5.1. R bir halka, 2™ = 0 olacak sekilde her € R i¢in z € C(R) oluyorsa R’ye
merkezi indirgenmis halka denir (Ungér vd. 2013).

Ornek 5.2. Degismeli halkalar ve indirgenmis halkalar merkezi indirgenmis halkalardar.
Kargit1 dogru degildir. Yani, merkezi indirgenmis halkalarin indirgenmis olmasi gerekmez
(Ungor vd. 2013).

Ornek 5.3. S degismeli bir halka ve R = S[z]/(2?) halkas1 goz 6niine almsin. R degismeli
oldugundan R merkezi indirgenmistir. a = = + (2%) € R i¢in a®> = 0 olmasina ragmen
a # 0. Bu nedenle R indirgenmis degildir (Ungér vd. 2013).

Onerme 5.4. Eger R indirgenmis halka ise R merkezi indirgenmis halkadir. Karsit1 agagi-

daki kosgullardan
(1) R yan asal halkadur.

(2) R sag(sol) temel projektif halkadir.
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(3) R sag(sol) temel yar1 Baer halkadir.

herhangi birinin saglaniyor olmasi durumunda dogrudur. (["J'ngiir vd. 2013).

n

ispat. T
Or = 0 oldugundan 0 € C(R) olup buradan x € C(R) elde edilir ve boylece R merkezi

indirgenmistir. Karsit olarak,

= 0 olsun. R indirgenmis oldugundan x = 0 dir. Her r € R icin 70 =

(1) R yar asal halka ve z € R i¢in 2™ = 0 olsun. Kabulden z merkezdedir. Buradan

xRx = 0 elde edilir. R yar1 asal oldugundan x = 0 dir. Boéylece R indirgenmigtir.

(2) * € R igin 2™ = 0 olsun. Kabulden z merkezdedir. R sag temel projektif halka
oldugundan = € rr(z) = eR olacak sekilde > = e € R eg giiclii eleman1 vardur.

Buradan & = ex = ze = 0 olur. Boylece R indirgenmistir.

(3) (2) nin ispati ile benzerdir.

Sonug 5.5. R merkezi indirgenmis halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(1) R sag temel projektif halkadir.
(2) R sol temel projektif halkadir.
(3) R sag temel yar1 Baer halkadir.

(4) R sol temel yar1 Baer halkadur.

(Ungér vd. 2013).

Uyar1 5.6. R’nin homomorfik gériintiisii merkezi indirgenmis olmasina ragmen R merkezi

indirgenmis olmayabilir (Ungér vd. 2013).

Ornek 5.7. D bolmeli halka, R = D[x,y] ve 2y # yx icin I = (2?) olsun. R tamlk
bolgesi oldugundan merkezi indirgenmistir. Diger taraftan, = + I, R/I'nm iistel sifirh
elemani olmasina ragmen = + I, R/I’da merkezde degildir. Bu durumda R/I merkezi

indirgenmis degildir (Ungor vd. 2013).

Lemma 5.8. I, R'nin ideali olmak iizere R merkezi indirgenmis halka ise R/I merkezi

indirgenmistir (Ungér vd. 2013).

Ispat. n pozitif tamsay1 olacak sekilde a + I € R/ igin (a + I)" = 0 olsun. Bu durumda
a™ € I ve m pozitif tamsayisi igin (a™)™ = 0. R merkezi indirgenmis oldugundan a € C(R).
Buradan her b € R igin ab — ba € R ve boylece a + I € C(R). Buradan R/I merkezi

indirgenmistir. [
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Lemma 5.9. R bir halka olsun. Bu durumda R’nin tamlik bolgesi olmasi icin gerek ve

yeter sart asal ve merkezi indirgenmis olmasidir (Ungér vd. 2013).

ispat. Kabul edelim ki; R bir tamlik boélgesi olsun. R asal ve indirgenmis oldugundan
merkezi indirgenmigtir. Karsit olarak kabul edelim ki; R asal ve merkezi indirgenmisg halka
olsun. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Béylece her » € R icin rab = 0 dir. Her r € R igin
bra € C(R). Her r € R ve her s € R i¢in asbrasb € (asb)R(asb) olsun. ab = 0 ve
bra € C(R) oldugundan asbrasb = abras?h = 0. Bu durumda (asb)R(asb) = 0 dir. R asal
oldugundan asb = 0 ve her s € R i¢in aRb = 0 dir. R asal oldugundan a =0 yadab=20
dir. Buradan R bir tamlik bolgesidir. ]

Onerme 5.10. Her merkezi indirgenmis halka merkezi yar1 degismelidir (ﬂngﬁr vd.
2013).

Ispat. R merkezi indirgenmis halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. ab = 0 oldugundan
ba € C(R). Bu durumda her r € R igin barb = rbab = 0 dir. (arb)? = 0 olup kabulden

arb merkezdedir. m

Lemma 5.11. Eger R asal merkezi yar1 degismeli ise R indirgenmistir (["J'ngﬁr vd.
2013).

ispat. Her n € Z ve her a € R igin a"™ = 0 olsun. R merkezi yar1 degismeli oldugundan
a" 'Ra € C(R). Bu durumda her z € R icin (aza™ ')R(aza™ ') = 0. Kabulden her
r € R icin axa™ ! = 0 ve buradan aRa" ' = 0 elde edilir. Kabulden ¢ = 0 ya da
n

~1 =0 dir. Eger a = 0 ise ispat tamamlanmistir. Eger a”~! = 0 ise bu durumda benzer

teknik kullanilarak a = 0 dir. [ ]

a

Uyari 5.12. I, R’nin ideali olmak iizere, R/I merkezi indirgenmis olmasina ragmen R

merkezi indirgenmis olmayabilir (Ungér vd. 2013).

FF
0 F

Ornek 5.13. F herhangi bir cisim olmak iizere R =

01
olsun. tistel sifirli
00

R’nin merkezinde olmadigr i¢in R merkezi indirgenmis degildir.

0
olmasina ragmen [
0

Buna ragmen R’nin [ =

FF
0 ] ideali goz 6niine alindiginda R/I = F' oldugu i¢in R/I

merkezi indirgenmistir (Ungor vd. 2013).

Lemma 5.14. I, R’nin indirgenmis ideali olmak iizere eger R/I merkezi indirgenmis
halka ise R indirgenmis halkadir (Ungor vd. 2013).

Lemma 5.15. Eger R merkezi indirgenmis ise R zayif yar1 degismelidir (Ungor vd.
2013).

27



Ispat. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. R merkezi yar1 degismeli oldugundan ba € C(R). Her
r € R igin (arb)? = arbarb = arrbab = 0 buradan arb € N(R) elde edilir. Yani R zayif

yar1 degismelidir. n

Teorem 5.16. R bir halka olmak iizere, eger R merkezi indirgenmis ise 2-primaldir.

Kargit1 halkanin yari asal olmasi durumunda dogrudur (Ungér vd. 2013).

Ispat. R merkezi indirgenmis halka olsun. P(R), R’de nil ideal ve P(R) € N(R) her

zaman vardir.

a € N(R) olsun. Bu durumda bir n pozitif tamsayisi i¢in a” = 0 olsun. (RaR)" =
0 € P(R) ve bu durumda RaR C P(R) dir. Buradan a € P(R) dir. Buradan N(R) C
P(R) elde edilir.

Karsitini, R yar1 asal ve 2-primal halka olsun. Bu durumda P(R) =0 ve N(R) =0

elde edilir. Buradan R indirgenmis ve bdylece merkezi indirgenmistir. ]

Lemma 5.17. R bir halka olmak iizere, eger R merkezi indirgenmis ise R Abelyendir
(Ungér vd. 2013).

Ispat. ¢ = ¢ € R olsun. Her 7 € R icin (re —ere)? = 0 ve buradan re — ere merkezdedir.
e(er — ere) = (er — ere)e olup buradan ere = re elde edilir. Benzer gekilde her r € R i¢in
(er — ere)? = 0 ve buradan ere = er elde edilir. Béylece R Abelyendir. ]

Lemma 5.17. nin kargit1 genelde dogru degildir, yani her Abelyen halkanin merkezi

indirgenmis olmasi gerekmez.

ab

Ornek 5.18. R =
cd

] ‘ a =d(mod2), b=c= 0(m0d2)} halkas1 g6z 6niine alin-

00 10
sin. R’nin eg giiclii elemanlar: sadece [0 0] ve [0 . ] matrisler oldugundan R Abelyendir.

, R'nin tistel sifirli elemani olmasina ragmen

0] 5] # o5 Loo]

oldugundan R merkezi indirgenmis degildir (Ungér vd. 2013).

» 02
Diger taraftan
00

Teorem 5.19. R bir halkas: i¢in agagidaki ifadeler denktir:
(1) R giiglii diizenlidir.
(2) Her sag R-modiil flat ve R merkezi indirgenmistir.
(3) Her devirli sag R-modiil flat ve R merkezi indirgenmistir.

(4) R diizenli ve merkezi indirgenmistir.
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(5) R diizenli ve indirgenmistir.
(6) R diizenli ve Abelyendir.
(Ungér vd. 2013).

Ispat. (1) = (2) R giiclii diizenli oldugundan, R merkezi indirgenmigtir. Diger taraftan,
R diizenli ve buradan her R-modiil flat.

(2) = (3) ve (3) = (4) Asikardur.

(4) = (5) a € R i¢in a® = 0 olsun. Kabulden a = aba olacak sekilde b € R vardir. ab es
giiclii oldugundan Lemma 5.17. den a = a?b = 0. Bu durumda R indirgenmistir.

(5) = (6) Asikardir.

(6) = (1) a € R olsun. Kabulden a = aba olacak sekilde b € R vardir. ab es giiglii

oldugundan ab merkezdedir. Buradan a = a?b ve bu nedenle R giiclii diizenlidir. ]

Onerme 5.20. R’nin merkezi indirgenmis olmasi icin gerek ve yeter sart S~' R halkasimnimn

merkezi indirgenmis olmasidir (Ungbr vd. 2013).

Teorem 5.21. R halkasi icin agagidaki ifadeler denktir:

(1) R merkezi indirgenmistir.

(2) R[x1,...,zy] merkezi indirgenmistir.
(3) R[[x1,...,2y]] merkezi indirgenmistir.
(4) R[x1,27", ..., 20, o, '] merkezi indirgenmistir.

(Ungér vd. 2013).

Ispat. (1),(2),(3) denklikleri R merkezi indirgenmis gerek ve yeter sart R[z] merkezi
indirgenmis oldugundan acik bir sekilde gosterilebilir. Tek yonlii aciktir. Kabul edelim ki;
R merkezi indirgenmis olsun. f(z) = ag+ a1z + ...+ an,a" € R[z] iistel sifith olsun. Ispat:
tamamlamak icin ag + ayz! + ... + a,2™ € C(R) oldugunu gostermek yeterlidir. f(x)? =0

oldugundan polinomun katsayilarindan;

=0 (1)

apal + ajag = 0 (2)

apas + a3 + azag = 0 (3)
denklemlerini elde ederiz. Bu durumda ag merkezde ve (2) denkleminden 2apa; = 0
dir. (3) denkleminden 2agas + a? = 0. Buradan 2apaz = —a? elde edilir. Bu durumda
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aj = 0 olup a; € C(R). Bu sekilde devam edersek aa, ..., a,, € C(R) oldugunu gosteririz.

Varsayalim ki f(z)3 = 0 olsun. Bu durumda

ag=0 (1)
agar + agarap + arai = 0 (2)
aday + apa? + agazag + ajapay + alag + azai = 0 (3)

2
apas + apaiaz + apazal + apazag + aiapaz + a:{’+

2
ajazag + azapa; + asaiag + agag = 0 (4)

(1) denkleminden ay merkezdedir. (4) denkleminden 3aza? + 3azagpa; + 3ajazag + a3 = 0.
Bu durumda a3 = 0 ve ag € C(R), a] = 0 ve buradan a; merkezdedir. Bu sekilde devam
edersek ag, ...,a, € C(R) oldugunu gosteririz. f(z)™ = 0 ise f(x) in biitiin katsayilarimin
merkezde oldugu gosterilebilir.

(2) = (4) S = {1,z,22,...}, R[z] in carpimsal kapal alt kiimesi olsun. Lemma 5.20. den
R[z,27'] = S7!R[z] merkezi indirgenmistir.

(4) = (2) Asikardar. |

Onerme 5.22. R halkasinin merkezi indirgenmis olmasi icin gerek ve yeter sart D(R, Z)

Dorroh geniglemesinin merkezi indirgenmis olmasidir (Ungér vd. 2013).

Ispat. R merkezi indirgenmis halka ve (r,n) € D(R,Z), m pozitif tamsayis1 i¢in (r,n)™ =
0 olsun. n"™ = 0 oldugundan n = 0 ve buradan ™ = 0. Kabulden r merkezdedir. Bu
durumda her (s,a) € D(R,Z) igin (r,n)(s,a) = (s,a)(r,n). Buradan D(R,Z) merkezi

indirgenmistir. Tersi agikardir. ]

Ornek 5.23. H reel sayilar iizerinde kuarterniyon halkasi olsun ve T'(H,H), H’nin H
tarafindan agikar genigleme halkasi olsun. Bu durumda H indirgenmis olmasina ragmen

degismeli degildir.
0
[ "l e T(H, H) ustel sifirlhi eleman: g6z oniine alinsin.
00
0il[j0 ol o
N
00]]0; 0jlloo

oldugundan T'(H, H) merkezi indirgenmis degildir (Ungér vd. 2013).

Onerme 5.24. R halkas: icin asagidaki ifadeler denktir:
(1) R degismelidir.
(2) T(R, R) merkezi indirgenmistir.
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(Ungér vd. 2013).
Ispat. (1) = (2) Kabulden T'(R, R) degigmeli ve boylece merkezi indirgenmistir.

0
(2) = (1) z,y € R olsun. [0 z € T(R,R) ile

- y y 0
€ T(R, R) sifir giiglii oldugundan 0
Y

degigtirilebilir. Bu durumda zy = yx elde edilir.

Teorem 5.25. R bir sag temel projektif halka ve n > 2 bir dogal say1 olsun. Bu durumda
R’nin merkezi indirgenmis olmas igin gerek ve yeter sart R[z]/(z™)’in merkezi Armendariz
olmasidir (Ungér vd. 2013).

Teorem 5.26. R merkezi indirgenmis halka ise bu durumda agagidaki ifadeler denktir:
(1) R nil Armendarizdir.
(2) R zayif Armendarizdir.
(3) R merkezi Armendarizdir.

(Ungér vd. 2013).

Ispat. Eger R merkezi indirgenmis ise Teorem 5.16. dan 2-primal ve boylece N (R) idealdir.
(Antoine, 2008)[Onerme 2.1] de biitiin iistel sifirli elemanlarin kiimesi bir ideal olan halka

nil Armendarizdir. Boylece R zayif Armendariz ve merkezi Armendarizdir. ]

Sonug 5.27. Eger R merkezi indirgenmis halka ise R[z]/(z") nil Armendarizdir (Ungor
vd. 2013).

Ispat. R merkezi indirgenmis ise Teorem 5.26. dan R nil Armendarizdir. (Antoine,
2008)[Onerme 4.1] den R[z]/(2") nil Armendarizdir. ]

Teorem 5.28. Eger R merkezi indirgenmig halka ise T'(R, R) asikar geniglemesi merkezi
Armendarizdir (Ungor vd. 2013).

. ap ag ay a
Ispat. f(ac)—[ 0 0]+[ Rt

0 ag 0 aq 0 an 0 fi(x)
bo b by b by b,

g(z) = N I IR IR Rl P 91(@) 92() € T(R, R)[z] olsun.
0 b(] 0 bl 0 bt 0 gl(:n)

filz) = ap + a1 + ... + anz”, fo(x) = ag + ayz + ... + a,z™, g1(x) = by + bix + ... + byt
g2(x) = by + by + ... + byat. Kabul edelim ki; f(z)g(z) = 0 olsun.

f(x)g(x) =

fi(@)g1(x) fi(x)ga(z) + fz(w)gl(x)] o
0 fi(z)g1(z)
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Bu durumda fi(x)g1(z) = 0 ve fi(x)ga(x) + f2(z)g1(x) = 0 dir. Teorem 5.26. dan R hem
nil Armendariz hem de merkezi Armendarizdir. Her 4, j i¢in a;b; ve bja; R nin merkezi

iistel sifirl elemamdir. fi(x)ge(x) + fo(x)g1(2)=0 polinomunun katsayilarindan

aoby +agho =0 (1)
aob/1 + albb + a661 + a/lbo =0 (2)
agby + arb; + asby + aghs + aiby +asby = 0 (3)

denklemlerini elde ederiz. (1) denklemi sagdan ag ile carpilarak aobz)ao + az)boao =0 elde
edilir. bgag merkezi tistel sifirhi oldugundan aob6a0 merkezi {istel sifirhh boylece aoblo ve bgao

merkezi tistel sifirthdir. (1) denkleminden agby ve byay merkezi iistel sifirhidir.

(2) denklemi sagdan ag ile carpilarak aobllao + albbao + abblao + allboao = 0 elde
edilir. bz)ao, biag ve bgag merkezi iistel sifirli aobllao ve boylece aob/1 ve bllag merkezi iistel
sifirhdir. (2) denklemi soldan by ile garpilarak ve boag, bpa; ve bgag elemanlarimin merkezi
tistel sifirliligi kullanilarak boallbo merkezi iistel sifirli ve boylece boall ve a/lbo merkezi tistel
sifirhidir. (2) denklemi sagdan a; ile ¢arpilarak ve aobllal, az)blal ve a,llboa,l elemanlarimin
merkezi tistel sifirliligr kullanilarak albéal ve boylece albb ve bgal merkezi tistel sifirlidir.

(2) denkleminden geriye kalan terim az)bl ve blaz) merkezi iistel sifirhdir.

(3) denklemi sagdan aq ile garpilarak ve bllao, béao, boag, biag ve bpag eleman-
larimin merkezi iistel sifirh oldugu kullanmilarak aob;ao ve buradan bIQag ve agbl2 merkezi
iistel sifirhdir. (3) denklemini soldan b ile garpilarak ve bgag, bpa, bpas, boaz) ve boall ele-
manlarinin merkezi iistel sifirliligr kullanilarak boa;bo olup buradan bgaIQ ve a;bo merkezi
iistel sifirhidir. (3) denklemi sagdan a; ile carpilarak ve aob;al, azbéal, aébzal, a,lblcn7
a;boal merkezi tistel sifirhdir. Buradan albllal ve boylece albll ve bllal merkezi istel sifir-
hdir. Benzer sekilde (3) denklemi soldan b; ile ¢arpilarak blaob;, blalbll, blagb{), blal)bg
ve bla;bo merkezi tistel sifirli olup buradan blallbl ve boylece blal1 ve allbl merkezi tstel
sifirhidir. (3) denklemi sagdan ag ile carpilarak ve aob;ag, albllag, a6b2a2, allblag, alzboag
merkezi tistel sifirli oldugu kullanilarak buradan agbloag olup boylece agbé ve b6a2 merkezi
iistel sifirhdir. (3) denklemindeki az)bg merkezi {istel sifirli elemanlarin toplami oldugundan

bga/Q merkezi istel sifirhdir. Boylece (3) denkleminin biitiin terimleri tistel sifirhdir.

Ispat1 tamamlamak i¢in i + j < n 4 ¢ i¢in i + j {izerinde tiimevarim yéntemi kul-
lanilmalidir. Kabul edelim ki; her ¢ + 7 — 1 icin ¢ + j < n + ¢ dogru olsun yani her k£ ve
ligin £k +1 <14 j — 1 olacak sekilde akbg, bgak, a;,gbl,bla;,C merkezi iistel sifirhidir. 7 + j.
denklemi diigiintildiigiinde aob; . ; + a1b;, ;_y + asb;, ;_o+ ...+ aipj_1by + aipiby + agbis; +
allbiﬂ-,l + ...+ a;ﬂ;ng + a;ﬂ;lbl + a;ﬂ-bo =0.

Tiimevarimdan ispati1 tamamlamak amaciyla, (i + j) de ki tiim terimlerin merkezi {is-
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tel sifirli oldugu gosterilmelidir. (i + j) denklemi ag ile sagdan garpildiginda aob; 4500 +
alb;+j_1a0 + agb;ﬂ-_an + ...+ ai+j,1b/1a0 + (Li+jb£)a0 + az)biﬂ-ao + allbiﬂ,lao + ... +
a;+j_2b2a0 + a;ﬂ-_lblao + a;ﬂ-bgao dir. Timevarimdan b;y;_1a0, biyj—2a0, ...,bllao,bgao

merkezi iistel sifith ve b;1 a0, bi+j—10a0, ..., b2ag, biag, bpag merkezi iistel sifirli oldugundan
/ !/ /
aob; 4 ;a0 ve bu durumda agb,, ; ve b, ;

denklemi by ile soldan carpildiginda boaob;ﬂ- + boalb;+j_1 + bOaQb;JFj_2 + ...+ boaiﬂ_lb/l +

ag merkezi iistel sifirhdir. Benzer sgekilde, (i + j)

boaitbg + boagbitj + boaibirj—1 + ..+ boay, ;_obs + boa; ;_1b1 + boa; ;bo. Bu durumda
boao, boa1, boas, ..., boait;—1,boaiyj, boaa, bgall, . boa;ﬂ;Q, boa;ﬂf1 merkezi tistel sifirli ol-
dugundan boa; +jbo merkezi iistel sifirli olup boylece boa; 4j Ve a; 4 bo merkezi tistel sifirhidar.
Ayni yontemle devam edilerek k+1 < i+ j olacak sekilde her k ve [ igin akb;, bla;k_, a;gbl, b;ak
merkezi iistel sifirhdir. Buradan iimevarim yontemi ile ispat tamamlanir. Sonug olarak
1+ 7 < n -+t olacak sekilde her i ve j icin aib;-, b;-ai, a;bj, b]-a; merkezi iistel sifirlidir. Mat-

risin biitiin bilegenleri R nin merkezinde yer aldigindan;

a; a; bj b; y aibj aib; —I—a;bj
0 a; 0 bj 0 aibj

T(R, R) halkasinda merkezdedir. |
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5.2. Merkezi indirgenmi§ Halkalarin Terslenebilir Halkalar Ile ili§kileri

Eger ab = 0 olacak sekilde a,b € R icin ba = 0 oluyorsa R halkasina terslene-
bilir halka denir. Ilk olarak Cohn tarafindan (Cohn, 1999) calgilmistir. Bu béliimde
terslenebilir halkalarin genellegtirilmesi olan merkezi terslenebilir halkalar tanitilacaktir.
a,b € R icin eger ab = 0 iken her r € R i¢in Rbra, R’nin sol nil ideali oluyorsa R’ye
zayif terslenebilir halka denir (Liang ve Gang, 2007). Merkezi terslenebilir halkanin
terslenebilir ile zayif terslenebilir halkanin merkezi terslenebilir olmadigina yonelik 6rnek-
ler verilecektir. Merkezi terslenebilir halkalar terslenebilir halkalar ve zayif terslenebilir
halkalar arasindadir. Ayrica merkezi terslenebilir halkalarin Abelyen oldugu ve bu gerek-
tirmenin karsitinin dogru olmadig gosterilecektir. Ustelik R'nin Armendariz halka olmasi
durumunda R merkezi terslenebilirdir gerek ve yeter sart R[x] polinom halkas: merkezi ters-
lenebilirdir gerek ve yeter sart R[z,r '] Laurent polinom halkasi merkezi terslenebilirdir.

Ayrica R merkezi terslenebilirdir gerek ve yeter sart D(R,Z) merkezi terslenebilirdir.

Tanmim 5.1. R bir halka, ab = 0 olacak sekilde a,b € R igin ba € C(R) oluyorsa R’ye

merkezi terslenebilir denir (Kose vd. 2014).

Degismeli halkalar, indirgenmis halkalar, simetrik halkalar ve terslenebilir halkalar merkezi

terslenebilirdir. Merkezi terslenebilir halkalarin terslenebilir olmasi gerekmez.

abc
Ornek 5.2. R degismeli indirgenmis bir halka ve S = Oad ||abc,deR } halkasi
00a
gbz Oniine alinsin. S’nin merkezi terslenebilir olmasina ragmen terslenebilir olmadigini
gosterelim.
a1 b1 az ba co
Ispat. z=| 0 aidi | ,y=1 0 ay do | € S olmak iizere zy = 0 olsun.
0 0 aq 0 0 a2

Buradan agagidaki denklemler elde edilir.
(1) ajaz =0,
(2) aiby + bias =0,
(3) aica + bida + c1az = 0,
(4) ardy + dyag =0,

R degismeli oldugundan aga; = 0. (2) denklemi sol taraftan by as ile carpildiginda (byaz)? =

0 ve R indirgenmisg oldugundan byas = 0 elde edilir.
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Benzer yontem kullanilarak a;de = dias = 0 elde edilir. (3) denklemi sagdan ajco

2 = 0 ve buradan ajca = cza; = 0 elde edilir. Bu durumda

ile carpildiginda (ajc2)
bids + cias = 0 olur. Bu denklem sagdan bjds ile carpildiginda bids = d2b; = 0 ve

buradan cjas = agc; = 0. Sonug olarak

as bg Cc2 aq b1 C1 00b2d1
0 az d 0ayrd; | =100 0
0 0 ao 0 0 aq 00 O

merkezi ve bu durumda S merkezi terslenebilirdir. Diger taraftan (Kim ve Lee, 2003)

[Ornek 1.5] ten S terslenebilir degildir. |

Asagida merkezi terslenebilir halkalarin hangi kogullar altinda terslenebilir oldugu

verilmigtir.

Onerme 5.3. Eger R terslenebilir halka ise R merkezi terslenebilirdir. Karsit1 agagidaki

kosullardan

(1) R yan asal halkadur.
(2) R sag(sol) temel projektif halkadir.

(3) R sag(sol) temel yar1 Baer halkadur.

herhangi birinin saglanmasi durumunda dogrudur.

(Kose vd. 2014).

ispat. Ik durum asikardir. Kargit icin kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir halka ve
a,b € R igin ab = 0 olsun. Buradan ba € C(R) dir. Simdi agsagidaki durumlar g6z 6niine

alindiginda;

(1) R yar asal halka olsun. ba € C(R) oldugundan baRba = 0 ve buradan ba = 0 dir.
Boylece R terslenebilirdir.

(2) R sag temel projektif halka oldugundan 7r(a) = eR olacak sekilde e? = e € R eg
giiclii eleman: vardir. Buradan b = eb ve ae = 0 bulunur. ab € C(R) oldugundan
ba = eba = bae = 0 ve boylece R terslenebilirdir. Benzer sekilde sol temel projektif

halkalar icinde ispat tekrarlanir.

(3) (2) nin ispatina benzerdir.

Sonug 5.4. Eger R merkezi terslenebilir halka ise bu durumda agagidaki ifadeler denktir:

(1) R sag temel projektif halkadir.
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(2) R sol temel projektif halkadir.
(3) R sag temel yar1 Baer halkadir.

(4) R sol temel yar1 Baer halkadur.

(Kose vd. 2014).

Onerme 5.5. I sonlu indeks kiimesi olmak iizere halkalarin {R;};c; sinifi goz oniine alin-
sin. Bu durumda her ¢ € I i¢in R;’nin merkezi terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart

P R; direkt toplam halkasinin merkezi terslenebilir olmasidir (Kése vd. 2014).

ispat. Gerek kisim tanimlardan agiktir. Diger taraftan merkezi terslenebilir bir halkanin

alt halkas1 merkezi terslenebilir oldugundan yeter kisim elde edilir. ]

Sonug 5.6. R bir halka olsun. Bu durumda €? = ¢ € R icin eR ve (1 — e)R merkezi

terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart R’nin merkezi terslenebilir olmasidir (K&se
vd. 2014).

Uyar1 5.7. R’nin homomorfik goriintiisii merkezi terslenebilir halka olmasina ragmen R

merkezi terslenebilir olmayabilir (Kése vd. 2014).

Ornek 5.8. D bolmeli halka olmak iizere, R = D|x,y] ve zy # yx icin I = (zy) olsun. R
tamlik bolgesi oldugundan R merkezi terslenebilirdir. Diger taraftan (z+1)(y+1) =0+1
olmasima ragmen (y+1)(z+1) € R/I merkezde degildir. Buradan R/I merkezi terslenebilir
degildir (K6se vd. 2014).

Tanim 5.9. R'nin her tersinir eleman1 merkezde ise (yani; U(R) C C(R)) R halkasma

merkezi tersinir denir (Khurana vd. 2010).
Uyari 5.10. Merkezi tersinir her halka Abelyendir (Kése vd. 2014).

Lemma 5.11. R merkezi tersinir halka olsun. Eger I; R’nin nil ideali ise R/I merkezi
terslenebilirdir (Kose vd. 2014).

Ispat. Kabul edelim ki; R merkezi tersinir halka olsun. a,b € R icin (a+I1)(b+1)=0+1
olsun. ab € I ve boylece (ab)™ = 0 olacak sekilde n pozitif tamsayisi vardir. Buradan

(ba)" ! = 0 elde edilir. Bu durumda 1 — ba tersinir ve kabulden merkezdedir. Boylece her
r € R i¢in rba = bar. Yani; (b+1I)(a+ 1) € C(R/I). [

Uyar1 5.12. R bir halka ve I, R'nin ideali olmak iizere R/I merkezi terslenebilir olmasima

ragmen R merkezi terslenebilir olmayabilir (K&se vd. 2014).
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. FF
Ornek 5.13. F bir cisim olmak iizere R = ( F) olsun.
0

FF
R'nin I = ( 00 > ideali g6z 6niine alindiginda R/I degismeli oldugundan R/I merkezi
terslenebilirdir.

01 11
Buna ragmen; A = <0 1) , B = (0 O) € Rigin AB = 0 dir. ¢; # c3 olacak sekilde

C = (Col CQ) € R igin CBA # BAC olup R merkezi terslenebilir degildir (Kose vd.
€3

2014).

Lemma 5.14. I, R’nin indirgenmis ideali olmak iizere R/I merkezi terslenebilir halka ise
R merkezi terslenebilirdir (Kose vd. 2014).

Ispat. R merkezi terslenebilir halka ve a,b € R icin ab =0 olsun. (a4 I)(b+1) =0+ 1
oldugundan (b+1)(a+I) € C(R/I). Her r € Rigin bar—rab € I. Buradan I (bar—rab) =0
elde edilir. Dolayisiyla (bar — rba)? = 0. I indirgenmis oldugundan bar = rba ve boylece
R merkezi terslenebilirdir. ]

Simdi merkezi terslenebilir halkalar sinifinin terslenebilir halkalar ile zayif tersle-

nebilir halkalar arasinda oldugu gosterilecektir.
Teorem 5.15. R bir halka olsun. Asagidaki ifadeleri g6z éniine alahm (Kose vd. 2014).

(1) R terslenebilir halkadir.
(2) R merkezi terslenebilir halkadir.

(3) R zayif terslenebilir halkadir.

Ispat. Bu durumda (1) = (2) = (3) gerektirmeleri vardir.

(1) = (2) a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Buradan ba? = 0 ve ba € C(R) dir.

(2) = (3) a,b € R igin ab = 0 olsun. Bu durumda her x € R i¢in abz = 0 dir. R merkezi
terslenebilir oldugundan bza € C(R). Buradan her 7,z € R igin (rbra)? = (rbra)(rbza) =

r(bza)rbxa = rrbz(ab)xa = 0 elde edilir. Boylece R zayif terslenebilirdir. ]

Uyar1 5.16. Merkezi terslenebilir olmayan buna ragmen zayif terslenebilir halkalar vardir
(Kose vd. 2014).

Ornek 5.17. R zayif terslenebilir halka ve

abc
S = 0Ode |]|abcde fER
00 f
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halkasi géz 6niine alinsmn. (Liang ve Gang, 2007)[Ornek 2.6] dan S zayif terslenebilirdir.

Simdi S’nin merkezi terslenebilir olmadigini gosterelim.

010 111
z=10001]|,y=100 1 es
000 00 -1

i¢in 2y = 0 olmasina ragmen yx = x, S’nin merkezinde degildir (Kése vd. 2014).

Uyar1 5.18. Terslenebilir her halka Abelyendir. Merkezi durumlar i¢in asagidaki lemma
vardir (Kése vd. 2014).

Lemma 5.19. Eger R merkezi terslenebilir halka ise R Abelyendir (K&se vd. 2014).

Ispat. €2 = e € Rolsun. Her r € Ricin (1—e)(er—ere) = 0 oldugundan (er—ere)(1—e) =
er —ere € C(R) dir. er — ere soldan e ile carpildiginda er — ere = 0 elde edilir. Benzer
sekilde her r» € R icin (re — ere)(1 — e) = 0 oldugundan re — ere = 0 dir. Buradan R
Abelyendir. |

Uyar1 5.20. Lemma 5.19. un kargit1 genelde dogru degildir, yani her Abelyen halkanin

merkezi terslenebilir olmasi gerekmez (Kose vd. 2014).

Ornek 5.21.

c

ab
R= {( d> | a = d(mod2), b= c=0(mod2), a,b,c,dEZ}

00 10
halkas1 goz 6niine alinsin. R'nin es giiglii elemanlar1 yalnizca ( ) ve ( ) matrisler
00 01

00 22
oldugundan R Abelyendir. Diger taraftan r = ( ) Y = ( > € Ricin zy = 0
02 00

03
terslenebilir degildir (Kose vd. 2014).

10
olmasina ragmen z = ( ) € R igin yx merkezde degildir. Bu yilizden R merkezi

Sonug 5.22. Her merkezi terslenebilir halka direkt sonludur (Kése vd. 2014).

ispat. Her Abelyen halkanin direkt sonlu oldugu Lemma 5.19. dan agiktir (Kdse vd.
2014). ]

Uyari 5.23. Terslenebilir her halka yar1 degismelidir (K&se vd. 2014).

Lemma 5.24. Merkezi terslenebilir her halka zayif yar1 degismelidir (K&se vd. 2014).
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ispat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir halka olsun. a,b € R igin ab = 0 olup
buradan ba € C(R) dir. Bu durumda (arb)? = (arb)(arb) = ar(ba)rb = a(ba)rrb = 0 ve
boylece her r € R i¢in arb € N(R) dir. Bu durumda R zayif yar1 degismelidir. ]

Sonug 5.25. R sag temel projektif halka olsun. Eger R merkezi terslenebilir ise R yar1
degismelidir (Kése vd. 2014).

ispat. Merkezi terslenebilir her halka ve sag temel projektif halka Onerme 5.3. ten ter-

slenebilirdir. m

Uyar1 5.26. R bir halka olsun. Bu durumda R’nin tamlik bolgesi olmasi igin gerek ve

yeter sart R'nin asal ve terslenebilir olmasidir (Cohn, 1999).

Lemma 5.27. R bir halka olsun. Bu durumda R’nin asal ve merkezi terslenebilir halka

olmas igin gerek ve yeter sart tamhik bolgesi olmasidir (Kose vd. 2014).

Ispat.

(=) Kabul edelim ki; R asal ve merkezi terslenebilir halka olsun. a,b € R i¢in ab = 0
olsun. Her r € R i¢in abr = 0 ve boylece bra € C(R) dir. bra b ile soldan garpildiginda
b’ra = brab = 0 elde edilir. Kabulden her ¢ € R i¢in bratb € C(R) dir. R asal oldugundan
a =0 ya da b= 0. Buradan R tamlik bolgesidir.

(«<=) Kabul edelim ki; R tamlik bolgesi olsun. Kabulden R degigmeli bu durumda merkezi

terslenebilirdir. Ayrica kabulden R asaldir. [

Teorem 5.28. Her merkezi terslenebilir halka 2-primaldir. Kargit1i halkanin yar1 asal

olmasi durumunda dogrudur (Koése vd. 2014).

Ispat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir halka olsun. P(R), R’nin nil ideali ve
P(R) € N(R) her zaman vardir. Ters kapsama icin, n pozitif tamsay1 olacak sekilde
a € N(R) i¢in a” = 0 olsun. Kabul edelim ki; @) asal ideali i¢in a ¢ @) olsun. R merkezi

terslenebilir oldugundan a merkezdedir. Her bir r,,_1,7,_2,7_3,...,72,71 € R icin
arp,—1arp—2ary_3...argaria = rnflrnfgrnfg...rgrla” =0

elde edilir. P’nin her asal ideali i¢in aR(arp—2a,...,arsaria) C P dir. a ¢ @ oldu-
gundan P’nin her asal ideali i¢in ar,_sa...arqaria € P ve 1,,_9,...,79,71 € R. Buradan
P'nin her asal ideali igin aR(ar,—_sa...arsaria) C P ve ry_3,...,72,71 € R dir. Benzer
diigiinceyle P’nin her asal ideali i¢in ar,—_q4a...arsaria € P ve her r,,_4,...,72,71 € R igin
aR(arp—_4a...arqaria) C P. Benzer gekilde devam edildiginde P’nin her asal ideali i¢in
aRa C P. Bu durumda P’nin her asal ideali i¢in a € P dir. Bu bir geligkidir. Bu du-
rumda a {istel sifirl ise a € P(R) ve boylece N(R) C P(R) dir.

Karsit olarak R yar1 asal ve 2-primal halka olsun. Bu durumda P(R) = 0 ve N(R) =0

elde edilir. Buradan R indirgenmis ve boylece merkezi terslenebilirdir. ]
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Uyar1 5.29. Eger R indirgenmis halka ise T'(R, R) terslenebilirdir (Kim ve Lee, 2003).

Onerme 5.30. Eger R merkezi indirgenmis halka ise T(R, R) merkezi terslenebilirdir
(Kose vd. 2014).

. b d
Ispat. Kabul edelim ki; R merkezi indirgenmis halka ve (g ) , ((c) > € T(R,R)
a c

b d
icin (g > (g > = 0 olsun. Buradan ac = ad + bc = 0 dir. Hipotezden R merkezi
a c

terslenebilir oldugundan ca € C(R) dir. Ayrica (ad)® = (—bc)(ad)(—bc) = b(ca)dbc =

bdbcac = 0 oldugundan ad € C(R) ve bunun sonucunda bc € C(R) dir. Boylece (da)* =0
d b

ve (cb)* = 0 olup da, cb € C(R) dir. Buradan (; ) (g > e C(R)dir. ]
c a

Onerme 5.31. R’nin merkezi terslenebilir olmas: icin gerek ve yeter sart S~'R merkezi
terslenebilir olmasidir (Kose vd. 2014).

Ispat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir halka ve her a,b € R,r,s € S icin
a/r,b/s € STIR olmak iizere (a/r)(b/s) = 0 olsun. (a/r)(b/s) = ab/rs = 0 oldugundan
ab = 0. Hipotezden ba € C(R) dir, béylece her ¢ € R ve t € S olmak iizere her ¢/t € STIR
icin (b/s)(a/r)(c/t) = (¢/t)(b/s)(a/r) dir. Bu durumda S~—!R merkezi terslenebilirdir.

Karsit olarak S~'R merkezi terslenebilir halka olsun. R, S™!'R halkasina gomiilebilir

oldugundan aciktir. [

Sonug 5.32. R bir halka olmak {izere R[z| polinom halkasi merkezi terslenebilirdir gerek

ve yeter sart R[z, '] Laurent polinom halkasi merkezi terslenebilirdir (Kése vd. 2014).

Ispat. S = {1,2,2% 23,...} olsun. S, R[z]'in merkezi diizenli elemanlarmdan olusan

carpimsal kapali alt kiimesidir. Bu durumda Onerme 5.31. den ispat aciktir. [

Teorem 5.33. R’'nin Armendariz halka olmasi durumunda agagidaki denklikler saglanir:
(1) R merkezi terslenebilirdir.

(2) R[x] merkezi terslenebilirdir.

(3) R[x, '] merkezi terslenebilirdir.

(Kose vd. 2014).

Ispat. (1) = (2) Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir olsun.
n . s .
flx) = Zaix’ , g(z) = Z bjz’ € Rx]
=0 =0

icin f(x)g(z) = 0 saglansin. R Armendariz halka oldugundan her ¢, i¢in a;b; = 0 dir.
Boylece her i, j icin bja; = 0 merkezdedir. Buradan g(z)f(z) € C(R[z]) dir. Bu durumda

R[z] merkezi terslenebilirdir.
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(2) = (1) Kabul edelim ki; R[z] merkezi terslenebilir olsun. R, R[z])'in alt halkas: oldugu
igin R merkezi terslenebilirdir.
(2) = (3) S = {1,x,2% 23,...} olsun. S, R[z]'in merkezi diizenli elemanlarmdan olugan

carpimsal kapali alt kiimesidir. Bu durumda Onerme 5.31. den ispat aciktir. [

Onerme 5.34. R halkasinin merkezi terslenebilir olmas: icin gerek ve yeter sart D(R, Z)

Dorroh geniglemesinin merkezi terslenebilir olmasidir (Kése vd. 2014).

Ispat. Gerek kismi agiktir. Yeter kisim icin, (r1,n1), (r2,n2) € D(R,Z) olmak iizere
(ri,m1)(re,n2) = 0 olsun. Buradan nins = 0 ve kabul edelim ki n; = 0 olsun. R merkezi
terslenebilir oldugundan (r2 + 1ng2)r1 € C(R) ve boylece (r2,n2)(r1,n1) € D(R,Z) nin
merkezindedir. Bu durumda D(R,Z) merkezi terslenebilirdir. Benzer ispat ny = 0 i¢inde

yapilabilir. [
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