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Büşra GAFA

YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrıldı. İkinci bölümde,

Öklid uzayında eğriler ve yüzeylerle ilgili bazı temel tanım ve kavramlara yer verildi. Üçüncü

bölümde, ilk olarak 3-Boyutlu Öklid uzayında kanal yüzeyleri ile ilgili temel tanım ve kavramlara

yer verildi. Daha sonra kanal yüzeylerinin birinci, ikinci, üçüncü temel formunun katsayıları,

yüzeyin ortalama eğriliği, Gauss eğriliği, ikinci Gauss eğriliği ve asli eğrilikleri hesaplanarak

ve bu eğrilik fonksiyonları arasındaki bağıntılara yer verildi. Ayrıca flat, minimal ve ikinci

Gauss eğriliği sıfır olan kanal yüzeyleri için çeşitli karakterizasyonlar elde edildi. Son olarak

(K,H), (K,KII) ve (H,KII) Weingarten kanal yüzeyleri için bazı karakterizasyonlar verildi.

Son bölümde tezle ilgili tartışma ve sonuçlara yer verildi.

Kasım 2020, 63 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Kanal yüzeyi, Gauss eğriliği, ortalama eğriliği, ikinci Gauss eğriliği,

Weingarten yüzeyi.
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the

second chapter, some basic definitions and concepts about curves and surfaces in Euclidean

space are given. In the third chapter, firstly some basic concepts and definitions about canal

surfaces are given. And then some calculations about the coefficients of the first, second

and third fundamental forms, the mean curvature, Gaussian curvature, the second Gaussian

curvature, the principal curvatures and the relationships about these curvature functions are

given. Also some characterizations for flat canal surface, minimal canal surface and canal

surface whose the second Gaussian curvature vanishes are obtained. Finally some characterizations

about (K,H), (K,KII) and (H,KII) Weingarten canal surfaces are given In the last chapter,

discussion and results are given.
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1. GİRİŞ

Kanal yüzeyleri, ilk olarak 1850 ’de Fransız matematikçi Gaspard Monge tarafından bir

küreyi tarayarak oluşan yüzeyler olarak tanımlanmıştır. Kanal yüzeyleri ya bir yol boyunca

bir küre süpürülerek ya da aynı yol boyunca kürenin belirli bir dairesel enine kesiti süpürülerek

oluşturulan yüzeylerdir. Kanal yüzeyleri kendisini oluşturan kürelerin merkez eğrisinin Frenet

çatısı yardımıyla parametrize edilir. Kürelerin merkezlerinin yörüngesi bir helis ve yarıçap

fonksiyonu sabit ise meydana gelen yüzey helis kanal yüzeyi, kürelerin merkezlerinin yörüngesi

bir doğru ise meydana gelen yüzey bir dönel yüzey ve kanal yüzeyini oluşturan hareketli kürenin

yarıçap fonksiyonu sabit ise kanal yüzeyi bir tüp ya da boru yüzeyidir. Dolasıyla dönel yüzeyler

ve tüp yüzeyler kanal yüzeylerinin bir alt sınıfı olarak düşünülebilir. Kanal yüzeyleri, günlük

hayatta karşımıza çıkan boru, halat, direk ve 3- boyutlu dökümleri temsil etmede kullanılır.

Ayrıca Kanal yüzeyleri şekillerinin yeniden yapılandırılması, insan iç organlarının yüzey model-

lemesi ve CAD, CAM de katıların ve yüzeylerin modellemesi gibi birçok alanda kullanılmaktadır.

Kanal yüzeyleri geniş bir uygulama alanına sahip olduğundan birçok matematikçi ve mühendis

kanal yüzeyleri ile ilgili çeşitli çalışmalar yapmışlardır.[6, 7, 8, 10]

Şekil 1.1. Kanal Yüzeyi

[12] nolu çalışmada Xu, Freng ve Sun kanal yüzeylerinin analitik ve geometrik özelliklerini

incelediler. [11] nolu çalışmada Tunçer ve Yoon, 3-boyutlu Öklid uzayında Weingarten ve

Lineer Weingarten kanal yüzeyleri için çeşitli karakterizasyonlar verdiler. [2] nolu doktora
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tezinde Doğan merkez eğrisi boyunca Frenet çatısı yerine Bishop ve Darboux çatılarını kullanarak

kanal yüzeylerinin farklı genellemelerini elde etti.

Bu tez çalışmasında, 3-boyutlu Öklid uzayında kanal yüzeyleri çalışıldı. İlk olarak [5] nolu

çalışmada yer alan kanal yüzeyleriyle ilgili bazı temel hesaplamalar detaylı olarak ele alındı.

Bu anlamda kanal yüzeylerinin 1. temel formunun katsayıları, 2. temel formunun katsayıları, 3.

temel formunun katsayıları, yüzeyin ortalama eğriliği, Gauss eğriliği, ikinci Gauss eğriliği ve

asli eğrilik fonksiyonları gibi yüzeye ait bazı temel hesaplamalar yapıldı. Daha sonra yüzeyin

ortalama eğriliği, Gauss eğriliği ve ikinci Gauss eğriliği arasındaki bağıntılar elde edildi ve flat

kanal yüzeyleri, minimal kanal yüzeyleri ve ikinci Gauss eğriliği sıfır olan kanal yüzeyleri için

bazı karakterizasyonlar elde edildi.

Son olarak yine [5] nolu çalışmada yer alan (K,H), (K,KII) and (H,KII) Weingarten kanal

yüzeyleri için bazı sonuçlar detaylı olarak incelendi.
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2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

Tanım 2.1. I , R nin bir açık aralığı olmak üzere

α : I → En

t→ α (t) = (α1(t), α2(t), . . . , αn(t))

biçiminde düzgün (C∞ sınıfından) bir α dönüşümüne, En uzayı içinde bir eğri denir [9].

Tanım 2.2. α : I → En, α (t) = (α1(t), α2(t), . . . , αn(t)) eğrisi verilsin. R deki dik koordinat

fonksiyonu x olmak üzere Tt(R1) uzayının doğal bazı
{
d
dx
|t
}

olsun. α∗t
(
d
dx
|t
)

vektörüne, α

eğrisinin α(t) noktasındaki hız vektörü denir ve kısaca α′(t) ile gösterilir. Bu durumda

α∗t

(
d

dx
|t
)

= α′ (t) = (α′1(t), α
′
2(t), . . . , α

′
n(t))α(t)

dır [9].

Tanım 2.3. α : I → En eğrisi verilsin. Her t ∈ I için α′ (t) 6= 0 ise α eğrisine düzenli eğri

(regüler eğri) denir [9].

Tanım 2.4. α : I → En eğrisi verilsin.

‖α′‖ : I → R,

t → ‖α′‖ (t) = ‖α′(t)‖

şeklinde tanımlı ‖α′‖ fonksiyonuna, α eğrisinin skalar hız fonksiyonu ve ‖α′(t)‖ reel sayısına

da α nın α(t) noktasındaki skalar hızı denir [4].

Tanım 2.5. α : I → En eğrisi verilsin. Eğer ∀s ∈ I için,

‖α′(s)‖ = 1

ise α eğrisi birim hızlı eğridir denir. Bu durumda s ∈ I parametresine yay parametresi adı

verilir [4].
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Tanım 2.6. E3 uzayında birim hızlı α : I → E3 eğrisi için,

T (s) = α′(s)

eşitliğiyle belirli T (s) vektörüne, α eğrisinin α(s) noktasındaki birim teğet vektörü denir [9].

Tanım 2.7. E3 uzayındaki birim hızlı α : I → E3 eğrisi için,

κ : I → R,

κ(s) = ‖T ′(s)‖

fonsiyonuna, α eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir. κ(s) sayısına eğrinin α(s) noktasındaki

eğriliği denir [9].

Tanım 2.8. E3 uzayındaki birim hızlı α : I → E3 eğrisi için,

N(s) =
1

κ(s)
T ′(s)

eşitliğiyle belirliN(s) vektörüne, α eğrisinin α(s) noktasındaki birinci dik vektörü (asli normali)

denir [9].

Tanım 2.9. E3 uzayındaki birim hızlı α : I → E3 eğrisi için,

B(s) = T (s)×N(s)

eşitliğiyle tanımlı B(s) vektörüne, α eğrisinin α(s) noktasındaki ikinci dik vektörü (binormali)

denir [9].

Tanım 2.10. Birim hızlı α : I → E3 eğrisinin Frenet vektör alanları T,N,B olmak üzere,

τ : I → R,

τ(s) = −〈B′(s), N(s)〉
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fonksiyonuna, α eğrisinin burulma fonksiyonu denir. τ(s) sayısına eğrinin α(s) noktasındaki

burulması denir [9].

Tanım 2.11. T (s), N(s), B(s) vektörlerine, α : I → E3 eğrisinin α(s) noktasındaki Frenet

vektörleri denir. {T (s), N(s), B(s)} kümesine, α eğrisinin α(s) noktasındaki Frenet çatısı

denir [9].

Teorem 2.12. Birim hızlı α : I → E3 eğrisinin Frenet vektör alanları T,N,B ise

T ′ = κN,

N ′ = −κT + τB, (2.1)

B′ = −τN

dir. Bu teoremde elde edilen eşitliklere, α eğrisi için Frenet formülleri denir [9].

Tanım 2.13. V, E2 uzayının irtibatlı bir açık alt kümesi olmak üzere, X : V ⊂ E2 → E3,

düzgün ve regüler bir dönüşüm olsun. X : V → X(V ) dönüşümü bir homeomorfizm ise X(V )

kümesine, E3 uzayında bir basit yüzey denir [9].

Tanım 2.14. E3 uzayında bir M yüzeyi X = X(u, v) şeklinde parametrelendirilmiş olsun. M

yüzeyinin bir p noktasındaki tanjant uzayı TpM uzayının baz vektörleri {Xu, Xv} olmak üzere,

M yüzeyinin p noktasındaki birim normal vektör alanı

U =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖

şeklinde tanımlanır [3].

Tanım 2.15. M,E3 uzayında bir regüler bir yüzey veU,M yüzeyinin bir p noktasının komşuluğunda

tanımlanan birim normal vektörü olmak üzere, p noktasındaM yüzeyinin birXp tanjant vektörü

için

S(Xp) = −DXU

şeklinde tanımlanan S dönüşümüne şekil operatörü denir [3].
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Lemma 2.16. E3 uzayında birM yüzeyiX = X(u, v) şeklinde parametrelendirilmiş olsun. M

yüzeyinin bir p noktasındaki tanjant uzayı TpM uzayının bir bazı {Xu, Xv} ve U, M yüzeyinin

birim normal vektör alanı olmak üzere,

S(Xu) = −Uu

ve

S(Xv) = −Uv

olur [3].

Lemma 2.17. E3 uzayında M regüler yüzeyinin p noktasındaki tanjant uzayı TpM olmak

üzere,

S : TpM → TpM

bir lineer dönüşümdür [3].

Lemma 2.18. M regüler yüzeyinin şekil operatörü simetriktir. Yani her Xp, Yp ∈ TpM için

〈S(Xp), Yp〉 = 〈Xp, S(Yp)〉

dir [3].

Tanım 2.19. M, E3 uzayında bir regüler yüzey, S, M yüzeyinin şekil operatörü ve Xp, Yp

vektörleri M yüzeyinin p noktasındaki tanjant vektörleri olmak üzere, M yüzeyinin

birinci temel formu I ,

I(Xp, Yp) = 〈Xp, Yp〉,

ikinci temel formu II ,

II(Xp, Yp) = 〈S(Xp), Yp〉,

üçüncü temel formu III ,

III(Xp, Yp) = 〈S(Xp), S(Yp)〉
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şeklinde tanımlanır [3].

Tanım 2.20. X : V → E3 bir yüzey olsun. E,F,G : V → R fonksiyonları

E = ‖Xu‖2, F = 〈Xu, Xv〉, G = ‖Xv‖2

ile tanımlanır. Bu takdirde ds2 = Edu2 +2Fdudv+Gdv2, X yüzeyinin Riemann metriği ya

da birinci temel formu olarak adlandırılır. Buradaki E,F,G ye birinci temel formun katsayıları

denir[3].

Tanım 2.21. X : V → E3 bir regüler yüzey olsun.

L = 〈−Uu, Xu〉 = 〈U,Xuu〉,

M = 〈−Uv, Xu〉 = 〈U,Xuv〉 = 〈U,Xvu〉 = 〈−Uu, Xv〉,

N = 〈−Uv, Xv〉 = 〈U,Xvv〉

şeklinde tanımlı L,M,N ye X yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları denir [3].

Teorem 2.22. E3 uzayında bir M yüzeyi X = X(u, v) şeklinde parametrelendirilmiş olsun.

M yüzeyinin, TpM uzayının {Xu, Xv} bazına göre S şekil operatörü

−S(Xu) =
FM −GL
EG− F 2

Xu +
FL− EM
EG− F 2

Xv,

−S(Xv) =
FN −GM
EG− F 2

Xu +
FM − EN
EG− F 2

Xv

şeklinde verilir.

Böylece şekil operatörü matrisi

S =

−FM−GL
EG−F 2 −FN−GM

EG−F 2

−FL−EM
EG−F 2 −FM−EN

EG−F 2

 (2.2)

şeklinde elde edilir [3].
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Tanım 2.23. M, E3 uzayında bir regüler yüzey olsun. M yüzeyinin Gauss eğriliği K ve

ortalama eğriliği H olmak üzere K, H :M → R fonksiyonlardır öyle ki

K(p) = det(S(p))

ve

H(p) =
1

2
iz(S(p))

şeklinde tanımlanır [3].

Teorem 2.24. X : V ⊂ E2 → M ⊂ E3 bir dönüşüm olsun. M yüzeyinin Gauss ve ortalama

eğriliği

K =
LN −M2

EG− F 2
(2.3)

H =
1

2

GL+ EN − 2FM

EG− F 2
(2.4)

formülleri ile verilir [3].

Tanım 2.25. E3 uzayında ortalama eğriliği sıfır olan yüzeye minimal yüzey, Gauss eğriliği sıfır

olan yüzeye ise flat yüzey adı verilir [3].

Tanım 2.26. M yüzeyinin bir p noktasında S : TpM → TpM lineer dönüşümünün karakteristik

değerine, p noktasındaki asli eğrilikleri denir [9].

Teorem 2.27. E3 uzayında bir M regüler yüzeyinin asli eğrilikleri k1 ve k2,

k2 − 2Hk +K = 0

şeklinde verilen ikinci dereceden denkleminin kökleridir. Böylece,

k1 = H −
√
H2 −K, (2.5)

k2 = H +
√
H2 −K (2.6)

olarak elde edilir [3].
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Tanım 2.28. M, E3 uzayında X = X(u, v) parametrizasyonu ile verilmiş bir regüler yüzey

olsun. M yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları L,M,N olmak üzere, yüzeyin ikinci

Gauss eğriliği

KII =
1

(LN −M2)2


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

2
Lθθ +Msθ − 1

2
Nss

1
2
Ls Ms − 1

2
Lθ

Mθ − 1
2
Ns L M

1
2
Nθ M N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1
2
Lθ

1
2
Ns

1
2
Lθ L M

1
2
Ns M N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.7)

şeklinde tanımlanır [1].
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3. 3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA KANAL YÜZEYLERİ

3.1. Kanal Yüzeyleri

Bu alt başlıkta 3-boyutlu Öklid uzayında kanal yüzeyleri ile ilgili bazı temel tanım ve kavramlara

yer verilecektir.

Tanım 3.1. F (x, y, z) = 0 bir yüzey olsun. O halde λ bir parametre olmak üzere, F (x, y, z;λ) =

0, 1-parametreli bir yüzey ailesi olur. k ≥ 2 için F,Ck sınıfından olsun. O halde,

F (x, y, z;λ) = 0

ve
∂F (x, y, z;λ)

∂λ
= 0

denklem sisteminden, λ parametresi yok edilerek elde edilenG(x, y, z) = 0 yüzeyine, 1-parametreli

yüzey ailesinin zarfı denir [3].

Tanım 3.2. E3 uzayında 1- parametreli küre ailesinin zarfına kanal yüzeyi denir. Alternatif

olarak kanal yüzeyi , merkezlerinin yörüngesi bir δ(s) eğrisi ve yarıçap fonksiyonu r(s) olan,

değişken yarıçaplı hareketli bir kürenin zarfı olarak tanımlanır [3].

Tanım 3.3. S2(s) kürelerinin merkezlerinin yörüngesi olan δ(s) eğrisine kanal yüzeyinin merkez

eğrisi, r = r(s) fonksiyonuna ise kanal yüzeyinin yarıçap fonksiyonu denir [3].

Teorem 3.4. Bir kanal yüzeyinin merkez eğrisi, sıfırdan farklı eğrilikli birim hızlı δ : (a, b) →

R eğrisi olsun. Bu durumda kanal yüzeyi,

x(s, θ) = δ(s) + r(s)
(
−r′(s)T +

√
1− r′(s)2(− cos θN + sin θB)

)
(3.1)

şeklinde parametrelendirilir. Burada T,N,B, δ eğrisinin sırasıyla teğet, normal ve binormal

vektör alanlarıdır [3].

İspat: Kabul edelim ki x(s, θ), kanal yüzeyini tanımlayan kürelerin zarfını parametre eden bir
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yüzey parçası olsun. δ birim hızlı eğrisinin eğrilikleri sıfırdan farklı ve T,N,B Frenet çatısı iyi

tanımlı olduğundan,

x(s, θ)− δ(s) = a(s, θ)T (s) + b(s, θ)N(s) + c(s, θ)B(s) (3.2)

yazılır. Burada a, b, c, δ eğrisinin tanımlı olduğu aralıkta diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

x(s, θ), δ(s) merkezli, r(s) yarıçaplı S2(s)küresi üzerinde yattığından analitik olarak,

‖x(s, θ)− δ(s)‖2 = r2(s) (3.3)

dır. Ayrıca x(s, θ) − δ(s), kanal yüzeyine dik bir vektördür. Bu yüzden kanal yüzeyinin xs ve

xθ tanjant vektörlerine dik olur. Bu durumda,

< x(s, θ)− δ(s), xs >= 0 (3.4)

ve

< x(s, θ)− δ(s), xθ >= 0 (3.5)

olup, (3.2) ve (3.3) denklemlerinden,

a2 + b2 + c2 = r2. (3.6)

(3.6) denkleminin s’ye göre türevi alınırsa,

aas + bbs + ccs = rr′ (3.7)

elde edilir. Diğer taraftan (3.2) denkleminin s’ye göre türevi alınıp, δ eğrisinin Frenet formülleri

kullanırsa,

xs = (1 + as − bκ)T + (aκ− cτ + bs)N + (cs + bτ)B (3.8)
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elde edilir. (3.2), (3.4), (3.7) ve (3.8) kullanılırsa,

a+ rr′ = 0 (3.9)

elde edilir. (3.6) ve (3.9) denklemlerinden,

b2 + c2 = r2(1− r′2) (3.10)

bulunur. (3.10) eşitliğinden,

b = −r
√
1− r′2 cos θ

c = r
√
1− r′2 sin θ

şeklinde yazılır. Burada θ uygun bir parametredir. Böylece (3.1) parametrizasyonu ile verilen

kanal yüzeyi,

x(s, θ) = δ(s)− rr′T − r
√
1− r′2 cos θN + r

√
1− r′2 sin θB

şeklinde elde edilir.

Tanım 3.5. Yarıçap fonksiyonu r = r(s) sabit olan kanal yüzeyine tüp ya da boru yüzeyi denir

[3].

3.2. Kanal Yüzeylerinin Bazı Karakterizasyonları

Bu alt başlıkta [5] nolu çalışmada yer alan kanal yüzeyinin 1. temel formunun katsayıları

E,F,G, 2. temel formunun katsayıları L,M,N, 3. temel formunun katsayıları e, f, g, yüzeyin

birim normal vektörü n, ortalama eğriliği H, Gauss eğriliği K ve ikinci Gauss eğriliği KII , asli

eğrilikleri k1 ve k2 hesaplanacak ve eğrilik fonksiyonları arasındaki bağıntılara yer verilecektir.

Ayrıca yüzeyin flat, minimal ve ikinci Gauss eğriliğinin sıfır olması durumuyla ilgili karakterizas-
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yonlar detaylı bir şekilde ele alınacaktır. 3-boyutlu Öklid uzayında bir M kanal yüzeyi,

x(s, θ) = δ(s) + r(s)(−r′(s)T +
√

1− r′(s)2 cos θN +
√

1− r′(s)2 sin θB) (3.11)

şeklinde parametrelendirilir. Burada δ(s), s yay parametresiyle verilmiş birim hızlı bir eğri,

T,N,B ise sırasıyla δ eğrisinin birim teğet, asli normal ve binormal vektör alanlarıdır. δ(s)

eğrisine M kanal yüzeyinin merkez eğrisi, r = r(s) fonksiyonuna ise M kanal yüzeyinin

yarıçap fonksiyonu denir. (3.11) parametrizasyonuyla verilen M kanal yüzeyinde ϕ = ϕ(s)

diferensiyellenebilir fonksiyonu için−r′(s) = cosϕ(s) olarak alınırsaM kanal yüzeyi aşağıdaki

gibi ifade edilir.

x(s, θ) = δ(s) + r(s) (cosϕT + sinϕ cos θN + sinϕ sin θB) . (3.12)

Burada s ∈ [0, l], θ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [0, π) ve l, δ eğrisinin toplam yay uzunluğudur. (3.12)

denkleminin s’ye göre kismi türevi alınır ve (2.1) kullanılırsa M yüzeyinin xs tanjant vektörü,

xs = δ′(s) + r′(s)(cosϕT + sinϕ cos θN + sinϕ sin θB) + r(s)(cosϕT

+sinϕ cos θN + sinϕ sin θB)′

= δ′(s) + r′(s)(cosϕT + sinϕ cos θN + sinϕ sin θB) + r(s)((cosϕ)′T

+cosϕT ′ + (sinϕ cos θ)′N + (sinϕ cos θ)N ′ + (sinϕ sin θ)′B

+(sinϕ sin θ)B′)

= (1 + r′ cosϕ− rκ sinϕ cos θ − rϕ′ sinϕ)T + (r′ sinϕ cos θ + r(ϕ′ cosϕ cos θ

−θ′ sinϕ sin θ − τ sinϕ sin θ + κ cosϕ))N + (r′ sinϕ sin θ + rτ sinϕ cos θ

+rϕ′ sin θ cosϕ+ rθ′ sinϕ cos θ)B

elde edilir. Burada −r′(s) = cosϕ ve r′′(s) = ϕ′ sinϕ eşitlikleri kullanılırsa, xs vektöründeki

T,N,B’nin katsayıları sırasıyla,
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x1s = sin2 ϕ− rr′′ − rκ sinϕ cos θ,

x2s = r′ sinϕ cos θ − rr′κ− rτ sinϕ sin θ − rr′ϕ′ cos θ, (3.13)

x3s = r′ sinϕ sin θ + rτ sinϕ cos θ − rr′ϕ′ sin θ

olarak elde edilir. Böylece,

xs =
∂x

∂s
= x1sT + x2sN + x3sB

olur. (3.12) ifadesinde verilen M kanal yüzeyinin θ’ya göre kısmi türevi alınırsa, M kanal

yüzeyinin xθ tanjant vektörü,

xθ = r(s)((cosϕ)θT + (sinϕ cos θ)θN + (sinϕ sin θ)θB)

= (−r sinϕ sin θ)N + (r sinϕ cos θ)B

bulunur. xθ vektöründeki T,N,B’nin katsayıları sırasıyla

x1θ = 0

x2θ = −r sinϕ sin θ (3.14)

x3θ = r sinϕ cos θ

olmak üzere,

xθ =
∂x

∂θ
= x2θN + x3θB

olur. Böylece (3.13) ve (3.14) denklemleri yardımıyla M kanal yüzeyinin 1.temel formunun

katsayıları,

E = < xs, xs >

= < x1sT + x2sN + x3sB, x
1
sT + x2sN + x3sB >
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= (x1s)
2 + (x2s)

2 + (x3s)
2

= (sin2 ϕ− rr′′ − rκ sinϕ cos θ)2 + (r′ sinϕ cos θ − rr′κ− rτ sinϕ sin θ

−rr′ϕ′ cos θ)2 + (r′ sinϕ sin θ + rτ sinϕ cos θ − rr′ϕ′ sin θ)2

= sin4 ϕ− 2(rr′′ sin2 ϕ+ rκ sin3 ϕ cos θ) + r2(r′′2 + 2r′′κ sinϕ cos θ

+κ2 sin2 ϕ cos2 θ) + r′2 sin2 ϕ cos2 θ − 2(rr′2κ sinϕ cos θ

+rr′τ sin2 ϕ sin θ cos θ + rr′2ϕ′ sinϕ cos2 θ) + r2(τ 2 sin2 ϕ sin2 θ (3.15)

+2r′κτ sinϕ sin θ + 2r′ϕ′τ sinϕ sin θ cos θ + r′2κ2 + 2r′2ϕ′κ cos θ

+r′2ϕ′2 cos2 θ) + r′2 sin2 ϕ sin2 θ − 2(−rr′τ sin2 ϕ sin θ cos θ

+rr′2ϕ′ sinϕ sin2 θ) + r2(τ 2 sin2 ϕ cos2 θ − 2r′ϕ′τ sinϕ sin θ cos θ

+r′2ϕ′2 sin2 θ)

= sin2 ϕ+ r2(κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ

+2r′κτ sinϕ sin θ)− 2(rr′′ + rκ sinϕ cos θ),

F = < xs, xθ >

= < x1sT + x2sN + x3sB, x
2
θN + x3θB >

= x2sx
2
θ + x3sx

3
θ

= (r
′
sinϕ cos θ − rr′κ− rτ sinϕ sin θ − rr′ϕ′

cos θ)(−r sinϕ sin θ)

+(r
′
sinϕ sin θ + rτ sinϕ cos θ − rr′ϕ′

sin θ)(r sinϕ cos θ)

= −rr′ sin2 ϕ sin θ cos θ + r2r
′
κ sinϕ sin θ + r2τ sin2 ϕ sin2 θ (3.16)

+r2r
′
ϕ

′
sinϕ sin θ cos θ + rr

′
sin2ϕ sin θ cos θ + r2τ sin2 ϕ cos2 θ

−r2r′ϕ′
sinϕ sin θ cos θ

= r2r
′
κ sinϕ sin θ + r2τ sin2 ϕ,

G = < xθ, xθ >

= < x2θN + x3θB, x
2
θN + x3θB >

= (x2θ)
2 + (x3θ)

2 (3.17)

= (−r sinϕ sin θ)2 + (r sinϕ cos θ)2

= r2 sin2 ϕ sin2 θ + r2 sin2 ϕ cos2 θ

= r2 sin2 ϕ
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elde edilir.

Böylece 1.temel formun katsayılarından EG− F 2 hesaplanırsa,

EG− F 2 = (sin2 ϕ+ r2(κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ

+2r′κτ sinϕ sin θ)− 2(rr′′ + rκ sinϕ cos θ))(r2 sin2 ϕ)

−(r2τ sin2 ϕ+ r2r′κ sinϕ sin θ)2

= r4(ϕ′2 sin2 ϕ+ 2ϕ′κ sin2 ϕ cos θ + κ2 sin2 ϕ cos2 θ)− 2r3 sin2 ϕ(r′′ +

κ sinϕ cos θ) + r2 sin4 ϕ

= r4(r′′2 + 2r′′κ sinϕ cos θ + κ2 sin2 ϕ cos2 θ)− 2r3 sin2 ϕ(r′′

+κ sinϕ cos θ) + r2 sin4 ϕ

= r4(r′′ + κ sinϕ cos θ)2 − 2r3 sin2 ϕ(r′′ + κ sinϕ cos θ) + r2 sin4 ϕ

= r2(rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)2

olup buradan

EG− F 2 = r2(rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)2 (3.18)

elde edilir. (3.13) ve (3.14) denklemlerinden,

xs × xθ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . .

x1s x
2
s x

3
s

0 x2θ x
3
θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x2sx
3
θ − x3sx2θ)T − (x1sx

3
θ)N + (x1sx

2
θ)B

= ((r′ sinϕ cos θ − rr′κ− rτ sinϕ sin θ − rr′ϕ′ cos θ)(r sinϕ cos θ)− (r′ sinϕ sin θ

+rτ sinϕ cos θ − rr′ϕ′ sin θ)(−r sinϕ sin θ))T − (sin2 ϕ− rr′′ − rκ sinϕ cos θ)

(r sinϕ cos θ)N + (sin2 ϕ− rr′′ − rκ sinϕ cos θ)(−r sinϕ sin θ)B

= −rr′(rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)T + (rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)

(r sinϕ cos θ)N + (rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)(r sinϕ sin θ)B
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elde edilir.

‖xs × xθ‖ =
√
< xs, xs >< xθ, xθ > − < xs, xθ >< xs, xθ >

=
√
EG− F 2

= r(rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)

olmak üzere, M kanal yüzeyinin birim normal vektör alanı;

n =
xs × xθ
‖xs × xθ‖

=
(rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)(r cosϕT + r sinϕ cos θN + r sinϕ sin θB)

r(rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)

= cosϕT + sinϕ cos θN + sinϕ sin θB

olur. Ayrıca birim normal vektör alanının s’ye göre kısmi türevini alınır ve (2.1) denklemi

kullanılırsa,

ns = (cosϕ)′T + (cosϕ)T ′ + (sinϕ cos θ)′N + (sinϕ cos θ)N ′

+(sinϕ sin θ)′B + (sinϕ sin θ)B′

= (−ϕ′ sinϕ)T + cosϕ(κN) + (ϕ′ cosϕ cos θ)N + (sinϕ cos θ)(−κT + τB)

+(ϕ′ cosϕ sin θ)B + (sinϕ sin θ)(−τN)

= −(r′′ + κ sinϕ cos θ)T − (r′κ+ r′ϕ′ cos θ + τ sinϕ sin θ)N + (τ sinϕ cos θ

−r′ϕ′ sin θ)B

olur. Buradan,

n1
s = −(r′′ + κ sinϕ cos θ),

n2
s = −(r′κ+ r′ϕ′ cos θ + τ sinϕ sin θ), (3.19)

n3
s = τ sinϕ cos θ − r′ϕ′ sin θ
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olmak üzere,

ns = n1
sT + n2

sN + n3
sB

olur. Birim normal vektör alanının θ’ya göre kısmi türevi alınırsa,

nθ = (cosϕ)θT + (sinϕ cos θ)θN + (sinϕ sin θ)θB

= − sinϕ sin θN + sinϕ cos θB.

Buradan,

n1
θ = 0,

n2
θ = − sinϕ sin θ, (3.20)

n3
θ = sinϕ cos θ

olmak üzere,

nθ = n2
θN + n3

θB

olur. (3.13), (3.14), (3.19) ve (3.20) denklemleri kullanılırsa M kanal yüzeyinin 2. temel

formunun katsayıları,

L = − < xs, ns >

= − < x1sT + x2sN + x3sB, n
1
sT + n2

sN + n3
sB >

= −(x1sn1
s + x2sn

2
s + x3sn

3
s)

= −(−(sin2 ϕ− rr′′ − rκ sinϕ cos θ)(r′′ + κ sinϕ cos θ)− (r′ sinϕ cos θ

−rr′κ− rτ sinϕ sin θ − rr′ϕ′ cos θ)(r′κ+ r′ϕ′ cos θ + τ sinϕ sin θ) (3.21)

+(r′ sinϕ sin θ + rτ sinϕ cos θ − rr′ϕ′ sin θ)(τ sinϕ cos θ − r′ϕ′ sin θ))

= −r(κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ

+2r′κτ sinϕ sin θ) + (r′′ + κ sinϕ cos θ),
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M = − < xθ, ns >

= − < x2θN + x3θB, n
1
sT + n2

sN + n3
sB >

= −(x2θn2
s + x3θn

3
s)

= −(−(−r sinϕ sin θ)(r′κ+ r′ϕ′ cos θ + τ sinϕ sin θ) + (r sinϕ cos θ)

(τ sinϕ cos θ − r′ϕ′ sin θ)) (3.22)

= −(rr′κ sinϕ sin θ + rr′ϕ′ sinϕ sin θ cos θ + rτ sin2 ϕ sin2 θ

+rτ sin2 ϕ cos2 θ − rr′ϕ′ sinϕ sin θ cos θ)

= −rτ sin2 ϕ− rr′κ sinϕ sin θ,

N = − < xθ, nθ >

= − < x2θN + x3θB, n
2
θN + n3

θB >

= −(x2θn2
θ + x3θn

3
θ)

= −((−r sinϕ sin θ)(− sinϕ sin θ) + (r sinϕ cos θ)(sinϕ cos θ)) (3.23)

= −(r sin2 ϕ sin2 θ + r sin2 ϕ cos2 θ)

= −r sin2 ϕ

elde edilir. (3.19) ve (3.20) denklemleri kullanılırsa, M kanal yüzeyinin 3. temel formunun

katsayıları,

e = < ns, ns >

= < n1
sT + n2

sN + n3
sB, n

1
sT + n2

sN + n3
sB >

= (n1
s)

2 + (n2
s)

2 + (n3
s)

2 (3.24)

= (r′′ + κ sinϕ cos θ)2 + (r′κ+ r′ϕ′ cos θ + τ sinϕ sin θ)2 + (τ sinϕ cos θ

−r′ϕ′ sin θ)2

= r′′2 + 2r′′κ sinϕ cos θ + κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2(κ+ ϕ′ cos θ)2

+2r′τ sinϕ sin θ(κ+ ϕ′ cos θ) + τ 2 sin2 ϕ sin2 θ + τ 2 sin2 ϕ cos2 θ

−2r′ϕ′τ sinϕ sin θ cos θ + r′2ϕ′2 sin2 θ

= κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ + 2r′κτ sinϕ sin θ,
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f = < nθ, ns >

= < n2
θN + n3

θB, n
1
sT + n2

sN + n3
sB >

= (n2
θn

2
s + n3

θn
3
s) (3.25)

= (sinϕ sin θ)(r′κ+ r′ϕ′ cos θ + τ sinϕ sin θ) + (sinϕ cos θ)(τ sinϕ cos θ

−r′ϕ′ sin θ)

= r′κ sinϕ sin θ + r′ϕ′ sinϕ sin θ cos θ + τ sin2 ϕ sin2 θ + τ sin2 ϕ cos2 θ

−r′ϕ′ sinϕ sin θ cos θ

= τ sin2 ϕ+ r′κ sinϕ sin θ,

g = < nθ, nθ >

= < n2
θN + n3

θB, n
2
θN + n3

θB >

= (n2
θ)

2 + (n3
θ)

2 (3.26)

= (− sinϕ sin θ)2 + (sinϕ cos θ)2

= sin2 ϕ sin2 θ + sin2 ϕ cos2 θ

= sin2 ϕ

elde edilir.

Lemma : (3.12) parametrizasyonu ile verilen M kanal yüzeyinin 1. 2. ve 3. temel formlarının

katsayıları aşağıdaki eşitlikleri sağlar [5].

L =
E + P

−r
, M =

F

−r
, N =

G

−r
;

e =
L−Q
−r

, f =
M

−r
, g =

N

−r
(3.27)

ve

EG− F 2 = r2P 2, LN −M2 = rPQ, eg − f 2 = Q2, (3.28)

burada,
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P = rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ = rQ− sin2 ϕ, (3.29)

Q = r′′ + κ sinϕ cos θ (3.30)

dır.

Açıklama: M kanal yüzeyi regüler olduğundan P her yerde sıfırdan farklıdır.

İspat: (3.15), (3.21) ve (3.29) denklemleri birlikte düşünülürse

L =
r2(κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ + 2r′κτ sinϕ sin θ)

−r
−(rr′′ + rκ sinϕ cos θ)

−r

=
r2(κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ + 2r′κτ sinϕ sin θ)

−r
−2(rr′′ + rκ sinϕ sin θ) + sin2 ϕ+ (rr′′ + rκ sinϕ cos θ)− sin2 ϕ

−r

=
E + P

−r

bulunur. (3.16) ve (3.22) denklemleri birlikte düşünülürse,

M = −r(τ sin2 ϕ+ r′κ sinϕ sin θ)

=
r2(τ sin2 ϕ+ r′κ sinϕ sin θ)

−r

=
F

−r

elde edilir. (3.17) ve (3.23) denklemleri birlikte düşünülürse,

N = −r sin2 ϕ

=
r2 sin2 ϕ

−r

=
G

−r
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bulunur. (3.21), (3.24) ve (3.30) denklemleri birlikte ele alınırsa,

e =
−r(κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ + 2r′κτ sinϕ sin θ)

−r

=
−r(κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ + 2r′κτ sinϕ sin θ)

−r
+(r′′ + κ sinϕ cos θ)− (r′′ + κ sinϕ cos θ)

−r

=
L−Q
−r

bulunur. (3.22), (3.25) denklemleri birlikte ele alınırsa,

f =
−r(τ sin2 ϕ+ r′κ sinϕ sin θ)

−r

=
(−rτ sin2 ϕ− rr′κ sinϕ sin θ)

−r

=
M

−r

bulunur. (3.23), (3.26) denklemleri birlikte ele alınırsa,

g =
−r(sin2 ϕ)

−r

=
(−r sin2 ϕ)

−r

=
N

−r

elde edilir. (3.18) ve (3.29) denklemlerinden,

EG− F 2 = r2(rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)2

= r2P 2

22



bulunur. (3.21), (3.22), (3.23), (3.29) ve (3.30) denklemleri kullanılırsa,

LN −M2 = (−r(κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ

+2r′κτ sinϕ sin θ) + r′′ + κ sinϕ cos θ)(−r sin2 ϕ)− (−rτ sin2 ϕ

−rr′κ sinϕ sin θ)2

= r2κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r2r′′2 + 2r2r′′κ sinϕ cos θ

−r(r′′ + κ sinϕ cos θ) sin2 ϕ

= r(rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)(r′′ + κ sinϕ cos θ)

= rPQ

bulunur. (3.24), (3.25), (3.26) ve (3.30) denklemleri kullanılırsa,

eg − f 2 = (κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′2κ2 + τ 2 sin2 ϕ+ ϕ′2 + 2ϕ′κ cos θ

+2r′κτ sinϕ sin θ)(sin2 ϕ)− (τ sin2 ϕ+ r′κ sinϕ sin θ)2

= κ2 sin2 ϕ cos2 θ + r′′2 + 2r′′κ sinϕ cos θ

= (r′′ + κ sinϕ cos θ)2

= Q2

elde edilir.

Lemma 3.6. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yüzeyinin K Gauss eğriliği ve H

ortalama eğriliği aşağıdaki şekilde verilir [5].

K =
Q

rP
, (3.31)

H =
2P + sin2 ϕ

−2rP
(3.32)
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İspat: (2.3) denkleminde (3.28) denklemindeki birinci ve ikinci eşitlikler kullanılırsa,

K =
LN −M2

EG− F 2

=
rPQ

r2P 2

=
Q

rP

bulunur. (2.4), (3.26), (3.27) ve (3.28) denklemleri birlikte ele alınırsa,

H =
EN − 2FM +GL

2(EG− F 2)

=

EG

−r
− 2F 2

−r
+
G(E + P )

−r
2r2P 2

=

EG− F 2 + EG− F 2 + PG

−r
2r2P 2

=

2r2P 2 + PG

−r
2r2P 2

=

2r2P 2 + PN(−r)
−r

2r2P 2

=

2r2P 2 + Pgr2

−r
2r2P 2

=
2P + g

−2rP

=
2P + sin2 ϕ

−2rP

elde edilir.

Teorem 3.7. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yüzeyinin K Gauss eğriliği ile H

ortalama eğriliği arasında aşağıdaki bağıntı vardır [5].

H = −1

2

(
Kr +

1

r

)
. (3.33)
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İspat: (3.29), (3.31) ve (3.32) denklemleri birlikte düşünülürse,

H =
2P + sin2 ϕ

−2rP

=
−1
2

(
2P + sin2 ϕ

rP

)
=
−1
2

(
2P + rQ− P

rP

)
=
−1
2

(
rQ+ P

rP

)
=
−1
2

(
Q

P
+

1

r

)
=
−1
2

(
Kr +

1

r

)
.

elde edilir.

Teorem 3.8. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yüzeyinin asli eğrilikleri k1 ve k2

aşağıdaki gibi verilir [5].

k1 = −Kr

ve

k2 =
1

r

İspat: (2.5) ve (3.33) denklemleri kullanılırsa, M yüzeyinin asli eğrilikleri k1 ve k2,

k1 = H −
√
H2 −K

=
−1
2

(
Kr +

1

r

)
−

√
1

4

(
Kr +

1

r

)2

−K

=
−1
2

(
Kr +

1

r

)
−

√
1

4

(
Kr − 1

r

)2

(3.34)

=
−1
2

(
Kr +

1

r

)
− 1

2

(
Kr − 1

r

)
= −Kr
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olarak hesaplanır. Benzer şekilde (2.6) ve (3.33) denklemleri kullanılırsa,

k2 = H +
√
H2 −K

=
−1
2

(
Kr +

1

r

)
+

√
1

4

(
Kr +

1

r

)2

−K

=
−1
2

(
Kr +

1

r

)
+

√
1

4

(
Kr − 1

r

)2

(3.35)

=
−1
2

(
Kr +

1

r

)
+

1

2

(
Kr − 1

r

)
= −1

r

olarak hesaplanır.

Teorem 3.9. M yüzeyinin ikinci Gauss eğriliği KII ,

KII =
1

r2P 2Q2

4∑
i=0

wicos
i θ (3.36)

dir. Burada wi (i = 0, 1, 2, 3, 4) katsayıları,

w0 = −r3ϕ′4 sin4 ϕ+
1

4
rϕ′2 sin4 ϕ(1− 3 sin2 ϕ) +

3

2
r2ϕ′3 sin5 ϕ− 1

4
rκ2 sin6 ϕ

−1

4
rϕ′′ sin5 ϕ cosϕ+

1

4
ϕ′ sin5 ϕ cos2 ϕ− 1

4
rκτ sin5 ϕ cosϕ sin θ,

w1 = −4r3ϕ′3κ sin4 ϕ+
9

2
r2ϕ′2κ sin5 ϕ+

1

4
rϕ′κ sin4 ϕ(1− 5 sin2 ϕ)

+
1

4
κ sin5 ϕ cos2 ϕ− 1

4
rκ′ sin5 ϕ cosϕ, (3.37)

w2 = −6r3ϕ′2κ2 sin4 ϕ+
9

2
r2ϕ′κ2 sin5 ϕ− 1

4
rκ2 sin6 ϕ,

w3 = −4r3ϕ′κ3 sin4 ϕ+
3

2
r2κ3 sin5 ϕ,

w4 = −r3κ4 sin4 ϕ

şeklinde elde edilir. Ayrıca,

r2P 2Q2 =
4∑
i=0

vjcos
j θ (3.38)
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yazılır. Burada vj (j = 0, 1, 2, 3, 4) katsayıları,

v0 = r4ϕ′4 sin4 ϕ+ r2ϕ′2 sin6 ϕ− 2r3ϕ′3 sin5 ϕ,

v1 = 4r4ϕ′3κ sin4 ϕ− 6r3ϕ′2κ sin5 ϕ+ 2r2ϕ′κ sin6 ϕ,

v2 = 6r4ϕ′2κ2 sin4 ϕ− 6r3ϕ′κ2 sin5 ϕ+ r2κ2 sin6 ϕ, (3.39)

v3 = 4r4ϕ′κ3 sin4 ϕ− 2r3κ3 sin5 ϕ,

v4 = r4κ4 sin4 ϕ

şeklindedir [5].

İspat: (2.7) denkleminden M yüzeyinin ikinci Gauss eğriliği,

KII =
1

(LN −M2)2


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

2
Lθθ +Msθ − 1

2
Nss

1
2
Ls Ms − 1

2
Lθ

Mθ − 1
2
Ns L M

1
2
Nθ M N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1
2
Lθ

1
2
Ns

1
2
Lθ L M

1
2
Ns M N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


şeklinde tanımlanır. (3.28) denkleminden LN − M2 = rPQ olduğundan, (LN − M2)2 =

r2P 2Q2 dir. Ayrıca (3.29), (3.30) denklemleri ve r′′ = ϕ
′
sinϕ eşitliği kullanılırsa,

r2P 2Q2 = r2(rr′′ + rκ sinϕ cos θ − sin2 ϕ)2(r′′ + κ sinϕ cos θ)2

= r2((rr′′ + rκ sinϕ cos θ)2 − 2(rr′′ + rκ sinϕ cos θ) sin2 ϕ+ sin4 ϕ)

(r′′2 + 2r′′κ sinϕ cos θ + κ2 sin2 ϕ cos2 θ)

= (r4ϕ′4 sin4 ϕ+ r2ϕ′2 sin6 ϕ− 2r3ϕ′3 sin5 ϕ) cos0 θ + (4r4ϕ′3κ sin4 ϕ

−6r3ϕ′2κ sin5 ϕ+ 2r2ϕ′κ sin6 ϕ) cos θ + (6r4ϕ′2κ2 sin4 ϕ

−6r3ϕ′κ2 sin5 ϕ+ r2κ2 sin6 ϕ) cos2 θ + (4r4ϕ′κ3 sin4 ϕ

−2r3κ3 sin5 ϕ) cos3 θ + (r4κ4 sin4 ϕ) cos4 θ

olarak hesaplanır. Böylece (3.39) ile verilen vj (j = 0, 1, 2, 3, 4) katsayıları bulunur.

O halde KII ’nin ifadesinde,

27



∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

2
Lθθ +Msθ − 1

2
Nss

1
2
Ls Ms − 1

2
Lθ

Mθ − 1
2
Ns L M

1
2
Nθ M N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1
2
Lθ

1
2
Ns

1
2
Lθ L M

1
2
Ns M N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
4∑
i=0

wicos
i θ

olduğu gösterilirse ispat tamamlanır.

A =


−1

2
Lθθ +Msθ − 1

2
Nss

1
2
Ls Ms − 1

2
Lθ

Mθ − 1
2
Ns L M

1
2
Nθ M N


olmak üzere,

detA = A1A2 − A3A4 + A5A6

dır. Burada,

A1 = −1

2
Lθθ +Msθ −

1

2
Nss, (3.40)

A2 = LN −M2, (3.41)

A3 =
1

2
Ls, (3.42)

A4 = MθN −
1

2
NNs −

1

2
NθM, (3.43)

A5 = Ms −
1

2
Lθ, (3.44)

A6 = MθM −
1

2
NsM −

1

2
LNθ (3.45)

dır. Benzer şekilde,

B =


0 1

2
Lθ

1
2
Ns

1
2
Lθ L M

1
2
Ns M N


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olmak üzere,

detB = −B1B2 +B3B4

dır. Burada,

B1 =
1

2
Lθ, (3.46)

B2 =
1

2
LθN −

1

2
NsM, (3.47)

B3 =
1

2
Ns, (3.48)

B4 =
1

2
MLθ −

1

2
NsL (3.49)

dir. Bu durumda,

detA− detB = A1A2 − A3A4 + A5A6 +B1B2 −B3B4 (3.50)

=
4∑
i=0

wicos
i θ

olduğunu göstermek yeterlidir.

Verilen matrislerin determinantlarının hesabında kullanılacak olanL,M,N ikinci temel formunun

bazı kısmi türevleri aşağıdaki şekilde hesaplanır.

Ls = (κ2 cos3 ϕ+ τ 2 sin2 ϕ cosϕ+ 2ϕ′2 cosϕ− 2κτ sinϕ cos2 ϕ sin θ

+2rϕ′κ2 sinϕ cosϕ− 2rκκ′ cos2 ϕ− 2rττ ′ sin2 ϕ− 2rϕ′τ 2 sinϕ cosϕ

−2rϕ′ϕ′′ − 2rϕ′κτ sin2 ϕ sin θ + 2rκ′τ sinϕ cosϕ sin θ

+2rκτ ′ sinϕ cosϕ sin θ + 2rϕ′κτ cos2 ϕ sin θ + ϕ′′ sinϕ)

+(2ϕ′κ cosϕ− 2rϕ′κ′ − 2rϕ′′κ+ κ′ sinϕ+ ϕ′κ cosϕ) cos θ (3.51)

+(κ2 sin2 ϕ cosϕ− 2rκκ′ sin2 ϕ− 2rϕ′κ2 sinϕ cosϕ) cos2 θ,
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Lθ = (2rϕ′κ sin θ − κ sinϕ sin θ) + (2rκ2 sin2 ϕ sin θ

+2rκτ sinϕ cosϕ) cos θ, (3.52)

Lθθ = (−2rκ2 sin2 ϕ− 2rκτ sinϕ cosϕ sin θ) + (2rϕ′κ− κ sinϕ) cos θ

+(4rκ2 sin2 ϕ) cos2 θ, (3.53)

Ms = τ sin2 ϕ cosϕ− κ sinϕ cos2 ϕ sin θ − rτ ′ sin2 ϕ− 2rϕ′τ sinϕ cosϕ

−rϕ′κ sin2 ϕ sin θ + rκ′ sinϕ cosϕ sin θ + rϕ′κ cos2 ϕ sin θ, (3.54)

Mθ = rκ sinϕ cosϕ cos θ, (3.55)

Msθ = (−κ sinϕ cos2 ϕ− rϕ′κ sin2 ϕ+ rϕ′κ cos2 ϕ+ rκ′ sinϕ cosϕ) cos θ, (3.56)

Ns = sin2 ϕ cosϕ− 2rϕ′ sinϕ cosϕ, (3.57)

Nθ = 0, (3.58)

Nss = 2ϕ′ sinϕ cosϕ− ϕ′ sin3 ϕ+ 2ϕ′ sinϕ cos2 ϕ− 2rϕ′′ sinϕ cosϕ

−2rϕ′2 cos2 ϕ+ 2rϕ′2 sin2 ϕ (3.59)

(3.40), (3.53), (3.56) ve (3.59) denklemleri kullanılırsa,

A1 = (rκ2 sin2 ϕ+ rκτ sinϕ cosϕ sin θ − ϕ′ sinϕ cosϕ+
1

2
ϕ′ sin3 ϕ

−ϕ′ sinϕ cos2 ϕ+ rϕ′′ sinϕ cosϕ+ rϕ′2 cos2 ϕ− rϕ′2 sin2 ϕ) + (
1

2
κ sinϕ (3.60)

−κ sinϕ cos2 ϕ− 2rϕ′κ sin2 ϕ+ rκ′ sinϕ cosϕ) cos θ + (−2rκ2 sin2 ϕ) cos2 θ

elde edilir. (3.28) denklemindeki ikinci denklem ve (3.21), (3.22), (3.23) ve (3.41) denklemleri

ile birlikte düşünülürse,

A2 = (r2ϕ′2 sin2 ϕ− rϕ′ sin3 ϕ) + (2r2ϕ′κ sin2 ϕ− rκ sin3 ϕ) cos θ

+(r2κ2 sin2 ϕ) cos2 θ (3.61)

bulunur. (3.42) ve (3.51) denklemlerinden
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A3 = (
1

2
κ2 cos3 ϕ+

1

2
τ 2 sin2 ϕ cosϕ+ ϕ′2 cosϕ− κτ sinϕ cos2 ϕ sin θ

+rϕ′κ2 sinϕ cosϕ− rκκ′ cos2 ϕ− rττ ′ sin2 ϕ− rϕ′τ 2 sinϕ cosϕ− rϕ′ϕ′′

−rϕ′κτ sin2 ϕ sin θ + rκ′τ sinϕ cosϕ sin θ + rκτ ′ sinϕ cosϕ sin θ

+rϕ′κτ cos2 ϕ sin θ +
1

2
ϕ′′ sinϕ) + (ϕ′κ cosϕ− rϕ′κ′ − rϕ′′κ (3.62)

+
1

2
κ′ sinϕ+

1

2
ϕ′κ cosϕ) cos θ + (

1

2
κ2 sin2 ϕ cosϕ− rκκ′ sin2 ϕ

−rϕ′κ2 sinϕ cosϕ) cos2 θ

elde edilir. (3.22), (3.23), (3.43), (3.55), (3.57) ve (3.58) denklemleri kullanılırsa,

A4 = (
1

2
r sin4 ϕ cosϕ− r2ϕ′ sin3 ϕ cosϕ) + (−r2κ sin3 ϕ cosϕ) cos θ (3.63)

hesaplanır. (3.44), (3.52) ve (3.54) denklemleri birlikte düşünülürse,

A5 = (τ sin2 ϕ cosϕ− κ sinϕ cos2 ϕ sin θ − rτ ′ sin2 ϕ− 2rϕ′τ sinϕ cosϕ

−rϕ′κ sin2 ϕ sin θ + rκ′ sinϕ cosϕ sin θ + rϕ′κ cos2 ϕ sin θ − rϕ′κ sin θ (3.64)

+
1

2
κ sinϕ sin θ) + (−rκ2 sin2 ϕ sin θ − rκτ sinϕ cosϕ) cos θ

bulunur. (3.21), (3.22), (3.45), (3.55), (3.57) ve (3.58) denklemleri kullanılırsa,

A6 = (
1

2
rτ sin4 ϕ cosϕ− r2ϕ′τ sin3 ϕ cosϕ− 1

2
rκ sin3 ϕ cos2 ϕ sin θ

+r2ϕ′κ sin2 ϕ cos2 ϕ sin θ) + (−r2κτ sin3 ϕ cosϕ (3.65)

+r2κ2 sin2 ϕ cos2 ϕ sin θ) cos θ

elde edilir. (3.46) ve (3.52) denklemleri kullanılırsa,

B1 = (rϕ′κ sin θ − 1

2
κ sinϕ sin θ) + (rκ2 sin2 ϕ sin θ + rκτ sinϕ cosϕ) cos θ (3.66)
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hesaplanır. (3.22), (3.23), (3.47), (3.52) ve (3.57) denklemleri kullanılırsa,

B2 = (−r2ϕ′κ sin2 ϕ sin θ +
1

2
rκ sin3 ϕ sin θ +

1

2
rτ sin4 ϕ cosϕ− r2ϕ′τ sin3 ϕ cosϕ

−1

2
rκ sin3 ϕ cos2 ϕ sin θ + r2ϕ′κ sin2 ϕ cos2 ϕ sin θ) + (−r2κ2 sin4 ϕ sin θ (3.67)

−r2κτ sin3 ϕ cosϕ) cos θ

elde edilir. (3.48), (3.57) denklemleri kullanılırsa,

B3 =
1

2
sin2 ϕ cosϕ− rϕ′ sinϕ cosϕ (3.68)

bulunur. (3.21), (3.22), (3.49), (3.52) ve (3.57) denklemleri birlikte düşünülürse,

B4 = (−r2ϕ′κτ sin2 ϕ sin θ +
1

2
rκτ sin3 ϕ sin θ − 1

2
rκ2 sin4 ϕ cosϕ+

1

2
rτ 2 sin4 ϕ cosϕ

+
3

2
rϕ′2 sin2 ϕ cosϕ− 1

2
ϕ′ sin3 ϕ cosϕ− rκτ sin3 ϕ cos2 ϕ sin θ

−r2ϕ′τ 2 sin3 ϕ cosϕ− r2ϕ′3 sinϕ cosϕ+ r2ϕ′κ2 sin3 ϕ cosϕ (3.69)

+2r2ϕ′κτ sin2 ϕ cos2 ϕ sin θ) + (−r2κ2τ sin4 ϕ sin θ − r2κτ 2 sin3 ϕ cosϕ

+r2κ3 sin3 ϕ cosϕ+ r2κ2τ sin2 ϕ cos2 ϕ sin θ + 2rϕ′κ sin2 ϕ cosϕ

−1

2
κ sin3 ϕ cosϕ− 2r2ϕ′2κ sinϕ cosϕ) cos θ + (

1

2
rκ2 sin4 ϕ cosϕ

−r2ϕ′κ2 sin3 ϕ cosϕ− r2ϕ′κ2 sinϕ cosϕ+
1

2
rκ2 sin2 ϕ cosϕ) cos2 θ

+(−r2κ3 sin3 ϕ cosϕ) cos3 θ

hesaplanır. (3.60), (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), (3.66), (3.67), (3.68), (3.69) denklemleri

(3.52) denkleminde yerine yazılır ve gerekli hesaplamalar yapılırsa (3.50) ile verilen eşitlikler

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Teorem 3.10. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M yüzeyinin ikinci Gauss eğriliği KII ve

ortalama eğriliği H arasında aşağıdaki bağıntı vardır [5].

KII = H +
R

4r2P 2Q2
, (3.70)
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burada

R =
2∑
i=0

ukcos
k θ (3.71)

ve uk katsayıları (k = 0, 1, 2 için) aşağıdaki gibidir.

u0 = 2rr′2r′′2 sin2 ϕ− rκ2 sin6 ϕ+ rr′r′′′ sin4 ϕ+ r′2r′′ sin4 ϕ

+rr′κτ sin5 ϕ sin θ, (3.72)

u1 = rr′2r′′κ sin3 ϕ+ r′2κ sin5 ϕ+ rr′κ′ sin5 ϕ,

u2 = rκ2 sin6 ϕ.

İspat: (3.32) denkleminden

H =
2P + sin2 ϕ

−2rP

= −(4rP 2Q2 + 2rPQ2 sin2 ϕ)

4r2P 2Q2

yazılır. Bu durumda

H +
R

4r2P 2Q2
= −

(4rP 2Q2 + 2rPQ2 sin2 ϕ+
2∑
i=0

ukcos
k θ)

4r2P 2Q2

elde edilir. Diğer yandan (3.36) denkleminden

KII =
1

r2P 2Q2

4∑
i=0

wicos
i θ

olduğundan

−(4rP 2Q2 + 2rPQ2 sin2 ϕ+
2∑
i=0

ukcos
k θ)

4
=

4∑
i=0

wicos
i θ (3.73)
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olduğu gösterilirse ispat tamamlanır. (3.38) denkleminden

−4rP 2Q2 = −4
4∑
j=0

vj
r
cosj θ

yazılır. (3.29) ve (3.30) denklemlerinden

−2rPQ2 sin2 ϕ = −2
3∑
l=0

slcos
l θ

elde edilir. Burada

s0 = r2r′′3 sin2 ϕ− rr′′2 sin4 ϕ,

s1 = 3r2r′′2κ sin3 ϕ− 2rr′′κ sin5 ϕ,

s2 = 3r2r′′κ2 sin4 ϕ− rκ2 sin6 ϕ, (3.74)

s3 = r2κ3 sin5 ϕ

dir. Bu durumda sırasıyla (3.39), (3.72) ve (3.74) denklemleri ile verilen vj (j = 0, 1, 2, 3, 4),

sl (l = 0, 1, 2, 3) ve uk (k = 0, 1, 2) katsayıları kullanılırsa,

−v0
r
− s0

2
+
u0
4

= w0,

−v1
r
− s1

2
+
u1
4

= w1,

−v2
r
− s2

2
+
u2
4

= w2,

−v3
r
− s3

2
= w3,

−v4
r

= w4

eşitlikleri sağlanır. Bu ise ispatı tamamlar.

Teorem 3.11. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yüzeyinin flat olması için gerek ve

yeter şart M yüzeyinin dairesel silindir veya dairesel koni olmasıdır [5].
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İspat: M yüzeyinin flat olması için gerek ve yeter şart Gauss eğriliğinin sıfır olmasıdır (K = 0).

Bu durumda (3.31) denkleminden Q = 0 elde edilir. (3.30) denkleminden

r′′(s) + κ(s) sinϕ(s) cos θ = 0 (3.75)

olur. Yukarıdaki eşitliğin sağlanması için r′′(s) = 0 ve κ(s) sinϕ(s) = 0 olmalıdır. M yüzeyi

regüler olduğundan sinϕ(s) 6= 0 dır. Bu durumda r′′(s) = 0 ve κ(s) = 0 elde edilir. κ(s) = 0

olması M kanal yüzeyinin merkez eğrisinin bir doğru olduğu anlamına gelir. r′′(s) = 0 ise

r(s) = as+ b, a, b ∈ R, a 6= ∓1 olur.

a = ∓1 olması durumunda r′(s) = − cosϕ = ∓1 olup sinϕ = 0 olur. Bu ise yüzeyin regüler

olması durumuyla çelişir. Böylece eğer a = 0 ise yarıçap fonksiyonu r(s) = b olup M yüzeyi

bir dairesel silindir olur. Eğer a 6= 0 ve a 6= ∓1 ise yarıçap fonksiyonu r(s) = as + b şeklinde

lineer bir fonksiyon olup M kanal yüzeyi dairesel bir koni olur.

Uyarı: Teorem (3.10) dan M kanal yüzeyinin flat olmaması için gerek ve yeter koşul Q 6= 0

olmasıdır. Ancak bu şart altında ikinci Gauss eğriliği tanımlanabilir.

Teorem 3.12. (3.12) parametrizasyonuyla verilenM kanal yüzeyinin minimal olması için gerek

ve yeter şart M yüzeyinin bir katenoid olmasıdır [5].

İspat: M kanal yüzeyinin minimal olması için gerek ve yeter şart M yüzeyinin ortalama

eğriliğinin sıfıra eşit olmasıdır (H = 0). (3.32) denkleminden

2P + sin2 ϕ = 0

yazılır. (3.29) eşitliğinden

2rr′′ − sin2 ϕ+ 2rκ sinϕ cos θ = 0

elde edilir. Yukarıdaki eşitliğin gerçekleşmesi için 2rr′′− sin2 ϕ = 0 ve rκ sinϕ = 0 olmalıdır.

r 6= 0 ve sinϕ 6= 0 olduğundan κ = 0 olur. Bu durumda M bir dönel yüzey olur. 3-boyutlu

Öklid uzayında minimal dönel yüzey sadece katenoid olduğundan M yüzeyi katenoid olur.
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Teorem 3.13. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yüzeyi flat olmayan ve ikinci Gauss

eğriliği sıfır olan bir yüzey olsun. Bu durumda M bir dönel yüzeydir [5].

İspat: M yüzeyinin ikinci Gauss eğriliğinin sıfır olduğunu (KII = 0) kabul edilsin. (3.70)

denkleminden

H = − R

4r2P 2Q2

olur ve (3.32) denkleminden

R = 2rPQ2(2P + sin2 ϕ) (3.76)

olur. (3.76) ve (3.72) denklemleri kullanılırsa en yüksek dereceden cos θ katsayılarından κ = 0

elde edilir. Bu durumda M bir dönel yüzey olur.

3.3. (X,Y)-Weingarten Kanal Yüzeylerinin Bazı Karakterizasyonları

Bu alt başlıkta [5] nolu çalışmada yer alan (X, Y )-Weingarten kanal yüzeyleriyle ilgili karakterizas-

yonlar detaylı olarak ele alınmıştır. (K,H), (K,KII) ve (H,KII)-Weingarten kanal yüzeyleriyle

ilgili çeşitli teoremler ispatlanmıştır.

Tanım 3.14. M yüzeyinin K,H ve KII eğriliklerinin bir (X, Y ), X 6= Y çifti için

φ(X, Y ) = 0 şartı sağlanıyorsa, bu yüzeye (X, Y ) Weingarten yüzeyi adı verilir. Burada φ,

φ(X, Y ) = det

Xs Xθ

Ys Yθ


şeklinde tanımlanan Jacobi fonksiyonudur [5].

Lemma 3.15. M yüzeyinin Gauss eğriliği, ortalama eğriliği ve ikinci Gauss eğriliğinin s ve θ

ya göre kısmi türevleri sırasıyla aşağıdaki gibi verilir [5].
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Ks =
−2rr′κ2 sin2 ϕ cos2 θ + (r′κ− rκ′) sin3 ϕ cos θ − 5rr′r′′κ sinϕ cos θ

r2P 2
(3.77)

+
+r′r′′ sin2 ϕ− rr′′′ sin2 ϕ− 4rr′r′′2

r2P 2
,

Kθ =
κ sin3 ϕ sin θ

rP 2
, (3.78)

Hs =
2r2r′κ2 sin2 ϕ cos2 θ − (2rr′κ− r2κ′

) sin3 ϕ cos θ + 5r2r′r′′κ sinϕ cos θ

2r2P 2

−2rr′r′′ sin2 ϕ+ r2r′′′ sin2 ϕ+ 4r2r′r′′2 + r′ sin4 ϕ

2r2P 2
, (3.79)

Hθ = −
κ sin3 ϕ sin θ

2P 2
, (3.80)

(KII)s = Hs +
1

4r4P 4Q4

{
∂R

∂s
(r2P 2Q2)−R∂(r

2P 2Q2)

∂s

}
, (3.81)

(KII)θ = Hθ +
1

4r4P 4Q4

{
∂R

∂θ
(r2P 2Q2)−R∂(r

2P 2Q2)

∂θ

}
. (3.82)

İspat: Önce (3.29) ve (3.30) denklemleriyle verilen P ve Q eşitliklerini s’ye ve θ’ya göre kımi

türevleri hesaplanırsa,

Ps = r′Q+ rQ′ − 2r′′ cosϕ,

Pθ = rQθ,

Qs = r′′′ + (κ′ sinϕ+ ϕ
′
κ cosϕ) cos θ,

Qθ = −κ sinϕ sin θ

olarak bulunur. (3.31) denklemi kullanılırsa K Gauss eğriliğinin s’ye göre kısmi türevi,

Ks =
Qs(rP )−Q(rP )s

r2P 2

=
rPQs −Q(r

′
P + rPs)

r2P 2

=
−r sin2 ϕQs − 2rr′Q2 + r′ sin2 ϕQ+ 2rr′′ cosϕQ

r2P 2

=
−r sin2 ϕ(r′′′ + κ′ sinϕ cos θ + ϕ′κ cosϕ cos θ)− 2rr′(r′′ + κ sinϕ cos θ)2

r2P 2

+r′ sin2 ϕ(r′′ + κ sinϕ cos θ) + 2rr′′ cosϕ(r′′ + κ sinϕ cos θ)

r2P 2
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=
−2rr′κ2 sin2 ϕ cos2 θ + (r′κ− rκ′) sin3 ϕ cos θ − 5rr′r′′κ sinϕ cos θ

r2P 2

+
r′r′′ sin2 ϕ− rr′′′ sin2 ϕ− 4rr′r′′2

r2P 2

şeklinde hesaplanır. (3.31) denklemi kullanılırsa K Gauss eğriliğinin θ’ya göre kısmi türevi,

Kθ =
Qθ(rP )−Q(rP )θ

r2P 2

=
rQQθ − sin2 ϕQθ − rQQθ

rP 2

=
κ sin3 ϕ sin θ

rP 2

olarak bulunur. (3.32) denklemi kullanılırsa H ortalama eğriliğinin s’ye göre kısmi türevi,

Hs = −
1

2

(
Ksr +Kr′ − r′

r2

)
= −1

2

(
(−2rr′κ2 sin2 ϕ cos2 θ + (r′κ− rκ′) sin3 ϕ cos θ − 5rr′r′′κ sinϕ cos θ

r2P 2

)
(
+r′r′′ sin2 ϕ− rr′′′ sin2 ϕ− 4rr′r′′2)r + rr′QP − r′P 2

r2P 2

)
= −1

2

(
(−2rr′κ2 sin2 ϕ cos2 θ + (r′κ− rκ′) sin3 ϕ cos θ − 5rr′r′′κ sinϕ cos θ

r2P 2

)
(
+r′r′′ sin2 ϕ− rr′′′ sin2 ϕ− 4rr′r′′2)r + rr′Q(rQ− sin2 ϕ)

r2P 2

)
(
−r′(rQ− sin2 ϕ)2

r2P 2

)
= −1

2

(
(−2rr′κ2 sin2 ϕ cos2 θ + (r′κ− rκ′) sin3 ϕ cos θ − 5rr′r′′κ sinϕ cos θ

r2P 2

)
(
+r′r′′ sin2 ϕ− rr′′′ sin2 ϕ− 4rr′r′′2)r + rr′ sin2 ϕQ− r′ sin4 ϕ

r2P 2

)
=

2r2r′κ2 sin2 ϕ cos2 θ − (2rr′κ− r2κ′) sin3 ϕ cos θ + 5r2r′r′′κ sinϕ cos θ

2r2P 2

−2rr′r′′ sin2 ϕ+ r2r′′′ sin2 ϕ+ 4r2r′r′′2 + r′ sin4 ϕ

2r2P 2
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bulunur. (3.32) denklemi kullanılırsa H ortalama eğriliğinin θ’ya göre kısmi türevi,

Hθ = −
1

2
(Kθr)

= −κ sin
3 ϕ sin θ

2P 2

olur. Son olarak (3.70) denklemi kullanılırsa KII ikinci Gauss eğriliğinin s’ye ve θ’ya göre

kısmi türevleri sırasıyla

(KII)s = Hs +
1

4r4P 4Q4

{
∂R

∂s
(r2P 2Q2)−R∂(r

2P 2Q2)

∂s

}
,

(KII)θ = Hθ +
1

4r4P 4Q4

{
∂R

∂θ
(r2P 2Q2)−R∂(r

2P 2Q2)

∂θ

}
elde edilir. Burada

∂R

∂s
=

2∑
k=0

∂uk
∂s

cosk θ, (3.83)

∂R

∂θ
=
∂u0
∂θ

+
∂u1
∂θ

cos θ − u1 sin θ +
∂u2
∂θ

cos2 θ − 2u2 sin θ cos θ

= (rr′κτ sin5 ϕ− 2u2 sin θ) cos θ − u1 sin θ, (3.84)

∂(r2P 2Q2)

∂s
=

4∑
j=0

∂vj
∂s

cosj θ, (3.85)

∂(r2P 2Q2)

∂θ
= − sin θ

4∑
j=1

jvjcos
j−1 θ (3.86)

dır.

Teorem 3.16. (3.12) parametrizasyonuyla verilenM kanal yüzeyinin (K,H)-Weingarten kanal

yüzey olması için gerek ve yeter şart bir tüp veya bir dönel yüzey olmasıdır [5].

İspat: ⇒ Kabul edelim ki M yüzeyi (K,H)-Weingarten kanal yüzeyi olsun. Bu durumda

Jacobi eşitliğinden,

HsKθ = HθKs (3.87)
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yazılır. (3.77), (3.78), (3.79) ve (3.80) denklemlerinden,

−1

2

(
Ksr +Kr′ − r′

r2

)
Kθ = −

1

2
rKθKs

−1

2
rKsKθ −

1

2

(
Kr′ − r′

r2

)
Kθ = −

1

2
rKθKs(

Kr′ − r′

r2

)
Kθ = 0 (3.88)

elde edilir. (3.88) denklemindenKθ = 0 olduğunu kabul edilsin. Bu durumda (3.78) denkleminden

κ sin3 ϕ sin θ = 0 dır. Burada sinϕ 6= 0 dır. Aksi taktirde P = 0 olup M regüler olmaz. O

nedenle κ = 0 olmalıdır. Bu durumda M bir dönel yüzey olur. Şimdi Kθ 6= 0 olduğu kabul

edilsin. (3.88) denkleminden

r′(K − 1

r2
) = 0

olur. Burada K 6= 1
r2

’dır. Aksi taktirde,

K =
Q

rP
=

1

r2

rQ = P

olur. Yukarıdaki eşitlikte (3.29) denklemi kullanılırsa,

sinϕ = 0

elde edilir. Bu ise M yüzeyinin regüler olmadığı anlamına gelir. Bu yüzden r′ = 0 dır. Bu

durumda r = sabit olup M bir tüp yüzeyi olur.

⇐ Tersine M yüzeyinin bir dönel yüzey olduğunu kabul edilsin. Bu durumda merkez eğrisi bir

doğru olup κ = 0 dır. κ = 0 için (3.29), (3.30), (3.31) ve (3.32) denklemleri düzenlenirse,

P = rr′′ − sin2 ϕ

= rr′′ − (1− cos2 ϕ)

= rr′′ − 1 + r′2,
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Q = r′′,

K =
r′′

r(rr′′ − 1 + r′2)
, (3.89)

H =
2rr′′ − 1 + r′2

−2r(rr′′ − 1 + r′2)

elde edilir. (3.89) ile verilen Gauss eğriliği K ve ortalama eğriliği H’nin s’ye ve θ’ya göre

kısmi türevleri alınırsa,

Ks =

(
1

r2

)′(
rr′′

rr′′ − 1 + r′2

)
+

(
1

r2

)(
rr′′

rr′′ − 1 + r′2

)′
(3.90)

=
1

r2

{(
rr′′

rr′′ − 1 + r′2

)′
− 2r′r′′

rr′′ − 1 + r′2

}
,

Kθ = 0, (3.91)

Hs = −
1

2

{
1

r

(
rr′′

rr′′ − 1 + r′2
+ 1

)}′
, (3.92)

Hθ = 0 (3.93)

elde edilir. (3.90), (3.91), (3.92) ve (3.93) denklemlerinden (3.87) ile verilen Jakobi eşitliğinin

sağlandığı görülür. Böylece yüzey (K,H)-Weingarten kanal yüzeyi olur.

Diğer taraftan, eğer M bir tüp yüzey ise yani r sabit ise o zaman r′ = − cosϕ = 0 olup ϕ = π
2

bulunur. Böylece sinϕ = 1 olur. Bu durumda (3.29), (3.30), (3.31) ve (3.32) denklemleri

düzenlenirse,

P = rκ cos θ − 1,

Q = κ cos θ,

K =
κ cos θ

r(rκ cos θ − 1)
,

H =
2rκ cos θ − 1

−2r(rκ cos θ − 1)

41



bulunur. K Gauss eğriliğinin s ve θ’ya göre kısmi türevleri alınırsa,

Ks =
1

r

{
(κ cos θ)′(rκ cos θ − 1)− (κ cos θ)(rκ cos θ − 1)′

(rκ cos θ − 1)2

}
=

1

r

{
κ′ cos θ(rκ cos θ − 1)− (κ cos θ)(rκ′ cos θ)

(rκ cos θ − 1)2

}
=
−κ′ cos θ
rP 2

, (3.94)

Kθ =
1

r

{
(κ cos θ)θ(rκ cos θ − 1)− (κ cos θ)(rκ cos θ − 1)θ

(rκ cos θ − 1)2

}
=

1

r

{
(−κ sin θ)(rκ cos θ − 1)− (κ cos θ)(−rκ sin θ)

(rκ cos θ − 1)2

}
=

κ sin θ

(rκ cos θ − 1)2

=
κ sin θ

rP 2
(3.95)

elde edilir. H ortalama eğriliğinin s ve θ’ya göre kısmi türevleri alınırsa,

Hs =
−1
2r

{
(2rκ cos θ − 1)′(rκ cos θ − 1)− (2rκ cos θ − 1)(rκ cos θ − 1)′

(rκ cos θ − 1)2

}
=
−1
2r

{
(2rκ′ cos θ)(rκ cos θ − 1)− (2rκ cos θ − 1)(rκ′ cos θ)

(rκ cos θ − 1)2

}
=

κ′ cos θ

2(rκ cos θ − 1)2

=
κ′ cos θ

2P 2
, (3.96)

Hθ =
−1
2r

{
(2rκ cos θ − 1)θ(rκ cos θ − 1)− (2rκ cos θ − 1)(rκ cos θ − 1)θ

(rκ cos θ − 1)2

}
=
−1
2r

{
(−2rκ sin θ)(rκ cos θ − 1)− (2rκ cos θ − 1)(−rκ sin θ)

(rκ cos θ − 1)2

}
= − κ sin θ

2(rκ cos θ − 1)2

= −κ sin θ
2P 2

(3.97)

bulunur. (3.94), (3.95), (3.96) ve (3.97) eşitlikleri (3.87) ile verilen Jacobi denklemini sağlar.

Böylece yüzey (K,H)-Weingarten kanal yüzeyi olur.
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Teorem 3.17. Flat olmayan M kanal yüzeyi için aşağıdaki durumlar denktir.

(i)M yüzeyi bir dönel yüzey veya merkez eğrisi sıfırdan farklı sabit eğrilikli bir tüp yüzeyidir.

(ii)M bir (H,KII)-Weingarten kanal yüzeyidir.

(iii)M bir (K,KII)-Weingarten kanal yüzeyidir [5].

İspat: İlk olarak (i)⇔ (ii) olduğu gösterilecek. (i)⇔ (iii) olduğu benzer şekilde yapılabilir.

Kabul edelim ki M flat olmayan kanal yüzeyi (H,KII)-Weingarten kanal yüzeyi olsun. O

zaman,

(KII)sHθ = (KII)θHs (3.98)

eşitliği sağlanır. (3.79), (3.80), (3.81) ve (3.82) denklemleri kullanılırsa,[
Hs +

1

4r4P 4Q4

{
∂R

∂s
(r2P 2Q2)−R∂(r

2P 2Q2)

∂s

}]
Hθ

=

[
Hθ +

1

4r4P 4Q4

{
∂R

∂θ
(r2P 2Q2)−R∂(r

2P 2Q2)

∂θ

}]
Hs

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikten

Hθ

{
∂R

∂s
(r2P 2Q2)−R∂(r

2P 2Q2)

∂s

}
= Hs

{
∂R

∂θ
(r2P 2Q2)−R∂(r

2P 2Q2)

∂θ

}
bulunur. Burada (3.38), (3.71), (3.79), (3.80), (3.83) (3.84), (3.85) ve (3.86) denklemleri

kullanılırsa,

(
−κ sin3 ϕ sin θ

2P 2

){ ( 2∑
k=0

∂uk
∂s

cosk θ

)(
4∑
j=0

vjcos
j θ

)
−

(
2∑

k=0

ukcos
k θ

)
(

4∑
j=0

∂vj
∂s

cosj θ

)}
=

{
2rr′r′′ sin2 ϕ+ r2r′′′ sin2 ϕ+ 4r2r′r′′2 + r′ sin4 ϕ

2r2P 2

+
((−2rr′κ+ r2κ′) sin3 ϕ+ 5r2r′r′′κ sinϕ) cos θ + (2r2r′κ2 sin2 ϕ) cos2 θ

2r2P 2

}
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{
(−u1 sin θ + (−2u2 sin θ + rr′κτ sin5 ϕ) cos θ)

(
4∑
j=0

vjcos
j θ

)

−

(
2∑

k=0

ukcos
k θ

)(
− sin θ

4∑
j=1

jvjcos
j−1 θ

)}

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte en yüksek dereceden cos θ’nın katsayısından,

2r2r′κ2 sin2 ϕ

2r2P 2

{
rr′κτv4 sin

5 ϕ+ 2u2v4 sin θ

}
= 0

denklemi elde edilir. (3.39) denklemi ile verilen v4 ve (3.72) denklemi ile verilen u2 eşitlikleri

yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa,

r5 sin11 ϕ(r′2κ7τ + 2r′κ8 sinϕ sin θ) = 0

elde edilir. r ve sinϕ sıfırdan farklı olduğundan

r′2κ7τ + 2r′κ8 sinϕ sin θ = 0

olur. Yukarıdaki eşitlikten r′2κ7τ = 0 ve r′κ8 sinϕ = 0 elde edilir. İlk olarak κ 6= 0 olduğu

kabul edilsin. Bu durumda r′ = 0 dır. O zaman r′ = − cosϕ = 0 olup ϕ = π
2

elde edilir.

r′ = 0 için R ve r2P 2Q2 denklemleri tekrar düzenlenebilir. Bu durumda (3.72) denkleminden,

u0 = −rκ2,

u1 = 0, (3.99)

u2 = rκ2,

olup (3.71) ve (3.99) denklemlerinden

R = u0 + u1 cos θ + u2 cos
2 θ

= −rκ2 + rκ2 cos2 θ

= rκ2(cos2 θ − 1)

= −rκ2 sin2 θ (3.100)
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bulunur. Benzer şekilde (3.39) denkleminden,

v0 = 0,

v1 = 0,

v2 = r2κ2, (3.101)

v3 = −2r3κ3,

v4 = r4κ4

olup (3.38) denkleminde (3.101) denklemleri yerine yazılırsa,

r2P 2Q2 = v0 + v1 cos θ + v2 cos
2 θ + v3 cos

3 θ + v4 cos
4 θ

= r2κ2 cos2 θ − 2r3κ3 cos3 θ + r4κ4 cos4 θ

= r2κ2 cos2 θ(1− 2rκ cos θ + r2κ2 cos2 θ)

= r2κ2 cos2 θ(rκ cos θ − 1)2 (3.102)

elde edilir. Böylece (3.100) denkleminin s ve θ’ya göre kısmi türevleri alınırsa,

∂R

∂s
= −2rκκ′ sin2 θ, (3.103)

∂R

∂θ
= −2rκ2 sin θ cos θ (3.104)

elde edilir. Benzer şekilde (3.102) denkleminin s ve θ ’ya göre kısmi türevleri alınırsa,

∂(r2P 2Q2)

∂s
= (r2κ2 cos2 θ)′(rκ cos θ − 1)2 + (r2κ2 cos2 θ)((rκ cos θ − 1)2)′

= (2r2κκ′ cos2 θ)(rκ cos θ − 1)2 + (r2κ2 cos2 θ)(2(rκ cos θ − 1)

(rκ′ cos θ))

= 4r4κ3κ′ cos4 θ − 6r3κ2κ′ cos3 θ + 2r2κκ′ cos2 θ (3.105)
∂(r2P 2Q2)

∂θ
= (r2κ2 cos2 θ)θ(rκ cos θ − 1)2 + (r2κ2 cos2 θ)((rκ cos θ − 1)2)θ

= (−2r2κ2 sin θ cos θ)(rκ cos θ − 1)2 + (r2κ2 cos2 θ)(2(rκ cos θ − 1)

(−rκ sin θ))
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= −4r4κ4 sin θ cos3 θ + 6r3κ3 sin θ cos2 θ − 2r2κ2 sin θ cos θ (3.106)

bulunur. (3.81) denkleminde (3.96), (3.102), (3.103) ve (3.105) denklemleri yerine yazılırsa,

(KII)s =
κ′ cos θ

2P 2
+

1

4r4κ4 cos4 θ(rκ cos θ − 1)4

{
(−2rκκ′ sin2 θ)(r2κ2 cos2 θ

(rκ cos θ − 1)2) + (rκ2 sin2 θ)(4r4κ3κ′ cos4 θ − 6r3κ2κ′ cos3 θ

+2r2κκ′ cos2 θ)

}
(3.107)

=
κ′ cos θ

2P 2
+

1

4r2κ2 cos2 θ(rκ cos θ − 1)4

{
(−2rκκ′ sin2 θ)

(rκ cos θ − 1)2 + (2rκκ′ sin2 θ)((rκ cos θ − 1)2 + r2κ2 cos2 θ

−rκ cos θ)
}

=
κ′ cos θ

2P 2
+

κ′ sin2 θ

2 cos θP 3

=
κ′(rκ cos3 θ − 2 cos2 θ + 1)

2 cos θP 3

elde edilir. (3.82) denkleminde (3.97), (3.102), (3.104) ve (3.106) denklemleri yerine yazılırsa,

(KII)θ =
−κ sin θ
2P 2

+
1

4r4κ4 cos4 θ(rκ cos θ − 1)4

{
(−2rκ2 sin θ cos θ)(r2κ2 cos2 θ

(rκ cos θ − 1)2) + (rκ2 sin2 θ)(−4r4κ4 cos3 θ sin θ + 6r3κ3 cos2 θ sin θ

−2r2κ2 cos θ sin θ)
}

=
−κ sin θ
2P 2

+
1

4r4κ4 cos4 θ(rκ cos θ − 1)4

{
(−2rκ2 sin θ cos θ)(r2κ2 cos2 θ

(rκ cos θ − 1)2) + (rκ2 sin2 θ)(2r2κ2 cos θ(−2r2κ2 sin θ cos2 θ + 3rκ sin θ cos θ

− sin θ))

}
(3.108)

=
−κ sin θ
2P 2

+
(− sin θ cos2 θ)(rκ cos θ − 1) + (−2rκ sin3 θ cos θ + sin3 θ)

2r cos3 θP 3

=
− sin θ(r2κ2 cos4 θ − 2rκ cos3 θ + 2rκ cos θ − 1)

2r cos3 θP 3
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bulunur. (3.96), (3.97), (3.107) ve (3.108) denklemleri (3.98) denkleminde yerine yazılırsa,(
κ′(rκ cos3 θ − 2 cos2 θ + 1)

2 cos θP 3

)(
−κ sin θ

2P 2

)
=

(
− sin θ(r2κ2 cos4 θ − 2rκ cos3 θ + 2rκ cos θ − 1)

2r cos3 θP 3

)(
κ′ cos θ

2P 2

)
(3.109)

κκ′(rκ cos3 θ − 2 cos2 θ + 1)

cos θ
=
κ′(r2κ2 cos4 θ − 2rκ cos3 θ + 2rκ cos θ − 1)

r cos2 θ

bulunur. (3.109) denkleminden

κκ′r cos θ − κ′ = 0

elde edilir. κ ve r sıfırdan farklı olduğundan yukarıdaki eşitlikten κ′ = 0 elde edilir. Bu

durumda κ = sabit olur. BöyleceM kanal yüzeyi merkez eğrisi sabit eğrilikli olan bir tüp yüzeyi

olur. Şimdi κ = 0 olduğu kabul edilsin. Bu durumda M bir dönel yüzeyin açık bir parçası

olur. Fakat ikinci Gauss eğriliğinin varlığını garantilemek amacıyla yarıçap fonksiyonunun

sabit olmayacağına dikkat edilmelidir.

Tersine M yüzeyi bir dönel yüzey veya merkez eğrisi sıfırdan farklı sabit eğrilikli bir dönel

yüzey olduğu kabul edilsin. Eğer M dönel yüzey ise κ = 0 dır. Bu durumda

R = r′(1− r′2)[(rr′′ − 1 + r′2)′(rr′′)− (rr′′ − 1 + r′2)(rr′′)′]

r2P 2Q2 = (rr′′)2(rr′′ − 1 + r′2)2

KII = H +
r′

4

(
1

rr′′
− 1

rr′′ − 1 + r′2

)(
log

∣∣∣∣ rr′′

rr′′ − 1 + r′2

∣∣∣∣)′ (3.110)

elde edilir. (3.92) ve (3.110) denklemlerinden,

(KII)s = −
1

2r2

{
r(

rr′′

rr′′ − 1 + r′2
+ 1)

}′
+
r′′

4

(
1

rr′′
− r′′

rr′′ − 1 + r′2

)(
log

∣∣∣∣ rr′′

rr′′ − 1 + r′2

∣∣∣∣)′
+
r′

4

(
1

rr′′
− 1

rr′′ − 1 + r′2

)′(
log

∣∣∣∣ rr′′

rr′′ − 1 + r′2

∣∣∣∣)′
+
r′

4

(
1

rr′′
− 1

rr′′ − 1 + r′2

)(
log

∣∣∣∣ rr′′

rr′′ − 1 + r′2

∣∣∣∣)′′
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elde edilir. Burada (3.93) ve (3.110) denklemleri kullanılırsa,

(KII)θ = 0 (3.111)

olur. (3.92), (3.93), (3.111) ve (3.112) eşitlikleri (3.98) denklemiyle verilen Jacobi denklemini

sağlar. Böylece yüzey (H,KII)-Weingarten kanal yüzeyi olur. M yüzeyi merkez eğrisi sıfırdan

farklı sabit eğrilikli bir tüp yüzey olması durumunda da Jacobi eşitliğini sağladığı kolayca

görülür. Bu da ispatı tamamlar.
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalışmasında, 3-boyutlu öklid uzayında kanal yüzeyleri çalışıldı. İlk olarak [5] nolu

çalışmada yer alan kanal yüzeyleriyle ilgili bazı temel hesaplamalar detaylı olarak ele alındı.

Bu anlamda kanal yüzeylerinin 1. temel formunun katsayıları, 2. temel formunun katsayıları, 3.

temel formunun katsayıları, yüzeyin ortalama eğriliği, Gauss eğriliği, ikinci Gauss eğriliği ve

asli eğrilik fonksiyonları gibi yüzeye ait bazı temel hesaplamalar yapıldı. Daha sonra yüzeyin

ortalama eğriliği, Gauss eğriliği ve ikinci Gauss eğriliği arasındaki bağıntılar elde edildi ve flat

kanal yüzeyleri, minimal kanal yüzeyleri ve ikinci Gauss eğriliği sıfır olan kanal yüzeyleri için

bazı karakterizasyonlar verildi.

Son olarak yine [5] nolu çalışmada yer alan (K,H), (K,KII) and (H,KII) Weingarten kanal

yüzeyleri için bazı sonuçlar detaylı olarak ele alındı.

Bu tezde yer alan kanal yüzeyleri merkez eğrisinin Frenet çatısına göre parametrelendirilmiştir.

Kanal yüzeyleri merkez eğrisinin Bishop çatısı, Darboux çatısı veya {N,C,W} çatısı gibi farklı

çatılarına göre tekrar parametrelendirilebilir ve [5] nolu çalışmada yer alan çeşitli karakterizasyonlar

bu yeniden parametrelendirilen kanal yüzeyleri için tekrar ele alınarak yeni çalışmalar yapılabilir.

Bu anlamda bu tez litaratüre önemli bir katkı sunacaktır.
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[9]. Sabuncuoğlu, A., 1994, Diferensiyel Geometri, 5. Baskı, Nobel Yayın Dağıtım, Ankara.
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