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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

KANAL YUZEYLERININ KARAKTERIZASYONLARI

Biisra GAFA

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Do¢. Dr. Ferdag KAHRAMAN AKSOYAK

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismia ayrildi. Ikinci boliimde,
Oklid uzayinda egriler ve yiizeylerle ilgili baz1 temel tanim ve kavramlara yer verildi. Ugiincii
boliimde, ilk olarak 3-Boyutlu Oklid uzayinda kanal yiizeyleri ile ilgili temel tanim ve kavramlara
yer verildi. Daha sonra kanal yiizeylerinin birinci, ikinci, ti¢iincii temel formunun katsayilari,
yiizeyin ortalama egriligi, Gauss egriligi, ikinci Gauss egriligi ve asli egrilikleri hesaplanarak
ve bu egrilik fonksiyonlar:1 arasindaki bagintilara yer verildi. Ayrica flat, minimal ve ikinci
Gauss egriligi sifir olan kanal yiizeyleri i¢in cesitli karakterizasyonlar elde edildi. Son olarak
(K,H), (K, K) ve (H, K1) Weingarten kanal yiizeyleri igin baz1 karakterizasyonlar verildi.

Son boliimde tezle ilgili tartisma ve sonuglara yer verildi.
Kasim 2020, 63 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Kanal yiizeyi, Gauss egriligi, ortalama egriligi, ikinci Gauss egriligi,

Weingarten yiizeyi.
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ABSTRACT

MSc THESIS

THE CHARACTERIZATIONS OF CANAL SURFACES

Biisra GAFA

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Dr. Ferdag KAHRAMAN AKSOYAK

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the
second chapter, some basic definitions and concepts about curves and surfaces in Euclidean
space are given. In the third chapter, firstly some basic concepts and definitions about canal
surfaces are given. And then some calculations about the coefficients of the first, second
and third fundamental forms, the mean curvature, Gaussian curvature, the second Gaussian
curvature, the principal curvatures and the relationships about these curvature functions are
given. Also some characterizations for flat canal surface, minimal canal surface and canal
surface whose the second Gaussian curvature vanishes are obtained. Finally some characterizations
about (K, H), (K, K;;) and (H, K ;) Weingarten canal surfaces are given In the last chapter,

discussion and results are given.
November 2020, 63 Pages.

Keywords: Canal surface, Gaussian curvature, mean curvature, second Gaussian curvature,

Weingarten surface.



1. GIRIS

Kanal yiizeyleri, ilk olarak 1850 ’de Fransiz matematik¢i Gaspard Monge tarafindan bir
kiireyi tarayarak olusan yiizeyler olarak tamimlanmistir. Kanal yiizeyleri ya bir yol boyunca
bir kiire siipiiriilerek ya da ayni yol boyunca kiirenin belirli bir dairesel enine kesiti siipiiriilerek
olusturulan yiizeylerdir. Kanal yiizeyleri kendisini olusturan kiirelerin merkez egrisinin Frenet
catist yardimiyla parametrize edilir. Kiirelerin merkezlerinin yoriingesi bir helis ve yarigap
fonksiyonu sabit ise meydana gelen yiizey helis kanal yiizeyi, kiirelerin merkezlerinin yoriingesi
bir dogru ise meydana gelen yiizey bir donel yiizey ve kanal yiizeyini olusturan hareketli kiirenin
yari¢ap fonksiyonu sabit ise kanal ylizeyi bir tiip ya da boru yiizeyidir. Dolasiyla donel yiizeyler
ve tiip yiizeyler kanal yiizeylerinin bir alt sinifi olarak diisiiniilebilir. Kanal yiizeyleri, giinliik
hayatta karsimiza c¢ikan boru, halat, direk ve 3- boyutlu dokiimleri temsil etmede kullanilir.
Ayrica Kanal yiizeyleri sekillerinin yeniden yapilandirilmasi, insan i¢ organlarinin yiizey model-
lemesi ve CAD, CAM de katilarin ve yiizeylerin modellemesi gibi bircok alanda kullanilmaktadir.
Kanal yiizeyleri genis bir uygulama alanina sahip oldugundan bircok matematik¢i ve miihendis

kanal ylizeyleri ile ilgili ¢esitli calismalar yapmuglardir.[6, 7, 8, 10]
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Sekil 1.1. Kanal Yiizeyi

[12] nolu calismada Xu, Freng ve Sun kanal yiizeylerinin analitik ve geometrik 6zelliklerini
incelediler. [11] nolu galismada Tunger ve Yoon, 3-boyutlu Oklid uzayinda Weingarten ve

Lineer Weingarten kanal yiizeyleri i¢in ¢esitli karakterizasyonlar verdiler. [2] nolu doktora

1



tezinde Dogan merkez egrisi boyunca Frenet catis1 yerine Bishop ve Darboux ¢atilarini kullanarak
kanal ylizeylerinin farkli genellemelerini elde etti.

Bu tez ¢alismasinda, 3-boyutlu Oklid uzayinda kanal yiizeyleri ¢aligildi. Ilk olarak [5] nolu
calismada yer alan kanal yiizeyleriyle ilgili baz1 temel hesaplamalar detayl olarak ele alindi.
Bu anlamda kanal yiizeylerinin 1. temel formunun katsayilari, 2. temel formunun katsayilari, 3.
temel formunun katsayilari, yilizeyin ortalama egriligi, Gauss egriligi, ikinci Gauss egriligi ve
asli egrilik fonksiyonlar1 gibi yiizeye ait bazi temel hesaplamalar yapildi. Daha sonra yiizeyin
ortalama egriligi, Gauss egriligi ve ikinci Gauss egriligi arasindaki bagintilar elde edildi ve flat
kanal yiizeyleri, minimal kanal yiizeyleri ve ikinci Gauss egriligi sifir olan kanal ylizeyleri i¢in
bazi1 karakterizasyonlar elde edildi.

Son olarak yine [5] nolu ¢alismada yer alan (K, H), (K, K;7) and (H, K ;) Weingarten kanal

yiizeyleri icin bazi sonuglar detayl olarak incelendi.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

Tanim 2.1. /, R nin bir acik aralig1 olmak iizere

a: ] —E"

t— a(t) = (ar(t), as(t),...,an(t))
biciminde diizgiin (C'*° sinifindan) bir o doniistimiine, E™ uzay1 i¢inde bir egri denir [9].

Tanmm 2.2. o : [ — E", o (t) = (a1(t), as(t), . .., a,(t)) egrisi verilsin. R deki dik koordinat

fonksiyonu z olmak iizere T;(R") uzaymin dogal baz1 {-L |, } olsun. a (<L |;) vektoriine, o

egrisinin «/(t) noktasindaki hiz vektorii denir ve kisaca /() ile gosterilir. Bu durumda

(321 ) = () = (@) 0) D)

dir [9].

Tanmm 2.3. « : [ — E™ egrisi verilsin. Her ¢ € [ igin o/ (t) # 0 ise « egrisine diizenli egri

(regiiler egri) denir [9].
Tanim 2.4. « : [ — E" egrisi verilsin.

/]| : T — R,

t =[] () = lo/ @)

seklinde taniml ||/ || fonksiyonuna, « egrisinin skalar hiz fonksiyonu ve ||o/(t)|| reel sayisina

da o nin «(t) noktasindaki skalar hizi denir [4].

Tanim 2.5. « : [ — E" egrisi verilsin. Eger Vs € [ icin,
lod ()]l = 1

ise « egrisi birim hizli egridir denir. Bu durumda s € [ parametresine yay parametresi adi

verilir [4].



Tamm 2.6. E3 uzayimnda birim hizh o : I — E3 egrisi i¢in,

esitligiyle belirli 7'(s) vektoriine, « egrisinin «(s) noktasindaki birim teget vektorii denir [9].

Tamm 2.7. E3 uzayindaki birim hizli o : T — E? egrisi igin,
k: I —R,

r(s) = IT"(s)l

fonsiyonuna, « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin «(s) noktasindaki

egriligi denir [9].
Tamm 2.8. E3 uzayindaki birim hizli o : I — E3 egrisi icin,

N(s) = %T%s)

esitligiyle belirli N (s) vektoriine, « egrisinin a(s) noktasindaki birinci dik vektorii (asli normali)

denir [9].
Tamm 2.9. E3 uzayindaki birim izl o : T — E? egrisi igin,
B(s) =T(s) x N(s)

esitligiyle tanimli B(s) vektoriine, v egrisinin «(s) noktasindaki ikinci dik vektorii (binormali)

denir [9].

Tamim 2.10. Birim hizli v : I — [E? egrisinin Frenet vektor alanlar1 7, N, B olmak iizere,
7:1 >R,

7(s) = =(B'(s), N(s))



fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin «(s) noktasindaki

burulmasi denir [9].

Tanim 2.11. T'(s), N(s), B(s) vektorlerine, o : I — E3 egrisinin a/(s) noktasindaki Frenet
vektorleri denir. {7'(s), N(s), B(s)} kiimesine, a egrisinin «(s) noktasindaki Frenet catist

denir [9].

Teorem 2.12. Birim hizli o : I — 3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B ise

T' = kN,
N' = —kT + 7B, (2.1)
B' = —7N

dir. Bu teoremde elde edilen esitliklere, « egrisi icin Frenet formiilleri denir [9].

Tamm 2.13. V, E? uzayinin irtibatli bir agik alt kiimesi olmak iizere, X : V C E? — E3,
diizgiin ve regiiler bir doniigiim olsun. X : V' — X (V') doniisiimii bir homeomorfizm ise X (V')

kiimesine, [E® uzayinda bir basit yiizey denir [9].

Tanim 2.14. E3 uzayinda bir M yiizeyi X = X (u, v) seklinde parametrelendirilmis olsun. M
ylizeyinin bir p noktasindaki tanjant uzay1 7,,M uzayinin baz vektorleri { X, X, } olmak iizere,

M yiizeyinin p noktasindaki birim normal vektor alani

X, x X
U — u v

[ Xu x Xo|
seklinde tanimlanir [3].

Tamm 2.15. M, E® uzayinda bir regiiler bir yiizey ve U, M yiizeyinin bir p noktasinin komsulugunda
tanimlanan birim normal vektorii olmak iizere, p noktasinda M yiizeyinin bir X, tanjant vektorii

icin
S(X,) = —DxU

seklinde tanimlanan S doniisiimiine sekil operatorii denir [3].
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Lemma 2.16. [E? uzayinda bir M yiizeyi X = X (u, v) seklinde parametrelendirilmis olsun. M/
ylizeyinin bir p noktasindaki tanjant uzay: 7, M/ uzaymin bir baz1 { X,,, X, } ve U, M yiizeyinin

birim normal vektor alan1 olmak tizere,

ve

olur [3].

Lemma 2.17. E? uzayinda M regiiler yiizeyinin p noktasindaki tanjant uzayr 7,M olmak

uzere,
S:T,M — T,M

bir lineer doniistimdiir [3].

Lemma 2.18. M regiiler yiizeyinin sekil operatorii simetriktir. Yani her X, Y, € T),M i¢in
(S(Xp), V) = (X5, 5(Y}))

dir [3].

Tamim 2.19. M, E3 uzayinda bir regiiler yiizey, S, M yiizeyinin sekil operatorii ve X,,Y,,
vektorleri M ylizeyinin p noktasindaki tanjant vektorleri olmak iizere, M yiizeyinin
birinci temel formu 7,

[(Xp, YD = <Xp7 Y;D>7

ikinci temel formu 7/,

(X, Yp) = (S(Xp), V),

tictincii temel formu /1717,

(X, Yp) = (5(X5), 5(Y5))



seklinde tanimlanir [3].

Tamm 2.20. X : V — E? bir yiizey olsun. E, F,G : V — R fonksiyonlari
E= HXUHQ’ F=(Xy, X,), G= HXv”2

ile tammlanir. Bu takdirde ds® = Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv®, X yiizeyinin Riemann metrigi ya
da birinci temel formu olarak adlandirilir. Buradaki E, F', G ye birinci temel formun katsayilart

denir[3].

Tamm 2.21. X : V — [E3 bir regiiler yiizey olsun.

<_Uua Xu> = <U7 qu>7

<_UvaXu> = <U7 Xuv> = <U7 Xvu> = <_Uu7Xv>7
<_Uv7 Xv> = <U7 va>

L
M
N

seklinde tanimh L, M, N ye X yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilart denir [3].

Teorem 2.22. E? uzayinda bir M yiizeyi X = X (u,v) seklinde parametrelendirilmis olsun.

M yiizeyinin, T, M uzaymin {X,, X, } bazina gore S sekil operatorii

_ FM -GL FL—-EM

X = Fap Nt e X
FN_GM _ FM—EN
X =prm Nt g m N

seklinde verilir.

Boylece sekil operatorii matrisi

_FM-GL  FN-GM
_ 2 _ 2

S: EG—-F EG-F (22)
__FL-EM _ FM-EN
EG—F? EG—F?

seklinde elde edilir [3].



Tamm 2.23. M, E3 uzaymnda bir regiiler yiizey olsun. M yiizeyinin Gauss egrili§i K ve

ortalama egriligi H olmak iizere K, H : M — R fonksiyonlardir 6yle ki

K(p) = det(S(p))

\%&

H(p) = 5i2(S())

seklinde tanimlanir [3].

Teorem 2.24. X : V C E?2 — M C E3 bir doniisiim olsun. M yiizeyinin Gauss ve ortalama

egriligi
LN — M?
e — 4 2.3
EG — F? 2.3)
1GL+ EN —2FM
_ - 2.4
2 EG- F? 24)

formiilleri ile verilir [3].

Tamm 2.25. E3 uzayinda ortalama egriligi sifir olan yiizeye minimal yiizey, Gauss egriligi sifir

olan yiizeye ise flat ylizey ad1 verilir [3].

Tanmm 2.26. M yiizeyinin bir p noktasinda S : T,M — T}, M lineer doniisiimiiniin karakteristik

degerine, p noktasindaki asli egrilikleri denir [9].

Teorem 2.27. E3 uzayinda bir M regiiler yiizeyinin asli egrilikleri k; ve ks,
k*—2Hk+ K =0

seklinde verilen ikinci dereceden denkleminin kokleridir. Boylece,

ki =H—-vVH?>-K, (2.5)
ke =H+VH?-K (2.6)

olarak elde edilir [3].



Tanim 2.28. M, E? uzayinda X = X (u,v) parametrizasyonu ile verilmis bir regiiler yiizey

olsun. M yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilar1 L, M, N olmak iizere, yiizeyin ikinci

Gauss egriligi

1 _%LGQ + Ms@ - %Nss %Ls Ms - %LG 0 %Le %Ns
K = m My — %NS L M — %Lg L M 2.7)
iN, M N %Ns M N

2

seklinde tanimlanir [1].



3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA KANAL YUZEYLERI

3.1. Kanal Yiizeyleri

Bu alt baslikta 3-boyutlu Oklid uzayinda kanal yiizeyleri ile ilgili bazi temel tanim ve kavramlara

yer verilecektir.

Tanmm 3.1. F(x,y, z) = 0bir yiizey olsun. O halde X bir parametre olmak iizere, F'(x,y, 2; \) =

0, 1-parametreli bir yiizey ailesi olur. & > 2 icin F, C* simfindan olsun. O halde,

F(z,y,27) =0
ve
OF (z,y,2;\) 0
o\ r

denklem sisteminden, \ parametresi yok edilerek elde edilen G(z, y, z) = 0 yiizeyine, 1-parametreli

yiizey ailesinin zarfi denir [3].

Tamm 3.2. E° uzayinda 1- parametreli Kiire ailesinin zarfina kanal yiizeyi denir. Alternatif
olarak kanal yiizeyi , merkezlerinin yoriingesi bir 6(s) egrisi ve yarigap fonksiyonu r(s) olan,

degisken yaricapl hareketli bir kiirenin zarfi olarak tanimlanir [3].

Tamm 3.3. S?(s) kiirelerinin merkezlerinin yoriingesi olan 6 (s) egrisine kanal yiizeyinin merkez

egdrisi, r = r(s) fonksiyonuna ise kanal yiizeyinin yaricap fonksiyonu denir [3].

Teorem 3.4. Bir kanal yiizeyinin merkez egrisi, sifirdan farkli egrilikli birim hizli § : (a,b) —

R egrisi olsun. Bu durumda kanal yiizeyi,

x(s,0) = 6(s) +r(s) (—r'(s)T + /1 —1(s)%(— cosON + sin ¢9B)> (3.1)

seklinde parametrelendirilir. Burada 7', N, B, egrisinin sirasiyla teget, normal ve binormal
vektor alanlaridir [3].

Ispat: Kabul edelim ki z(s, 6), kanal yiizeyini tanimlayan kiirelerin zarfin1 parametre eden bir

10



yiizey pargasi olsun. d birim hizli egrisinin egrilikleri sifirdan farkli ve 7', N, B Frenet catis1 iyi

taniml1 oldugundan,
x(s,0) — 0(s) = a(s,0)T'(s) + b(s,0)N(s) + c(s,0)B(s) (3.2)

yazilir. Burada a, b, ¢, § egrisinin tanimli oldugu aralikta diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

x(s,0), 6(s) merkezli, r(s) yarigaph S?(s)kiiresi lizerinde yattigindan analitik olarak,
|z(s,0) — 6(s)||* = r*(s) (3.3)

dir. Ayrica z(s,0) — 6(s), kanal yiizeyine dik bir vektordiir. Bu yiizden kanal yiizeyinin z; ve

xp tanjant vektorlerine dik olur. Bu durumda,
< x(s,0) —6(s),xs >=0 (3.4)
ve
< x(s,0) —6(s),mg >=0 (3.5)
olup, (3.2) ve (3.3) denklemlerinden,
a>+ b+ =02 (3.6)
(3.6) denkleminin s’ye gore tiirevi alinirsa,
aas + bbg + ccg = 11’ (3.7)

elde edilir. Diger taraftan (3.2) denkleminin s’ye gore tiirevi alinip, d egrisinin Frenet formiilleri

kullanirsa,

zs = (1+as—br)T + (ak — e+ bs)N + (¢s + b7) B (3.8)

11



elde edilir. (3.2), (3.4), (3.7) ve (3.8) kullanilirsa,
a+rr’ =0 (3.9)
elde edilir. (3.6) ve (3.9) denklemlerinden,
b+ =r*(1— 1" (3.10)
bulunur. (3.10) esitliginden,

b=—rv1—r?cosf
c=1rvV1—r?2sinf

seklinde yazilir. Burada 6 uygun bir parametredir. Boylece (3.1) parametrizasyonu ile verilen

kanal ylizeyi,
x(s,0) =6(s) —r'T —rv1 —12cosON +rv1 —r?sinB

seklinde elde edilir. =

Tanim 3.5. Yarigap fonksiyonu r = r(s) sabit olan kanal yiizeyine tiip ya da boru yiizeyi denir

[3].

3.2. Kanal Yiizeylerinin Baz1 Karakterizasyonlari

Bu alt baglikta [5] nolu calismada yer alan kanal yiizeyinin 1. temel formunun katsayilari
E, F,G, 2. temel formunun katsayilar1 L, M, N, 3. temel formunun katsayilari e, f, g, yiizeyin
birim normal vektorii n, ortalama egriligi /, Gauss egriligi K ve ikinci Gauss egriligi Ky, asli
egrilikleri k; ve ky hesaplanacak ve egrilik fonksiyonlar1 arasindaki bagintilara yer verilecektir.

Ayrica yiizeyin flat, minimal ve ikinci Gauss egriliginin sifir olmasi durumuyla ilgili karakterizas-
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yonlar detayl1 bir sekilde ele aliacaktir. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir M kanal yiizeyi,

z(s,0) = 8(s) +7(s)(—r'(s)T + /1 —1'(s)2cosON + /1 —r'(s)?sin6B) (3.11)

seklinde parametrelendirilir. Burada 6(s), s yay parametresiyle verilmig birim hizli bir egri,
T, N, B ise sirasiyla ¢ egrisinin birim teget, asli normal ve binormal vektor alanlaridir. d(s)
egrisine M kanal yiizeyinin merkez egrisi, r = r(s) fonksiyonuna ise M kanal yiizeyinin
yaricap fonksiyonu denir. (3.11) parametrizasyonuyla verilen M kanal yiizeyinde p = ¢(s)
diferensiyellenebilir fonksiyonu igin —r/(s) = cos ¢(s) olarak alinirsa M kanal yiizeyi asagidaki

gibi ifade edilir.
z(s,0) = 6(s) +1r(s) (cos T + sin p cos N + sin psinB) . (3.12)

Burada s € [0,1], 6 € [0,27), ¢ € [0,7) ve [, 6 egrisinin toplam yay uzunlugudur. (3.12)

denkleminin s’ye gore kismi tiirevi alinir ve (2.1) kullanilirsa M yiizeyinin x, tanjant vektorii,

zs = 0'(s) +1'(8)(cos pT + sin p cos ON + sin psin OB) + r(s)(cos T
+sin @ cos N + sin p sin O B)’
= 0'(s) 4+ 1'(s)(cos pT + sin @ cos ON + sin ¢ sin OB) + r(s)((cos ¢)'T
+cos T" + (sinpcos @)’ N + (sinp cos @) N’ + (sin psin6)'B
+(sin psin 0) B')
= (141" cosp — resingcos —ry' sin )T + (r’' sin @ cos 0 + (¢’ cos g cos @
—0'sinsinf — Tsinpsinf + £ cosp))N + (' sin psin§ + 77 sin p cos 6

+r¢’ sinf cos p + 76 sinp cos ) B

elde edilir. Burada —1'(s) = cos ¢ ve r”(s) = ¢'sin ¢ esitlikleri kullanilirsa, x; vektoriindeki

T, N, B’nin katsayilar sirasiyla,
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rl = sin? ¢ — rr” — rrsinpcosé,

rs =1r'singpcost —rr'k — rrsingsing — rr'y cos, (3.13)

w

2 = r'sinpsinf + rrsingcosf — rr'Y sinf

olarak elde edilir. Boylece,

oz

Js

Ts

olur. (3.12) ifadesinde verilen )M kanal yiizeyinin 6’ya gore kismi tiirevi alinirsa, M kanal

ylizeyinin zy tanjant vektort,

xg = 1(s)((cos p)eT + (sinpcosf)yN + (sinpsinb)yB)

= (—rsinpsind)N + (rsinpcosb)B
bulunur. xy vektoriindeki 7', N, B nin katsayilar1 sirastyla

x5 =0
x; = —rsinsin 6 (3.14)

Th = rsingcosf

olmak tizere,

ox

z%:ngergB

T

olur. Boylece (3.13) ve (3.14) denklemleri yardimiyla M kanal yiizeyinin 1.temel formunun

katsayilart,

E=<uz,x,>

=< 2iT+2°N+ 2B, 2T + 22N + 2°B >
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(2)* + (23)* + (23)°

(sin® ¢ — rr”" — rrsinpcos ) + (' sinpcos§ — rr'k — r7sin psin f

—rr'¢’ cos§)* + (r' sin psin § + r7sin @ cos § — 1’ sin §)?

sin? ¢ — 2(rr" sin® ¢ + resin® p cos 0) 4+ 72 (r"* + 21"k sin p cos 0

+k%sin? p cos? ) + r? sin? ¢ cos® 6 — 2(rr"*k sin ¢ cos @

+r7'7sin? @ sin 0 cos 6 + rr'”¢’ sin ¢ cos® §) + (72 sin® ¢ sin” 0 (3.15)

+2r' kT sin psin O + 207/ 7 sin psin 0 cos 6 4+ 172 K? 4 2"k cos @

+1"%2" cos? §) + r'? sin? psin? O — 2(—rr'7 sin® @ sin 6 cos @

+r7r’2¢ sin p sin® ) + r* (72 sin?  cos? § — 21’7 sin p sin 6 cos 6

+1"%" sin” 0)

sin® ¢ + r?(k?sin? p cos? § 4 k% + T2 sin? p + % + 29’k cos 6

+2r' kT sin @ sin 0) — 2(rr” + rk sin @ cos §),

< Ty, Tp >

<z!T+ 22N +23B, 23N + 23 B >

xix% + :L‘ixg

(r sincos @ — rr'k — rrsinsind — rr' ' cos)(—rsin @ sin )

+(r sin @ sin @ 4 r7sin p cos @ — 1 ¢ sin 0)(r sin p cos 0)

—rr sin? psin 6 cos @ + r?r k sin @ sin 6 + 27 sin® ¢ sin? 0 (3.16)
+r2r' ¢ sin @ sin 0 cos @ + rr sin*p sin 0 cos 0 + 127 sin? p cos® 0

—r*r' o sin@sin @ cos

27k sin @ sin 6 + r?7sin® o,

< Tg,Tp >

<xyN +2,B, 73N + 2B >

(6)” + (a5)° (3.17)
(—rsin@sin)* + (rsin g cos 6)?

r?sin? psin? @ 4 r? sin? p cos? 4

r? sin? ¢
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elde edilir.

Boylece 1.temel formun katsayilarindan EG — F hesaplanirsa,

EG — F? = (sin® ¢ + r*(k?sin® ¢ cos® 0 + r?k? + 7% sin® ¢ + "> + 20k cos 0

+2r' k7 sin psin @) — 2(rr” + resin p cos 0)) (r? sin” )
—(r*7sin? ¢ + r*r'k sin p sin 6)?

= r*(¢?sin® ¢ + 2¢'k sin® p cos O + Kk? sin? p cos® B) — 213 sin? (" +
K sin @ cos B) 4+ r? sin ¢

= 74(r" + 2"k sin @ cos 0 + k*sin”  cos® §) — 213 sin? p(r”
+ksin @ cosf) + r?sint ¢

= (" + ksin g cos 0)? — 2r® sin® (1" + Kk sin @ cos 0) 4+ r? sin®

= 72(rr” + rrsin p cos § — sin’ p)?
olup buradan
EG — F? = r*(r” 4 rrsin p cos § — sin® ¢)? (3.18)

elde edilir. (3.13) ve (3.14) denklemlerinden,

= (25w — 22p)T — (wgag) N + (w,25) B

= ((r'sinpcos@ — rr'k — rrsinpsin @ — rr'¢’ cos 0)(r sin g cos f) — (1’ sin g sin 6
+r7 sin @ cos @ — '@’ sin 0)(—r sin @ sin 0))T — (sin®  — 77" — rrsin @ cos §)
(rsinpcos@)N + (sin® p — 77" — rrsin ¢ cos 0)(—rsin sin 0) B

= —rr'(rr” + resingcos@ — sin? )T + (rr” + rrsin g cos § — sin? )

(rsinpcos@)N + (17" + rrsin ¢ cos 6 — sin® @) (7 sin @ sin §) B
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elde edilir.

|zs X xg|| = V< X5y x5 >< g, T9 > — < T, Ty >< Ty, Ty >
— VEG - F?

= r(rr” + rrsin g cos § — sin® p)

olmak iizere, M kanal yiizeyinin birim normal vektor alani;

Ts X Tg
n= ———
|75 X ]

(rr" 4+ rrsin @ cos 6 — sin? ) (r cos T + rsin @ cos N + 7 sin @ sin 0 B)

7(rr” + 7k sin @ cos @ — sin? )
= cos T + sin p cos AN + sin psin B

olur. Ayrica birim normal vektdr alaninin s’ye gore kismi tiirevini alinir ve (2.1) denklemi

kullanilirsa,

ns = (cos )T + (cos )T + (sin pcos§) N + (sin ¢ cos ) N’
+(sin psin6)'B + (sin ¢ sin 0) B’
= (—¢'sinp)T + cos p(kN) + (¢’ cos g cos )N + (sin p cos 0)(—kT + 7B)
+(¢" cos psin ) B + (sin psin§)(—7N)
= —(r" + ksinpcos )T — (r'k + r'¢' cos + 7sin psin @) N + (7 sin p cos §

—r'¢'sinf)B

olur. Buradan,

nt = —(r" + ksin pcosf),
ni = —(r'k +1'¢ cosf + Tsin psinb), (3.19)
n? = rsingpcosf — 1y sin 6
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olmak tiizere,
ne=n'T +n’N +n’B
olur. Birim normal vektor alaninin 6’ya goére kismi tiirevi alinirsa,

ng = (cosp)eT + (sinp cos@)gN + (sin psin )y B

= —singsin N + sin g cos 6B.
Buradan,
ng = 0,
ny = —sinpsinf, (3.20)

ny = sin ¢ cos 6
olmak tlizere,
ng = ngN +njB

olur. (3.13), (3.14), (3.19) ve (3.20) denklemleri kullanilirsa M kanal yiizeyinin 2. temel

formunun katsayilari,

L=—<ux,ns>
= — < 2T+ 22N+ 22B,n:T +n’N +n’B >
= —(xyn, + aind +aing)
= —(—(sin® ¢ — rr" — rrsinpcos §)(r" + ksin g cos ) — (1’ sin p cos

—rr'k — rrsinesin® — rr'p’ cos0)(r'k + r'¢’ cos + 7 sin p sin 6) (3.21)

+(r'sinsin @ + rrsing cos§ — rr' ' sin ) (7 sin p cos § — r' ' sin 6))

2 2,2

= —r(k*sin® p cos® O 4 r%Kk* + % sin? ¢ + ¢* + 2k cos 0

+2r' k7 sin psin0) + (r” + ksin p cos ),
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M=—<uzy,ns >
= — < 23N +a;B,n.T+n’N+n’B >
= —(xjn; + zjny)
= —(—(—rsinpsin@)(r'x + r'¢’ cos O + 7sin psin ) + (rsin p cos H)
(Tsingcos® — r'¢’ sinf)) (3.22)
= —(rr'ksin psin @ + 'y’ sin @ sin 6 cos @ + r7sin® psin® §
+r7sin? @ cos® 6 — rr'y sin psin 6 cos 6)
= —rrsin®  — 1’k sinpsin 6,
N =—<uzg,ng >
= — <x3N+z3B,n;N +nB >
= —(xgnj + Tyny)
= —((—rsinpsinf)(—sin ¢ sin h) 4 (rsin ¢ cos )(sin ¢ cos H)) (3.23)
= —(rsin® ¢ sin® 6 + rsin® ¢ cos? §)

= —rsin®¢p

elde edilir. (3.19) ve (3.20) denklemleri kullanilirsa, M kanal yiizeyinin 3. temel formunun

katsayilart,

e = <ngns >
= <nT+n*N +n3B,n!T +n’N +n’B >
= ()" + (n)" + ()" (3.24)
= (r" + ksingpcos0)? + (r'k + ' cos @ + T sin g sin §)* + (7 sin p cos O
—1'' sin 0)?
2 " : 2 .2 2 /2 / 2
= 1" 4+ 2r'"k sin p cos @ + Kk*sin” p cos” O + (kK + ¢  cos 0)
+2r'7 sin @ sin O(k + ¢’ cos @) + 72 sin? psin® § + 7% sin? ¢ cos? §

— 21! 7 sin @ sin 6 cos § + r*¢? sin? 4

= r%sin® @ cos? 0 + r"k? 4+ 12 sin” p + ©? 4+ 20 Kk cos O + 2r' kT sin psin 6,
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f=<ng,ng>
= <ngN+nB,n'T +n*N+n’B >
= (ngn? +nyn?) (3.25)
= (sinsin @) (r'x 4+ r'¢’ cos 6 + 7 sin psin f) + (sin ¢ cos H) (7 sin @ cos 6
—r'p’ sin0)
= r'ksin psin @ + 7'¢’ sin @ sin 6 cos @ + 7 sin @ sin? @ + 7 sin” p cos* 4
—r'¢ sin ¢ sin 6 cos
= 7sin? o + 7'k sin @ sin 6,

g = <ng,ng >

<ngN +npB,ngN +niB >

— () + ()2 020
= (—sinpsin#)? + (sin ¢ cos §)?

= sin® ¢ sin® 6 + sin® ¢ cos? 6

= sin? ¢

elde edilir.

Lemma : (3.12) parametrizasyonu ile verilen M kanal ylizeyinin 1. 2. ve 3. temel formlarinin

katsayilart agagidaki esitlikleri saglar [5].

E+P F
L=2* , M=—, N = ﬁ;
T —-r —r
L— M N
e = Q’ f:—7 g:— (3.27)
—r - —-r
ve
EG — F? = r*pP?, LN — M? =rPQ, eqg — f* = Q2 (3.28)
burada,
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P =" +rrsinpcosf — sin® p = rQ — sin’ ¢, (3.29)
Q =r"+ ksinpcosh (3.30)

dir.
Aciklama: M kanal yiizeyi regiiler oldugundan P her yerde sifirdan farklidur.
ispat: (3.15), (3.21) ve (3.29) denklemleri birlikte diisiiniiliirse

2 12,2

r2(k?sin® @ cos? @ + 1"2k2 + 72 sin® ¢ + "2 + 2¢'k cos O + 2r' kT sin @ sin 0)

I —

—r
—(rr" + resin g cos )

T

2 12,2

sin? o cos? 0 + 12k2 + 72 sin® ¢ + @ + 2¢'k cos O + 2r' kT sin @ sin 0)
—r
—2(rr" + resingsin @) + sin® ¢ + (rr” + resing cos§) — sin® ¢

r?(k

—r
E+P
— i

bulunur. (3.16) ve (3.22) denklemleri birlikte diisiiniiliirse,

M = —r(7sin® ¢ + 7'k sin p sin 6)
r2(7 sin? ¢ + 7'k sin @ sin 0)

—-Tr

F

T

elde edilir. (3.17) ve (3.23) denklemleri birlikte diisiiniiliirse,

N = —rsin?¢

r?sin? ¢
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bulunur. (3.21), (3.24) ve (3.30) denklemleri birlikte ele alinirsa,

—r(k%sin® pcos? @ + r"2k% + 72 sin? p 4+ % + 2¢'k cos § + 2r' kT sin p sin 6)

-

—r(k%sin® pcos? @ + r2k% + 72 sin? p 4+ ¢ + 2¢'k cos § + 2r' kT sin p sin 6)

—r
+(r" + ksingcos ) — (1" + K sin p cos 0)

-
L—@Q

T

bulunur. (3.22), (3.25) denklemleri birlikte ele alinirsa,

—r(7sin® ¢ + 7'k sin p sin 0)

—r
(—r7sin® ¢ — 'k sin p sin )

—i

M

—r
bulunur. (3.23), (3.26) denklemleri birlikte ele alinirsa,

—7r(sin? )
—r
(—rsin® @)

—r

g:

N

=T

elde edilir. (3.18) ve (3.29) denklemlerinden,

2

EG — F? = v*(r" + rksin @ cos § — sin® )?

— T2P2
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bulunur. (3.21), (3.22), (3.23), (3.29) ve (3.30) denklemleri kullanilirsa,

LN — M?* = (—r(x*sin® g cos? 0 + r?k* 4+ 7%sin” o + ¢? + 2¢'k cos
+2r' k7 sin psin ) + r” + ksin p cos §) (—rsin? ) — (—r7sin® @
—rr’ Kk sin @ sin #)?
= r?k%sin? p cos® 0 + " + 2r®r"k sin  cos 0
—r(r" + K sin @ cos §) sin? ¢

= 7(rr” + resin g cos § — sin? ) (r” + K sin ¢ cos 6)

=rPQ

bulunur. (3.24), (3.25), (3.26) ve (3.30) denklemleri kullanilirsa,

eg — f2 = (k?*sin? pcos? § + r2k* + T2 sin® ¢ + % + 29’k cos 6

+2r' k7 sin @ sin 0)(sin? ) — (7sin® ¢ + 'k sin @ sin 6)?

= Kk%sin? p cos® § + r"? + 2r" K sin p cos @

= (r" + K sin g cos 6)?
— Q2
elde edilir.

Lemma 3.6. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yiizeyinin K Gauss egriligi ve H

ortalama egriligi asagidaki sekilde verilir [5].

K=-"% (3.31)

(3.32)
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ispat: (2.3) denkleminde (3.28) denklemindeki birinci ve ikinci esitlikler kullanilirsa,

LN — M?
 EG — F?2
rPQ
7’2P2
Q

rP

K

bulunur. (2.4), (3.26), (3.27) ve (3.28) denklemleri birlikte ele alinirsa,

EN —-2FM + GL
H =
2(EG — F?)
EG 2F? I G(E+ P)
-7 —r —r
2r2 p2
EG - F?>+ EG — F? + PG
-7
2r2 p2
2r’P? + PG
A T A
2r2 P2
2r2P? + PN(—r)
—r
2r2 P2
2r2P? + Pgr?
—r
2r2 P2
2P +g
- P
2P+ sin? o
- —2rP

elde edilir.

Teorem 3.7. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yiizeyinin K Gauss egriligi ile H

ortalama egriligi arasinda asagidaki bagint1 vardir [5].

H = —1 (KT+ 1) . (3.33)
2 T
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ispat: (3.29), (3.31) ve (3.32) denklemleri birlikte diisiiniiliirse,

I 2P + sin? ¢
—2rP

-1 /2P + sin? ¢
B rP

elde edilir.

Teorem 3.8. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yiizeyinin asli egrilikleri k; ve ko
asagidaki gibi verilir [5].
]{?1 =—Kr

ve

1
ky = —
.

ispat: (2.5) ve (3.33) denklemleri kullanilirsa, M yiizeyinin asli egrilikleri &y ve ko,

k,=H-VH?2— K
-1 1 1 1\2
= (Kr+Z) /= Kr+Z) - K
2 r 4 r

Kr — —) (3.34)
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olarak hesaplanir. Benzer sekilde (2.6) ve (3.33) denklemleri kullanilirsa,

ko =H+VH? - K

2
:_—1(Kr+1)+\/1 (Kr+1) - K
2 T 4 T
1 1 1 1\2
—1 1 1 1

olarak hesaplanir.

Teorem 3.9. M yiizeyinin ikinci Gauss egriligi Ky,
1 4
Ky = m;wimye (3.36)

dir. Burada w; (i = 0,1, 2, 3, 4) katsayilari,

1 3 1
wy = —rpsint o + ergo’Z sin? (1 — 3sin® ) + 57“2@'3 sin® ¢ — Z—lrmz sin® o
1
—Z—lrgo” sin® o cos ¢ + ng’ sin® ¢ cos? ¢ — 1RT sin® o cos ¢ sin 6,
9 1
wy = —4r*e”rsint ¢ + 57“2@’2/1 sin® ¢ + ngo'/f sin? (1 — 5sin? @)
1 1
+ZKJ sin® o cos® p — ZT‘HI sin® o cos @, (3.37)
9 1
wy = —6r3p% K% sin® p + §r2g0'/<2 sin® ¢ — ZTKQ sin® o,
3
ws = —4r3p k3 sint o + 57"2&3 sin® o,
wy = —r3k*sin? %)
seklinde elde edilir. Ayrica,
1
r’P’Q% =) “vjcos’ 0 (3.38)

=0
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yazilir. Burada v; (j = 0, 1,2, 3,4) katsayilart,
vy = i sin? o + r2p? sin® ¢ — 2r3p"3 sin® o,
vy = dr*Prsin® o — 6r°¢?k sin® ¢ + 2r2'k sin® o,
vy = 6rip?k?sin? ¢ — 6r3¢ K% sin® p 4 12K sin® ¢, (3.39)

v3 = 4rt¢’k3sin® o — 2r3K3 sin® o,

vy = rlktsin? %)
seklindedir [5].

Ispat: (2.7) denkleminden M yiizeyinin ikinci Gauss egriligi,

1 _%LGG + M59 - %Nss %Ls Ms . %LG 0 %LG %Ns
K = m My — %NS L M — %Lg L M
LN, M N IN, M N

seklinde tanimlamir. (3.28) denkleminden LN — M? = rP(Q oldugundan, (LN — M?)? =
r2 P2Q? dir. Ayrica (3.29), (3.30) denklemleri ve 7 = ' sin ¢ esitligi kullanilirsa,

r?P*Q* = r*(rr" 4+ rrsin g cos § — sin® ©)?(r” + Kk sin ¢ cos 6)?
= r((rr" + rrsin @ cos §)* — 2(rr” + rxsin  cos 0) sin? ¢ + sin* )
(1" 4 2r" K sin  cos O + k2 sin? o cos? )
= (r*¢™sin® ¢ + r?¢?sin® p — 23" sin® ) cos’ 6 + (4r* K sin ¢
—6r°¢ K sin® o + 2r?'k sin® ) cos O + (6r* ¢ K* sin* ¢
4 1.3

—6r3p'k? sin® o + 2% sin® ) cos? 0 + (4rtyp'k? sin®

—2r3k3sin® ) cos® @ + (r*k* sin* ) cos? 0

olarak hesaplanir. Boylece (3.39) ile verilen v; (5 = 0,1, 2, 3, 4) katsayilar1 bulunur.
O halde K;; ’nin ifadesinde,
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_%LBO + M59 - %Nss %Ls Ms - %LG 0 %LG %NS 4
M, — 1N, L M |—|lL, L M|=) wcos'd
LN, M N Ny M N |

oldugu gosterilirse ispat tamamlanr.

_%LQG + M59 - %Nss %Ls Ms - %LG
A= M, — 1N, L M

LN, M N

olmak iizere,

detA = A1A2 = A3A4 -+ A5A6

dir. Burada,
1 1
Al - _§L99 + Msé‘ - §Nssa (340)
Ay = LN — M?, (3.41)
1
As = =L, (3.42)
2
1 1
Ay = MgN — §NN5 — éNgM, (3.43)
1
As = M, — §L9, (3.44)
1 1
Ag = MgM — §N3M — §LN9 (3.45)
dir. Benzer sekilde,
0 %Lg %Ns
B = %Le L M
%Ns M N
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olmak tiizere,

detB = —BlBQ + BgB4

dir. Burada,

B, = 5[,9, (3.46)
1 1
By = §L9N — §NSM7 (3.47)
1
By = SN, (3.48)
1 1
17 — EMLQ F §NSL (3.49)
dir. Bu durumda,
detA — detB = A1A2 — A3A4 + A5A6 + BlBg - BgB4 (350)

4
= E w;cos’ 0
i=0

oldugunu gostermek yeterlidir.
Verilen matrislerin determinantlarinin hesabinda kullanilacak olan L, M, N ikinci temel formunun

bazi kismi tiirevleri asagidaki sekilde hesaplanir.

Ly = (k% cos® p + 7% sin? @ cos ¢ + 2¢" cos ¢ — 2k7 sin p cos? @ sin 0
+2r¢’K? sin @ cos @ — 2rkk’ cos? p — 2r77' sin® p — 2r' T2 sin @ cos @
—2r'¢" — 2r¢’ kT sin? @ sin 0 + 2rk'T sin @ cos @ sin 0
+2rk7’ sin o cos @ sin @ + 2r¢’ kT cos? @ sin O + ¢ sin @)
+(2¢' Kk cos — 2rp'K — 2r"k + K sin + @'k cos ) cos f (3.51)

+(Kk*sin® p cos @ — 2rrk’ sin® ¢ — 2r’k? sin @ cos ) cos? 0,
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Ly = (2r¢'ksinf — ksin psin ) + (2r&? sin? ¢ sin 0
+2rKT sin @ cos ) cos d, (3.52)
Loy = (—2rk*sin® ¢ — 2rk7 sin ¢ cos psin @) + (2r¢'x — ksin @) cos f
+(4rk? sin® @) cos? 6, (3.53)
M, = 7sin? ¢ cos p — ksin p cos® psin @ — r7’ sin® p — 2ry'7sin @ cos @
—r¢'ksin? @sin @ + r&’ sin o cos @ sin @ + ry'k cos? psin b, (3.54)
My = rksinpcos p cos b, (3.55)
My = (—ksinpcos® o — r¢'ksin® ¢ + r¢'k cos? ¢ + rr’sin g cos p) cosd,  (3.56)
N, = sin® pcos ¢ — 2r¢’ sin p cos @, (3.57)
N, =0, (3.58)
N,y = 2¢'sin @ cos ¢ — ¢’ sin® ¢ + 2¢ sin @ cos? ¢ — 2r¢” sin ¢ cos @

—2r¢’ cos? p + 2r¢? sin® (3.59)
(3.40), (3.53), (3.56) ve (3.59) denklemleri kullanilirsa,

1
Ay = (re*sin® ¢ + re7sin g cos psin — ¢’ singp cos ¢ + 5‘%7, sin®

1
—¢'sin g cos® p + 1 sin @ cos p + 1" cos? p — re? sin® @) + (5/1 sinp  (3.60)

—ksin g cos® p — 2ry'ksin? ¢ + rk’sin p cos @) cos 0 + (—2rk? sin® @) cos? 0

elde edilir. (3.28) denklemindeki ikinci denklem ve (3.21), (3.22), (3.23) ve (3.41) denklemleri

ile birlikte diisiiniiliirse,

Ay = (r*¢?sin® o — r¢’ sin® @) + (2r?¢'k sin? p — 7k sin® ) cos 0

+(r*x%sin” ) cos® 0 (3.61)

bulunur. (3.42) ve (3.51) denklemlerinden
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Az = (%/@2 cos® ¢ + %TQ sin? ¢ cos ¢ + ¢’ cos ¢ — KT sin @ cos® @ sin 6
+r¢' K2 sin p cos p — rRK cos® p — r77’ sin? o — 1T sin @ cos @ — ry'Y”
—r¢' kT sin? psin @ + rK'7 sin @ cos Y sin @ + 17’ sin @ cos Y sin f
+r¢' KT cos® psin O + %gp” sing) + (¢'rcosp —r¢'s —r’k (3.62)

1 1
+§/1' sin ¢ + §g0’/{ cos @) cos O + (EHQ sin? ¢ cos ¢ — Rk sin® @

—r' k% sin ¢ cos @) cos® 0

elde edilir. (3.22), (3.23), (3.43), (3.55), (3.57) ve (3.58) denklemleri kullanilirsa,

1
Ay = (57’ sin ¢ cos p — 72 sin®  cos ) + (—r?ksin® ¢ cos ) cos d (3.63)

hesaplanir. (3.44), (3.52) ve (3.54) denklemleri birlikte diisiiniiliirse,

As = (7sin® pcos ¢ — ksin g cos® psin @ — r7’sin? ¢ — 2r¢'Tsin @ cos
—r¢'ksin? psinf + rx’sin g cos psin f + ry'r cos* psinf — r¢’ksind  (3.64)
+§/<a sin@sin ) + (—rx?sin® @ sin @ — r&7 sin ¢ cos ) cos 0
bulunur. (3.21), (3.22), (3.45), (3.55), (3.57) ve (3.58) denklemleri kullanilirsa,
1

1 .
Ag = (57“7 sin? ¢ cos p — 127 sin® p cos p — ém sin® ¢ cos? @ sin 6

2

+12¢ K sin? p cos? sin 0) + (—r*k7 sin® @ cos ¢ (3.65)

+12k? sin?  cos? @ sin #) cos 0
elde edilir. (3.46) ve (3.52) denklemleri kullanilirsa,

1
By = (r¢’ksin — 3 sin @ sin #) + (rk?sin® @ sin 6 + reTsin g cos ) cosf  (3.66)
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hesaplanir. (3.22), (3.23), (3.47), (3.52) ve (3.57) denklemleri kullanilirsa,

1 1
By = (—r290’/i sin psin 0 + ém sin® psinf + 5?"7 sin? ¢ cos p — 12/ sin® ¢ cos ¢

1
—5Tk sin® ¢ cos? psin @ + 2’k sin? p cos® psin ) + (—r*k?sin® psing  (3.67)

—r?kT sin® ¢ cos ) cos @

elde edilir. (3.48), (3.57) denklemleri kullanilirsa,

1
Bs = 3 sin? o cos ¢ — ¢’ sin  cos ¢ (3.68)

bulunur. (3.21), (3.22), (3.49), (3.52) ve (3.57) denklemleri birlikte diisiiniiliirse,

1 1 1
By = (—r*¢'k7sin? psin  + o7 sin® psin @ — 57%2 sin' ¢ cos p + 57“7'2 sin? o cos ¢

+§7“90’2 sin? ¢ cos p — 5@’ sin® ¢ cos  — K7 sin® ¢ cos? @ sin @

—r2p'7?sin® p cos p — 12" sin  cos ¢ + rp’Kk? sin® @ cos (3.69)

+2r2¢' kT sin? @ cos? psin ) + (—r?k*7sin® psin § — r?k7% sin® p cos @

+r2k3sin® p cos p + r2k7 sin? @ cos® @ sin § + 2ry'ksin® p cos @
1 1
—5/{ sin® ¢ cos p — 212K sin @ cos ) cos O + (57%2 sin? ¢ cos ¢

1
—r2¢' K% sin® @ cos o — r?¢’ K sin @ cos p + 57"%;2 sin? ¢ cos ) cos® 6

+ (=723 sin® o cos ) cos® 0

hesaplanir. (3.60), (3.61), (3.62), (3.63), (3.64), (3.65), (3.66), (3.67), (3.68), (3.69) denklemleri
(3.52) denkleminde yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa (3.50) ile verilen esitlikler

elde edilir. Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 3.10. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M yiizeyinin ikinci Gauss egriligi K;; ve

ortalama egriligi H arasinda asagidaki bagint1 vardir [5].

R

Kip=H+——

(3.70)
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burada
2
R= Zukcosk 0 (3.71)
i=0

ve uy, katsayilart (k =0, 1, 2 i¢in) asagidaki gibidir.

! 121

2p"2 sin? @ — re?sin® o 4+ 7" sin ¢ + 2" sin? ¢

Uy = 217
+rr' kT sin® psin 6, (3.72)
2. 1

up = rr’*r"ksin® o + %k sin® @ 4+ 7'k sin® o,

uy = rr?sin® .

Ispat: (3.32) denkleminden

- 2P +sin? ¢
—2rP
4 (4r P2Q? + 2r PQ? sin® )
4r2 P2()2
yazilir. Bu durumda
2
R (4r P2Q?* + 2r PQ?sin® o + > ugcos® 0)
+ 472 P2()2 472 P2()2

elde edilir. Diger yandan (3.36) denkleminden

4
1 i
K = ﬂp—%y;wicos 0
oldugundan

2
—(4rP*Q* + 2r PQ? sin? p + S ugcos® 6) 4
=0 = Zwicosi 0 (3.73)
i=0

4
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oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. (3.38) denkleminden
.
—4rP20?% = — 2 cos?
rPQ) 42 . cos’ 0
7=0
yazilir. (3.29) ve (3.30) denklemlerinden

3
—2rPQ?*sin’® p = —QZslcosl 0

=0

elde edilir. Burada

so = r’r"®sin® ¢ — rr'"sin o,

51 = 3r¥r"ksin® o — 2rr” K sin® o,

sy = 3r?r"k?sin* ¢ — rr?sin® o, (3.74)
s3 = r2k3 sin® %)
dir. Bu durumda sirasiyla (3.39), (3.72) ve (3.74) denklemleri ile verilen v; (j = 0, 1,2, 3,4),
s (1=0,1,2,3) ve ug (k =0, 1,2) katsayilar1 kullanilirsa,

Vo S0 Uop

r 2 4 ’
U1 S1 U
e u—— _ = wl
r 2 4 ’
V2 59 U2
—_ _— w2
r 2 4 ’
U3 S3
—_—— e — = w3
r 2 ’
V4
r

esitlikleri saglanir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.11. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yiizeyinin flat olmasi i¢in gerek ve

yeter sart M yiizeyinin dairesel silindir veya dairesel koni olmasidir [5].
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Ispat: M yiizeyinin flat olmas icin gerek ve yeter sart Gauss egriliginin sifir olmasidir (& = 0).

Bu durumda (3.31) denkleminden () = 0 elde edilir. (3.30) denkleminden
r"(s) + k() sin p(s) cosf = 0 (3.75)

olur. Yukaridaki esitligin saglanmast i¢in 7 (s) = 0 ve x(s)sin p(s) = 0 olmalidir. M yiizeyi
regiiler oldugundan sin ¢(s) # 0 dir. Bu durumda 7”(s) = 0 ve k(s) = 0 elde edilir. x(s) = 0
olmast M kanal yiizeyinin merkez egrisinin bir dogru oldugu anlamina gelir. r”(s) = 0 ise
r(s) =as+b,a,b € R, a # F1 olur.

a = F1 olmas1 durumunda r’(s) = — cos ¢ = F1 olup sin ¢ = 0 olur. Bu ise yiizeyin regiiler
olmasi durumuyla geligir. Boylece eger a = 0 ise yarigap fonksiyonu 7(s) = b olup M yiizeyi
bir dairesel silindir olur. Eger a # 0 ve a # F1 ise yarigap fonksiyonu r(s) = as + b seklinde
lineer bir fonksiyon olup M kanal yiizeyi dairesel bir koni olur.

Uyar1: Teorem (3.10) dan M kanal yiizeyinin flat olmamasi icin gerek ve yeter kosul () # 0

olmasidir. Ancak bu sart altinda ikinci Gauss egriligi tanimlanabilir.

Teorem 3.12. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek

ve yeter sart M/ yiizeyinin bir katenoid olmasidir [5].

Ispat: A/ kanal yiizeyinin minimal olmasi icin gerek ve yeter sart M yiizeyinin ortalama

egriliginin sifira esit olmasidir (H = 0). (3.32) denkleminden
2P +sin® ¢ = 0
yazilir. (3.29) esitliginden
2rr" — sin® ¢ + 2rksin pcos§ = 0

elde edilir. Yukaridaki esitligin gerceklesmesi icin 27" — sin? ¢ = 0 ve rx sin ¢ = 0 olmalidir.
r # 0 ve sinp # 0 oldugundan x = 0 olur. Bu durumda A bir donel yiizey olur. 3-boyutlu

Oklid uzaymda minimal donel yiizey sadece katenoid oldugundan M yiizeyi katenoid olur.
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Teorem 3.13. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yiizeyi flat olmayan ve ikinci Gauss

egriligi sifir olan bir yiizey olsun. Bu durumda M bir donel yiizeydir [5].

Ispat: M yiizeyinin ikinci Gauss egriliginin sifir oldugunu (K;; = 0) kabul edilsin. (3.70)

denkleminden
B R
T 42 szz
olur ve (3.32) denkleminden
R = 2rPQ?(2P + sin’ p) (3.76)

olur. (3.76) ve (3.72) denklemleri kullanilirsa en yiiksek dereceden cos # katsayilarindan x = 0

elde edilir. Bu durumda M bir donel yiizey olur.

3.3. (X,Y)-Weingarten Kanal Yiizeylerinin Bazi1 Karakterizasyonlari

Bu alt baglikta [5] nolu caligmada yer alan (X, Y')-Weingarten kanal yiizeyleriyle ilgili karakterizas-
yonlar detayli olarak ele alinmustir. (K, H), (K, K;;) ve (H, K r)-Weingarten kanal yiizeyleriyle

ilgili ¢esitli teoremler ispatlanmistir.

Tanmim 3.14. M yiizeyinin K, H ve K;; egriliklerinin bir (X, Y"), X # Y ¢ifti icin
»(X,Y) = 0 sart1 saglaniyorsa, bu yiizeye (X, V') Weingarten yiizeyi ad1 verilir. Burada ¢,

X.s X9
d(X,Y) = det
Y Yy

seklinde tanimlanan Jacobi fonksiyonudur [5].

Lemma 3.15. M yiizeyinin Gauss egriligi, ortalama egriligi ve ikinci Gauss egriliginin s ve 0

ya gore kismi tiirevleri sirasiyla asagidaki gibi verilir [5].
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—2rr'Kk%sin? @ cos? 0 + (r'k — rk') sin® ¢ cos 0 — 5rr'r” Kk sin ¢ cos 0

K, — i (3.77)
+r'r" sin? o — rr™" sin® @ — 4rr'r'"?
r2 P2 ’
K sin® @ sin 0
K, = r—zi’ (3.78)
H - 2r2r' k2 sin? g cos? @ — (2rr'k — 12K") sin®  cos @ + 5r2r'r" k sin ¢ cos 0
s — A2 P2
—2rr'r" sin? o + r2r" sin? o + 4r2r'r" 4+ ' sin?
1 2r2pf L) (3.79)
K sin® @ sin 6
Hy = ———5p (3.80)
1 OR (T2P2Q2)
Ki)s=Hi+ —— P2 — 81
( II)S + 4T4P4Q4{ ( Q ) 9s ) (3 8 )
1 OR (TQPQQQ)
Kip)g= Ho+ ——— 2 DR vl 3.82
(K11)o 9+4 4P4Q4{ (r°PQ%) — 50 (3.82)

Ispat: Once (3.29) ve (3.30) denklemleriyle verilen P ve Q esitliklerini s ye ve 6’ya gore kimi

tiirevleri hesaplanirsa,

P, =7"Q+rQ" — 2r" cos p,
P@ = rQ@a
Qs = " + (K'sinp + ¢ K cos ) cos b,

Qo = —Ksinpsind

olarak bulunur. (3.31) denklemi kullanilirsa K" Gauss egriliginin s’ye gore kismi tiirevi,

Qs(rP) — Q(rP)s
2 P2

rPQ, — Q(r'P +rP,)

2 P2
—rsin? pQ, — 2rr’'Q?* + r' sin® pQ + 217" cos pQ

2 P2
+ k' sin p cos O + @'k cos p cos @) — 2rr' (r” + Kk sin p cos 6)?

2 P2
+1'sin? o(r" + K sin p cos ) + 2rr’ cos o(r" + K sin p cos 6)
2 P2

K, =

—rsin? p(r"”
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—2r1'Kk%sin? pcos? O + (r'k — 1K) sin® ¢ cos @ — 5rr'r” K sin ¢ cos 0
72 P2
Il o3 2 "N Q3n2 /0012
r'r"sin” ¢ — rr' sin® p — 4rr'r
72 P2

seklinde hesaplanir. (3.31) denklemi kullanilirsa K Gauss egriliginin 6’ya gore kismi tiirevi,

Qo(rP) — Q(rP)g
72 P2
rQQe — sin® pQp — rQQp
rP?
r sin® ¢ sin 0

rP?

Ky =

olarak bulunur. (3.32) denklemi kullanilirsa /1 ortalama egriliginin s’ye gore kismi tiirevi,

1 r’
HS:__ KST+KT/__

2 ( 7’2)
! ((_27,74%2 sin? ¢ cos? 0 + (r'k — r&') sin® p cos § — 5rr'r"k sin ¢ cos 9>
=3 72 P2

47's" sinl o — " sin? i — drr'r)r 4 QP P

72 P2

! ((_27,7,%2 sin ¢ cos? 0 + (r'k — rx') sin® p cos § — 5rr'rk sin ¢ cos 9)
=3 72 P2

+r'r" sin? o — rr” sin® o — 4rr'r"?)r 4+ rr'Q(rQ — sin’ )

r2 p2
_7",</)"Q — SinQ @)2
72 p2

! ((_27,70%2 sin? ¢ cos? 0 + (r'k — rx') sin® p cos § — 5rr'r"k sin ¢ cos 9>
=3 72 P2

S+l sin2 ©— rr" sin2 ©— 47’7"’7””2)7“ + ! sin2 SOQ — sin4 ")

72 P2
27 k2 sin? p cos? 0 — (2r1'k — r2K!) sin® g cos 0 + 5r2r'r" ki sin g cos 0
- 2r2 P2
— 9" §in2 o+ 72" gin2 © + A2 2 4 gin? ©
2r2 P2
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bulunur. (3.32) denklemi kullanilirsa H ortalama egriliginin 6’ya gore kismi tiirevi,

1
Hg = —§(K9?")

K sin® @ sin 6
2P?
olur. Son olarak (3.70) denklemi kullanilirsa K;; ikinci Gauss egriliginin s’ye ve 6’ya gore

kismi tiirevleri sirasiyla

_ 1 OR . 519 2 8(7’2132@2)
(Kir)s = Hs + 4r4P4Q4{ 0s (PP — R Os ’
1 OR o(r’ P2Q?)
K o= )9 ap2n2y  pOUT )
(Kr1)o o+ 4T4P4Q4{ 90 (rP°Q%) — R 90 }
elde edilir. Burada
2
o Rty (3.83)
s s
OR r 8u0 aul . 8u2 2 .
20 " o0 + 2 cosf — uy sinf + 90 cos” 0 — 2uqsind cos 0
= (rr'k7sin® ¢ — 2uy sin ) cos ) — uy sin 6, (3.84)
2 P22 4 , '
W — Z%cosﬂ 0, (3.85)
j=
2 P22 4
or ;Q ) _ _sin 6> juscos 6 (3.86)
j=1

dir.

Teorem 3.16. (3.12) parametrizasyonuyla verilen M kanal yiizeyinin (K, H)-Weingarten kanal

yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir tiip veya bir donel yiizey olmasidir [5].

Ispat: = Kabul edelim ki M yiizeyi (I, H)-Weingarten kanal yiizeyi olsun. Bu durumda

Jacobi esitliginden,

H, Ky = HygKj (3.87)
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yazilir. (3.77), (3.78), (3.79) ve (3.80) denklemlerinden,

1 r!
—5 (KST + KT’/ — ﬁ) Kg
1 1 /
— KKy~ (Kr' - %) Ky
T

= ——TKQKS

—57’[(9[(5

=0 (3.88)

elde edilir. (3.88) denkleminden Ky = 0 oldugunu kabul edilsin. Bu durumda (3.78) denkleminden

rsin® @sin@ = 0 dir. Burada sin¢ # 0 dir. Aksi taktirde P = 0 olup M regiiler olmaz. O

nedenle x = 0 olmalidir. Bu durumda M bir donel yiizey olur. Simdi Ky # 0 oldugu kabul

edilsin. (3.88) denkleminden

1
T'/(K — ﬁ) =0
olur. Burada K # T%’dlr. Aksi taktirde,
_e_1
rP  r?
r@QQ = P

olur. Yukaridaki esitlikte (3.29) denklemi kullanilirsa,

sing =0

elde edilir. Bu ise M yiizeyinin regiiler olmadig1 anlamina gelir. Bu yiizden ' = 0 dir. Bu

durumda r = sabit olup M bir tiip ylizeyi olur.

<« Tersine M yiizeyinin bir donel yiizey oldugunu kabul edilsin. Bu durumda merkez egrisi bir

dogru olup k = 0 dir. k = 0 i¢in (3.29), (3.30), (3.31) ve (3.32) denklemleri diizenlenirse,

P =rr" —sin®y

= 7" — (1 — cos® p)

=" — 141"
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7

Q — T”
”
K= o Ty (3.89)
oo 2rr" — 1 4 r"?
=2r(rr’" — 14 r?)

elde edilir. (3.89) ile verilen Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H nin s’ye ve 0’ya gore

kismi tiirevleri alinirsa,

1\’ rr’ 1 rr'” !
Ko = (ﬁ) (rr” -1 +r’2) + (ﬁ) (rr” -1 +r’2) (3.90)
1 rr” ! 2p!y!
- ﬁ{(rr”—l—i—r’?) B 7“7"”—1—1—7"’2}’

Ky =0, (3.91)
1(1 rr’” !
Ho=—-4-(—" 11 9
3 2{r(rr”—1+r’2+ )}’ (3.92)
Hy=0 (3.93)

elde edilir. (3.90), (3.91), (3.92) ve (3.93) denklemlerinden (3.87) ile verilen Jakobi esitliginin
saglandig1 goriiliir. Boylece yiizey (K, H)-Weingarten kanal yiizeyi olur.

Diger taraftan, eger M bir tiip ylizey ise yani 7 sabit ise 0 zaman 7’ = —cos¢ = O olup ¢ = 7
bulunur. Boylece siny = 1 olur. Bu durumda (3.29), (3.30), (3.31) ve (3.32) denklemleri

diizenlenirse,

P =rkcosf — 1,

Q) = Kkcosb,

K K cosf

r(rkcosf — 1)’
" 2rkcosf — 1
—2r(rkcosf — 1)
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bulunur. K Gauss egriliginin s ve ’ya gore kismi tiirevleri alinirsa,

P 1 (kcosf) (recost —1) — (kcosb)(rkcosd — 1)
Ty (rkcosf —1)2

B 1{ k' cosB(rkcosf — 1) — (kcosO)(rk’ cos ) }

r (rkcosf —1)2
—~r'cos O
=" 3.94
PPz (3.94)
1 {(kcosO)g(rrcosd —1) — (kcosh)(rkcosd — 1)y
Ky = -
r (rkcosf —1)2
1 {(—rsind)(rkcost — 1) — (r cos0)(—rksinf)
o (recosf —1)2
_ Ksinf
~ (rkcosf —1)2
Ksin 0
= 3.95
rP? (3:99)
elde edilir. H ortalama egriliginin s ve #’ya gore kismi tiirevleri alinirsa,
o — —1{(2rscosf —1)'(recos —1) — (2rrcosf — 1)(recos — 1)
o 2r (rkcosf —1)2
=1 [ (2rx'cosf)(rrcost) — 1) — (2rkcos® — 1)(rx’cos0)
C2r (rkcosf —1)2
B K cos 0
~ 2(rkcosf — 1)2
k' cosf
= Spr (3.96)
. — —1{(2rrcosf —1)g(rrcosf — 1) — (2recos —1)(rrcosf — 1)
T o (rkcos@ —1)2
_ —1f(=2rksinf)(recost —1) — (2rrcosf — 1)(—rrsinf)
2r (rkcosf —1)2
L K sin 0
~ 2(rkcosf —1)2
K sin 6
= 5 (3.97)

bulunur. (3.94), (3.95), (3.96) ve (3.97) esitlikleri (3.87) ile verilen Jacobi denklemini saglar.
Boylece yiizey (K, H)-Weingarten kanal yiizeyi olur.
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Teorem 3.17. Flat olmayan M kanal yiizeyi i¢in asagidaki durumlar denktir.

(i) M ylizeyi bir donel yiizey veya merkez egrisi sifirdan farkli sabit egrilikli bir tiip yiizeyidir.

(7)) M bir (H, K7)-Weingarten kanal yiizeyidir.
(#i) M bir (K, K ;)-Weingarten kanal yiizeyidir [5].

Ispat: Tlk olarak (i) < (ii) oldugu gosterilecek. (i) <> (i) oldugu benzer sekilde yapilabilir.

Kabul edelim ki M flat olmayan kanal yiizeyi (H, Kj;)-Weingarten kanal yiizeyi olsun. O

zaman,
(Kr1)sHp = (Ki1)oHs

esitligi saglanir. (3.79), (3.80), (3.81) ve (3.82) denklemleri kullanilirsa,

{H+ ! {aR(QPQQ) RMHHG

IApig D5
_ 1 [OR ey pOPP2Q7)
4 |:H9+47’4P4Q4{09 T A

elde edilir. Yukaridaki esitlikten

HB{GR( 2 pre) _Ra(r2P2Q2)} i {8}%( 2 prey) Ra(ﬂg;cf)}

0s 0s 00

(3.98)

bulunur. Burada (3.38), (3.71), (3.79), (3.80), (3.83) (3.84), (3.85) ve (3.86) denklemleri

kullanilirsa,

k=0

(%fsm@){ (Z%cosk 9) (ZU]COSJ 9) (ZukCOS 9)

iavj ig 2rr'r" sin? ¢ + 21" sin? o + 4r2r'r"? 4+ ' sint o
—Lcos =
s 0s 2r2 p2

N ((=2r1'k + r2x") sin® o + 5r2r'r" k sin @) cos § 4 (2r?r'k2 sin? ¢

2r2 P2
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4
{(—u1 sin @ + (—2uy sin 6 + r1' k7 sin® ) cos 0) (Zvjcosj 9)

j=0
2 4
— (Zukcosk «9) (— sin QZjvjcosj_l 9) }
k=0 Jj=1

elde edilir. Yukaridaki esitlikte en yiiksek dereceden cos € nin katsayisindan,

2127’ k% sin?

5,22 {r’r’m-m sin® o + 2uavy sin 0} =0

denklemi elde edilir. (3.39) denklemi ile verilen v, ve (3.72) denklemi ile verilen us esitlikleri

yukaridaki denklemde yerine yazilirsa,

7° sin'! (12" 4 2r' K% sin psin ) = 0
elde edilir. 7 ve sin ¢ sifirdan farkli oldugundan

KT 4+ 2r' kB sin psinf = 0

olur. Yukaridaki esitlikten r?£77 = 0 ve r'x%sinp = 0 elde edilir. Ik olarak x # 0 oldugu
kabul edilsin. Bu durumda 7’ = 0 dir. O zaman r’ = — cos ¢ = 0 olup ¢ = 7 elde edilir.

r" = 0i¢in R ve r? P?(Q* denklemleri tekrar diizenlenebilir. Bu durumda (3.72) denkleminden,

Uy = —TK",
up =0, (3.99)
Uy = 7K,

olup (3.71) ve (3.99) denklemlerinden

R = ug + uq cos 6 + us cos® 0
= —rK® + 1K cos® 0
= rK*(cos’ § — 1)

= —rk?sin’6 (3.100)
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bulunur. Benzer sekilde (3.39) denkleminden,

vg = 0,

vy = 0,

vy = 12K, (3.101)
vg = —2r3K3,

vy = rit

olup (3.38) denkleminde (3.101) denklemleri yerine yazilirsa,

r?P2Q? = vy + vy cos O + vy cos® O + vs cos® O + vy cos* 0
= r2k2% cos? 0 — 2r3k3 cos® 0 + rikt cost 0
= 12k cos® 0(1 — 2rk cos 0 + r?k? cos® 0)

= 1?k? cos* O(rk cos ) — 1)? (3.102)

elde edilir. Boylece (3.100) denkleminin s ve 6’ya gore kismi tiirevleri alinirsa,

OR

— = —2rkK'sin?6, (3.103)
Os
a@—? = —9rk’sinfcosd (3.104)

elde edilir. Benzer sekilde (3.102) denkleminin s ve 6 ’ya gore kismi tiirevleri alinirsa,

—8(7“252@2) = (r*k*cos?0) (rkcos — 1)* + (r*k? cos 0)((rr cos @ — 1)?)’
s

= (2r*kk cos? 0)(rkcosf — 1) + (r?k* cos® 0) (2(rk cos 6 — 1)

(r&’ cos6))
= 4r'k3K cost 0 — 613 Kk%K cos® @ + 2r° kK’ cos® 6 (3.105)
(r*P*Q?) 2,2 2 2 2,2 .2 2

S 2 ; _ _
0 50 (r*r®cos”0)g(rrcos — 1)° 4+ (r°x* cos” 0)((rrcos @ — 1)%)y

= (—2r?k?sinf cos 0)(rr cos§ — 1)* + (r*x* cos? 0)(2(rk cos @ — 1)

(—rksind))
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= —4rtk*sin @ cos® 6 + 6r3k3 sin 6 cos® 0 — 2r?k% sin @ cos @ (3.106)

bulunur. (3.81) denkleminde (3.96), (3.102), (3.103) ve (3.105) denklemleri yerine yazilirsa,

(Kir)s =

k' cosd 1
2 20 20
2P? * 4drikt cos* O(rk cosf — 1)* {( i’ sin” 6)(r°#” cos
(rkcos @ — 1)%) + (rk?sin? 0) (4r* x>k’ cos® 6 — 61°k*K' cos®
+2r?kK’ cos? 6)} (3.107)
K' cos 0 1

= _2 /2 9
2p? * 4r?k2? cos? O(rk cos @ — 1)* {( ik sin”0)
(rkcos — 1)% 4 (2ruksin® 0)((re cos @ — 1)* + r’k* cos® §

—rk cosf) }

k'cos@ K sin®6
22 + 2 cos O P3
K'(rkcos® 0 — 2cos? 6 + 1)
2 cos O P3

elde edilir. (3.82) denkleminde (3.97), (3.102), (3.104) ve (3.106) denklemleri yerine yazilirsa,

(Krir)o =

—ksinf 1
2P? 4rikt cost O(rkcosf — 1

(rkcos@ — 1)?) + (rk?sin® 0) (—4r*k* cos® O sin 0 + 6r°k> cos® O sin 6

—2r%K?% cos 0sin 0) }

T {( 2r k% sin 0 cos 0) (r’x* cos®

—Ksind 1 9

5 P2 Tt cost O(rm cos — 1)4{( 2rk?sin 0 cos 0) (r’x? cos® 6
(rkcosf — 1)?) + (ru*sin? §) (2r*k? cos 0(—2r%k* sin 0 cos®  + 3rk sin @ cos 0
sin 9))} (3.108)
—Ksin 6 N (—sinf cos® 0)(rk cos @ — 1) + (—2rk sin® 6 cos  + sin® 0)

2p? 2r cos® 0 P3
—sin 0(r?k? cos® 0 — 2rk cos® O + 2rk cos — 1)

2r cos® . P3
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bulunur. (3.96), (3.97), (3.107) ve (3.108) denklemleri (3.98) denkleminde yerine yazilirsa,

K'(ricos®d —2cos?0 +1) [ ksind
2cosOP3 2p?

[ —sinf(r*s? cos § — 2rk cos® 0 + 2rrcos@ — 1)\ [ K cos O
B 2r cos3 0 P3 2pP?

(3.109)
kK (ricos® @ —2cos® 0+ 1) K/ (r?k?cos  — 2rk cos® § + 2rkcosf — 1)
cos 6 B rcos? 6

bulunur. (3.109) denkleminden

kK'rcosh — Kk =0

elde edilir. x ve r sifirdan farkli oldugundan yukaridaki esitlikten ' = 0 elde edilir. Bu
durumda x = sabit olur. Boylece M kanal yiizeyi merkez egrisi sabit egrilikli olan bir tiip ylizeyi
olur. Simdi x = 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda M bir donel yiizeyin agik bir parcasi
olur. Fakat ikinci Gauss egriliginin varligim garantilemek amaciyla yaricap fonksiyonunun
sabit olmayacagina dikkat edilmelidir.

Tersine M yiizeyi bir donel ylizey veya merkez egrisi sifirdan farkli sabit egrilikli bir donel

yiizey oldugu kabul edilsin. Eger M donel yiizey ise £ = 0 dir. Bu durumda

R — 74/(1 - 7’/2)[(7”7”” -1 + TIQ)/(TT//) o (7”7“” -1 =+ 7“/2)(7”7"”)/]
T2P2Q2 — (7"7“”)2(7“’/’” — 14+ T’/2)2

r (1 1
Ky—=H+-(—-—— [
1 +4(7‘T” 7’7‘”—1+7”2><Og

elde edilir. (3.92) ve (3.110) denklemlerinden,

rr'

/
T B ) (3.110)

1
Ky = —— 1
(Kir) 272 {r(rr” — 1+ + )}
7”” 1 " /
+_ -
4 (rr” —1—1—r’2)( —1—1—7”2)
T/ 1 " /
+_ -
4(7‘7"” —1+7"2> ( —1+7"2)
7"/ 1 // "
_|__ -
4 <7‘r” 1+7"2> < 1+r’2 >
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elde edilir. Burada (3.93) ve (3.110) denklemleri kullanilirsa,

(Kr1)o = 0 (3.111)

olur. (3.92), (3.93), (3.111) ve (3.112) esitlikleri (3.98) denklemiyle verilen Jacobi denklemini
saglar. Boylece yiizey (H, K;)-Weingarten kanal yiizeyi olur. M yiizeyi merkez egrisi sifirdan
farkli sabit egrilikli bir tiip yilizey olmasi durumunda da Jacobi esitligini sagladigir kolayca

goriiliir. Bu da ispati tamamlar.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, 3-boyutlu 6klid uzayinda kanal yiizeyleri ¢aligildi. Ilk olarak [5] nolu
calismada yer alan kanal yiizeyleriyle ilgili baz1 temel hesaplamalar detayl olarak ele alindi.
Bu anlamda kanal yiizeylerinin 1. temel formunun katsayilari, 2. temel formunun katsayilari, 3.
temel formunun katsayilari, ylizeyin ortalama egriligi, Gauss egriligi, ikinci Gauss egriligi ve
asli egrilik fonksiyonlar1 gibi yiizeye ait bazi temel hesaplamalar yapildi. Daha sonra yiizeyin
ortalama egriligi, Gauss egriligi ve ikinci Gauss egriligi arasindaki bagintilar elde edildi ve flat
kanal yiizeyleri, minimal kanal yiizeyleri ve ikinci Gauss egriligi sifir olan kanal ylizeyleri i¢in
baz1 karakterizasyonlar verildi.

Son olarak yine [5] nolu ¢alismada yer alan (K, H), (K, K;7) and (H, K ;) Weingarten kanal
yiizeyleri icin bazi sonuglar detayli olarak ele alindi.

Bu tezde yer alan kanal yiizeyleri merkez egrisinin Frenet ¢atisina gore parametrelendirilmisgtir.
Kanal yiizeyleri merkez egrisinin Bishop ¢atisi, Darboux ¢atist veya { N, C, W} catis1 gibi farkli
catilarina gore tekrar parametrelendirilebilir ve [S] nolu ¢alismada yer alan ¢esitli karakterizasyonlar
bu yeniden parametrelendirilen kanal yiizeyleri i¢in tekrar ele alinarak yeni calismalar yapilabilir.

Bu anlamda bu tez litaratiire 6nemli bir katki sunacaktir.
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