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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

Kompleks Al-Tememe integral Doniisiimiiniin Genellestirilmesi
ve Uygulamalanr

Mustafa Jameel HUSSEIN

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Yilmaz ALTUN

Bu c¢alismada, yeni bir integral doniisiimii olarak bilinen “ Genel Kompleks Al-Tememe
Integral Déniisiimii” hakkinda bilgi verilecektir.

Bagslangig verilerine (kosullara) tabitutulan veya verilmeyen degisken katsayili lineer adi diferansiyel
denklemler ¢oziilecektir. ilaveten, genel kompleks Al-Tememe integral déniisiimiiniin tiirev formulii

k=1,2,3,... ,x>0,i=V— olmak iizere

dk
QG b Ul = CDF TLAnCay* fGol

yukaridaki gibi ifade edilir.

Yeni fonksiyonlarin integral doniisiimiinii bulmak ve degisken katsayilara sahip lineer
tipteki adi diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimiinii hesaplamak icin genel kompleks Al-

Teme integral dontistimii kullanilmastir.

Genel kompleks Al-Tememe integral doniistimiiniin integrasyonunu elde etmek i¢in bu

integral doniisiimii uygululanarak q(p) bir fonksiyon, p parametre olmak iizere

Vil



—1 —1 — 1 ( )
T T W) = fadu= g
elde edilmistir.

Mart 2022, 43 sayfa.

Anahtar Kelimeler: Kompleks Al-Tememe integral Déniisiimii, Genellesitrilmis Kompleks
Al Tememe, Genelellestirilmis Kompleks Al-Tememe Uygulamalari.
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ABSTRACT

MSc THESIS

Generalization of Complex Al-Tememe Integral Transform and
its Applications

Mustafa Jameel HUSSEIN

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Prof. Yilmaz ALTUN

In this work, we use a new integral transformation which is said to be “A general Complex
Al-Tememe Integral Transformation .

Solve linear ordinary differential equations with variable coefficients that are either
submitted or not subjected to starting data (conditions).Also, we find the derivation formula
of a general complex Al-Tememe integral transformation:

dk

TGy 001 = (D TELanGe)* £,

where k=1,2,3,... , x>0, i=v—1.

A general complex Al-Tememe integral transformation is applied to find the integral
transform of new functions and to make apply of it to calculate the exact solution of ordinary
differential equations of linear type that have variable coefficients.

We applied this integral transformation to derive the integration of a general complex Al-
Tememe integral transformation:

1 —1—iq(p)

5 1t q0) Tf [xf (]| = f(wdu = g(x)

Where q(p) is a function of a parameter p.
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1. GIRIS

Iki yiizylldan fazla bir siiredir, integral déniisiimii uygulamalarindaki calismalar
matematik, fizik ve benzeri bilim alanlarina genisletilmistir. Integral déniisiimiiniin dogusu,
Fourier ve Laplace doniisiimlerinin yan1 sira P.S.Laplace'in 1780'lerde uygulamali matematik

tizerine yaptig1 onemli ¢alismasina kadar uzanabilir [2] [3].

Aslinda Laplace veya Fourier doniisim yontemleri, giiclii bir matematiksel temele
dayandiklarindan, modern hesaplama islemleri ile hemen hemen aynidir. Hilbert, Stieltjes ve
Hankel dontistimleri gibi bazi integral doniisiimler matematik, bilim ve miihendislikte yaygin
olarak kullanilmaktadir. Bu doniisiimler, kismi ve adi diferansiyel denklemler dahil ancak
bunlarla sinirli olmamak iizere baglangic ve sinir deger problemlerinin ¢oziimiinde

kullanilabilir.

G.H. Hardy (1877-1947) ve E.C. Titchmarsh (1899-1963) adini, yirminci yiizyilin en iyi
matematikcilerinden biri olan David Hilbert'ten(1892-1943) alan Hilbert doniisiimiinii

kapsamli bir sekilde incelemislerdir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, integral doniisiim tanimi ve kompleks Al-Tememe doniisiimii tanimi dahil
olmak tizere birkag¢ temel terminoloji sunulacaktir [7]. Ayrica, ¢esitli kavram ve teoremlerle

birlikte genel kompleks Al-Tememe integral doniisiimii verilecektir.

Tamm 2.1. g(x), (a,b) periyodunda tanimli bir fonksiyon olsun. g(x) fonksiyonun integral

doniistimii (G(s) ile gosterilir) asagidaki gibi tanimlanabilir:

b
G(s) = {g(x)} = j k(s, 1) g(x)dx

Yakinsak integral i¢in, k(s,x) iki degiskenli bir fonksiyon olan doniisiimiin ¢ekirdegidir ve a,

b reel say1 olmak tizere doniisiim (a,b) aralig1 lizerinden alinmaktadir [4].

Tanmmm 2.2. g(x) fonksiyonu i¢in kompleks Al-Tememe integral donisiimi su sekilde

tanimlanir:

T¢{g(x)} = foo x~P g(x)dx = F(iP) ,x > 1

x=1

Dikkat edilmeli ki, yukaridaki integral [1,00 ) araliginda yakinsaktir. Burada P bir konum
sabiti ve xiP, i=v—1 doniisiimiiniin bir ¢ekirdegidir [7].



3. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Tamim 3.1. f(x), x>1 fonksiyonu i¢in genel kompleks Al-Teme integral doniistimii
TELf =] x 719 f(x)dx=F(i q(p))

olarak tanimlanir. Ayrica, Al-Teme integral doniisiimii [1,00) araliginda yakinsaktir. Burada

q(p), p parametresine bagl: bir fonksiyon ve x =19 j=y/—1 déniisiimiiniin bir ¢ekirdegidir.

Onerme 3.2. Genel kompleks Al-Tememe doniisiimii A, B keyfi sabitler i¢in f(x) ve g(x)

fonksiyonlar1 x>1 i¢in tanimli olmak iizere,
Ty (Af()2Bg(x)) = ATy (f(x))£B Ty (9(x))

esitligi ile lineer bir doniisiim olarak adlandirilir.
Ispat:
Ts (Af(x) £8 9(x)) = [, x 71 9®) (Af(x)£Bg(x))dx,

=[x @ Af(x)dx + [ x7H9®) Bg(x)dx

=A floox_i‘I(p) f(x)dx+p floox_i‘I(p) g(x)dx ,
=A Ty (f(x) 18Ty (9(x)) -

Tamm 3.3. T/ [f(x)] =F(i q(p)), f(x) fonksiyonun genel kompleks Al-Teme doniisiimiinii

temsil ediyorsa, o zaman f(x) fonksiyonu genel kompleks Al-Tememe doniigiimiiniin tersi
f(x)=T4~" [F(i q(p)]
olarak yazilir.

Onerme 3.4. onksiyonun tersi lineerdir. Yani diger bir ifadeyle, A ve P keyfi sabitler
o) 3.4. T¢ fonk tersi lineerdir. Yani diger bir ifadeyle, A ve P keyfi sabitl

olmak tlizere
Ty~ AF, (i q(p)) £BF, (i q(p)) = ATy~ H([F(iq(®)] £ B TE~H(F2(i q(p)]

esitligi saglaniyorsa T, ~* fonksiyonu lineerdir.



Ispat:

Tg [Afi ()EBf, ()]=ATy (fi ()£ BTy (f2 ()

=Af1 (i a(p) £ Bf; (i a(p) -

Afy LB fo )=T;" [Af; (la(P)EBSfz ((a(p)]

=ATy ™! [(fi(i a(p)] £ BTy~ [(f2 (F a(p))]

=Ty ' [Afi (i q(P)BSf2 (1q(p) 1.

Onerme 3.5. Ty [f(x)] =F(i q(p)) ve a herhangi bir sabit olmak iizere

Ty [x~* f(x)] = F(i q(p)+a)

esitligi saglanir.

Ispat:
TS(f(x) = fx‘i‘“”)f(x)dx = F(iq(p)
1
[x~f ()] = fw x @y f (x)d x
1
— jlmx—(iq(p)m) f(x)dx =F(iq(p) + a)
elde edilir.

Onerme 3.6.. ay,a, ,...a, keyfi sabitler ve f(x), x degiskenine bagl bir fonksiyon olmak

lUzere
apx™y(V +ayx™ly ™D L ta, i xy +a,y=f(x)
denklemine "Euler denklemi" denir [6].

Onerme 3.7. [a,b] aralif1 sonlu sayida nokta ile boliinebilir bir nokta ve f(x) fonkisyonu [a,b]

iizerinde pargali siirekli bir fonksiyon olmak tizere

1) f(x), i=0,1,2,...,n— 1igin (xq,x; + 1) araliginda siireklidir,



2) f(x), x;’de sigrama siireksizligine sahip olsun. Bu durumda i = 0,1,2,..,n igin
| limyy, + fO)] < 0.0 =0,1,2,..,n— 1; | limy,y,, — f(X)] < o0,

olur. Burada a=x,<x;<....<x, =b olarak alinmistir [5].

3.1. Baz1 Temel Fonksiyonlarin Genel Kompleks Al-Tememe integral
Doniisimii

1) i=+—1 and q(p) > 1i olmak iizere

TC 1 — -1 _ Q(p)
g () 1+(aP)”  1+(a®)’
elde edilir.
Ispat:
c— (P x-ia — [P mia® gy = P
Tg =J, x f)dx = [ x dx = Ermvesvel E¥
0 1 1 —1 —iq(p)
—iq(p)+1 —1+iq(p) —1-iq(p)’
_“l-a _ -1 __ p i
(@)’ 1+a@)’  1+Hae)?
olur.
(2 ne Rvei =+—1 olmak iizere
Clpny=__ —(n+1) _ a(p)
Ty = e @2
elde edilir.
ispat:
¢ (M= [© =Py gy = [Cygn—ia@ gy = X0 o1
Ty (x™)=], x xtdx =[x dx n_iq(p)+1| 2= 0 T
1 —ta)-(n+1) _ —iq@)-(n+1) _ —(n+1) q(p)
iqa(P)-(n+1) "—iqa(P)-(+1)  @@NZ+0+D?  (q() +m+D?2 () +(n+1)2
olur.

3) x> 0 and i = vV—1 olmak iizere



1-(¢(»)° 2q(p)
((@@)H?+1)?2 ~ ((q(P)?+1)?

Ty (Inx)=

elde edilir.
Ispat:
T¢ (In X):flwx_iq(p) Inx dx

x_iq(p)+1 0 oox_iq(p)+1 1 d
'—iq(p)+1 o fl —iq(p)+1 x x
=0-0-——m8M8M8 -iq(p)

0-0- _lq(p)ﬂ [J]x dx|

=Inx

_ 1 x~ta@+] T 7 T 7 _
_iq(m—v[—iq(p)w] 1 _iq(p)—7[ +iq(p)—7]_iq(p)—7[iq(p)—7]_
7 (—iqp)-D% __ 1-(q(®))? 2q(p)

(iq)-D2 (=ig®)-1N2  ((@®)2+1D2  ((a@®)?+7)2

olur.

4) lg(p) —1| > a, x > 0ve i =+—1 sabit olmak ilizere

Z
T¢ (sinh (alnx)) e[a@) ~ 1)+
sinh (alnx)) =
g (@(p))? + 1)? + 2a%(q(p))? + a*
2a q(p)
(CI(P))2 + 1%+ 2a%(q(p))*— 1) + a4
olur.
Ispat:
Ty (sinh(alnx))= TC(—)- Ty (x* —x79)
=2 [T5 () T5 ()]
:1[ 1 _ 1 ] _ 1[ iq(p)+a-1-iq(p)+a+1
2liqw)-(a+1)  iqw)-(-a+D] 2l q@)-a-DG q)+a-1)]
2a _ a (-iq(p)-1)2*-(a)* _

2(iq)-D-a)(G q)-D+a) ~ (q@)-1D%-a? (-iq(p)-1)2-(a)2

a[(-iq(p)-1)?-a?] _ a((—(q(p))2+1—a2)+2iq(p)) _
(@a@)N2+1)2+2a2((q@)2-D+a*  (@(P)2+1)2+ 2a2(q (p))2-D+a*

a-(a(q@)*+a3) + 2ap i
(@@)?+1?+2a2 (@@ =DFa" (o)1) +202 () -1 +at

a-[((q(p))*-1)+a?] " 2ap i
((q(p))2+1)2+2az((q(zo))2 D+a* ((q()?+1)%+2a%((q())?—1)+a*

olur.
®)

2 1 14a2 ®((a@))*+1)+a?
T (cosh(alnx))= (a®) +1+a ___1@(a®) +1)red

((@@)?+1D?+2a%((q(P))*-1)+a*  ((a(p)?+1)2+2a2((q(p))?—1)+a*

olur, burada i=v—1 sabitve |q(p) —1| > a, x > 0 dur.



Ispat:

e alnx+e —alnx

TE (cosh (aln X) )= T¢ ( ) = ST(x% + x7%)

2
1 _
=2 1§ (x)+T¢ (x™%)]
:l[ 1 1 ]= l[ iq(p)+a—1+ig(p)—a-1 :l[ 2iq(p)-2 ]=
2liqgp)-(a+1) " iq(@)—(-a+1) 2 L q(p)-1-a)(iq(p)—1+a) 2 L(iq(p)-1)2-a?
iq(p)-1 (—igqp)-1D?*-a? _  (iq®)-1)((=iqp)-1)*-a?)

(iq)-12-a?" (-iq()-1D2-a2  (q(P)2+1)2+2a2((q(P)?-1)+a*
(-(@@)*+1-a+2iq(@)Ea@)-1) _ —i(q(®))*+i q()=i q®)a?—2(a(P))’ +(a(p))?—1+a*-2i q(p) _
((@@)?+1)2+2a2((q(p))?-1)+a* ((@@))?+1)2+2a2((q(p))?-1D+a*
—(q@))?+a>-1 _ [(aw)’+a? aw)+a@)]
((a))2+1)2+2a2((q(p))?-1)+a* ((q(p))z+1)2+2a2((q(p))2—1)+a4

—((q(p)?+1)+a? q()((q(p)?*+1)+a?)
((a))?+1)2+2a2((q(p))?-1)+a* ((q(p))2+1)2+2a2 ((q(p))2-1)+a*

[

elde edilir.

C o __ —a(a®)’-n-a? 20 9(p) :
) Te (sin@lnx)) = @i ve—sattaeni-vrat T ozt GER-Drar

olur, burada i=v—1 sabit ve x>1 ve q(p)>1 dir.

Ispat:
TC . l _ TC eialnx_e—ialnx 1 TC il _ia
i (sin(aln) = T§(————)=3 Ty (' — x71%)
:l[ 1 _ 1 ] _ i[ iq(p)+ia-1-iq(p)+ia+1 | _
2iliqp)-(ia+1)  iq)—(-ia+1)  2ilGq(p)-ia-1( q(p)+ia-1)]
2ia a (-ig@)-D*+a* _

2i(( ap)-D—ia)(( a()-D+ia) _ Ga@)-1D2-a? (=i qp)-12+a2
a[(-iq(p)-1)%+a?]
((a(@))2+1)2- 2a2((q(p))2-1)+a*

a((-(a@))?+1+a?)+2ip)

((q(p))2+1)2— 2a2((q()> -1+

a+a’-a(q)’ 2aq(p) i
2 2
((a@)*+1) ~2a2(@@n?-n+¢*  ((a@)"+1) - 2a2(@@)?-1)+*
_ —a[((a()*-1)-a?] " 2a q(p) i

((q(p))2+1)2— 2a2((q(p)2-1)+* ((q(p))2+1)2- 2a2((q(p)> -1+
elde edilir.

-a[(a@)’[+D+a?] _ a®)((@®)*+1)-a?)
((@)?+1)2-2a2(q(N?-1)+a*  ((q(p))2+1)?-2a%(q(p))?-1)+a*

(7) T4 (cosh(alnx))=

olur, burada i=v—1 sabit ve x>1 ve q(p)>1 dir.

7



Ispat:

e ialnx+e —ialnx)

Ty (cos(aln x)) = Ty ( >

1 c.ia —ia 1 1 1

(" +x )zi[iq(p)—(ia+1)+ iq(p)—(—ia+1)]
_1liglp)+ia—1+iq(p) —ia—1] 1 2iq(p) — 2
_E[(iq(p)—l—ia)(ip—1+ia)l l

" 2|Gg(p) - D?* +a?
_iq(p) -1 (—ig(p) — 1> +a®

~ (iq(p) — D2+ a? (=ig(p) — D? + a?

_ (iq(p) = D((~ig(p) — 1)* +a?)

~ ((@)? + D2 - 2a%((q(p))? — 1) + a*

_ (—@®@)?+1+a*+2iq(p)(iq(p) — 1)

((@(@)?+1? - 2a* ((q(@))" ~ 1) +a*
_ —i(q()’ +ia®) + ig(P)a® = 2(@@))> + @P))> — 1 — a® — 2iq(p)
(@(@)?+1)? - 2 ((q(@)" ~ 1) +a*
3 —((q(P))* +a*+1)
(a@)? + % — 222 ((¢(@)" — 1) +a*
(=@®)’ +a*q®) — a(P)) i
(a@)? + D? - 222 ((¢(@)" — 1) + a*

+

~[(a@)" + 1) +a?] B 4@ (@) +1) - a®) l.
((q@)*+1)? —2a*(q(P))* — 1 +a* ((q(p))*>+ 1?—2a%(q(p))>*—1) +a*

elde edilir.

(8) Ty (x™ f(x)); f(x) =sin (alnx) ya da f(x) =cos (alnx),me R,
x > 0 ve a sabit olmak iizere

Crom fa— ~a[(q®))’ ~(m+1)?-a?]
Ty (x f(x))_((q(p))2+(m+1)2)2—2a2(q(p))2—(m+1)2)+a4

2a(m + Dq(p) ;
((@@))?* + (m+1)?)2 = 2a2(q(p))* — (m + 1)?) + a*

elde edilir.

Ispat:

xMe ialnx —xMe —lalnx)

Ty ( x™sin(alnx)) = Ty (

2i

ZTgc(xia+m _ x—ia+m) —

Zli [Tgc (xia+m) _ Tgc (x—ia+m)]



i 1 _ 1 ]
2i Li q(p)-(ia+m+1) ig(p)-(-ia+m+1)]’

_1 iglp)+ia—1-m—iq(p)+ia+1+m ]
2i L(i q(p)—ia—(m+1)(ig(@)+ia)—-(m+1)]’

_ a (—i q(p)—(m+1))*+a?
T (iq()-(m+1))2+a? " (-iq(p)—-(m+1))2+a?’

_ a[-iq(p)— (m+1)? +a?]
(@) +m+1)2* ~2a2((q())?—(m+1)?)+a*

a((=q()*+ (m+1)+a*)+2(m+ 1iq(p)
(@(@))? + (m+ 1)?)?2 —2a*((q(p))* — (m + 1)) + a*

a(m + 1)* + a® — a(q(p))*
(@(@)? + (m+ 1)2)2 = 2a2((q())? — (m + 1)?) + a*
2(m+1) aq(p) ;
@Y T m+ DD — 202 (@) — (m+ DP) + @
_ —a[(q®)’ - (m + 1)?) — a?]
@) + (m+ 1?2 - 2a2((q(p))?> — (m + 1)?) + a*

2a(m+1) q(p) ;
@@ T mt D2 - 22(@()) — (m+ DD +

elde edilir.

Ayni iglemler tekrarlanarak T'g (x™ cos(alnx)) fonksiyonu

e m _ M+ D[(@@)? +(m+ 1)) +a?]
Tg (x™ cos(alnx)) = 22202 (a2t DD+

a@)((q(P)?* + (m+ 1?) — a*) l
(@) + (m+ 1P’ —2a2((q()? — (m + 1)) + a?

olarak bulunur.

Ornek 3.8. Asagida verilen esitlikler agiktir.

— 10i q(p)
1 TC 1 )
(1) 75 (-10)= 1+(q(p))2-|_1+(q(p))2

Cl~r3)\— q(p)
(2) Tg (x°)= (q(p))2+16 (q(@’?+16

2
TC(-Alny)==22@®)” _ _ 8a® .
(3) Ty ( ) (1+(q(»))?)? (1+(q(p))2)zl

2
4 inh In — _(120+5(Q(P)) ) 10q(p) i
(4) (sinh (SInx)) (a@))2+1)2+50((q(p))2-1)+625 + ((q(p))2+1)2+50((q(p))2—1)+625l

c - —(a(P))*+8 _ ((a@))3+10q(p))
(5) T (cosh (3Inx)) (@@)?+1)2+18((q(P)2-1+81  ((a(p))>+1)2+18((q(p))>~1)+81 "

Clcin (- - 4(q(p))*-68 _ 8q(p)i
) Ty S ) = o —s2aP D256 @GP +DP—s2(a@P—D 7256
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((a@)*+5) _ (a®)’-34®)
(a@N?+1)2-8((a()?-1)+16  ((q(P))?+1)?2-8((q(p))>-1)+16

(7) T4 (cos (2Inx))=
(8) Tgc(x‘3 sin(2Inx))

/o _ 2 U
( Ty (sin(2Inx))= GOy oldugu igin

2

Cf~r—3 ci —
Ty (x~* sin(2Inx)) OO

_ -2(q(p)*+16 n
((a@))*+4) -8((a@)?*-»)+16

—8iq(p)
((q(p)2+4)2—8((q(p))2 —4) + 16

elde edilir.

(9) T¢ (x2c0s(3Inx))

Ty (cos(3Inx))= 1 oldugu i¢in

iq(p)—g r
(iq(p—2)2+9

—2(@P)?+=

((@@)? +2) - 18((q(p))* - 2) + 81

3
Ty (xzcos(3Inx)) =

aP)((@P)? + =i
(G + )" - 18((q (p))* - 2) + 81

olur.

3.2. Temel Terimlerin Genel Kompleks Al-Tememe Integral Déniisiimiiniin
Tersi

Asagida bazi sonuglar elde edilmistir:

c—1 -1 _ qa(p) .\
O (1+(q(p>>2 1+@))? l) =1 olur.

(2) n € R, i= v —1 olmak tlizere

et ( ~(n+1) ) q(p) l.) _
7 (@@)?+ (n+1)2 (q(P)*+ (n+1)2

10



olur.

S1 i=~—1 . c-1 (_1=@®)? 29\ _
(3)x>1,i 1 olmak tizere Ty (((q(p))2+1)2 t o’ L) Inx

olur.

—a[(q(p))2—1)+a2] 2a q(p)
(@()?+1)?+2a%2(q(p))?-D+a*  (q(p))?+1)?+2a?(q(p))?-1)+a*

(4) Ty~1 < i> = sinh(alnx)

olur, burada a sabit i = v—1ve x > 1 dir.

- 2 2
BTyt < (a) +1)rc - @) (@) +1)a” i> = cosh(alnx)

(@)?+1)?+2a%2(q(p))?-D+a*  (q(p))?+1)?+2a?(q(p))?-1)+a*

olur, burada a sabit i = Vv—1 ve x > 1 dir.

~af(q)*-1)+a?] 2aq()
(a(p)?+1)2-2a%(q(p))?—-D+a*  (q(p))?+1)?-2a?(q(p))?-1)+a*

6) 1,71 < i> = sin(alnx)

elde edilir. Burada a sabit ,i = v—1 ve x > 1 dir.

(7) TE ( “1((a(@)?*+1)+a?] (@@ ((a@)?+1)+a?

@)+ —2a2(q@)2-Dta*  (q@)2+1)2—2a2(@(@)2-D+at L) = cos(alnx)

olur, burada a sabit ve x > 1 ,i =+—1dir.

Ornek 3.9.

c=1( Wq®-4 \ _ me-1 —4 q(p) N\ _ 3= o
(1) T (—(q (Wm) =T (—(q (p))2+16) + (—(q (p))zﬂsl) = x3=f(x) elde edilir.
2) T (—Z(q(p))2+((2q(p)—(q(p))3)i> _ o1 ~2(q(p))-2 _

7 (a@))*+4 T N (@@)’+1) —2(@@n2-n+

3
: (zq(p)) i)+

((a@)*+1) —2@@)?-D+1
c-1 2-(qa(p)* 2q(p) .
g = l

2 2 2 2
((@@)*+1) -2(@@)?-D+1  ((a@)*+1) -2((@@)2-D+1
= cos(In x)+sin(In x) =f(x)

elde edilir.

_ 2iq(p)—1 rCe— 2ig(p)—-1
@) Tf [ ——L2 =T ——2F ]

-(@@)?-2iqp)-81 "9 L (iq(p)+2)(ia(p)-4)

c—-1 [ 2iq(p)—1 ]_ c—1 2iq(p)-1

=T, lur.
g —-(q(p)?2-2iq(p)-8)] "9 (iq(p)+2)(iq(p)—4)] olu

2iq(p)-1 _ A

= | ilir.
(ig()+2)(iq(p)-4) (iqp)+2)  (iq(p)-4) elde ed

Boylece

. 5 7 .
Basit hesaplamalardan sonra A:g B = olmak iizere
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) 5 7
c—l[ 2iq(p)—1 ] — 6 " 6

9 L _(q)?-2iq)-8' ~ (iqp)+2) (iq(p)-4)

_Za+:  Fiap) -
(@(P)2+4)  (q(P))2+16)

=5,-3,7,3_1(5 31=
XX —6[x3+7x]f(x)

elde edilir.

3.3 Tiirev Teoreminin Genel Kompleks AL-Tememe Integral Déniisiimii

Teorem 3.10. y(x), x>1 i¢in bir fonksiyon olsun ve tiirevleri y'(x),y " (x), ..., y™(x) olsun.
Bu durumda n pozitif tam say1 ve (iq(p) - (n-1)) ...(iq(p)-2)y(1)+(iq(p)-n) (ig(p)- (n-1))
(ig(p)-1)F(iq(p)) olmak tizere

Ty [x"y™ (01=-y ("~ (1)- (ig(p)-n) ¥~ (1)-...-(ia(p)-n)
olur.
Ispat:
n=1 ise agsagidaki durum goz Oniine alinarak
Ty (xy =-y(D)+(ia(p)-1)T5 (y)
TS (xy)=f, x79@xy'dx =[x~ 4@+ y'd x,
kismi integral yardimiyla
Ty (xy)=y()+(ia(p)-1)T5 (y(x))
elde edilir.
Simdi n=2 ise,
Ty (x*y )= -y ()-(ia(p)-2)y(1)+ (ia(p)-2)(ia(p)-1)T5 (y(x))
T(x2y") =[] x79® x2y"d x =[x 1a®)*2 y"q x
tekrar kismi integral yardimuyla
=x P2y |9 [*(~iq(p) + 2)x~ 4P+ y'dx
elde edilir.
Simdi de n=3 ise,
Ty (*y )=y " (1)-(a(p)-3)y’ (1)- (ia(p)-3)(ia(p) y(1) + (ig(p) — 3)(iq(») 2)(iqg(p) — 1)
Ty (v(x) .

TE(x3y") =[x 714® x3y dx=[" x~1a®)*3 y "dx

12



=x~la@*3y 12— [*(~igq(p) + 3)x~P*2 y dx

=-y" (D+(ia(p)-3)(-y’ (1)-(ia(p)-2)y(1)*(ia(p)-2)(iq(p)-1)

Tg(y)) =-y”(1)- (ia(p)-3)y’ (1)- (ya(p)-3)(ia(p)-2)y(1)+(ia(p)-3)
(ia(p)-2)(ia(p)-1)Ty (¥))

elde edilir. Boylece,

Ty (x"y™) =y" 1 (D)-(ig(p)-n)y"2(1)-(ia(e)-n)Giam)-  (n-1)y"™~*(1)-(a(p)-n) (ia(p)-(n-
1)...(iq(p)-2)y(1)+(iq(p)-n) (ia(p)-(n-1))...(Giq(p)-2)(ia(p)-1)Tg (¥)

elde edilir, burada n pozitif tam sayidir.
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4. TUREV VE INTEGRAL VE UYGULAMALARI

Bu boliimde, (T ((Inx)™)) and (T4 (x™(Inx)™)) fonksiyonlar1 bulunarak tiirevlerin genel
kompleks Al-Teme integral doniisiimiinii elde edebilmek i¢in kullanilabilecek teknikler
arastirilacaktir.

Ayrica, genel kompleks Al-Teme integral doniistimiiniin integralini bulmak i¢in [7]'de var
olan teknikler genisletilip genellestirilmistir.

(Tg4) genel kompleks Al-Teme integral doniisiimii degisken katsayili lineer adi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilmistir.Bu teknik kisaca 6zetlenecek olursa; Adi
diferansiyel denklemin her iki tarafinin genel kompleks Al-Tememe integral doniisiimi alinip
ve genel kompleks Al-Tememe integral doniistimiinde genel ¢6ziimde yazilir. Bu ¢6ziimdeki
kesrin pay ve paydas1 iq(p)’nin polinomu oldugu géz éniinde bulundurulmahidir. (Tg™!) ters

genel kompleks Al-Tememe integral donitisiimii ahindiktan sonra diferansiyel denkleminin adi
tipinin tam ¢6ziimii bulunmus olur.

4.1 Bazi Temel Fonksiyonlar icin Genel Kompleks Al-Tememe
integral Doniisiimii

Teorem 4.1. Teorem 3.10. yardimiyla
n tek say1 ise

n _nl(ig(p)+1)"*?

4 et e S e S
Ty (M) = ayze

n ¢ift say1 ise

c n :—(n!)(iq(p)+1)n+1
Tg (Inx) (@@)2+1)n+1

esitliklerinin dogrulugu gosterilir.

Ispat:
n=1 icin
c 1 _ (la@)+1)?
Tg (Inx) T (@(P))2+1)2 (2.1)
elde edilir.

n=2 i¢in, y=(Inx)? olsun. y(1) =0 kosuluile y'= 2Inx.§ ve Xy'=2Inx olmak iizere

2

Ty (xy)=2T4 (Inx)that is-y(1)+(iq(p)-1)T4 (y)=m

elde edilir. Bu durumda
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c(y)= ——(a@+1)°
19 0= =Gorr (22)

olur.

n=3icin, y=(Inx)3olsun. y(1)=0 kosulu gz éniine alinarak y'=3(Inx)? % yani xy' =3(Inx)?

olmak iizere Tf (xy)=3T¢ (Inx)? ve -y(1)+(iq(p)-1) TE(y) =—nm

(iq(p)-1)3 lle

(e 2@
Ts 0= =Ganern 23)

elde edilir.

Ayrica, y =(Inx)"ve y(1)=0 kosuluyla y'= n(InX)n_l.i yani xy’ =n(Inx)™"1 olmak iizere

n.(n-1)! .

Ty (xy)=nTy (Inx)"~* ve -y(1)+(iq(p)-1) 5 (y) = a1
n tek ise
cp= M ia@)-nn
T W)= = opreaym 2n)
_ nl(ig(p)-1)"**
(@@)?+1)ntt
olur.
n ¢ift ise
¢y =g+t
19 ) = Gayrenym
olur.

Ayrica, teorem Teorem 3.10 yardimiyla T4 (x™(Inx)") elde edilir. Burada, m pozitif tam
sayidir.

Birinci durum: Egern=1isem€ N ,x > 0i¢in

1 (—ig@)-m+1))> _ _(1g®@)+(m+1))?
(ig(P)-(m+1))? " (=ig(p)-(m+1)2  (iq(p))2+(m+1)2)2

Ty (x™(Inx))=

elde edilir.

Ikinci durum: n = 2 i¢in T (x™(Inx)?) olur. m=L1ise, T (x* (Inx)?) olur. y =x*(Inx)* ve
y(1)=0 kosuluyla

y’=x.2|nx.§ + (Inx)? ,
xy'=2xInx + x(Inx)? ,

TS (xy)=2T¢ (xInx)+TE(Y) |

2

YR TE) =gy

+Tg(y) ,
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(ig(p)-1) Tg(y) Tc(y)-m ile

Cv)= 2 (-iq(p)-2)3 :—Z(iq(p)+2)3
) (q(p)-2)% " (-ig(P)-2)3  ((q(p))?+4)3 (2.4)

elde edilir.

m =2 ise, TS (x*( (Inx)?) olur. y=x*(Inx)? ve y(1)=0 kosuluyla
y'=x2.2In xi +2x (Inx)?

x y'=2x% Inx +2x? (Inx)? ,

Tg(x y) = 215 (e2(Ix)?) 275 ()

vaMWDQWFUj4Fﬂwm,
c c — .
(i9(p)-1) Ty () -2T5 () = sy e
T5 )= Clapy, 2p 25)

(lq(p) 3)3 " (-iq(®)-3)®  (ia(®))2)+9)?
elde edilir.
m=3 ise, TS (x>(Inx)?) olur. y=(x*(Inx)*) ve y(1)=0 kosuluyla
y'=x3.2In x% +3x2 (Inx)? ,
xy' =2x3Inx +3x3 (Inx)? ,
TE(x y') = 2TE(x3INx)?)+3TE(Y) |

-y(1)+(ia(p)-1) Ty (y) = +3T5 (y) ile

(()4)2

c c — _ —2(iq@)+4)°

m € N, x>0 olmak iizere T (x™(Inx)?), y=x™(Inx)? ve y(1)=0 kosuluyla ,
y'=x™.2In x.i +mx™~1 (Inx)? ,

x y'=2x™ In x +mx™ (Inx)?

Ty (xy) = 2Tgc(xm(lnx)2)+ngC(y) ,

-y(1)+(iq(p)-1) T5 (y) = +mTg(y) ,

2
(iq(p)—(m+1))2
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2

(ig(p)—(m+1))? lle

(iq(p)-1) Tg (y) -mTg(y) =

(= 2 (cig(p)-(m+1)° _ —2(iq(@)+(m+1))° T
) G-y Clam) -y @eyzemenyy: M EN 1EV-L

elde edilir.

Uciincii durum: T£(x™(Inx)?) fonksiyonu igin;

m=1 ise, T (x*(Inx)?) bulmak igin y =x*(Inx)3olsun ve y(1)=0 kosuluyla
x y'=3 x (Inx)?+ x (Inx)3

TS x (Y)=3TL(INx)D+TE(Y) |

-y(1)+(iq(p)-1) T4 (y) =3. +T7(y) ,

(iq (p) 2)3
31

(iq(p)—-2)3 lle

(ia(p)-1) T4 (y) -T5 () =

= 3 (cig®@)-2)*_ 31(ig(p)+2)*
) (ig(P)-2)*" (~ig(p)-2)* ((a(P)?)+4)* (2.7)

olur.
m= 2 ise TS (x*(Inx)?) bulmak i¢in y =(x*(Inx)*) olsun ve y(1)=0 degeri ile
xy'=3x? (Inx)2+ 2x2(Inx)3 ,

Ty (xy")=3T (x* (Inx)*)+2 Tsf v)

(ia(p)-1) T4 (y) -2T4 (y) =

(lq(p) 3)3 '

TC 3! (~iq(p)-3)* _ 31(iq(p)+3)*
T: )= (ia(P)-3)* " (-ia(®)-3)*  (ia())»)+9)* (2.8)

elde edilir.
m= 2 ise T (x>(Inx)?) bulmak i¢in y =(x*(Inx)*) olsun ve y(1)=0 degeri ile ,
y'=x3. 3(Inx)2 = +2x (Inx)*
x y'=3x2 (In x)2+ 3x2(Inx)3 ,
T4 (xy)=3T4 (x*(Inx)*)+3 TS (y) |

31
(ig(p)-4)3 '

(iq(p)-1) T4 (y) -3T5 (y) =

TE(v)= (—ig(p)-0)* _3!(-igp)+4)*
Tg )= (W(P) 2t (-ig@)-H* " (1a@)D)+16)* (2.9)

elde edilir.

17



m € N ve x>0 i¢in T (x™(Inx)?) bulmak i¢in y =x™(Inx)>olsun ve y(1)=0 kosuluyla
y'=x™, 3(Inx)2.% +mx™~1 (Inx)3 ,
xy '=3x™ (Inx)?+ mx™(Inx)3 ,

Ty (xy)=3T5 (x™ (Inx)?)+m T£(y)

3!

(iA(P)-1) T () MTE) = s

(= 3! (-ig(p)—(m+1)* _3!(-iq(p)+(m+1))*
Tg ) (ig(@)-(m+1)* " (—ig(p)-(m+1)*  (q(p))2+(m+1)2)* (2.h)

Simdi de Ty (x™(Inx)™) bulmak i¢gin m € R ,n € N, x>0 olmak iizere y =x™(Inx)" ve
y(1)=0 olsun. Bu durumda

y'=x™, n(Inx)”‘l.i +mx™1 (In)x™
xy'=nx™ (Inx)" 1+ mx™(Inx)" ,

T;(xy'):nT;(xm(lnx)"_l)+m T5(y)

YDHiGP)-D) T () =n. o T 4TS (Y) |

(ia(p)-1) T (y) -mTg(Y) = oo e

TE(y)=——— Cl@-ma))™ _migp)- ()™
(ig(p)-(m+1)"*1 " (=ig(p)-(m+1)"*1  (iq(p))?)+(m+1)%)"*1

elde edilir.

Ornek 4.2.

7 i 5 ; 5
Cly3TC (=5 4y A (i) - (=5+1))°_ 4!(-iq(p)+4)
W TGty G )= e ornne (@i

7U(-iq(p)-G+1))®_ 7'(~iq(p)—3)®
@@)?+CG+DHE  (a@)?+5)8

3) T§ (x°Inx)

@  (nx)"))=

1
¢ =—
Ty (Inx) (ig(p)-1)?

C(rSlna)= L — (@®)?+36 12q(p)i
Ty o InX )= o e () Ze307 T (@) +30)
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4.2 Genel Kompleks Al-Tememe Integral Déniisiimiiniin Tiirevi

Teorem 4.3. [1,0) periyodunda f(x) pargali siirekli fonksiyonu ve Tg (f(x))= F(i q(p)) i¢in

k=1,2,... olmak iizere

dq(p)k

elde edilir.
Ispat:

Ts(f(x)) = [, x~9®f(x)dx integrali iin

k=1ise
£ _Tc = e —iq(p)
iy T () = s [, %719 f(x)d,
= [ ——x~ial
= [ o (p)x f(x)dx
x~la) = e—lq(p)ln(x)and (x—lQ(P))_ -ix~1a®)In(x)

oldugu i¢in

MTC (f(x) =" —i x~19® In(x))f(x)dx,

= (=)' [, In(x) x~“®f(x)dx

olur. Boylece,

—TE (f(x)) =(-)'T [In(x) ()]

dq(p)

elde edilir.

k=2ise

— S TE((x) = — = T£(f(x)) 1,

d(q(p))2 dq(p) dq(p)

[ (D'Tg [In(x) f(x)] 1.

dq(p)

= (=i )1d—()f In(x)x 4@ f(x) d x,

= (=)' [} — dq( % x~1®) In(x) f(x) dx ,
=(-i)? f1 (—i x~4®) Inx) Inx f(x) dx ,
= (—)? [, x74® (Inx)? f(x) dx

olur. Boylece,

19
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7 (f(x) =(-D*Tg [(Inx)? f(x)] (2.11)

d(q(p))2 Tg

olur. Genel olarak

S TE(FG0) = (=) [] = a9 (1)1 f(x) dx

dq(p)k 1d q(p)

= (—i)k1 f1 (=i x719® Inx) (Inx)¥~* f(x) dx
= (—i)k flwx_iq(p) (Inx)X f(x) dx

olur. Boylece,

dk
dq(p)k Ts [ (f(x))] = (- 1)kTC[(lnx)kfx] ile
k
(2. K TS [(nx)*f(x)] = (D)X i (p)kT; [f(x)

elde edilir.
Ornek 4.4.
(1) x > 0 icin T{(Inx cos(Inx)) = (i) d—()TC(cos Inx) fonksiyonunu hesaplayiniz.
Coziim:
Ty (Inx cos(Inx))

- M d —q(p))* — 2

dq(p) [(q(p))? + 1)* —2(q(p))* -1 +1
(q(p))*

@)+ D2-2(qe)*-1+ 1!
o 2q(p)° + 8pq(p)® — 8q(p)
= @[

(a(P)?+ 1D? - 2((q(p))* =1 + 1)?
_ —q(p)°® + 12(q(p))*
((@@E)*+ 12 -2(qP)*—- D+ 1)°

_ —q(p)® + 12(q(p))? 2q(p)° + 8q(p))* — 8q(p) 1
@@P)N?*+1D?-2((qEN*-D+ 1> ((@@E)N*+D>-2(q(P)* -1 +1)°

elde edilir.

i]

(2) Tf[(Inx)*x~2)] = ()3T (x2) fonksiyonunu hesaplayiniz.

Coziim:
—n @ 1 alp) |
= 3 —
O g @ T~ a0 1)
d? 1
~ (i) q(p) .

dam)? Ca@Z+ 1 a@)+ 1
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d 6q(p))*>—2  2q(p)*® — 6q(p)

= (-1 ( - i)
dq(p) “(@(@E)*+1)°*  (qP)* + 1)
_ 6a(P)*-36(q(P)?+6 _ 24q(p)—24q(p)° .
(a(p))?+1)* (a(p)z+1)*
elde edilir.

4.2  Genel Kompleks AL-Tememe Integral Doniisiimiiniin Integrali

Teorem 4.5. T{[(f(x)) =F(iq(p)) ise

7§ () f0d)=-Z 8 T 760}

elde edilir.
Ispat:
[ f(®dt=g(x) olsun . g’ (x) = f(x) ve g(1)=0 olmak iizere
Ts (J; f(©dD=Ty (9()) =/, x79®) g(x)dx
integrali alindiginda

— 1Ha®) . —iq(p)+1 o0 ®_14i9() _ —iq(p)+1
@) g(X)|1 L ae® g'(x)dx

— 211 . -iq(p)y g
= Tramyrh X X gG0dx

elde edilir. Dolayisiyla

c _—1- lq(p) c _ me—1]|—1- lq(p)
olur.
Ornek 4.6.

5_1[ ~(a®)*+5iq(@)+4 ]: c—1 [_(=1-iq(p)(-4-iq(p))
9 lp@®)*+17(q(p))?+16 ((@(P)?+1)((a(p)?+16)

—1[ (=1-iq(p) ¢ (¢31]|= Tec-1 (—1-iq(p) c 2
J |Gapnzen lo & )] Tg [(<q<p))2+1) Tg (xx )]

= [Ff(t)dt = flxtzdt==§ x3—1) .

Ornek 4.7.

Tc-1 —1-iq(p) -7 (=1-iq(p) ( 1 >]
9 |(~(am)’+iam)-6)+@@nz+1) | 7 L@)N2+1) \-(qp)° +iap)-6
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1 __ A L, B
—(a) +am-6  (a@-2)  (q@)+3) "

olur. Basit hesaplamalardan sonra

A= 1 B = -1 alinirsa
5 5
1 1
1 -_ s __ 5
—(q(p))?+iq(p)-6  (iq(p)-2) (iq(p)+3)

(@) 5 (Govers)

1.1
:Tgc(—x— =X 4)
57 5

:Tgc_l (-1-iq(p)) TgC(X (1_ lX—S))] — fle(t) dt = 1X§_ %t—S dt

(a(p)?+1) 5 5
—X e 1_
_5+ 20 4 f(x)
elde edilir.

4.3  Genel Kompleks Al-Tememe integral Doniisiimii kullanarak lineer adi
diferansiyel denklemleri ¢6zme

(n) dereceli lineer degisken katsayili ve baslangi¢ kosullu adi diferansiyel denkleminin
genel formu

apx"y®™ +a,x"ly®=D 4+ a3 xy' + ayy=f(x) (2.12)

seklindedir. a, 0, a 1,..., a n keyfi sabitler ve y(x) in n’inci tiirevi y™ olmak iizere f(x),
genel kompleks Al-Teme integral dontisiimii ile siirekli bir fonksiyondur. Ayrica,

burada y(1), ......,y(n — 1) degerleri bilinmektedir. Denklemin her iki tarafina T genel
kompleks Al-Teme integral dontisiimii uygulanarak (2.12) adi diferansiyel denkleminin
¢ozimi elde edilir. Gerekli islemlerden sonra

T5(y) = oaas k(ia(p)) # 0,i=v=T , g(p)>0 (2.15)

olur. Burada, h ve k, ig(p)'nin polinomlar1 ve h’nin mertebesi k’ninkinden kiigiiktiir. Diger bir
ifadeyle, iyi bilinen asal kofaktorlere sahip bir polinomdur. (2.13) denkleminin her iki
tarafina T, ~* uygulanirsa

y=Tg" = [%]  k(ig(p) # 0, i=V=1 ,q(p)>0  (2.14)

elde edilir. (2.14) denklemi, (2.12) adi diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii temsil eder,
ki bu

y=Ao Ko (X) + A1 Ky (x) + ... + Am Kin (X). (2.15)
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olarak verilmistir. Burada, K, , K1 , ..., K,,, x infonksiyonlarQ, Ay ,A;, ... , A,, keyfi
sabitler ve sayilar 1k(iq(p)) mertebesine esittir. Ay, A4 , ... , A, degerlerini hesaplamak igin
baslangi¢ kosullar1 yerine koyulur. Bunlardan biri y(1) oldugundan

AcKo(D)+ALKi (D) +... + An Ky (1) = y(1 (2.16)

olur. (2.16)’nin m defa tiirevi alinirsa

AKy (1) + AlKy (D + ...+ AnKpy (1) = ¥ (1) (2.17)
AKy (1) + AKy (D) + ...+ Ak (1) =y"(2) (2.18)
AoKo ™ (1) + AiK; ™ (1) + ... + AnKy, ™ (1) = y™ (1) (2.18+m)

elde edilir. Bu bir lineer cebir sistemi ile ¢oziilebilir. Boylece gerekli (2.12) adi diferansiyel
denklemin ¢oziimii hesaplanir. (2.14) denkleminde, h(ig(p) polinomu gereksiz olarak
tanimlanir, bu sembol disinda higbir sey kategorize edilmez. Ancak (ig(p)polinomu f(x)
fonksiyonu i¢in genel kompleks Al-Teme integral dontisiimiiniin paydast ile (ag(iq(p))"+
a;(iq(p))™ 1 + ... + ay) carpanlarini igerir.

Uyan1 4.8. a bir sabit olmak iizere
Ty (xy) = (iq(p)-1)Tg (y) +a

Ty (cx?y") = (iq(p)-2)(ia(p)-1)Ty () + hi(ia(p)) ; ha(iq(p)) mertebesi 2°den kiigiik.

Ty (x%*y") = (ia(p)-3) (ia(p)-2)(ia(p)-1)Ty (y) + ha(iq(p) ; homertebesi(iq(p) 3°ten kiigiik.

T (x™y™) = (ig(p)-m) (iq(p)-m+1) ...(iq(P)-1)TF (Y) + hma(id(p) ; hmimertebesi(ig(p)
m’den kiigtik olur.

Ornek 4.9. Baslangic degeri y(1) = 0 olan
xy —2y = x*
adi diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim:

Adi diferansiyel denklemin her iki tarafinada genel kompleks Al-Tememe integral dontigiimii
uygulanirsa

1
(iq(p) —3)(q(p) — 5)

elde edilir. Kompleks Al-Teme integral doniisiimiiniin tersini aldiktan sonra, yukarida
belirtilen denklemin genel ¢oziimii

Ty (y) =
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y = Ax? + Bx*... (2.19)
olur. (2.19) denklemi , A ve B sabitlerini icerir. Dolayisiyla, y(1)=0 kullanarak
A+B=0 ... (2.20)

elde edilir. ikinci denklemi ¢ozmek igin, y(1)=0 baslangi¢ degerinden yararlanarak y'(1) —
2y(1) = 1 denklemde yazilirsa y (1) = 1 olur.

(2.19) denkleminin tiirevi alimip y' (1) = 1 yerine yazilirsa
2A+4B=1 ...(2.21)
elde edilir. (2.20) ve (2.21) denklemlerinin yardimiyla

-1 1
=5 5=3
olur ve boylece
1., 1,
y(x) = - X + 5%

elde edilir.

Ornek 4.10. Baslangig degeri y'(1) = y(1) = 0 ve x > 0 olmak iizere
x%y"3xy — 3y = x*Inx

adi diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim:

1
C j—
Tg ) = (ig(p)—2)(iq(p)+2)(iq(p)+3)? (2.22)

denkleminin her iki tarafinin Tgc_1 alinirsa
y=Ax + Bx7 3+ Cx™* + Dx*Inx (2.23)

elde edilir. Burada A, B, C ve D keyfi sabitlerdir.A ,B,C ve D'nin degerlerini bulmak i¢in
dort lineer denklem gereklidir. (2.23) denkleminde y(1)=0 yerine yazilarak ilk denklem elde
edilir. Ikinci denklemi, (2.23) denkleminin genel ¢dziimiinde y'(1)=0 yerine koyarak elde
edilir. Ancak tigiincii ve dordiincti denklemler igin iki degere daha ihtiyag vardir. Bunlar,

y"(1)+3y'(1)-3y(1)=0 yani, y"(1)=0 ve y"(1)+2y" (1)+3y"(1)+3y'(1)-3y'(1)=1 yani, y*(1)=1
olur. Boylece y, y", y", y" her biri sirasiyla yerine yazildiginda y(1) =y'(1)=y"=0, y"'(1)=1
ile

A+B+C=0 (2.24)
A-3B-4C+D=0 (2.25)
12B+20C-9D=0 (2.26)
-60B-120C+74D=1 (2.27)

elde edilir. (2.24),(2.25),(2.26) ve (2.27) denklemlerinden
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A=+ gt -0 p_1
100’ 4 ' 25 7 5

elde edilir. Boylece adi diferensiyel denklemi
Yzﬁlox-ix‘3+2£5 x‘4+§x‘4lnx
olarak bulunur.
Ornek 4.11. y"(1)=0 with x>0 icin
x3y"-3xy'+3y=sin(2Inx) ;y(1)=-2 ,y'(1)=1
adi diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim:

Adi diferansiyel denkleminin her iki tarafin1 T alimip baslangic degerler yerine yazilinca

h(iq(p)
(—i(gp)® + 6(q(p))* + 11iq(p) — 6 — 3ig(p) + 3 + 3)[(iq(p) — 1)?* + 4]

h(iq(p)
—iq(p)(—iq(p) + 4)(iq(p) — 2)[(iq(p) — 1)? + 4]

elde edilir. Her ikitaraflnTgC ~1alinirsa

Ty() = (2.28)

Ty (y) =

y=Ax~1+BX+Cx3+Dsin (2Inx)+Ecos (2Inx) ...(2.29)

elde edilir. A,B,C,D ve E'nin degerlerini hesaplamak i¢in bes lineer denkleme ihtiyag vardir.
(2.29) denkleminde y(1)=-2 yerine koyularak birinci denklem elde edilir. ikinci denklemi,
(2.29) denkleminin genel ¢6ziimiinde bir kez tiirev alinip y'(1)=0 yerine koyularak elde edilir.
Ucgiincii denklemi, (2.29) denkleminin genel ¢oziimiinde iki kez tiirev alinip y"(1)=0 yerine
koyularak elde edilir. Ancak dordiincii ve besinci denklemler igin iki degere daha ihtiyag
vardir. Bunlar,

y (D -3y D +3yM)=0=y"(1)=9
ve
y®D) +3y" (D) -3y" (1) -3y (M) +3y' (1) =2=yW(1) =-25

dir. Boylece
A+B+C+E=-2....(2.30)
—A+B+3C+2D=1...231)

olur. Yani,
2A+6C-2D-4E=0 ..(2.32)
-6A+6C-4D+12E=9 ..(2.33)
24A+36D-28E=-26 ..(2.39)

elde edilir. (2.30) 2.31)( 2.32)( 2.33) ve (2.36) denklem sistemlerini ¢dzdiikten sonra
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—-129 —351 41 3 2
= B = = — =_,E=_

120’ 260 ° 104’ 65 65
elde edilir ve tam ¢6ziim

_C129 381 041 32
Y=T20% T260° T 10a¥ Tegsin(iny) +gpcos(Zin)

olur.

Ornek 4.12. x*y™® + 5x3y" =3x"L,y(D) =y (D) =y' (D) =y (1) =0
adi difrenasiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim:

Her iki tarafm(TgC ) alinirsa

h(iq(p))
TS = 2.35
9 ) (iq(p)—-3)(iq(p)—2)(iq(p)-1)(iq(p)+1)iq(p) ( )

elde edilir. Bu denklemin he iki tarafinin Tgc_zl alinirsa tam ¢oziim
y(x) = Ax* +Bx+C+ Dx %>+ Ex! (2.36)

olur. A,B,C,D ve E'nin degerlerini hesaplamak igin bes lineer denkleme ihtiyag vardir. (2.36)
denkleminde y(1)=0 koyularak birinci denklem elde edilir. ikinci denklemi(2.36)
denkleminin genel ¢6ziimiinde bir kez tiirev alinip y'(1)=0 yerine koyularak elde edilir.
Uciincii denklemi, (2.36) denkleminin genel ¢dziimiinde iki kez tiirev alinip baslangic degeri
olan y"(1)=0 yerine yazilarak elde edilir. Dérdiincii denklemi, (2.36) denkleminin genel
¢oziimiinde ti¢ kez tiirev alinip y"(1)=0 yerine koyularak elde edilir. Ancak besinci denklem

icin bir degere daha ihtiyag vardir. Bu durumda
y®P (1) +5y"(1) =9 yani y®(1) =3

elde edilir. Bu durumda

A+B+C+D+E=0 (2.37)
2A+B-2D-E=0 (2.38)
2A+6D+2E=0 (2.39)
-24D-6E=0 (2.40)

120D +24E=3 (2.41)

elde edilir Yukaridaki esitliklerden

a=tpto 351 gt
—g P Tt Tyl TR Ty
olur ve tam ¢6ziim
=1z 13412 1,3
y(x)—gx 2x+4+8x S X

26



olarak bulunur.

4.4  Coklu Polinom ve Logaritma Katsayili Adi Diferansiyel
Denklemlerin Genel Karmasik Al-Tememe Integral Déniisiimii ile
Coziimii

Teorem 4.13. f(x) fonksiyonu [1,00) araliginda pargali siirekli bir fonksiyon olmak iizere
k =1,2,3,..i¢in

Fliq(p)] = T4 [f ()]
dk
TE[(Anx)*f(x)] = (i)"d—kagC [f ()]

elde edilir.
Ispat:
k=1 ise
Tg[Inx - y] _ld 2 Ty ()
q(p)

olur. Simdi, T¢[Inx - xy] =i dq(p) Tg (xy)

=i d(dp) [~y(D) + (a() - DTy )]

=i [(iq(p) -1 d—()TC(y) +ily (3’)]

Tf[lnx - xy'] = ((q(p) +1) Ty () +Tg (y)> :

d ( )9
elde edilir. Simdi de

Tg[Inxx?y"] = ()7 [~(1) ~ (@) — Dy(D) + (a(®) ~ D(iaP) - 2T G)]

= () (~iy(D) + (@) = 2(aP) = 1) 1= T () = (2ig@)+3i) T ()]

dq(p) 9

olur. Boylece

Ti[Inxx?y'] = — (—y(l) —i(iq(p) — 2)(iq(p) — 1) mTC(y) + (2iq(p)- 3) T4 ()

elde edilir.

Bir ¢ok durumda bu formdiller, degisken katsayili lineer adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek
icin kullanighdir.
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Ornek 4.14 xInx.y —y = (Inx)?3

degisken katsayil1 adi diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.
Coziim: Denklemin her ikitaraﬁmn(TgC )ahmrsa:
T¢ldnx -y = T () = T [(Inx)°]
L d 3! (—iq(p) — D*
— +)—Ts(y) +Tf ) -Tf(y) =
((q(p) )TN HTE) = T50) = oo
c(y) = =3I (—ip — 1D*
i@ +1% T Q)7 + D a®) + D

elde edilir. Lineer adi diferansiyel denklemve integral faktorii

d Te

U = TEHP) _ 2@ = (q(p) + i)?

olur. Boylece

—3! (iq(p) + D*q(p) +1)*
(a@(p))? + D*(q(p) +1)

TS () - q(p) + )?] = =-3l(q(p) +)~®

d
dq(p)
elde edilir. Dolayisiyla
TE(a@) + )% = = 3ta®) + H">dq(p)

—3!
2@ + 02 ¢

Ty ) - (q(p) +1)* =

olur. Bu durumda

_ et < 3@®) —H* | el - i)2>
7 \@®@)*+D* (@)? + 1)?

ile
y(x) = %(lnx)3 —clnx

elde edilir.
Ornek 4.15. Baslangi¢ degeri y(1) = 1 olmak iizere

Inx.x2y" + xy = x(In(x))?
denklemini ¢oziiniiz
Coziim:
Denklemin her iki taraﬁnm( Tgc) aliirsa

T£(n(x) - x*y") + T (xy") = T (x(Inx)?)

d
- <—Y(1) —ilip—)(ip-1) %Tgc(y) + (2ip — 3)Tgc(y)> —y(D + (ig(p) - DTy

olur. Boylece
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2z
(iq(p) — 2)3

—1(iq(p) — @) (iq(p) — 1)d—()TC(y) + (2ig(p) -3 —iq(p) + DT; () =

) =

elde edilir. Bu durumda
CTe) + e TE() = -
RN O R A T TOEDECOED)

olur. Lineer adi diferansiyel denklem ve integral faktorii

I 4P _ nGam)-1) —
p=e 17 =¢ =(iq(p) - 1)

olmak lzere
—2i

d . _
% [Tg (y) — (iq(p) — 1)] ~ (q(p) — 2)*

elde edilir. Boylece

_ B —2i oy Ny AR
T¢ (y), (iq(p) — 1) = [ Gam) =27 P~ Te ) -lale) =D =37 rs—s +c
5 ) = 2 + 60
997 = 3(Gq) — 2%Ga) — 1) Ga(p) — 1)
ile
% B A B ¢y D

TOEDHCOEDICOED MU OED I OE G OED)

elde edilir. Bu durumda

A-D=0 (2.42)
3A—B +6D =0 (2.43)

SA-3A+B+C+12D=0  (2.44)
-4A+28-C-8D:§ (2.45)

olur. Yukaridaki denklemlerden

elde edilir. Dolayisiyla

2 2 2 2
S S s 3 :
Ty(v) = (iq(p) —2) (iq(p) — 2)? * (iq(p) —2)° (iq(p) - 1) " (ia(p) - 1)

olur. Her iki tarafin Tgc_1 alinirsa

v=3%" sl 3% e =51 5% =)
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2 et

——T [;] 4+ T¢1 [;]
379 llae -l 7 ldam) -1
elde edilir. Boylece

2 2 1 , 2
y—gx—gxlnx+§x(lnx) —§+c

2 2 1 5 2
y—§x—§xlnx+§x(lnx) +C, ;Cz—?+c
y(1)=1:>62=%

_2 2 2
y—§x—§xlnx+§x(lnx) +§

elde edilir.
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